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A mon pére qui par son dme de poéte m’a appris a croire au réve.






Les vagues naissent de 'océan et s’y perdent, les flammes montent puis s’éteignent,

le soleil surgit puis disparait. Ainsi tout trouve sa source dans la spatialité de la
conscience et y retourne.

Vijnanabhairavatantra, stance 110, adapté de la traduction de Daniel Odier
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Résumé

L’objectif de I'étude est d’établir un modéle de comportement de ’ensemble
navire et eau l’entourant permettant de prédire a court terme (10-15s) et en
temps réel les mouvements du navire sur la houle. L’approche proposée consiste
1) a établir une équation d’évolution autonome de/dt = f(e) de I’ensemble na-
vire et eau, 2) a observer a chaque instant les variables d’état e a partir de
mesures physiques. Le modéle f est établi par une mise en équations en fluide
parfait et incompressible. Le potentiel et sa dérivée temporelle sur la surface
libre ou sur la caréne sont des variables d’état possibles pour I'eau. Ces gran-
deurs sur la surface libre peuvent étre observées a partir de la mesure de sa dé-
nivellation. L’observabilité de ces grandeurs sur la caréne a partir de la mesure
de la pression est un probléme ouvert. Pour obtenir un modéle indépendant
du temps, la mise en équations est développée en perturbations a partir d’une

solution d’ordre zéro elle-méme indépendante du temps.

Mots-clés : mécanique des solides - écoulement potentiel avec surface libre -

théorie des systémes - observateur - méthode de perturbations

Abstract

The aim of this study is to establish a model of the joint behaviour of a ship
and the surrounding water allowing for the short-term (10-15s) real-time pre-
diction of the motion of the ship on a swell. The proposed approach consists of
1) establishing an autonomous evolution equation de/dt = f(e) for the entire
system of ship and water, and 2) observing the state variables e from physi-
cal measurements at each time. The model f is based on the hypothesis of a
perfect and incompressible fluid. The potential and its time derivative on the
free surface or on the hull can be used as state variables of the water. Theses
variables on the free surface can be observed from measurement of its height.
The observability of theses variables on the hull from measurement of fluid
pressure is an open question. To obtain a time-independant model, a pertur-

bation method with an order zero solution not depending on time is applied.

Key words : solid mechanics - free surface potential flow - system theory -

observer - perturbation method
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Introduction

Depuis que les navires existent, leurs mouvements sur la houle ont toujours été
une source de difficultés de mise en ceuvre. Les progrés techniques aidant, les
navires militaires comme civils sont depuis environ un demi-siécle stabilisés en
roulis. Les moyens employés sont variés et dépendent du contexte. Des cuves
passives ou actives sont utilisées si la stabilisation doit étre efficace pour le
navire a l'arrét ou a faible vitesse d’avance, des ailerons de stabilisation si elle

n’est nécessaire que pour une vitesse d’avance plus élevée.

Lors du lancement des études de la frégate La Fayette et du porte-avions
Charles de Gaulle au milieu des années 80, les progrés de 'automatique ont
permis d’envisager une stabilisation plus performante que ce qui existait alors
et une prédiction des mouvements, les deux étant souhaitables pour améliorer
les capacités opérationnelles de ces navires. Les objectifs initiaux dans ces do-
maines (et les modélisations hydrodynamiques utilisées) sont décrits dans [10].

Les études préliminaires ont rapidement conduit & restreindre ces objectifs.

La principale limitation est venue du fait qu’il n’existe actuellement pas de
modéle de comportement de I’ensemble navire + houle autonome. L’hydrody-
namique navale a jusqu’a présent orienté ses travaux en tenue a la mer, autre
nom des mouvements sur la houle, avant tout vers le calcul des mouvements
sur une houle donnée. La modélisation de la houle n’est pas incluse dans ces
modeéles; elle en est une entrée. La prédiction des mouvements est impossible
avec de tels modéles puisque la houle n’étant pas modélisée, ne peut pas étre

prédite.

L’inadéquation des modéles hydrodynamiques est moins génante pour la sta-
bilisation : 'automatique pallie les insuffisances de la modélisation. La houle
est considérée comme une perturbation (une entrée) non modélisée et les lois

de commande doivent étre suffisamment robustes pour stabiliser le navire dans



ces conditions. Ceci a quand méme conduit a revenir a des lois de commande
par retour de sorties (commandes PID avec en entrées les mouvements), alors
que des lois par retour d’état, incluant I'état houle et donc sa modélisation,

plus performantes étaient prévues au départ.

Une autre limitation est venue du fait que la modélisation de la tenue a la
mer est complétement disjointe de la modélisation de la manceuvrabilité. Ces
modélisations répondent en effet a des besoins différents : mouvements sur la
houle pour la tenue a la mer, réponse aux braquages des safrans de gouver-
nail pour la manceuvrabilité. Elles concernent des domaines de fréquences de
mouvements différents : fréquences moyennes (5 4 30s) pour la tenue a la mer,
basses fréquences (10s a 'infini) pour la manceuvrabilité. Ceci a conduit a des
lois de commande des ailerons de stabilisation, issues du modéle de tenue a la
mer, indépendantes de celles de la compensation de gite par masses mobiles,
issues du modéle de manceuvrabilité. Pour les automaticiens, vu le recouvre-
ment du domaine de fréquences de ces modéles, un couplage entre ces lois et

donc un modéle unique aurait été souhaitable.

Toutes ces limitations proviennent uniquement de l'inadéquation des modéles
hydrodynamiques utilisés : I’état de 'art de I'hydrodynamique navale ne per-
met pas de fournir aux automaticiens les modéles qu’ils souhaitent. L’objectif

de la présente étude est de commencer a pallier cette situation.

Prédiction vs. stabilisation

Pour un navire, deux groupes de mouvements sur houle sont distingués :
— les mouvements dits «verticaux» : cavalement—pilonnement—tangage ;

— les mouvements dits «horizontauxy» : embardée-roulis—lacet.

En théorie linéaire et si le navire a un plan vertical et longitudinal de symé-
trie, ce qui est généralement le cas, les mouvements de ces deux groupes sont

découplés.

Fondamentalement, l'idéal serait de stabiliser tous les mouvements d’un na-
vire, mais pour cela il faudrait disposer d’actionneurs suffisants. Pour les mou-
vements verticaux, les efforts mis en jeu sont trop importants pour que des
actionneurs raisonnables (ailerons, masses mobiles) aient une action. A défaut
de stabiliser ces mouvements, il faut au moins les prédire. Pour les mouve-
ments horizontaux par contre, des actionneurs raisonnables peuvent agir. Ces

mouvements sont donc stabilisables. La différence entre les deux groupes porte



uniquement sur la possibilité d’action, pas sur les modéles hydrodynamiques

utilisés, qui sont les mémes.

La présente étude ne traite que de la prédiction. Tout progrés dans ce domaine
se retrouvera intégralement dans la stabilisation par la capacité d’anticipation
donnée aux lois de commande ; c’est cette propriété qui était visée avec la com-

mande par retour d’état prévue initialement.

Description de l’étude

Les options techniques possibles pour aller vers I’objectif fixé sont multiples. De
fagon a définir des critéres de choix, nous examinons dans un premier temps le
besoin relatif a la prédiction. Ensuite, un état de D'art est dressé. Le coeur de
I’étude est ensuite abordé. La modélisation de la prédiction consiste a établir

une équation d’évolution autonome, c.-a-d. sans entrées :

() © @)

de I’ensemble navire + fluide, telle que le vecteur d’état e soit si possible me-
surable ou sinon observable. Les variables d’état navire sont ses positions et vi-
tesses et sont mesurées aujourd’hui avec précision. Le choix des variables d’état
fluide est libre tant qu’elles représentent complétement 1’évolution du fluide. Ce

choix dépend des possibilités technologiques de mesure de 1’état fluide.

L’approche choisie pour établir les modéles fluide possibles est de les déduire
des équations de la mécanique des fluides, ou plus exactement de ce nous sa-
vons manipuler de ces équations. Dans un premier temps, les équations d’évo-
lution du fluide satisfaisant exactement les conditions aux limites, mais sous
I’hypothése d’un écoulement & potentiel scalaire, sont établies pour deux vec-
teurs d’état fluide : ¢ et Jp/0t sur la surface libre pour le premier modéle
et les mémes grandeurs sur la caréne pour le second (¢ est le potentiel). Les
modéles obtenus seraient utilisables dans un logiciel de calcul mais pas en mo-
délisation de représentation : tous les opérateurs (la fonction f de (1)) varient

avec le temps, ce qui interdit toute identification.

Dans un deuxiéme temps, ces modéles sont développés en perturbations de
fagon & obtenir des opérateurs indépendants du temps (si le mouvement d’or-
dre 0 l'est). Ces développements sont effectués jusqu’a l'ordre 3. Le premier ob-
jectif de cette prise en compte des non-linéarités est que ces modéles, qui sont

au départ des modéles de tenue a la mer, puissent aussi modéliser la manceu-



vrabilité, qui est trés non linéaire. Un autre objectif, plus lointain, est qu’ils
puissent aider a modéliser le phénomeéne de regroupement de houle. Cette mo-
délisation est nécessaire pour la prédiction des périodes d’accalmie des mouve-

ments.

Le fait d’utiliser comme variables d’état fluide ¢ et Op/0t au lieu de la dé-
nivellation de surface libre et sa dérivée temporelle, comme c’est le cas habi-
tuellement, permet d’éliminer du probléme la position de la surface libre. Ceci

donne un développement en perturbations plus systématique.

La détermination & chaque instant des variables d’état fluide & partir de me-
sures est I’autre point nécessaire a la prédiction. La mesure de la dénivellation
de la surface libre autour du navire définit ¢ et dp/0t sur cette surface. La
détermination de ces grandeurs a partir de cette mesure nécessite un observa-
teur. Si seules des mesures sur la caréne sont disponibles, ¢ et de dp/dt sur
la caréne peuvent peut-étre étre observés a partir de la mesure de la pression.

Ce probléme est ouvert.

La construction de l’observateur est entiérement déterministe contrairement
aux approches habituelles, qui sont issues des théories de traitement du si-
gnal et donc stochastiques. Dans celles-ci, les observateurs, qui deviennent des
estimateurs, sont optimaux statistiquement, c.-a-d. pour un horizon de temps
supposé infini (en pratique 15 & 20 mn). Le besoin étant la prédiction des mou-
vements a court terme (entre 0 et 80s), Papproche déterministe est plus per-
tinente. Ceci dit, ces approches ne sont pas opposées; il est possible de passer

continiiment de 'une & autre.

Organisation du mémoire

La lecture du texte principal est linéaire. Les développements particuliers sont
systématiquement reportés en annexes. Chacune de ces annexes est le plus in-
dépendante possible du texte principal et des autres annexes. Ceci entraine
quelquefois des répétitions. Quand une recopie d’équation a l'identique est in-
évitable, la référence de l’équation d’origine est indiquée dans le texte ou a

droite de I’équation recopiée.

De méme, la lecture de chaque annexe est linéaire. Elles ont leur propre table
des matiéres et leur propre bibliographie. Les références dans une annexe se

rapportent a sa bibliographie.



Les notations mathématiques utilisées dans cette étude suivent des conventions
particulieres. Celles-ci, ainsi que la signification des variables utilisées dans le

texte principal, sont exposées en annexe A.

Pour une premiére lecture, les chapitres 4 et 5 ainsi que les annexes peuvent
étre ignorés. Dans un second temps, ces chapitres peuvent étre survolés, sans
trop entrer dans la compréhension des équations. L’annexe B, qui constitue la
base théorique voire philosophique sur laquelle repose 1’établissement des mo-
déles peut aussi étre lue avec profit. Ensuite, en fonction du courage du lecteur,
les chapitres 4 et 5 et les autres annexes peuvent étre approfondis. Toutes les
parties du mémoire interagissant les unes avec les autres, sa compréhension ne

peut étre que progressive.



Chapitre 1
Expression du besoin

L’amélioration des capacités opérationnelles des porte-avions, pour 'appontage
des avions et des hélicopteéres, et des frégates, pour 'appontage des hélicoptéres
et des drones, nécessite une prédiction en temps réel des mouvements du na-
vire : quelles seront les positions et vitesses du navire dans les x prochaines

secondes 7 Plus précisément, ce besoin se décompose en

— une prédiction & moyen terme (60-80s pour les avions, le prochain extrema

pour les hélicoptéres) de 'enveloppe des mouvements ;

— une prédiction & court terme (10-15s pour les avions', le prochain extrema

pour les hélicoptéres) des mouvements eux-mémes.

Prédiction a moyen terme

Le besoin de prédiction & moyen terme vient du fait que la houle réelle est
répartie en groupes : 'amplitude des crétes et des creux est modulée plus ou
moins régulierement (cf. figure 1.1). Ce phénomeéne est bien connu des marins
et des surfers : les uns redoutent, les autres attendent les (trois) grandes vagues
successives qui arrivent plus ou moins périodiquement. Pour les marins, la pré-
diction des moments d’accalmie de la houle, et donc des mouvements, serait

utile pour choisir une fenétre temporelle d’opération.

Pour I'appontage des avions, cette fenétre détermine I'instant de déclenchement
du dernier virage (cf. figure 1.4). L’intervalle de temps entre ce déclenchement

et 'appontage donne I’horizon de prédiction a moyen terme demandé.

! Cette fourchette est issue d’une appréciation des officiers d’appontage. Elle n’est pas le

résultat d’une étude des spécifications de I’appontage automatique.



Altitude (m)
(e}

t(s)

F1G. 1.1 — Altitude de la surface libre* — [Bouée Datawell directionnelle
2004/02/01, 1h GMT - Long. : -5.5°, Lat. : 48.3° — Hs" : 4.9m|

Altitude (m)
()

_4 | | | 1 | |
450 500 550 600 650 700 750 800 850 900
t(s)

F1G. 1.2 — Altitude de la surface libre (suite 1)

4(Ces mesures ont été aimablement fournies par le Bassin d’essais des carénes.

°Hs : hauteur (= différence d’altitude entre les crétes et les creux) significative de la houle,

définie comme quatre fois la valeur quadratique moyenne de ’altitude de la surface libre.
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F1G. 1.3 — Altitude de la surface libre (suite 2)

e, Break Interval -15 to 417 seconds:
= Wlng Sweep 207 Break at 45° to B0° bank,
1 Landing Gear Down Speedbrake extended,
Y Below 280 KIAS Thrattle idle,
l‘ * Level tumn at 800 ft
1 Te o
* Slatz/Flaps Y=
Extended - ]
Below225KiAS  “~_  Bolerorwavel g Sweep
¢ Military Power-Clirb 2 22
/DLE Selected " Chaight ahead, T 800 ft Altitude
i " ' Straight ahead, Turm
On Speed” Approach s to parallel BRC Hook down and
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Landing Checklist ST
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Crozz Check: Gross Weight, et - -
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Tum Bag.-:EtIara Intercept Glide Slope
1t0 1.2 NM e .« Approx. 344 Mile 450 ft

Type Approach

"0n-Speed” Approach
Indexer Indication

90° Position
Indexer "Donut™ -

F1G. 1.4 — Procédure d’appontage® (© U.S. Navy

6Cette procédure est dans son principe identique pour tous les avions. Les détails de cette

figure sont pour un avion F-14 Tomcat.



Cette prédiction est moins cruciale pour 'appontage des hélicoptéres puisque
le pilote maitrise jusqu’au dernier moment l'instant d’appontage, mais elle leur
serait quand méme utile : diverses procédures sont utilisées, une est d’attendre
un mouvement important du navire et de se poser juste aprés, une autre est

d’attendre une accalmie des mouvements.

La modulation de 'amplitude des crétes et des creux de la houle est un phéno-
méne assez irrégulier. La suite de 'enregistrement de la figure 1.1 est montrée
en figures 1.2 et 1.3. La houle est beaucoup moins modulée entre 450 et 900s
qu’entre 0 et 450s; et elle I'est encore moins entre 900 et 1350s. Ensuite la

modulation reprend.

Prédiction a court terme

Pour les avions, la prédiction a court terme concerne le guidage final (appon-
tage sur but futur) et l'autorisation ultime d’appontage. Cette prédiction doit
étre valide pour le navire en accélération : a chaque appontage le navire est
mis en accélération, ce qui a pour effet de «casser» temporairement le tangage
(et il est ensuite freiné pour pouvoir réitérer cette opération). Ces accéléra-
tions et freinages sont évidemment tres faibles en valeur absolue. Ce phéno-
meéne demande a étre analysé plus précisément qu’il ne ’est aujourd’hui. La
validité de la modélisation dans cette situation est impérative : le tangage est
le mouvement le plus important a prédire et c’est lui qui est modifié par cette
procédure. Par contre, la modélisation n’a a étre valide qu’en route rectiligne :
durant toutes les opérations aviations, le navire garde un cap constant au degré

preés.

La prédiction a court terme est moins importante pour les hélicoptéres : le
pilote voit constamment les mouvements du navire et peut donc les anticiper.
Par contre elle est une nécessité pour 'appontage des drones hélicoptéres : leur

appontage doit étre totalement automatique.

Etat de mer

Les prédictions tant & moyen terme qu’a court terme doivent étre valides pour
des houles multidirectionnelles : une mer réaliste est toujours constituée d’une
superposition d’ondes de directions de propagation différentes. Ceci provient
du processus méme de formation de ces ondes. Un vent local, par exemple

produit par une dépression, crée une mer locale, la mer du vent, caractérisée



par des périodes courtes et par un étalement angulaire important des directions

de propagation. Un spectre typique d’une telle mer est donné en figure 1.5.
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F1G. 1.5 — Spectre® de mer du vent — [Modéle VAG : 2002/11/13, 12h GMT
Long. : -20.0°, Lat. : 50.0° — Hs : 5.8 m — Emax : 31.6 m?-s]

Les ondes constituant cette mer sont appelées des vagues. Pour un vent donné,
au cours du temps, des vagues de périodes de plus en plus longues sont créées.
Les vagues de longues périodes s’amortissant moins vite celles de courtes pé-
riodes, sont les seules & se propager loin de la zone ou elle ont été créées,
d’autant que, plus la période est longue, plus la vitesse de propagation (vitesse
de goupe) est grande. Ces ondes sont appelées des houles. Un spectre typique
d’une houle créée par une dépression éloignée est donné en figure 1.6. Une telle
houle est beaucoup moins étalée en fréquence et en direction de propagation

qu’une mer du vent. Elle peut étre considérée comme monodirectionnelle.

8Ces spectres ont été aimablement fournis par Météo-France, Direction de la Prévision,
Division Marine et Océanographie. Dans ces représentations, les graduations 5, 10, 15, 20 sont
les périodes de la houle (le rayon n’est pas proportionnel & la période). Les directions sont
les directions de propagation de la houle. La valeur du spectre, représentée par la couleur, est

I’énergie, c.-a-d. le carré de I’amplitude, de la composante de période et de direction donnée.
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F1G. 1.6 — Spectre de houle monodirectionnelle — [Modéle VAG :
2002/11/13, 1h GMT — Long. : -30.0°, Lat. : 30.0° — Hs : 1.8 m,

Emax : 5.6 m? |
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F1G. 1.7 — Spectre de mer confuse — [Modeéle VAG : 2002/11/13, 12h GMT
Long. : -30.0°, Lat. : 50.0° — Hs : 2.8m — Emax : 5.6 m?-s]
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Ces cas peuvent se combiner jusqu’a obtenir des houles se propageant dans des
directions opposées comme dans le spectre présenté en figure 1.7. Les situations
d’école correspondant aux figures 1.5, 1.6 et 1.7 existent mais sans étre tres
fréquentes. Les mers rencontrées en pratique se situent quelque part entre ces

trois cas.

Les dimensions des porte-avions sont telles que ce sont avant tout les houles
qui les font bouger et ces houles n’ont donc aucun rapport avec le vent local.
Le cap suivi en opérations aviation étant déterminé uniquement par la direc-
tion du vent, la modélisation doit pouvoir prendre en compte des houles de
gisement® quelconque. Pour les houles du secteur arriére, les fréquences de ren-
contre peuvent étre dans le domaine de fréquences de la manceuvrabilité. Ceci
implique une unification des modéles de tenue & la mer et de manceuvrabilité :
la limite basses fréquences du modeéle de tenue a la mer doit donner le modéle

de manceuvrabilité.

Tout ceci reste globalement vrai pour les frégates mais en étant moins mar-
qué : le maintien d’un gisement de vent relatif donné est moins impératif pour

I’appontage des hélicoptéres que pour celui des avions.

La prédiction n’a a étre valide que jusqu’aux états de mer correspondant aux
limites opérationnelles des navires. Celles-ci sont déterminées aujourd’hui de
facon satisfaisante en utilisant des codes de tenue & la mer basés sur des théo-
ries linéaires : pour ces états de mer, les hauteurs de houle et les mouvements
sont suffisamment petits pour que I’hypothése de linéarité soit satisfaite, au
moins pour des résultats statistiques. Les non-linéarités de la modélisation des
mouvements sur une houle donnée sont donc faibles. La premiére non-linéarité
a prendre en compte en tenue a la mer est donc celle intervenant dans la pro-

pagation de la houle, qui est la cause de la formation des groupes de houle.

9 Angle entre une direction, ici la direction de propagation de la houle, et I’axe longitudinal

du navire.

12



Chapitre 2

Etat de Part

2.1 Prédiction des mouvements a court terme

Les méthodes utilisées jusqu’a présent pour prédire en temps réel les mouve-
ments a court terme des navires sur la houle peuvent étre classées en deux
types : les méthodes utilisant
— une représentation d’état ;

— une représentation des relations entrées/sorties.

D’une facon générale, seules des modélisations linéaires ont été utilisées : avant
d’envisager de prendre en compte les non-linéarités des phénomeénes, les mé-
thodes doivent déja fonctionner en petites hauteurs de houle et petits mouve-

ments.

2.1.1 Meéthodes utilisant une représentation d’état

Ces méthodes consistent a établir une équation d’évolution (EE) et un estima-

teur des variables d’état (VE) de 'ensemble navire + fluide.

L’EE du navire sec est connue, ce sont les équations (linéarisées) du mouve-
ment d'un solide. Les VE de ce systéme sont les positions et vitesses du navire.

Ces grandeurs sont mesurées; elles ne nécessitent donc pas d’estimateur.

Pour le fluide, la situation est moins claire. Dans la continuité des travaux

13



en tenue a la mer des années 50' s’appuyant eux-mémes sur les théories de
traitement du signal développées dans les années 40, la houle est considérée
comme un phénoméne aléatoire dont seules les caractéristiques statistiques, le
spectre, sont connues. Pour les besoins de la réprésentation d’état, la houle
est considérée comme étant la sortie d’un filtre? dit formeur ayant pour entrée
un bruit blanc. Ce filtre est censé représenter le spectre de la houle. Cette
représentation est dite modale : les modes (les poles, les résonances)® du filtre

donnent les pics du spectre. L’EE du filtre formeur est considérée comme 'EE
du fluide.

Les efforts appliqués par le fluide sur le navire sont donnés par la sortie d’un
autre filtre ayant pour entrée la sortie du filtre formeur. Ce deuxiéme filtre
est déterminé a partir des fonctions de transfert houle — efforts appliqués sur
le navire. La détermination de ce filtre pose un probléme fondamental : en
considérant que son entrée est la dénivellation de la surface libre, il est non
causal, quel que soit I’endroit oli cette mesure est prise*. La dénivellation de
la surface libre en un point donné ne peut donc pas étre considérée comme
une entrée pour la définition des efforts. La solution adoptée est de considérer
que cette mesure est quand méme l’entrée mais en prenant le filtre causal le
plus proche du filtre réel. Plus le point de mesure considéré est loin dans la
direction de provenance de la houle, plus le filtre réel est proche d’un filtre

causal, avec en contrepartie une dégradation de sa représentativité.

Tous ces filtres sont agrégés pour former un filtre représentant I’ensemble na-

Les idées de cette époque ont été formalisées par St. Denis & Pierson [26]. Elles consistent
a dire que 1) la houle est un processus aléatoire, 2) la réponse du navire a cette entrée est
linéaire, ce qui permet des calculs spectraux simples. Cette approche est encore celle utilisée
aujourd’hui si la situation vérifie ces deux hypothéses, c.-a-d. si les résultats demandés sont
statistiques et si les hauteurs de houle et les mouvements sont suffisamment petits. Voir aussi

Ogilvie [23] pour une revue de ces théories.

2¢Filtre» et «systéme dynamique», c.-i-d. systéme représenté par une EE, sont presque
synomymes : un filtre est un systéme dynamique ayant au moins une entrée et une sortie (un

systéme dynamique peut ne pas en avoir).

N

3Le terme «spectre» pourrait étre ajouté & cette liste mais ceci risquerait d’induire une
confusion avec la signification attribuée & ce terme dans ce chapitre, spectre de houle, qui n’a

aucun rapport avec spectre d’un opérateur.

4Cette question a donné lieu dans les années 60 & des discussions dans les congrés d’hydro-
dynamique navale. Elle remettait en cause la notion de filtre navire telle qu’elle était comprise

a ’époque.
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vire + fluide ayant pour entrée un bruit blanc et pour sorties les mouvements
du navire. Pour la prédiction des mouvements, ’entrée est supprimée puis-
qu'un bruit blanc est par définition non prédictible. L’EE de I’ensemble navire

-+ fluide devient donc autonome.

L’initialisation de cette équation demande la connaissance a chaque instant de
la valeur des VE. Les VE inconnues, c.-a-d. celles du filtre formeur, sont déter-
minées par un estimateur de Kalman a partir de la mesure des mouvements.
La détermination de cet estimateur demande la connaissance de 'EE de ’en-

semble navire + fluide (et de la matrice de covariance des mesures).

Ces méthodes demandent donc, pour la détermination de I'EE et de ’estima-
teur, la connaissance du spectre de la houle. Celui-ci doit étre déterminé par

ailleurs.

Le caractére totalement fictif de la représentation de la houle utilisée a une
autre grave conséquence : la notion de fréquence de rencontre produite par
la vitesse d’avance du navire n’apparait pas dans la modélisation. Cette no-
tion doit étre introduite de facon artificielle en utilisant le spectre de rencontre
au lieu du spectre de houle. Cet artifice ne peut fonctionner que pour des
houles monodirectionnelles et du secteur avant. Pour celles du secteur arriére,
deux houles de méme direction de propagation mais de fréquences différentes
peuvent donner la méme fréquence de rencontre : les mouvements du navire
ne permettent pas de les distinguer. Pour les houles multidirectionnelles la si-
tuation est pire puisque qu’il existe un continuum de combinaisons direction
de propagation - fréquence de houle donnant la méme fréquence de rencontre,
que les houles soient du secteur avant ou arriére. LL’hypothése opérationnelle
faite pour que ces méthodes soient utilisables est que la mer est de face et

monodirectionnelle. Ceci ne correspond pas aux conditions réelles.

Les principaux travaux utilisant cette approche sont ceux de Triantafyllou,
Bodson & Athans [28, 29| et ceux de Sidar & Doolin [24]. Les résultats présen-

tés dans ces articles sont issus uniquement de simulations numériques.

Les travaux de Bozzo [4], bien qu’utilisant une représentation d’état et une
estimation des VE par un filtre de Kalman, sont en fait équivalents a une
méthode AR (cf. section suivante) puisque 'EE de l'ensemble navire + fluide

(sans entrée) est identifiée en permanence.
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2.1.2 Meéthodes utilisant une représentation des relations

entrées/sorties

Les autres méthodes utilisées sont les méthodes AR, MA ou ARMA. Elles sont
équivalentes aux méthodes par représentation d’état dans lesquelles seules les
relations entrées/sorties, ou sorties/sorties dans le cas d’un systéme autonome
(AR), seraient exprimées. Les VE ne sont plus explicites, mais la puissance de
représentation reste la méme. La différence porte sur la maniére d’identifier les

modéles.

Dans les méthodes par représentation d’état, les EE, sauf celle représentant la
houle, sont identifiées une fois pour toutes alors que dans celles par représen-
tation des relations entrées/sorties, les modéles sont réidentifiés a chaque pas
de temps. L’objectif recherché dans cette auto-identification est de s’affranchir
de la nécessité de connaitre le spectre de houle : son identification est supposée
étre incluse dans I'identification du modéle (qui est celle de 'ensemble navire
-+ fluide).

Une autre différence, mais qui n’en est pas vraiment une, est que ces méthodes,
sauf AR, nécessitent une entrée. Ceci a poussé a utiliser pour cette entrée une
mesure de la dénivellation de la surface libre a I’avant des navires, cette mesure

étant supposée représenter I’«entrée» du filtre navire.

Le premier, et peut étre le plus explicite, des travaux utilisant cette approche
est celui de Yumori [34]. Les méthodes sont décrites et des résultats de prédic-
tion des mouvements d’un navire réel, le SSP Kaimalino, sont présentés. Les
résultats, qui se retrouveront grossiérement dans toutes les études ultérieures,
est que Pamplitude du pilonnement est bien prédite sur 1/2 période et sa phase

sur une période.

D’autres travaux ont suivi : Jefferys & Samra [18|, Sifredi, Grandclément &
Puy [25], Lin [20]|, Broome & al. |7, 6, 5]. Les différences entre ces travaux

portent principalement sur les méthodes d’identifications utilisées.
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2.1.3 Etudes menées pour la frégate La Fayette et le porte-

avions Charles de Gaulle

A partir de 1984, 'ONERA/CERT a été chargé des études de prédiction et
de stabilisation des mouvements de la frégate La Fayette et du porte-avions
Charles de Gaulle. Les travaux menés par Jung, Hardier et Mouyon sont glo-
balement équivalents aux études décrites ci-dessus, et les difficultés rencontrées
semblables. Les deux types de méthodes ont été essayés. Les performances en

prédiction obtenues sont similaires et correspondent aux résultats donnés dans
[34].

Un apport des études ONERA/CERT est que la mesure de la dénivellation
de la surface libre a ’avant du navire n’a pas de cohérence avec les mou-
vements du navire en basses fréquences, et ceci méme houle de face sur des
houles d’Atlantique pouvant étre assez monodirectionnelles (les houles de Mé-
diterranée sont plus multidirectionnelles). Ceci donne Pexplication du résultat
donné dans [34] qui est que I'utilisation de la mesure de la dénivellation de la
surface libre n’apporte un gain en prédiction que pour les houles de courtes
périodes (< 5s).

La fonction de cohérence entre deux signaux représente ’existence d’un filtre
linéaire entre eux. Le fait que cette fonction soit nulle veut dire que, soit la
relation entre les signaux n’est pas linéaire, soit le signal qui est considéré
comme une entrée n’en est pas une, soit la sortie est fonction d’autres entrées
non prises en compte. Sur les houles considérées, la linéarité n’est pas mise
en cause, le fait que la houle soit une entrée non plus. La seule possibilité est
qu’une mesure de la dénivellation de la surface libre en un point ne représente
pas une houle quelconque, ce qui est une évidence. Si des informations sont
ajoutées disant que la houle est sinusoidale et que la direction de propagation
est donnée, alors une mesure ponctuelle définit la houle, mais seulement dans

ce cas.

D’une fagon plus générale, la propriété fondamentale a satisfaire pour que
toutes ces méthodes soient valides : 1'observablilité de I’état de I’ensemble na-
vire + fluide a partir des mesures utilisées, n’a jamais été démontrée. Seul le

fluide posant un probléme, ce point reléve de I’hydrodynamique (navale).
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2.2 Prédiction des mouvements & moyen terme

Actuellement aucune étude n’a été publiée sur la prédiction des périodes d’ac-
calmie de la houle. Le seul développement qui s’en rapproche est celui du
DRDC Atlantic (cf. [9]) qui a mis au point un systéme, le Flight Deck Mo-
tion System (FDMS), d’aide a 'appontage des hélicoptéres. Ce systéme a pour
objectif de renseigner l'officier d’appontage sur le fait méme d’étre ou non dans

une période d’accalmie des mouvements.

2.3 Bassins & houle numériques

Bien que ce ne soit pas l'objet principal de I’étude, nous sommes conduits
pour obtenir une modélisation répondant au besoin, a (re)mettre en équations
le comportement temporel de I’ensemble navire + fluide. Ceci correspond exac-

tement & la mise en équations des bassins a houle numériques.

Ces mises en équations sont toutes basées sur la méthode Mized Eulerian-
Lagrangian (MEL) de Longuet-Higgins & Cokelet |21]|. L’hypothése de base
de celle-ci est que 1’écoulement est a potentiel scalaire. Les VE choisies pour le
fluide sont la position de points de la surface libre et le potentiel en ces points.
L’EE est donnée par la convection de ces grandeurs. Les conditions de surface
libre sont satisfaites exactement. Cette mise en équations est sans navire; elle
était destinée a l'origine a modéliser 1'évolution non linéaire de la houle. Une

revue concernant ce probléme est présentée par Tsai & Yue dans [30].

Quand un navire est ajouté a cette modélisation, avec les conditions de glis-
sement sur la caréne satisfaites exactement, nous obtenons un bassin a houle
numérique. Les principales revues concernant ce probléme sont celles de Yeung
[33] et de Kim, Clément & Tanizawa [19].

Des bassins a houle numeériques basés sur les équations de Navier-Stokes sont

en cours de développement. Ils ne sont pas pleinement utilisables actuellement.
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Chapitre 3

Approche envisagée pour satisfaire

le besoin

Le besoin concerne avant tout les mouvements sur houle des navires. Nous
avons vu au chapitre 2 que les difficultés rencontrées viennent de I’absence de
modélisation physique de la houle : les modélisations de houle utilisées jus-
qu’a présent sont fictives. De plus, ces modélisations, étant issues des théo-
ries de traitement du signal, sont optimales statistiquement alors que le besoin
concerne les mouvements a court terme. Sur les horizons de prédiction deman-

dés, la houle est un phénoméne déterministe.

L’approche choisie est de modéliser physiquement le comportement de 1’en-
semble navire + fluide qui I’entoure en partant des lois de la mécanique. Le
guide constant dans cette mise en équations est la théorie des systémes phy-
siques. Cette théorie donne des régles simples et incontournables de construc-

tion des modéles. Un abrégé de cette théorie est donné en annexe B.

Le modeéle recherché est donc un modéle deterministe et temporel puisque c’est
le comportement dans le temps de ’ensemble ensemble navire + fluide qui doit
étre représenté. La théorie des systémes! dit que le comportement temporel
déterministe de tout systéme physique continu en temps peut toujours étre

représenté par un modeéle de la forme

de

(3.1) == f(t.e.w) (B.1)

!Pour alléger la rédaction, la théorie des systémes physiques est appelée maintenant sim-

plement théorie des systémes.
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ou
e(t) : vecteur d’état du systéme,
u(t) : vecteur d’entrées du systéme,

et ou f est une fonction du temps au sens strict du terme : f(¢,e,u) ne dé-
pend que des valeurs de e et de u a l'instant ¢; aucune intégrale ou dérivée
temporelles de ces grandeurs n’intervient. La fonction f peut étre un opéra-
teur pour les autres variables que t. L’équation (3.1) est I’équation d’évolution
(EE) (des variables d’état (VE)) du systéme.

Les entrées d'un systéme sont les actions venant de l’extérieur modifiant son
évolution temporelle. Pour le systéme navire + fluide, ces entrées sont 'action
du vent sur le fluide, qui crée la houle, et I’action du vent sur le navire. Sur les
horizons de prédiction demandés, le vent est considéré comme ne modifiant pas
la houle, la constante de temps de cette action se mesurant en heures. Nous ne
nous occuperons pas de ’action du vent sur le navire, qui peut étre modélisée
de facon satisfaisante pour le besoin. Le systéme & modéliser est donc considéré

comme sans entrées ou encore autonome, c.-a-d. de la forme

de
% = f(tae)'

REMARQUE

Vv C’est le fait méme d’obtenir un systéme autonome qui permet sa prédiction.
Si une entrée agissait sur ’horizon de prédiction demandé, elle devrait étre
connue pour pouvoir prédire I’évolution du systéme. Il faudrait donc elle-méme

la prédire, c.-a-d. la modéliser comme la sortie d’un systéme autonome. A

Le modéle est destiné a étre identifié a partir de mesures physiques et non
calculé. Comme nous ne savons identifier que des modéles invariants dans le
temps, f ne doit pas en dépendre. Le modéle recherché est donc finalement de

la forme

de

(32) (]

Les sorties d'un systéme sont ses actions sur 'extérieur. La théorie des sys-

témes dit que ces actions sont toujours de la forme
(3.3) v=g(t,e,u) (B.2)

ou
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v(t) : vecteur de sorties du systéme,

et o, de méme que f, g est une fonction du temps au sens strict du terme.

L’équation (3.3) est une équation de sortie (ES) ou d’observation du systéme.

Dans le probléme traité, les sorties demandées sont les positions et vitesses du
navire. Ces grandeurs étant les VE du navire, g est trivial. Nous n’en parlerons

plus.

La prédiction & moyen terme concerne l'enveloppe des minimums et maxi-
mums des mouvements. Celle-ci peut étre considérée en premiére approxima-
tion comme proportionnelle & I'enveloppe des crétes et des creux de la houle.
La forme de cette enveloppe, c.-a-d. la modulation de la houle, est due a la
non-linéarité des conditions de surface libre. Il serait possible d’écrire une théo-
rie ne traitant que de cette enveloppe et obtenir ainsi son EE. La prédiction
serait obtenue a partir d’'une mesure en temps réel de cette enveloppe, ce qui
devrait étre possible a partir de mesures radar. Cette approche est envisa-
geable et sera méme probalement nécessaire. Dans la présente étude, le be-
soin concerne avant tout la prédiction a court terme. Nous n’insisterons donc
pas particuliérement sur la prédiction a moyen terme. Les non-linéarités se-
ront prises en compte au mieux des possiblités, mais sans chercher a modéliser

I’enveloppe de la houle.

Pour que le probléme traité soit cohérent, toutes les non-linéarités du systéme,
celles de la mécanique des solides et celles de la mécanique des fluides, doivent-
étre prises en compte. La fonction f est donc a priori non linéaire par rapport
a toutes les VE.

Un autre intérét de considérer un f non linéaire concerne l'unification des
modéles de tenue a la mer et de manceuvrabilité. La principale raison qui a
interdit jusqu’a présent cette unification est que ces modéles sont de natures
différentes : linéaires et & mémoire, c.-a-d. dépendants des entrées aux instants
précédents I'instant actuel, pour la tenue a la mer, non linéaires et instantanés,
c.-a-d. ne dépendants que des entrées a l'instant actuel, pour la manceuvrabi-
lité.

L’équation (3.2) est fondamentalement un modéle & mémoire. Elle peut donc
modéliser la tenue a la mer; et si elle est non linéaire, elle peut modéliser la
manceuvrabilité. Les entrées de ces modéles sont la houle pour la tenue a la

mer et la propulsion et le braquage des safrans pour la manceuvrabilité. Dans
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(3.2), la houle est représentée dans les VE du systéme. Pour modéliser la ma-
neeuvrabilité, il «suffity donc de rajouter a ce modéle les entrées propulsion
et braquage des safrans. Envisager un f non linéaire par rapport a toutes les
VE peut donc permettre d’unifier les modéles de tenue a la mer et de manceu-
vrabilité. Dans la présente étude, nous en restons au modéle autonome (3.2),

c.-a~d. sans les entrées propulsion et braquage des safrans.

La mécanique des solides nous dit que les VE navire sont la translation, la
rotation et les vitesses de translation et de rotation du navire. La mécanique
des fluides dit que pour des conditions de surface libre linéarisées et en fluide
parfait et incompressible, les VE fluide peuvent étre n et dn/dt ou n est la
dénivellation de la surface libre (cf. Hadamard qui a introduit cette approche
dans [14, 15]?). Pour les conditions de surface libre exactes, les VE utilisées
dans la méthode MEL sont la position de la surface libre et le potentiel sur

cette surface.

Pour déterminer quelles sont les VE fluide pertinentes dans le cas qui nous in-
téresse, nous allons mettre en équations tout le probléme pour en déduire une
EE navire + fluide. Cette démarche peut paraitre irréaliste, mais les informa-
tions recherchées sont uniquement qualitatives : quelles peuvent étre les VE du
probléme et quelle est la forme mathématique du f correspondant? Nous ne

chercherons pas a résoudre les équations obtenues.

Une fois un modéle (3.2) établi et identifié, I'initialisation de la prédiction né-
cessite de connaitre & chaque instant la valeur réelle des VE. Il faut donc dispo-
ser d'une observation ou d’une estimation de celles-ci. L’observation concerne
I’approche déterministe, ’estimation I'approche stochastique de la détermina-
tion des VE (cf. par exemple [1]| chapitres 4 et 5 pour un exposé sur les ob-
servateurs et les estimateurs). L’approche suivie dans la présente étude étant

entiérement déterministe, nous ne traitons que de 'observation des VE.

Les VE navire sont mesurées aujourd’hui avec une grande précision. La dif-
ficulté est dans l'observation des VE fluide. Cette observation demande un
dialogue entre la théorie : quelles sont les VE fluide possibles ? et la technolo-
gie : quels sont les moyens de mesure actuels, ou raisonnablement envisageables

dans le futur, du fluide entourant le navire ?

2Le génie d’Hadamard demandait & étre rendu accessible au commun des mortels : Bouli-

gand dans [3] a explicité et développé ces articles.
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En résumé, la prédiction tant a court terme qu’a moyen terme demande de

déterminer deux éléments :
1) des VE du systéme navire + fluide et le f correspondant,

2) un moyen d’observation de ces VE a chaque instant.

3.1 Hypothéses adoptées pour la mise en équa-

tions

Pour qu'une mise en équations soit possible, le champ des possibilités doit étre

restreint par des hypothéses qui doivent, si possible, correspondre au cas traité.

3.1.1 Pour le navire
3.1.1.1 Corps rigide

Le navire est a priori considéré comme un corps rigide. Ceci n’est évidemment
qu'une approximation, mais dans le cas traité, cette approximation est suffi-
sante : seuls les mouvements d’ensemble du navire nous intéressent. Ceci dit,
dans la mise en équations de la mécanique des solides adoptée, cf. annexe C,
le corps doit obligatoirement étre déformable, mais avec une déformabilité qui
peut étre aussi petite que 'on veut. Un des intéréts de cette mise en équations
est qu’elle se généralise naturellement a des solides de plus en plus déformables.

Ceci peut étre utile dans I'avenir.

3.1.2 Pour le fluide

L’idéal serait de condidérer un fluide le plus proche possible du réel , c.-a-d.

visqueux et compressible.

3.1.2.1 Ecoulement irrotationnel

Un fluide visqueux donne obligatoirement un écoulement rotationnel. Nous ne

savons pas représenter et manipuler simplement un tel écoulement. L’écoule-
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ment considéré est donc irrotationnel et en conséquence le fluide est supposé
non visqueux ou encore parfait. En considérant le fluide comme parfait, au-
cune couche limite et aucun décollement ne sont modélisés. Mais le fait de
considérer que I’écoulement est irrotationnel restreint encore plus sa représen-
tativité : des tourbillons peuvent quand meéme étre présents dans un écoule-
ment en fluide parfait. Ils peuvent étre produits entre autres par des surfaces
portantes. Les efforts produits par tous ces phénomeénes, qui sont une partie
de 'amortissement des mouvements en tenue a la mer et les efforts principaux
en manceuvrabilité, ne peuvent donc pas étre représentés dans le modéle résul-
tant. L’objectif d’unifier les modéles de tenue a la mer et de manceuvrabilité
ne pourra a priori pas étre atteint; mais 'identification du modéle a partir du

réel pourra augmenter son domaine de validité.

3.1.2.2 Fluide incompressible

Dans le domaine de fréquences des mouvements en tenue & la mer et encore
plus en manceuvrabilité, la compressibilité du fluide n’intervient pas. Il est
donc considéré comme incompressible, mais cette hypothése donne un fluide
non physique (transmission instantanée des modifications de pression dans tout
le fluide quelle que soit la distance). Ceci entraine la nécessité de définir une

condition & linfini.

3.1.2.3 Profondeur finie

Le fond F' est de forme quelconque, parfaitement étanche, immobile et & une
profondeur finie. Cette derniére hypothése entraine que la condition a l'infini

de la section précédente ne doit étre définie que pour l'infini horizontal.

3.1.2.4 Fluide au repos a l’infini horizontal

En tenue a la mer, la houle considérée habituellement est une houle spectrale.
Cette maniére d’aborder la question n’est pas utilisable dans le cas présent
parce qu’elle entraine la perte de 'information sur les phases des composantes®

de la houle alors que cette information est fondamentale pour la prédiction.

3Chaque composante de houle est définie par un (petit) domaine de pulsation et un (petit)

domaine de gisement par rapport au navire.
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De facon a conserver cette information, le fluide est supposé au repos a l'infini
horizontal. Ceci va assurer 'unicité de la solution des mises en équations (cette
unicité implique que la forme de la surface libre est définie de facon unique et

donc aussi les phases des composantes de la houle).

L’hypothése de repos du fluide a I'infini horizontal est cohérente avec les hori-

zons temporels de prédictions demandés, qui sont finis.
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Chapitre 4

Mises en équations avec conditions

aux limites exactes

La mise en équations du systéme navire + fluide consiste a écrire son EE.
Celle-ci est construite a partir des EE des systémes navire et fluide et des
interactions entre ces systémes. A un vecteur d’état donné correspond une EE.
Pour le fluide, deux vecteurs d’état sont envisagés, ce qui donne autant de

mises en équations.

Une procédure d’observation doit étre définie pour chaque vecteur d’état et

pour les mesures physiques possibles.

4.1 Mise en équations du systéme navire

En tenue a la mer et en manceuvrabilité, seuls les mouvements d’ensemble du
navire nous intéressent; le navire est considéré comme un corps rigide. Les
équations du mouvement d’un tel corps sont connues depuis Euler (qui les a

établies pour le calcul des mouvements des navires!).

En anticipant sur la suite, la mise en équations du systéme fluide devant étre
développée en perturbations, celle du systéme navire doit aussi I'étre. Pour que
ce développement soit le plus simple possible, les équations exactes du mouve-
ment d’un corps rigide doivent étre le plus linéaires possible par rapport a leurs
VE. Le choix de ces VE est libre tant que 'EE correspondante définit complé-

tement I’évolution temporelle du systéme. En choisissant pour VE définissant
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la rotation du corps la matrice de rotation et non les parameétres de la rotation
(en hydrodynamique navale : les angles de Cardan'), les équations du mouve-
ment sont linéaires. De plus, avec ce choix, les efforts appliqués au corps sont
exprimés dans le référentiel absolu, ce qui correspond & la mise en équations
naturelle du systéme fluide, mais les données massiques restent exprimées dans
le référentiel navire, ou elles sont constantes pour une répartition donnée des

masses du navire.

L’inconvénient apparent de ce choix est que ’EE de la matrice de rotation
n’assure a priori pas le maintien de son orthonormalité. Cette condition tra-
duit I'indéformabilité du corps, qui n’est donc plus assurée. Ceci ne fait que
correspondre a la réalité physique : tout corps est déformable. La condition
d’orthonormalité peut étre imposée de facon artificielle, comme une contraite a
satisfaire, ou peut étre approchée par une modélisation plus ou moins fine des
relations contraintes — déformations du corps. C’est cette deuxiéme possibilité
qui est adoptée ici parce qu’elle permet de transformer ce qui parait étre un
inconvénient en un avantage : cette mise en équations se généralise naturelle-
ment a des déplacements autres que parfaitement rigides. Ceci peut étre utile
dans 'avenir si la prise en compte les déformations du navire devient néces-
saire. L’introduction des relations contraintes — déformations réintroduit une

non-linéarité. Tout ceci est détaillé en annexe C.

Convention

Dans toute la section 4.1, le terme «VE» sans autre précision désigne les VE

du systéme navire sec.

Sauf spécification contraire, toutes les équations s’entendent Vt.

Variables d’état

Les VE choisies pour représenter le mouvement d’un corps rigide sont p{oi]},
A

dpg]/dt, p[l]‘i} et dp[”‘i}/dt, ou

>k >k
[271\1 [271\7

p{oi]] : composantes du vecteur O,0, dans une base absolue B,, c.-a-d.
A

position en translation du navire,

1 serait plus juste de dire : angles a la Cardan. Ces angles n’ont pas été définis & proprement
parler par Cardan; ils reproduisent la cinématique d’un joint de Cardan. Ces angles sont

souvent appelés improprement angles d’Euler.

27



= fonction de t;

PEL] matrice de rotation-déformation du corps (cette matrice reste or-
AN
thonormale pour un corps indéformable),
— fonction de t;
avec
0, : un point de référence absolu;
O, : un point de référence navire.

Le choix pour VE de grandeurs cinématiques (par comparaison a dynamiques,
la quantité de mouvement et le moment cinétique) a pour objectif de simplifier
I’expression des interactions avec les autres systémes, ici le fluide, qui comporte

toujours des relations entre des grandeurs cinématiques.

4.1.1 Equation d’évolution couplée

L’EE couplée de ces VE est donnée par (C.67) :

(4.1)
( 2,,[0] 2,,11]
d*p;; d°p:; .
[zl 0] Loxd 0 [ 00 (0] (0]
W = T e T T Uivogy ) e
d2p[0J d2p[1] .
EANN 52 O I 1Y mo L
@ g M T Tae Mtk ~ M Vivorg T i)
(1]
x g
plus les relations triviales pour dp[ﬂ /dt et dp[li],i /dt, on
[A] [A’N]
ml[vo] : moment de degré 0 des masses (— masse totale du corps),
) /dm, (C.14)
T * €R3
N
constante ;
ml[vl][i-] : moment de degré 1 dans R, des masses,
N
) /dm T (C.15)
T ER3
N
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constante ;

m][VQ}[ i moment de degré 2 dans R, des masses,
N’N
9 dm -xi -z, (C.20)
N N
zx €R3
N
= constante;
gy def . [1] -1 )2
[A’N - (p[N;A})[i %] | ’ (050)
= fonction de
fi][vog)[ i moment de degré 0 des forces intérieures de rappel,
N
_ (1] o2 oy
(42) = v+ avivorgegy Pt ™eis) T (C.65)
= fonction de t;
fi][vo}l[ i moment de degré 0 des forces intérieures d’amortissement,
N
_ :[0] (1] (2] 1]
(4.3) - (dele[%] + o fiy ATIPERY La i .mN[%]) T, (C.65)
= fonction de t;
fi][vl]o[ i moment de degré 1 des forces intérieures de rappel,
N’'N
_ (1] o) o [y
(4.4) = (g EN T anivors) Py mN[%]) R (C.66)
= fonction de t;
f T moment de degré 1 des forces intérieures d’amortissement,
N ; N
_ -[0] oy [
(4.5) - ( le[N’N deZNl[%} Hy 'mN[%]) Sy (C.66)
= fonction de t;
fel[\?][ i moment de degré 0 des forces extérieures appliquées au corps
A
exprimées dans B, (= somme de ces forces),
def
= /dfe“, (C.16)
T x €R3
N
= fonction de t;
2pw ;=) est la transposée de pF] oy cf. convention de notation (C.39).

N

|
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moment de degré 1 dans R, des forces extérieures appliquées

(1]
feN[ .

2l
2

au corps exprimées dans B,,
def
= /dfeNZ‘ : x%, (0.28)
T * ER?’
N

— fonction de t;

ou les dei][f]*[%} sont nuls, cf. (C.59) et (C.60), et ou deiE]O[%;%] et
deij[V”l[%;% sont donnés par (4.7) et (4.8) infra. Dans ces définitions,
(0] a¢f ( [0]y—1 2] af (12 -1

:U/N - (mN ) ’ MN[%’%} - (mN[%7%})[%7%} (033)

et st
sdd o m o i [0y-1
=0 My 161 Pt 41 ™ 14 ) (C.64)
Les mj[:]i .y sont des constantes pour une répartition donnée des masses du
N?

navire.

4.1.2 Equation d’évolution découplée

L’EE (4.1) s’écrit aussi, cf. (C.68),

(4.6)
( 0]
d2p[ |
(4] [0] (0]
(1) dt2 deeN[Z] d’uN )
d2p[1] )
[l _ [ 1] (1] 1] [2]
@ g = T o+ an i) + an o) atvig 4
plus les relations triviales pour dpg] /dt et dpg,l] /dt, ou
'N
du][\?] = (dml[\?])_1 avec (C.31)
(0] . o 44 ‘ [+ [+]
A : m’ découplé (avec les mN[i“_”%m]),
SR (1] R ) N 1 A 1 | B
= My T My By M ey (C.32)
= constante;

3 g : troisiéme lettre de I’alphabet sanskrit, se prononce i bref.
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(2] _ 2] 1
ol (2 = (,m )[ . avec (C.36)

W N [N [ ]
m?, : m[z} découplé (avec les m 1t )
47N 3, 4] TN Nzl
_ 02 S €5 N (1] RN Y
— mN[N%V My ey Hy mN[%], (C.37)
— constante;
(1] (1] [+][+]
deZNO[ﬁ,%} fNO[%,% découplé avec les m_ MERITINE
k
(4.7) = =B ey P ) (C.61)
2 [N’A [A’N]
= fonction de t
(1] (1] [+][+]
a1 Foiiea) deco‘;plﬁ] avec les my .’ ys s
Dk
(48) = ks ) (C.62)
NOA t
= fonction de t;
dee][VO}[%] :fel }[ découplé avec les ml* }[[%}._'”%m],
_ o [2] o]
(4.9) — fe o f A;N Hold k) My &) (C.30)
= fonction de t;
1 *
deeJ[v}[%;%] fe . }[ ) découplé avec les ml* ][[A]m][%-"]’
_ el _ g0 oo
(4.10) = fe Fe feN[ﬂ AT (C.35)
= fonction de t;
avec
ko : scalaire (constant) représentant une rigidité globale du corps;
k1 : scalaire (constant) représentant un amortissement global du corps.

La répartition de forces intérieures de rappel et d’amortissement de moments
fz‘[o] ., et fz'[l] .. ., adoptée ici est juste un exemple de relations défor-

AN N *[ 5] AN’ N[5 R

mations — contraintes possibles. L’étude détaillée de ces relations n’étant pas

I'objet de cette mise en équations, ces relations ne sont pas plus approfondies.
Les EE (4.1) ou (4.6) sont initialisées avec p{oi]}, p{ﬂ,i] et leur dérivée tempo-
A A'N

relle connus & ¢ = 0 et satisfaisant & cet instant
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.]/dt = pgﬁ] Wk 4oavec W . matrice antisymétrique.
A’N

4.2 Mises en équations du systéme fluide

L’objectif de ces mises en équations est avant tout de déterminer quelles sont
les VE possibles pour le systéme fluide. Pour cela, le probléme est mis en équa-
tions complétement dans le cadre des hypothéses adoptées. Ces mises en équa-
tions pourraient étre utilisées pour du calcul. Dans le présente étude, nous ne
les utilisons que pour de la représentation. La différence entre les deux utili-
sations est dans les grandeurs connues ou non dans chaque cas. Quand cette
différence doit étre soulignée, ces mises en équations sont appelées «modélisa-

tion de calcul» ou «modélisation de représentation».

Les hypothéses adoptées pour ces mises en équations sont que l’écoulement
est irrotationnel et le fluide incompressible avec pour conditions aux limites,
les conditions de surface libre, les conditions de glissement sur la caréne, les
conditions de glissement sur le fond et la condition de repos a I'infini horizon-
tal. Ces mises en équations suivent exactement le canevas défini par Hadamard
dans |14, 15|, en I’étendant au cas d’un domaine fluide infini, avec des condi-

tions de surface libre exactes et en présence d’un corps mobile.

Conventions

Les mises en équations sont en coordonnées eulériennes, dans un repére ab-
solu. Les grandeurs x1 et x2 sont les coordonnées horizontales, xs est la
A A A
coordonnée verticale, > 0 vers le haut. Les vitesses sont des vitesses absolues.
Dans toute cette section, le terme «VE» sans spécification désigne les VE du

systéme fluide.
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4.2.1 Conditions & satisfaire

4.2.1.1 Conditions de champ

4.2.1.1.1 Irrotationnalité

L’irrotationnalité de 1’écoulement du fluide fait que sa vitesse peut étre repré-

sentée par le gradient d’une fonction scalaire :

d¢
4.11 ; =
(4.11) L
ou
vi vitesse absolue du fluide,
= fonction de ¢ et de z=x;
© : potentiel de Vi,

= fonction de t et de T

Dans (4.11), pour alléger l'écriture, les 0/0x, représentent les dérivées par
rapport aux variables z, en argument des fonctions, ici Tx. Cette convention

est appliquée dans toute 1’étude.

4.2.1.1.2 Incompressibilité

L’équation de conservation de la masse s’écrit

op vy

s . =0
ou
p : masse volumique du fluide.

L’incompressibilité du fluide, qui peut s’exprimer par le fait que p est cons-
tant, reportée dans (1) donne
81)%

0,

et comme p est toujours # 0, cette incompressibilité s’écrit finalement

Jv i
= 0.
8172’
Si I’écoulement est irrotationnel, (4.11) reportée dans (1) donne
D*p
4.12 =0
(4.12) EIAE
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qui est ’expression de I'incompressibilité pour un écoulement a potentiel sca-

laire.

4.2.1.1.3 Principe fondamental de la dynamique

Pour un fluide parfait dans un champ de pesanteur, le principe fondamental de
la dynamique s’écrit

dp
)= —5-+pgi

(4.13) p-D,(v oz,

a
A

ou D, représente la dérivée particulaire, définie par

0 o 0
(4.14) D=5+ 50 -a;i,
et ou
P . pression statique du fluide,
= fonction de ¢ et de = ;
gi : vecteur accélération de la gravité,
0
(4.15) = 0 |, g >0 avec les conventions adoptées,
-9
— constante;

L’équation (4.11) reportée dans (4.13) donne
1 Op 0% o Op

—. . —qgi =0
p Ox; +8t ox; +8xi dxj Ox; 95 ’
qui peut s’écrire
0 ,p Op 1 0p.,
S o (25 —gs ) =0,
&ci(p—i_ ot +2 <8:cj) 94 xK)

ce qui donne I’équation de Bernoulli

p Op 1
(4.16) p+3t+2(

En prenant comme convention que p est nul pour =z i = 0; quand le fluide est

au repos, [ est nul.

Pour simplifier les expressions a venir, nous posons que

(4.17) p=—pv
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avec

ag Op 1 0po
(4.18) P = 8t+2(8xi) g -

s

La grandeur

(4.19) w O 1 0%

_— 2

est le potentiel d’accélération du fluide, c.-a-d. que I'accélération d’une parti-

cule fluide (suivie dans son mouvement) est donnée par

5%
(4.20) ”y% = oz

4.2.1.2 Conditions aux limites

4.2.1.2.1 Conditions de surface libre

La surface libre L est définie implicitement, c.-a-d. qu’elle est constituée des

points dont les coordonnées x, - satisfont

(4.21) [=0
ou
[ : une fonction définissant la surface libre,

= fonction de t et de T

En modélisation de calcul, [ est inconnu. En modélisation de représentation,

si la dénivellation de surface libre 1 est mesurée, [ est connu, cf. par exemple
(F.57).

Pour simplifier 'écriture des équations, la valeur des fonctions en z,x, ce qui
est quelquefois exprimé par les expressions «sur L» ou «pour T € Ly, est

indiquée par un indice L |*.

La grandeur [ doit satisfaire les conditions de surface libre (CSL), qui sont
constituées

1) des conditions de glissement sur L (L est une surface étanche);

2) de la condition de pression nulle sur L.

4Un certain flou est laissé quand au fait que cet indice indique la valeur de la fonction en

xr = ou dans un voisinage de xpx.
A A
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Conditions de glissement sur L

Le glissement du fluide d’une surface peut s’exprimer de diverses maniéres.
La plus habituelle, parce que la plus intuitive, est de dire que sur la surface, la
vitesse normale du fluide doit étre égale a la vitesse normale de la surface. Nous
aurons besoin dans la suite d’exprimer cette condition pour les accélérations.
Notre intuition n’étant plus opérante dans ce cas, nous allons ’exprimer d’une
autre maniére, plus généralisable. Cette autre expression est : une particule sur
la surface @ un instant donné le reste dans un voisinage de temps (c.-a-d. dans

un court laps de temps)®. Elle s’écrit pour L : zx, et ¢ doivent satisfaire

(4.22)

Condition de pression nulle sur L

Cette condition s’écrit
p, =0.

La surface libre peut donc étre définie par®

ou encore

5L’idée premiére serait de dire qu’une particule sur la surface & un instant donné le reste

(Vt), ce qui s’exprimerait par : z=, [ et ¢ doivent satisfaire

(1) 1=0, t=to,

(2) D,()=0, t=t,
.......... t =to,

(n+1) DI()=0, V¢t

mais cette condition imposerait qu'une particule sur la surface le reste indéfiniment, ce qui est
une condition trop forte; les particules doivent avoir la possibilité d’arriver sur et partir de la

surface.

6Ceci ne serait plus vrai en présence de variations de pression sur la surface libre ou si la

tension superficielle était prise en compte.
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Conditions de surface libre

La grandeur [ peut étre éliminés en reportant (T) dans (4.22), ce qui donne

(4.23)

( (n+1) D) =0.

En anticipant sur la suite, seules les deux premiéres équations de (T) sont né-

cessaires pour écrire I'EE du systéme fluide.
Pour alléger 'écriture, D, (1)) est noté D).

La condition (4.23.2) correspond a la condition habituelle de glissement : les

vitesses normales & L du fluide et de L doivent étre égales.

VERIFICATION

v La grandeur dv /dt (c.-a-d. la dérivée temporelle de ¢ en suivant L dans

son mouvement) s’écrit

d¢L awL 8wL da:l‘ &

i ot on dt
Les coordonnées ;= satisfaisant (4.23.1) Vi, la grandeur dz, = /dt doit donc

satisfaire
oy O . dz,

i _

Le report de (4.23.2) dans (1) donne

87’0[, dx[‘% ad}L aSOL

La surface L étant définie par (4.23.1), sa normale (non unitaire) est

i Y,

4.2 ,

L’équation (4.24) est I'expression du fait que la vitesse de L normale & L est
égale a la vitesse du fluide normale a L, expression qui reste valide méme si
la normale n’est pas unitaire et quelle que soit son orientation (intérieure ou

extérieure au fluide).
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La condition (4.23.2) peut conserver l'appellation de condition cinématique,
méme si elle fait intervenir la pression : cette condition traduit une égalité de
vitesses, qui est bien une condition cinématique. Si cette mise en équations
est étendue aux ordres de dérivations supérieurs (les ...... dans (4.23), (4.28)
et (4.33) et suivantes infra), toutes les conditions supplémentaires introduites
restent des conditions cinématiques puisqu’elles traduisent des égalités d’accé-

lérations, de dérivée temporelle d’accélérations et ainsi de suite. A

En modélisation de calcul, pour obtenir des CSL ne faisant intervenir que des
grandeurs inconnues harmoniques dans E, 1) est éliminé dans (4.23) en utili-

sant son expression en fonction de ¢ (4.18), ce qui donne : z= et ¢ doivent

satisfaire
do 1 0o
(4:26) Bt Po 1 9 0y Ay
R . pa—— _ 2 — i . — .
@) e 2 gram T2 Gy, ) 799 gy, =0

La condition (1.2) est la condition cinématique exprimée uniquement en fonc-
tion de ¢ habituelle. Le fait de 'exprimer avec la dérivation particulaire de 1
permet d’obtenir immeédiatement son expression. Dans l'approche habituelle,
qui part de I’égalité des vitesses normales du fluide et de la surface libre, cette

expression est obtenue moins immeédiatement.

4.2.1.2.2 Conditions de glissement sur la caréne

La caréne C' est de méme définie implicitement” : elle est constituée des points

dont les coordonnées . x satisfont

(4.27) c=0
ou
c . une fonction définissant la caréne,

= fonction de ¢ et de T

" Avec cette maniére de définir une surface, seule celle-ci et ses dérivées temporelles normales
(vitesse, accélération) sont définies. Cette définition ne serait pas utilisable pour un fluide

visqueux.
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EXEMPLE

Vv La fonction ¢ définissant (avant déformation) un ellipsoide de 1/2 axes prin-

cipaux ax (dans R,) est

o [ _ -1, [ -1 —_ 02
C(p[%] » Prexps 33;) = Z(a% Z(p[% N])[%;% ("E% p[%])) 1
i J
soit
— 1 — 0
ot ) = Y S ) g PO -1
i j

De méme que pour la surface libre, les conditions de glissement sur la caréne

(CGC) sont : =, ¢ et ¢ doivent satisfaire

(1) c=0,

(2) D,(c) =0,

(4.28) (3) D;(c) =0,
(4) Dji(c) = 0,

( (n+1) Df(c)=0.

En anticipant sur la suite, les quatres premiéres équations de (4.28) peuvent
étre nécessaires pour écrire 'EE du systéme fluide! De méme que pour la sur-
face libre, (1.2) correspond a la condition habituelle d’égalité des vitesses nor-
males a C du fluide et de C.

Pour alléger Pécriture, les Dj(c) sont notés Djc. Par définition des Dj(c),
avec ¢ défini comme une fonction de ¢ et de xx, ces grandeurs sont, pour
xx € C,
A
oc dc, Oy,

. De =% %%,
(4.29) “c =2t T ox, Bz,

(4.30) D2 — OD,c, N 0D,c, .8900
' t7o ot (933'1 833Z
et
OD?c ~ 0D?c. Op
4.31 Djc = —< —o. ¢
(4:31) %= "ot " om0
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4.2.1.2.3 Conditions de glissement sur le fond

Les conditions de glissement sur le fond sont identiques aux CGC mais pour
une surface connue et immobile. Le fond F est défini implicitement : il est

constitué des points dont les coordonnées z, = satisfont

(4.32) F=0
ou
f : une fonction définissant le fond,

= fonction de zx (F est indépendant de t. Pour le fluide, c’est la seule
différence entre C' et F).

Les conditions de glissement sur le fond sont : zx et ¢ (f est supposé connu)

doivent satisfaire

(1) f=0,
(2) D,(f) =0,
(4.33) (3) D(f) =0,

Ces conditions s’écrivent

(1) f=0
_Of Oy
(2) th - axl : 8]}2 - 07
aD,f  OD,f Oy
4.34 2 — t t . —

oD;"'f 9Dy D _

\

Les conditions (7.3) & (T.n + 1) peuvent étre simplifiées en utilisant le fait
que toutes les conditions ((1.1) & (T.n + 1)) de ce systéme sont des conditions
homogénes qui doivent étre satisfaites sur la méme surface F'. Leurs gradients

en F' sont donc colinéaires, ce qui peut étre exprimé par

oD f of
E 4\ pmyp —E =
ox; + 2Ly o

I

(4.35)

0, m=1-—n,
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~ A m
ou (thf)

multipliant (1) par 0f, /0x;[*, ce qui donne

est un scalaire. Une expression de )\(Dng)
F I F

oDy f. Of,

A oy _ (%, .8_9@"
(T)F afp .
(52

=L 7va (D:nfp)7

Ivr 112
F

ou L est la dérivée de Lie.

Le report de (4.35) dans (4.34.3) & (4.34.n 4 1) donne

(

oD, f af 0Oy
D2f — Z—“t) . [
wp_ ODP'f f Oy _
| (n+1) Dif =5 - A(Dtnf,lf)F 5 =0
et le report de (4.34.2) dans (1) donne
( oD, f
20, O
(3) ‘Dt - at - 07
wp_ OD;'f
| (n+1) Dif= (f)t = 0.
La fonction f étant indépendante de ¢, (T) devient
( af  p
®) Ox; Ot Ow;
af o
(D S G a

Pour récapituler, les conditions (4.34) s’écrivent

8Tout vecteur non orthogonal & ce vecteur pourrait étre utilisé.
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(1) f=0,
of Oy
) Ox; O 0
of  d?p
4.36 . =
of o
SR o T

Les conditions (1.3) & (T.n + 1) peuvent étre obtenues plus directement par
le raisonnement suivant : puisque la frontiére F' est immobile, un point de la
frontiére peut avoir des coordonnées constantes. La condition (1.2) devant étre
satisfaite Vt, tous les 0/0t de cette condition doivent étre nuls. La frontiére

étant immobile, tous les 0/0t de 0f/Jx, sont nuls, d’ou ces conditions.

REMARQUE 1

Vv L’application de cette procédure aux CGC ne les simplifies pas. A

REMARQUES 2

V¥ Les mises en équations actuelles qui résolvent un probléme aux limites pour
obtenir Jp/0t (toutes ne suivent pas cette approche, cf. Commentaires 1,
page 47) utilisent (4.36.2) comme condition de glissement sur une frontiére

immobile pour ce potentiel.

Si ces mises en équations incluent un corps mobile libre, elles utilisent comme
condition de glissement sur la frontiére avec ce corps, ’égalité des accélérations
normales du fluide et de la frontiére, sans autre justification que U'intuition (cf.
[8] équation (18) ou [27] équation (9)). L’accélération du fluide étant donnée

par (4.20), cette condition s’écrirait sur une frontiére immobile

of ox _,
ot of o2 0 0? 0
f.O% OF Py 9

dx; Ot Ox;  Ox; Oz Or; Ox;

ce qui est incohérent avec (4.36.2).

Une autre incohérence de ces mises en équations est que sur une frontiére mo-

bile mais ayant un mouvement imposé, un batteur & houle par exemple, c’est la
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condition (4.36.2) qui est appliquée et non I’égalité des accélérations normales :

la condition de glissement appliquée dépend du comportement de la frontiére!

Ces incohérences montrent les limites de notre intuition physique. A

4.2.1.2.4 Condition de repos a l’infini horizontal

Le repos du fluide a l'infini horizontal est traduit par le fait que dans la repré-
sentation de ¢ et de Jp/0t par leur valeur aux frontieres, la frontiere F_ (a

I'infini horizontal) n’apporte pas de contribution, cf. section D.1.1.2.

4.2.2 Mises en équations

Les conditions (4.12), (4.26), (4.28), (4.36) et la condition de repos a l'infini
horizontal définissent le comportement du systéme fluide. Pour étre utilisable,
cet ensemble d’équation doit étre transformé en une EE. Celle-ci est entiére-
ment déterminée par les VE choisies. La théorie des systémes, cf. annexe B, ne
propose pas de méthode systématique pour ce choix. La description de cette
théorie étant auto-référente, le processus de choix des VE est itératif. Nous
ne présentons qu’un résumé de ces itérations. Celles-ci se terminent quand le

modéle obtenu avec les VE choisies satisfait les critéres exposés en annexe B.

Le point d’entrée dans ces itérations peut étre quelconque. Nous choisissons de
partir de I’hypothése que ¢ est une entrée du systéme fluide. Cette hypothése
est fortement suggérée par le fait que la position du navire, et donc de C),
est une sortie du systéme navire et par la dualité des grandeurs d’entrée et
de sortie dans une liaison, cf. annexe B, une entrée du systéme fluide. Pour
que cette hypothése soit confirmée, la pression sur C, qui est la variable duale
de la position de C dans la transmission d’energie du fluide vers le navire,
ne doit dépendre que des VE?. La pression dépend de d¢/0t et de dp/0x,
(cf. (4.16)). Les VE doivent donc définir ¢ dans un voisinage de C' et dp/0t
sur C'. Nous supposons que les VE doivent définir ces potentiels dans tout E

et pas seulement sur C.

L’harmonicité de ¢ et de dp/0t dans E fait que ces potentiels ne dépendent

que de leur valeur ou de la valeur de leur dérivée normale sur OF. Les gran-

9Cf. note 4 page 144.
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deurs dp_/On|" et 0%p_ /0t On|' dépendant de c, nous pouvons supposer
qu’elles sont connues si ¢ l'est (nous verrons plus loin que ceci n’est pas
aussi immeédiat qu'’il le parait). Les seules variables libres définissant ¢ et
dp/0t dans E sont donc une définition de L, {¢, ou dp, /On} et {0y, [0t
ou 8290L /Ot On}. Les VE doivent donc définir ces grandeurs. Le plus simple est

de considérer que ces grandeurs sont les VE.

Les grandeurs =, ¢ et Op /Ot sont liées par (4.26.1). Les VE devant étre
des variables indépendantes, seules deux de ces trois grandeurs peuvent étre les
VE. Les deux grandeurs choisies comme VE doivent entiérement déterminer la
troisiéme, sinon ¢ ou Op/0t dans FE ne sont pas définis. Ceci implique que
@ est obligatoirement une VE : (4.26.1) ne définit que (9, /0x;)?, ce qui ne

définit pas ¢, . Le choix restant pour la deuxieme VE est entre x,- et dp, /Ot.

Le choix de z,: est le point de départ de la méthode MEL (cf. [21]). La
regle de la théorie des systémes disant que les sorties d’un systéme ne doivent
dépendre que des VE rend trés difficile 'adoption de cette grandeur comme
VE : dans la liaison fluide <> air, x,= est bien une sortie du systeme fluide,
mais dans la liaison fluide <> navire, la sortie est supposée étre la pression (sur
C') et Pexpression de cette grandeur en fonction de x> n’est pas immédiate.

Il est donc plus simple de prendre 6<,DL /Ot comme deuxiéme VE.

Une autre indication de la non pertinence de prendre z,- comme VE est que
@, et Op /Ot definissent x =, dr,=/dt et d’z,«/dt*, cf. (4.113) et (4.114)
infra, alors que ;= et ¢ ne définissent que Oy, /Ot et dy = /dt.

De plus, en anticipant sur la suite, nous sommes conduits a développer le pro-

0Dans le texte, la convention de notation concernant la dérivée normale & C' est que

(437) 0o agg Oy D%

La normale
aef ¢,
(4.38) Moy = oz,

peut ne pas étre unitaire.

La notation Oe o /On n’est pas utilisée dans les équations parce que trop dangereuse :

s . 0 a.c L. 8260 a.c aCO 82.(/‘
l’opération %(%) devait signifier %o 00 B + T 5o oo
8200 5‘00 9?2 ..

= + avec cette notation!

~ 9o Iz . Ox; 0o On

Le lecteur peut préférer raisonner en normale unitaire. Dans ce cas ¢ est la distance signée &

la surface ; mais la notation Je_, /On garde la méme dangerosité.
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bléme en perturbations. Cette opération n’a pas de sens avec &= comme VE :
I’objectif du développement en perturbations avec conditions en une surface in-
connue est justement d’éliminer du probléme I'inconnue qu’est la position de la
surface, cf. section F.2.2.2.2, alors que cette inconnue doit obligatoirement étre
conservée si elle est une VE. L’utilisation de T,= comme VE n’est donc d’une
facon générale pas pertinente et n’est pas possible dans le probléme traité. Les

VE choisies sont donc, au départ, ¢ et dp /Ot.

4.2.2.1 Variables d’état ¢ et dpr /0t

4.2.2.1.1 Equation d’évolution

Il faut vérifier que ¢ et dpr /0t constituent bien un vecteur d’état complet
du systéme fluide. Pour cela, le systéme d’équations (4.26), (4.28) doit pouvoir
étre mis avec ces VE sous la forme d'une EE canonique, cf. annexe B pour la

définition de ce terme. Considérée comme une EE de ces VE, (4.26) s’écrit

dp, 1 Oy,

L 2 . R
(4.39) i
Al B 82g0L 1 9, 0p e,

L J— . — 2 — i)
@ Fe = = Coan T2 an G, 799 5
plus la relation triviale pour dp /0t : Op [0t = Dy, [OL.

Bien que (7.1) ne fasse intervenir que des VE 12, elle fait partie de 'EE en ce
qu’elle permet d’éliminer du second membre la grandeur inconnue . Celui-
ci n’est donc implicitement fonction que des VE. Ceci sera manifeste lors de

élimination de = dans le développement en perturbation.

L’EE (4.39) n’est pas encore sous forme canonique : toutes les VE et seule-
ment elles apparaissent bien dans son second membre mais sous la forme de
dérivées spatiales et les entrées du systéme (les mouvements de la caréne) n’y
apparaissent pas. Ces points sont résolus par le fait que ¢ étant harmonique

dans F, peut étre représenté, cf. annexe D, par

. ) dc, Oy
(4.40) plrs) = (=G, lp)+ G, (525 )@s)

"Dans ces équations, I'indice L est redondant avec I’équation (1). Il est introduit pour

faciliter la lecture des équations & venir.

12Cf. note 4 page 144.
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ol 1GL et 1GC sont des opérateurs linéaires. La grandeur ¢ est une VE et
dp_,/On est déterminé par les CGC, cf. (4.46) infra : les VE et les entrées du

systéme définissent ¢ dans tout E et donc ses dérivées spatiales.

En modélisation de représentation, seuls nous intéressent les faits que les opé-
rateurs 'G, existent, soient uniques, soient linéaires et soient différentiables
par rapport & xx,y compris quand zx — OF. Le calcul effectif de ces opéra-

teurs représente la plus grande part de la modélisation de calcul.

La grandeur dp/0t étant harmonique dans FE, peut de méme étre représentée,
cf. annexe D, par
D L 00 dc. 0%
4.41 T(r:)=(-'G (=) +"* —% . ——C ) ().
@a) Pl = (=G + G, (G2 5 )(s)
La différentiabilité des opérateurs fait que les dérivées spatiales de (4.40) et

de (4.41) donnent la représentation des dérivées spatiales de ¢ et de Jgp/0t.

Celles qui seront utilisées dans la suite sont

dp o alGL achn 800 a('00
(1.42) o (r5) = (= ot + e (G ) ),
82 81GL dp, (91Gon 800 aQQOC
(4.43) ot axi(:‘%)_(_ o )+ oz <axj'at axj))(x%)
et
1
(4.44) 0% _ 0? 1GL 0? Gon 800 8900 (22).

Ox; Ox; (xz) (- Oz; Ox; 2 Ox; Oxj Oxy, ' oxy, A

Le report de ces représentations (pour z= € L) dans (4.39) donne 'EE fluide :

;

8%% 1 81GLL alCTYLOn aco 8¢0 2
T N i e 2 T P P S
P,
( ) atQ
0'G Op 0'G Odc 8290
_ 2 . L,L L L,Cn C . C
(4.45) (2 0w, ( ot )+ Ox; (3903' ot axj>>
1 0 0'G, 0'G, . 9c 0
+5 5 ((~ =(p,) + on (e Sfe )
2 Ox; Oz, L Oz, Oxp, Oxy,
2'G,, 0'G,, dc, Op,
\ B g% B aﬂfz (@L) + axz (ax] . axj ))
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(plus la relation triviale pour ¢ /0t). Le second membre de cette EE ne dé-
pend que des VE et des entrées ﬁgoc/ﬁn et 32g00/8t on. Pour qu’elle soit
canonique, les entrées doivent étre exprimées en fonction uniquement des mou-

vements de la caréne, c.-a-d. de c, et si besoin des VE.

La condition (4.28.2) donne

446 dc, Oy, B dc,
(4.46) e, 0o, Ot

La grandeur dy, /On ne dépend donc que de c.

La grandeur 9°p_/0t dn a la dimension d’une accélération'®. Cette entrée
devant provenir de la CGC, son expression est donnée par 'application de cette
condition (une particule sur C' & un instant donné le reste dans un voisinage
de temps) aux accélérations, c.-a-d. que ¢, et ¢, doivent satisfaire (4.28.3),

ce qui donne

(4.47)
e, ‘ P,

8200 6200 e, (9200 dp, Op,  Jdc, P Op

C

—92. . _ . . _ . c_ . .

Pour que I'EE soit canonique, les dérivées spatiales de ¢_ au second membre
de (1) doivent étre exprimées en fonction uniquement des VE et de c. Le re-
port dans (T) de (4.42) et de (4.44) (pour z=: € C) et ensuite de (4.46), ce que
nous ne ferons qu’en section 4.3.1, montre que 824,00/815 On peut étre exprimé

en fonction uniquement des VE et de c.

Toutes les entrées de 'EE (4.45) peuvent étre exprimées en fonction unique-
ment des VE et de c. Elle est donc canonique : ¢, et dp /Ot constituent bien

un vecteur d’état complet du systéme fluide.

COMMENTAIRES 1 : Comparaison avec les mises en équations des bassins a houle

nuUMEriques

V¥ Les premiéres mises en équations des bassins a houle numériques ne modé-

lisaient que ¢, pas Op/0t : en 'absence de corps mobile, dy/0t n’est requis

B3Le fait que cette grandeur soit une entrée peut paraitre curieux. Ceci vient de (4.41), qui
est une conséquence de I'incompressibilité du fluide : 'accélération se transmet instantanément

dans tout le fluide. Cette caractéristique non physique du fluide met en défaut notre intuition.
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que sur L; cette grandeur était calculée par dérivation numérique retardée
de ¢, (cf. par exemple [21]). Des instabilités apparaissaient. La modélisation
de Jp/0t a été introduite pour deux raisons : soit pour pouvoir prendre en
compte un corps mobile (cf. [31, 8, 27, 12]), soit pour utiliser une intégration
temporelle d’ordre supérieur (cf. [11, 13]). Dans les deux cas, les instabilités

disparaissent.

Une EE canonique est obtenue en prenant pour VE ¢ et Jp /Ot et avec
une représentation de ¢ et de Op/0t dans E a partir de ces VE. Celles-
ci étant indépendantes, la représentation de J¢/0t (ou son calcul dans les
modélisations de calcul) est donc une nécessité, méme sans corps mobile et en
en restant & I'ordre minimal de dérivation temporel permettant ’écriture du

modéle.

Dans les mises en équations des bassins a houle numériques, les conditions
de glissement utilisées habituellement pour d¢/dt sont 0%*p/0t On = 0 sur
une frontiére immobile et ’égalité des accélérations normales sur une frontiére
mobile. Ces conditions sont incohérentes entre elles et ne correspondent pas a
la CGC (4.28.3), cf. Remarques 2 page 42. A

COMMENTAIRE 2 : Correspondances avec les conditions d’unicité des fonctions

de Green de l’hydrodynamique navale

¥ La procédure suivie pour obtenir 'EE (4.45) fait intervenir deuz'* conditions

d’unicité :

1) les conditions a l'infini horizontal (D.1) et (D.2.5) qui donnent I'unicité du
probléme harmonique;

2) T'utilisation d’'un modéle de la forme (3.1), et donc causal, qui donne 1'uni-

cité du probléme ondulatoire.

Des correspondances peuvent étre établies avec les fonctions de Green de I’hy-
drodynamique navale, méme si ces fonctions ne concernent que le probléme

linéarisé. La démarche suivie pour les établir est la suivante (cf. [32]) :
1) écriture du probléme a résoudre en temps et dans l’espace physique Tx

2) transformation de Fourier horizontale (la direction z s reste dans l'espace

physique) ;

MLe fait que deux conditions d’unicité interviennent provient du caractére non physique

d’un fluide incompressible.
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transformation de Laplace ou de Fourier en temps suivant que la fonction

de Green demandée est temporelle ou fréquentielle ;
résolution du probléme;

retour dans I’espace physique horizontal par transformation de Fourier in-

verse ;

pour la fonction de Green temporelle, tranformation de Laplace inverse, en
en prenant la détermination causale (ce qui est souvent oublié tellement ce
choix est automatique); pour la fonction de Green fréquentielle, élimina-

tion des ondes entrantes (condition de Sommerfeld).

Les correspondances entre les conditions d’unicité utilisées pour obtenir le mo-

deéle (4.45) et la démarche ci-dessus sont les suivantes :

1)

la condition d’unicité du probléme harmonique est dans le fait d’utiliser
une transformée de Fourier horizontale et donc d’imposer implicitement

que cette transformée existe ;

la condition d’unicité du probléme ondulatoire est, pour les fonctions de
Green temporelles, dans le choix de la déterminaison causale de la trans-
formée de Laplace inverse et, pour les fonctions de Green fréquentielles,

dans la condition de Sommerfeld.

Ces correspondances apportent un autre éclairage aux conditions d’unicité des

fonctions de Green de ’hydrodynamique navale. A

4.2.2.1.2 Expression de

L’expression de v en fonction uniquement des VE et de ¢ doit étre connue

pour déterminer I’expression de I'action fluide — navire (c.-a-d. des efforts exer-

cés par le fluide sur la caréne).

Le report de (4.41) et de (4.42) dans (4.18) donne

(448) w(rs) = (G,

% dc, 0? @,

1 —_—
0'G, 9'G, 0c 0Op,

(- )
2 aZL‘Z sDL 8:132 81‘]‘ aZL‘j

)’ —g

A
A A

L’expression de 1 en fonction uniquement des VE et de ¢ est obtenue en

reportant jusqu’a épuisement, ce que nous ne ferons pas, (4.46) et (4.47) dans

(T). Ceci confirme ’hypothése que la pression est une sortie du systéme fluide.
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4.2.2.1.3 Observation des VE

La houle apparait avant tout comme la dénivellation 7 |'> de L. La premiére
idée est d’envisager une mesure de cette grandeur sur toute 1’étendue nécessaire

autour du navire. Cette mesure permet-elle de déterminer les VE?

Théoréme 1: ¢ et Jp /Ot sont observables a partir des valeurs de n et de
on/ot sur tout L.

DEMONSTRATION

Vv Les grandeurs n et On/0t définissent complétement la vitesse normale de
L. Cette grandeur est dy /Ov (v : normale unitaire). La représentation de ¢
dans E a partir de ¢ et de &po/@V définie en section D.1.1 pourrait étre
réétablie avec Oy /Ov & la place de ¢ . La grandeur ¢ dans E est donc
entiérement définie par Jp /Ov et dp_/Ov, qui est supposé connu. Les gran-
deurs 7 et On/0t définissent donc complétement ¢ dans E et donc ¢ . Le
report de la définition ¢ dans E et de n dans (4.26.1) donne dyp /Ot A

Cette démonstration permettrait de définir un observateur. Comme nous n’uti-
liserons pas la mise en équations avec conditions exactes pour la modélisation,

celui-ci n’est pas explicité.

Cette démonstration pourrait conduire & penser que 8g0L /Ov devrait étre uti-
lisé a la place de ¢ comme VE, mais il n’en est rien : l'utilisation de cette VE
ne modifierait pas le fait que l'expression de 0p/0z, dans (4.26.1) nécessite de

connaitre une représentation de ¢ dans F.

4.2.2.1.4 Non observabilité des VE a partir des seuls mouvements

La mesure de 7, ou de toute autre grandeur qui lui est liée, en temps réel et
sur une étendue suffisante autour du navire étant difficile avec les technologies
actuelles, la question immeédiatement posée par les utilisateurs de la prédictions
est : la prédiction des mouvements est-elle possible en connaissant seulement
les mouvements du navire? Ceci se traduit techniquement par : les VE fluide
sont-elles observables & partir des seuls mouvements du navire? Ces mouve-
ments sont mesurés aujourd’hui avec précision et de facon courante sur les

navires.

La réponse est malheureusement négative. Dans la liaison fluide <> navire, la

sortie du systéeme fluide, c.-a-d. la grandeur qui dépend des VE fluide, est la

15 Avec les notations adoptées dans cette étude, n = xL%(t, Ti,xz2).

NN

1
A
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pression sur C. Cette pression se traduit dans les mouvements du navire par
les 6 accélérations. Ces informations ne peuvent pas étre équivalentes aux gran-
deurs ¢ et Jp /Ot qui ont chacune pour dimension R?. Pour que les VE
fluide soient observables, des mesures doivent donc étre ajoutées aux mesures

des mouvements.

Cette difficulté de mesure de grandeurs physiques représentant les VE fluide
nous ameéne a aborder cette question dans l'autre sens : les mesures possibles

actuellement & bord d’un navire permettent-elles d’observer ces VE 7

4.2.2.2 Variables d’état pc et Opc/0t

La grandeur la plus facilement mesurable actuellement est p_, la pression du
fluide sur la caréne. Elle peut étre remplacée, ou complétée, par la mesure des
contraintes dans la structure : en petites déformations, ce qui est le cas en
fonctionnement normal d’un navire, ces contraintes (hors contraintes statiques)

dépendent linéairement de la pression sur la caréne et des efforts d’inertie.

4.2.2.2.1 Equation d’évolution

Les grandeurs ¢, Op/0t et 0%p/0t?> peuvent étre représentées, cf. annexe D,

bat dc., Oy

(4.49) ples) = (-G (¢,) +2G0n(8—;i' 8xj))($§),
a(p(xi) 2 a('00 2 aCo aQQDC

(11-50) 5 = (TG (50 + Gcn(a_x,»‘ét axi))(%)

e
82(‘0(‘% by ) 2 82 SOo 2 860 83 SOc

(4.51) —ap = (TG (a0 Gcn(a—xi'atg c‘m))(x%)'

Avec ces représentations, les dérivées spatiales de ces grandeurs sont

dp(rs)  0°G, 0°G,, dc, g,

(4.52) o =" o W) 5 (G g )
Po(r=) 9°G, g, 9°G, dc, Py,

(4.53) 875—8952 = ( — oz, ( ot )"‘ o (axj '8t an))<x%>7
Po(r=) G, &G, dc, Op,

(4.54) or; Ox; (= Ox; Ox; (#e)+ Ow; Ox; Oy Oxy v

sy PR G, b G, g

9 0z 05, 0z 0w, ot ) T G on, G 0t 0wy )

ol



et
Po(r=) 0 *G, 02 QGOn dc, Op, oe).

45 s oy 00— Bz e, e P * i 0y b Oy 0y

Le report de (4.50) a (4.54) (pour z= € L) dans (4.39) donne I'EE fluide :

asp 80 8290
) c 2 c c
(1) GL,C( ot )+ GL:Cn<8JEi ot 813)
1 a QGLG a 2GL Cn 800 8900 2
Tl Wt g (G e T s =0

0%
o -, ()

dc. Py
4.57 - _2 _<, c
( ) GL’O" ( 8:172 ot? 8:& )

0°G,, dp_  0°G, dc &y

_(2-( — c L,C'n c . e}
@l G o, G, aron)
19 0°G,_, 0°G,, 0dc, Op,
+§'0xi((_ Oz (@O)‘i‘ Oz 31’/&.5’% )
202G 0°G, . dc. dyp
i) — L,C L,Cn c . C
\ I% ox; (SOC)jL ox; (&L’k oxy,

(plus la relation triviale pour dy_/0t).

L’opérateur QGLO étant inversible, cf. D.1.4, les VE de cette EE peuvent étre

e, et Oy, /Ot. Elle doit donc étre complétée par la relation triviale pour
dp,/Ot. Ses entrées sont Oy /On, 0%, [0t On et Py [0t On.

De méme que pour (4.39), (1.1), qui ne dépend que des VE et maintenant des
entrées, fait partie de 'EE en ce qu’elle permet d’éliminer la grandeur inconnue
z= du second membre. Celui-ci n’est donc implicitement fonction que des VE

et des entrées.

Pour que cette EE soit canonique, ses entrées doivent étre exprimées en fonc-

tion des mouvements de la caréne, c.-a-d. de c, et si besoin des VE.
L’expression de Jp_/On est toujours (4.46).

L’expression de 82<p0 /Ot On en fonction uniquement des VE et de ¢ s’obtient

de la méme maniére qu’en section 4.2.2.1.1 mais en utilisant (4.52) et (4.54)
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(pour z=: € C).

Pour la méme raison et avec les mémes commentaires que pour 82g00 /Ot On
(cf. note 13 page 47), 83g00/0t2 On est déterminé par (4.28.4), ce qui donne

dc. Dy
c . c
(4.58) ox; Ot? Ox;
_ Pe, . Pe, .8g0 Pec, Pp,

c . c .

o3 " 0t2 9z, Ox; Ot Ox; Ot O

Pe 890 agp . Pc, Py, 890

&}

8t oz; 835] Ox; 8:1:] Ox; Ox; Ot Ox; Oz,

. P e, . P, Op, O, P, Op,
B dc, ' 82g00 ‘ 32g00
8.731' c%l an (915 8xj
B Pe, .8g00 .8@0 '8900 e, P, &p 0(,0
@Ii a!L‘j 8[)3k 8% (‘%cj al‘k 8951 890] 8[)3j 6m,€ @xz @C(Jk
B dc, . P, dp., Op, B e, ' Py, Po, 0Op,

dx; Ox; Oxj Oy, . ox; Or, Oz Ox; 0z ‘81'3‘ Oty Oy

Le report de (4.52) a (4.56) (pour z: € C'), de (4.46) et de l'expression de
82<po/8t On en fonction des VE et de ¢ dans (1), ce que nous ne ferons qu’en
section 4.3.2, montre que (93<po /Ot? On ne dépend que des VE et de c.

Toutes les entrées de 'EE (4.57) peuvent étre exprimées en fonction unique-
ment des VE et de c. Elle est donc canonique : ¢ et agoo /Ot constituent
bien un vecteur d’état complet du systéme fluide.

4.2.2.2.2 Expression de
Le report de (4.50) et de (4.52) dans (4.18) donne

e, . dc, 82g00
d°G 0°G. dc. 9y
c Cn c . Cc\\2 _ i
&Ei SOC) + 81’1 (9&:]- (9xj )) gz

(459) (o) = (G,
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L’expression de v en fonction uniquement des VE et de ¢ est obtenue en
reportant (4.46) et (4.47) dans (7) :

op, . P e, 0c. Op
_Tey 9. c . “Tc
o)~ % 3e 2 o o o

d>c, ﬁgpo '&po dc, o, Op

+ . . C)
81‘,‘ a{L‘j 8ZL‘Z 8xj 81‘, 81‘1 6xj 6xj

<

—~
8
nx
I

(—°G(

1 0°G, 0°G, oc,
t 5 G o)+ g () — 9w )(es).

a a
A A

Avec les VE ¢ et Op_/0t, expression de ¢, est simplifiée : en utilisant
(D.43) et (D.44), ou en ne reportant pas (4.50) dans les équations précédentes,

¢, est donné par
0°*G 0*G e,

agpo 1 c,c C,Cn 2
ot T2 T, W)t gy ) T etk

(4.60) v, =

Mais attention, cette expression n’est valide que sur C. Elle n’est pas dérivable

spatialement (sauf tangentiellement a C').

4.2.2.2.3 Observation des VE

Par analogie avec les VE ¢ et Op /0t et les mesures de 7 et de dn/0t, nous
pouvons supposer que ¢ _ et agoo/ Ot peuvent étre déterminés & partir de @/JO

et de v, /Ot. Cette supposition demande & étre démontrée.
En utilisant (4.52) et (4.53) (pour z= € C), ¢ /Ot s'écrit

o, 9, 9°G,, 0°G,, 0dc, O,

ot ot?
_(_ 0°G,, e 0°G, 2. 0%, )

Le report de (4.57.1) et des expressions de dp_/On, de 9%p_ /Ot On et de
P, /0t* On en fonction uniquement des VE et de ¢ dans (), ce que nous ne
ferons pas, donne I'expression de 0y /Ot en fonction uniquement des VE et
de c. L’équation (4.60) et cette expression constituent I’équation d’observation
de o et de Jp, /Ot a partir de ¢, et de 9y _/Ot. Nous ne sommes pas en
mesure de démontrer 'unicité de la solution de cette équation, c.-a-d. I'obser-
vabilité de ¢_ et de Jp_ /0t a partir de ¢ et de Jv, /0t. Cette question est

ouverte.
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4.2.2.3 Action du fluide sur le navire

4.2.2.3.1 Moment de degré 0 des forces de pression sur la caréne

En fluide parfait, les forces exercées sur la caréne proviennent uniquement de
la pression. Leur moment de degré 0, c.-a-d. la somme de ces forces, est donné

par

G B
(4.62) fo[%]— p/ds Vi 1.

zx €C
A
Avec la caréne définie par une équation implicite, (T) s’écrit

(4.63) falsy=—p / ds-||

zx €C
A

0z, 89&1

L’intégration des forces de pression est simplifiée quand la variable d’intégra-
tion est xx au lieu de zx, cf. section suivante. Une autre expression du mo-

ment de degré 0 des forces de pression est donc
0 Oc 1 Oc
(4.64) 1y == fas gl 5
zx €C
N

(c et 1) restent les mémes fonctions de =+ mais cette grandeur est maintenant
une fonction de z -, cf. (C.40)).

Le développement en perturbations de ces expressions est difficile. Une expres-

sion équivalente a (4.63) est

Oc
(4'65) (v[ A - /|d$* —wT(—lﬁ)
€T * ER3
< A
ol
0 : fonction de Dirac;
T : fonction de Heaviside.

La partie 0(c) veut dire «sur la caréney et la partie Y(—1), «limitée au do-
maine ol la pression est positive»!®, c.-a-d. sous la surface libre. La manipu-

lation analytique de cette intégrale est simple. Cette expression nécessite une

L6Pour étre rigoureux, il faudrait ajouter «au voisinage de la ligne de flottaison d’ordre 0 et
V la pression sous la ligne de flottaisony : le Y(—) ne doit plus intervenir sous la ligne de
flottaison, des pressions négatives peuvent y exister. Ceci est pris en compte dans le dévelop-
pement en perturbations par le fait que les grandeurs sont sommeées sur tout C (O), c.-a-d. quel

que soit le signe de la pression.
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définition implicite de la caréne, d’ou 'adoption de ce mode de définition dans
I’étude.

Dans (1), seule la valeur des fonctions pour = € C' intervient. Cette équation

peut donc s’écrire

9
(4.66) il = —p-/!dx;; '5(%)'8(;(’; Wy T(=4,)-

T *x €R3
A

Dans la suite, (1) sera notée
[0] _ pl0]

ou l'opérateur f[[ . est

déf

(4.68) e p)

o (4]

0
- [ldas ] 5(c,) 52 0, T,

T * €R3
A
Les intégrales résultant du développement en perturbations sont de la forme

(4.65). Pour étre utilisables numériquement, elles doivent étre retransformées

en intégrales de la forme (4.62) ou ses équivalentes calculables.

4.2.2.3.2 Moment de degré 1 des forces de pression sur la caréne

Le moment de degré 1 s’obtient en multipliant l'intégrand dans (4.62) et ses
équivalentes par x ;. Pour (4.64), ceci n’ajoute pas de difficulté puisque la
N

variable d’intégration est déja z-. Une expression de ce moment est donc

def _ dc Oc .
(4.69) [ / sl gl vy
ac% eC
que l'on notera dans la suite
1]
(4.70) f ) = fo[%;%}(co,wc)
ou l'opérateur f[ ]*_*] est
AN
1 9 a5 25119
(a.71) £, e ) D g s | NS
zx €C
N

L’expression du moment de degré 1 utilisant les distributions est
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(4.72) A= pfdes] -0e) 2y (= )
) cl4d] P a o/ ;O c

€T *x ER?’
A

Z
A

, 1 - .
L’opérateur f[c][i,i] s’écrit donc aussi
A’N

oc
) =L (=, )x

(4.73) fg”[ , o

deéf
(e, 0) 2 —p [l

€T x ERB
A

el

eSS

4.3 Mises en équations du systéme navire + fluide

Cette mise en équations consiste a écrire 'EE du systéme navire + fluide.
Cette EE est la réunion de

e I'EE navire (4.1) ou (4.6);

e l'action navire — fluide (les entrées du systéme fluide) : les CGC (4.28.1) a
(4.28.3) ou (4.28.4) suivant les VE fluide utilisées;

e I'EE fluide (4.45) ou (4.57) suivant les VE fluide utilisées;

e laction fluide — navire (les entrées du systéme navire) : les efforts exercés
par le fluide sur la caréne (4.67) et (4.70).

Dans le probléme considéré, les forces extérieures sont uniquement les forces de

pression sur la caréne :

0 _ o]
(4.74) Jevia = ot
et

o _
(4.75) feutsia = forsar

Action du navire sur le fluide

L’assemblage des systémes navire et fluide fait que, vue du fluide, la dépen-

dance en temps de la fonction ¢ provient maintenant des déplacements-défor-
[0] (1] g

w1 et prs .. La fonc

[%] (5%]

tion ¢ devient une fonction de ces variables et des coordonnées mais plus du

mations du navire, qui sont définis par les grandeurs p

temps. Dans les CGC (4.28), il faut donc considérer que pour c,

0 dp[oi] o dp[lj ¥y
— est complété par __lal 4 Loy

J
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Les ordres de dérivations temporelles supérieurs s’obtiennent par applications

successives de cet opérateur. Les Djc, sont donc maintenant

(0] (1]
(4 76) D.c — 800 |17 + 800 .dp[%] + aco 'dp%;% + aco ‘8900
0 1]
oDc. oD, L oD A ODe. O
(477) D¢ — tc|18+ te . Ay te AN te “T¢
' to ot opl  dt opll dt Ooxr; Ox;
i i
et
[0] (1]
2 2. dp;; 2. dp; 2
(478) D?’c :8Dtco ‘18+aDtCO' p[%]—i_aDtCO. p[%7%} 8Dtco'8goc.
' te ot opl  dt apE} dt Ox;  Ow

dp dpttl
(479) 800.3900: _866’. p[%]_ @C ' p[%7%]
| Oui Do gpl dv o]t
2. [0] 2, [1]
(4.80) de, O, _ e, My 0, TPy
Oz; Ot O opy) At gpll de?
0] g o g0
P, ey Wy 0, g P
op” op?dtdt opl oplly dt - dt
[0] (1] (1]
. P W 0p, P, Wpgy Wi
opl” ox; dt  Ou; (91)@[;1} 3175;]5 dt dt
1]
L. % Wit 0%,
0p£1; dxy, At Oz
B P> c, .8@0 ‘8300 B 800' P, .8900
Or; Ox; Ox; Ox;  Ox; Ox; Or; Ox;
et

17Ce terme est nul mais est conservé pour que I'expression de 'opérateur D, reste identique

pour tous les ordres de dérivation.

18Ces termes ne sont pas nuls.
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(4.81)

Odc
C

Py

]

or; Ot O,

3,[0] 3, (1]
860 'dp[%] _ acg dp[i§j

opl At gpll e

9 [0} [0] 2 [0]
O, Ty Py oo,  Thy P
op opy’ dtr - dt op" Opj P “
0 0 20
&c, dp[il ety 3- e dp[i]-a%
ewo apﬂ it de op) Ox; d* Ox
0] ?

3. 9, Ay 9P, e, 4P [ x] dp[
op on, At 000z, oo ar
) i

Po, TPy O, P, Wiy P,

. —3. . .
apg;ljl ox, At Omy apgjl ox, At Ot Oxy

P, Py, ago Ly dc, Py, O,

5 o, dr; Ot dx; dr;  Ox; Ot dx; dx; O

[0] [0] 0]
O, Py, Py, dc, _dp[%l] .dp[%ﬂ ,dp[ﬁ
o, dpll dnly il
—3. Ci 2] "l Tl
3p 517; ap dt dt dt
(0] (0]
0’ Ay APy oy,
apl° ap]()] or, dt —dt 0wy
[0] (1] (1]
Fe, Iy W P
ap ap]}c apl dt dt dt
(0] (1]
aSCC dp[z]dp[J %] agpc
(1]
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[1} [1}

c s x . i
ap ap Uopltl, ot dt dt
(1] (1]
Pe, Mg Wiy o,
aplll ap[” ox,, ~ dt d 0%
dpttl
P Plig dp, 99,
8pz] Oxy. 8xl dt Oz O
e, Wi e, 0
% . [ %3] . e . e
apzl] 855]@ dt 8:ck a%l 81‘[
B 8300 .8900 Do, 8g0 . 3260 . 82g00 ﬂgpo _agoo
Ox; Oxj Ox, Ox; Oz, axk Ox; Ox; Ox; Ox, Ox; Oxy
B dc,, . P, .8500 .8% B dc,, . P, ' P, .8500

Action du fluide sur le navire

Dans (4.67) et

des coordonnées. Dans ces équations,

(4.70), ¢ devient de méme une fonction de p[ I de p

(1]

(%] €t

1, dépendant des VE fluide, des coor-

données et de ¢ (cf. (4.18) et {(4.41) et (4.42)} ou {(4.50) et (4.52)}), dépend

maintenant des VE fluide, des coordonnées, de |

(0]
Jo (%]

[0] [1]

= et de Pz, =) Les efforts
A AN

et fc[}[]i,i] dépendent donc uniquement de ces grandeurs. Leur expres-
AN

sion sera explicitée pour chaque vecteur d’état du fluide.

4.3.1 Variables d’état fluide ¢ et ¢ /0t

4.3.1.1

Le report de (4.74), de (4.75), de (4.67), de (4.70), de (4.2

et de (4.8) dans (4.1) donne

d? [0]
[ I
1

d2 [0]
;}

dt?

(0]
N

(4.82)
il

V%]

(2)

Equation d’évolution navire

) & (4.5), de (4.7)

1
d2p{} [1] o] [0]
o My = Sy T Forsile, ),
dzp[l]
_Lowl ) [1] 1]
gz ik P o (% Yo

60



ou

o _ g ao
It = ol i i I P = el
avec
(4.83)
dp[ll] '
noo oo ke om0 o hdls
avlivisn = T Mgk (5 Pty Py — %) TR (e =570

L’expression de 1 devant intervenir dans (4.82), c.-a-d. l'expression fonction
uniquement des VE navire et fluide, est obtenue en utilisant (4.48). La procé-
dure commence par le report de {(4.42) et de (4.44)} (pour z: € C) et de
(4.79) dans (4.80), ce qui donne

2, 0] 2, 1]
(4.84) b, Po, 0, TPy oo, TP 0
' dx; Ot 89:1 opl dr? 8p[.”. 2t _—

ol 'Q est une expression quadratique de ¢ , de dp /dt et de dp[*,*]/dt

SOt,n C
définie par

1
(4.85) Q%,nc
o Oc 0'G . 0'G .
(e e (). T () ) ()
? J J 7
@ &c, .3 IGQL 0 0, .8 1G’C’L 0 ‘8 ch,cn : de, )
(0]
0 aco'alc;oﬁon dc,, ).alau ’ ).dp[ﬁ]
e a% alaw 0- B 600‘81GC7L ()),WGO,O,L(@CC)
1 1 (1]
B 8 360‘8 GO’,O’n(aCC )).8 GO,L())( )dp[llz Jif]
Ox; Ox; Oz 3p£€1_]l ox; L dt
e, P e, alGaOn dc,,
+ ( -2 . ( [0})

1 1 [0]
+ a (aCC . a GO’,O’n ( aCC )) . a GC’,OTL ( 30 ) dp[ ] dp[%]
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D?c 2c. 0'G,.  dc
T T T g om gl
8p£C ODlm ap,’ dx;  Ori  Op :

lym
1 1 d (0] d (1]
o 0c, G, o  0G,,  dc, ) Pray “Pre,m)
1
o 8200 8200 0 GO,OW ( dc,, )

—9. .
oplY) 8]9% (9])% or;  Ori  gplY

1 1 [
0 aCC 0 G7 800 0 G 800 dp%;i} dp[%]

—+ . “Cn 4 . G.Cn . N,
05,00, " 0n, o)) 0w o) Tt a
1
+ O, _ 32% 0 GW( o,
oply ophis 0pk or;  Or opll,

1 1 (1] (1]
o ,0c 0 Go,on aco 0 G, acc dp%;%}‘dp[%;%]

C,Cn
8x1<8$] Oz (apgcl]l» Ox; (apﬂ;n)) dt dt

Le report de (4.79) et de (4.84) dans (4.48) donne l'expression de ¢ deman-
dée : [0] 2oV

4 e (P g (2 TP (0o TP
(150) bles) = (='6,(G) =G, ()~ =G () i

1 1 , i
- GO”(th,nc)+ Q —gi-wi)(rs)
ou 'Q , est une expression quadratique des mémes variables que IQ@ définie
par t,n C
g1 0L

(187 Qule5) @ 35 ws)
avec "

[0] 1

; dc dp[i] o dpi 4]

188) 'Lz-) ¥ (@ G (—&) —A LG (—&) — AN (L)),
(488) 'Lley) ¥ (6, (0) +'6,, (i) 2+ G (i — )

L’apparition de termes en dng,m}/dtQ dans (4.86) entraine une difficulté :
dans (4.68) et (4.73), v intervient linéairement dans 'intégrand et non linéai-
rement dans la définition du domaine d’intégration. Cette non-linéarité des ef-
forts exercés sur la caréne par rapport a 1 rend impossible en pratique la
résolution de (4.82) par rapport aux d2p[* ]/dtQ. Le probléme vient de la
variation du domaine d’intégration avec ces grandeurs. Ceci nous conduit a

examiner cette variation d’un peu plus prés.
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L’équation (4.86) fait apparaitre une incohérence : d’un coté la forme de L,
donnée par (4.23.1), dépend des deE’m]/dﬁ, c.-a-d. de l'accélération de C,
de l'autre cette accélération produit une accélération du fluide qui ne peut ci-
nématiquement pas influer sur la forme de L. Cette incohérence provient trés
probablement de la non prise en compte de la singularité de ligne de flottai-

son'?. Ceci nous conduit & formuler ’hypothése suivante :

Hypothése 1 : La singularité de ligne de ﬂottaison doit étre telle que le domaine
d’intégration dans les opérateurs fg)gi et fo[* ] c.-a-d. la partie mouillée de
A

C, ne doit pas étre modifié par l’accélération de C.

En supposant cette hypothése vérifice, les efforts exercés sur la caréne dé-
pendent linéairement de ). Ceci permet d’isoler les termes en d2p[* _ /dt2

dans ces efforts et donc de les passer au premier membre de (4.82).

Une maniére plus ou moins arbitraire d’appliquer cette hypothése est de consi-
dérer que dans (4.68) et (4.73), le domaine d’intégration est défini par T(—z/t}c)

ou w est ¢ avec l'accélération de C' nulle :

(489)  Wlry) € (=G,

).

e

o) =G, (Q, )+'Q, g, v )

Les opérateurs fg)][i} et fg][i‘i] deviennent
A'N

A
(4.90)
2p 2]
[0] _ f0 NN (010 R b3 AN 1)V I (i)
.fo[%](cc ) ¢0> - fc'[%}(cc ) ¢0> mE[%}[%] dt2 mE[%][%7%] di2
et
(4.91)
d2p[0} d2 (1]
1] _ gl N[0 B3 N 1151 [A,N
Fotsgn Vo) =Feign(Co Vo) =M "ge etk " de
ou
<[0] déf dc .
(492 £l 00 2 = fldog] ale,) G20 T (=),
.Z’% €R3 ’
(4.93) e oYy (dee | -(c )-800-.-1((—1& )z
) claslVer - P A o/ O o/ i
x% cR3

La ligne de flottaison est la ligne C'N L.
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Oc

olfo) ~ def glOT ! :
(4.94) My la)d) — forzle,, GC’O”(G F]))a
P;
oc
4.95 ol 44 'G_ (—),
(4.95) (TSN TFRES forsite, O’O"(ap%))
[1][0] def °[1] 1 aCc
et
oy w il g (P
Les m!l sont les «masses d’eau ajoutées» associées a chaque nouve-

B % ]

ment.

Le report de (4.90) et de (4.91) dans (4.82) donne

( 0 1
a2p” 2ot
(1) me P Lo Pa k)
NE [£][4] dtQ NE [ﬁ][%;%] dt2
- fi,[vo f (e, 1/30)7
(4.98)
d? (0 d? (1]
(2) m!l P Pre. i)
Ve [gglE] di? v [ )R] T g2
1 o[1]
\ :f’L[][A j]+f0[ ( 71/)0)7
ou
[0][0] déef [0] [0][0]
(4.99) mNE[%M%]) 8;j-m, +m S L514)
(4 100) m[O][l]v , def(s [ ] n m[o][.l] '
. NE L[4+ N[ ] B[L][4;£]
(1][0] def [1] [1][0}
(4.101) mNE[i; “A] 5zk m N1 3 —|—m o “%]
et
(1] def ¢ 12 [
- stk — OF g T e )

Le systéme d’équations (4.98) peut étre découplé en suivant la méme procédure

que pour les équations sans masses d’eau ajoutées, ce qui donne
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( o) 0
[0][0] (0] glol i
(1) dt? dMNE[%][%} .(dNEfZN[%] T dNEfO[%}(CO ! wc))’
(4.103)
d2p[1] ]
Coxl _ o mn (1] gl ;
@) iz =~ ety Gl s 0 T aefeisidn (G ¥0))
ou
(4.104)
o] e L N—
ve [5]14] a7 e [F]5) [5114)
[0][0] . [0] (0] (][]
Mg 14101 LMy découplé (avec les NS ][i“'])’
— o _ 0 L, -y [O] A
(4.105) = Meergng T eI E P i) e 1 21141
(4.106)
(1] déf (1] -1
Prelhigibdl © WG G O
m ) (1] [][¥]
Mg iyt Mg d gy 1 découplé (avec les m o [ - ][%m]),
_ (1] _ o . ,[0][0] 0l
(4.107) BRG] Mg (5% 11%] s (212) mNE[%H%;%] ’
(0] . g0 [+][+]
dNEsz[i-] Do fi v L] découplé avec les m B [ [ ]
41 S I 11 N 11 e
(4.108) Syt ™ Mg b e iz vk
(1] (1] [+][¥]
dNEfN[%;%V] : f id] découplé avec les mNE[%m”%m],
PSS 1 O I
(4.109) = P T M) e e
#. F. découple les "I
P Y O[ ) découple avec les my . - ),
O (1 gl
(4.110) = Jorm My, [0k g gt my Fortims
¢l] . fl [4]1]
dNEfc[%;%} : fc[;‘ 21 découplé avec les m B [ ) ]
_ogto i) [0][0] g[0]
(4.111) - fc[%;%} NE[’ Fl& Tae(514] fc[ I
L’inverse des *m*l[”%u;%”% 1) est défini par
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Le systéme d’équations (4.103) et les relations triviales pour dpg]/dt et

dpg

navire et fluide.

2] /dt constituent I'EE navire exprimée en fonction uniquement des VE
N

4.3.1.2 Equation d’évolution fluide

Le report de (4.79) et de (4.84) dans (4.45) donne 'EE fluide :

( (‘9@
(1) atL + leL —§i T,

2 2
A A

=0,

(4.112)

0'G . 9e . 9'G
+ L,Cn ( C ) [A N] + L,Cn (1Q
ox; apg}]k dt? o, Pimc
1 1 1 [0]
N 0 QM B 0 GL7L( " 0 GL,On ( acc ) dp[i]
Ox 95 oz, b ox o7 qt
7 ) 7 ap]
1 dpt!
42 Gw”( %) p%;%})
. 1 :
\ ox; apg,;}k dt

La théorie des systémes dit que les VE de 'EE navire + fluide sont les VE
navire et les VE fluide, cf. annexe B. Pour que cette EE soit canonique, son
second membre ne doit étre fonction que des VE et des entrées. Cette condition
n’est pas satisfaite par (4.112.2) : de%]]/alt2 et dQ][)F%];%]/alt2 y apparaissent
au second membre. Ce point peut étre résolu en remplacant ces grandeurs par

leurs expressions (4.103.1-2), qui ne dépendent que des VE navire et fluide.

L’EE du systéme navire + fluide, constituée de (4.103) et de (4.112), n’a pas

d’entrées ; elle est autonome, ce qui est I'objectif recherché.
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4.3.1.3 Mer numérique

Bien que ce ne soit pas l'objet de cette étude, cette mise en équations peut
étre utilisée pour modéliser une mer numérique?®. Pour cela cette mise en équa-

tions doit étre complétée par 'EE de z,=.

La grandeur du,=/dt doit tout d’abord satisfaire (4.24) : seule la vitesse nor-
male de L est définie. Tous les dx, = /dt satisfaisant cette condition sont pos-

sibles, mais le plus simple est de choisir

dZL“L% dp

L

(4.113) Tl

c.-a-d., comme dans la méthode MEL, de convecter L?!.

L’accélération des particules fluide est aussi définie par les VE navire et fluide.

Cette accélération est donnée par (4.20), soit pour les particules de L :

d'r, i Ox

L

(4.114) i

Les équations (4.113) et (1) constituent 'EE de z,=. Cette EE s’exprime uni-
quement en fonction des VE navire et fluide en suivant la procédure de rempla-
cement de ¢ et de /0t par leur représentation utilisée pour obtenir (4.103)
et (4.112), mais elle ne fait pas partie de 'EE du probléme puisque = est

¢liminé de (4.112) : ;= est une sortie du systeme navire + fluide.

Les équations (4.103), (4.112), (4.113) et (4.114) constituent une mise en équa-
tions compléte d’une mer numérique. Sa caractéristique principale étant que ce
sont les grandeurs ¢ et dp/0t (sur L) qui sont choisies comme VE fluide,
cette mise en équations peut étre appelée méthode ¢p;. Elle est une alterna-
tive & la méthode MEL.

Le fait d'imposer la condition (D.1) & ¢, et donc & ¢ , et la condition (D.51)
a Op/ot, et donc a Oy /Ot, a pour conséquence d’éliminer les ondes para-
sites issues de la méthode, de la discrétisation ou des erreurs numériques. Dans
les bassins a houle numériques, cette fonction est assurée par les procédures

d’amortissement des ondes réfléchies par les bords.

20T’¢tendue du domaine fluide pouvant étre infinie, ce terme est plus approprié que celui de

bassin & houle numérique.

21 Les méthodes ol dxy, =« /dt a une direction imposée, en géneral verticale, sont appelées

méthodes semi-lagrangiennes. La prise en compte de (4.114) dans ces méthodes semble difficile.
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4.3.2 Variables d’état fluide pc et dpc/Ot

4.3.2.1 Equation d’évolution navire

L’EE navire est toujours (4.82) ou son équivalente découplée :

o)
a [0] [0]
(4.115) W T = aforn(o o) aty
' d2pm .
(2) ﬁ — ( flm . + f[l] . (C ¢ )) M[Q]
dt? dN N[%,%} an O[%;% ¢’ [ ]7
ou dei][vl][%;%] est donné par (4.83) et ou
o] [0 [#]1+]
deO[%] fo[%] découplé avec les m MRITNE
_ D Bl .
(4 116) o 'fo[i] f : N[ mN[%]a idem (4_9)
[ 1 g
deC[% 4] fc[%’%] découplé avec les m, N 15 ]
(4.117) = fl}z j f[o] [0] mmj ; idem (4.10)
o g% N[%]

avec les opérateurs f°, et fo[*_ < définis par (4.68) et (4.73).

¢ [%]

L’expression de ¢ devant intervenir dans ces EE doit étre fonction uniquement
des VE navire et fluide. Pour préparer la suite, nous commencons par établir
cette expression pour un point quelconque dans le fluide (P’expression de (08

peut étre obtenue plus directement, cf. (4.60)).

La procédure suivie est identique a celle de la section 4.3.1.1 : elle commence
par le report de {(4.52) et de (4.54)} (pour z= € C) et de (4.79) dans (4.80),

ce qui donne

2,[0] 2, [1]
(4.118) dc, . P, _ e, ‘d Ppi  Oc, d°p Ld 0
' Ox; Ot Ox; ap[o] dt2 Ap [1] dt2 omc

o Q est une expression quadratique de ¢ _, de dp /dt et de dpF*],i]/dt
‘pt,nc ATN
définie par

(4.119) Q
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2 c,c C,Cn -
( apk] 8902 ox; 0 Ox; Ox; Ox; 0 0x; <8p£€0])
0]
0 (0 9 Coy U ) 0 Goo ) 1 P
Ox; Ox;  Oz;  gpl” ox; o’ di
0P 0 Gy 0 0¢ 0 Cogpy) 07Gh, Oc,
apk ox; 0w Ox; Ox; Ox; Ox; (9292}
2 2 d (1]
0 (G D Uy & T ) Tl
Oz; Ox; o apgc 0x; ¢ dt
( & c, &c, aQGqu(aC )
dp 8p£0} 8p oz ox; apl[o]
o dc 0°G,. dc.  0°G, g ol dpll,
Ox; Ox;  Ox; (8p[0])) ox (apl ) dt  dt
e e 9°G. . oe
+ 0 01 -2 oO ‘ QCH( ?)
3p£€} E)pg;r}n 8p£] or; O (‘)pw

(0] [
0 800 82G070n aCO aQG Jc dp[ﬁ] dp[ .

. L Toen Y% ) T TaR]
T oo, o ) o ) @ T

0? c, 820 0*G dc,,

+ _2 . O,Cn(
Ophs Oppy  Oppy Oy O 9py)

9 0c 0°G oc 0°G oc dp[lﬁ}.i dp@
C C [A]

C,Cn c,0n . ol
( (e —asl,

+ 3:61(856] 8:I:j

apg))' Or;  oplo at dt
2
p Ly P 9, O
Oppy Ophin 6pk oz, Orioplll,

(1] 1
o Oc GQGO,On aco 82G (‘900 dp[ } deb n)

C,Cn (

ax,(axj ox; (apg}l ) o, apgym))' dt dt

Q est formellement identique a 'Q , cf. (4.85), en remplacant les

Lpt,nC Lpt,'nC
1GC,* par les 2GC7*, I'indice L étant remplacé par I'indice C).

Le report de (4.79) et de (4.118) dans (4.59) donne Iexpression de 1 en fonc-

tion des VE navire et fluide :
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0
Ug) = (G, (2F)

(0] (1]
9 oc de[i} dc d2p[l g
-G ( C ) Al 2 c ) AN
on 3p£0} dt? On 6p£1]] dt?
2 2 2 . i
~2G, (Q, )+, —g5w)rs)
ol Q , est une expression quadratique des mémes variables que *Q définie
wt,n
par ¢
2 aer 1 0 °L 2
(4.120) Qulr5) = 5 81;1-) (z)
avec
[0] (1]
. oc_ dp: dc dpp.
2 déf o 2 ; (Z] | 2 ; ;
(4.121) L(w%) = ( Gc(wc) + Gcn(ap[%]). th + GOJ&pEl). c?tN )(37;)
i 2y

(°L est formellement identique & 'L, cf. (4.88), en remplacant les 'G, par les

’G.,, lindice L étant remplacé par Iindice C).

De méme qu’en section 4.2.2.2.2, avec les VE fluide ¢ et 0y, /Ot, Pexpression
de v est simplifiée (cf. (4.60)). Cette expression est

(?(pc
ot

_ 2 . )
(4.122) Y, = + Qwo —giTgi
La grandeur ¢ n’est fonction que des VE navire et fluide mais pas de leur
dérivée temporelle; la notion de masses d’eau ajoutées n’apparait donc plus
explicitement dans 'EE navire. En fait cette notion réapparait implicitement
dans ’EE fluide qui dépend maintenant des dérivées temporelles des VE na-

vire, cf. section suivante.

Les expressions des efforts exercés sur la caréne ne comportant plus de termes
en dérivées temporelles des VE navire, la procédure de transfert de ces termes
au premier membre de 'EE navire (I'addition des masses d’eau ajoutées aux
masses du navire) est sans objet. ’EE découplée (4.115) peut donc étre uti-
lisée. Ceci est méme une nécessité pour exprimer les termes de ce type, qui

apparaissent maintenant dans I’'EE fluide, en fonction des VE navire et fluide.
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4.3.2.2 Equation d’évolution fluide

Les expressions des entrées dyp_/On et 0%*p_ /0t On de 'EE (4.57) en fonction
uniquement des VE navire et fluide ont déja été établies. Il reste a établir celle
de & _/0t* on.

Le report de (4.52) a (4.56) (pour z= € C), de (4.79) et de (4.118) dans (4.81)

donne

(1]
de. Py gc. Pl ac dpl
(4123) C . c_ _ _ C []_ c . [AN}
' Ox; Ot? Ox; ap?] dt3 8p£1]] dt?
2,.[0] 2, [1]
27 [0] d P _opll d Pl
clzl  dit? olxig dt?
2 2
— —C
th2nc Sptzn(:’
ou
27,0 expression linéaire de de dpl’ /dt et de d ) /dt,
ol%] 1% Py Pl Pl =
27 [1] :
LO[%;%} idem,
2ng : expression quadratique de Jp_/0t et de {p,, dpg] /dt ou
t2,nC
C : expression cubique de ¢_, dp[o] /dt et de dp[*,* /dt.
(’DtQ,nC

Pour garder une taille raisonnable a cette étude, ces expressions ne sont pas

explicitées.

Pour obtenir le résultat demandé, les deFL] . /dt2 et dSp[* ]/dt3 dans (1)

doivent étre exprimés en fonction uniquement des VE navire et fluide. Les ex-

pressions des al2 _.1/dt?* sont données par (4.115.1-2). Les expressions des
d?’p{ﬂ .,/dt’ sont obtenues par d/dt de ces équations :
(4.124)
( oy d o] o]
) dt;‘ = L L (e 0, i,
dpl g d
& d;;,N e L P YL I ) O

ou
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dp[ll] ,
N P 5]\ s
Tyt B0 P gy —g)
dply o, dpl!l dQPFl] i
L NiA AN (1] ANIN\S
TRy e TP T )
et ou
d/dt(, g)][ ]) : d/dt( ) découplé avec les m[*][[*] ]
A A
_ 4 e d e 2] i
(4.125) = wer) T @Wersn) Fogs Mgy
d/dt(de[cl][z J) : d/dt(fol][%,%]) découplé avec les m 1[:}[[;] BIEw
_ o deem 4 o, ) -l

c?][ ]) et de d/dt(fg}[%%]) en fonc-

tion uniquement des VE navire et fluide a partir de (4.68) et de (4.73) est

d’une complexité inextricable. Le fait que les difficultés apparaissent dans le

La détermination des expressions de d/dt(

calcul des efforts exercés sur la caréne n’est pas un hasard : avec les VE fluide
@ et Jp [0t, nous avons di formuler I'hypothése 1 pour obtenir 'EE de l'en-
semble navire + fluide. Par cohérence, cette hypothése devrait aussi intervenir
ici.

Ces difficultés ne remettent pas en cause le fait que ¢ et dp /Ot constituent
un vecteur d’état complet du fluide. Ces VE ne sont simplement pas perti-

nentes pour la mise en équations exactes de ’ensemble navire + fluide. Nous

ne poursuivons pas dans cette voie.
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Chapitre 5

Mises en équations avec conditions
aux limites développées en

perturbations

Les modélisations établies au chapitre 4 s’appliquent aussi bien au calcul qu’a
la représentation. Leur inconvénient est qu’elles utilisent des opérateurs ‘G,
variables dans le temps puisque OF D’est. Dans une modélisation de calcul, ces
opérateurs peuvent étre recalculés a chaque instant. Dans une modélisation de
représentation utilisée en prédiction, ces opérateurs devraient eux-mémes étre
prédits, c.-a-d. d’abord étre modélisés en tant que VE d'une EE et ensuite étre
observés a chaque instant. Dans I’état actuel de nos connaissances, d’une part
nous ne savons pas écrire une telle EE et d’autre part son observation, c.-a-d.
son auto-identification, n’est pas envisageable en pratique vu le peu de résul-
tats utilisables obtenus dans ce domaine. En représentation nous devons donc
obligatoirement nous ramener & des modeéles dont les opérateurs sont indépen-

dants du temps.

Une fagon d’obtenir ce résultat est d’appliquer la méthode des perturbations a
partir d’une solution d’ordre 0 indépendante du temps. La méthode des pertur-
bations est une approximation pour les conditions non linéaires (les conditions
linéaires restent satisfaites exactement). Le domaine de validité des modéles
résultants est donc moindre que celui des modéles exacts, mais devrait étre

suffisant pour le probléme traité (cf. chapitre 1).

Une premiére maniére d’appliquer cette méthode serait de développer en per-
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turbations les modéles exacts obtenus. Ceci demanderait entre autres de déve-
lopper les opérateurs par rapport aux variations de position de L et de C,
ce qui n’est pas immédiat. Une deuxiéme maniére, celle adoptée ici, est de
développer en perturbations les conditions a satisfaire et d’appliquer la procé-
dure utilisée pour obtenir les modéles exacts aux problémes de chaque ordre.
Ce développement en perturbations ne concerne que les conditions aux limites

puisque ce sont les seules conditions non linéaires du probléme.

Ce développement est a I'ordre 3 pour pouvoir espérer représenter les efforts de
manceuvrabilité : les modéles de manceuvrabilité sont des modéles polynomiaux
au minimun de degré 3. Au plan théorique, c’est aussi a cet ordre qu’apparait
la structure générale des développements avec des conditions a satisfaire en des

coordonnées inconnues, cf. section F.1.2.

Conventions

Les conventions adoptées dans les mises en équations avec conditions aux li-
mites exactes sont toujours valides. Les conventions propres au présent chapitre
sont que 'ordre p est 'ordre en cours de traitement et que 'ordre ¢ représente
tous les ordres de 1 a p. Les grandeurs inconnues d’ordre p sont mises en

évidence par un encadrement.

5.1 Mise en équations du systéme navire

Le développement en perturbations de la mise en équations de ce systéme est

exposé en annexe E.

Variables d’état

Les VE utilisées, pg(]*) et p[ﬂ(?

bk
(E.10) des VE utilisées dans la mise en équations exacte.

sont issues des décompositions (E.8) et

5.1.1 Equation d’évolution couplée

Le développement de (4.1) est donné par (E.35) :
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( 2 2. [1(p)
d p[ ] [0] d Prig 1]
A A'N
W= ™ T —az [
dp [1](p )
[0] (1](p) [0] 2 [0](p). [0](p)
quo[l}(p[%;%})_‘_fZqu[l}(TN)_FfZ D[ ]+f6N[L]7
2 [Oi}(p) 2 [1](p
@ |25 |\ TPk e
dt2 V(%] dt2 N7 %]
a1
(1] (1](p) (1] TN (1](p) (1)(p)
\ fN<10[%;;% Pz P+ oo [ %}( di >+f21v>[ L] +f6N[i;%}’

plus les relations triviales pour dpg%p)/dt et dp[l%],i) /dt. Dans (1),
N

fiz[\io[i} opérateur donnant la partie du premier membre du terme
A
d’ordre p du développement de 7 11.4 (fz 0] 2 —i—fz ) fonc-
A N N
tion de Pz ](p , défini par (E.36),
= fonction de t;
fi][VOLHH opérateur donnant la partie du premier membre du terme
A
d’ordre p du développement de 7T[111. 2 (f’iIE?]O 4] —i—fz ) fonc-
N
tion de dp[ ]/dt défini par (E. 37)
— fonction de t;
fi][VOL(ZE)i-} . second membre du terme d’ordre p du développement de
A 1 0 [0 .
[[Z] 4 (fz” +f%[\,]1[%])a donné par (E.40),
= fonction de t;
[0](p) 5 ; [0] A (0]
fe terme d’ordre p du développement de fe -, ., c.-a-d. de [/,
N [z} N [Z] c [z]
(cf. (4.74)), donné par (5.11) ou (5.20) infra,
= fonction de t;
fi][VIL] 0[i: 4] opérateur donnant la partie du premier membre du terme
AN
d’ordre p du développement de ! " (fz L +fz'[1] k1)
[ ~] NO[&;577] N1[w:%]

fonction de p[*](,p*], défini par (E. 38)

= fonction de t;
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opérateur donnant la partie du premier membre du terme

vl 0 gl 1]
d’ordre p du développement de . S(fi ’ +fi i)
[Gin] M NOlgd] N1{x3%]
fonction de dp ”Ep /dt, défini par (E.39),
= fonction de t;
fz'][vllﬁ)ii] second membre du terme d’ordre p du développement de
A7
" Z,k (fz ) ' +f1 kg ), donné par (E.41),
] Olxi & N[5
= fonction de ¢;
feg][(f?l : terme d’ordre p du développement de fe ][ ) c.-a-d. de
AN "N
f({l[]i.i] (cf. (4.75)), donné par (5.12) ou (5.21) infra,
A'N
= fonction de t.
5.1.2 Equation d’évolution découplée
Le développement de (4.6) est donné par (E.22) :
( d2 [0]
P ] _ ol(p) [0l
(1) dt2? o deGN[ i1 gy
(5.2) d2 [1](p) [1](p)
(2) p ; = ( fzm ( (1](p) )+ f (1] ( dp%’% )
dtz ind <o 2\ Pl5i5) by arpg 2 T g
[1](p). [11(p) (2]
L +deND +deN[ . ) /’L [k J])

ZW

plus les relations triviales pour dp[ /dt et dp[l](,p /dt Dans (1),

[0](p) ) . [0] R
deeN[%] terme d’ordre p du développement de deeN[%], c.-a-d. de
deC[O[]%] donné par (5.13) ou (5.22) infra,

= fonction de t;
in le[vl]q NI opérateur donnant la partie du premier membre du terme
AN ) : m (1]
d’ordre p du développement de W[Zx%ﬁ] (dezNO[% 4] +
11
deZM[% %]) fonction de p[*,*], défini par (E.23),

= fonction de t;
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fz'm - . opérateur donnant la partie du premier membre du terme

dnd v Q1[4 4] a
d’ordre p du développement de m, ( fz
(%% NOlNiR
1
deZJ[v]l[N,N ) fonction de dp *(;p*)]/dt défini par (E.24),
= fonction de t;
in ﬁzE,lL(IE)L ] second membre du terme d’ordre p du développement de
ATN (1] 1] (1] ,
s k] (St 0k 4] + dele[%;%]), donné par (E.25),
= fonction de t;
(1)(p) ) . [1] .
deeN[%;%] terme d’ordre p du développement de deeN[%;%}, c.-a-d. de

deCEl[]i.;] donné par (5.14) ou (5.23) infra,
A'N

— fonction de t;

5.2 Mises en équations du systéme fluide

Le développement en perturbations de ces mises en équations est exposé en
annexe F. La principale difficulté est de transformer les conditions a satisfaire
en des limites inconnues en conditions a satisfaire en des limites connues. Ceci

est fait en éliminant des conditions la variation de position des limites.

5.2.1 Développement des conditions a satisfaire
5.2.1.1 Condition de champ

5.2.1.1.1 Harmonicité

Le développement de (4.12) est donné par (F.176) :

0%

0z)% |~ 0

(5.3)

5.2.1.2 Conditions aux limites

5.2.1.2.1 Conditions de surface libre

Le développement de (4.23.1-2) est donné par (F.182), soit
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(5.4) Dt'lv["L(o)q( 90&)3) )+ A 'EbL(o)q( @iﬁ?) ) + Dt@EL(I;)A =0

Dy (0)
(=)0

(dans (1), :Eﬁpj a été éliminé; cette équation est le développement de tout le
A

systéme (4.23) pour n = 1 a 2).
5.2.1.2.2 Conditions de glissement sur la caréne

Pour la caréne définie par c(t, =)

Le développement de (4.28.1-4) est donné par (F.197), soit

;

C(p) ) _|_ Dté(p) i 07

c(0) oA

(1) Die, ngzn , 9032)) )+ A L. (0) €0 4

t
(=)0

(5:5) (2) Dieo 4 cép(z)) ’ @ép(z)) ) + A Diey© “Coo 4 ngzn )+ Die” | =0,

( oA
c /a(0)

(3) D?%(om( CS?O) ; 803?3» ) + )‘(Di'“)w) €0 Cép(%) )+ Dje? | =0,

o>
c(0)

\

(de méme qu’en section précédente, dans (1) xép; a été éliminé; ce systéme
A

est le développement de tout le systéme (4.28) pour n = 1 a 4).

Pour la caréne définie par c(pg], p&];%], T =)

Le développement de (4.28.1-4) est donné par (F.205), soit

(5.6)
(
[0](p) (1](p) (p) i [0](p) (1](p)
(1) Dtcc(o)q(p[%} | Przs£] | | Po© )+A(Dtc)(0()0>co(0)<]<p[%} ; p[%;%])
<o
+D,e? =0,
2 [0](p) (1](p) (p) [0](p) (1](p)
@) Dicooo(Pia” | [Pz | [$o ) + Aoteyo oo o(Pa1” | |Plzizi )
+ D2 =0,
3 [0)(p) (1](p) (p) [0](p) [1](p)
() Dicoo (P || Plsii | | oo )+)‘(D7t?’c)éo()0;cc(o)<<p[%} | Pz )
30 _
L + Dyc, , =0.
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5.2.1.2.3 Conditions de glissement sur le fond

Le développement de (4.36) est donné par (F.207) :

;

of, | 9"
( 7) of 8230(13)
5. _F | TF =
of 83()0(17)
\(3) oz, | 07 0z, |

5.2.1.2.4 Condition de repos a l’infini horizontal

De méme que pour la mise en équations exactes, le repos du fluide a l'in-
fini horizontal est traduit par le fait que dans la représentation de ® et
de 9p® /0t par leur valeur aux frontiéres, la frontiére F _ n’apporte pas de

contribution (cf. section D.1.1.2).

5.2.1.3 Action du fluide sur le navire

Dans la mise en équations développée, les efforts sur la caréne sont développés

séparément de la pression sur la caréne.
5.2.1.3.1 Pour la caréne définie par c(t, zx)

Pression sur la caréne

Le développement de (4.17) est

p(:n) — p,w(p),
soit pour zx € C
55) P = gl

L’expression de z/_zép) est (F.35) (pour S = C), soit

(p)
_ o | Tex|
() _ (p) (0 A (p)
(59) ¢Op - 1/)0(0)4( SOCIEO) ) + a;z ' 1' + wcp|>-
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La grandeur él
A

est éliminée dans (1) en utilisant (F.204), ce qui donne

(5'10) &ép) - ¢o(0)<1( ‘Pép&n ) + )‘(%)(0()0)6 (0)<1( C%) ) + ¢0|> + )\ g)()o) él)>
Moments de degré 0 et 1 des forces de pression sur la caréne
Le développement de (4.66) est donné par (F.217) :
(p) (p) [0](p)
(511) fc[ i 'fC<][ ]( QDO]zO) ) CCZZO) )—i_f(ybif%]
Le développement de (4.72) est donné par (F.221) :
1 [
(5.12) o) = Fons (28 | | o )+ Folth )
Pour les équations découplées, ces moments s’écrivent
[0l(p) _ (p) P [0](p)
(513) fc[ deC’<1[ ](QOO(O) ’ (0) )_‘_dN‘fCD[f]
et
e _ [1] (p) (p)
(514) deo[i;;%]_deOQ[%;%}(QOO(O) 9 CO(O)) fOl>[l j]
ol
0
(515) deLL[%]( ‘Pg;())) ) ngg)) )
[0] (p) (p) (1] (p) (p) (2] (1]
f@ﬁ[%]( QDO(O) 9 CO,(O) ) - fOQ[%,%}( SOO(O) ) CO(O) ) MN[%7%} 'mN[%]’
1
(5.16)  Fh (el | )
_ ¢l (p) (p) (0] (p) (p) (1] (0]
= fc<[%;%]( Spop(o) ) Cop(c)) ) - fcq[%}( Soop(o) ) Cop(o) ) .mN[%} Ty
[01(p) (0] (p [1](p) 2] (1]
(5-17) deO>[ i) f ~Jon 54 'MN[’W}% Ty 4
et
[1](p) [1l(p ol (1 . [0
(5.18) deC>[Z £ _f [1 #  Jeng Mg
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5.2.1.3.2 Pour la caréne définie par c(p[ <15 puw], :13%)

Pression sur la caréne

L’élimination de x; ?) dans (5.9) en utilisant (F.206) donne

(5.19)
7)) _ (p) A
@DO ¢O(o)<]( Peo) ) + (%

[0](
p[%] ) | P

ol
13
vn
@
A

A

Moments de degré 0 et 1 des forces de pression sur la caréne

Le développement de (4.66) est donné par (F.224) :

[0l(p) _ p[0] (») [0)(p) [1)(p) [0](p)
(5.20) fo[j{} _foq[%]<¢c<0) Py P )+ [

Le développement de (4.72) est donné par (F.226) :

(p21) S =g

0 1 1](
(). [ [ + g

al

=

L ,L
N AN

Pour les équations découplées, ces moments s’écrivent

(0] (P (p) [0](p) (1(p) [0](p)
(5:22) R = S (el | [ [P )+ Sy
et
(1](p) (1] (») [0](p) (1](p) (1](p)
(?'23) dec[%;ﬁ} - de(‘Q[%;%}( Po) | p%] VP[] ) deOD[%
ou
(0] (») [0](p) [1](p)
(5.24) deo<[%]< Po [ |Plz] |0 | P2 )
_ plo] (») [0](p) (1](p)
= OQ[L}(SDO@ ) p[%] ) p[AW )
_ ¢l (p) [0](p) e | ., 2 o 1]
FoariaPeo | P | | Plasal ) Perg i Maikr
(1] (p) [0](p) (1](p)
(5.25) deOQ[% %](900(0) ) p[%] ; p[%;% )
_ plll (p) [0](p) (1](p)
= foq[%;%](@c(o) Pl | p[%;%})
_ ¢l (») [0](p) W .0 0]
fOQ[i](S%(m PE ) p[%;%]) M) o
Oi(p) _ (O _ (M@ 2]
(f'%) andorin) = ot T vt Prig ) M id)
[§]
(1(p ml (0]
(527) foD[L,J] f ﬁ% fOI>[ N[ ] /I’N .
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5.2.2 Mises en équations

Les conditions (5.3), (5.4), (5.5), (5.7) et la condition de repos a l'infini hori-
zontal sont transformées en une EE de la méme maniére que pour les mises en
équations avec conditions exactes. Les VE utilisées, goL(Tg) SZ?))

et 8@5‘(2” /Ot , sont issues de la décomposition (F.25) des VE utilisées dans ces

et 8@5?3) /Ot ou ¢

mises en équations.

5.2.2.1 Variables d’état o'%) et 9% /0t
5.2.2.1.1 Equation d’évolution

L’EE est donnée par (5.4), qui s’écrit

82<p(p3
5.28) | —x2
0
_ 9. (890 o 0 %) ! L<o> 890({2) 9, <3> o i(o)> ' 890% )
Ox; | Ot Ox; ot 895, ox; ox; 8@ Oz, | Ox;
B 8905?3 .890((()0)> 82 L<0 L. &ng)
Ox; Ox; |O0x; Ox; 9% o0x;
0
_ ( 39‘7 © |, 890(<3> 34%7(1(2) )~ D 7(p) E
2ty ot dx;, | Ox; Freea
1,(0)

plus la relation triviale pour 8@ ,/Ot.

L’harmonicité des ¢®

et des 0p® /0t (cf. (5.3)) fait que les représentations

(4.40) et (4.41) restent valides pour ces grandeurs, avec des frontiéres a choisir.

Nous choisissons évidemment les frontiéres d’ordre 0, ce qui donne

(»)

(5.29) © (xz)
et

(p)
(5.30) agt (w2)

Les expressions des entrées (‘9@ 0/0n et 82

80(?0) &P(%
= (=10 () +1G o (1| 2 e
. e 890%) e a%(m 82 C<o
= (=Gl )+ Col o 1ot om

))(@).

0>/8t On en fonction de ¢ et si

besoin des VE sont incorporées dés maintenant dans ces représentations. Ces

entrées sont déterminées par les CGC (5.5).
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L’expression de (9(,0 (0)/an est (5.5.1), qui s’écrit

(5.31)
(0) (p) (0) (p)
a%(@ a‘P 9P | _ achZm B a%my 8(:0]?0) Y L@ | D, é(:u B
&xi 833'1 ot 8951 8351 (¥)éo()0) c©® >A

Le report de (1) dans (5.29) donne la représentation de ¢ en fonction uni-

() .
quement des VE et des ¢, :

(5.32) [P (=)

(p) (0) (p)
lG ( 860120) ) IG (a(pow) . 800120) ) Y '1G ( (p) )
NI O\ 5, O (Pe8y(©) ONEHO)
i 1 e e (0)

L’expression de 8%032»/875 On est obtenue a partir de (5.5.2) : le report de la

représentation (T) (pour z= € C(O)) dans cette équation donne

(5.33)
0)
aCé(o) 32 G<o>
89@- 8t 8%2
0 (0 0
_ o é’?o) _2_890542)) o* C%) 8%(2)) a‘:pé(gn' el C<o>
ot? Ox; |0t Ox; ox; J0x; |Ox; Ox;
b, (6 o250
tn o0 o ot
890(0) 32 82 0) 8@ ac(l?)
1 c(0) o(0> C(O) ¢ (0) «(0)
+(¢tn( Gc(o)c(o)( axz ())) (at 8LUZ 8xz ax] ax] ) ())( axz )
= o000 = A e 0 Pem( "G 0 (s )
c ’c(0) c a(0)

T wtn( 1G0<0),L<o)( @il(?) )

2 (p)
- Dt O\>)\ + ¢tn( 0(0)707(10)(Dtco>>\))

IPour conserver une taille raisonnable aux équations, les développements des seconds

membres ne sont pas explicités.

83



ou lopérateur v, — est défini par

0 0 0
déf ﬁcé(z)) '8902(2» _ 0 _8Dtcé(2)>

0 0
802(2» . 02g0( )

(5.34) 1w, = + (2

Le report de (5.33) dans (5.30) donne la représentation de dp® /0t en fonction

uniquement des VE et des )

Oxj 6@ 8xj

PIONE
(5.35) &gip) (w2)
= (—'G 82—%2) ) + 1Go$f” (%, ("G 0y 00 ( e )
-'aq o 026—% ) —2-'G (O)((?@% : 820&2]) )
ol ot? cn’t Ow; | Ot Ox;

0 0
89023» _a¢é<2>)_ 820%) )
8$Z’ 81‘]‘ &vz 81']‘

1
G o

(»)
(960120)

1 1
F1G 0 (1, (G o 22 ))

1 1 a‘Pé%
+ ( GO%O)(@/)M( Gc(0>,o$1°><?'(>>>>

0 0 0
82902(2)) 82902(2)) agoé(?))

_1 . . eiC)

= Oote0 ' C o0 =2 b G oW ('Gy 0 O

o

(=

c(© (= )6(0)

- g

La relation triviale pour 890%) /Ot et le report des représentations (5.32) et ()

(pour x= € L(O)) dans (5.28) donnent I'EE fluide :

aC(P)

DI )G (1, (G (Dl ) as):

9'e) (») (») »)
(536) atE — 1AE<1€EP ) + 1,1BE (luEp ) + l,labEpD
ou
(5.37)
1657) . vecteur d’état n°1 d’ordre p,
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(5.39)
'A

def

(5.40)
l,lB

def

et
(5.41)

1,1ab(p)
E D>

def

90% )

&P% ’

L

ot

vecteur d’entrées n°1 d’ordre p,

r (p)
Co0)

(»)
GCO’ZO)
ot |»
(»)

0? COZZO)

L o2

opérateur linéaire donnant la contribution des VE d’ordre p a
0 1e}gp>/at (I'exposant gauche est le n° du vecteur d’état),
0 )
A A

El E2

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées d’ordre p a
0 1eép)/8t (le premier exposant gauche est le n° du vecteur d’état,

le second le n°® du vecteur d’entrées),
0 0 0
1,1 1,1 1,1
BEl BE2 BE3

contribution des VE et des entrées d’ordre < p a 0 le]gp)/ﬁt (le
premier exposant gauche est le n® du vecteur d’état, le second le

n° du vecteur d’entrées),

0

1,1_1(p)
CLbE >2

avec les opérateurs 1AE* et 1’1BE* et 'expression 1’1abép[i2 définis par
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déf
1AE1 - lKl( 1G'L(O),L(O)) - 1K2< IGL(O) C(O)<¢ ( 1G0(0)7L(0)>>>a
1 aéf
A,, - 1K2( 1GL<0),L<0))=
(0)
LB def g ('G ((62 (o) 0,0 ‘8900«)) 0
B1 2 LD ot O, Oy 8% Oxj * Ox;
20\, é’w o 0
+ + X p2e o O
Oz,  Ox; dw; dx; (PO, )
o0 0
R (S 9,
3 89@ 8331 ( 20)2}020)
; 9" 0
1,1 déf 1 1 ¥ (0> 1
BE2 - 2'K2( GL(m,Og?)( 3; 8901)) K37
1,1 déf 1 1
BE3 - KQ( GL(O)O<0))
et
11 p(0) 4 1 1 2:(p) 1 ) 7(p)
abE>2 - Kz( GL<0),C§LO>(D CD)\)) + K <D 0>A>+Dt L\
ot les opérateurs 'K , sont définis par
(0) (0)
] (2. (82 L<o> n 9¢,0 .890 LOY g, 4 A 'a%w))'i
1 ot 0x; Oz, Ov; Ox; a (#)ﬁé) ox; = Ox;
n 890 (3) 890 (0) 0?
81‘,‘ 827]‘ 8:}0, 81‘]‘,
g 2'8@?3)‘ 9
2 8377, 8:171 )g()z))
et
1 déf 1 1 1 1 1
K, = K GL<0),OSP>>_ L GL<0> C<0>(¢tn< Gom) o<°))))

Le report de (D.17) et de (D.18) dans ces définitions n’apporte de simplifica-

tions que dans les termes en § dans 1I(2( IGL(O) L) (dans 1AE2) et dans les

(1G P (0>( )) (dans les autres définitions). Ces simplifications sont mi-

nimes.

Tous les opérateurs intervenant dans I’'EE fluide ne dépendent que des gran-

deurs d’ordre 0, ce qui est Pobjectif recherché. Si ¢(© est indépendant du
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temps et si le fond F' est horizontal, ces opérateurs sont indépendants du

temps et peuvent donc étre identifiés une fois pour toutes.

REMARQUE

Vv Cette mise en équations est d’une complexité beaucoup plus grande que celle
avec les conditions aux limites exactes. Ceci vient avant tout du développement
de ces conditions et dans une moindre mesure du fait d’avoir éliminé du pro-
bléme la variation de position des limites. En modélisation de calcul, le seul
intérét de cette mise en équations serait d’éviter de recalculer a chaque pas de
temps les opérateurs 1G* dans le cas oit @ est indépendant du temps. Dans
le cas oit ¢(© varie dans le temps, cette mise en équations n’a, sauf probléme

spécifique, pas d’intérét. A

5.2.2.1.2 Expression de 'Lﬁgj)

Le report dans (5.10) de (F.37) (pour S© = C(O)) et de (F.85) et ensuite de
(5.32) et de (5.35) (pour == € C(O)) donne

n

(5.42) &ép) =lelC, (16Ep)) + %,IDE(lu]gp)) + &0,1,1cd;p;’

ou

(5.43)

J’C’ICE . opérateur linéaire donnant la contribution des VE d’ordre p a

&ép ) (le deuxiéme exposant gauche est le n° du vecteur d’état),

Lgf 1;0710 "Z’cvlc
E1l r2]’

(5.44)

J’C’lDE : opérateur linéaire donnant la contribution des entrées d’ordre p
a @Eép ) (le deuxiéme exposant gauche est le n° du vecteur d’en-
trées),

Cgf 1;071D "ZC71D 1;071D
E1l E?2 E3

et

(5.45)

ic’l’lcd;p; . contribution des VE et des entrées d’ordre < p a &ép) (le

deuxiéme exposant gauche est le n® du vecteur d’état, le troi-

sitme le n° du vecteur d’entrées),
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déf _ n
= ML('G, o(DFel) )+ M(DEl]) + 0+

t o> A

avec les opérateurs Yo'C. et Yo!D  définis par
E * E *

wc,lCEl - 1M1( IGC(O)’L@) - 1M2( IGO(O)7C;O>(¢tn( 1G0(0>7L(0))>>;

Vel i | 1
‘ CE2 - Mz( Go<0),L<0))=

~ . 82 82 (0) 890 (9
wc,lD dzef lM lG C(O) c¢(0) . ¢(0)
51 20 G000 G om 8 02, 0, ) o,

0
| Oeclo g0 A e 6)

Ope 0

1
M A )+ Ay 0
+ 3( axl axl (¥)éo<)0) )+ ( )0(0 ’
= . a (0) a
Vsl déf o 1 1 Pr0) 1
c DE2 = 2-M2( GO(O),O%O)(—(‘};Z_ 8_%)) ]\43
et
Gl déf 1
¢ DE3 - M2( GO(O)C())
ou les opérateurs IM* sont définis par
0
I o 89‘%(2}) 0
1 (91’1 8!131‘7
M, ¥ -
et
1 aéf 1 1 1 1 1
M3 = Ml( GO’(O),O’%())) - MQ( GO(O) O(O)(w ( GC(O) O(O))))

—(p)
g)(O) : CC >

c’x(0)

Le report de (D.17) et de (D.18) dans ces expressions ne les simplifie pas.

5.2.2.1.3 Observation des VE

De méme que pour la mise en équations exacte, la question est de savoir si

la mesure de la dénivellation de la surface libre permet de déterminer les VE.

L’application de la méthode des perturbations introduit une difficulté supplé-
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mentaire : les mesures de grandeurs physiques donnent la somme pour tous
les ordres des grandeurs en question et non la répartition ordre par ordre de
ces grandeurs, qui est fictive. Il faut donc définir une procédure de répartition
des grandeurs mesurées entre tous les ordres. Pour résoudre ce probléme, nous
allons d’abord traiter 'observation des VE pour chaque ordre en supposant
que les mesures pour cet ordre (et pour les ordres inférieurs) sont connues et

ensuite nous définirons une procédure de répartition.

Observation des VE pour chaque ordre

La premiére «mesure» considérée est la dénivellation de L d’ordre p. Dans le
développement en perturbation, seule la composante suivant (’3ZL(?3) /0x; de cette

dénivellation est définie. Le report de (5.32) (pour == € L(O)) dans (F.178.1)

donne 'expression de 81#52% ox; - :Uipj en fonction uniquement des VE et des
A

() . s, .
C (0, qui peut s'ecrire

C
(5.46) L) = big (@) L tip (1u(p)) 4 L)
. E1l E1l E =1 B o > 1
ou
(0)
1v(p) déf 8¢L<0) 1z p)
El - 8:132 Lip
1,1 déf 11 1,1
CEl - [ CE‘ 1,1 CE‘ 1,2i|7
L1 déf |11 1,1
DEI N [ DE‘ 11 DE‘ 1,2 0}
et

déf _ -
1,1,1cd(p) dé) 1N3(Dtc(p) )_w(p)

E>1 c> A LD’

avec les opérateurs LICE1 , et 1’1DE1 . définis par

)

1,1 déf 1 1
C - N1< GL(O)L(O));

E1,1

1,1 déf 1 1
¢ - N2< GL(0>7L(0>)7

E1,2
1,1 déf 1 oo )
DEl’l B N3( Oz; axi+ (?)S()o)é)

et

1,1 aéf 1
DE1,2 - N3’
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ou les opérateurs 'IN . sont définis par

IN ‘Ef ago(?g) . a
1 n 8@ 8%‘1"

N, ¥ 5

et

1 déef 1
Ny = PJA Ci@pfﬂ'

3

Le report de (D.17) dans ces expressions n’apporte de simplification que pour

1,1
Cél2'
1,1 _
(5.47) C,,,=9

Les VE sont deux grandeurs indépendantes; il faut donc deux mesures pour
les déterminer. Une deuxiéme «mesure» pourrait étre la vitesse normale de L
d’ordre p ; mais pour rester cohérent avec la méthode des perturbations (qui ne
produit que des relations linéaires entre les variables d’ordre p), cette deuxiéme

(0)

mesure est en fait la vitesse normale a L© et sur L d’ordre p

0
¢&% 8@(@

(5.48) 9z, | or

Le report de (5.32) (pour == € L(O)) dans cette définition donne 'expression

de cette grandeur en fonction uniquement des VE et des cé*(z)), qui peut s’écrire

(5.49) 11),(;2 _1 1C (1 (p) )+ 1’1DE2(1US)) 4 1,1710dEpI12
ou
1, (p) déf 0wL<o> &P 9% 0
E2 8:1;1 al'Z '
1,1 déf 1,1
CE2 o [ CE21 0]7
1,1 déf |11 1,1
DE2 o [ DE21 DEQ,Q O}
et

déf
1,1,1Cdp) déj 1]Vt (Dc() )

ED>2 o> A

avec les opérateurs 1’1C’E2 ., et 1’1DE2 . définis par
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1,1 déf 1 1
C - ]V;gl( GL(O),L(O)>’

E2,1

l,lD

E2,1

et

0
N agpé(g”.i

)
t3( Ox; O (¥)(co<)o> )

Lip def Y

E2,2

ou les opérateurs IJ\Q* sont définis par

1 déf
‘thl__

et

1 déf 1 1
Jvt3 o ]Vu(G

8905?& 9

0):

JACINGI

Les équations (5.46) et (5.49) constituent I’équation d’observation pour chaque

ordre, qui peut étre synthétisée en

(5.50)

ou
(5.51)

1,,(p)

v
E

(5.52)
1,10

(5.53)
1,1D

1U]§p) _ 1,1CE(1€I§p)) + 1,1DE<1u]gp)> 4 1’1’1Cd§2

vecteur de mesures (fictives) n°1 d’ordre p,

1, ,(p)
UE 1

)
1, ,(p)
UE 2

opérateur linéaire donnant la contribution des VE d’ordre p aux
mesures 121;27 ) (le (le premier exposant gauche est le n° du vecteur

de mesures, le second le n® du vecteur d’état),

1,1
CEl

Y

1,1
CE2

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées d’ordre p

aux mesures 11}3’ ) (le premier exposant gauche est le n° du vec-

teur de mesures, le second le n° du vecteur d’entrées),
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1,1D

tﬁf E1
1,1
DE2
et
(5.54)
1’1’1cd§2 . contribution des VE et des entrées d’ordre < p aux mesures 1U}§p )

(le premier (le premier exposant gauche est le n° du vecteur de
mesures, le deuxiéme le n® du vecteur d’état, le troisiéme le n°

du vecteur d’entrées),

171’1cd(p)
Cﬁf E>1

1,1,1 . 3(p)
CdE‘ >2

La transmission directe des entrées vers les mesures, représentée par ['opérateur
YD | n’existe normalement pas dans les systémes physiques. Elle n’apparait ici
E

que parce que le fluide est considéré comme incompressible.

Observabilité

L’observabilité de ¢ et de 04,0L/8t a partir de n et de dn/0t dans le pro-
bléme exact (théoréme 1 page 50) assure l'observabilité des grandeurs corres-
pondantes dans le probléme développé en perturbations. L’équation d’observa-

tion (5.50) a donc une solution. L’opérateur 1’1CE est donc inversible, toujours
a une valeur propre nulle prés correspondant au fait que cp(fg) est défini & une

L
constante prés. [’opérateur 1’IC'E étant

1,1 1,1

Lo — CEl,l C’;91,2

E 1,1 ’
CE2,1 0
son inverse est
Lio-1 0 1’10521,1
1141 Ll~—1 (1,1 Llv—1
CE1,2 CEl,Z( CE1,1( CEz,l>>

est donc inversible (I'inversibilité de 'C est déja ac-

) ‘ 1,1
L’opérateur ~"C 21,2

E2,1
quise avec (5.47)).
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Répartions des mesures entre tous les ordres

Nous pouvons maintenant aborder la question de la répartion des mesures

entre tous les ordres. La linéarité des opérateurs dans (5.50) fait que

(5.55) ly =1C (2 ) + 1D (3 W) + 3 ed
ou
(5.56)
1UE . vecteur de mesures intermédiaires n°1,
(0)
I, o)

s AON (a)
ox; ZxL%

0
aw(m)) _ 8‘#’%)

L

et

déf
= X

0 0 s
Les «mesures» &DL((())) [0z, - Zxﬁ? et 8¢L(<0)) /0x; - Z@gp&’g) /0z; sont qualifiées
d’intermédiaires parce qu’elles ne sont plus totalement fictives comme
OwL((Og) /0x; - xg et 81/15?& /0x; - 890&”3) /Ox; ni encore vraiment réelles, cf. section

suivante (Obtention des mesures a partir de 7).

L’opérateur 1’1C’E étant inversible,

(5.57) S 1eéq) _ 1,1CE—1(1UE _ MDE(Z 1u;q)) = l’l’lcdgﬁ),

1 )

donc seule la grandeur 16}2‘]) est déterminée par 'v_ et les 1u;q . La question

est de savoir comment la répartir entre les 16? (pour ¢ = 1 a p). Cette
répartition n’influe que sur les seconds membres 1’1’1cd]gq;. Ce probléme est

donc entiérement non linéaire.

Le systéme (5.55) est sous déterminé : le nombre d’équations est 2-R? et le
nombre de variables 2 - p - R2. Ceci vient du fait que la méthode des pertur-
bations remplace chaque VE du probléme exact par p VE fictives. En nous
inspirant de la construction de la matrice d’observabilité de Kalman (cf. [2]
section 4.3.6), une maniére d’ajouter des informations est de dériver temporel-
lement (5.55) autant de fois que nécessaire. Le report de (5.36) dans ces déri-
vées donne des expressions dans lesquelles les dérivées temporelles de 16}561)

sont éliminées.
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Application : le report de (5.36) dans 0/0¢(5.55) donne

0w otic
(5.58) = (5 E+MC,(A)(X )
9D O lu(Q)
4 (TE + 1,1CE (1,1BE))(Z 1U}§Q)) + 1,1DE (Z (%E )

9 1,1,1Cd(q)
+ I’ICE(Z l’lab]gq;) + Z o B>

La méme opération effectuée sur (1) donne

(5.59)
0%
ot
G ocC 1 1,1 0'A 1,1 142
= £ : & ) s 7 2 1.(9)
= (Tpp 2 (A MG () + MO, (AL P )
82 LIDE 9 1’IC'E 1,1 1,1 0 1’l'BE
t (gt 2 (VB + MG ()

+11C,('4, ("B 1y?)

1,1 1,,(q) o2 lu(Q)
B

D 9 “u, 1,1
s P g g et e Tt

P ) l’lab(q)
E 1,1 1 1,1 7 (q) 1,1 ED>
S B 1C,(14,))(E Mab?) + MG, (D
2 1,1,1  4(q)
0 chD'

ot?

+(2-

+2.

Dans ces équations, Y 1651) est donné par (5.57). Les dérivées temporelles des
1’1abéq; et des MJCdS’; font apparaitre des dérivées temporelles des VE, qui

sont de méme exprimées en fonction des VE en utilisant (5.36).

: : 0 .
Nous verrons en section suivante que les mesures 8ZL((3) /0x; - Z@gpﬁ% J0z; dé-
pendent de la répartition de mesures obtenue, cf. (5.61) infra. La répartition
est donc obtenue par la résolution pour les 1651) et les 11);‘1) du systéme (5.55),
(5.58), (5.59), etc. et (5.61). La méthode de résolution de ce systéme d’équa-

tions reste & définir.

La dérivation temporelle de mesures est une opération délicate. En pratique,

I'ordre de dérivation maximum possible est de 2, et ceci avec des signaux

. 1 R .
?:"A_ ala puissance 2.
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de bonne qualité. Le nombre de dérivations nécessaires pour obtenir autant
d’équations que d’inconnues étant de p — 1, 'ordre p maximum avec la pro-
cédure de répartition décrite est de 3. Les équations a résoudre étant non li-

néaires, d’autres procédures sont peut-étre possibles. Ce probléme est ouvert.

Obtention des mesures a partir de n

La dénivellation n est supposée étre mesurée. La question est : cette me-

sure permet-elle de déterminer les mesures intermédiaires 8¢£?3> /0x; - ng
A
et O /0w - Y0, /0x; ?

La surface L est connue explicitement par 7, ou implicitement par une fonc-

(0)

tion | (cf. par exemple (F.57)). La surface L' est de méme connue explici-

tement par 7”), ou implicitement par l(O), cf. (F.58). La mesure 8lL(?3)/8xi~

ZxL(qz est la distance entre L et L suivant 8[5(03) /Ox, multipliée par la
A

(0)

norme de ce vecteur. Si L' et L sont connus, cette grandeur est connue.

La grandeur QZ((O) [0z - Z&p (0)/8% n’a pas d’existence physique. Elle est un
produit de la méthode des perturbations. Son expression est obtenue a partir
du développement (F.191) des CSL (4.22.1-2) :

(0) (p) () () (0)
(5 60) aZL(0> _aQDLI()O) _ al[,](DO) . al[,](oo) .a(zDL(O) Y ¢(p)
' dz;  Ox; ot Ox; Oz, (2ety© L(O) LA

£(0)

La linéarité de cette équation par rapport aux termes d’ordre p fait que
(5.61)

0
alL((g) 5 8@2‘(’3) _ -y

81(?0) 81(?0) 890(?3) n
(9)
= D = o T~ S DAL

(=)0
)

La grandeur Zl ©, est la perturbation de [ sur L', c.-a-d. par définition

(0
Zl 0 — (0) (3) ‘3‘

La grandeur n définissant [ et donc 1 ), sa connaissance est donc suffisante

pour déterminer la mesure 91" © /81’1 E@gp /0.

Dans (5.60), les mesures d’ordre inférieur a p interviennent dans DtQZ(p) La
mesure ENL(?g)/ ox; - Z@gp 0,/0x; va donc dépendre de la répartition de mesure

obtenue.

3Bien que ce terme soit nul par définition, il est conservé pour que cette expression soit

dérivable.
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5.2.2.2 Variables d’état ¢®)

c(0)

et Bgo(cp()o)

5.2.2.2.1 Equation d’évolution

Les représentations (4.49), (4.50) et

pour les frontiéres d’ordre 0 sont

ac Ggo(pz)
(5.62) 90(p) (zz)=(- QGO(O)( 90%) ) +°G (0)( &B- 8;; ) ))(93%
D@ o 9 ‘ng) 9 acé% 8290%»
(5.63) o @2 = (= Ceol 5 ) T Co0 (50| Bt om,
et
¥ 2 P¢, o<0> 2 862%) ! 0(0
(564) W (I’%) = ( - GO(O)( ot2 ) GO%O)( OZEZ o2 axl ))(l‘%)

/ot

),

(4.51) de @@ 9p®) /0t et 3?p® /Ot?

Les CGC (5.5) sont de méme incorporées dés maintenant dans ces représenta-
tions. L’expression de &pgg) /On est toujours (5.31). Le report de cette équa-
tion dans (5.62) donne la représentation de ® en fonction uniquement des
VE et des cé*(%) :

()

(5.65)

i I
— ( o 2G ( (p) )
= BIONRZIO)
( (0) ()
2 ( 80;;0) ) 2 (8g00<0) . 800120) ) Y 2G ( C(P) )
o\ ot o Oxy | Oz (2 o @

(cette représentation est formellement identique a la représentation (5.32) en

remplacant les 'G, par les G, I'indice L étant remplacé par I'indice C).

Le report de cette représentation (pour z= € C'(O)) dans (5.5.2) donne

oy | %o
Ox; | Ot Ox;
0 © 0
_ Pt o(o> 2_8‘Pé(2>> 0 012» 8(,00(2)) &Pé()m 0 012»
ot? Ox; |0t Ox; ox; Ox; |Ox; Ox;
oc®
2 ©
+ ¢tn( GO(O),C%O)< # ))
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(0) (0) (0) (0) (p)
b, (%G, (2o gy = (T | Do Deom gy Oem
tn C(O),ngo) 8x, ot 8[Ez 61’1 8x] 6% ﬁxz
(p)
B ()\(D%C)(O) () - D,c.(0) .’lptn( QGC(()) O(O)()))( COIZO) )
c /x(0) ( - )C(O) I
+9,,( 2G0<o>,0<o>( SO%) )
~(p) ~(p)
- DtQCCPD)\ + ¢tn( QGO(()),O;O) (DtCOPD /\))
Cette expression se simplifie en utilisant (D.43) et (D.44) :
805;0(2»' 8290%) _ 82022)) B 2_8‘Pé%>_ 3202% B &pé%) _8905;0(2»' 320%)
2, (0) 2 (0) (0) (p)
B (a Pr0) 0 Pr(0) '6900(0))'( aco(O) ) — A pa 5 ) )
ot Ox; | Ox; Om;  Ou 07 (25 %, L@
N

(out 'opérateur 1), — est toujours défini par (5.34)).

Le report de (T) dans (5.63) donne la représentation de O¢®) /0t en fonction

uniquement des VE et des ¢

o)
a@(p) 2 89032)) 2 (p)
(566) ot (x%) - ( - GC(O)( ot ) - GO%O)('I#tn( 900(0) ))
(») (0) (p)
. 2G ( aQCoIZO) ) o 22G (a(pc(o) . 62ccp(o) )
e\ o2 DN Ox; | Ot Oy
0) (0) (»)
B 2G (agoc(O) .8SOO(0) . azcczzo) )
eV O, Ox; |Ox; Ox;
(0) (0) (0) (»)
. 2G ((82900(0) 82800(()) . 8900(0) ) ( 860120) ))
o) ot Or; - Oy Ox;  Oxy ox;
- )‘(D?c <o<)0)'2G0510)( C%) ) — QGOQ(D?ESD; /\))(xZ)
c o

Le report des représentations (5.65) et (T) (pour z= € C’(O)) dans (5.5.3) donne
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(5.67)

(0)
800(0) 83 o<o>

Ox; | Ot? Ox;
_ 836323» _3. 3@0(0) 836323» B 3_3902%) a%«n 0 320)
ot3 Ox; |0t? Ox; 0v;,  Ox; |0t Ox; Ox;

0 0 0
B 890&2)) ngé(?)) .890&2)) ' o (o>

20, . ) _&Pé%))_( 2
ot Ox;  Ox; Ox; Oz ot 0x;

~—

=3+

0 0 0 0
32 C<0) 690() n 8290&2)) 8902(2))'890() . 820%)

c(0)

( ~ ) )
ot aZL‘Z 8xj 8xj 8x,€ 8% 8xk 81’1 8xj

_(33 (o> . 0 (20) 890 o , ¢ (2» _82 ((2»
ot? Ox; ot Oz; 8:6] oz; Ox; Ox; Ot Ox;

0 0
9! c(o> ‘(990&2)) ‘&Pé«?}) " %! o(o> 0 90((2» ‘a%(o (80&%) )

Ox; Oxj Ox, Ox;  Oxy Ox; Ox; ax] ox, Oxp ox;

_I_

= A pge o) ( ngz)) )
( c )0(0)

890()
=AL() = (el ) - Dl

ou les opérateurs QJ* sont définis par

0)
2y déf ac<0> 6’900(0) a900(0) 93
1 Ox; Ox;  Oxy (%zzi 0z; 8:rk
(0) (0)
+((3- oD I 0 600(0) 82 Cw) @%m)
0x; 0x; axz ox;” Oxp
j j
(0) (0)
acC<o> %! 0(0) 0*@50) ‘8%@) ‘ 0

ox; (8t Oxy, Oz, Ory,  Ox; Ox; O0xy,

(0) (0) (0) (0) (0)
+(3- D} c©® 8D o 0 1 3. 0 P .a%@
ox; Oz, axz Oz, Oz Oxy, 8@ Or; Oz

(0) (0) (0) (0) (0)
_ aCc<o>‘( Fe) R o0 o0 o0 O
Ox; 0t Ox; Or;  Ox; Oxj Oxy,  Oxy, Ox; 0xy, 83:] oxy,” ' 0x;
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et

(0) 0 (0 (0) 0
2y 4y 9%0 .89@2(2”. & + (3.—8Dtco<2” 5. %0 Pty )- 4
2 8ZEZ 8:1;j 8% 8xj c%z 8xj 8[@ 8xj 895@

Le report de (5.67) et ensuite de (5.66) dans (5.64) donne la représentation de

0%¢P) /0t? en fonction uniquement des VE et des cg'g)).

02 pP)
5 [@5)
82g0(€)) &O(’Z))
= (—*G 053" ) =G 0 (T, (=57 ) = °G o (T, (el )
0
_ 2 ( 8302%) ) - 3.2 (3¢é(2)) . agcgzz)) )
eP\ o oD Qx| Ot dxy

0 0
890() 8902(2»' 3302’3»

c(0) .

8:}@ Oxj ot 8@ 8Ij

~—

-3 ,2GC$L0)(

0 0 0
8‘Pé(2)> _8902(2)) _890&2)) ) 830%)
ox; Ox; Oy, | Ox; Oxj Oxy,

2
G o

(0) (0) (0) (»)
- 3G (O)((32<po(0> + 200 ¢ Occo
on

2y

)

(0) (0) (0) (0) (0) (»)
82‘%(0) .&PC(o) i 8290 (0) 0(,00(0) .890 6200120)

C

: ) )
ot 3% 8xj 81’]' al'k 31’1 8mk 8302 8xj

- 3'2GC$L0)((

(0) (0) (0) (0) (0)
—2G ., (( Péo 9. Fom 9.0 P¢o) .32%«»
CSLO) at2 8% ot (9362 8@- (91:j 8% 8xj ot (9:1:j

(0) (0) (0)
Pog0 ‘ e _ 90,0

Ox; Oxj Ox, Ox;  Oxy

+

c(0) c(0)

oty (G ) = *G o (DI ) (a5).

c(0)

0 0 0
X e 6 94 [ad?)

_ 2(;'0510) ()\(

La relation triviale pour 890212)) /Ot et le report des représentations (5.65),
(5.66) et (T) (pour z= € L(O)) dans (5.28) donnent une EE formellement iden-
tique a (5.36) :
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(5.68) 5 ="A,Ce)) + 2B, () + *ab]f)
mais ol
(5.69)
265)) . vecteur d’état n°2 d’ordre p,
Wép(?))
« (»)
- p ’
8(700(0)
ot
(5.70)
zug) : vecteur d’entrées n° 2 d’ordre p,
- Célzz)) -
(p)
dc o
y ot
o) 820(% , c.-a-d. vecteur d’état n°®1 + 830%)/&3 |4,
C
ot?
(»)
el
Lot A
(5.71)
2AE . opérateur linéaire donnant la contribution des VE d’ordre p a
0 265’)/815 (Pexposant gauche est le n® du vecteur d’état),
déf 0 o
2 2 ’
AE‘l AE2
(5.72)
22B . opérateur linéaire donnant la contribution des entrées d’ordre p a

0 26}5}) ) /Ot (le premier exposant gauche est le n° du vecteur d’état,

le second le n° du vecteur d’entrées),

4Le fait que les entrées d’un systéme dépendent des VE utilisées peut paraitre curieux voire
inacceptable. Ceci vient toujours du caractére non physique de I’écoulement incompressible
(la présence de 62627()0) /Ot? dans les entrées, qui fait apparaitre la notion de masses d’eau
ajoutées, est tout aussi non physique que celle de a%g’g}) /Ot3. Nous y sommes simplement

plus habitué(e)s).
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0 0 0 0
2,2 2,2 2,2 2,2
BE 1 BE2 BE3 BE4

et
(5.73)

2’2ab]gp; . contribution des VE et des entrées d’ordre < p a (9265))/6% (le
premier exposant gauche est le n® du vecteur d’état, le second le n°

du vecteur d’entrées),

avec les opérateurs QAE* et 2’QBE* et 'expression 22@1)522 définis par

2 aéf
A, - 2I{o (2‘]1) + 2Kvl( 2GL<0),0<0)) + 2K2( QGL@)pS’) (%),
def
2AE2 :e 2K0 (2J2) + 2K2( 2(;L(O)’c(o))’
(0) (0) (0)
op W o (Do, P P | Peiw P
El 002 Ox ot 0x; 0v; Ox; Ox; Ox; Ot Ox;
P Oeg Opcn | Pectn P gn, 9

_|_

Ox; Oxj Ox, Ox;  Oxy Ox; Ox; 8x]- Oox, Oxr = Ox;

4 3. (62 208)) .890(%) n 8290 (2) 3@20()@ ‘aSDéO(Zn ' 0?
ot Ox; Ox; Ox; Oz, Oux; Ox = Ox; Oz,

0
+a%<2n 59003)) 8902(2» 0
al‘i al'j &vk aZL‘Z 81'] ka
R N R .a%«»).i

0 0)
n 390%) _8902(0) 0

+ A D3c)(0) 5)

c ’c(0)

2 2
+ K2( GL((’),OS}) ((

+ A p2. -0
or; Ox; Oz; Oz, (2L )io) )
2 c .
K ( or; O, Diey©@ %),
i i (= )O(O)

101



(0) (0) (0) (0) (0)

22 déf 3.2k ((629%(0) 82900(0) .8('00(0)).1_'_ 8900(0) ‘8800@‘ 0? )

E2 0 ot axl aZEZ aZL'j 8.17]' 8332 3:1:1 83:]- 8:162 823]'

2 2 (0) 2
+2 KQ( GL(O),O;O)( 8—;Z 8_1'2))+ K37
B a (O) a
2,2 déf ., 2 P (0) 2 9
B, Y 3K (L) LK (PG )

dé
223 def QKO

E4
et

déf _
2ab?) <K (DY) )KL (PG

c >

DtQ(—:(p) )\))+2K3(Dtéépé,\>+Dt 7(p)

<o>,0;0>( o> LD> X\

ot les opérateurs 2K , sont définis par

2 déf 2, ~v—1 2
KO - GL(O)’G(O) ( GL((,)’O%O) )7
2 déf 2 ~—1 1
K1 - GL<0),C<0)( Kl),
2 déf 2, ~v—1 1
Kz - GL<0),0<0>( Kz)
et

2 déf 2 2

K, = °K ( GL(O),C’%O)).

Le report de (D.43) et de (D.44) dans ces expressions ne les simplifie pas. La
simplification (minime) correspondant a celle obtenue par le report de (D.17)
dans la définition de 1AE2 (cf. section 5.2.2.1.1) est la simplification naturelle
du terme en & dans 2K2( QGL(0>7C<0)) (dans QAEQ) : QGng)’O(O)(é( QGL<0>,C(0>)) =
8. Les simplifications obtenues par le report de (D.18) dans les autres défini-
tions de la section 5.2.2.1.1 n’ont pas de correspondance dans les définitions

ci-dessus.
5.2.2.2.2 Observation des VE

Observation des VE pour chaque ordre

La premiére «mesure» considérée est @ép). Le report dans (5.10) de (F.37)
(pour S© = C’(O)) et de (I.85) et ensuite de (5.65) et de (5.66) (pour zx €
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(5.74) QUIgpl) _ 2,2CE X (zeEp)) + 2,2DE X (2uép)) + 2’2’20(1;]);1,
ol
2, (p) déf - 7(p)

UE 1 wo )
2,2 aéf (2,2 2,2

CEl - [ CEl,l CE1,2:|7
22 def [2’2D 22 22 0}
E1l E1,1 E1,2 E1,3

et

22,240 44 @(p) +A (O)_Eép)

ED>1

1 E1l

2,2 déf 2

CE 1,1 Ml’
2,2 def 9

CE 1,2 Mz’
272D d_Cf )\ 5

E1l,1 (%)g)()o) ’

2,2 déf

DE 1,2 0
et
2,2 déf

DE 1,3 0,

ot les opérateurs M , sont définis par

0
a _ Oew 9
1 (‘)xz 6%

L’équation (5.74) constitue une partie de I’équation d’observation pour chaque
ordre. Pour obtenir autant d’équations que d’inconnues, cette équation est
complétée par sa dérivée temporelle, qui peut s’écrire

o 2, (p)

u
(5.75) 2,021)2) :2,20E2<2eép)>+2,2DE2(2u;p))+2,2DE1( atE )—|—2’2’20dépé2,

ou
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7(p)
2, (p) déf awcp

UE2 - ot ’
2,2
2,2 déf 9 °C 1, 22 2
CE2 N 8tE T CE1<AE)=
2,2
2,2 déf 0 ~°D 1, 22 2,2
DE2 o atE + CEl( BE)

et
2,22  4(p)
0 ch 1

2,22 4(p) déf 22 2,2 1(p)
cd = °C, (*Fab,) + T

ED>2

Attention, les dérivation temporelles dovient étre appliquées aux expressions de
2’QCE1, de 2’2DE1 et de Q’Q’QCd;plil établies avant les simplifications résultant

de l'utilisation de (D.43) et de (D.44).

Les équations (5.74) et (5.75) constituent I’équation d’observation pour chaque

ordre, qui peut étre synthétisée en

o 2,®
(p) __ 2,2 (p) 2,2 2,2 2,2,2_, 1(p)
(5.76) 2P =220 (27) 22D (V) + D, (—5) + %,
ou
(5.77)
21}5’) : vecteur de mesures (fictives) n°2 d’ordre p,
2,,(P)
‘Ef E1l
2 ()|
UEQ
(5.78)
2’20E : opérateur linéaire donnant la contribution des VE d’ordre p aux
mesures 21);10 ) (le premier exposant gauche est le n° du vecteur de
mesures, le second le n® du vecteur d’état),
2,2
gf CEI
2,2 ’
CE2
(5.79)
2D : opérateur linéaire donnant la contribution des entrées d’ordre p

aux mesures gvép ) (le premier exposant gauche est le n® du vecteur

de mesures, le second le n° du vecteur d’entrées),
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2,2D

déf Bl
|22 ’
DE2
(5.80)

2’2DE ; : opérateur linéaire donnant la contribution des dérivées tempo-
relles des entrées d’ordre p aux mesures Q'UIgp ) (le premier exposant
gauche est le n® du vecteur de mesures, le second le n° du vecteur
d’entrées),

ag | 0
2,2
DE‘l

et

(5.81)

Q’Q’QCdép‘i . contribution des VE et des entrées d’ordre < p aux mesures 2@}2” )
(le premier (le premier exposant gauche est le n° du vecteur de
mesures, le deuxiéme le n° du vecteur d’état, le troisiéme le n°® du
vecteur d’entrées),

2,2,2 . 1(p)
déf CdE>1
2,2,2_, 1(P)
CdE >2
Observabilité

De méme qu’en section 5.2.2.1.3, I'observabilité de gpép(z)) et de 89032))/815 A
partir de lﬁép ) et de (%Eép ) /Ot demande que (5.76) ait une seule solution, tou-
jours a une valeur propre nulle prés correspondant au fait que gpgg) est défini

a une constante prés. Ceci demande que 2’2CE soit, inversible. Ce probléme est

ouvert.

Répartions des mesures entre tous les ordres

La procédure de répartition des mesures entre tous les ordres peut étre celle

exposée en section 5.2.2.1.3.
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Obtention de la mesure

Les grandeurs ZIE(()Q) et Z@zﬁéq) /Ot sont donnés directement par la mesure

de la pression sur la caréne.

5.3 Mises en équations du systéme navire -+ fluide

Les EE du systéme navire + fluide sont obtenue en suivant la méme procédure
que dans la mise en équations exacte. L’écriture de ces EE est réservée pour

un développement ultérieur.
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Chapitre 6
Identification des modéles

Un principe de 'automatique est d’identifier le modéle! d’un systéme & partir
du systéme réel, 'objectif étant que ce modéle représente tous les phénomeénes
significatifs intervenants dans son comportement. Une représentation grossiére
mais prenant en compte tous les phénoménes est préférable & une représen-
tation précise mais partielle. Le modéle final dépend aussi de l'utilisation en-
visagée. Un modele utilisé pour établir des lois de commande peut étre treés
rudimentaire. Il peut ne représenter que les tendances générales du comporte-
ment d’un systéme. Un modéle de simulation doit représenter le systéme plus

finement.

L’étude théorique effectuée dans le chapitre 4 apporte comme informations que
pour la modélisation de la tenue a la mer, ¢ et Jdp /0t ou ¢ et dp_ /Ot
peuvent étre des VE du systéme navire + fluide. De plus, ¢, et dp /Ot sont
observables de fagon certaine a partir de n et de 9n/ot; ¢ et dp_ /Ot le
sont peut-étre a partir de ¢ et de 9¢_ /0.

Les développements en perturbations effectués dans le chapitre 5 donnent des
structures de modeéles dont les opérateurs peuvent étre indépendants du temps,
mais ces modeéles sont d’'une grande complexité. L’utilisation de leur forme
exacte pour un modéle de représentation n’est pas envisageable et de toute fa-
con pas souhaitable : leur représentativité est limitée par '’hypothése de I’écou-

lement irrotationnel du fluide.

!Le terme «modéle» indique I’ensemble «EE + ES», cette derniére étant triviale dans le

cas traité.
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La structure générale d’un modeéle produit par la méthode des perturbations
est une cascade de modéles, linéaires pour ’'EE et non linéaires pour les en-
trées. Les EE de tous les modéles constituants sont identiques. Par contre, les
entrées d’'un modéle étant les VE de tous les modéles d’ordre inférieur, la fagon
dont ces entrées interviennent varie suivant I'ordre du modéle. La physique du

systéeme est donc présente en deux endroits :
— dans 'EE commune;

— dans l'effet des entrées pour chaque ordre.

Cette standardisation de la structure du modéle a I'avantage de permettre a
d’autres phénomeénes que ceux pris en compte dans I’étude théorique d’étre

représentés.

6.1 Identification de I’équation d’évolution

La propriété fondamentale de cette EE est sa linéarité. Les VE de cette EE
étant arbitraires, son identification consiste avant tout a identifier son spectre.
Les techniques d’identification des systémes linéaires sont bien maitrisées. Elles
supposent généralement que le spectre est discret, les systémes a identifier
étant généralement de dimension finie. Dans le cas d’'un systéme navire +
fluide, Hazard montre dans [16, 17| que le spectre de ce systéme est constitué
d’une partie discréte (les poles, les modes, les résonances du systéme), d'une
partie continue située dans R~ et éventuellement d’un point a l'infini. Ce
spectre est établi avec une hypothése d’écoulement irrotationnel (et de navire
souple, mais ceci n’intervient que dans la partie discréte du spectre). L'identifi-
cation d’un modéle représentant I’ensemble navire + fluide demande donc une

adaptation des techniques classiques a ce type de spectre.

Le point & l'infini ne fait probablement pas partie du spectre : ce point peut
étre atteint par +ioco et tout systéme mécanique est bloquant quand la fré-

quence d’excitation tend vers I'infini.

Dans toute ’étude théorique, la non prise en compte de la singulatité de ligne
de flottaison conduit & des incohérences. Ceci apparait ici dans le fait que cette
singularité modifie le spectre du probléme. Cette singularité est faible. Il est
possible qu’elle soit topologiquement équivalente & la surface de flottaison du

navire. Dans ce cas, I'analyse fonctionnelle d’un fluide avec un corps percant
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la surface libre serait identique a celle d’un fluide avec un corps entiérement

immergé. Cette question est a approfondir.

6.2 Identification de ’'effet des entrées

Les entrées du systéme d’un ordre donné sont les VE des modéles d’ordre infé-
rieur. L’identification de cette partie consiste a identifier des opérateurs poly-
nomiaux ayant pour arguments les VE des modéles d’ordre inférieur. Ce pro-

bléme est ouvert.

6.3 Conditions d’identification des modéles

Pour que les modéles produits par la méthode des perturbations soient indé-
pendants du temps, ce qui dans I’état actuel de nos connaissances est une né-
cessité pour qu’ils soient identifiables, le probléme d’ordre 0 doit I’étre. Ceci est
obtenu en prenant pour conditions d’essais d’ordre 0 la translation uniforme.
Pour que les frontiéres du probléme ne soient pas modifiées (dans R, ), cette

translation doit étre horizontale, I'attitude du navire fixe et le fond horizontal.

La dépendance en ¢ des opérateurs obtenus dans la partie théorique se tra-
duit dans I'identification par le fait que les modéles dépendent de la définition
de cette translation, c.-a-d. par exemple de la vitesse translation suivant cha-
cun des axes T1 et w2, et par la définition de la géométrie de la caréne,

donnée par ’enfoncement et ’attitude du navire.
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Chapitre 7
Satisfaction du besoin

La satisfaction du besoin ne pourra étre évaluée de facon certaine que quand
un prédicteur réel aura été installé & bord d’un navire. Les considérations de

ce chapitre ne peuvent donc étre que générales.

Les performances en prédiction dépendent entiérement des mesures disponibles.
La modélisation a été établie pour une mesure de la dénivellation de la surface
libre et éventuellement pour une mesure de la pression sur la caréne. Dans le
premier cas, nous ne parlons dans ce chapitre que de mesure de la surface libre,
sans préciser de quelle mesure il s’agit; la modélisation pourrait étre établie
avec d’autres grandeurs mesurées sur la surface libre. Dans le deuxiéme cas,
nous ne parlons que de mesure des contraintes (dans la structure) : sauf progrés
technologique permettant de mesurer une pression extérieure sans percer une

coque, le nombre de capteur a installer rend cette mesure peu réaliste.

Prédiction a court terme

Les performances en prédiction obtenues avec les approches classiques sont
d’environ 4-5s. Avec une modélisation physique de la houle et beaucoup plus
d’informations en entrée que dans ces approches, ce que demandent les mo-
délisations développées dans cette étude, I'objectif des 10-15s parait tout a
fait atteignable, et ceci dans les conditions opérationnelles correspondant a la
réalité : houles multidirectionnelles, navire en accélération. Une mesure de la
surface libre est évidemment préférable mais la mesure des contraintes devrait
convenir (& condition que 'observabilité des VE fluide a partir de cette mesure

ait été démontrée). Une théorie linéaire semble suffisante, par contre la pré-

110



sence du navire doit étre prise en compte : ses mouvements modifient la houle
dans la zone impliquée dans cette prédiction. En considérant une houle de pé-
riode 9s et donc de célérité (ou vitesse de phase) 14m/s en profondeur infinie,
les 10-15s correspondent a une distance parcourue d’environ 180m. Pour 12s
de période, ce qui commence & correspondre a des états de mer au-dela des
limites opérationnelles, cette distance serait d’environ 240 m. La longueur d'un

porte-avions (francais) est de 250 m.

Prédiction a moyen terme

Il semble peu réaliste d’espérer que la mesures des contraintes puisse déter-
miner la houle & une distance du navire suffisante pour cette prédiction. Les
groupes de houle se propagent a la vitesse de groupe. En profondeur infinie
celle-ci est la moitié¢ de la célérité. Les 80-100s demandés pour la prédiction
a moyen terme correspondent & une distance parcourue d’environ 630 m. Pour
12s de période, cette distance serait de 840m. Il est probable que seules des

mesures de la surface libre peuvent donner les informations nécessaires.

Cette prédiction demande une modélisation non linéaire, mais par contre la
présence du navire n’est pas nécessaire. Les modélisations développées dans
I’étude, prenant en compte cette présence, sont trop sophistiquées. Une ap-
proche probablement plus simple et donc plus fiable serait de ne modéliser que
I'enveloppe de la houle. Ceci est une voie a explorer. En attendant qu’une telle
théorie soit établie d’une facon permettant la prédiction, la modélisation non

linéaire développée dans I’étude peut étre essayée.

Unaification des modéles de tenue a la mer et de manceuvrabilité

La représentativité des modeéles issus de 'approche théorique est limitée par
I’hypothése de 1’écoulement irrotationnel du fluide. L’intérét de I'identification
a partir du navire réel d’un modéle produit par la méthode des perturbations,
qui est donc général, est que les efforts de manceuvrabilité peuvent étre repré-
sentés : ces efforts sont représentés dans les modéles classiques de manceuvra-
bilité par des polynémes ayant pour entrées les mouvements. Cette unification
est donc possible. Elle repose entiérement sur I'identification. Le modéle utilisé

doit évidemment étre non linéaire.
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Conclusion

L’objectif de cette étude est d’obtenir une modélisation des mouvements des
navires sur la houle rendant possible leur prédiction. Cette prédiction néces-
site la détermination a chaque instant de 1’état mécanique de ’ensemble na-
vire + fluide qui I'entoure. Cette détermination est entiérement dépendante
des mesures physiques disponibles. La mesure de I’état mécanique du navire
est aujourd’hui courante. La difficulté est dans la mesure de I'état mécanique
du fluide. Dans I’étude, nous avons supposé disponible, soit une mesure de la
dénivellation de la surface libre, soit une mesure de la pression sur la caréne.
La premiére mesure donne I’état fluide de facon certaine. Nous n’avons pas pu
le démontrer pour la seconde. Ce point serait a éclaircir, eventuellement par

des test numériques. A chaque cas de mesure correspond un modeéle différent.

Le modéle final est obtenu par le développement en perturbations du modéle
exact, ce qui est suffisant pour les conditions de mer pour lesquelles la pré-
diction est demandée. Cette procédure donne la liberté de choisir le degré de
non-linéarité du modéle. Ceci peut permettre d’unifier les modéles de tenue a

la mer et de manceuvrabilité.

Cette étude fournit donc un éventail de modélisations possibles. Le choix parmi
les diverses possibilités dépendra des objectifs recherchés et des moyens, en

commencant par les moyens de mesure, mis en ceuvre pour les atteindre.

Pour les porte-avions, 'objectif principal étant la prédiction a court terme, une
modélisation linéaire avec mesure des contraintes dans la structure, si cette

mesure donne 1'état fluide, est un point de départ réaliste.

La prédiction & moyen terme demande obligatoirement une mesure de la sur-
face libre. Une mesure de I'enveloppe des crétes et des creux de la houle est
suffisante. Dans I’état actuel de la technologie, la seule mesure ayant une re-

lation avec la surface libre et disponible en temps réel & bord d’un navire est
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le «retour de mer» (sea clutter) des radars de navigation. Cette mesure est
actuellement exploitée pour déterminer le spectre directionnel de la houle, le
courant et la topographie du fond en petite profondeur. Elle pourrait étre
envisagée pour une mesure de cette enveloppe, en connexion avec 1’équation

d’évolution de celle-ci, qui reste a établir.

Au dela de I'étude de la prédiction des mouvements, la (re)mise en équations
a laquelle nous avons été conduit pour établir ces modéles permettra de pro-

gresser dans la quéte d’une théorie du comportement des navire sur la houle,
cf. [22].
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Cette annexe décrit les abréviations et signes particuliers utilisés dans le texte

principal de cette étude.

Al
CGC
CSL
EE
ES

VE

A.2

A.3

0E

hgﬁjﬁjtﬂQ

Abréviations

conditions de glissement sur la caréne.
condition(s)! de surface libre.

équation d’évolution (des VE) d’un systéme.
équation de sortie d’un systéme.

variables d’état d’un systéme. L’ensemble des variables d’état d’un

systéme constitue son vecteur d’état.

Signes dans le texte

début d’une démonstration, d’une vérification, d’'une remarque, d’un

commentaire, d’'un exemple.

fin d’'une démonstration, d’'une vérification, d’'une remarque, d’un com-

mentaire, d’un exemple.

équation ou systéme d’équations précédent.

Désignation des éléments géométriques
la frontiére du fluide, constituée de C, L, F_ et F.
la caréne (= la partie de la coque du navire en contact avec le fluide).
le fluide (I'eau).
le fond.
une frontiére du fluide a l'infini.

la surface libre.

!Deux conditions pour les conditions exactes ou une condition (pour chaque ordre) pour

les conditions développées en perturbations.
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S : une surface quelconque. Sert de fait & désigner de facon indifférenciée
C, F ou L.

A.4 Désignation des grandeurs physiques et des

opérateurs

Une grandeur physique ou un opérateur sont désignés par le méme symbole
dans toute I’étude. Les seules exceptions sont dans 'annexe D ou le référentiel
dans lequel sont exprimées les coordonnées z, ou y. n’est pas indiqué, celui-ci

n’intervenant pas dans cette annexe.

Le n° de la ou des formules donnant la définition des grandeurs physiques ou

des opérateurs est donné a la fin de leur description, si ces formules existent.

A.4.1 Lettes seules

Certaines grandeurs physiques et fonctions mathématiques sont désignées par

une seule lettre :

0 : fonction de Dirac.

n : dénivellation (ou altitude) de la surface libre. (note 15 page 50)
masse volumique du fluide.

T : fonction de Heaviside.

@ : potentiel de la vitesse du fluide exprimée dans R, (c.-a-d. potentiel de

la vitesse absolue).

X : potentiel de accélération du fluide exprimée dans R, (c.-a-d. potentiel
de Paccélération absolue). (4.19)
déf p
= —-. 4.18
v 7 (118)
¢ : fonction définissant C. (4.27)
e : vecteur d’état d'un systéme.
f . fonction quelconque;
fonction définissant F'. (4.32)
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g : fonction quelconque;

accélération de la gravité.

[ : fonction définissant L. (4.21) et (F.57)
p @ pression statique du fluide.

u  : vecteur d’entrées d’'un systéme.

v Vitesse;

vecteur de sorties d’un systéme.

A.4.2 Symboles complexes

Les autres grandeurs physiques sont désignés par des symboles plus complexes.
De facon a faciliter leur compréhension, leur régle de construction est explici-
tée : ces symboles sont constitués d’une ou de deux lettres centrales et de suites
de signes en indices et exposants droits et gauches. La ou les lettres centrales
désignent le type de la grandeur (par exemple m pour une masse, f pour une
force). Les indices et exposants précisent de quelle grandeur il s’agit. La dé-
signation des opérateurs suit la méme régle. Ils sont distingués des grandeurs
physiques par le fait d’étre écrits en caractéres gras. Les opérateurs différentiels

usuels d/d et 0/0 restent écrits en caractéres normaux.

Afin de faciliter la compréhension des symboles complexes, la signification des
lettres centrales et des signes en indices et exposants droits et gauches est

d’abord donnée séparément.

A.4.2.1 Lettes centrales
Les lettres seules de la section A.4.1 peuvent aussi étre des lettres centrales de

symboles complexes. Les autres significations de ces lettres et les significations

des autres lettres utilisées sont données ci-dessous.
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Grandeurs physiques

|2

o

ab

cd

grandeur sans dimension intervenant dans le passage des équations dé-
couplées du mouvement d’un corps peu déformable aux équations cou-

plées.

accélération.

facteur permettant d’éliminer la variation de position de la surface dans
les conditions & satisfaire en une surface inconnue.

inverse de m.

normale unitaire & une surface.

(1] )

inverse de la position p (ne s’applique que pour ZE

Y avec l'accélération de C' nulle. (4.89)

contribution, a priori non linéaire, des VE et des entrées d’ordre < p

aux EE d’ordre p.

base de représentation.

contribution, a priori non linéaire, des VE et des entrées d’ordre < p

aux ES d’ordre p.

fonction quelconque ;

force.

force f avec l'accélération de C' nulle.
force extérieure (a un systéme).

force intérieure (a un systéme).

scalaire représentant le comportement global d’un corps peu défor-
mable.

expression linéaire des VE.
masse.
normale (non obligatoirement unitaire) a une surface.

point de référence.

2Troisiéme lettre de I’alphabet sanskrit, se prononce i bref.
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p : position (ne s’applique qu’au navire) ;

pression statique du fluide.
(Q : expression quadratique des VE.

référentiel, constitué d’un point de référence O et d’une base de repré-

sentation B.

x  : coordonnées dans un référentiel.

Opérateurs

v : opérateur donnant .

A opérateur linéaire d’évolution (dans les EE).

B opérateur linéaire d’entrée ou de commande (dans les EE).

C opérateur linéaire de sortie ou d’observation (dans les ES).

c opérateur donnant c.

D opérateur linéaire de transmission directe des entrées vers les sorties
(dans les ES).

D, : dérivation particulaire. (4.14)

f opérateur donnant f (une force).

f opérateur donnant f

ft . opérateur donnant fi.

G : opérateur donnant ¢ dans E connaissant ¢ ou Op/0n sur L et sur

C.

A.4.2.2 Jokers

Dans la suite nous allons utiliser des jokers :

* : un joker de valeur : représente toutes les valeurs possibles de la variable

A cet endroit.

* . un autre joker de valeur.
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e : un joker de grandeur : représente toutes les grandeurs physiques pos-

sibles a cet endroit.

o : un autre joker de grandeur.

A.4.2.3 Indices droits

< indique que la grandeur est la partie du développement d’ordre p
d’une condition constituée uniquement des grandeurs d’ordre p. Cette
partie est appelée le «premier membre» des conditions, méme si en-
suite dans les manipulations, cette partie est au premier ou au second
membre des équations. (E.5)

> indique que la grandeur est la partie du développement d’ordre p
d’une condition constituée uniquement des grandeurs d’ordre < p.
Cette partie est appelée le «second membre» des conditions, méme
si ensuite dans les manipulations, cette partie est au premier ou au
second membre des équations. (E.5)

[ indique que la grandeur est un moment, cf. par exemple la sec-
tion C.4.4 pour la définition cette notion. Les indices relatifs aux =
sont a droite du «;» dans la liste d’indices a l'intérieur des [ ]. S’il n’y
a pas de «;», le moment est de degré 0.

A indique l’expression d’une grandeur dans laquelle un A intervient,
c.-a-d. dans laquelle mipl a été éliminé.

A

A relatif au référentiel absolu.

*

1 indique que l'indice * se rapporte & une grandeur exprimée dans R,
pour cet indice.

C pour zx € C.

o pour zx € o

Cy n’est utilisé que pour les opérateurs G : indique la partie de ces opé-
rateurs dépendant de dyp_/On.

o n’est utilisé que pour les opérateurs ‘G : indique la partie de ces opé-
rateurs dépendant de Jg,)/On.

E relatif au fluide (a I'eau);

pour = € E.
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L : pour rx € L.
AR pour xx € L.

N relatif au référentiel navire ;

relatif au navire.

*

N indique que l'indice * se rapporte a une grandeur exprimée dans R,
pour cet indice.

S pour zx € 5.

A.4.2.4 Exposants droits

Dans les descriptions ci-dessous, n est un nombre, entier ou non suivant les

cas.

n : puissance au sens habituel du terme.

(n) : n est Pordre dans le développement en perturbations de la grandeur.

[n] @ n est le degré du moment (redondant avec les [] en indices droits
mais facilite la lecture en évitant de compter le nombre d’indices a
droite du «;» dans la liste d’indices a l'intérieur de ces []).

{n} : n est Pordre de dérivation de la fonction (n’est en fait utilisé que pour

les fonctions § et T).

A.4.2.5 Exposants gauches

Ces exposants définissent des variantes des noms de grandeurs définis par les

lettres centrales : grandeur =z n°1, n°2 etc.

A.4.2.6 Indices gauches

Pour éviter un trop grand nombre de signes en indices droits, certains sont mis

en indices gauches.
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d,dy,dyg : indiquent que la grandeur est une grandeur découplée (ou diago-
nalisée par blocs) avec les masses du navire pour dy ou avec les
masses du navire + les masses d’eau ajoutées pour dyg. L’in-
dice d (sans indices N ou NEFE) ne s’applique qu’aux décou-
plages des masses, les masses servant au découplage étant les
masses elles-mémes (la notion de découplage des équations du

mouvement du navire est décrite a partir de (C.29)).

N : avec pour origine O, .

A.4.2.7 Liste des symboles

La signification de chaque symbole est donnée dans le cours du texte lors de
sa premiére apparition. La liste ci-dessous est une récapitulations de ces des-
criptions. Seuls les symboles ayant une signification (qui sont donc désignés de
la méme fagon dans toute I’étude) et apparaissant dans le texte principal sont
repris ici. Ceux sans signification particuliéres ont en général une portée locale,
par exemple les opérateurs J, K, M et NN du chapitre 5 qui ne servent qu’a
regrouper des termes ou les opérateurs A, B et C' de 'annexe D qui n’ont
pas une signification constante. Les symboles utilisés dans les annexes suivent

les mémes principes de construction que ceux du texte principal.

A.4.2.7.1 Symboles apparaissant dans les mises en équations avec

conditions exactes

Grandeurs physiques

g : grandeur sans dimension intervenant dans le passage des

équations découplées du mouvement du navire aux équa-

tions couplées. (C.64)
,ul[\?] : inverse de mj[vo}. (C.33)
d,uj[\?} . inverse de dml[vol. (C.31)
uf][%,%] . inverse de mﬂ%,ﬁ. (C.33)
duﬂ%’ﬁ : inverse de dml[f][%%]. (C.36)
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[0][0]
PLIESIEY

(1

atvs 1 55)15%

*
A

Dpd b‘g Qg

ey

[1]
dNEfZN (55w

fi [0]

N []

. [0][0]
inverse de ,m__ et (4.104)
: (11
inverse de ,m_- ERESIPYeLy (4.106)

normale unitaire a une surface exprimée dans R,.

inverse de pF

(C.50)

izl

Z|*

valeur de ¢ en C.
valeur de ¢ en L.
valeur de ¢ en C.
valeur de ¢ en L.
une base de représentation absolue.
une base de représentation navire.

valeur de ¢ en C (est en fait utilisé dans la désignation de

la valeur des dérivées de ¢ en C).

moment de degré 0 des forces exercées par le fluide sur la

caréne. (4.62)

moment de degré 1 des forces exercées par le fluide sur la

caréne. (4.69)

moment de degré 0 des forces extérieures appliquées au

corps exprimées dans B,. (C.16)
(0] : ‘ [+][+]

feN[%] découplé avec les My ] (C.30)

moment de degré 1 dans R, des forces extérieures appli-

quées au corps exprimées dans B,. (C.28)
fe][vl][%;%] découplé avec les m,[:][g]‘..”%...]- (C.35)
fi][vo}[%] découplé avec les mj[\;i[fk]%m”%m]. (4.108)
fi][vu[%;%] découplé avec les m&;[g‘..“%...]- (4.109)
moment de degré 0 des forces intérieures. (C.55)

126



leE][* découplé avec les m!* }[[ ] : (C.53)

N ][A ]

moment de degré 0 des forces intérieures de rappel. (C.65)

moment de degré 0 des forces intérieures d’amortissement.

(C.65)

moment de degré 1 des forces intérieures. (C.56)

fimi,i découplé avec les m[ Il . (C.54)
PAERES N[ ][ ]

moment de degré 1 des forces intérieures de rappel. (C.66)

il découplé avec les m[ e (C.61)

"Wl MERSE

moment de degré 1 des forces intérieures d’amortissement.

(C.66)

fl | découplé avec les m[ e (C.62)
W1l%iR] JERNIERS

vecteur accélération de la graviteé. (4.15)

scalaire représentant une rigidité globale du corps.
scalaire représentant un amortissement global du corps.

expression linéaire de ¢ , de dpg]/dt et de dpg.i]/dt in-
N

tervenant dans I'expression de 1Q¢' (4.88)

expression linéaire de ¢, de dp /dt et de dp Z] _«7/dt in-
'N

tervenant dans l'expression de Q (4.121)

"
valeur de | en L (est en fait utilisé dans la désignation de

la valeur des dérivées de [ en L).

«masse d’eau ajoutée» représentant le moment de degré 0

des forces exercées par le fluide sur la caréne dues a 'accé-

lération deE]/dtQ de celle-ci. (4.94)
A

«masse d’eau ajoutée» représentant le moment de degré 0
des forces exercées par le fluide sur la caréne dues a 'accé-
lération de[*‘*]/alt2 de celle-ci. (4.95)
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[1][0]
ULTENES[EY

(1]

O

vE [F1lF5%]

NE [z%ﬁ [Z]

~Ne [ NllT vl

(1{1]
4" sl )

e
A

pSES

EaEs

«masse d’eau ajoutée» représentant le moment de degré 1

des forces exercées par le fluide sur la caréne dues a 'accé-

lération 0l2p%oi]]/dt2 de celle-ci. (4.96)
A

«masse d’eau ajoutée» représentant le moment de degré 1

des forces exercées par le fluide sur la caréne dues a 'accé-

leration d2ply . /dt? de celle-ci. (4.97)
[Fiw)
moment de degré 0 des masses, c.-a-d. masse du corps.
(C.14)
0] 42 : [+ [¥]
m,’ découplé (avec les mN[%mM%_._]). (C.32)
moment de degré 1 dans R,, des masses. (C.15)
moment de degré 2 dans R,, des masses. (C.20)
m}\?}[%%] découplé (avec les mj[:][g]m][%m]). (C.37)
0,00 (4.99)
N [51] '
[0][0] ‘ y [][+]
M 2](2] découplé (avec les mNE[%._'”%W]). (4.105)
(1] [0]1]
mil - ml (4.100)
(1] [1)[0]
Tolzl T Mgl (4.101)
(2] (1]
Mgl T Ml (4.102)
(1 ‘ : [+][¥]
M (255122 découplé (avec les mNE[%m”%_”]). (4.107)

normale (non obligatoirement unitaire) a une surface expri-

mée dans R,.

normale (non obligatoirement unitaire) a C. (4.38)

normale (non obligatoirement unitaire) a L. (4.25)
un point de référence absolu.
un point de référence navire.

valeur de p en L.
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[1]

[A;N

'Q

wt,nC

2
SOt,nC

1Q¢

2Q¢

)
Bl

8
Z|

composantes du vecteur O,0, dans une base absolue B,,

c.-a~d. position en translation du navire.

matrice de rotation-déformation du corps.

expression quadratique de ¢ , de dp /dt et de dp[ , /dt

intervenant dans I'expression de 9%y / ot on.
(4.85)

expression quadratique de ¢_, dp ]/dt et de dp[*,* /dt
intervenant dans I'expression de 9%p_ /0t On. (4.119)

expression quadratique de ¢ , dp ] /dt et de dp[ ,*}/dt

A'N

intervenant dans l'expression de . (4.87)
expression quadratique de ¢, d ] /dt et de dp[*,* /dt
intervenant dans l’expression de ¢ (4.120)

référentiel absolu, constitué d’un point de référence absolu
O, et d’une base de représentation absolue B, (par défini-
tion, le principe fondamental de dynamique est valide dans

ce référentiel).

référentiel navire, constitué d’un point de référence navire

O, et d’'une base de représentation navire B, .

coordonnées dans R, d’un point.
coordonnées dans R, d’un point.
coordonnées dans R, des points constituant C.
coordonnées dans R, des points constituant F'.

coordonnées dans R, des points constituant L.

opérateur donnant fgogi] a partir de ¢ et de . (4.68)
A
. découplé avec les m[ I (4.116) et (4.125)
olz] MESSEE

f[o]* avec laccélération de C' nulle (c.-a-d. f[o]* avec
O[z} O[z]

remplacé par ). (4.92)
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'G

Cn
'G
C(76(’”

1
L,Cn

G
G
1GLL

°G

G

’G

’G
L,C

°G

Cn
’G

°G

LCn

fgﬂ[%] découplé avec les ! . (4.110)

we 5 )

A A
opérateur donnant fglgi,i} a partir de ¢ et de . (4.71)
A'N
j"[l]Li découplé avec les m[*”f . (4.117) et (4.126)
C[AvN] N[A][A}
fMLi avec 'accélération de C nulle (c.-a-d. fmi_i avec 1
oliid] o olid]
remplacé par ). (4.93)
fm* ., découplé avec les m/Il" (4.111)
o [5i%] P B[ 1l ] '

opérateur donnant ¢ dans £ a partir de ¢ et de 8@0/871.

(D.9)
partie de 'G' dépendant de I, /On. (D.12)
1GO pour z= € C. (D.20)
1GO pour z= € L. (D.18)
partie de 'G' dépendant de ®, . (D.11)
‘G pour z: € C. (D.19)
1GL pour z= € L. (D.17)

opérateur donnant ¢ dans E & partir de ¢ et de Jdp_/On.
(D.36)

. 9 ,

partie de “G" dépendant de . (D.37)
’G, pour z: € C. (D.43) et (D.45)
2GO pour zx € L.

partie de G dépendant de Ao, [On. (D.38)

2
G, pour zx € C.

n

(D.44) et (D.46)

ZGC pour zx € L.

n
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A.4.2.7.2 Symboles apparaissant dans les mises en équations avec

conditions développées en perturbations

Grandeurs physiques

Indique que la grandeur est le dévoppement en perturbation
(c.-a-d. Papproximation) de la grandeur e. Bien que le signe -
soit sur une seule lettre du symbole, il concerne I’ensemble du
symbole. (E.1)

Une grande partie de la difficulté de compréhension du dé-
veloppement en perturbation avec conditions en une surface
inconnue est contenue dans cette notation : ce symbole repré-
sente le terme d’ordre p du développement en perturbations
a partir de S de la valeur en S de la grandeur e. Il est
par définition le coefficient de P du développement de cette
grandeur. Ce développement provient du fait que d’une part
la grandeur e est développée en o + o) 1 o) 4 ... 3 par-
tir de S© et que d’autre part la variation de position entre
SO et S est donnée par un développement xéi) + a:éz*) + -

La combinaison de ces deux développements donne le dévelop-
pement de e en S. Le terme d’ordre p dépend des o@ et
des l‘é(i) pour ¢ = 1 a p. La présence du signe ~ indique que
la maniére de lire ce symbole est 'inverse de la maniére habi-
tuelle : avec les conventions de notation de cette étude, le sym-
bole o

. (sans le signe ~) représente la valeur en S du terme

d’ordre p du développement en perturbations a partir de S©
de la grandeur e. Dans ces définitions, 1'ordre des mots est

important : 3S(p ) est différent de os(p ). Par contre iéfg) est égal

a oéfg) puisque en S© le développement de zg, n’intervient
pas. Ces notions sont détaillées en section F.1.1. Bien que le
signe ~ soit sur une seule lettre du symbole, il concerne I’en-
semble du symbole (sauf, pour étre rigoureux, les < et > qui

n’ont de sens qu’une fois le développement en perturbations

effectué).

facteur permettant d’éliminer les :I:Op l des efforts sur la ca-
A

réne. (F.213)
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1,1 _1.(p)
bE >

2,2 1(p)
abE >

(p)

«(0)

—(p)
Con

1,1,1 , 3(p)
CdE >

facteur permettant d’éliminer les xL(pj des CSL. (F.180)
A

facteur permettant d’éliminer les xcp% des CGC. (F.203)

meéme définition que celle de A | o mais pour L défini par
(=)0

une fonction [ connue. "

terme d’ordre p du développement de . (F.25)

S0(17)

. (F.26)

valeur de ©® en o,

valeur de ¢® en L.
terme d’ordre p du développement de ).

terme d’ordre p du développement de ¢ sur C.
(5.10) ou (5.19)

second membre de &ép ),
Suivant lordre p : (F.39) + (F.40) ou (F.41) + (F.42) ou
(F.43) + (F.44) (pour S =C)

contribution des VE 16;*) et des entrées 1u;*) d’ordre < p

a o 1620 ) /0t (le premier exposant gauche est le n° du vecteur

d’état, le second le n°® du vecteur d’entrées). (5.41)

contribution des VE 26;*) et des entrées zué*) d’ordre < p

a o 26}3’ ) /Ot (le premier exposant gauche est le n° du vecteur

d’état, le second le n° du vecteur d’entrées). (5.73)
valeur de ¢® en C©,

second membre de Eép ).

Suivant l'ordre p et le mode de définition de ¢ : (F.88) +
(F.89) ou (F.90) + (F.91) ou (F.92) + (F.93) ou (F.138) +
(F.139) ou (F.140) + (F.141) ou (F.142) + (F.143)

contribution des VE 16;*) et des entrées 1u§) d’ordre < p aux

mesures 11)}21) ) (le premier exposant gauche est le n® du vecteur

de mesures, le deuxiéme le n° du vecteur d’état, le troisiéme le

n° du vecteur d’entrées). (5.54)
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1,1,1cd(p)

composantes de l’l’lcd(p)
E D> * ED>

22.204(P) contribution des VE 2e ( ) et des entrées u ) d’ordre < p aux
mesures 22); ») (le premler exposant gauche est le n® du vecteur
de mesures, le deuxiéme le n°® du vecteur d’état, le troisiéme le
n° du vecteur d’entrées). (5.81)

2’2’2cd2p&* composantes de 2’2’ch]gp&

“Zc’lvlcdép; . contribution des VE 16;*) et des entrées 1u]g*) d’ordre < p a
z/_ép ) (le deuxiéme exposant gauche est le n® du vecteur d’état,
le troisiéme le n® du vecteur d’entrées). (5.45)

D, _L(p; N : second membre du terme d’ordre p du développement de la3
CSL dans lesquelles :L‘L(Ig a été éliminé. (F.183)

Dy ép;/\ . seconds membres des termes d’ordre p du développement des
CGC dans lesquelles :cép; a été éliminé. (F.198)

A

16}3’) : vecteur d’état n°1 d’ordre p. (5.37)

262‘1)) . vecteur d’état n°2 d’ordre p. (5.69)

fc[,o[]g}) . terme d’ordre p du développement de fgogi]. (5.11) ou (5.20)

£, [01(p) . terme d’ordre p du développement de £

anel5) ' p PP itz a)

(5.13) ou (5.22)

fgo]b(’[’)%] . second membre de fo](p) (F.220)

[0](p) .
ants oo (5] : second membre de fo[ HE (5.17) ou (5.26)
. : terme d’'ordre p du développement de .
e, dordre p du dével de f!!
AN [Fiw]
(5.12) ou (5.21)
deo[l[}(ip) | terme d’ordre p du développement de O[I[LL].
“LA'N “LA'N
(5.14) ou (5.23)
f[l](p)i_i : second membre de f 1](’7, . (F.223)
g [Zi%
f >[ .) ¢ second membre de f 57 . (5.18) ou (5.27)
A’N A N

(»)

*Lorsque z,”. est éliminé des CSL, il ne reste qu’une.
A
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terme d’ordre p du développement de fe[O] c.-a-d. de fc[yo[] iy
A

5K
cf. (4.74). (5.11) ou (5.20)
terme d’ordre p du développement de deeJ[\?}[i-], c.-a-d. de
A
0
deﬁg%r (5.13) ou (5.22)
terme d’ordre p du développement de fe][vl}[i.l}, c.-a~d. de
A'N
U el (4.75), (5.12) ou (5.21)
clziwl
terme d’ordre p du développement de dee][vl][li}, c.-a-d. de
AN
j{”.;- . (5.14) ou (5.23)

second membre du terme d’ordre p du développement de
(fﬂ”]+ﬁ i) (E.40)

LL
AN N

second membre du terme d’ordre p du développement de

T P g+ fi s, ) (E.41)
second membre du terme d’ordre p du développement de
WFW (10 fz}j]oﬁ + fz][vl]l[k;%]). (E.25)
fonction définissant L. (F.58)

valeur de [ en L.

valeur de [ en L (est en fait utilisé dans la désignation

de la valeur des dérivées de 1) en L(O)).
terme d’ordre p du développement de p (la pression).

terme d’ordre p du développement de p (la pression) sur C.

(5.8)
terme d’ordre p du développement de pg]. (E.8)
A
(0](p)

k) (E.9)
ep '
terme d’ordre p du développement de p{j ) (E.10)

AN
1)
i (E.11)
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Opérateurs

vecteur d’entrées n°1 d’ordre p. (5.38)

vecteur d’entrées n°2 d’ordre p. (5.70)
vecteur de mesures intermédiaires n° 1. (5.56)
vecteur de mesures (fictives) n®1 d’ordre p. (5.51)

composantes de 11}}? ),

vecteur de mesures (fictives) n°2 d’ordre p. (5.77)

composantes de Qv;p ),

terme d’ordre p du développement de zgx. (F.27)

=

p
xC

BN

o (F.28)

terme d’ordre p du développement de w=. (F.29)

=

0

=

o (F.30)

opérateur donnant le premier membre de @ép ),

(F.37) (pour S© =)

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de ¢ , fonction de ch(l(’g).

(F.37) (pour S© = L)
opérateur intervenant dans la CGC que doit satisfaire
0pP) /0t cf. (5.33). (5.34)
opérateur linéaire donnant la contribution des VE 1e;p ) A

9, 1e;p)/at (Iexposant gauche est le n® du vecteur d’état).
(5.39)

composantes de 1AE .
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’A

A

l,lB

1,1B

2,2B

2,23

1,IC

1,1C

B *

1,1
E %%

2,2C

2,2
E *

2,2
E %%

Jc:lc
E

/IZCJC

E *

Co0 4

opérateur linéaire donnant la contribution des VE Z2¢” ) a

E
9] Ze;“/at (I'exposant gauche est le n° du vecteur d’état).
(5.71)

composantes de ZAE .

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées 1uép )

a o 16;10 )/ Ot (le premier exposant gauche est le n® du vecteur

d’état, le second le n°® du vecteur d’entrées). (5.40)

composantes de 1’1BE )

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées 2uép )
a o 26;1? )/ Ot (le premier exposant gauche est le n° du vecteur

d’état, le second le n° du vecteur d’entrées). (5.72)

composantes de 2’QBE .

opérateur linéaire donnant la contribution des VE 1657 ) aux

mesures lvép ) (le premier exposant gauche est le n® du vec-

teur de mesures, le second le n® du vecteur d’état).  (5.52)
composantes de 1’1CE.

composantes des "C_ .
B *

opérateur linéaire donnant la contribution des VE Qe]gp ) aux

mesures QUép ) (le premier exposant gauche est le n° du vec-
teur de mesures, le second le n® du vecteur d’état).  (5.78)

composantes de 2’2C’E )

composantes des >*C. .
E %

opérateur linéaire donnant la contribution des VE 16;]? ) a

&ép ) (le deuxiéme exposant gauche est le n° du vecteur
d’état). (5.43)

composantes de ¢C’1CE .

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de c ., fonction, suivant le
C

mode de définition de ¢, de c(pz) ou de p[oi](p) et de p[li](zﬁ .

C( ) [A} [A’N}

(F.85) ou (F.136)
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l,lD

1,1
DE*

1,1
E *,%

2,2D

2,2
E *

2,2
E *,%

2,2D

Et

J’cle
E

QchlD
 *

D

LY L0 g

t o0 g

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées 1u;p )

aux mesures 1U;p ) (le premier exposant gauche est le n° du

vecteur de mesures, le second le n° du vecteur d’entrées).

(5.53)
composantes de 1’IDE.
composantes des 1’1DE*.
opérateur linéaire donnant la contribution des entrées zu;p )

aux mesures QU;p ) (le premier exposant gauche est le n° du

vecteur de mesures, le second le n° du vecteur d’entrées).

(5.79)

composantes de 2’2DE :

composantes des >2D

Ex’

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées

32u]§p )/t aux mesures ijgp )

(le premier exposant gauche est
le n® du vecteur de mesures, le second le n® du vecteur d’en-

trées). (5.80)

opérateur linéaire donnant la contribution des entrées 1u]gp )

a zl;ép ) (le deuxiéme exposant gauche est le n° du vecteur
d’entrées). (5.44)

composantes de %JDE .

opérateur donnant la partie du premier membre du terme
d’ordre p du développement de D, fonction de 90%)-

(F.49) (pour S© = L(O))

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de Djc_, fonction de gogzz)) et,

suivant le mode de définition de ¢, de cgg) ou de pggp) et
de pg(g .

(F.99) ou (F.146), (F.113) ou (F.157) et (F.126) ou (F.168)

opérateur donnant le premier membre de fgo[](%p}) (qui est
fonction de gogf)o) et, suivant le mode de définition de ¢, de
cgg) ou de pggp) et de p&](g]) (F.219) ou (F.225)
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(1]
dnY e gix

-[0]
LRI

+[0]
fZqu[%]

1
G(O)

opérateur donnant le premier membre de f[o](p ) (qui est

cl%]
fonction de go(p 2» et, suivant le mode de définition de ¢, de

)y oude pf? ﬁ et de pii”)). (5.15) ou (5.22)

dnN

opérateur donnant le premier membre de fglgf,)i} (qui est
A'N

fonction de cp(% et, suivant le mode de définition de ¢, de

cép(o) ou de p[ IP) ot de p[*,*)]). (F.222) ou (F.226)

opérateur donnant le premier membre de fo[* ‘.. (qui est
(p)

fonction de ¢, et, suivant le mode de deﬁnltlon de ¢, de

&5m®mfa@ﬁJp (5.16) ou (5.25)

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de [2’]@] . (fz[v]o[ /) - szl[ )
fonction de pli®).. (E.36)
[T5%]
opérateur donnant la partie du premier membre du terme
) . [1] (0]
d’ordre p du développement de Fe (fNO[ 4 le[ )
fonction de dp 1J(,p>2]/dt. (E.37)

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de 7r1 (fz [1] (kg +fi[1] v 1)
(5] Olxiw) 7 N1lFi]
fonction de pli®).. (E.38)
(%57

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de W[lj.k : (deil[vll)[il} +

1) 1) = i
le[NyN ) fonction de p[*.p*] (E.23)

opérateur donnant la partie du premier membre du terme
w0

k J k.J
Olxsg]l 7 N1Rs4]

fonction de dp 1J(p2]/dt (E.39)

d’ordre p du développement de 77 (fz (1]

w

opérateur donnant la partie du premier membre du terme

d’ordre p du développement de ! ) ( fz 1]

L2 ﬁi
TN Sghd

dezm ) fonction de dp!l®) /dt. (E.24)

V1Ed 53]

opérateur donnant ¢ dans E a partir de ¢, et de

8%(0)/871.
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1GO<0) . partie de 'G,, dépendant de O, /On.

n

! 50 O : IGC%O) pour zx € c,

! 0,60 : IGC%O) pour zx € L.

1GL(0) . partie de 1G’(0) dépendant de ¢, ().

1G0<0),L<o> : 1GL(O) pour = € c\,

1GL<0),L(0> : 1GL(0) pour = € L.

QG(O) : opérateur donnant ¢ dans £ a partir de @, 0 et de
0P /0.

2G0<0) . partie de QG(O) dépendant de ¢, ).

QG‘C(O)C<0> : QGC@) pour zx € c©.

QGL(O)’O(O) : QGO(O) pour = € L.

2GC%0) . partie de QG(O) dépendant de Oy, /On.

2Gc<0>,c$?> : QGC%O) pour zx € c,

2 .60 : QGO%O) pour = € L.

A.4.3 Fonctions vs opérateurs

Dans cette étude, fonctions et opérateurs sont distingués. Les sens attribués a
ces termes sont les suivants. Les fonctions sont des opérations mathématiques
transformant un nombre en un autre nombre (ayant pour argument un nombre
et produisant un nombre). Les opérateurs sont des opérations mathématiques
transformant une fonction en une autre fonction (ayant pour argument une
fonction et produisant une fonction). Avec ces définitions, une fonction pou-
vant toujours étre considérée comme un opérateur, la distinction entre les deux

notions est parfois assez arbitraire.
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Annexe B

Abrégé de théorie des systémes

physiques

Le terme «systéme» a beaucoup de significations. La théorie exposée dans cette
annexe concerne la modélisation du comportement des assemblages de matiére
(inerte), d’ou le nom de systémes physiques. D’autres théories de systémes
existent : théories des systémes sociaux, économiques, biologiques, théorie des
automates. Il n’en est évidemment pas question ici. Pour alléger la rédaction,
la théorie des systémes physiques est appelée maintenant simplement théorie

des systémes.

Le principal moteur du développement de la théorie des systémes a été ’au-
tomatique. Cette discipline devant s’appliquer a tous les domaines techniques
a eu besoin d’une représentation la plus uniforme possible des phénoménes a
commander, au point qu’automatique et théorie des systémes sont pratique-
ment confondues. Mais en fait la théorie des systémes dépasse la seule auto-

matique; elle concerne toute la physique macroscopique et peut-étre microsco-

pique.

Une théorie des systémes pourrait étre construite logiquement en partant de
principes de base, les postulats de la théorie, et en en déduisant par la lo-
gique les autres faits. Nous ne suivons pas cette voie qui peut étre intéressante
mais qui est assez illusoire, cette théorie étant en réalité assez heuristique : les
faits la constituant sont avant tout le résultat de constatations faites lors de
la modélisation de systémes & partir des lois de la physique. Les faits considé-

rés comme des résultats pourraient étre pris pour postulats et vice versa. Nous
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exposons juste les faits de la théorie, sans rechercher les liens logiques.

Un systéme physique est défini arbitrairement en lui donnant des frontiéres
physiques. Par exemple dans 1’étude nous considérons trois systémes méca-
niques; le navire, le fluide! (I’eau) et l'air. La frontiére entre le navire et le
fluide est la caréne du navire : C. Celle entre le fluide et l'air est la surface
libre : L. Les interactions navire «» air ne sont pas prises en compte. Il n’y a

donc pas de frontiére de définie ente le navire et l'air.

Une maniére «extérieure» ou «boite noire» d’envisager la notion de systéme est
de dire que nous ne connaissons d’un systéme que ses entrées et ses sorties. Ces
grandeurs représentent ses interactions avec les autres systémes. Par définition,
les grandeurs intérieures au systéme et qui n’apparaissent pas dans les sorties
(elles ne peuvent pas apparaitre dans les entrées, cf. la définition des notions

d’entrée et de sortie d’un systéme infra) sont inconnues.

Le postulat fondamental de la théorie des systémes est que tout systéme phy-
sique posséde un ensemble de grandeurs : son vecteur d’état?, définissant to-
talement I’état du systéme a chaque instant. Pour étre utilisable, cette notion
d’état doit étre définie concrétement. Si le systéme a des entrées et des sorties,
une maniére de le faire est de dire que la valeur du vecteur d’état a un instant
to et des entrées entre les instants to et t; > to définissent entiérement les sor-
ties a l'instant £;. Les constituants du vecteur d’état sont les variables d’état
(VE) du systéme. «Valeurs des VE» et «état du systéme» sont des expressions

synonymes.

Si le systéme n’a pas d’entrées, c.-a-d. est autonome, et qu’il a des sorties,
la définition ci-dessus s’applique toujours : la valeur des VE a un instant ¢,
définit entiérement les sorties a I'instant t; > ty. Si le systéme n’a ni entrées
ni sorties, c.-a-d. est fermé ou isolé, nous ne pouvons rien en dire, ce qui ne

change rien au fait que son comportement reste celui d’'un systéme autonome.

Nous ne traitons dans cette annexe que des systémes physiques continus en
temps et déterministes. Leur comportement, s’il est suffisamment régulier, peut

étre représenté par une équation de la forme

!Dans toute I’étude, le terme «fluide» désigne 1’eau, bien que Dair soit aussi un fluide.

2Terminologie de la théorie des systémes. Les physiciens utilisent plutot le terme de «va-
riables de phase». En théorie des systéme, ce terme semble étre aujourd’hui réservé au cas ou

un vecteur d’état est constitué d’une variable et de ses dérivées temporelles.

141



(]\3 1) E:f(t7eau)
ou

e(t) : vecteur d’état du systéme,

u(t) : vecteur d’entrées du systéme,

et ou f est une fonction du temps au sens strict du terme : f(¢,e,u) ne
dépend que des valeurs de e et de w a l'instant ?; aucune intégrale ou déri-

vée temporelles de ces grandeurs n’intervient. L’équation (B.1) est 1'équation
d’évolution® (EE) (des VE) du systéme.

Le choix des VE est libre, sous la condition que (B.1) représente ’évolution
temporelle du systéme. Une notion importante est qu'un choix de VE et donc
de modéle (B.1) privilégie toujours une échelle de temps. Dans le cas du navire
sur la houle, les fréquences des mouvements dus a la houle sont plus basses que
les fréquences des modes propres du navire ou que les fréquences acoustiques
du fluide. Comme nous ne sommes intéressés que par la représentation des
mouvements sur la houle, les déformations du navire et la compressiblité du
fluide n’ont pas a étre prises en compte par le modéle. Cette notion d’échelle
de temps peut étre encore plus manifeste : & 1’échelle de son temps de commu-
tation, un circuit électronique digital est considéré comme continu en temps.
A une échelle plus grande, il est considéré comme discret. A Péchelle de temps
quantique, il serait aussi considéré comme discret. Le type méme de modéle

change en fonction de I’échelle de temps choisie.

Le choix des VE doit de préférence donner un f le plus simple possible. Les
VE sont des grandeurs indépendantes. L’ordre du systéme est le nombre de VE

intervenant dans I’EE. Il ne dépend pas du choix des VE.

Curieusement, il n’existe pas actuellement, sauf pour les circuits électriques,
de méthode systématique pour déterminer a priori quelles sont les VE d’un
systéme. Elles ne sont connues de facon certaine que quand une équation de
la forme (B.1) est obtenue. Cette forme est appelée canonique pour indiquer
le fait que pour représenter complétement I’évolution temporelle du systéme,
toutes les variables intervenant dans f, soit doivent apparaitre dans le premier
membre de (B.1), soit sont connues de ce systéme par principe (ce qui vaut

pour le temps), et inversement que toutes les variables du premier membre

3Terminologie de physicien. Les automaticiens utilisent le terme «équation d’étaty, qui peut
étre vu comme ’abréviation d’«équation d’évolution des variables (ou du vecteur) d’étaty. En

physique, le terme «équation d’état» a un tout autre sens, d’ot la terminologie employée.
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doivent intervenir dans f.

Les VE représentent la «mémoire» du systéeme. Un constatation de la théorie
des systémes est que les variables représentant un stockage d’énergie sont des
VE, mais cette considération n’est parfois pas suffisante pour déterminer toutes

les VE d’un systeéme.

La définition de I'état d’un systéme utilise les notions d’entrées et de sorties,
qui doivent donc a leur tour étre définies. Pour les systémes physiques simples,
ses grandeurs d’entrée et de sortie sont des évidences, au point que la question
n’est généralement méme pas formulée. Pour les systémes moins simples, ces
évidences demandent a étre définies rationnellement. Ceci peut étre fait en fai-
sant appel a la théorie des graphes de liaison (bound-graphs), qui comme son
nom l'indique s’intéresse avant tout aux interactions entre systémes (cf. par
exemple 1] chapitre 5). Cette théorie constate que l'interaction entre deux sys-
témes consiste toujours en un échange d’énergie, qui s’exprime par le produit

d’une grandeur d’effort et d’une grandeur de position.

Les entrées d’un systéme sont les grandeurs connues de lui lors de son évo-
lution. Une maniére d’exprimer ceci est de dire que ce sont les grandeurs qui
ne dépendent pas des VE du systéme dans les transmissions d’énergie dans les
liaisons. Les sorties sont les grandeurs duales des entrées dans ces transmissions
d’énergies. Par exemple, dans la liaison fluide «<- air, la pression de l'air sur L,
étant par hypothése constante, ne dépend pas des VE fluide. C’est donc une
entrée du systéme fluide. La variable duale de la pression, qui est la position

de L, est la grandeur de sortie du fluide pour cette liaison.

La dualité entre grandeurs d’entrée et de sortie fait que dans une liaison, la
grandeur qui est une entrée pour un systéme est une sortie pour 'autre. Par
exemple, dans la liaison navire < fluide, les mises en équations du fluide et du
navire montrent que la pression du fluide sur C' ne dépend que des VE fluide
et que la position de C' ne dépend que des VE navire. Cette pression est donc
une entrée pour le navire et une sortie pour le fluide et inversement pour la

position de C.

Par définition, les sorties d’un systéme dépendent de ses VE, sinon les trans-
missions d’énergie entre ce systéme et les autres ne dépendraient pas de son

état et il n’aurait donc pas d’effet sur eux. Une constatation de la théorie des
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systémes est que les sorties d’un systéme ne dépendent que de ses VE* et éven-

tuellement de ses entrées, et que cette dépendance est de la forme

(B.2) v=g(teu)
ou
v(t) : vecteur de sorties du systéme,

et ot, de méme que f, g est une fonction du temps au sens strict du terme.
L’équation (B.2) est une équation de sortie (ES) ou d’observation du systéme.
Une ES différente est associée a chaque liaison du systéme en question avec les

autres systeémes.

Les termes «sortie» (d’'un systéme vers un autre systéme) et «action» (d'un
systéme sur un autre systéme) sont synonymes. Le terme «interaction» (entre

deux systémes) représente les entrées et sorties de chaque systéme vers 'autre.

La forme des équations (B.1) et (B.2) fait que lorsque plusieurs systémes sont
assemblés pour en former un seul, les VE de ce systéme sont les VE de tous

les systémes constituants et seulement elles.

Nous voyons que I’approche adoptée pour représenter un systéme conduit a
des définitions auto-référentes : la notion d’état est définie en utilisant les no-
tions d’entrée et de sortie et vice versa. Ceci ne serait pas acceptable pour une
théorie mathématique. Une définition axiomatique de la théorie des systémes
semble donc difficile. Cette théorie peut juste étre décrite. L’auto-référence de
sa description n’implique pas que cette théorie soit vide de sens. Elle n’obéit

simplement plus & une logique linéaire.

Les notions présentées dans cette annexe, bien que générales et pouvant étre
considérées comme des nécessités logiques ot méme comme des évidences, sont
néanmoins utiles pour guider les mises en équations et elles sont suffisantes

pour les besoins de cette étude.

Le lecteur intéressé par la théorie des systémes pourra consulter le petit ou-
vrage [2]|, qui, comme son titre ne l'indique pas, traite aussi de systémes non
linéaires, ou [3]. Ces deux ouvrages restent malgré tout orientés vers les cir-
cuits électriques comme exemples de systémes physiques et vers 'automatique

comme application de la théorie des systémes.

“Dans toute I’étude, I'expression «que des VE» veut dire «que des VE mais pas de leurs

dérivées temporelles, sauf si ces dérivées sont elles-mémes des VE».
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L’assemblage des systémes navire et fluide (incompressible) fait apparaitre la
notion de masses d’eau ajoutées, cf. section 4.3.1.1. Pour que ces masses s’ad-
ditionnent le plus simplement possible aux masses du navire, les équations du
mouvement des corps® rigides sont réécrites sous une forme adaptée. Un autre
intérét de cette réécriture est qu’elle se généralise naturellement aux corps dé-

formables, ce qui peut étre utile dans I’avenir.

C.1 Hypothése de base

L’hypothése de base de la mécanique des corps rigides, 'indéformablilité des
corps, se traduit mathématiquement par l'invariance de la distance entre deux
points du corps lors des mouvements. Les seuls mouvements possibles d'un
corps rigide sont une translation et une rotation?. La translation peut étre
définie par la position d’un point de référence O, du corps par rapport a un
point de référence absolu O,. Cette position est représentée par la valeur pg]

des composantes du vecteur O,0, dans une base absolue B,.

La rotation est définie par la donnée d’une matrice r., orthonormale® propre
(c.-a-d. de déterminant + 1). Le vecteur r; ;- Ax; représente la transformation
des composantes dans une base donnée d'un vecteur Az, lié au corps. Deux
points de vue sont possibles suivant que la base est considérée comme fixe et

le corps comme mobile ou 'inverse :

1) Base fize, corps mobile : r; ;- Ax; donne les composantes dans la méme base
de vecteurs différents (le vecteur de départ et le vecteur transformé). Dans

ce cas Ty, est une matrice de rotation;

2) Base mobile, corps fize : r;; - Ax; donne les composantes dans deuz bases
différentes du méme vecteur. Dans ce cas 7., est une matrice de change-

ment de base.

Pour définir de facon explicite & quelle base se rapporte un indice dans 7.,

celle-ci est indiquée en dénominateur de I'indice : le scalaire r: ; \4 désigne le
AN

'Dans cette annexe, & partir de maintenant nous ne parlerons plus que de corps au lieu de

navire, les grandeurs relatives & ’ensemble du corps restant indicées par N.
2Suivant différents auteurs, ce théoréme est attribué & Euler, Chasles ou méme Rodrigues !
3Le terme utilisé habituellement est «orthogonale». Orthonormale est plus précis.

4Tes noms des bases en dénominateur des indices font partie du nom de la matrice. En fait
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produit scalaire du vecteur ¢ de B, avec le vecteur j de B,. Bien que les

r= = soient appelés des matrices de rotation, cette notation privilégie en fait

*

l'aspect changement de base : un changement de base s’écrit (les bases sont

orthonormales)

Ti =Ti 3Ty,
AN N

e

ou zx est l'expression d’un vecteur dans B, et xx lexpression de ce méme

vecteur dans B,

(C.1) T, =T,

alors qu’une rotation s’écrit

< / . .
ol z. estle vecteur obtenu par la rotation B, — B, du vecteur Tx, ce qui
A

est moins immédiat.

Le produit scalaire étant commutatif,

Todf
(rsd)is = T44 =744
en utilisant (C.2). L’orthonormalité de r= -« s’écrit
(C.3) Ti k' Tk i =Ti kTk j =0;;.
AN N’A N’A A’ N

Un ensemble {Point de référence , Base} constitue un référentiel® : {O, , B,}
= R,, référentiel absolu, {O, , B,} = R, référentiel lié (au corps).

Les équations du mouvement font intervenir les positions, vitesses et accéléra-
tions des particules matérielles, qui pour un corps rigide sont entiérement défi-
nies par la translation®, la rotation®7 et les vitesse et accélération de ces mou-

vements. En translation, ces vitesse et accélération sont définies par dpg]/dt
A
(0]

(4]

2 2 - 2 2
et d’p;.,/dt? et en rotation par dr= - /dt et d*r= - /di*.

le r pourrait étre supprimé dans ce nom.

5La mise en équations de I’hydrodynamique navale demande de séparer les notions de
point de référence et de base (une base n’est pas «attachéey a un point). Cette séparation est
conservée dans la partie mécanique des corps rigides. Cette mécanique utilise généralement
la notion de repére qui est défini comme une base attachée & un point, c.-a-d. comme un
référentiel, et qui est utilisé uniquement comme une base (changement de repére = changement
de base sans changement du point de référence). Cette notion apportant de la confusion, elle
n’est pas utilisée ici. En pratique le lecteur peut considérer que base et repére sont synomymes.

6Les termes «translation» ou «rotation» seuls désignent explicitement la position en trans-

lation ou en rotation, pas les vitesse ou accélération de ces mouvements.

"En mécanique du vol, la rotation est aussi appelée attitude.
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C.2 Représentation des rotations

C.2.1 Représentation de la rotation

Une rotation est définie par une matrice orthonormale propre. Une telle ma-
trice a n-(n —1)/2 degrés de liberté. Habituellement, de fagon a ne manipuler
que des grandeurs libres, la rotation est représentée par ces degrés de liberté,

appelés parameétres ou coordonnées généralisées de la rotation.

Plusieurs modes de paramétrage d’'une rotation existent. Les plus courants sont
les paramétrages par les angles de Cardan® ou d’Euler qui sont des angles de
rotation suivant différents axes, la maniére de choisir ces axes et l'ordre dans
lequel les rotations sont appliquées définissant le paramétrage utilisé (cf. par
exemple [5]). Ces paramétrages donnent des matrices qui ne s’expriment pas
simplement en fonction des angles, ce qui ne facilite pas leur manipulation
analytique. De plus ils présentent des dégénérescences : certaines rotations ne
sont pas définies par un jeu de valeurs unique des angles. Ceci peut rendre
problématique la détermination des angles correspondant a une matrice don-
née. La rotation peut aussi étre paramétrée avec les quaternions d’Hamilton,
mais cette représentation n’est pas entiérement libre : la norme euclidienne de

trois des quatre paramétres doit étre égale a 1.

De fagon a éviter ces inconvénients, la rotation est représentée par sa matrice;
les équations du mouvement peuvent étre écrites uniquement avec elle, c.-a-d.
sans que le paramétrage de la rotation intervienne. La contre-partie est que

cette matrice doit satisfaire la condition d’orthonormalité.

La repésentation d’une rotation par sa matrice est peu explicite. Lors de 'édi-
tion des résultats, la rotation doit de préférence étre exprimée par ses para-

meétres. Cette question est traitée en annexe G.

C.2.2 Représentation de la vitesse et de ’accélération de

rotation

La dérivation temporelle de (C.1) montre que la vitesse de rotation dr= - /dt

représente la vitesse de translation par rapport & O, d’un point fixe en fonc-

8Cf. note 1 page 27.
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tion de ses coordonnées avant la rotation :

Aoy @ _dry )
(C4) di = dt l‘%

L’expression de cette vitesse en fonction des coordonnées actuelles du point est
obtenue en reportant (C.1) et (C.3) dans (7) :
o' (t)  dr. 5 (t)

A _ AN e .
(C.5) pTI 7"%7%@)1‘

La matrice dr= « /dl-r: + est une matrice antisymétrique.

DEMONSTRATION

v La dérivation temporelle de (C.3) donne

drak W%% Ik ik
i TRATTRE Tar T T ThAa T T s
La matrice rx = -drs - /dt est donc antisymétrique. Elle est appelée w= 2
d ik
L R ¢ _
‘”ﬁ T
(C.6)
ars 4
I A7
Par changement de base, (T) devient
i g
W wi g =ris—g
(C.7) ou
ok &
L’équation (C.5) peut s’écrire
dx'; (1) ,
A . .
TR AR 0%

Les matrices antisymétriques ont, comme les matrices de rotation, n-(n—1)/2
degrés de liberté. Le paramétrage d’une matrice antisymétrique est immeédiat :

ce sont les n-(n —1)/2 valeurs de la matrice inférieure ou supérieure.

Il se trouve que ’espace physique dans lequel nous vivons a 3 dimensions maté-
rielles. Pour n = 3, le nombre de degrés de liberté de w, , est aussi égal a 3, ce

qui donne une grandeur qui peut étre assimilée & un vecteur : le pseudo-vecteur
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vitesse de rotation. «Pseudo» parce que ce vecteur ne suit pas exactement la
procédure de changement de base d’un vecteur normal : en cas de changement
de base entre deux bases I'une directe et 'autre non, il faut rajouter un chan-
gement de signe au changement de base. Pour n différent de 3, le nombre de
degrés de liberté n’est plus égal a n; la notion de pseudo-vecteur ne peut plus

étre définie.

Pour représenter l'opérateur w,, en ne faisant intervenir que ce pseudo-vec-

teur, une opération a été créée : le produit vectoriel®. Il est défini par

(05} 'b3 — as 'b2
déf
A Xb* = ag'bl—al'bg
aq 'b2 — Q2 'bl
Si a, est le pseudo-vecteur, 'opération correspondante avec une matrice est
@ijbj

01110

Si b, est le pseudo-vecteur, 'opération correspondante est
ai-bij,

ou la transformation de b, en b., est la méme que pour a, :

J

0 —by by
by Dl by 0 —b
by b0

L’opérateur a, X ou X a, ou a, est le pseudo-vecteur correspondant a la ma-

trice antisymétrique a, . est bien le méme opérateur que la matrice a, ..

L’intérét du produit vectoriel est que seuls les paramétres de la vitesse de ro-

tation interviennent. Ses inconvénients sont

9Cette notion a été formaliséé par Gibbs & la suite des travaux de Grassmann.

0Ta transformation pseudo-vecteur a, <«— matrice (antisymétrique ) a. . est indiquée

uniquement par le nombre d’indices.
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1) il n’existe que pour n = 3, ce qui n’est a priori pas génant en mécanique

des corps rigides pour ingénieur ;

2) il n’est pas associatif, ce qui est beaucoup plus génant.

De facon a éviter ces inconvénients et pour rester cohérent avec la représenta-
tion de la rotation, la vitesse de rotation est aussi représentée par une matrice,
avec de méme la contre-partie d’avoir a satisfaire la condition d’antisymeétrie,
mais cette condition étant issue de la condition d’orthonormalité de 7, ., la sa-
tisfaction de I'une entrainera la satisfaction de 'autre, aux conditions initiales

prés.

Pour conserver les conventions de signe habituelles pour n = 3 (une rotation
positive fait aller le vecteur 1 de la base vers le vecteur 2, de méme du vec-
teur 2 vers le vecteur 3 et du vecteur 3 vers le vecteur 1), la vitesse de rotation

est définie matriciellement par

0 —Wws W2
aif
wij = 1 w3 0 —Ww1 |,
—W9 w1 0

ou 'argument de 'opérateur correspond au deuxiéme indice.

Toutes ces considérations peuvent étre reprises pour 'accélération de rotation :
d/dt(C.4) montre que I'accélération de rotation d?r= = /di* représente 1'accé-
lération par rapport & O, d’un point fixe en fonction de ses coordonnées avant

la rotation :
dzx;‘ (t) d*ri ;

A _ A'N

2

a2z dt

‘X
A

et Pexpression de cette accélération en fonction des coordonnées actuelles du

point est

ANy k()

d2$%(t) d*rs 4 (t)
a2 ae £k

mais ¢’est maintenant la matrice d*r= « /dt* v = +dre = /dt-dr= s« /dt
A’N N’A AN N’A

ou une des matrices équivalentes qui est antisymétrique, pas la matrice
d?r = i/dtQ STk
AN

N'A"
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DEMONSTRATION

v La dérivation temporelle de (C.6) donne

dosg _Erad drad Ui
1 9 — 9 ) b . 9
s (1) dt az AT T dt
8 ou
Iy Iy Pry 4
9 _ AN, NA . N3
2) at dt an g

La dérivation temporelle de (C.7) donne

Wik _ i Tig ALy
1 N _ AL & D AN
o) (1) dt dt g TTRE Tae o
.9 Ou
Pry s iy Iy
2) T Tae ThE T Tat Tt

Les matrices dw,./dt étant des dérivées de matrices antisymétriques, sont an-

tisymétriques. A

Tout ceci est connu et a été exposé de diverses maniéres (cf. par exemple |[3]
ou [1]).

C.3 Représentation du moment des forces

Si la rotation, la vitesse de rotation et ’accélération de rotation sont définies
par des matrices, le moment des forces par rapport & un point doit aussi 1’étre.
Ce moment est représenté habituellement par le produit vectoriel d’un vecteur
par un autre vecteur, mais ici ce sont deux «vrais» vecteurs; il n’y a aucune
raison de considérer I'un ou l'autre comme un pseudo-vecteur. Pour résoudre
cette question, une opération produisant une matrice antisymétrique a partir
de deux vecteurs est définie. Cette opération consiste d’abord & créer une ma-
trice a partir de ces deux vecteurs et ensuite a I’antisymétriser :
(a;b;)" & %'(@i'bj = bi-ay) [1

(les deux vecteurs doivent étre exprimés dans la méme base).

HLe facteur 1/2 fait que le moment défini de cette fagon ne correspond pas a la définition
habituelle des moments, mais ce facteur apparaitra partout. Il est introduit pour que cette
opération soit cohérente avec 'opération de symétrisation dont nous aurons besoin dans la
suite.
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En notation vectorielle, cette opération sera désignée par (a. ® b,)?%.
Propriétés
(a) Bilinéarité :

c-(a;-b))* = (c-a c-b;)*  (c ne doit pas dépendre de

i ou de j).
(b) Permutation des vecteurs sans permutation des indices :
(ai-0))" = = (b;-ay)"*.

(c) Permutation des indices sans permutation des vecteurs (antisymétrie) :

(ai-bj)™ = — (a;-0:)".
(d) Changement de base :
(ai b)) =(ri x-ar-br-ri ;) =ri x-(ar-b )1y,
A A AN N N N’ A AN N N N’ A

(le changement de base doit étre effectué sur les deux vecteurs en méme

temps).

En notation indicielle, les propriétés (a), (b) et (¢) font que dans l'expression a
Iintérieur d'un ()49, le «-» représentant la multiplication et le «-» séparant
les deux arguments n’ont pas a étre différenciés : I’expression a 'intérieur d’un
()AS peut étre vue comme une expression ou tous les «-» représentent une

multiplication.

L’opération (a, ® b,)*° représente bien un produit vectoriel, au signe et au
facteur 1/2 pres : .
(C.10) (ay @ b)) c, = — 5-(a* X by) X 4.

Nous aurons besoin dans la suite de I'opération de symétrisation d’une matrice,

qui est définie par

U

(ai-bj)s :éf (a,bj+bza])

DO | —

Le remplacement des produits vectoriels par des matrices antisymétriques per-
met d’obtenir beaucoup plus facilement les formules classiques concernant ces
produits. Par exemple, (C.10) est 'expression du double produit vectoriel, qui

en matriciel donne immeédiatement

(g (by-cy) — by (as-cy)).

N | —

(CL* ® b*)AS'C* -
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Une discussion de l'intérét d’abandonner le produit vectoriel, y compris au plan

numérique, est présentée dans [4].

C.4 Principe fondamental de la dynamique

Pour chaque élément de masse du corps, le principe fondamental de la dyna-

mique s’écrit

d2x% (t)
(C.11) dm-—2 = df (1)
ou
x%(t) : coordonnées dans R, de 'élément de masse dm;
df i (t) : somme des forces extérieures appliquées a 1’élément de masse dm

et exprimées dans B,.

Les éléments de masse dm sont fixes dans R, . Ils peuvent donc étre repérés
par leurs coordonnées dans R,. Toutes les grandeurs dans (C.11) dépendent

de ces coordonnées.

C.4.1 Application du principe fondamental de la dyna-
mique en translation a ’ensemble du corps

C.4.1.1 Dans la base absolue

Les coordonnées dans R, d’un élément de masse de coordonnées z. dans
N

R, sont

x%(t,x%) = p[%]@) + N!L’%(t,l’i)
soit
0
(C.12) ratiwg) =ply(0) +ry g () oy

ou  x= sont les composantes dans B, du vecteur Oy X. L’¢lément de masse

étant fixe dans R, z+ ne dépend pas du temps.
L’opération d?/dt*(T) donne

9 2,[0] 2.
d x%(t,x%) _ d p[%](t) N d 7“%7%(75) -
dt2 dt? dt2 ~
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Le principe fondamental de la dynamique en translation pour I’ensemble du

corps s’écrit

soit

xiERi‘} ILER:;
N N

Dans le premier membre de (1), pg] et r= - ne dépendent pas de z . Dans

le second, les efforts entre éléments de masse s’annulent, ce qui donne

d2p[0} (t) d2r (t)
[5] [0] aon 1 0]
(C.13) 02 v T J2 My = eN[%}(t)
ou
(C.14)
0 déf
my = Jdm(zz),
zx €R3
moment'? de degré 0 des masses, c.-a-d. masse du corps;
(C.15)
1 déf
m[ ][L] = fdm<x*) T,
N zx €R3
moment de degré 1 dans R, des masses. La grandeur m,[vl][g]
N
(mj[\?})’1 est la définition des coordonnées dans R, du centre de
gravité G, ;
(C.16)
0 déf
fei,][i]@) = fdfeNz(t,x*),
A zx €ER3

moment de degré 0 des forces extérieures appliquées au corps ex-

primées dans B,, c.-a-d. somme de ces forces, exprimée dans B,.
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L’équation (C.13) peut aussi s’écrire (théoréme de la quantité de mouvement
dans R,),

dq[[oil](t) [0]
(C.17) —— = Je 1 (®)
ol
(0] def .
q[%}(t) = fdm(x%) -dx%(t,x%)/dt,

= % wy/dt-m™ - dr. , (t)/dt-m!"
(%] N N

iy Fak

(t)-mll, (8,

N [4]

=)

— () dt-m +w,

.

moment de degré 0 des quantités de mouvement exprimées dans

B,, c.-a-d. quantité de mouvement du corps exprimée dans B,.

C.4.1.2 Dans la base liée

Dans By, (C.13) s’écrit

d2 [0] 2 )
(C.18) ri o (t).m.m[o] L (t).M.m[l] _ fe[o] ()
: Nk A2 N ~ox dt2 v[£] e

ce qui peut aussi s’écrire (théoréme de la quantité de mouvement dans R,),

g () dr.
(%]

_ ’ e [0]
dt - dt T%,%(t) Q[k]<t> + feN[ﬁ](t)a
_ _ [0] (0]
ou
(0] (4 . 0]
= vy () -dp @) dt-m e () drs o (8)/dE - m!
NoA [4] NoA ehg N %]
() Al [0] v e
= 7%7%(25) p[%}(t)/dt m —l—w%’%(t) M)

121] g’agit ici du moment au sens de moment d’une variable aléatoire, le role de la variable
aléatoire étant joué par z, et le role de la fonction de répartition de probabilité par la grandeur
physique extensive. Une ambiguité est volontairement entretenue entre ce sens et celui de
moment d’une force par rapport & un point. La différence entre les deux sens disparait en
section C.4.3, cf. note 15 page 162.
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moment de degré 0 des quantités de mouvement exprimées dans
B

. » C.-a-d. quantité de mouvement du corps exprimée dans B, .

C.4.2 Application du principe fondamental de la dyna-

mique en rotation & ’ensemble du corps
C.4.2.1 Dans la base absolue

Le principe fondamental de la dynamique en rotation pour ’ensemble du corps

peut s’écrire (par rapport a O,)

soit

:/(df;x (t,[B%)-N$%(t,l‘%))AS.

xi€R3
N

Dans le premier membre de (7), pﬂ] et 7= - mne dépendent pas de x,. Dans
A

le second, les efforts entre éléments de masse s’annulent, ce qui donne

dQPE] (1) s er%’% (t) N

( A2 Ti7]’§(t)/dm(x;>x]@) +(Tri’&(t)/dm(x;)xﬁxﬁ1)
zx €R3 zx €R3
N N

= [(dtey 4 t5)- iy (2 ),

zx ER3

soit

/(1) Pri . (t)

. AA
ou
(C.20)

2 def |
UMTIFIEE fdm(:v ):L% Ty,
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moment de degré 2 dans R, des masses'. Cette matrice est

symétrique positive (pour les corps non dégénérés);

felt L0 fdfe, y(tay) - o

xiERg’
N

(t,:b'%),

i
A
moment de degré 1 dans B, et par rapport au point O, des

forces extérieures appliquées au corps exprimées dans B,.

Le deuxiéme terme du premier membre de (C.19) est arrangé en utilisant (C.2)

pour faire apparaitre un produit de matrice habituel :

d2pl (1) Pri . (t)
[%] . 1] \AS AN (2] AS

(C.21) (—d;‘Q -r%,%(t) mN[%]) + ( fltg mN[%’%] r#%(t))

_ (1] AS

— (e}, ()
Cette équation peut aussi s’écrire,

A AS _ _ ) AS AS

ou
Y fdm(rs) da (tos)/dt e x (tas),
[7:%] oq €RS N a N

= dpl) (O)fdt-mi e cre () drs e ()/dt-mf,

[z] [N] N’% [ﬁvﬁ] N'A
0] i _ o2
- dp[%](t)/dt mN[%](ﬂ +wi,%<t) mN[%’%](t%

moment de degré 1 dans B, et par rapport au point O, des
quantités de mouvement exprimées dans B,. Cette matrice n’est

pas antisymétrique'.

13La correspondance avec la matrice d’inertie habituelle est

I, ; =tr(m

2
& *])'51‘,3‘—771”

& 4D

2J~

Ces deux matrices ont les mémes vecteurs propres. Leurs valeurs propres sont reliées par

a1) —m

(x>~ N[5

R (2]
INlP =tr(m.;.

N v 2]
ou Iﬁ et mN[ﬁ]

formée par les vecteurs propres.

sont les valeurs propres correspondant au vecteur ¢ de B, , la base

L3 correspondance avec le moment cinétique habituel est
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C.4.2.2 Dans la base liée

Dans By, (C.21) s’écrit

2pl% (1) ri o (t)
_ (4] 1] \As piby (2] AS
(©22) (g s O gy )+ s O —— v )
1
= (fej[v][%;% ().

Cette équation peut aussi s’écrire,

dq[[g;% (t) AS [1] AS [1] AS
(C.23) (— g )7 = ~wp s (Oqe ()7 + (e 15 4, (0))
ou
[1] . 1] _
o) = rpe)ap ) re (),
— o () - dp (@) dt-m™ s () dra o (8)/dE-m
VoA 4] E2R o N Ny &l
_ [0 ol .
= r#%(t) dp[%](t)/dt mN[%]—i-w#%(t) My 47

moment de degré 1 dans R, des quantités de mouvement. Méme
(1]

4.J°

remarque que pour g,
ArA

C.4.3 Equations du mouvement

L’objectif de la mise en équations est d’obtenir une équation de la forme

(C.24) % = f(t,e,u) (B.1)
ol

e(t) : variables d’état (VE) du systéme, a choisir,

f : fonction du temps au sens strict du terme, cf. annexe B,

u(t) : entrées du systéme, c.-a-d. ici efforts extérieurs appliqués au corps.

L’équation (C.24) est I’équation d’évolution (EE) (des VE) du systéme appelée

aussi en mécanique, équations du mouvement.

1]

4.7
AVA

Hy () =q) 0 —q) 0.

2.3
AT A

Bl
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Les sorties d’un systéme sont les entrées des autres systémes auquel il est lié,

cf. annexe B. La théorie des systémes dit que ces sorties sont de la forme

(C.25) v=g(t e u) (B.2)
ol

v(t) : sorties du systéme.

g : fonction du temps au sens strict du terme, cf. annexe B,

Cette équation est une équation de sortie (ES) ou d’observation du systéme.

Ces autres systémes peuvent interagir ou non avec le systéme en question.
Dans le premier cas, les sorties de ces systémes font partie des entrées u du
systéme en question, dans le second non. Dans le cas traité ici, deux systémes
sont liés au systéme navire : le systéme fluide et le systéme de mesure des mou-
vements. Le premier interagit avec le systéme navire, pas le second. Les entrées
du systéme navire sont les efforts exercés par le fluide sur la caréne. Ses sor-
ties vers le systéme fluide sont la position de la caréne, c.-a-d. la position du

navire.

L’EE d’un systéme est déterminée par le choix des VE. Celui-ci est libre, sous
la condition que cette EE représente complétement l’évolution temporelle du
systéme. Dans le cas d’'un corps rigide, les deux premiéres VE qui s’imposent
sont celles définissant la translation et la rotation du corps dans R,, gran-
deurs dont peuvent dépendre les efforts extérieurs. La translation est définie
par 2%,
information. La rotation a été jusqu’a présent définie par r= -, grandeur qui

Il semble difficile de trouver une autre grandeur contenant la méme

intervient explicitement dans toutes les équations traduisant le principe fonda-
mental de la dynamique, sauf (C.17). Autant la prendre directement comme
VE. La contre-partie est qu’il faudra veiller a ce qu’elle satisfasse continiiment

la contrainte d’orthonormalité.

Les deux autres VE doivent définir les vitesses de translation et rotation du
corps. La vitesse de translation est dpg} /dt. Nous choisissons cette grandeur
comme VE. Pour la vitesse de rotation, ’approche classique est de choisir pour
VE wx - ; mais avec la représentation matricielle de la rotation et de la vi-
tesse de rotation, ce choix n’apporte pas de gain conceptuel particulier. Le
choix le plus cohérent avec cette représentation est que la VE définissant la

vitesse de rotation soit drx = /dt.
A’ N

[

Une autre possibilité serait de choisir pour ces VE q% | et . Les VE d’un

FNERS
bt
z|x

J

3
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systéme intervenant dans I’expression des interactions avec les autres systémes

et ces expressions comportant toujours des relations entre des grandeurs ciné-

matiques, il est préférable de n’utiliser que ces grandeurs comme VE. Nous en
< (0]

restons donc a dp[%]/dt et drs - /dt.

Les équations (C.18) et (C.22) doivent étre mises sous forme canonique, cf.
annexe B pour la définition de ce terme. Pour (C.18), ceci se fait en la multi-
pliant a gauche par r= -. Pour (C.22), 'antisymétrisation rend difficile cette
procédure : un 7= - est toujours associé aux d/dt des VE. Cette difficulté est

plus apparente avec (C.23) : le premier membre de cette équation détermine
(1] (1] (1]

EREA R FA [£:4]

interviennent séparément. La matrice q[[ i S ‘étant pas antisymeétrique, la ré-
N’'N

des termes de la forme ¢ alors que dans le second, les ¢

solution de cette équation serait problématique.

L’inspection de la section C.4.2 montre qu’a aucun moment l’antisymétrisation
n’intervient dans la validité des développements concernant 1’application du
principe fondamental de la dynamique en rotation. Elle n’apparait que parce
que le moment d’une force par rapport a un point a été défini de cette fagon;

toutes les équations de cette section sont valides sans elle.

La suppression de 'antisymétrisation entraine I’apparition de n-(n+1)/2 équa-
tions supplémentaires dans les équations en rotation, ce qui en apparence est
une contradiction, il n’y a pas n-(n + 1)/2 degrés de liberté supplémentaires
dans les équations du mouvement. En fait ces degrés de liberté supplémentaires
sont la différence entre les n? degrés de liberté de r= - etles n- (n—1)/2
degrés de liberté de son paramétrage. Les équations supplémentaires correspon-
dantes sont les conditions d’orthonormalité de r= -. La suppression de l'anti-
symeétrisation est donc possible a condition de sat1sfa1re la condition d’ortho-

normalité.

A partir de maintenant, sauf explicitement spécifié, Pantisymétrisation est sup-

primée de toutes les définitions et équations'®.

La mise sous la forme canonique de (C.22) peut maintenant se faire en multi-

pliant aussi a gauche cette équation par re s, Ce qui donne
d*p (¢ ) d*rs o (t)
(4] [0] N (1] (0]
(C.26) 02 N I mN[%] = feN[%}(t)
et

15Cest ici que les deux sens du terme «moment» se rejoignent (cf. note 12 page 157).
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A (1] AN 2] _ g1
(C.27) i i T e kA~ ()
ou
(C.28)
déf
fejj][l ) = Jdfeys(tay) ay,
zx €R3

moment de degré 1 dans R, des forces extérieures appliquées

au corps exprimées dans B,.

ce qui donne

2,[0]
(C.29) kit 1 pc[hf; 0 i Jel e (0 i
ou
deeJ[\?}[%](t) : fej[\?}[%](t) découplé avec les mgk][[;””%m],
(©30) = el (0 = Syl o (0 ml mle,
(C.31)
du][vo} £ (dm][\?])_1 avec
dmg)] : ml[\?] découplé (avec les mltﬁ][[;m”im}),
©3)  Cawlonll el

avec dans ces définitions

(C.33) p L e W (m

De méme, de facon a garder un traitement symétrique, deF)i]](t) /dt* est éli-
A

miné par I'opération (C.27) — (C.26) ® ml[vl][i} : (mj[\?])’l, ce qui donne
N

2.
©34 kS L
ou
deel[V”[%;%}(t) : fe}&l}[%;%}(t) découplé avec les mj[\;k}[[%]m”% ]
(C.35) Gged O =gl @ eml
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[2] def [2] 1
dHN[%,% = (dmN%’%}) i avec
' :om) scouplé (e
"My 4] LMy g découplé (avec les mN[%~--][%'“])’
def 2] 1] 0 0]
(C.57) B mN[ﬁ% Y 'mN[LA',] My

Les expressions (C.35) et (C.37) sont des moments par rapport a G,. L’équa-
tion (C.34) correspond donc a ’équation habituelle donnant I'accélération en
rotation en fonction du moment des forces par rapport au centre de gravité.
Nous allons vérifier que (C.29), (C.34) et les définitions des moments décou-
plé redonnent bien I’équation habituelle pour I'accélération en translation du

centre de gravité.

La position de G, dans R, est

0 1 0
gNi(t) = p%%]](ﬂ + T%,%(t)miz][%] ’uz[v]

La dérivée temporelle seconde de cette équation donne

2, 2,,[0] 2,
dt? dt? dt? Nxl TN
Le report de (1) dans (C.26), qui est équivalente a (C.29) et (C.34) compte
tenu de (C.30), (C.32), (C.35) et (C.37) donne

d*gy + ()
£ 0 o
My fe, ] (1)

qui est I’équation habituelle.

Dans I’équation (C.34), les forces et les vitesses sont exprimées dans B, et les
distances dans B,. Cette équation ne peut donc pas étre considérée comme
«dans la base absolue» ou «dans la base liée» puisqu’elle fait intervenir des
grandeurs exprimées dans les deux bases. Cette équation montre aussi que si

les équations sont découplées, la mise en équations est de fait toujours en G, .

C.4.3.1 Conditions d’orthonormalité de r

Bl
2+

La condition d’orthonormalité de r= = V¢ est décomposée en, 3t tq
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2) d(rix-rx g)/dt =0
3) P(ry k- 4)/dt* =0y V.

Quand D'antisymétrisation est supprimée, ces conditions n’ont aucune raison
d’étre satisfaites. Nous allons montrer que leur premier membre représente la
déformation du corps, ce qui remet en cause ’hypothése de base de la méca-

nique des corps rigides.

Pour distinguer dans ce qui a été écrit, ce qui reste valide de ce qui ne l'est
plus, rx s« est remplacé par p{li].i] qui définit la transformation au cours du
AN

temps d’un vecteur dont chaque extrémité est liée au corps :

Awy () =f!] , (1)-A0,0)

1
A
Le carré de la distance entre les deux extrémités du vecteur est

©38)  Ars Ol = Axy ©)2f], (0404, (0):- A0y (0),

Jj .k
(4w

en prenant pour convention de notation que

(1] T déf 1]

(C.39) Pigiz0)” = Plissr

La dérivation temporelle de (C.38) donne
1 1

d||A$§(t)||i — Az (0)- (dpu%}(t). 1] (1) + 1] (t).dp[i;ﬁ}(t)).Ax (0)

dt S A dt Pk T P dt A
] A ®
=2-Az, (0) (P[%;%](t) T) Az (0).

La forme quadratique (p [1*] = dp E ]/dt) représente donc le taux de variation

par unité de temps de la dlstance entre deux points liés au corps.

Les développements des sections C.4.1 et C.4.2 sont repris en considérant que
p{] 1 est quelconque, c.-a-d. que le corps est déformable. Pour retrouver les
mémes éléments que dans ces sections, B, et B, sont définis de fagon a étre

identiques a t = 0, ce qui donne

i (0,r:) =2z

Ms
2|~

N

At=0, B, est donc une base orthonormale. Elle peut ne plus 'étre aux

autres instants.
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Les coordonnées dans R, d’un élément de masse de coordonnées z. dans
N

R, sont

_ L) — 0 (1] . .
‘I%(tax*) p[%]@)—i_p%’%}(t) Nx%(oax*)
soit
. ) — ol - .
(C.40) m%(t, Tx) p[ﬂ(t) + p[%;%](t) Ty

La dérivée temporelle seconde de cette équation donne

Lo (tae) P () dpl (0
e N | NRE v NN
dt? dt? dt2 A

Pour unifier les appellations, I’«application du principe fondamental de la dy-

namique en translation a I'ensemble du corpsy» devient le «moment de degré 0
du principe fondamental de la dynamique». 11 s’écrit
2,0l 2
(C.41) Try® g Lo ® ml — gl ),
' dt? N dt? N (] N (5]
Maintenant que 'antisymétrisation n’oblige plus a exprimer toutes les gran-
deurs intervenant dans un moment dans la méme base, le moment de degré 1

du principe fondamental de la dynamique peut s’écrire directement

2, [0] 2
O N RO N

N ¢ BNRGN £ # _
(C.42) 2 Mg + RN T feN[%;%](t).
Les mémes éliminations que pour (C.29) et (C.34) redonnent (C.29) et
2,111
(C.43) M — M@ M[Q]
' dt? AN N (i) NI &)

. . .. -, 1
Nous pouvons maintenant revenir aux conditions d’orthonormalité de p{ l =]
A'N

La condition 1) est vérifiée par définition de p{li],i} en t = 0. La condition 2)
AN

s’écrit, dt tq

d
o Ple g
Pl ™ at
est une matrice antlsymetrique La condition 3) s’écrit
d, ap)\ %] . . .
(C.44) E(p[%;%} c?t ~2)  est une matrice antisymétrique, Vt.

L’équation (C.43) multipliée a gauche par p{lj , *]( ) donne

(t) /1’[2] j ]7

soit
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d i
dp[lf]“% " dp[gﬁ(t) 1] 1] 2
B dt . dt +p[%;%](t)-deeN[%;%}(t) Hy MR

Une répartition quelconque de forces extérieures n’a aucune raison de satisfaire

(C.44).

C.4.3.1.1 Premiére méthode

Une maniére de satisfaire cette contrainte est de rajouter une répartition de

forces intérieures de moment fz'm

AN’ N[3iw]

lérations de déformation. Pour ne pas modifier le mouvement d’ensemble du

corps, fil[vl][i.i} doit étre symétrique : si le point d’application d’une force
N’'N

qui s’oppose au moment des accé-

extérieure dfe, = est déplacé dans une direction colinéaire a dfeN% 16 c.-a-d.
du point zx au point z: +A- dfeN%/\da: « |, le moment fe i 4] est modifié
d’une grandeur

dfe,, i (x « ) dfeN%(a:%)
(C.46) = [l Alg) T

zx ER3
N

Cette matrice est symétrique. Ces déplacements des points d’application des
forces ne devant pas avoir de conséquence sur le mouvement d’ensemble d’un

corps rigide, fel[vl][ P n’est défini qu’a une matrice symétrique prés. Cette in-
NN

détermination peut étre vue comme le moment in fi [1}[* ] d’une répartition

de forces intérieures qui doit étre telle que (C.45) satisfait la condition (C.44).
(1]

Un moment T 1w s
de N [ﬁ?ﬁ]

extérieures de facon que

symétrique est donc ajouté a la répartition de forces

dp’l (1) dpil  (8)

Nk ) %% —f—p[l] t)- . fe 1] (t)- M[Q}
dt dt (%Y an T NGl AN gk
[1] 12

soit une matrice antisymétrique. En utilisant la symétrie de f i ..., et de

2]

Pz 2] cette condition s’écrit
N°'N

16Notion de vecteur glissant.
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Figl @ gl o+ il Firs ()

dN NN (£, %] “dn .4
dp k(1) dpk] (1)

_ N?A X [Z?% (1] ) 1] . 2] S

=2 g TP g fey e (B g )7

Cette équation est une équation de Sylvester. Sa solution existe et est unique

si les valeurs propres de d,ul[v] sont différentes de celles de dpj[\?}[* <

2
dNN [ * K ]
tive. Cette solution ne s’exprime simplement que dans la base propre Bp!" de
(2]

(¥~

(cf. [2]| section 8.3), ce qui est le cas puisque est une matrice posi-

d"N 5wl
(1]
(C.A47) deZN[#;;%,J(t)
aplV, o dplh @)
lmpial 5 5] 1] 2] s
- dt di + [T;vﬁ]() fN[k ]() aFy -2 P})
- D
v T ab )
ou
dup] valeur propre de ,me* ., correspondant au vecteur ¢ de B,.
N[DP] d"N x5 ]

L’équation (C.43) devient

&t (0

AT . (1]
dtQP - (clee 1

N[z?ﬁ}

1] 2
o)
P

[A;,;, ] dn Dp’np

La matrice p[li] .

(2= ] satisfaisant maintenant exactement les conditions d’ortho-
A’ Dp

normalité est remplacée par T s
P
Prig® B ] 2
(048) dtQ <deeN[%;#P](t) + TZ’DLP(t) deZ [ULP’TP]O») d/J/N[L]
avec sz[DP’DP} donné par (C.47) ou p% ] 2 est aussi remplacé par E

(Ca9)  , F L (1)

Dp’ Dp
I &0 Iy g O fl 2\
P P .
5 dt ) dt +(Tﬁp,%(t)'deeN[A’D'P}(t)' M [J ])
- um N M@y
d"w g AN ]

17Si O, # G,, cette base et les valeurs propres correspondantes sont différentes de la base

(2]

propre et des valeurs propres de g N[5 2]
NN
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L’équation (C.48) est I’équation d’Euler pour la représentation matricielle des

moments des forces et des rotations.

Récapitulation
L’EE est
( ) Cpi®) 0 gy, 0 .99

( ) dt? deeN[;"]( ).duN’ ( . )

P ® B i) 2]
’ P f— . ) .

(2) dtz - (T%,Dip(t> deZN Dip’ﬁp]<t> +deeN[%’DLp](t)) d/JJN[DLp]
y (C.48)
ou fim . .., est donné par (C.49), plus les relations triviales pour

N N[DP’KTP}

[0] 0] [0]

dp[%]/dt et dr%,D*P /dt. Les grandeurs Play Ta s dp[%]/dt et dr%,gp/dt

sont connues & t = 0 et satisfont
1) 7+ » (0) : matrice orthonormale,
A Tp

2) dr#nip(O)/dt = r%’niP(O) -w;P’DLP(O) avec wox o (0) : matrice antisymé-
trique.

C.4.3.1.2 Deuxiéme méthode

Une autre maniére de satisfaire la condition d’orthonormalité, plus proche de
la réalité physique, est de considérer le corps comme déformable. Ces déforma-
tions produisent des forces intérieures dont les moments de degré 0 et 1 sont

18 et fz'][vu[i.i] 18, Les équations (C.41) et (C.42) deviennent
N’N

notés fii?][i]
N

d2p” () @p (1)
Yo, TPy e o
i " T g i T MO O+ ey @)
et
pl (1) Pp ) (1)
EING Y e o o )
i T e i T MO O g @)
avec
(1] def o [1] -1 19
(C:50) M)~ Plaadima

18Les forces intérieures sont a priori plus facilement exprimées dans B, que dans B,.
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La linéarité de ces équations par rapport aux fij[:} fait que (C.29) et

3]
(C.43) s’écrivent

d*pl’ (t)
(%] _ ] -[0] [0] [0]
©s1)  —e =l @), )+ el )
et 0
2 [1
sy O
' dt? anl AT N [giR] AN N [ i) A" (% %]
ou les dez'I[:][Lm] sont les fz (2] découplés par les transformations (C.30)
N’ N7’
t (C.35) :
-[0] [0] o (2] mt
(053) deZN[ﬁ]() fZN[%]() fZN[ﬁ,%}()MN[%,%} N[%}
et
-[1] _ ;1 _ o [1] [0}

Pour prendre un exemple, les forces intérieures sont supposées étre constituées

de forces intérieures de rappel (élasticité) et d’ amortissement (Viscosité). Les

moments de ces forces sont notées respectivement fz VO[] et fz N[5 ] -
N’
(0] [0] (0]
(C:55) figlo () = Fi ) + fih (®)
et
1] — 1 (1]
(C.56) Figteoa)® = Filore o (O F Fiy o0 (0

Les transformations (C.53) et (C.54) étant linéaires par rapport aux ﬁ;[:][i L
N7

ces moments découplés s’écrivent

et

Les équations (C.51) et (C.52) deviennent

(C.57) T _ G NORON A WRORS LN ()
: dt2 - [%% NO[ ] dn Nl[%]
[0] [0]
o Je (1)

19p{ ) 2] est la transposée de pg,%], cf. convention de notation (C.39).
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- dt? 2,1’3} dn NO[N,N %%
s dell (0 um[l .
A N

Nous posons arbitrairement comme condition que les forces intérieures ne doi-
vent pas modifier 'équation de translation (C.57). Leur moment de degré 0 en

G, doit donc étre nul :

:[0] —q.
(C.59) dezNo[%](t) =0,
et
(€.60) I O =0
Nous posons tout aussi arbitrairement que leur moment de degré 1 est de la
forme

) ) U

(061) fNO[N’N ( ) - 9 (p[%7%](t) p[%;% (t) (5173)7
et i
C L (1] dp%?% <t> S
€6 il ® = — ROl 0 =)

ou kg et ki sont des scalaires représentant une rigidité et un amortissement

globaux du corps.
L’inversion du systéme (C.30) et (C.35) s’écrit

P (1) = (o Fe )+ g F @l )

( ) Nz N N([g5%] viFw NIy
C.63
(1] _ (1] [0] m [0]
feN[%;Jﬁ'}(t)_(dee %7%](t)+deeN[l](t) N[ ] /'L )3-
ou
20 4 [ )
(C64) S g i M )

Les moments des forces intérieures non découplés s’écrivent donc

.[0 -[0 2 1
Figh (0 = GuFig (O 4y fill O, mye)F,

(%54 N

N’ N

et
fZ (1]

N[N’N

(1) = S o))+ g figl (Om ) =,

N 4] My 4

ce qui donne pour les moments des forces intérieures de rappel et d’amortisse-

ment non découplés

20 g : troisiéme lettre de I’alphabet sanskrit, se prononce i bref.
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(0] _ [0] (2] oy,
(tC65) fZN*[%](t)_(deZN*[ () fN*[z J () K [J]V’%] mN[%]) 3-N
e
-[1] _ -[1] :[0] U 1 N (VA
(066) fZN*[ﬁ7%}(t)_(deZN*[%7%}(t) deZN ](t) mN[J] :LLN)s-N'
La nullité des fij[\?} [z D entraine pas celle des fi o)

N

COMMENTAIRES

[1]

V¥ La grandeur Pz, sy 1€ satisfaisant pas exactement les conditions d’orthonor-

malité, ne peut pas étre remplacée par UESES . Ceci entraine que dans cette ap-
proche, les notions de base liée B, et donc de référentiel 1ié R, disparaissent.
La notion de changement de référentiel pour les coordonnées d’un point, don-
née par (C.12), est remplacée par (C.40) qui est un changement de variables.

1]

Le fait que Pz,x) ne satisfasse pas exactement les conditions d’orthonorma-
A'N

lité ne fait que correspondre a la réalité : la notion de corps rigide est une

idéalisation.

Une conséquence de la prise en compte explicite des forces intérieures est que
la notion de vecteur glissant disparait : le moment de degré 1 des forces ex-
térieures est modifié par un déplacement de leur point d’application dans une
direction qui leur est colinéaire (cf. (C.46)). Une autre conséquence, proche de
celle-ci, est que si le principe d’opposition des forces d’action et de réaction
dans une liaison (ici intérieure) est vérifié, ces forces ont obligatoirement un
point d’application différent : toutes les forces sont obligatoirement des forces

A distance. A

Récapitulation

[’EE couplée est

( 2,[0] 2, [1]
(1) &p P }() b . (t)_ -
dt? N dt? N3]
s -[0] -[0] [
[ . (t)(fZNO[%](t)—i_fZNl j ())+f€ }(t)a
(C.67)
2, (0] 2, (1]
(2) @p A}( )_m[l] 4 d p[A;N () ma
dt? V(%] dt? N [% %]
=m0 (0 (P (O Fi) o5 (D) + fey,
\ AN (7

plus les relations triviales pour dp /dt et dp z] _«/dt. L’EE découplée corres-

pondante est
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/ 1 dQPFE](t) - [1] " .[0] ; 0] y
(0] [0]
T deeN[%]Of)) d'U'N ’ (057)
1
(2) M _ (ﬂ-[l] (t)( me ( ) fZ 1] ( ))
dt? VSR dnv? 'NO[E; L] 1[4
+odel @) i (C.58)
. AN’ N [gix d"n [, 4]

Entre (C.67) et (C.68), le passage des fz][f][i] aux dez'][:}[i._“] et inverse-
N? N7
ment est défini par les transformations (C.53) et (C.54) d’une part et (C.65)

et (C.66) d’autre part.

Ces EE sont initialisées avec pg}, p{ 2] et leur dérivée temporelle connus a
A

m\*g

t =0 et satisfaisant

1) p{l*], *](O) : matrice orthonormale,

2) dp[ (0)/dt = [ }(O) ‘w5 (0) avec w= = (0) : matrice antisymétrique.

k3
N’'N

2|

.i ~
3] N’

B =

C.4.4 Généralisation

Cette mise en équations peut étre le point de départ d’une prise en compte des
déformations du corps plus proches de la réalité par I'utilisation de champs de
déplacement et de moments de degrés supérieurs. Ces champs de déplacement

sont définis par

0 1 2
(C69) s (t,w5)(t) = p(d) () + 1 o) (D) g 4Dy sy () gy g+
— [a]
- Onpfi;]]\:} %q](t)x% Ty [

ou n est le degré de la représentation utilisé ((T) est une généralisation de
(C.40)). Le moment de degré p d'un tenseur extensif 7(+) est défini par

A1)
(

% )

[
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(seuls des tenseurs d’ordre 0 ou 1 sont utilisés ici).

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

dq{pﬁl'ﬂ Lp](t) 21 [p]
C.70 S = i p (¢
(C.70) i g™
ol
. dxz (t :L'i)
def A’
B ® 2 fJame) SR
z x ER3
_ TN N [p+q]
(C.71) — qzojn ~ e B b Ry

moment de degré p par rapport au point O, des quanti-

tés de mouvement.

Wit ® & J8sog) oy ooy,
N
moment de degré p par rapport au point O, des forces
intérieures, qui doivent donc étre modélisées, et des forces
extérieures.

Dans (C.71), mg;;{...fp#] est le moment de degré p + ¢ des masses.

L’EE explicite des VE p[‘%i ..z bour ¢ = 0 a n, est donnée par l'inversion
)N’ 7N

du systéme d’équations (C.70) pour p = 0 a n. L’EE découplée de ces VE est

donnée par l'inversion par bloc de ce systéme. Le passage par ce découplage

n’est pas une nécessité. Il permet juste une analyse plus aisée des phénomeénes.

D’autres champs de déplacement que celui défini en (C.69), par exemple des

polynomes orthogonaux, peuvent étre utilisés.

21Tes notations p et ¢ utilisées dans cette étude sont l'inverse des notations habituelles de

la mécanique analytique.
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L’objectif de cette annexe est de déterminer les représentations des potentiels
@ et Jp/Ot dans E en fonction de leur valeur et de la valeur de leur dérivée
normale sur OF ou sur une partie de OF. Plus précisément, pour ¢, ces repré-
sentations sont demandées en fonction des valeurs de ¢ sur L ou sur C et des
valeurs de Op/0n sur C, et pour Jp/0t, en fonction des valeurs de dgp/0t sur
L ou sur C et des valeurs de 9%p/dt On sur C. Ces représentations doivent
rester valides au voisinage de ces surfaces pour pouvoir en déduire I’expression

des dérivées spatiales de ¢ et de dp/0t dans ces voisinages.

Pour simplifier les démonstrations, dans cette annexe le fond F' est supposé

horizontal & une profondeur h.

D.1 Représentations de ¢

Les deux hypothéses fondamentales faite sur ¢ donnant les représentations

recherchées sont
1) Pharmonicité (cf. (4.12));

2) le repos du fluide a l'infini horizontal.

Cette deuxiéme condition est exprimée arbitrairement par I'existence d’une re-

présentation asymptotique de ¢ :

(D.1) go(xr,;vg,:vg)%/da~f¢(a,x9,$3)-x;°‘, quand z, — o0
0

ou x,., Ty et xz sont les coordonnées cylindriques du point de coordonnées

(cartésiennes) x, et ou f, est une fonction ou une distribution arbitraire.

D.1.1 Représentation de ¢ connaissant ¢ et

3900/(971

Considérons la fonction de Green lg satisfaisant
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( (1) 82 zga(yx;;y*) = —0(zy — ys), Ve, € E, Vy,€FE,
(2) Vi(y*)-al%;y*):& Ve, e B, Vy, eC,
(3) Y9(za;9,) =0, Vr,€E, Vy,€L,
(4) VZ(?J*)%;‘U*) =0, Ve, € E, Vy, €F,
(5)  9(zyrye, ys) & /Oo:la fig(a,yo,ys) -y, Va. € B,y — o0,

ol Y, Yp et ys sont les coordonnées cylindriques du point de coordonnées y.

et ou fi, est une fonction ou une distribution arbitraire.

D.1.1.1 Unicité de g

L’unicité de la solution de ce probléme se démontre de facon classique : la

1

premiére formule de Green' est appliquée & une fonction (‘g —'h)(z.;y.) de la

facon suivante

(D.3) [ 1w (@) g gy (P9 Py

oun OF ng’ULUFUFOO et oil dv, est une abréviation de ds-v,|?. Dans (1),
comme dans toutes les formules de Green utilisées dans cette étude, v, est la

normale extérieure. Tous les termes de la faE sont de la forme

/de<y*) M -O(qj*; y*)

Yi
Yx €0FE

1Une grande fantaisie existe quand & la numérotation des formules de Green. La numéro-

tation adoptée dans toute 1’étude est celle de [1].

2Dans cette annexe certaines normales sont unitaires. Elles sont notées v. Les normales n

gardent leur définition ((4.38) pour n_ . et (4.25) pour n . ).
A
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oil e et o représentent 'g ou 'h. Si ces fonctions satisfont (D.2),

— (D.2.1) (pour 'g et 'h) fait que le premier terme de l'intégrand de la [ est
nul ;

~ (D.2.2-4) (pour g et 'h) fait que les intégrands des [,,, [, et [, sont nuls;

~ (D.2.5) (pour 'g et 'h) fait que l'intégrand de fFoo est nul. Ce point de-

mande & étre démontré.

DEMONSTRATION

¥V Si F_ est un cylindre circulaire vertical dont I'axe passe par l'origine des
coordonnées, de rayon y, et avec l'origine des coordonnées a la méme altitude

que la surface libre a 'infini, les termes de la f . S’écrivent

x*ayTay97y3
/dye/dys Yr- Dy ) 0(Z4; Yrs Yo, Y3)-

Lorsque y, tend vers linfini, (D.2.5) pour g et/ou 'h fait que cette [ est de

la forme

/dye /[%lys -yr'/oozla-f.(mye,ys)-yr_“_l-/oo;ﬁ-fo(ﬁ,ye,ys)-yr_ﬁ
/dye /dy3 /dOé (o, Yo, y3) -y /dﬁ fo(Bs Yo, y3) -y

Lorsque y, tend vers linfini, les [da et [df tendent vers 0. L’intégrale tend

soit

donc aussi vers 0 : tous les termes de la || p. tendent vers 0 quand y, tend

vers l'infini. A

L’équation (D.3) est donc finalement

[ 1. -((“9@—;}”)% 0, VYa.€R,

y*EE

ce qui montre que lg = !5 & une constante prés.

D.1.1.2 Représentation de ¢

La représentation de ¢ est obtenue en appliquant la deuxiéme formule de

Green & ¢ et a lg de la facon suivante
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Yy« €E (Oy:)? (9y;)?
- /dyi(y*) '(%ﬁ'“‘)@*) - 19(1:*;31*)'6%22/%)).
Yy« €EOE

D.2.1) fait que le premier terme de la [, est — p(z,);

4.12) fait que le deuxiéme terme de l'intégrand de la |  Sannule;

—

—

— (D.2.2) fait que le premier terme de l'intégrand de la [, s’annule;
— (D.2.3) fait que le deuxiéme terme de l'intégrand de la fL s’annule ;
—

D.2.4) et (4.36.2) font que les deux termes de lintégrand de la [, s’an-
nulent ;

— (D.1) et (D.2.5) font que les deux termes de la [, s’annulent. La démons-
tration de ce point est identique & celle effectuée pour I'unicité de g avec e

et o représentant maintenant g ou .

REMARQUES

Vv La forme donnée aux conditions & l'infini horizontal (D.1) et (D.2.5) a uni-
quement pour objectif d’obtenir que F_ n’intervienne pas dans la représen-
tation de ¢. Toute autre condition suffisamment générale et donnant le méme
résultat pourrait convenir. Des conditions comme La transformée de Fourier
horizontale de ¢ existe ou L’énergie cinétique de ¢ est finie pourraient étre
envisagées. Elles sont suffisantes pour le probléme traité, mais nous n’avons

pas réussi a en déduire ce résultat.

Dans cette approche, le comportement & 'infini horizontal de ¢ et de g est
imposé. Cette question pourrait étre abordée dans un autre sens : quel serait
le comportement de ¢ a l'infini horizontal avec 'g satisfaisant (D.2.5) et F_
n’intervenant pas dans la représentation de . Cette approche est mathémati-

quement beaucoup plus difficile. A

L’équation (D.4) est donc finalement
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(D5) o(e) = - /duxy*)-w-so(y*)

y;
Yy« €L
0 (Y
+ fanto) ot 258 e e
y« €C ‘

Si OF satisfait une condition de Holder, ce que nous supposons, la convergence
des intégrales dans (D.5) est uniforme quand z, € E tend vers OE (cf. [1]
section VI.4 ou [2] section 11.2.2-7). Cette équation peut donc étre dérivée par

rapport a x,, y compris prés de dF, ce qui donne

Ip(x.) / P 'g(w.; v
(D.6) on dv;(ys) 9: Oy, ©(ys)
yx €L
Glg(x*;y*) 890(%«)
+/dyj(y*) 0931 : ayj ) VI‘*EE,
ys €C

et ainsi de suite pour les autres dérivées spatiales.

Dans toute I'é¢tude nous utilisons dc, /0y, pour définir la normale & C| sans
supposer que cette normale soit unitaire. Dans (1), la fc doit étre légérement

modifiée pour tenir compte de ce fait. Les équations (D.5) et (D.6) deviennent

D7) (o) = ~ fan() SLE) o,

0y;
Yy« €L
Oc(Ys) -1 1 dc(y.) Op(y.)
+ [ds(y,) || —==—=1"" "g(zs;ys) - . , Vzr,€F,
[t AT gt 25 28
y*GC
(D.8)
op(r,) / 9 'g(.; y4)
y*eL

c(ys) 1 0 'g9(za;ys) Oc(ys) Op(ys)
L) - . ) ) : . €E,
+/ds(y) | 0y | oz y; y; v

et ainsi de suite pour les autres dérivées spatiales. La convention sur les nor-

males fait que 800 /0y, doit étre une normale extérieure & F.

Pour alléger 'écriture, (D.7) et (D.8) sont notées
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1 g (2% 2%

(D.9)  ¢(r.) =(—"G,(¢)+ Gon(a—yza—%))(:c*) (x4 sous entendu € E)
et

dp(z.) 9 1GL 9 1Gon Oc, 9¢,

)(x.)  idem,

ou ¢ et p, représentent les valeurs de ¢ sur L et sur C et ou

Oa1) G, ()P Y [ I gy,
012G, (o)) Y fasty) |75 i) el
Yy« €C
0'G 21g(xs; ys
Gkl (o) = [y AL )
et
0'G c(y) 1 0 '9(wa;ya
=t (o)) = [asty) o S LI )
y« €C

Les valeurs de ¢ et de 9p/dn|® sur L et sur C' s’écrivent

dc. dy
_ 1 1 _c _'c
(D13) SOL - GL,L (SOL) - GLvon(ayi 83/@ )7
oc. Oy
(D.14) bo = = Go(p) + G, (5050,

3Habituellement en mathématiques, la composition d’un opérateur linéaire avec son argu-
ment est représentée par un produit (une multiplication). Nous conservons la notation par
composition pour conserver l'information sur la portée des opérateurs, qui n’est pas toujours

immeédiate dans ’étude.

4Cet argument représente la valeur de la variable ot est demandé le résultat. Si cet argument
correspond & L ou & C, il est supprimé et le nom de cette surface est mis en premier indice

droit. Par exemple pour z, € C, cet opérateur est noté 1GOL(OL).

5Les de_ /On (qui n’apparaissent que dans le texte, pas dans les équations) gardent leur
signification, définie par (4.37) pour S = C et par

00, 1y 00, 0o,

pour S = L.
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oy, g oy 0'G,, o, 0'G,, dc, dg,

et
(D16) dc, .8g00 O, ‘8 1G07L( " dc,, .8 1GO’On (800 .8500)

(pour les 'G..., le 9/0xz; correspond au premier indice).

Les grandeurs ¢ et Jp_ /On étant indépendantes, (D.13) et (D.16) ne peu-

vent étre vérifiées que si

(D.17) IGLL = — 9,
(D.18) 'G, o =0,

de O 'a

C . C,L _
(D.19) =0
et
dec O 'a

(el . C,Cn —

(D.20) =6

Les seules équations apportant une information sont donc (D.14) et (D.15).

D.1.2 Représentation de ¢ dans un domaine connaissant

@ et p/Ov sur une partie de la frontiére
D.1.2.1 Unicité de ¢

Nous allons d’abord démontrer un théoréme d’unicité de la valeur de ¢ dans

un domaine D connaissant la valeur de ¢ et de 9p/0v|® sur une partie non

vide de la frontiére de D.

6Cette notation correspond & la dérivée normale habituelle (unitaire) :
005 agr | 0%
ov ! axz

Comme pour les 805 /On, cette notation n’apparait que dans le texte, pas dans les équations
(cf. note 10 page 44).
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Théoréme 2 : Une fonction harmonique est définie de facon unique par sa
valeur et la valeur de sa dérivée normale sur une surface non vide dans tout le

domaine ot elle peut étre prolongée analytiquement a partir de cette surface.|”

DEMONSTRATION

Vv Considérons un domaine fini simplement connexe D de frontiére 0D suffi-
samment réguliére et le domaine complémentaire D'. La frontiére 9D ne fait
partie ni de D ni de D’. Le potentiel ¢ est par hypothése harmonique dans

D. La troisiéme formule de Green peut donc s’appliquer :

(D.21)
0g(T+; Yu (1, (1) 30(1’*) Vi, €D,
= fant D ) gt 20 |
420D vi i (2) 0 Vo, e D,
ou
1
g(x*,y*) = m

(v, est la normale extérieure & D).

La frontiére 0D est partagée deux parties : dD; et 0Ds, non vides. Si ¢
et Op/0v sont nuls disons sur 9Ds, ceci revient dans (T) a n’intégrer que sur
dD;. Cette [ définit toujours une fonction analytique dans D (et dans D).
Etant nulle dans D’ ((1.2) est toujours valide), par prolongement analytique
elle est nulle dans D : une fonction harmonique dont la valeur et la valeur de
la dérivée normale sur une surface non vide sont nulles, est nulle partout ou

elle peut étre prolongée analytiquement a partir de cette surface.

L’unicité s’obtient de facon classique par la différence entre deux fonctions har-
moniques dont les valeurs et les valeurs de la dérivée normale sur une surface

non vide sont respectivement identiques.

Le domaine de validité de ce théoréme est celui de la troisiéme formule de
Green. A

Ce théoréme peut étre considéré comme une variante globale du théoréme de

Cauchy-Kovalevski.

"Ce théoréme est dii & Marc Lenoir, ENSTA /SMP, Paris, communication orale, 26 juillet
1994.
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D.1.2.2 Représentation de ¢

L’équation (D.21.1) est une représentation de ¢ dans D a partir des valeurs
de ¢ et de dp/0v sur 0D, mais ce n'est pas une représentation libre en ce
qu’'une seule des deux conditions sur 0D définit de facon unique ¢ dans D.
Les grandeurs ¢ et Op/0v doivent donc satisfaire une condition de compati-
bilité. Cette condition est donnée par le fait que la partie réguliére de (D.21)
sur 0D doit étre telle que (D.21.1) et (D.21.2) sont vérifiées. La partie sin-
guliére de (D.21), c.-a-d. celle donnant le saut de potentiel & la traversée de
0D, se répartit en ¢/2 dans D et —¢/2 dans D'. Les conditions (D.21.1) et
(D.21.2) sont donc vérifiées si la partie réguliére de (D.21) (sur 9D) est égale

a /2, ce qui s’exprime par

(D.22)

B 4 9g(z+; ys) o ey ()
VP/dm(y*)( a0, ©(Y.) — 9(@4;Ys) v, )=~ V. €D
y*eaD

Cette condition est bien adaptée au cas ou l'inconnue est ¢, c.-a-d. si dp/dv
est donné. Le probléme a résoudre est une équation intégrale de Fredholm de

deuxiéme espéce, qui est ici bien conditionnée.

Dans le cas ou c’est ¢ qui est donné, une équation du méme type par rapport

a l'inconnue d¢/0v peut étre obtenue par v; - 9/0z;(7) :

(D.23)
g3 ) Og(z;y) Op(ys), 1 Jp
= (o) v ()T () - L BEED = 20 2 ),
y*EaD
Va.€0D.

Pour obtenir la représentation demandée, les [, dans (D.22) et dans (1) sont

décomposées en faDl et faDg' Pour alléger I’écriture, ceci est noté

0 5,
(D.24) —Gra(p1) + Gl’l”(yi.(?ig;j) — Gi2(p2) + G, (vi- 62,2) = %7
’ T Ay; ’ o Oy; 2’
(D.26)
d ) 1 9
=Gl + lelu(yi‘ai;) — G, 2(p2) + Gu,%(%"%) . 5-1/@"8—(2
et
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(D.27)

0 1 0
— Gs,1(p01) + G2, 1, (v ¥2 Y2

) - G2u72(802) + G2D72V(l/i.8_%) — 51/1 81,1 ,

91
Yy

ou ¢; et Op;/Ov représentent les valeurs de ¢ et de Op/Ov en 0D, (pour
i=1,2) et on

Gu(oy)(22) = 0] () L5 ) v € 0D,
Yy« €0D;

Gij, () (z.) = [VP]/dS(y*) 925 y) -0 (1) z, € OD;,
Yy« €0D;

Gy i) () = vy(a)-[vp) /dmy*) G9@iv) gy w e ob,

dxy, Oy
Yx G@Dj
et
0g(2+; ys)
G (0)(22) = el fas() 225 a0,
Yx GaDj
(pour ¢ = 1,2 et j = 1,2), lintégration en valeur principale n’intervenant

évidemment que si ¢ = J.

Une représentation de ¢ en fonction uniquement de disons ¢ et Oy /v
s’obtient en éliminant ¢y et dps/Jv de la représentation (D.21). Pour cela ¢
et Ops/0v doivent étre exprimés en fonction de ; et de Op;/Jdv. Parmi les
combinaisons possibles des équations (D.24) a (D.27) donnant ces expressions,

la mieux conditionnée pour cette élimination est (D.25) - (D.27), qui s’écrit

P2 | ¥1
Al o |V =B g |)
! 8y1_ / (9zj
ou
% +Gi2  —Gapo, -Gy Gag,
A= et B=
G, 2 % — Gy, 2, | -Gy Gy,

(les coordonnées courant sur 9D; sont maintenant les z,, celles courant sur

0Dy restant les ).

Le théoréme d’unicité fait qu’a ¢; et Jdp;/0v donnés correspond une seule
valeur de o et de Jpy/0v et vice versa. Les opérateurs A et B sont donc

inversibles, ce qui permet d’écrire
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V’L" V] - —_—
Ay; 0z;
ol
Cy, Cz,b
C=A"'B)=
Cy 1 Csy 1,

Le report de cette expression dans (D.21) donne la représentation de ¢ dans

D en fonction uniquement de ¢; et de dg1/0v :

1 (1) () Va, €D,
- Gl(%)(ﬂﬁ*) + Glu(Vzaixm*) = 4

0z 2)0 Vi eD),
Gi(e1)(x,)
:/ds(z*).yi(z*).w..(z*)
zx €0D1 ’
T /ds<y*>-<ui<y*>-%;y*)-cﬂ@*,za (@) -Coy1(yer 22))(o0)
Yx € 0D
et
Gy, (e1)(z,)
- /ds<z*>-g<x*;z*>~-<z*>
zx €0D4
- /ds<y*>~<ui<y*>-%;y*)-02,1y<y*,z*>—g<x*;y*>-c2,,,lu<y*,z*>><-l>.
Yy« € 0D2

Cette représentation tient compte compte des relations de compatibilité (D.22)
et/ou (D.23) ((D.28) les représente). Les grandeurs ¢; et dyp1/0v sont donc
indépendantes, mais pas complétement : elles doivent quand méme correspon-

dre a un ¢ harmonique dans D.

Meéme si cette représentation ne dépend que de 1 et de Op;/0v, elle s’«ap-
-puie» sur 0D,. La discontinuité de ¢ a la traversée de 0Dy est toujours
présente : cette représentation ne donne pas le prolongement analytique de ¢
dans D'
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D.1.3 Représentation de ¢ connaissant @¢c et

8(,00/8?’1,

L’objectif de cette section est d’obtenir une représentation de ¢ dans E en
fonction uniquement des valeurs de ¢ et de Jp/On sur C. Les conditions
(4.36.2) et (D.1) font que la représentation établie en section D.1.2 n’est pas
directement utilisable. Une représentation adaptée au probléme doit étre éta-
blie.

D.1.3.1 Unicité de ¢

L’ajout des conditions (4.36.2) et (D.1) a celles que ¢ doit satisfaire dans le
théoréme 2 page 184 ne peut que renforcer 'unicité. Ces conditions supplémen-

taires poseraient plutot la question de I'existence de .

D.1.3.2 Représentation de ¢

La représentation demandée est obtenue en appliquant la procédure utilisée en
section D.1.2.2 a (D.5) et a (D.6), 0D; et 0D, devenant C' et L. Du fait de
I'utilisation de la solution 'g du probléme (D.2), les conditions de compatibi-
lités (D.22) et/ou (D.23) sont déja prises en compte dans (D.5) et (D.6). La
question n’est donc plus d’éliminer des données redondantes mais de remplacer

une donnée par une autre : ¢ par @_.

Nous devons établir une relation entre ¢ , dp /On, ¢ et Op_/On. Les seules

équations apportant une information étant (D.14) et (D.15), cette relation

s’écrit
®, “o
1 1
(D.29) All gy, ap, )= "Bl|ac, oy, |
017161'1 8yj 8yj
ou
-'G_, 0
1pA
(D30) A— awL alGLL 6
et
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0 -'G

C,Cn
1 _
0 L, L,Cn

(les coordonnées courant sur L sont les z,, celles courant sur C' sont les ).

Le théoréme d’unicité fait qu'a ¢ et dp /On donnés correspond une seule
valeur de ¢ et de Oy, /On et vice versa. Les opérateurs 'A et 'B sont

donc inversibles. L’équation (D.29) peut donc s’écrire

®, Po
D.32 =1C( )
. ou, 05, = |06, 00,
ol
1CLC’ 1C’LO'
(D.33) 'Cc="'A7('B) = ’ o
1C’L C 1C'L C
L’expression de 'A™! est
-G, 0
TA-1 _
A == aw a 1GLL ;
L, ) (1G—1) )
8@ (99(:2 oL

ce qui montre que IGCL est inversible. Le report de (1) et de (D.31) dans
(D.33) donne

(D.34) 'c =-'G ],
1 _1m~—1/1
(D.35) Cwn = GO,L( Gacn),
oy 0'G
1 _ " LL (1y—1
CLn,o - Ox; Oy ( GO,L)

f¢ L,C f¢[ L,L —
1 I ,Cn . b (1(; 1(1GO’OH))'

Ln,Cn axl 81‘1 6@ 8IZ Gk

Le report de la premiére ligne de (D.32) compte tenu de (D.34) et de (D.35)
dans (D.9) donne la représentation de ¢ dans E en fonction uniquement de
@, et de dp_/on :

189



dc, Oy,

(D:36) ple:) = (=G, (0,) +7°G, (525 2)a)
ou
déf _
(D.37) ‘G, = -'G('G)))
et
déf —
(D.38) ‘¢, = 'G, -'G (G (G, ).

La représentation de la dérivée spatiale de ¢ est donnée par le report de
(D.32) dans (D.10) ou, ce qui est équivalent, par 0/0z, de (D.36) :

dp(z.) 0°G 9°G, dc 0y
(D.39) =(- < + n (=2 —2)) (s
ox; ( ox; Yo ox; <8y]~ 0y, ).
ou
D.40 9 G, g9 G,
( ’ ) (9:172 N 8CCZ ( L’O)
et ) .
1
(%i 6@ GIZ L,Cn
De méme, le report de (D.34) dans (D.40) et de (D.35) dans (T) donne
0°G o'Ga
c _ L (ly—1
et ) .
0°G 0'G 0'G
(D.42) In = In — L(lG_l(lGCCn)).

&ci 8:1:'2 6:171 oL

Les autres dérivées spatiales s’écrivent de la méme maniére.

Les grandeurs ¢ _ et dp_ /On étant indépendantes, les expressions donnant ces

grandeurs avec les représentations (D.36) et (D.39) ne peuvent étre vérifiées

que si
(D.43) ‘G, = -9,
(D.44) G, =0,
D.45 0c, 0 Coe =0
et ,

de 0°G

c . C,Cn —

(D.46) T 4,

ce qui traduit le fait que ces représentations n’apportent pas d’information

pour z, € C.
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D.1.4 Relations entre les G, et les %G,
D.1.4.1 Relations générales

Les expressions des 2G* en fonction des IG* sont données par (D.37) et
(D.38) et par (D.41) et (D.42) pour leur dérivée spatiale. Les inverses de ces
expressions peuvent étre utiles. La comparaison des représentations (D.14) et
(D.36) montre que pour les obtenir nous devons établir une relation entre ¢ ,
@, et Jp_/On. Cette relation peut étre donnée par (D.36) pour z. € L et par

la relation triviale pour dyp_/dn, ce qui s’écrit

¥, Yo
)
oc, op, | = A oe, o, |
0y, Oy dy; Oy,
ou
2 2
9 - GL,O GL,On
A —
0 0

Le théoréme d’unicité fait qu'a ¢ et dp, /On donnés correspond une seule

valeur de ¢ . L’opérateur 2A est donc inversible, ce qui permet d’écrire

©, L
D.47 =2A""1 .
o 0, %, (2 00,
Oy; 0y 8yj 8yj

I’expression de A" est

ce qui montre que QGLO est inversible. Ceci est nécessaire pour que 'EE (4.57)

puisse étre mise sous forme canonique.

Le report de (D.47) dans (D.36) donne

- B oc. Oy
pla) = (G, CGL(0)) + (G, —°G, (G, (G, Mg 5~

L’identification des termes de (T) et de (D.9) donne

(D.48) 1GL - 2GYC <2GL_761‘>
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et

(D.49) ‘G, =G, -G (G (G

n L,C L,On))'

Les inverses des relations (D.41) et (D.42) s’obtiennent par dérivation des opé-

rateurs les plus extérieurs dans les deux relations ci-dessus.

D.1.4.2 Relationsen C et en L

Des relations particuliéres sont obtenues avec les expressions en C' et en L de
(D.37), de (D.38), de (D.48) et de (D.49). Seules celles apportant des informa-

tions supplémentaire aux relations déja établies sont conservées.
L’équation (D.37) en L s’écrit

2G — _1G (1G_1).

L,C L,L C,L
Le report de (D.17) dans () donne
2 —lg-!
L,C C,L
Cette relation est la seule entre les 'G, et les G utilisée dans I'étude. La
relation inverse est obtenue par le report de (D.43) dans (D.48) en C.
Le report de (D.17) et de (D.18) dans (D.38) en L donne
2GL — 1G—1(1G )
Cn oL C\Cn
Inversement, le report de (D.43) et de (D.44) dans (D.49) en C donne
'G, =G (G, ).

C,Cn L,Cn

D.2 Représentations de 9 /0t

De méme que pour ¢, les deux conditions que doit satisfaire dp/Jt donnant

les représentations recherchées sont
1) Pharmonicité ;

2) le repos du fluide & l'infini horizontal.

La premiére condition est une conséquence de I'harmonicité de ¢ : 9/0e de
(4.12) donne
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Py
D.50 ——— =0:
( ) Oe (0x;)?
toutes les dérivées de ¢ sont harmoniques, ce qui vaut pour Odp/0t.

La deuxiéme condition est exprimée tout aussi arbitrairement que pour ¢ par

'existence d’une représentation asymptotique de dg/0t :

a Ty ) o —
(D.51) WTW%/dafw(a,xg,xg)-xra, quand 1z, — oo.
0

D.2.1 Représentation de 9 /0t connaissant dpr /0t et
0%pc /0t On

Cette représentation est obtenue en appliquant la deuxiéme formule de Green

a dp/Ot et a g de la méme maniére que pour ¢ :

/|dy*| (82 1g($*;y*) 890(3/*) 1 (ZL‘*; *) 83@(:14*) )

(D.52)

y« €E

_ 'g(xuy) O0(y) 1, OPp(ys)
B /d”i(y*)'( oy, ot 9(wai ye) ot Oy )
Yx €o0F

D.2.1) fait que le premier terme de la [, est — Op(x,)/0t;

D.50) fait que le deuxiéme terme de I'intégrand de la fE s’annule ;

—

—

— (D.2.2) fait que le premier terme de l'intégrand de la [, s’annule;
— (D.2.3) fait que le deuxiéme terme de l'intégrand de la [, s’annule;
—

D.2.4) et (4.36.3) font que les deux termes de lintégrand de la [, s’an-
nulent. ;

— (D.2.5) et (D.51) font que les deux termes de la [, s’annulent.

La représentation (D.52) est donc

ago(x*) _ 1 aSOL (900 82900

on 'G, et 'G_  gardent leur définition (D.11) et (D.12).
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D.2.2 Représentation de 9¢ /0t connaissant dpc/0t et
82(,00/813 on

La procédure suivie en section D.1.3.2 pour établir la représentation de ¢ en
fonction de @¢ et de Jpc/On est applicable & dp/0t en remplagant la repré-

sentation (D.9) par la représentation (D.53). Ceci donne

dp, dc, ¢,

dp(.) 2 c
5416, (G2 5@

ot

— (-G,

ol QGO et QGO gardent leur définition (D.37) et (D.38).

n

De méme que pour les représentations de ¢, les dérivées spatiales de Oy /0t
sont obtenues par dérivations de (D.53) et de (7).
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E.1 Présentation de la méthode des perturbations

E.1.1 Principe

La méthode des perturbations est destinée a traiter les problémes de (petites)
variations d’un phénomeéne a partir d’'un état donné connu. Elle consiste & dé-
composer toutes les grandeurs inconnues [ intervenant dans le probléme en

composantes d’ordres de grandeur décroissants :
(E.1) f(t,z,) = f(t,x*) = (fO 4 O 4 @ 4t x,) !

ott f® > f+) De facon a manipuler les ordres de grandeur, (T) est réécrite

en

(E.2) flt,z) = (FO e fU 4 [P+ ()

ott _f® ~ _fP+D) et £ est un paramétre fictif considéré comme < 1. Ce
paramétre est une constante et est commun a toutes les grandeurs inconnues

du probléme?.

Dans les conditions & satisfaire, des dérivées de f par rapport aux coordonnées
o (t ou z;) peuvent intervenir. Le fait qu’e soit supposé constant fait que
0/00(E.2) donne

of .\ 0F, _0fO _ofV , 0.f®
(E.3) %(t,x*) ~ %(t,x*) = ( 5 +e- o +e°- o ) (¢, )
B ofO oM 9f®
(E4) - o 0o 0o o)t o) ’

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur.

Les décompositions (E.2), (E.3), etc. de chaque grandeur sont reportées dans

les conditions a satisfaire. Pour chaque condition, les termes de méme degré en

!La variable t représente toute coordonnée connue dans tout le probléme et z. toute
coordonnée éventuellement inconnue, c.-a-d. définie par des conditions & satisfaire, cf. annexe F,

mais dans la présente annexe toutes ces coordonnées sont connues.

2Cette approche de la méthode des perturbations est légérement différente de approche
habituelle o € représente la petitesse d’une grandeur physique particuliére. Ici les grandeurs
physiques correspondant & ¢ sont déterminées a posteriori, cf. section E.1.4, mais la mise en

équations résultante est identique.
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g, c.-a-d. de méme ordre de grandeur, sont regroupés. L’ensemble des condi-

tions & un ordre donné forment le probléme a résoudre pour cet ordre.
Cette procédure a pour résultat que

(a) Vp, toutes les équations multipliées par £” redonnent les mémes équations

ot les _f sont remplacés par des f;

(b) Vp, le probléme ne dépend que des _f d’ordre p et inférieurs;
(¢) Pour p > 1, le probléme est linéaire par rapport aux _f d’ordre p ;

(d) Pour p > 1, les coefficients des .f d’ordre p sont toujours les mémes et

ne dépendent donc que des _f d’ordre 0;
(e) pour p = 1, le probléme est homogéne c.-a-d. que tous les termes

contiennent une grandeur d’ordre 1.

Le point (a) fait que cette méthode peut étre présentée de la facon suivante

(1) toutes les grandeurs inconnues sont décomposées en
f(t,:c*) = (f(o) +e fW 4 f@4... )t @),
(2) les conditions a satisfaire sont développées pour chaque ordre;

(3) les problémes de chaque ordre sont résolus;

(4) la solution finale est obtenue sous la forme
Ftw) = (FO 4 S04 O (k)

en oubliant le !

Le point (b) fait que les problémes peuvent étre résolus par ordre croissant.

Le point (c) fait que la résolution des problémes d’ordre 1 et supérieurs est
envisageable. Par contre, les développements d’ordre 0 des conditions ayant
les mémes expressions que les conditions de départ, la solution du probléme
d’ordre 0 doit étre connue par une autre méthode. Dans la méthode des per-

turbations, toutes les grandeurs d’ordre 0 sont donc supposées connues.

Le point (d) fait que seuls les seconds membres des équations changent en
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fonction de 'ordre.

Pour les problémes a résoudre, c.-a-d. pour les ordres 1 et supérieurs, les dé-
veloppements de toutes les conditions & satisfaire & un ordre p sont décompo-
sés en termes contenant les grandeurs d’ordre p, qui sont appelés le premier

membre (<) des conditions et les autres, qui sont appelés le second membre

() :
(E.5) Pt z) = () + D)t 2,

méme s’ils ne sont pas au premier ou au second membre des équations mani-

pulées.

E.1.2 Développement d’une condition

Le développement d'une condition a un ordre donné peut étre obtenu par la

procédure suivante :

E.1.2.1 Etape 1

Ezxpression de ?

(0)

Le développement d’ordre 0, ¢, est la condition exacte ou toutes les gran-

deurs inconnues sont remplacées par les mémes grandeurs d’ordre 0 : si la

condition est

(E.6) c(t,z.) =0,

ou c est par exemple

(E.7) c(t,z.) = (f-g)(t,2.),

le développement d’ordre 0 de cette condition est

¥ (t,x.) =0,

Oty ) = (FO-gO) (2, ).
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E.1.2.2 Etape 2

Ezxpression de c®

(0)

Le terme d’ordre p du développement, c(p), peut étre obtenu a partir de c

©) est, reproduit en autant de termes

de la fagon suivante : chaque terme de c¢
tels que la somme des ordres vaut p et les nombres constitués par les ordres
de chaque terme sont tous différents. Le coefficient de chaque terme est 1. Par

()

exemple avec le ¢ donné par (E.7), les premiers ¢’ sont

D(t,) = (g + 7O gD (t,.),
2 (t,z,) = (f@ g 4 fO O 4 O 12y (¢ 7)),

B (t,x4) = (f(3) O 4 [P g1 4 g3 O) '9(3))(tax*)

(un terme en f™ doit étre «étaléy en f - f--- ou tous les f sont considérés

comme des grandeurs différentes).

Si un terme de la condition est une fonction d'une grandeur f, autre qu'un
simple monome, cette fonction est remplacée par son développement limité a

partir de f© en utilisant la décomposition (E.1).
Ezxpression de la condition d’ordre p

Pour chaque ordre, la condition (E.6) s’écrit

c(p)(t,x*) =0.

Dans D'expression finale du développement d’une condition, la séparation en
premier et second membres fait disparaitre le caractére systématique de ces

expressions.

E.1.3 En pratique

La méthode des perturbations n’est en toute rigueur valide que si les suites
(E.1), (E.4), etc. convergent. La perte du caractére systématique des expres-
sions des seconds membres évoquée ci-dessus fait que ces expressions peuvent
rarement étre établies a tous les ordres, ce qui interdit toute démonstration de

convergence. La méthode des perturbations n’est donc en pratique utilisée que
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comme une méthode d’approximation, c.-a-d. en s’imposant un ordre maximal
donné. Le domaine de validité de la solution obtenue doit ensuite étre déter-
miné en utilisant soit des calculs plus exacts soit des expériences réelles. Au-
jourd’hui en calculs de tenue a la mer, I'ordre maximal utilisé est au maximum
de 2.

En définitive, la méthode des perturbations peut étre vue simplement comme
une méthode de décompositions du probléme a résoudre en une suite de pro-
blémes linéaires, sauf le premier, le domaine de validité de la solution obtenue
étant déterminé a posteriori en fonction de 'ordre maximal utilisé. Ce domaine

est évidemment moindre que celui des équations exactes.

E.1.4 Estimation d’e

Une maniére de définir le domaine de validité est de lui faire correspondre un
domaine d’e. Cette grandeur doit donc étre estimée. D’aprés (E.1) et (E.2),

I'ordre de grandeur d’e est donné par

f(l)
I

f(2)

)(t, ) = O(F=)(t, z.) = etc.
Si des dérivées interviennent dans le probléme, d’aprés (E.3) et(E.4) cet ordre

de grandeur est aussi donné par

(1 (0) (2) (1)

Etz) = 05 =/ =5 )t w) = O(5 =/ =5~

)(t, z.) = etc.,

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordres supérieurs.

Une autre maniére, plus synthétique, d’estimer £ est de ne considérer que la
décomposition des conditions non linéaires (les conditions linéaires sont satis-

faites exactement), ce qui donne

(1) (2)

E(t,xy) = O(%)(t,x*) = O(%)(t,x*) = etc..

En définisant & partir de ces € une norme d’e ayant un sens par rapport au
probléme traité, le domaine de validité de la décomposition a l'ordre choisi
pourrait correspondre a un domaine de cette norme. Tout reste & faire pour

mettre en ceuvre ces propositions.
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E.2 Application au mouvement d’un corps peu

déformable

Les grandeurs inconnues du probléme exact sont pg}, dpg} /dt, p@,i] et
N

dp{l%],i]/dt, cf. annexe C. Le probléme est développé a 'ordre 3. Ces inconnues
'N

sont donc décomposées en

(E.8) A (1) = (pIO 4 plIO 40U 013 g
(%] (4] (4] (4] (%]

(E.9) = (PO e W 2. Pl 4 3. )y gy

(%] (=] (4] (%]
et
(E.10) P @) = M)+ P plE Pl gy

[45% (45 %] (5% [55%] (4%

11(0 11(1 11(2 11(3
(E'll) = QQH(L)] + g'apu(.i)] + 52',3]7{11(.1)} + 53'ap{i‘](.i) )(t)

AN A'N AN A'N

De méme pour leurs dérivées temporelles. Les équations & satisfaire sont dé-

veloppées a partir de ces décompositions. Les équations obtenues pour chaque

ordre p sont multipliées par € pour obtenir des équations en pﬂ%p ), dpg(]p ) /dt,
A A

[1](p) (1](p) : [0](p) [0](p) [1](p) [1](p)
Pixix) et dp[%;%]/dt au lieu de Dz s dsp[%] /dt, eDlxix] et dgp[%;%]/dt.
Ceci est implicite dans toute la suite.

E.2.1 Equation d’évolution découplée

:[0]

L’EE découplée du probléme est (C.68) avec les dezN*[i] nuls et les
N

dei,[Vl]*[i.i} donnés par (C.61) et (C.62). Les seules non-linéarités sont dans
N’'N

il
les termes en dez[ ) ., dans (C.68.2).

N*[%;N

E.2.1.1 Développement du terme en figb]o[%,

7]
Le terme en dez'I[Vl]O[%;%] (au second membre de (C.68.2)) est deiI[vl]O[%;%]
2] X
a4 O
] N R i}
anThvotir = My an otk gy
_ ko o
B E.A (554
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avec % ., donné par (C.50) et
[Fw)

o 1 _ [ _ [
AP = Piaid) i)

La matrice W[[E,i] est aussi décomposé en

A’N
(E.12) [1] (t) = ([1]() g (11(1) +7T[1](2) + [1](3))(75)'

[A’N (X% [A’N (%% [A’N
La relation (C.50), c.-a-d p[lj.k -W[llj ;, =0;;, donne
(%54l (757 ’
(1J(0) _ ( [1(0) -1
Tt~ Pl g
) = = VOl A
[ %] [Ziw] “lasal  lasw]
@ = — w0 pl @ O Al ) a p D
[A7N] [A7N] [N’A] [A’N} AN [N’A] [A’N] N7TA [A7N]
0@ = =m0 O )
[Ziw] xn) Tl U lEwd
+ 71O p[1](2) 77[12(2 -p[lm](.lg ,W[ﬂ(%) +7T[1i_]§0£) 'p[lﬁ](.li) W[z](ﬂm) D

A’N} [N’A [A’N} N’A} [Z’N} AN [N’A] [ ’N] [

[[1](o> PFA](.IL)]'WE% pI0) Rl 0 A1)

A'N N'A A'N N’ A A'N NTA [A’N}

Pour préparer la suite, les W[[ILJ(Q)], p=1a 3, sont décomposés en

me) [ 1)
Maia] = Taphia) T Tofisd)
ol
1) B 1)
<][A’N _Wq[%;%]<p[A;N )

avec 'opérateur Wg}[i_i] défini par

Ll e WO [ [me) | 1o
Tats (Pl ) = s | P T
et ou
(1)
Tolgig) O
1)(2) Mo 1) o) 1) (1))
Mot = Tl by Pre, ) g smy P s Ma, g
AU RO ) 0 ) 0 ) ) o)
D[szv} [A’N] [N’A} szv] NTA [A’N] [A’N [N’A} A’N
A 0 O 0 ) i
A'N N'A A'N N’ A A'N N7TA [A’N]
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. , . 1] ]
Tout ceci donne la décomposition de dezNo[%;%} :

E.2.1.1.1 Ordre 0

mo) koo __pio)
(E.13) axThoisig) = 72 Pl T M)
E.2.1.1.2 Ordres1a3
(1](p) _ [1](p) [1](p)
fNO[A L deZNOQ[%;%} + deZNOD &
ou
[1](p) _ -[1] [1](p)
(E'14) deZNOQ[%;%} o dezNOQ[%;%]< p[%%%] )
et "
[11(p) __ho Ao [1(p)
(E.15) deNODZ%]— 5 Apb[%;%].
Dans (E.14), Iopérateur fzmoq[%;%] est
[1] W ko [ me | o
B16) s Foarg (P ) = = 3 (Plpg)] ~ ™atsd
Dans (E.15),
0,,[11(p) (1l(p)
APlg) T T Mok

E.2.1.2 Développement du terme en figi,]l[i; .

Nﬁ]

3
a2
2z

De méme, le terme en fz T (au second membre de (C.68.2)) est

1] [2] .
deZNl[%;%] ' d’uN[%,%] ou
-[1] [1] (1]
deZNl[% 417 Tk deNl[% 4P
kv y1om
=~ 3 APy
avec "
dpi
L no o lodls
AP = 2 Mk Py~ )
dp! dpf'}
Al A il
dt onldt Tlad]
Ceci donne la décomposition de fz[l] o
NI[A,N}
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E.2.1.2.1 Ordre O

1O dplI©)
o) _ kTR me) Tl o)
(E.17) ofhinn = T T Tk T k)

E.2.1.2.2 Ordres1a3

[11(p) _ [1](p) (1] (p)
deZNl[Z% deZqu[%;% +deZN1\>[%;%}
ol
1] [1](p)
(E.18) le<1[ 31 = an Tt (P )
et
me) ko )
(E.19) deleb[%;% =3 A Ny
Dans (E.18), Popérateur fz[l] . .. est
1<[Zﬁ}
(E.20)
) o)
(1] e ko Al 1] 1) ¥4 o)
deZNm[%;;%](p[%;%l)_ 2 ( a | Tl %}(p[%;%}) dt Plsd
d (11(p) d [1](0)
o) Pled NOCENOCR p ikl [
" dt (%% [N dt (%5 %]
Dans (E.19),
Al 1](1) =0
Popiig =
dpll©) 2yl
A Al ,p ekl o) o Pkl 1)
[; SN dat Pna T s T e Pl
[1](0) [1)(1)
Pk 1 dp k.1
W | _laesl e o) | lEal i)
Tkl Tar Pk TR T a ik
et
1, [11(3)
APy
[1)(0) 2l 2l
e Pkl o) e P pm(m e P o)
kT dr PhR T TR de PR T TEE T de Pl
) o o)
L P e oo Pl o oo Pkl e
whl Tdr P TR Tar Pisk Tk Tde P
i) 2l
o) Pre al Uy 1) Pei @)
"4 dt &l Tlow] dt resal
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E.2.1.3 Développement de 1’équation d’évolution

E.2.1.3.1

Ordre O

L’EE d’ordre 0 est rappelée juste pour mémoire :

( d2p [0](0 ()
[ ] _ [0](0) [0]
(1) T - deeN[%]( ) dMN )
(E.21)
1](0
@) Prah® = Can i o )+ o Fey (o () s
\ 2 and oy k] N AN Tab s 4
plus les relations triviales pour dp /dt et dp /dt Dans (1),
axfinte () = i) () + f[” Ly (0):
[Ziw] 0[%; %] 145 4]
E.2.1.3.2 Ordres1a3
I’EE d’ordre p s’écrit
( d2 [0]
} _ [0](p) [0]
(1) dtz deeN[ 7] Pl
(E.22) 2plI®) 1)
(2) [A'N _( fi -[1] ( (1](p) )+ f -[1] ( (5w )
a2 |7 \and a0 (Pigig CATIERT AN
[1](p) (1](p) [2]
\ deZND[%;%]—i_deeN[A'N) Fy e dp
plus les relations triviales pour dp p)/dt et dp[li] W) /dt. Dans (1),
-[1] [1](p)
(B:23) o Fo o (Pisim )
_ ke [ ] 1)
= =2 (Pg| " Tasn (PEs )
21O 21O
ki e | PEd me |, mo P [ e
T el Tae Pk T Tah e Pk
[1](p) dpt®) dpH®)
(E24)  fild (dp[%%l ) = _ﬁ,< Plasg) Lo | P PO
AN N <allngl| dt 2 dt ol | dt (i)
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et

L fiw

Nll>[

fi[l](p)- fi [1](p

N> [ % ~ dn NO|>

(E.25)

,L
dN AN

X il .
ot les delz[va) ..., sont donnés par (E.15) et (E.19).

*> [ 53]

E.2.2 Equation d’évolution couplée

[’EE couplée du probléme est (C.67) avec les fiﬂ[i] et fij[vl]*[i,i] en fonction
N N’'N
des . fil” . et des deim ., donnés par (C.65) et (C.66). Les grandeurs

dn? N x[ 3] N[
[0] (1]

inconnues du probléme sont toujours Pli)s Plis) et leur dérivée temporelle.
A

e [0 1
Les seules non-linéarités sont dans les termes en szL ., et fz[ ]
N

-

z\
=P

E.2.2.1 Développement du terme en fig(\),]o[%]

Le terme en filE]O]

0[%] (au second membre de (C.67.1)) est
N

fl'[o} = fi[l] N W

NO[4] T v NO[54] TR
ou
_ 2 (1]
A =y My 14 S
Le développement de fz VOL4] est donc celui de fz s multiplié par A%.
A N
Ceci donne

E.2.2.1.1 Ordre 0
[0j(0) _ :[1](0) .
fNO[%}_deZ i.J )\

\ [1](0 .
ou dez[ I0) " est donné par (E.13).

NO[z?ﬁ]

206



E.2.2.1.2 Ordres1 a3

[0l(p
fNO[ i) = fZN0<1[ +f’1vo> 4]
ou
[0l(p) (0] (1](p)
(E.26) Fivoatz) = Fhvoar Pz )
et
[0](p) (1(p .
(E'27) fZNOI> i o fN0l>[ .)\%
Dans (E.26), I'opérateur sz0<1[ . est
- [0] (1](p) (1] (1) .y .
Freoars (Plaizt) = anFovoarsnn(Plazn ) A2

* .

. , . [1]
ou l'opérateur il

est défini par (E.15).

est défini par (E.16). Dans (E.27), deZ][VlL(D)[i
A?

J

il

Z|

~)

E.2.2.2 Développement du terme en fig(\)f]l[
La démarche est identique a celle de la section précédente en remplacant les

indices N 0 par N 1, (C.59) par (C.60) et «forces intérieures de rappel» par

«forces intérieures d’amortissementy. Ceci donne

E.2.2.2.1 Ordre 0

FOO o

N1 T and Ni[sd] TR
dem[ ., est donné par (E.17).

E.2.2.2.2 Ordres1 a3

fZ-[O](p)_ = fi [0](p) _|_ fi [0](p)
]

N1[% lyial N1 (4]
ol

[0](p) (1](p)
(E'28) leq[ | 'fN1<l[ (p[%;%] )
et
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(E.29) fZ[O]( p) fi [1](p) Y

N1>[4 ] dn Nlbi%] X
Dans (E.28), I'opérateur fz viaz) St
:[0] W) ) _ (1] @) .y .
Ficra(Pisz ) = an Fhiae, (P P24

ou lopérateur dez'l[vl]m[%;%] est défini par (E.20). Dans (E.29), deiS]l(i)[%;ﬁ
est défini par (E.19).

E.2.2.3 Développement du terme en fii-]()[%;%]

Le terme en fz . (au second membre de (C.67.2)) est

e (1]
[z k fZ O[k J]_fNo[

?.‘.
|

Rl
Le report de (C.59) dans (C.66) pour les forces intérieures de rappel donne

f’i[l]

NO[LsL] AN NO[Es L] TN

Le développement de fij[vl] ..« est donc celui de fij[vu . », multiplié par

0l%5%] AN’ NO[F; 5]
g, Ceci donne

E.2.2.3.1 Ordre 0

2
(=)
Bl =

on i est donné par (E.13).

dnN NO[A )

E.2.2.3.2 Ordres1 a3

[1](p [11(p) [1](p)
fZNO[’-j _fN0<][ +fl %"}

NO>[5;54
ou
[1](p) -[1] [1](p)
(E.30) Fiomis ) = Fhoars o) (Pisie )
et
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Dans (E.30), l'opérateur fz oy est
NO<[F57]
(1] [1](p) (1] () |,
Fioar 010P21 ) = an Flvoarz ) (Plais ) S

ou 'opérateur in fi][vli)
est défini par (E.15).

est défini par (E.16). Dans (E.31), dei[l](p) ‘s

[*.*

il

E.2.2.4 Développement du terme en figir]l[%;%]

La démarche est identique a celle de la section précédente en remplacant les
indices N 0 par N 1, (C.59) par (C.60) et «forces intérieures de rappel» par

«forces intérieures d’amortissementy. Ceci donne

E.2.2.4.1 Ordre 0

R

Z%] dn Nl[ ,N N

le[*,i est donné par (E.17).

E.2.2.4.2 Ordres1 a3

[1](p) [1](p) (1)(p)
Fiuitzgn = Fhnarssn T e g
ou
[1](p) _ 0] [1(p)
(E.32) Ffigraizig = Foviap %1( Plsiz )
et
(1 [1](p)
(E.33) IERTITE U TIE W
Dans (E.32), I'opérateur f’L Al est
N
(1] e | _ (1] (1) | .
Firarn Pz ) = an Floraps, 0 (Pim ) 5
S (1] e [1(p)
ou 'opérateur dele six) est défini par (E.20). Dans (E.33), deZNlD[Z <

est défini par (E.19).
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E.2.2.5 Développement de I’équation d’évolution

E.2.2.5.1 Ordre O

L’EE d’ordre 0 est rappelée juste pour mémoire :

( 2 [0](0) 2. [1](0)
Py g P 010) £ [010)
A . A N . . pr— ) .
(E.34) W e Mt g M = S ey
E.34
i m ¢ i 2] 1) 1)
al TR v:s5 2 I o [10) 0)
(@) g it Tae ik T Mt T o
plus les relations triviales pour dp[ / dt et dp[”(,o) /dt. Dans (1),
Fig ) = figa + Figl
N[ ] NO[ L]
et
[1](0 _ ¢:1(0) -[1](0)
f N fZNO[i;%] + fZNl[il;%]'
E.2.2.5.2 Ordres1 a3
L’EE d’ordre p s’écrit
(E.35)
4
P2l 2pl
(1) [ ] -m[0}+ p[ #] nll
dt? N dt? N [%]
21
[0] (1](p) (0] AN
f,l’N<]0[ ](p[xﬁ )+fZN<]1 ]( dt )+f7’ fN[ ]a
<
N
) dt2 mw[%l e Mg
(1](p)
_ il (P by gl Prsi%) )+ £l )
L yaorgi 41\ Plass) Nl 4] dt (5% Niz&D

plus les relations triviales pour dpg%p ) /dt et dp{l*](,p*] /dt. Dans (1),

(0] [
(E.36) £l o, ()

1] 1
21 = an P () 4

LL L
N<]0AN N

)
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(1](p) [1](p)
©an g, (TER) o g (P
: N <a1[L] dt dn? N <[44 dt R’
(1] 1) 1) W@ |,
(E-38) i core 21 ( Pz ) = an Pl qors (Pl ) S
[1](p) [1](p)
mag) g (DA g Pl
: N <1554 dt dNY N <al[dE] dt N
100)  _ 400 [0](p)
(E.40) fzm[%] = fZNOD[%] + fzm»[%]
et
e 1) 1))
(E-41) fivorzig) = Puoe sy T ety

Dans ces définitions, les opérateurs g fim . ., sont donnés par (E.23) et
NN <x[F577]
(B.24), et les fis)® . et fill?. . par (E.27), (E.29), (E.31) et (E.33).

a8 T4
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F.1 Présentation de la méthode des perturbations

F.1.1 Principe

Le principe de la méthode et le développement des conditions a satisfaire en
des coordonnées connues sont exposés en annexe E. Dans le probléme que nous
traitons, des conditions doivent aussi étre satisfaites en des coordonnées incon-
nues, ici des surfaces inconnues' S. Chacune de ces surfaces est déterminée
par une condition & satisfaire de la forme s = 0. Ces fonctions s sont aussi
des inconnues du probléme, au méme titre que les autres grandeurs inconnues.
Elles sont donc décomposées suivant (E.1) ou (E.2). Pour la suite, ces surfaces
doivent aussi étre définies explicitement, c.-a-d. par leurs coordonnées g, qui

par définition satisfont

(F.1) s(t, 254 (t)) = 0.

Les x4, étant des inconnues au méme titre que les s, sont aussi décomposés
suivant (E.1) ou (E.2) :

(F.2) Tsi(t) = doi(t) = (1) + 2l + 28 + )t )

0 1 2 0

(F.3) = (:Eéz) + 5'ax§i) + 52'6@5@') +-)(t, xs(‘*))

Les zg, pouvant varier, toutes les grandeurs inconnues intervenant dans les
conditions a satisfaire sur la surface sont approximées par leur développement
limité en x,. Pour que les conditions soient exprimées en une valeur connue
des x,, ces développements ont pour points de départ xé?), cf. commentaires
sur le point (c) infra :

of Aug; N Pf  Awg-Ang

: . e (0)

(F4)  fltas.) ~ (f +

ou
(F.5) Afsi(t,fég)) = (xg) + xg) + - )(t,xﬁ))

ILe fait que ces surfaces soient des frontiéres du domaine concerné par la mise en équa-
tions n’intervient pas dans le développement en perturbation. Ces surfaces pourraient étre a

l'intérieur du domaine.
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Dans (F.4), la convention de notation établie en section 4.2.1.1.1 page 33 est

appliquée.

Des dérivées de f par rapport aux z, en g, peuvent intervenir dans les
conditions a satisfaire. Ces dérivées peuvent étre obtenue en faisant varier dans

(F.4) soit les {0 soit les Axg,. Les résultats sont (heureusement) identiques :

af:(ta xS*) Ny ('9]? 82f Axsj
(1) Con (axi + dr; Oz; 1
Pf  Argy Ay ©
27 ) 3 \ 3
84]? Az - Axgy "
* axz 8$j 8x,€ al‘l' 21 +)<t7$5*);
etc.

Les décompositions (E.2) et (F.6) sont reportées dans les développements (F.4),
(F.7), (F.8), etc. Dans les expressions obtenues, les termes de méme degré en

£ sont regroupés, ce qui peut étre synthétisé en

(F.9) fltoas) = (F" +e fV + 2 [P+ )(t,2)),
(F.10) = (fO+ fO 4 P (a2,
ou
(F.11) 7O, 2y = 1O (1)
et
7 0 ra 0
(F.12) TP, 280y = (150 + 1% (¢, 28)

Cette derniére équation correspond a la décomposition (F.17) infra.

La convention de notation concernant des grandeurs développées, c.-a-d. avec
un ordre de développement en exposant, ayant une surface en indice et sans
le signe ~, par exemple fs(p ), est que la grandeur indicée représente la valeur
de la grandeur sur la surface en indice, qui peut étre autre que S, bien que

I’argument de la fonction soit toujours xé(i).

La convention de notation concernant ces mémes grandeurs mais avec le signe
~est plus délicate & comprendre. D’aprés sa définition (F.9) ou (F.10), la gran-

deur fs(p ) représente le terme d’ordre p du développement en perturbations de
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la valeur en S de f. La combinaison des développements de f et de zg, fait

que ce terme dépend des f@ et des xs(?k) pour ¢ =1 a p, et donc que

fs(p) 7& fs(p)'
Par contre
f;%)) - fs((%))
puisque en S le développement de g, n’intervient pas. Si deux surfaces

sont en indice, la grandeur représente la variation de la grandeur entre les deux

surfaces.

. . *
Ces conventions ne s’appliquent pas aux xé*).

Les programmes MuPAD présentés en annexe H sont une traduction concréte

de toutes ces notions.

Dans (F.12), les fs(fg)) (et donc les f) sont des inconnues du probléme et les
fs(fgs sont définis en section F.1.3 en considérant que la condition ¢ dans cette

section est constituée uniquement de f.

De méme, les dérivées spatiales de f sont synthétisées en

3 7(0) (1) £(2)
of(t,zsy) ,OFf d_f 9_f,
F.13 S (s ._e’s 2, 7els 4L )
( ) @(L‘Z ( 8xz te 8@ te aZEZ + )(t,l’s*)
a]?(o) af(l) af@)
(P14 = (G + i e e el
it ae) AP ©
aZJ?S(O) aQJFs(l) aQJFS(Q) ©
etc.

Les dérivées temporelles de f se développent de la méme maniére.

Les développements (F.9), (F.13), (F.15), etc. de chaque grandeur sont repor-
tées dans les conditions & satisfaire en les surfaces inconnues. Pour chaque
condition, les termes de méme degré en ¢, c.-a-d. de méme ordre de grandeur,
sont regroupés. L’ensemble des conditions & un ordre donné forme le probléme
a résoudre pour cet ordre. Les xéi) peuvent étre éliminés des conditions a satis-
faire, diminuant ainsi le nombre d’inconnues. La maniére de le faire est exposée

en section F.2.2.2.2.
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Cette procédure a pour résultat que

(a)

Le point (a) fait que cette méthode peut étre présentée de la facon suivante

(1)

Les

V Tordre p, toutes les équations multipliées par P redonnent les mémes

équations ou les _f sont remplacés par des f et les .x5; par des xg;;

vV p, le probléme ne dépend que des _f et .x5; d’ordre p et inférieurs;
pour p > 1, le probléme est linéaire par rapport aux _f et .xs; d’ordre p ;

pour p > 1, les coefficients des _f et des .zs; d’ordre p sont toujours les

mémes et ne dépendent donc que des _f et des .xg; d’ordre 0;

pour p = 1, le probléme est homogéne c.-a-d. que tous les termes

contiennent une grandeur d’ordre 1.

toutes les grandeurs inconnues sont décomposées en
flt,2) = (fO e fU 42 f@ )t )
et les coordonnées des surfaces inconnues en

Fsi(t,z) = (@ +e-al) + 22l + ), 2lY)
les conditions a satisfaire sont développées pour chaque ordre;

les problémes de chaque ordre sont résolus;

la solution finale est obtenue sous la forme

Fltw) = (FO + fD 4 O 4. )t 2,)

et

(0) (0)

Fsilt,al)) = (289 + 2D + 2P 1+, 2,

en oubliant le !

autres commentaires sont identiques a ceux de I’annexe E.
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F.1.2 Décompositions et regroupements utilisés

La décomposition des développements en premier et second membre (E.5) est
aussi utilisée pour les conditions en des surfaces inconnues. L’expression de
ces conditions est simplifiée si leur développement est aussi décomposé en une
partie représentant la valeur de la condition sur la surface d’ordre 0 et une
partie représentant la variation? de la valeur de la condition due a la variation

de position de la surface :

(F.17) P (t,2l)) = () +2%) (¢, 2.

5(0) 5(0)5

Le développement de ces conditions devant aussi étre décomposé suivant (E.5),

est finalement décomposé en

(F.18) P (t,al)) = () _+ e +eh) _en )t all).

(CRS s®sq sOgp>

Toujours pour simplifier Pexpression des conditions, divers regroupements de

cette décomposition sont utilisés dans la suite :

(F.19) &P (t,20) = @) + )t 4?),

(F.20) e (t,a?) = (e 4 + o, ) (1 52),
(F.21) et o) = (o + e, )t as),
(F.22) oy (8, 280) = (€05 4 Sl ) (8,250

Toutes ces décompositions et regroupements sont résumés dans le tableau ci-

dessous
—(p) —(p) —(p)
CS CS < CS >
(») (p) (p)
CGo | Gog | Gos
E(p) —(p) —(p)
5(0)g 5(0)s 4 50 g

Dans ce tableau, les grandeurs dans la ligne du haut ou dans la colonne de
gauche sont la somme des autres termes de la colonne ou de la ligne corres-

pondante.

2Le terme «variation» désigne toujours les grandeurs d’ordre 1 et supérieurs, c.-3-d. la

variation des grandeurs par rapport aux grandeurs d’ordre 0.
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F.1.3 Développement d’une condition devant étre satis-

faite en des coordonnées inconnues

Le développement & un ordre donné d’une condition devant étre satisfaite en

des coordonnées inconnues peut étre obtenu par la procédure suivante :

F.1.3.1 Etape 1
Cette étape est identique a celle de 'annexe E en considérant les mé?k) comme

des grandeurs inconnues.

: (0)
Ezpression de cgq,

Le développement d’ordre 0, cé?g), est la condition exacte ou toutes les gran-

deurs inconnues sont remplacées par les mémes grandeurs d’ordre 0 : si la

condition est

(F.23) c(t,zs.) =0,

oll ¢ est par exemple

(F.24) e(t,.) = (g + 22t 2.),
le développement d’ordre 0 de cette condition est

0 0
Cé(g) (tﬂlg )) = 07

- (0)
ol C ) est

0 0) (0
Cé(g) (t,m.) = (fs(w)) '95((3> + xi-x) (@),

F.1.3.2 Etape 2

A partir de ordre 1, le développement de la condition est décomposé suivant
(F.17).

. (p)
Ezpression de cg,

La grandeur c(p)) peut étre obtenue a partir de c(?g) de la facon suivante. Les
S

(0
x, de cette expression sont d’abord remplacés par les xé?. Ensuite chaque
terme du cé(,(()g) obtenu est reproduit en autant de termes tels que la somme des

ordres vaut p et les nombres constitués par les ordres de chaque terme sont
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tous différents. Le coefficient de chaque terme est 1. Par exemple avec le ¢

donné par (F.24), les premiers céfg) sont

1 0 1) (0 1 1) (0 0 (1 0
(«3) (t, $( )) (fs((o)) <o> + f ©) 9((0)) +x§i)'x§i) +x§i)' ( ))(t $( ))

2 1 0 (2
C(<3 (t, xs ) (f5(<0)) "Fu( 0) + f 0) gs((g) + fs((o)) 'gs((g)
—|—x(2) ( )—f—x(l) ( )+:1c( ) 2 ))(t xé(i))

St

3 0 2
C§<3>(ta$§*)> = <fs((0) 95<o> + fs((O)) gs<o> + fs<o> 95(0) + fs<o> 9s<3>

+2®.00 4 g® 0 L0 @ 0 By 0

(un terme en f" ou en xf; doit étre «étalé» en f-f--- ouen x4 - Tg; -+, OU

tous les f ou zg; sont considérés comme des grandeurs différentes).

Si un terme de la condition est une fonction d’une grandeur f, autre qu’un
simple mondme, cette fonction est remplacée par son développement limité a
partir de f(©) en utilisant la décomposition (E.1).

=(p)

Expression de cS(O) 5

La grandeur c(’fg) est obtenue en développant de la méme facon que cé?g)

I’expression

P 1) M
Z aqcs(o xSl S] )(t $(0)>
Ox; Oxj--- q! e
mais en ne conservant que les termes ou les xg. sont d’ordre > 1 (le terme
en OP/0x; Ox;--- n’est pas développé puisque la somme de ses ordres est déja
égale & p).

Quelle que soit la condition (F.23), les premiers c(fg) sont donc

(0) 1
305(0) x( )

(1 0 0
&b (209 = (52 e S5t 2i),
1) (0) 2 (0) 1) (1)
& (t,29) = (acs«» IS) Oc50) @s(i) P ey Lsi T )(t, 2
S(O)S 6IZ 1! al’z 1! 8@ alL‘] 2! sl
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2 1 0
o _ 950 . x| O L et : 75

—(3) _ si S
Gosthas) = (= + 5 s 1
1 1) (1 0 2) (1 0 1) (2
320§(3> 'xéi)'méj) 820§<3) _:Eéi)'xs(j) 320;(3) 'xéi)'xéj)
(0) @ .. (1)
+ 8365(0) ‘xSi "rsj Lk )(t ZL’(O)>
81‘,‘ ij 6xk 3! s

Expression de la condition d’ordre p

Pour chaque ordre, la condition (F.23) s’écrit,

e (ta) = (o + &) (ta) = 0.

S

Dans l'expression finale du développement d’une condition, la séparation en
premier et second membres fait disparaitre le caractére systématique de ces

expressions.

F.1.4 En pratique

La méthode des perturbations n’est en toute rigueur valide que si les suites
(F.2), (F.10), (F.14), (F.16), etc. convergent, avec les mémes commentaires

qu’en annexe E.

F.1.5 Estimation d’e

En plus des estimations données en annexe E, £ doit aussi étre estimé a partir
des zg.. Plutot que d’utiliser (F.2) et (F.3) (les termes de la forme xé?/xég)
n'ont pas de sens), il est préférable d’utiliser l'effet des g, sur les condi-
tions a satisfaire en des coordonnées inconnues (qui sont obligatoirement non

o, . N —(*
linéaires), c.-a-d. les cé )

~(1) ~(2)

~ c c

£t ) = 0(=25)(t,2f) = O(=Z5) (1, 2lY) = ete.,
C &
S S

avec les mémes commentaires qu’en annexe E.
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F.2 Application a la mécanique des fluides par-
faits et incompressibles avec surface libre en

présence d’un corps flottant
| 3

Les grandeurs inconnues du probléme exact sont pF)*]] pF]. Py Lo, Tpyoet

leurs dérivées temporelles et/ou spatiales. Les grandeurs p% ]] et pH,i] sont,
A'N

définies en sections C.1 et C.4.3.1. Les grandeurs ¢, .= et x,= sont définies

en section C.2. Rappel :

p% = fonction de t,
(%]
p! . = fonction de t,
[A7N]
%2 = fonction de t et de x =,
A
z,: = fonction de ¢,
A
T, i — fonction de t.
A

Le probléme est développé a l'ordre 3. Ces inconnues sont donc décomposées
n (E.8), (E.10) et

(F.25)  &(t, z2) = (@ + oW + @ + o) (¢, x2)

(F.26) — (<P(O) + 5'890(1) + 82'830(2) + 63'a30(3))<t, 1;%)7

< 0 1 3 0
(F.27) T (t) = (x ) )+ :v( )+ :xé; + :noé)(t,xgl)
(F.28) = ( éo) +e- Ex( ) 4 g2 f; + 53-6%3)%)(@, xg%)
(F20) & (t) = (@) +2l) + o + 20 (1 2)

A LA Ly Ly Ly A
_ (.0 W, 2 @ , 3 0 (0)

(F.30) = (2,5 tewery +etea) +eten))(t0,2).

Les conditions a satisfaire sont développées a partir de ces décompositions.

3Dans cette section, les ¢ et C veulent dire «caréne», et les [ et L, «(surface) libre».
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Les conditions obtenues pour chaque ordre p sont multipliées par ¢’ pour ob-
: 4 : [0l  [l(p) (p) (p) (p) : [0](p)
tenir des équations en Piay s Plzizys Puphos Tz et Ty au lieu de BB

Epg@}, L), axgp)% et ga:L(p%). Ceci est implicite dans toute la suite.
7N <

Pour préparer ces développements, les grandeurs intervenant dans les condi-

tions sont d’abord développées seules.

F.2.1 Développement des grandeurs intervenant dans les

conditions

Dans les développements qui suivent, la convention de notation établie en sec-
tion 4.2.1.1.1 page 33 est systématiquement appliquée. De méme, pour alléger
'écriture, les opérateurs 8/8]){(2(]0) et 8/8}9{1}(.0]‘) | sont notés 8/8p£0] et 8/8p£.1]1.
A AN ’
Tous les développements de la présente section et des sections F.2.3 et F.2.4
sont obtenus en utilisant le logiciel de calculs formels MuPAD. Les program-

mes correspondants sont présentés en annexe H.

F.2.1.1 Développements pour g

F.2.1.1.1 Développement de g

Sur une surface S (L ou C), 1 est donné par

8(ps 1 8905 2
(F.31) Y, = o + 5(8:70,) — g1 Tsi. (4.18)
Cette grandeur est développée suivant (F.10) (en tenant compte de (F.11)),
c.-a-d. en
(F.32) g, =90 + 9V + 9P + g

ou les 1/_)5(’7) sont des fonctions définies a partir de (F.31), donc connues, mais

(%) (%)
o et g 4,

dépendant des grandeurs inconnues ¢,

La grandeur dp_/0z. est développée en utilisant (F.14) (en tenant compte de
(F.11)) :

5 © 550 9a?  ga®
0% _ %0 09" 057 9%

4Le «x» pour ordre des arguments de fonctions veut dire «tous les ordres de 0 & p».
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Ordre 0

La grandeur ws(?o)) est

ﬁgo 1 890
(0) (0) ) ()
(F.34) ¢S(0) at + ( axz ) % ZL’S%.
Ordres 1 4 3
Les 1/_)5(73) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en
(F.35) P =)+l 00
ou

(p) (p)
(F.36) (0 ](Do><, ¢S<o)<< 9051()0) )

? A , .
avec l'opérateur v_q,  défini par

(») (0) (»)
(F.37) Yo (%)) = 0ol " 0p0) | 0500
’ 50 q\| ¥g(0) ot 8:61 axl
et

(p)

_ 31/1(0) Ty

(p) o (0) A

(F38) ws(o)sq = a—;l T

Les seconds membres sont

Ordre 1
(F.39) Y. =0
(F.40) G4 =0
: s s> )
Ordre 2
(1)
2) 1 aSD ©)
(F.41) U, =5 (0
(1) (1) (1)
e S T s

F.42 2 0o sk
( ) w5(0)5|> axz 1! T axz al’j 2! 7

Ordre 3

1 8<p (3) 890(8) T 1 890 (3) 8@ (0)
2 Oz O 2 ;O

|5

)

(F.43) 1/15(?3)
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(1 (2
e 82/15((23) r +8¢s((13> sh
s@sp &cl 1! 8% 1!
1 DM 0 2 M 0 D)
+ Pl Tsi o n P Tsi o i P Tk T
Oz; Ox; 2! Ox; Ox; 2! Ox; Ox; 2!
n @ 1)
AR S
Oz; Oxj Oxy, 3! ’
F.2.1.1.2 Développement de D;yg
Sur une surface S (L ou C), D) est donné par
2 2 2
D%, D%, Op, Op, O  Op, %

+2

(F'45) t¢ Ot? '(915 ox; ' ox; Oz; . Ox; an ‘ azj - g%' Ox;

Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. en
Dy, = Dy + D" + DA + D

ou les Dt@;p) sont des fonctions définies a partir de (F.45), donc connues, mais

dépendant des grandeurs inconnues gpéyfg) et xé? 6,
A

Le développement de Oy, /Ox. est donné par (F.33). La grandeur 0%p_ /0x2
est développée en utilisant (F.16) :

825 82 5(0) 92 @S(l) o2 @S(Z) o2 (75;3)

S

F.4 .
(E.46) Ox; Ox; e Or;  Ox; Ox; * Ox; Ox; * Ox; Ox;

Ordre O

La grandeur Dﬂ/}s(?o)> est

(F.47)
(0) (0) (0) (0) (0)
D — 0%p 9 P50 +2.82<'05(0) 390 © aWs(O) 0%p Ps0) 890 (0) g 890 9%
t¥s0 T T2 ot 0x; Ox; or; O (995] ox; i Oz

5Dans cette expression et dans beaucoup de suivantes des termes sont identiques, mais ils

ne sont pas regroupés pour laisser apparente la structure des développements.

6Idem note 4 page 223.
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Ordres 1 4 3

Les th/_JS(p) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

7(p) (p) (p) 7(p)
thsp - 500) g +D 1/JS(O)S<] + Dt 500) > + Dt sOsp>
ou
(F.48) D, ;ﬁ?)q =D,y ( 903(?3) )

] 2 2 .
avec lopérateur D, v _,  défini par

(F.49)
0
D (90@) ) = o ;Izg) ) 890 © 32%@533) I 3905(<o)> 390 © 32905({)30
EIRE 5 3752 8@ 8t 8% 6902 8xj axz 8xj
() (0) (P)
L. 200 , Pao e |9
ot Ox; O, Ox; O; 2’ Ox;
et
(p)
B oD 0) | Toa
(») _ t7s(0) A
(F.50) Dibgoyg o = ax: ST

Les seconds membres sont

Ordre 1
1
(F'51) Dt 5((0)>> = 07
(F.52) D, =0,
Ordre 2
(F.53)
D
1)
e Ps) 690 9Ps0)
ot o0x; 8351

1 0 0 1)
8‘10 (3) o8 (3) 630() 890 (3) o8 (3> _890( 0) 690 (3) o8 5(3) _890 )

dr; O, (’91’] Oz, dx; O, Ox; Ox; dx; O, ox; Ox;’

(1) 0 (1) (1)
8Dt S<o> Sﬁ 0D, 5((3> xS% 54

7(2) .
(F.54) Di¥sose = =0, 1 T an, Oy 207
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Ordre 3
(F.55)
"ébs(?o)»
(82 53& &p (0) 32%23) .390233»
ot 0x; Oux; ot 0x; Ox;

1
0 <3> o ;(3> _a‘P © Doy <3> o s(3> _&P © 0 <3> o 5(3) _a‘ﬂ ©
ox; (‘9:70, Ox; Ox; ox; 8% Ox; Ox; ox; 8% Ox; Ox;

1
0 <3> o ;«2) _690 © 0oy <3> o 5(3> _890 © Doy <3> 0 5<3> _a‘P ©

ox; (‘9:70, Ox; Ox; ox; 8@ Ox; Ox; ox; axz Ox; Ox;

1 2
890 (3) o8 ;(3) .690((3)

ox; 81‘1 ox; Ox;’

(F.56) D<)

sOgp>
) 0 2?
8Dt s<o> s X ODso sy
1 (1) ey 0 2 ,.(1) 0 ) (2
82D, S((g) ZysTj N 92D, T 9D, © Toy T
0 n (1)
n 9D, 5((3) .xs% xs% xs%

F.2.1.2 Développements pour [,

F.2.1.2.1 Développement de [y,

La surface libre est constituée des points dont les coordonnées = satistont la

condition (cf. (4.21))

I(t, 2%y =o0.

M*v

Cette grandeur est supposée connue (elle n’est utilisée que dans les observa-
teurs). Par exemple, si la dénivellation 7 de la surface libre est mesurée, I

peut étre défini par
(F.57) [ = T3 —1).

La valeur de la fonction [ en L est développée suivant (F.10), c.-a-d. en

[ O 0™
=10+ 1+ 479,
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Dans cette équation, les TL(p ) sont des inconnues, mais en fait les inconnues

réellement manipulées vont étre les ZL(’% et :L‘L(Zi) , constituants des l_L(I;), cf. la
A

section suivante.

Si la définition de I est (F.57), la définition de 1 est
(F.58) 1 — T3 — o)

ot N(® est la dénivellation mesurée dans 1’état non perturbé.

Ordres 1 4 3

Les l_L(p) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en
(F'59) ZL(p) - lL(€3><] + ZL(}(D(?)LQ - lL(,(pO)>> + ZL(fg)LD
ou

(F.60) 1) =1 (1%

L

? 2, , .
avec l'opérateur 1, -~ défini par

(F.61) lL(O)q( lL(fg) ) = lL({)O)) |7
c.-a-d.
(F.62) lL<o)< =4
et )
P
0) | T &
(F.63) N Oy [ 4

1< 8.751 1!

Les seconds membres sont

Ordre 1

(F.64) . =0,
(F.65) By =0,
Ordre 2

(F.66) L, =0,

"La raison de cette formulation, apparemment inutilement compliquée, est d’étre formelle-
ment identique quelle que soit ’expression & développer, méme si cette expression est constituée
uniquement de la grandeur & développer (ici ).

8Mémes commentaires que dans la note 7 ci-dessus : les o(;) ) sont nuls quand D’expression

& développer est constituée uniquement de la grandeur & développer e.
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2 J
F.67 T(Q) L0 Lz L<0 LA LZ’
( ) 1O ox; 1! Ox; Oz, 2!
Ordre 3
3)
(F.68) le)D =019,
@ g W ?
ooy 1© = %o T o Tk
’ 1L (9351 1‘ 8@ ]_'
RO NPAC) @ .1 1 (2
L Pl B ta Ly Tt Py Ty
o 1 @)
aglL((()o) xL% .:CL% .xL%
8@ Ox; Oxy, 3!
F.2.1.2.2 Développement de Dyl
La grandeur D,l sur L est définie par
F.70 D,l “t + o, 02,

Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. en
Dy, = D) + DAY + DI + DI

l‘(p)

ou les D,[™" sont des fonctions définies a partir de (F 70) donc connues, mais

dépendant des grandeurs inconnues lL(fg), goL(Tg) et x

La grandeur 0l /Ox. est développée en utilisant (F.14) :

o o, ol o or® ol

Le développement de Jp /Oz, est donné par (F.33) (pour S=L).

Ordre 0
(0)
La grandeur Dl g est
oy o) )
F.72 D, 1 L9 L0 ©.
(F.72) e TR T

9Cf. note 8 page ci-contre.
10Cf. note 8 page précédente.
1Tdem note 4 page 223.
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Ordres 1 4 3

Les Dtl_L(p) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

Dtlfp) - DtlL(;fO)) S + Dtl;(](oo)hq + Dtlz%))D + Dtlz](?‘)))[,b
ou
F 73 D l(P) _ D l ( l(P) (p) )
(F.73) thr q = HibLoy gL o | [ Pro

avec Uopérateur D\l , _ défini par

() (0) () (0) )
e D @] oo = %o |, %0 | o |, o |90
) Db bl (90 ) =750 |+ 90 | Dar | Bas | o,
et
(p)
oD | Tk
(F.75) D% = ﬁ. =
Les seconds membres sont
Ordre 1
(F.76) DtlL(<13>> —0,
1
(F.77) DY o,
Ordre 2
(1 (1)
F.78 @ _ %o e
( . ) tL(O)[> - axz axz 5
") © 0.0
(F.79) DI®  — OD L, ) .xL% N 82DtlL(O) 'IL% T3
. t O > T 81‘2 ]_' axz 81‘] 2' )
Ordre 3
(2) 1) (1) (2)
(F.80) D% = Ojo 9%y + 90 94,0
. t'(0) > T axz aa?z al’z axz ,
(F.81)
2) M) 1 2)
D.® aDtlL((g> T N athQ(}) Ty
t', O > 31’1 1! 8371 1!
Yzl @ (O 1)@
athl((lO)) Tk g athlL(?3> g g 82DtlL(?3) ‘xL% Trs
6% 8@ 21 8@ axj 21 8]31 axj ol
0 . L0 Q)
N 83Dtl£(3) ‘fEL% IEL% mL%
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F.2.1.3 Développements pour la caréne définie par c(t, z+)

Cette section est formellement identique a la section F.2.1.2, en remplagant [
et L par ¢ et C, mais avec une nuance, qui n’intervient pas dans les dévelop-
pements, qui est que dans la présente section, ¢ est une inconnue du probléme
alors que dans la section F.2.1.2, [ est connu mais c’est son développement qui
est inconnu. L’autre différence avec cette section est qu’ici les développements

sont effectués jusqua Djc .
C

Par rapport a la section F.2.1.4, dans la présente section, la fonction c¢ elle-
méme est une inconnue alors que dans la section F.2.1.4, ¢ est connue mais ce

sont ses arguments qui sont les inconnues.

F.2.1.3.1 Développement de cc

La caréne est définie par

La grandeur ¢ sur C est développée suivant (F.10), c.-a-d. en

(F.82) &=+l e

Dans (7), les e? sont des inconnues, mais en fait les inconnues réellement

C
(») (p) _(p

manipulées vont étre les c g et z-, constituants des c, ), cf. la section sui-
g A

<
vante.

Ordres 1 4 3
(»)

Les ¢.,” sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

(F‘83) Eép) - Cép(%)q + Eép(z))cq + ng) > + E(()ZZ?))OD
ou

(F.84) 2 = oo (| ]

avec lopérateur c¢_g,  défini par

(F.85) o (et ) =B,

c.-a-d.

(F.86) Cooy, =0

et
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(p)
aC(O) T, i
~(p) © A
(F87) CO(0>C<] - acxz 1|
Les seconds membres sont
Ordre 1
1
(F.88) oy, =0,
_1
(F.89) s =0,
Ordre 2
2
(F.90) v =0,
a 0 © 21 .0
(F 91) —(2) — aCO(D) xOZ + aZCC’(O) ,xo% xo%
. OPIS ox; 1! Ox; Ox; 21 ’
Ordre 3
3
(F.92) . =0,
(F.93)
1) (2)
o _ O Tox O oy
C(O)OD N 6@ 1! 8ZEZ 1!
(1) 2) 1) (1 (2)
n azcél(zn Yot Pod n 8202%) ‘xoi?'xO% n 820222» Toi Tog
Oz; Ox; 2! Ox; Ox; 2! Ox; Ox; 2!
n 1) 1)
. 8302%) Ty xo%.xcﬁ
Ox; Oxj Oxy, 3!

F.2.1.3.2 Développement de D:cc

La grandeur D,c, est définie par (4.29). Elle est développée suivant (F.10),
c.-a-d. en

(F.94) D, =D, + D,V + D, + D

~(p)

ou les D,c.” sont des fonctions définies a partir de ) donc connues, mais

(4.2
dépendant des grandeurs inconnues cé*(%), @éﬂ)) et xé

)
A

12Tdem note 4 page 223.
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La grandeur Jc_/Ox. est développée en utilisant (F.14) :

o TS . oe') ., oc? s o

Le développement de dp_/0x. est donné par (F.33) (pour S = C).

Ordre O

La grandeur Dtcéo(z)) est

«(0)

(0) (0) (0)
(F.96) D), = Lew | ot 0
: ¢}

Ordres 1 4 3

Les Dtéép) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

(F97) Dtag =D szz))q + ‘D C (0) c< + D C (0)> +D C(*(O)c|>
ou
(F.98) Dyl = Dico) () | |00 )

’ 2 2 .
avec Uopérateur D,c_,  défini par

(p) (0) (p) (0) (p)
(F.99) Do (] 1o )= 0cs0 n Op.0 | 9% n Oy | 9%50
’ ol @ | c©® ot 0% 8:10, (‘9@ 6377,
et @)
p
oD, | Toi
O e O
(F.100) O T
Les seconds membres sont
Ordre 1
(F.101) D,clih, . =0,
(F.102) D,y =0,
Ordre 2
ocy 8g0
(2) 9C0 9P
(F.103) D,c o = 81:2- axi ,
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(1)

1 ey
8Dtcé(2)) .xo '

N
0°D, (%) Yoi Tog

(2) y py
(F.104) e e TR s SR T
Ordre 3
ac® 9 act) 9!
(F.105) D) = . Coo + Ze® T (0),
o 83:2 3:)&, 85131 aiL‘Z
(F.106)
2 LM 1 2)
D aDtCé(?J) .xOﬁ n 8Dtcé<2)) .xCi
oo = gy I or; 1!
n .1 2 .1 1 .2
82Dtcél(2)) .%% Tod 82Dtcé%) .xC% Toi 92D Co<0> Loz Toi

or, 0z, 21 omor, 2 omor, 2

8:76, Oz, ka 3!

F.2.1.3.3 Développement de D?cc

La grandeur D7c_ est définie par (4.30), soit

F.107 p2e =T 5. 0% o, 04 T,
( . ) tC = atQ + ot 8;];2 ’ 81‘1 + 8[& . ot 8%
8200 8@ 8g0 N e, 32900 8900

8@ Gx] o0x; 8% 8@ 8:1:2 Ox; Oxj
Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. en
x 0 el (2 (3
(F.108) chc = ché(z)) + ché) + ché ) 4 thcé ),

Les développements de Jc_ /0z., de Jp,, [0z, et de 82<p0 /Ox? sont donnés par
(F.95), (F.33) et (F.46) (pour S = C). La grandeur 0°c,/0x7 est développée
en utilisant (F.16) :

F 100 8250 626(%) . 82521) . 62522) . 82523)
(F.109) Or; Ov;  Ow; Ov;  Ow; Oxv;  Owy Ox;  Owmy Oxy
Ordre O

La grandeur D2c( )) est
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0) (0) (0) (0)
(F 110) D2 0) 62 0(0) +9. 82 0(0) 6900(0) + acg(o) 02 O(O)
' t o) = ot? ot 0x; Ox; ox; ot ox;
0 0 0 © 0
8205}(3)) .a‘PéJD .6902(2» acp(m 0 C&) a%f’é(zn

8@- 8LC]' 83:1 8a:j

Ordres 1 a4 3

or; O, dx; Ox;

Les Dfég’) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

(F.111) D} = Dih  + DIl + D%, + D
ol
(F.112) D%, = Dic o (%) | |07 )

] 2’ 2 2’ .
avec l'opérateur D €0 4 défini par

cO®eop>

(F.113)
o2 (0>
D2 C(O)q( ng) ) 902% ) = 012
(0) (0)
+2.a%<o> e o<o> n 9%, a%(@ el c<o>
Ox; | Ot Oz, ox; Ox; | Ox; Ox,
0
n 8%@) 0 épw) 800(2)) aS@é(zn 82 o(o>
Ox; | Ot Ox; Oxr; Oz; |Oz; Oz,
n (82 fﬁm 32@% _a‘ngn)_ 86%)
ot Ox;  Ox; Ox; Ox; ox;
0 0 0
" (2.8Dtcé<?)) _ 8cé(2)) ) 82902(2» ). 890%)
et
(p)
8D2 0) T,z
2 (p) _ © A
(F]_]_4) Dt C(O)C<] - axj : 1'
Les seconds membres sont
Ordre 1
1
(F.115) Dy, =0,
(F.116) D, =0,
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Ordre 2

(F.117)
2 (2)
D tCo0) >
1)
_ '82%(2».890;1(2)) (’900(0) o? é(o
ot &xl 6@ 81‘1 at 8@
1 0 1 0 1 0 1 1
0 O<2J> 8905;&)) '399&2)) 0 é(zn a@é&n .890((;(% 0 é(gn 890&2)) 'a‘Pé(zn
Ox; Ox; Oz, Oz, Ox; Ox; Oz;  Ox; Ox; Ox; Ox; 0z
(1 0 0 1 (0
80 © 8290 <2)> .8902(2» acél(zn o é(gn _590%) e <2)> 0% 2)) _8%(0
8% Ox; Ox;  Ox; dr; Or; Ox; O, dr; O 8x] oxj
(1) 1) 1)
2 212 ,.(0) A A
(F.118) pre®) - ODicgn oy | Dicgy Toi oy
' t C<O)Cl> axz 1! axz (9xj 2! ’
Ordre 3
(F.119)
2 (3)
Dtcc<0)>
1 2 1 1 2
0 0(2» 8%@) 0? é&)) 890 © 80%) .62902(2» 802(2» ‘62902(?))
ot Ox; Ox; ot GJ:Z ox; Ox; Ot Ox; Ox; Ot Ox;
(2) 1) (2) 0) 1) (2) (0)
0c o) 99, 8%@) " 0c o) a%(tn 5%(@) 0cio 950 990
Ox; Ox; Oz, Oz, Ox; Ox; Oz;  Ox; Ox; Ox; Ox; 0z,
(1 1 0 2 0 2) 1
0%c (Zn 690 (2» 8902(2» 0%c (2)) awé%).a@é(z}) 0%c (<2J) aS@é(o 890(33)
oz, 83:] or;,  Oz; Ox; Ox; Oz;  Ox;j Ox; Ox; Oz;  Ox;j
0 (1 2
3262(2» 8@0(2)) a‘Pé()m
Ox; Ox; Oz, Ox;
2 1 0 0 1 1
805;&)) , 02 é(zn ﬂgoé(z)) 8%(0) o? é(zn a@é(?» 802(2)) 0’ 0(2)) a%w)
Or; Ox; Or; Oz ox; axz Ox; Oz, o0x; 81:1 890] Oz
1 (1 1 1 0 2 (0 1
8628)) . 0 0(2)) .8902(2» (%é(z)) 0 é(gn @‘Pé(zn dc (zn 82 C(o> .a‘Pé(?n
Or; Ox; Or; Oz ox; 8901 Or; Oz, ox; 8x2 Ox; Oz,
(0) 1) (2)
8Co(o) ) ¢ Pao) '8900(0)
dx; Ox; Oxr; Ox;
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2-(3)
Do
2) 1) (2)
_ 8ch((0) Lot n 0Djc, Lo
ox; 1! ox; 1!
n (1 2 1) 1 (2
PDicy, “ox Tos Dl Tox Moy Dy oy ey
Ox; Ox; 2! Ox; Ox; 2! Ox; Ox; 2!
n @1 (1
63D2cé°(2)) :1;'0% .3:0% .J:O%
8@ Oz Oxy, 3!

F.2.1.3.4 Développement de D3cc

La grandeur Djc_ est définie par (4.31), soit
(F.121) Djc,

8300 330 Op 0c. D?p dc. Py
— +3. c . Tc + 3. c . c c . c
Pe, 8g0 agp Y P e, ‘ P, .&pc
875 o0x; axj 0x; 8953 Ox; Ox; Ot Ox; Ox;
3260 P Op oc 83g00 &pc

C C C
=+

(975 o0x; 8@ Ox; Ox; (99(;Z ot Ox; Ox; Ox;

N 800‘ P, . P,
(‘)xi al’z 8xj ot aZL‘j

Pe, 8@ ng '8g00 s d>c, P, 890 ago
axl Oz, 5% ox; 893] oxy, 8931 Oz, (?:BJ &vk ox; &'Ek
dc,, . P, '8g00 .&pc dc, . P, ‘ Po, Op,

+ Ox; Ox; Oxj Oxy, Oxy Oxy Oz Ox; Oxj Oxy Oxy Ory
Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. en
(F.122) D&, = D) + Die + D¥? + D,

Les développements de Oc, /dx., de dc [0z}, de Oy [0x. et de ¢, [0x?
sont donnés par (F.95), (F.109), (F.33) et (F.46) (pour S = C). Les 0°/0x3

sont développés de la méme maniére.
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Ordre 0

La grandeur Df’cé%) est

(F.123)
3 (0)
D 0(0)
o a%é%) &c 2» '890 (0) _6202(2» .629020(2» acéo(zn‘ag@é%)
ot? o2 8:16, ox; ot dx; Ot Ox; Ox; O0t? Ox;
(0) (0) (0) (0) (0)
4 3. Pl o<o> 8%@)'3%(0) 4 3. P00 Pp0 8%(())

ot Ox; Ox; Oz,  Ox; Ox; Ox; ot Or; Oz,

(0) (0) (0)
e G 0*050 a%m) 9. a%(o . P! o(O) 9v0
ot dx; Oz Or; Oz, Ox; Ot Ox; Or; O,

+3-

0 0
acégn ) 82900(2)> _8290&2))

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
Pl <0) 3%(0)@%(0)@%(0) 13 Py Po0 a%(oya‘f’c(w

(9:162 Ox; Oz, Ox; Ox;  Oxy Ox; Ox; 8% oxr Ox; 0y

0 0 0 0 (0 0 0
80%) 8390(3)) aﬂpé(zn 89023)) +ac (0) 8290 (zn 0 é(zn 89023))

or; O 0z; oy, 0z; 0wy, or; Oz, oz; 8x] Ory Oz

Ordres 1 4 3

Les Dféép) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. en

(F'124) D?Eép) D3 é(%)q + D3 é(gﬂcq + D3 é(&)D + D3 gzz))cb
ou
(F.125) D3 %)Q = DS 0)<< C% ) ‘szz)) )
avec l'opérateur D;Z’CO(O)q défini par
(F.126)  Ddc o (%) 1, [0 )
. tCoo GG |0 | Poo
(0) (p) (0) (0)
_ Pe c<o> n 3'89%(0) Pczo n 3_3%@ 980 oel 0(0)
ot3 Ox; |0t? Ox; ox; Ox; |0t Ox; Ox;

(0) (0) (0)
n ¢, .8%@) ‘a%«» ‘ Pl o<o>
ox; Or; Oy |Ox; Ox; Oxy,
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0 0 0
c%é(z]) ' o’ ép&n n 2'66&2)) .890&2)) ' P! o<o>
ox; | 0t? Ox; Ox; Ox; |0t Ox; Ox;

(0) (0) (0) (p)
+ acc@ 'aQOC(O) ‘8900(0) ) 8390@120)

Ox; Ox; Oz | Ox; Oxj Oxy,

0
0%, O<o> n o? C<2>) '690;()0)) 0? 3?3»

3
T3 G 0m 9wy 0w, 0, )| 9 o,
0 0 0
4 3. (82 <o> 8goé(2)) n & (2)> 04,0(()0) 890( (2»)' 0% (%
ot 0x; Ox; Oz 8mk or;  Oxy Ox; Ox;
(0) (0) (p)
n (3.‘9Dt%<o> B 2_6% ) %! o<o> ). 050
ox; Ox; &UZ Ox;’ | Ot Oz,
(0) (0)
n ((3.6Dtco<0) _ 9. e c© 8290 © a%(m
ox; Oz, 67:rZ Or;” Oz
0 0 0 0
8cé<2))_ a%é(?» 0? é(gn 890242» aQ‘P%)

o Ot Oy dz; Oxy  Ox; )| 3z oo

(0) (0) (0)
P 0 9. P! o(o> ‘8%(0) 0%¢50)

+(

(0)
9 2%00(o>

0 0
P! c(o> a‘%’é(z)) .8902(2» 0’ c&u)

82

% Oz, | - Ot Ox; Or; Or; | Ox; Ox; OF O

0, 9% o

oo (0) -(0)

8@ Ox; Oz, Ox; Oz Ox; Ox; '8% ka oxy, ox;

+<3,aDtZCéO<2)> _ 8D C(% ¢! (0> 3. Pl <0> _82 (%) 990(33»
ox; Oz, (9902 Oz, Ox; Oxy, Ox; Ov; Oxy,
0 0
acow) ( ! o<o> o’ é(zn '890&2» o o<2>) ' ¢! g<o> _ 69032))
Oxr; ~Ot Ox; Ox; Ox; Ov; Oz, Oxp  Ox; Oxy Oxj Oxy, ox;
et =
p
8D3 0) xci
3:(p) (0) A
(F.127) D) = axf —
Les seconds membres sont
Ordre 1
(F.128) D\, =0,
(F.129) D}, =0,
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Ordre 2

(F.130)
l):t3 é(z))p
93 (1) o (1) 92¢ 1) 82 3 83
o Coo 9P €0 <o> C (o> c(o>

02 Ox; O, Ot Ox; Ot Ox;  Ox; Of Ox;

(0)

1 1 1
5’6((2» 890&2)) 8@0(0) 83Cé<2)> .&po(o).&goé(%)

+ 3- 3-
ot oz, 0z, 0w, 0z, | 0t Oz, 0z, Or, O,
0 1 1
1 3. Pe ((zn 89‘72(2» .8902(2))
8t 8351 aac] ze al‘j
(1) 1) (0) (1) (0) (1)
1 3. P e -(0) e Pa0) a%(m 4 3. P c Co0) P L) 8900(0)
Ox; Ox; ot Or; Oz, Ox; Ox; ot Or; Ox;
0) (1)
13 P e Co0) 82 o<0) a%(m

oz; 835] Ot Or; Oz,

(1) (0) (1) (0)
13 ¢ o(o> ‘92%@ a%m) 3. P e G Py -(0) a900<o

ot Ox; Ox; Ox; O ot Ox; O, aazj' 1z
+3. ey Pern Oel
1) (0) 1)
1 9. 800(0) 00 .8900@) 1 9. 600(0) ! O<o> '8%@)
ox; Ot Ox; Ox; Ox; ox; Ot Ox; Ox; Ox;

0 1
acé(zn 83‘:0 (0) 890( <3))

2 0 ot 0w, 0x; o,

aCc<o> 0 @(2)) _82 C<o> a%m) 0 @(2» _82 c(o
0x; 81‘1 Ox; Ot 8.753 0x; 83:Z Ox; Ot Ox;

(1)
o) < (0) e Pe0) ‘92 c<o>
0x; 6’:1:2 Oz ot Oz,

1) 1) (0) (0) 1) (0)
&c Co (0 69‘70(0) .8900(0) a%(0) n 0! O(o> .&POw) .a%m) .84,00(0)

8@ Ox; Oz, Ox; Or; Oz Ox; Oxj Ox,  Ox; Ox; Oz

0 1
e o<0) 8%3}) 8@2(2).8902(2)) n o o(o> 6%(2» 6%<2)> 8%«))

(390Z Ox; Ox,  Ox; Or; Oz Ox; Oxj Oz,  Ox; Or; Oz
P (0) ‘890&2)) ﬁ‘vpé%) _89021(2» n o) c(o> ﬂ%(zm 6%(%) 8900(0
8@ Ox; Oxy,  Ox; Or;  Oxy Ox; Oxj Ox),  Ox; Or;  Oxy
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+3- 82
s 0(0) . a2 (1)
i 61:; 0 Yoo 0 "
z; OTg .
+3- 921 i 0T, 80(0’ agp(O)
0z o> P20 T ' 80(0) >
Z 81‘ ) 8 O’(O) a (0 xk + 3
; Ox; 0 ‘100) O O(O) 82 ot
+3 820(0) % ) (0 aSO 7 ox.: . o0
.a <(0) 82 ( Z; R elC) | . a) 'agp(l)
x; O 1) ox +3- 52 i 0T c(0) 690(0)
: a O(O) a . k o(o ox; ' c(0
1 | : | : ) 82 j )
36( ) i 0 c(0 . | ; a
(0 -il?k ) 690(1) o O :
%) ). 93,0 dx; c(© ](% 6(0) %
x; O 0 ox +3. 520 o . 890(0)
o (1 i 0%; . ® ) o c(©) 62 ) j :
R ; Oz -(0) 9" ) 0 ax
felt k 80( ) : k
0) 33 o0x.; : c(0 j 6 C<O | (1)
oz ) ;0 oot w; Oxg s Oy
2 e o (0 T c(0) o3 g Ox ¥, <)
9c© . Ox.: 01 ¥ ) o (p(O) j 800)
Ca0 4§ 0Tk 30(0) ago(l) - X :
ox ). PP (1) x; el oc) o .aw(l)
i Ox #o0) oxy, Co0 ’ 80(0) .agp(O)
ot ;O ,390(0) o 93, . -
co(z) J 0wy, ¢(0) 890(1) o (0) :
oz ). 82 (1) a’Ej : 60<0> (30 i axj ) 'awél()
' 0
i 0wy 80> ‘ oAt (0) T 00 3,0 T ax.) '&Oé%)
ac(l) T or; Po© 390(0) axi a : 2)) J ax
80(0) - ) Lo 80(0) e z; O, dplY) k
r; Ox; a‘)) 82 0) i ao(o) 82 (0) J axk' ao(o) 890(1)
(A . I’ . O
950 x; Ox; Po© 8g0(1) x;  Ox; % a u | ax(ﬂ)
o 82 j ox . c(0) ? 8$ : O o k
0 (1) O 86(0) ] ’ (> a :
; . : | . (0 Z; 0 . 2 )
a$ ) a ) k a ) 82 ) . -
% oz . 0(0) 0 o ' | ax
J axj 0 . SOS(?) axz a - a : k
- a axk) 802% ) z; O, Oa((w 9
0 , 0% (0) N 80(0)
D3e® G, v O fn Lo . ;
0 O(O)CD | D3 l ax a (*(0) 8 (1
rdre O(O) 33'() J X5 a . 90 )
3 ax O% 82 J xk 80(0)
(F.13 | ) ) |
' 2) (%Z 833(0) O% . ;
J E
| 21 ’
( .133) Dgcég(z)
D?é(g) e = beaucou
cO®cp> 8DSC(2) | )
) x(l) mes !
or; T ’ .
l c N Dic
o2 ' at B :
Df’c(l) ! " '
ox; c(0) xol.z y 1!
7 8x ' - =
J : s
o3 . DEC(O)
D3c 0 c(0) L Yl
(9 (0 (1 L 0 = ) )
’ a ) X ) (1 o A cl
gal 6 . C% . ) J 82
4§ 0% ch -l‘ol,z 2! D3C(O) 2
3' " A axz 8;0) .xo% - 2)
J =
2!
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F.2.1.4 Développements pour la caréne définie par c(pg], pg;%], m%)

F.2.1.4.1 Développement de cc

La caréne est maintenant définie par

o(pf

—~

)

) [1() )y
SIENIE xC%) = 0.

al

La grandeur ¢ sur C est développée suivant (F.10), c.-a-d. formellement en
(F.82) :

= 0 _(1) , -(2) , =3
(F.134) ¢, = cé(z)) + cé) + cé) + cé ),
mais ou les Eép ) sont des fonctions définies & partir de ¢, donc connues, mais
dépendant des grandeurs inconnues plot*, pl®) et 2) 13,

[A} [A’N] C’A
Ordre O
La d ©
grandeur c_ g, est
(0) [01(0)  [1](0) _(0)
Coio) = C(p[%} ) p[%;%} ) mo%)

Ordres 1 a 3
(p)

Les ¢,” sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. formellement en (F.83) mais
ou
() _ [0](p) (1](p)
(F.135) oo = Cooal|Pis] |1 Py
avec 'opérateur 0 4 défini par
(0) (0)
0w | [ue L 9%%o [ ow], %o [ e

(F.136) CO(O)q(p[%] ; p[%;%}) 11 (3p£0] [£] aplpj] i )
et
(F.137) Eé%cq . formellement identique & (F.87).
Les seconds membres sont
Ordre 1
(F.138) W =0

. C0) s ,

13Tdem note 4 page 223.
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(F.139) &=,

Ordre 2
0)1) , [0)(1) o m o
Fuo) @ - Do T Pa | Pow P Pk
. )=
c(0) > apio] 8}920] 21 apEO] ap[l] 1! 1!
o U0 o
@20(30) P P
3191 ap 2! ’
(F.141) 62’2(2))0l> : formellement identique a (F.91),
Ordre 3
0](1 0](1 0](2
2l o A0 0 0 e
(F.142) ¥ = O [ Al 9% T TE
) CIOI o (0] 8 21 P (0] P [0] 21
2 pj P~ OpP;
0@ ) o 0 e
N Pty Py Pk D Py P
opl apgl;k 1! 1! opl apg,l;] 1! 1!
o e o) o U0 e
Py Pk Py 0% PP
Ipis) Opgy 2 iy Opiy 2!
0)1) , [011) . [0l(D)
0
N Pty P Py P
o opl" op} 3!
0)1) [0 [1)(1)
0 h . ;
Py, Py Py Pied
ap[o] ap[o 3175}1 2! 1!
0 o 1)
o’ é@n Py Py P
3p[0] (9p ap 1! 2!
RCONEI GV eI G
Pego  Plak Pihi Pz
" ooll opll oy, 3! ’

(F.143) ES(Z,)OD : formellement identique a (F.93).

F.2.1.4.2 Développement de D;cc

La grandeur D,c, est définie par (4.76). Elle est développée suivant (F.10),

~(p)

c.-a-d. formellement en (F.94) mais ou les D,c.,” sont des fonctions définies a
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partir de (4.76), donc connues, mais dépendant des grandeurs inconnues p% ]g*)

[1]( ) (%)

. Les développements de dc_/0x, et de dyp_/0x, sont donnés
par (F.95) et (F.33) (pour S =C).

Ordre 0
(0)
La grandeur D,c_, est
0 dpl\” (0) © 5 (0)
0 _ 8@0(0) dp oc - (0) dp[l 4] accm) a%(o)
(F.144) D,c o) = i ) .

Ordres 1 4 3

Les Dtéép) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. formellement en (F.97) mais

ou
[0](p) (1)(p) (p)
(F.145) D Co(0>< D CC(O)Q(p[%]p 5 p[%%} ) SDC[ZO) )
avec l'opérateur D,c q,_ défini par
[0](p) [1](p) (p)
(F.146) D ch)q(p[%}p ) p[%;p%] 5 900120) )

(© o) 0) (1) (0) (p)
_ Oy | Py | 0 | e L %0 |90

i i

(0) (0)
+ l(% 0w |, 9DC0 )
1! D

o [Pl ool Pk

i i3

et

(F.147) D ’ép(%)oq : formellement identique a (F.100).

Les seconds membres sont

Ordre 1

1
(F.148) Dyclih, . =0,
(F.149) D,y =0,

14Tdem note 4 page 223.
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Ordre 2

01 5 0 . HICCTE
0%\ pu de 320&3» Pig dp;.

(F.150) D,c%, =

© O ma i)
L Peo Py dpw 5, 0% _p[%;%] Ry
opl” apﬂ 1! dt ap ap 1! dt
o 00 o I
o2c! (2» _p[%] 890( ) P c (<?)) p[ﬁ £l .a‘P 0)
8]%' oz; 1 d; 5p[] oxy U Oxy,
0) [0)(1) , [0](1) [0](0
Pew P Py .dp[ )
3p[0 ap[o opl 2! dt
(0) [ojx) [ ) [0]
Py P Pk Wi

8p[0 ol op 1! I dt

(0) RN
(93 0(0) p[i.%] p[ﬁ.i}

A anl V%]
0p Opiy i 2! dt
OISR
0
83‘3((%) Prij p[z} dp Ple L l
" op0 o opll, 2! dt
% rn Pl
(0) [ } [A7N] [A7N
3p[0 opl opll, 101 dt
0 [1](1) (1](1) [1](0)
o <2” Pz Pty Przip
ap“ P\ Ophtn 2! dt
(0) DIOINCE
" o o o op, 2 D,

CICREI) 0
<o> p[] p[ ]3¢é(2)>

_|_ .

(0) ma ) 0
& <0) p[“J]p[%l]_aWé(?n
3p[1 8p 0T, 2! Oy,

(F.151) Dtééz(z)) . formellement identique a (F.104),

o>
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Ordre 3

(F.152) D C(%%)D = beaucoup de termes!
F.153 D _(3?) : formellement identique a (F.106).
6o ¢ o>

F.2.1.4.3 Développement de D?cc

La grandeur D7c, est définie par (4.77), soit

0 2
dc. d’p Piiy O d”p [ dc. 02y
F.154) D¢ = —=C.. : BT
(F.154) tCo ap7[;0} A2 5’p£lj] dt2 + Ox; Ot Ox;

9 dp[o] dp 92c dp@ dp[l]
+ c . 4l . (4] +92. c X [A] [ N
apz[ol apgol dt dt apgo} 510% dt dt
[0] (1] [1}
L. 25 ) g, L P Wryig) P
o ow; dt Oy gpll gyl dt dt
(1]
P g o

P c, ﬂgoc ‘agoc N e, ‘ P, .8900
8;1:Z- al’j 8:132 83:]- a.TZ 0331 83:]- 83:]-'

+

Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. formellement en (F.108)

mais ou les DZ’(p ) sont des fonctions définies & partir de (F. 154) donc connues,

mais dépendant des grandeurs inconnues p%o](] ) pg(?] et x
N

Les développements de Oc_/0x,, de 9°c,/0x2, de 0@0/83:* et de 0%y /02
sont donnés par (F.95), (F.109), (F.33) et (F.46) (pour S = C).

Ordre 0

La grandeur D2c' (?)) est

15Tdem note 4 page 223.
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© @20 50 @2l © 52,0
: tCe = o 2 [1] 2 .
op; dt api;j dt ox; ot 8@
©) 0)(0) 7, [0](0) ©) 0(0) 7, [11(0)
Oy, My AP L. Pe0 py” dp
op op dtdi op” oplll dt i
[0](0) 1) g0
1. aQCéo(zn dp[ i) 690 © 820(%) 'dp ' ‘dp[A !
on'” o dt or; oyl dt dt
pi” 0x; i ph Op)
©)
0
(’90(<2)> dp %) a%m

+2-

620(%) 690 2)) 8%«) +8C(%) 0 o(zn '390 ©
Ox; 0:15] Ox; Oz, Ox; Ox; Ox; Ox;

Ordres 1 4 3

Les Dféép) sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. formellement en (F.111)

mais ou
2 (P _ 2 [0](p) [1](p) (p)
(F.156) D;ic 0 4 — D;c C(O)q(p[%]p ) p[%;p%] ) SOCZEO) )
avec I'opérateur cho(o>< défini par
2 [0](p) [ 1(p) (p)
(F.157) Dic 0(0)4( p[%]p Pl SOCZZO) )
2,,[01(p) 0 2,,1](P)
@CG«» Try | 0y | P
2 1] 2
api dt op;.;j dt

80%) 0%, o(o n 80(%) .890(%). %! <o>
Ox; | Ot Ox; Or; Oz; |Ox; Oz,

0 (1(p)
1 5Dtc ©) dp%l](]p) oD C(%) dp l;py;}
BRI SO T o )
o Oy

0 0
8Dtcé<2,) aC(<)0) 82 o<o>) &szzn

9.
* ox; Ox; 83:Z Ox; o0x;

2..(0) 2..(0)
+ L. %o [, 2o [ |
1! 6pi0] (4] ap[l] (43 4]
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et
(F.158) D2e®) . formellement identique a (F.114).

c®cq

Les seconds membres sont

Ordre 1

(F.159) D, =0,

(F.160) D, =0,

Ordre 2

(F.161) chf(ﬁ)b = beaucoup de termes!

(F.162) Dfééz(z,)cb : formellement identique a (F.118),
Ordre 3

(F.163) thcfz?))b = beaucoup de termes!

(F.164) D?ESE%)OD : formellement identique a (F.120).

F.2.1.4.4 Développement de D3cc
La grandeur Djc_ est définie par (4.78), soit

43 [0] a3 (1]

(F65) Dpe, = Lo a1, 0% Tl | 0% O
' t7c 4 [0] 3 (1] 3 912 Ao
d%c dgpg] dpg] d%c dQPE] dpFl].ﬁ]
+ 3, ¢} . Al A + 3 . [e] . Al A'N
o apgﬂ a2 dt op” apg-l-lc dt? dt
[0] (1] [0]
820 dp[i] d2p[4£] 820 d2p[i} agp
+ 3 . C . A . A'N + 3 . C . A . C
& dpg] Py & d%gl dpﬂ.i
+ 3. c . Al c + 3. C . AN AN
apyﬂ or; dt Ot Ox; 3p£;1]]- 3295;]; dt2 dt
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2 | (1]
8200 dp[i%%] 9y, +3. 8260 dp[l'J] 82900

+ 3. 0 . 22 . i
6pi;j 6l‘k dt axk api;j 6gjk dt 8t axk

] e, .82g00 ﬂgoc N .800. P, .8g00

(0] [0]
+860‘ P, .82300 N Pe, dp[ ) dp il dp k)
[0] (0] (1]
La O Wy Py Py
apl” apjol opyy dt - di dt
PP dp[ ] v Oy,
&e dply dp o dpll
s c Py PLm)
opl opll) ol dt dt it
Pc dp[O] dp[lg].k )
+ 6 C’ } Zvﬁ} . c
apzo] apj 81-1 dt dt ((irl
[0]
a P MO 0p, e Wy e, 0y
8p£0] Ox; Oxy, dt 6xj oxy, apgo] Ox; dt  Ox; Oxy Oz
e dplt . dpli . dpias.
c ol T lw] TP
ap ap Uopltl, dt dt dt
(1] (1]
3 330 W P Oe,
dpltl
s 33% Plig Ov, ¢,
apz] 8xk axl dt axk axl
[1]
2 d 2
s d*c, Ps, Py, ﬂgoc
Pc, 8@ 890 8@ N d>c, P, 8g0 8@
83:Z Oz, &Uk ox; 635] axk 8% Oz, 8:161 8xk Oz, 8xk
3 2
N 800 P, 0g0 8g0 N dc, Fp, o, 8@0

0x; axz Oz, axk Oz, &rk BacZ 8@ Oz, 81:] Oz, Oxi
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Cette grandeur est développée suivant (F.10), c.-a-d. formellement en (F.122)

mais ol les D3’(p) sont des fonctions définies a partir de (F.165), donc connues,

mais dépendant des grandeurs inconnues p% ](] ) pg(% et xé*; 16,

Les développements de Oc_/dx., de &%c_/0x2, de D¢ [0x. et de O%p,_ /0x?
sont donnés par (F.95), (F.109), (F.33) et (F.46) (pour S = C). Les 0%/0x?

sont développés de la méme maniére.

Ordre 0
La grandeur Df’céo(z)) est
(F.166)
0  Bpld® (0)  d3p! 0) (0)
D3 = 860[@]) @p [ 8(:0[((]) P 45 J} 9,0 ¢ )
[¢] 0 3 1 3 2
e, dQP{O]J apy) e, dzp[ ) dpm k]
+3 A 43 :
apiol 519]- dt? dt 3p£0 P % dt? dt
0) 0](0) 2 1](0) 0 2 (0) ©
13 Pc ((0) dp 'd [454] L3 620((2)> _dp[ ] 89%&))
opl apjl_lc dt dt? opl oz; - dt? ox;
© gyl © 2O 10
43 0c _dp[%} ¢! <o> 32%«)) d Prsig1 .dp[%;%]
opl ox; dt Ot Ox; ap 3p[11 dt? dt
©  @pl® o (0 [1©) (0)
1 3. 82 '« (0) 'd p[ L] -a%m) 1 3. 82 <o> _dp[%;%] 829%«))
(0) (0) (0) (0)
4 3. 0%c €0 0%p P 0) a%(m 9. a%«n 33 c<0) _&Po(o)
Ox; Ox; ot Ox; Ox; o0x; Ot Ox; Ox; Ox;
0 0 [0](0) [0](0) [0](0)
a%(m o é&) 02! o(o> 8302(2» dp _dp[% _dp[%}

dx; Ox; Ox; ot dz;  gpl 8p[-0} pr dt dt dt

900 910 gl
s Py gy gy dp
opl apjol oplt dt dt dt

16Tdem note 4 page 223.
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0
! (2»

83

dp;

0o dpm

(4 4!

+
o ap o Oy

3
dc o<0

dt dt

+
8p[0 8p[1 8pl

(0)
3300(0)

%] a%w)

+6- :
ap” aplty o,

(0)
8300(0)

+3

dpm

0:(:1

RPN

0
) 9,0 ' &Pé(z))

3p£0] (%j 8xk

¢ (0)

[0](0)
<(0) dp %]

+3-

(0)

2
% Pa0) a%(m

Op[o Oz, dt

0
oc! <2)>

dpm(_m )

8:1;] oxr Oxp

[11(0)
5 WPz

019[” Opr Opmen

0
13 el <2)>

dp[z 4] dp!

dt dt dt

1](0)
k.1

AN

(0)
] 8@0(0)

8p 8p 0Ty,

830(0)

d
<(0) . p

dt dt ox,,

o) o

)
(2541 6@0(0) 8g00(0)

dt ox k

), ©

&pc (

0)

(0)

.8900@ -a%m)

(9:1), Oxj Oz, Oz

(0) (0)
82 0(0) . 82 0(0)

Oxr;  Oxy

(0)

0
9 Pe(0) 3‘Pé(2)>

3-
* Ox; Ox; Ox; 8xk

¢

3
0(0) a O(O)

Oz,

0
_a@é(zn

8xk

0
.aWé(zn

ac) 82g0(0(2))

0(0)

62

61’]’
(0)

0(0)

al‘k

0
9 SOé&n)

8%
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Ordres 1 4 3

Les D?Eg’ )

sont décomposés suivant (F.18), c.-a-d. formellement en (F.124)

mais ol
) _ [0](p) [1]( ) (»)
(F.167) Djc Op(o)q Dico(o)q(p[%]p ' |Pr= Tl SDOIZO))
avec 'opérateur D €0 4 défini par
3 [0](p) (1](p) )
(F.168) DtCC(o) (p[ }p ) p[%;p%] ) @C}zo))
3,,001(p) 3 [1](p)
_ocy | Py | oy [Py
-~ oopl | df? op!! dt?
acé%) 0 (120) 80 <2>) 390(% 83 (0>
Ox; |0t? Ox; Or; Ox; |0t Ox; Ox;
(0) (0) (0)
n 9,0 'a%(m ‘a%w) ‘ 9! o(o>
Or; Ox; Oxp |0z, Oxj Oxy
(0) 2,,[01(p (0) 2, [1(p)
+(3+l).(aDtCo<°> dp[ il 9D 0 dp[ )
1! opl dt? 3p£1; dt?
(0) (0) (0)
+(3_5’Dt%(o> . ‘800(()) 0% c<0)) %! o(o>
ox; Ox; Ox; Ox;” | Ot Ox;
(0) (0) (0) (0)
N ((3.('3Dtco(0) B 2‘800(()) 0%, ‘8g00(0)
ox; Or; Ox; Oxr;” Oz
(0) (0) (0) (0)
acc(o) (82 (0) aQSoc(O) .agpc(o))) 82 C(O)
axi ot (99[:k 8xj 81Ek 8a:j 8:(:1 (%zzk
[0](p (0) [1](p
ra 2 e | i) i
oD?2 (0) (9D (0) 82 82 o2 (0) o
L (3. tCo €0 c(o> @(o> P ‘PC<0
ox; 0z &El Ox; 6:15] oxy, 8.752 Ox; Oz
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B 00222)) N 8390((;(2» ‘93 (o> ‘89022) 0 é%) 82 (o> ‘ 5’%@3?3»
Or; ~Ot Ox; Ox;  Ou; 8:1:] ox, Oxp ox; 0xy, ax] oxy, ox;

i o P o
LY oyl g Opse) AN
et
(F.169) D3 o(0>c<1 . formellement identique a (F.127).

Les seconds membres sont

Ordre 1

(F.170) D\, =0,

(F.171) D, =0,

Ordre 2

(F.172) D} é(%» = beaucoup de termes!

(F.173) Df 0(0) oo ¢ formellement identique a (F.131),
Ordre 3

(F.174) D?CSZZJ)D = beaucoup de termes!

(F.175) D} éz)>0|> : formellement identique a (F.133).

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour développer les conditions

que doivent vérifier les grandeurs inconnues.

F.2.2 Développement des conditions

F.2.2.1 Développement de la condition d’harmonicité

La condition d’harmonicité (4.12) étant linéaire, son développement est immé-

diat :
(F.176)

02

0z:)? |~ 0
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F.2.2.2 Développement des conditions de surface libre pour I =

Pour [ = ¢, les CSL sont (4.23) ou ¢, et D, sont donnés par (F.31) et
(F.45) (pour S =1L).

F.2.2.2.1 Ordre O

Les grandeurs ¢ doivent satisfaire le systéme d’équations

L

0 0
((3) et xL()

hNE

0 _
(1) wL(O) - 07
(F.177)
0
(2) Dt L(((?) =0,

oll wl(,(()0)> et thj?g) sont donnés par (F.34) et (F.47) (pour 5@ = L) La

(0) )

e - -, L, 0
surface définie par les . satisfaisant ces conditions est désignée par L.
A

F.2.2.2.2 Ordres1 a3

(») (p)

Les grandeurs ¢ o, et z;. doivent satisfaire le systéme d’équations

BNES

(1) P =0,

(2) DW® =0,

soit, en décomposant,

( o |z®
(p) 8%(0) L T(p) _ 0
(]‘) ¢L(0)<] + 81’1 . 1' + ¢L> - Y
(F.178) <
(»)
oD 0 T, i B
(p) t7L(0) A () _

ot ) et D,u® sont donnés par (F.36) a (F.44) et (F.48) a (F.56) (pour
SO = L),

Le point clé du traitement des surfaces inconnues est le fait que xL(p;
étre éliminé entre (7.1) et (1.2) en remarquant que dans ces équations, les

peut

termes en facteur de ce vecteur sont les gradients des conditions homogénes
(F.177.1) et (F.177.2) qui doivent étre satisfaites sur la méme surface LY. Ces

. 0 e, . . A . ,
gradients en L9 sont donc colinéaires, ce qui peut étre exprimé par
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0 0
oD 77D((O)) +\ 82'D((O))

(F.179) — —L—= =0
mi G Om
ol A D) est un scalaire. Une expression de A | . peut étre obtenue en
(T)L(O) ( )L(O)

multipliant (7) par 81/15%/ Oz; |*', ce qui donne

© ©0)
DY ) 9, 0)

Bz ox;
(F.180) A = Ou _ Om
(%)ﬁ%) (WL(%) )2
Ox;
0
=L Vd]((())) (‘Dt £(O)))7
ROPNE

.(0)
ou L est la dérivée de Lie.

L’équation (F.179) permet d’éliminer 3: dans le systéme (F.178), qui devient

(p) (p) 7. (p) 7(p) _
(F.181) Dt 0T J © wL(O)<] + D, e T )\(M)(m .¢L> = 0.
v /r(0) Y% /7,(0)
Cette condition s’écrit
(F.182) D, (o0 )+ D =0
ou lopérateur D, _L<]A doit étre tel que
vl (») (p)
Dt LQ)\( SOLI()()) ) wL(O)q th © 'wao)Q’
RN

ce qui donne

v ® N _ (») (»)
Dt¢L<A( SOL]?O) ) = Dt¢L<o><1( @Lfm ) + )‘(th)(o) '¢L<o><1( SOL]?O) )
"4 /p(0)

ol les opérateurs v, et Dyt sont définis par (F.37) et (F.49) (pour
§0) — L(O))_

Les seconds membres sont donnés par

— D 7(®)
(F.183) D pr A b0 XU

¥/ (0)

Ll>/\

soit

(1
77DL|>)\ ’

"Tout vecteur non orthogonal & ce vecteur pourrait étre utilisé.
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x(l) CORPNIC)
72 (2) (1) L% (0) L L
Db = D, L(O)D A b0 Yios T D0 1! + Dy (omx'%
¥ /1(0)
et
Dy =D + A .¢(3)
t LD)\ t L(O)l> (M)(O) JACIES
P /1 (0)
1 2
2 xiz) (1) miz)
+ thL(O)ZA.T + Dt NOTES 1
(1) (1) l'(Q) [E(l) [p(l) o 2)
Li Li (0) L4 i i dg
+Dt¢ L0545\ —A2! A + D, L(O)i,j,\‘_Q A +Dt¢ )65 7 %
x(li) ~x(1j) .x(lk)
Lx La Lz
"‘Dtl/} (O)l]k)\ 3'
avec
(p)
th(p) tw © Ly .8 w 0
0)g. ... —
JACIE R N axl . (%)2%) 833'1 i

(p ) mais pas les wﬁ**) d’ordre inférieur : les

Cette procédure permet d’éliminer x;

bN

seconds membres restent fonction de ces grandeurs.

Il reste & obtenir une expression de a: . Cette grandeur est déterminée par
(F 178.1) ou (F.178. 2) ot elle n 1nterv1ent que par ses produits scalaires avec
(0)/835* et 8Dt1p ©) /895* Ces deux vecteurs étant colinéaires, seule sa com-

posante suivant cette direction est définie. Ces équations donnent

1/’L<o)<( 9051?0)) ) + 1/}L1> 8@/)((0)

F.184 2 = —
( ) L (awé?()])) ox;
ox;
et
(p) 7.(p)
(F185) x(p) _ Dt’lpL(O)q( QOL(()) ) + Dt > ‘ aDtQ/}L(?O)) .
Ly oD ) |, Ox;
Py

Ces expressions donnent la méme valeur de x( ., ce qui peut étre vérifié en

utilisant (F.179) et (F.181).

v

L

L’expression (F.185) est donnée juste pour mémoire. Cette équation ne sera

pas utilisée dans la suite; les xipj seront éliminés en n’utilisant que (F.184).
A

+ (11 + -+ 2P| est la surface libre d’ordre p.

=< L

—

La surface définie par x i

Ms =

:>
ESpS

Elle est désignée par L®).
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Rappel : la procédure d’élimination des 2% définie ci-dessus n’est valide que

L
si gOL(?O)) et 2%

. satisfont ezactement le systéme d’équations (F.177).
A

(0)

Pour ¢’ = 0, cette procédure redonne bien la condition de surface libre de

Poisson (cf. [4] équation (4)).

VERIFICATION

v L’opération 0/0x, de (F.34) et de (F.47) donne

o0
F.186 i ACR
( ) oz, 9+
et
D)
F.187 i AL R—
( ) .

Le report de ces résultats dans (F.178) montre que les xg n’ont plus a étre

éliminés entre les équations de ce systéme. Dans ce cas, la procédure d’élimi-
nation des a:L(pZ)
lourde. Une méthode plus directe est de partir de (F.178) : le report de (F.36),
de (F.39), de (F.40), de (F.48), de (F.51) et de (F.52) (pour S©® = L(O)) dans

ce systéme donne

définie jusqu’ici, qui reste formellement valide, est inutilement

Doy M
(F.188)
1 1
(2) —82905(0)) — g - —agpﬁ@)) =0
L 8t2 A al‘z )

L’équation (1.1) est la relation entre 8@28) /Ot et la dénivellation de la surface

libre d’ordre 1. L’équation (71.2) est la condition de surface libre de Poisson. A

Limatation de la méthode des perturbations

Les coefficients des premiers membres des équations étant les mémes pour

tous les ordres, seules les composantes suivant (‘9@/}L(?0)) /0x, ou 8Dt¢£?g) [0z, des

xL(pj sont définies. Le x,- final est donc colinéaire a cette direction. Comme,
A

d’autre part, si la suite des 7

.~ converge, elle le fait vers un seul vecteur, la

a
méthode des perturbations ne peut traiter rigoureusement les problémes avec
conditions en une surface inconnue que si cette surface (exacte) est coupée en

un seul point par la normale a la surface d’ordre 0. Elle ne permet donc pas

(0)

de traiter par exemple le déferlement en partant d’'un ¢ nul.
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F.2.2.3 Développement des conditions de surface libre pour ! donné

Pour [ donné, les CSL sont directement (4.22) o D, est donné par (F.70).

F.2.2.3.1 Ordre 0

Les grandeurs l£?3> et :UQ doivent satisfaire le systéme d’équations
A
0
(1) lL(w)) =0,
(F.189)

(2) DI, = 0.

La grandeur lﬁ?& est supposé connue, par les mémes mesures que celles déter-
minant [ mais pour les conditions correspondant a 'ordre 0. L’expression de
DY) est (F.72).

L

F.2.2.3.2 Ordres1 a3

l(P)

18
Les grandeurs [ |

et a:L(’i) doivent satisfaire le systéme d’équations
A

1) ¥ =o,

L
7p)
(2) DtlL =0,

soit, en décomposant,

(
(
o1 |+
() (0
@ boat e,

NS

7p) _
+ lLl> =0,
(F.190)

oD |

(2) DtlL(fo))q + + Dtl}lg =0,

\

ot I?) et D, sont donnés par (F.60) a (F.69) et (F.73) a (F.81).

(»)

Apres élimination de z,% entre (T.1) et (1.2), ce systéme devient

l

(F.191) D,l

LA

(L0 | [ )+ DT, =0

£(0) L>A

ot Uopérateur D,l doit étre tel que

LA

18Les lL(’(’(z) sont des inconnues : [ est connu mais sa décomposition suivant les différents

ordres, les lﬁ’g), est inconnue.
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D, (1], o5 ) = DA%

t7,(0) g

+A 1)

D,l (0) q?
( )L(O)

ce qui donne

~—

D lmA( ZL(](DO)> g ‘Pg% ) = DtlL<o><( ZL(]<03> ’ w% ) + A ©) lL<o> ( 151(33)

(Tt)do)
Les seconds membres sont donnés par
i _ ) 7(p)
DtlL\>)\ o DtlL\> +A D, (0) .lL\>
(T 1.(0)
soit
)
D lLl>)\ O’
(1) RONC)
12) _ ©) (1 “d (0) Lh i
D l D l (O)|> + )\ (0) lL(0)|> + DtlL(O)Z)\ 1'A + DtlL(O)’L’J’)\. A2' A
et & o '
73) ®3) ®3)
Dilipx=Dibjop 2 b1 o Lo
(T)L( 0)
(1) e
2) (1) “d
+ Diloy;y 1; T
o %R o Ifz) %3 L o xL(lz) ¥
+ DtlL(O)” N 5 4+ DtlL(O)” N 5 + DtlL(O)” N 5
+Dtl NOTRTSS i
avec . »
P P
Dtl( P) = —8. -~ Dilyo + A —8- o :
L), . axz ce (Tt)((()g)) axl e
La grandeur A o est définie par
Tt)L(O) def ©
€ 0
A(%)“?3» =L o Do)
L

RONE

(*)

(p) mais pas les x; B

d’ordre inférieur :
(p)

Cette procédure permet d’éliminer x;

les seconds membres restent fonction de ces grandeurs. La grandeur z,. est
donnée par
Lo l(f)f?) ) + i o)
(F.192) x(pi) - = © L
L (8lL(O) 2 8@
Ox;
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et

(») 7(p)
F 103 ) DtlL(o><1( ljo) ) 90&2) ) + D, 1" e oD, 10 (0)
(F.193) Ly T T oD, Ox;

(L)

Ces expressions donnent la méme valeur de .ripi), ce qui peut étre vérifié de la
py

méme maniére qu’en section F.2.2.2.2. Mais contrairement a celle-ci, ici c’est

(F.193) qui est utilisée pour éliminer les 3:2 (cf. section 5.2.2.1.3). L’équation

(F.192) (ou (F.190.1)) représente une définition de l(fo) connaissant 8l£?3)/6’x¢ :

2P

.
Lz

F.2.2.4 Développement des conditions de glissement sur la caréne

définie par c(t, z=)

Les CGC sont (4.28) o Dyc_, Djc, et Djc_ sont donnés par (4.29), (4.30)
ou son développement (F.107) et (4.31) ou son développement (F.121).

F.2.2.4.1 Ordre O

(0) (0)

Les grandeurs ¢, ), ¢ 0 €t )

ok doivent satisfaire le systéme d’équations

(F.194)

ou D c(%), D2C o) et D3c "0 sont donnés par (F.96), (F.110) et (F.123). La

(0)

: D N 0
surface définie par les x,. satisfaisant ces conditions est désignée par c©
T A

F.2.2.4.2 Ordres1 a3

(») (p)
(

Les grandeurs ¢, ¢

p)
o) et

.= doivent satisfaire le systéme d’équations
A
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(F.195)

soit, en décomposant,

( (»)
¢ |Tox
(») (0) A —(p) _
(1) CCIZOM (90@- 1! + Ccp> =0,
(p)
0D,c © | Tos
(p) (0) A () _
(2) Diciio, + axj T + D¢, =0,
(F.196)
(»)
D2 Yok
2 (p) <o> A
(3) D FCo0) 4 8951-0 T +Dt o> =0,
(»)
D3 Yok
3 (0> 3-(p) _
\( ) Djc c(0><1 oz, T —i—DtCOD—O,

ot %, D,cl?), D2c®) et D3c®) sont donnés par (F.84) a (F.93), (F.98) a
(F.106), (F.112) a (F.120) et (F.125) & (F.133).

Aprés élimination de xép% entre (1.1) d’une part et (1.2), (1.3) et (7.4) d’autre
part, ce systéme devient

(1) DtéOQ/\( cgg) ; ‘ng) ) + D, Cé;,\ 0,

(F.197) (2) Dféom( ngz» ; spgi)m ) + Df é)m =0,
\ (3) Dgéc<1)\( Cg;?U ) (‘OSZEU )+D3 0l>)‘ - O’

ou les opérateurs D;é (pour s =1 — 3) doivent étre tels que

c<>\

Dic, (o |, |0 ) = Dicley o+ A gy e

© 4
< o0 “

ce qui donne

261



C%) 3 @é’?2>) D;ic

(p) (p) (p)
€0 4 CCIZm ’ %20) ) + /\ Dje )<0) €0 4 co’im ).

Les seconds membres sont donnés par

s ( ) _ ys= —(p)
(F.198) Dje oA = Djc —|— )\(D: )(0()0) Chos
soit
s—(1
(F.199) Dl =0,
(F.200)
@) @) @) ) T 0) Ty oy
s _ s s A A A
D Coma D tCo0) +>\ Dt‘)g)()o) RTONS +D tCon 1! _'_Dtc c@ijA’ 921
et
(F.201)
5= () s (3) (3)
Die o> A = Djc ¢ > +)‘(Dic)<°) G0
c /a(0
:1:(1) (2)
s (2) s (1) o
D C(O)z)\ 1] D C(O)z)\ ]_IA
e 93(1) P (1) S RC)
s (1) °% A0 ok Yog s (0) i C%
Dt «(0) ’L])\ 2 +Dt O(O)Z]/\ 2 A +D 0)1‘7)\. 2] .
L0 7o 1‘52 o
+Dt o5k N\ 3l ?
avec
§---Dic (p) 9. ,C(P)
F.202 D;c®) S - TO NS R -
( ) tCo(0)4, . O; - - (2 )<C°(>O) Ox; - - -
Les A psc o) sont définis par
c o(0)
d
(F.203) Apieyo DL o0 (D).
c(0) (
HVC (O) H2

Comme pour les CSL, cette procédure permet d’éliminer a:épi mais pas les
A

* . , . .
l’é l d’ordre inférieur : les seconds membres restent fonction de ces grandeurs.
A

Les termes correctifs mis en évidence dans [5], appelés plus tard les «m-terms»
(cf. [3] section 2.a), sont inclus dans la condition (F.197.1).

=

La grandeur z.”

= est donnée par

EaEs

262



DSCG(0)<1( Cé%) ’ 90%) )+ DS épl)> aDs

® | _ t O(0> _
Tos|= PO By , pour s=0 — 3.
( to(0) )2 i
ox;

=

p

Ces expressions donnent la méme valeur de z, Vs, ce qui peut étre vérifié de

M@

la méme maniére que pour les CSL.

L’équation ci-dessus ne sera utilisée dans la suite que pour s = 0 : les $é

)

seront éliminés en n’utilisant que

(») —(p)
co (o) tel ac
2 (0) 4 (0) c> c (0>
(F.204) z#) = - — -
A ( C (0) )2 .TZ
sz

© 12

C

N
—
I

N2

La surface définie par = +---+|x; | est la caréne d’ordre p. Elle est

Q
BSE

:>\s

désignée par O

Limatation de la méthode des perturbations

Les CGC sont sujettes a la méme limitation que les CSL : la méthode des
perturbations ne peut traiter rigoureusement les problémes avec conditions en
une surface inconnue que si cette surface (exacte) est coupée en un seul point
par la normale a la surface d’ordre 0. La caréne ne respecte pas toujours cette

condition, par exemple a ’étrave dans les mouvements transversaux.

F.2.2.5 Développement des conditions de glissement sur la caréne

définie par c(p[O]], p%l] ] T x )

Ce développement est formellement identique a celui pour la caréne définie par

* 0] (* *
c(t, x=) en remplagant les grandeurs Cé(%» par les grandeurs p{;(] ) 7 p[li](%ﬁ)]

Les CGC sont toulours (4.28) mais ou D,c,, Dfc_ et Djc_ sont maintenant
donnés par (4.76), (4.77) ou son développement (F.154) et (4.78) ou son déve-
loppement (F.165).

F.2.2.5.1 Ordre O

[0)(0) - 111(0) (0) (0)

Les grandeurs Pis) s Piaieys oo et Ty = doivent satisfaire formellement

(F.194) mais ou Dtcé(z)), ch(o(z)) et chéo(z)) sont maintenant donnés par
(F.144), (F.155) et (F.166).
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F.2.2.5.2 Ordres1 a3

[0](p)  [1](p) (p)

Les grandeurs Piay s Plagz) oo ot 2P

.= doivent satisfaire formellement
A

(F.195), qui se décompose formellement en (F.196) mais ou les P D,
D2¢%) et D3¢®) sont maintenant donnés par (F.135) a (F.139), (F.145) a
(F.149), (F.156) & (F.160) et (F.167) & (F.171).

Aprés élimination de xép% entre (F.196.1) d’une part et (F.196.2), (F.196.3) et
(F.196.4) d’autre part, ce systéme devient

4
[0](p) [1](p) ) ~(p)
(1) D cc<>\( Pz | 1Pz |0 [Poo )+ D Co>A 0,
2 [0](p) (1](p) ) 2-(p) _
(F.205) (2) Die, ,\(pia)” || Pz | | oo )+ Dicg =0,
3- [0](p) (1](p) D) 3-(p)
3 (3) Dtcoqx(p[%} PEFp [P )+ D/, =0,

ou les opérateurs Dféoq/\ doivent étre tels que

52, [0](p) (1](p) (p) s () (p)
Die, ,\(Pis1 | Pz | | oo ) = Dic 1o a T ARieyo C0 o
ce qui donne
s [0](p) (1](p) (p)
Dtcoqk( Prs) |5 | Pz b | Po© )
s [0](p) (1](p) (p) [0](p) (1](p)
= Dic,oq(PE) || Pisiz | | $e@ )+A(D%%)éo(>o)'cc<o><(p[ 7| | Pz -

Les seconds membres sont de mémes donnés formellement par (F.198), c.-a-d.
(F.199), (F.200) et (F.201) pour les ordres 1 a 3, avec les mémes définitions

(F.202) et (F.203) de Dic’) | et de A(Dgc)%.
c c

est donnée par

w2

La grandeur xé

s [0](p) (1](p) (p) s=(p)
(») Dtco(0><1( Pap b Pz P [Po@ ) + Dic TS (()DSC(O(EJ)
o= —
% (aDS (0()0)) Ox;
Ox;
Les xé; seront éliminés en n’utilisant (T) que pour s =0, c.-a-d.
0 1 _
CC(O)<]( p%i](]p) ) p{i}(ﬁ} ) + Cépll 86(0)
(F.206) ®) =~ = — o0
’ xO% a ac®) 8{1)
(=) '
ox;
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F.2.2.6 Développement des conditions de glissement sur le fond

Les conditions de glissement sur le fond (4.36) étant linéaires, leur développe-

ment est immédiat

( af 890(19)
1 F|_F | =

afF o2 s01[(?17)

F.207 { . =
afp 83%517)
\(3) oz, | 0F 0z, |

F.2.3 Développement des efforts exercés sur la caréne dé-

finie par c(t, =)
F.2.3.1 Moment de degré 0 des forces de pression sur la caréne

Le moment de degré 0 des forces de pression sur la caréne est donné par (4.66).

L’intégrand dans cette expression est noté ol

ol3) ¢
; dc
déf
(F.208) Wiy = 0(c,): T Vo T(=0,):
0

F.2.3.1.1 Développement de W]

Cette grandeur est développée suivant (F.10) (en tenant compte de (F.11)),

c.-a-d. en
o] _ __[0](0) = [0)(1) , =[0](2) , =10](3)
Told) = Peos) T Fopg T oy T Fepy
ou les @g]%(ip]) sont des fonctions définies a partir de (F.208), donc connues,
A

mais dépendant des grandeurs inconnues du probléme. Les expressions de ces

fonctions sont obtenues a partir des développements de chacune des compo-
[0]

santes de w' ", ,.
O[z]

(0)

9 a partir de .o en utilisant le développe-

La fonction d(c) est développée!

(c.
ment (F.134) de

C, .
c

9Ce développement n’a évidemment de sens que dans les distributions.
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) 2 , =3
+c,’ +¢c.’)

{1} 20 . <c

%) 2

@+ + Py
21

1) | =2 |, (B33
0 ( + C +c )
+ 5{3}(02(2])”20 c 3! c

Si les inconnues du probléme satisfont (F.195.1), les Eép ) sont nuls. Le dévelop-

+ Il -

pement de d(c_) se réduit donc a

5e.) = 5(c%),

c.-a~d. que l'intégration se fait sur c.

Les développements de Oc_/Oz. et de ¢ sont donnés par (F.95) et (F.32)
(pour S =C).

La fonction YT(—1,) est développée de la méme facon que d(c_), c.-a-d. en
utilisant le développement (I.32) de ¢, mais ici les &ép ) nétant pas nuls, le
résultat est = (0)

T(_@DC) = T(_@Z)O(o))
@(1) -HE(Q) +&(3))

0
50, 7@ 76
. 5{1}(w(0) )- (¢c + wc + wc )2
¢ 2!
@, )
(5{2}(¢ ) . (¢C’ + ¢C + ¢C )3
(0) 3! :

Dans le développement de (4.66), des mtegrales de la forme

a o
(F.209) / |dz = |- 0(0) f lay - wo((’)))
2 €R3

apparaissent. Nous allons montrer que toute intégrale de cette forme est nulle
pour p > 1, Vq.

DEMONSTRATION

Vv Par définition des distributions, la formule du gradient s’applique. Elle est

appliquée a la distribution (5(05)(2))) f Tk (— w ,) dans un domaine fini

20’exposant entre accolades : {q}, représente la dérivée d’ordre g de la fonction.
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Q:
0 B
ﬁdx* 3, 0(cgtn) G- F T =g ) = /dwz--5<cg%)>-cgp>-f-r{w—wgzz)).

Tx EQ T € 0N
A A

C© est a support compact (le navire est de taille finie). Quand le domaine
Q — R3, il englobe tout C” et dans ce cas, le terme 5(02%)) : T{q}(—zpé?g))

étant nul sur 092, la [ds est nulle ce qui entraine que

/’dl‘z .

0(2») _ép feria(— %(2)))) =0,

8_
:B* €R3
c.-a-d. 8 (0)
0 Co 0
(F.210) Jides -G ) S p ()
(E% cR3

o (
+6<c§,°<2»> ~f =)

+5<C(0) )_E(p) 8

o) T 5y L TI=000))) = 0

(p)

Si les inconnues du probléme satisfont (F.195.1), les ¢;” sont nuls. L'intégrale

restante, qui est de la forme (F.209), est donc nulle.

Il reste a vérifier qu’une intégrale de cette forme n’est pas obligatoirement nulle

pour p = 0. Dans ce cas, (F.210) s’écrit

PO
(e ) 2 T

c(0)

(F.211) / da

T * €R3
A

o)
+8len) g2 S T =)

B0 (T D)) =

La théorie des distributions (cf. par exemple [1]) donne

c((z)o) 5(0(0) ) =0,

<(0)

1! 0
5{1}( C(O)) - 0| 5(62(?)))'

L’équation (F.211) devient donc

o 9 (0) 0\ 0t (0)
/ dz | -(3cgn) =55 = T —Vgm) = dleg) —5=F T =) = 0

zx €R3
A
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équation toujours vérifiee. Une intégrale de la forme (F.209) peut donc ne pas

étre nulle pour p=10. A

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour développer (F.208). Dans

les développements qui suivent, seuls les termes non nuls sont écrits (les termes
nuls sont ceux contenant c(p ) pour p > 1, ¢é?%)'5(¢é%>) et ceux de la forme

(F.209)).

F.2.3.1.2 Ordre O

La grandeur wc[jo(]o(? [) i est

(3 )
. = 8(e%)- e 0 ().

¢ (0) [%] c(0) c(0)

Ce résultat est rappelé pour mémoire; il n’intervient pas dans le probléme.

F.2.3.1.3 Ordre 1
[0](1)

La partie non nulle de @, o] est
A
100D _ 5,0 ety ) (0)
(F.212) Fopa) = 0ccm) 5o Vo (Vo)

doivent étre séparés.

Pour la suite, les premier et second membres de @C% })

Pour cela, @S) est décomposé suivant (F.19) et (F.20) :
7 _ (1) 71
¢O wc(O)Q + ¢0(0)0< + wcl>’

ou S(BM, z/;él(g)cq et &g& sont donnés par (F.36), (F.38) et (F.39)+(F.40)
(pour S = C). En éliminant mg) avec (F.204), (1) s’écrit

1 - 1 1 1 —(1
?ﬁé)ziﬁ’m(@é&) ; Cé,(%) ) + wéng)‘i 'Céé
CC

ou 'opérateur 1@04 est défini par

v (p) () |y d¢f (p) ()
woq( SOOIZO) ) COIZO) ) = ¢C(O)<( @Op(o) ) + /\(%)g)()O) .CC(O)Q( Cgp(O) )

avec les opérateurs 7,bo<0>< et ¢, donnés par (F.37) (pour S0 — C(O)) ot
(F.85) et on
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F.21 A — L o).
(F-213) ()50 Ve Wow)
ch( ()O) “2

Ceci donne

—[0)(1) _ = [0] (1) (1) — [0](1)

Pog) = Foar(Pe® |+ %0 ) T For iy
ou l'opérateur fz[co]qm est donné par

A

(0)
[ @ | [ |\ oo - ® | [ (0)
woq[%]( (PCIZO) ) Ccizo) ) = d(c C(o)) axz ¢c<1( SOCZ(,O) ) Cczzo) )-T(—¢C<0))

et le second membre par

ocY)
_0) 50,0 © (0)
“w[%]_é( )" C ¢o>o' (= ¢<0>)

ou
7(p)  déf 7(p) (p)
(F214) wOl>0 wCD—i_)\%é() o)
=0 a l'ordre 1.
REMARQUE

v En n’utilisant que (F.38), (F.39) et (F.40), (F.212) s’écrit

1)

0 X
— [0](1) _5( ) 8Co(o> (¢(1) + 81/12,«))). Ca )T (— w( ).
O[%] N o 8381 c©® 8[L‘j 1! ©)

Le terme en ¢él<3) est le terme de pression d’ordre 1 habituel. Le terme en

xél est une correction due a la variation de position de la caréne. Ce terme
A

est le pendant pour les efforts des «m-terms» de la section F.2.2.4.2 pour les
CGC. L’existence de ce terme est évoquée dans [2] chapitre VIII, mais il ne

semble pas étre pris en compte dans les mises en équations habituelles. A

F.2.3.1.4 Ordre 2

_0

La partie non nulle de @,

1(2)
=] est

i
A
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(F.215) - 0%?]) = 5(eD)- S22 (G2 (—y D)

c(0)

B o
— g _10' 5 D)
Z(1)y2
o (@,7)? 0
- é«))) 2, {1}(¢é<g>))-

La théorie des distributions donne

1!
Q/’O(o) 5{1}(1/10(0)) = - —'5(?/1522)))-

0!
(F.215) devient donc
oc% 1
0 0) 2 0 1 0
Ty = Oleln) o (@ D(=vgi) = 15 (0600
Apreés élimination de é % les premier et second membres de —CO%S])
A

_ [0 2 2
w[]_(() ())

cali]\Po© || SO

et
0)(2) ) 9¢ (0<2n (2) ©) 1y, 7@ (0)
@CD[%] = 6( C(O)) —— (chOT(_wC(O)) 1/}0>1' (wc(())))
ou 156(,2;0 est donné par (F.214) et ou

7(2) déf 1 1
wéilz —2(¢())

F.2.3.1.5 Ordre 3

La partie non nulle de w[o%(g}) est
A
(F.216)
@[0}(2_3)
O[z]
o) _
0 (0) 3 0
= 8(cl) =5 (0T (=)
K3
72 7). 7)) 7(2)
A R 50
1! ¢
7(1\3 72 @) 1) 7(2)
. (¢ ) 5{1}(w 0)) 77/)0 'wo +¢o .77/10
S 2l c® 2!

()
- =2l $PW).
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La théorie des distributions donne

2! 0
¥ 8PS = — 0w
(F.216) devient donc
0® _ 5 0 0% o )
@C[%] :5(00(0))- a;Z (wo T(—¢O(O))
1 2 (1) 7(2 0
=y B B0 8w
1 1
= 55 (@) s,
Apreés élimination de xégz , les premier et second membres de L%( ]) s’écrivent
A
— [0] (3) B
04[%]( LTORER O )
et
063) OR (% o )
@OD[%] = 5(00(0)) —— (wODO T(- 1/16@) + ¢0,>1 (¢O(o)) + ¢0|>2 5{1}(¢O(0)))
. 7(3) ,
ou ¢ est donné par (F.214),
O R S B QRN E IR )
chl - _ﬁ.(d)o 'wo +¢c 'd)o )
et

Pour étre utilisable, le terme en 5{1}(7,0 ) de wg)];?[’)i- | doit étre transformé en
A

un terme en au plus 5(¢é<0>). La théorie des distributions dit qu’'une expression

possible de la dérivée d’une distribution x donc I'argument est une application

f de R™ dans R est, cf. annexe I,

[l x5 = (-1 fldan] DYl x(F @) (13

. €ER™ T« ER™
ou ¢ est une fonction test de R™ dans R et ou Popérateur D, est défini par

Do) Y 5 (A1) (L)

avec 'opérateur A, défini par
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of

¢ Ox;
Ai(f) ":f( aF (1.2)

oz,

Le terme en (5{1}@12%)) peut donc étre transformé en un terme en 5(¢O<g)) :

0 9 - (0)
(5(00(0))' ;l ¢OI>2 5{1}(77%(0))

9 0) Ocy 73) (0 (0)
= _a_Ij<5(CO(0))‘ 8:@ '¢O>2'Aj<¢c(o)))'5(¢O(o>>
o, o - Pl -
0 (0) 3 0 (0) 3 0
= — (0l (G g i As(o)) + 5 Ui, As()
oc'f), ac,
1} ..(0) © c©  5(3) (0) (0)
+00co) 50 " g, Voma Billew)) Uzm).

Cette transformation fait apparaitre un terme en 5{1}(0(0(2))). Ce terme disparait
C

si ’hypothése suivante est vérifiée :

Hypothése 2 : 8cé?g>/8x* est orthogonal a 81#2% /0.

[01(3)

Dans ce cas, @, o5 (4] devient
ac9
0)(3) (0) © 7(3) (0)
LL[L} = 0(csm)( 3G$¢ o T(=50)
80(0) - 9
+ (_af;(o) (@~ a_;gjwm ;WO
826(2)) (3 0
By N G RI L

REMARQUE GENANTE

V Les termes en 0(c 0(0)) (1/)0@) proviennent du développement de v et donc
de ¢ a partir de la ligne de flottaison. Ces termes n’existent que si ¢ est régu-
lier en cet endroit, ce qui n’est pas le cas puisqu’une singularité y est présente,
y compris pour cp . Ce développement et I'hypothése ci-dessus n’auront en
fait de sens que quand cette singularité aura été soustraite de . Pour cela il

faudrait la connaitre! A

272



F.2.3.1.6 Intégration

Le moment de degré 0 et d’ordre p des forces de pression sur la caréne s’écrit,

0 0 0
(F-217) =1 Al o | | o P+ fc[]b(f)]

4]

ou l'opérateur f[ est donné par

o<(%]

(0] (p) (p)
‘fO<][%]( (’DOIZO) ’ Colzo) )

= —p/|dx*

1‘* eR3

(p) (p)
0< (4] ( SOOIZW ) Cozz()) )

_ <o () () (p)
= _p/|d$| 5 0(0) C;E ¢c<( 900120) ’ COIZ‘)) )'T(_@Z)OIZO))

)

I* eR3

et les seconds membres par

[0l _

I* eR3

Z@

Q r—!
S

Pour que ces expressions soient utilisables numériquement et pour préparer
I'expression des moments de degré > 0, la variable d’intégration doit de préfé-
rence étre zx. Le changement de variable z:(x+) est défini par (C.40). L'in-

tégration de faisant sur C(O), ce changement de variable peut n’étre considéré
[0]

que pour les ZEY et p% ]_ 1] d’ordre O :
A (] AN N

Iobjectif de ceci étant d’éviter le développement des composantes des inté-

grands, en particulier du jacobien, par rapport aux pg] et pg_i] d’ordre > 0.
N

Dans D'expression des grandeurs a intégrer, des J/0t peuvent intervenir. Ces
dérivations correspondent a un point immobile dans R,. Dans le changement
de variables (C.40), la seule précaution éventuelle a prendre est de considérer

[0]} et p{l*], +) comme indépendants du temps. Ce changement de variables

les p
intervenant ici dans les expressions finales des grandeurs, cette précaution est

sans objet.

L’opérateur f[ I peut donc s’écrire

A
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(F.219) fcq[ (o5 | [ )

a0 _
0 (0) 0
= = pfldag |- T80 2, el s [ e (-0l

CC* cR3

.
= a5, (o] ()

zs cC®
N

ott J© est le jacobien du changement de variable (F.218), c.-a-d. |pﬂ(2

0)
Les termes en T(— 2/1((0)) des seconds membres sont de la méme forme :
fo[>0[ - /ds V% wODO
2y €0

Les termes en 6(¢ (0)) sont des intégrales linéiques sur c%n L(O), c.-a~d. sur

la ligne de flottaison d’ordre 0. Cette ligne est applelée OLY. Ces termes sont
[0l(p _ (0)
fODl[%] /dl Vi 1/)0|>1
T * ECL( )
N

Le terme en 5{1}(w(<0)) (dans le second membre d’ordre 3) n’est pas pris en

compte (cf. la fin de la section F.2.3.1.5). Les seconds membres s’ecrivent

(F.220) ou

[O](p
Ol>[ f01>0[ L] fc|>1%'

F.2.3.2 Moment de degré 1 des forces de pression sur la caréne

Le moment de degré 1 des forces de pression sur la caréne s’obtient en multi-

pliant I'intégrand de intégrale (4.66) par x= (cf. (4.72)), ce qui peut s’écrire :

(1]
f z] ——p/|d{L'| YDC[] %

:t* eR3

Le terme d’ordre p du développement de ce moment s’écrit

1 1
(F221) f[ ](pj] _foq[%%((pggl) ) ng)) )+f ](p .

ou l'opérateur fgL .. «, est donné par

[Zfﬁ]

274



1 déf 0) =
222) Sy [ ) 2 - of s b (ol ] [0

i.J K 9 J
TN A N
2. cC®
et les seconds membres par
0l(p) _ ¢[0l(p) [0](p)
(F'223) fOD[%] _fODO[%}+fo|>1[%]
ol
(1](p) 0) 7.(») ,
fODO[ﬁ,ﬁ] o —p/ds V% w@bo g
T x GC(O)
et N
(1](p) (0) 7.(p) .
fo>1[i,%] = —p/dl I/% () Ty
zx €LY

De méme que pour le moment de degré 0, le terme en ﬁ”(zﬂé%) n’est pas pris

en compte.

F.2.4 Développement des efforts exercés sur la caréne dé-

finie par c(p%], p%‘];;’], 5’1‘%)

Ces développements sont formellement identiques a ceux pour la caréne définie

par c(t, x%) en remplacant les grandeurs cé*(ﬁ) par les grandeurs pg(]*) et

[1](x)
%7

F.2.4.1 Moment de degré 0 des forces de pression sur la caréne

Le moment de degré 0 et d’ordre p des forces de pression sur la caréne s’écrit

1

=

(p

)

0
DR

[%]

(F.224) 0 = g0 1o ]2 |

o %] c<[%]

FSES
=B

[0]

ou l'opérateur f est donné par

c<[5]
(0] (p) [0](p) [1](p
(F.225) Foarm (oo |s [Pz | [Prie) )
déf 0) 5 (p) (0](p) (1l(p)
= - p/ds-l/g '¢0<1( 4'00120) ) p[%]p ! p[%?%} )

zx cC®
N

et ou les seconds membres sont formellement identiques a ceux pour la caréne

définie par c(t, x=). Dans (1), 'opérateur ’l:bcq est défini par
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J () [0)(p) [1](p)
¢c<1( Pro) | p[%] ) p[%;%] )

daef (p) . [0](p) [1](p)

- 0(0)4( P 0) )"’ )‘(%)(CO()O) CC(O)Q( p[%] ) p[%;%} )

avec les opérateurs ¥, et ¢, donnés par (F.37) (pour S© = C(O))
t (F.136). La grandeur Agwyo  est le résultat de I'élimination de SL'(
c’c(0)

(F.204) et est toujours définie formellement par (F.213).

2 avec
°x

F.2.4.2 Moment de degré 1 des forces de pression sur la caréne

Le moment de degré 1 et d’ordre p des forces de pression sur la caréne s’écrit

1)( 0 [1](
(F226) fc[,[]zj] foq[i%(ﬁg) ) p{%}(]]?) ) {%]( )])+f ]P) }
ou l'opérateur fg]ﬂ[i ) est donné par
AN
1] p) [ |(p) [1](p)
Foatpp(Peo ] Pl | Pl )

1)

Zf.

déf
= — -/ds.y@).,,bmw% 29[

T % EC(O)
N

et ou les seconds membres sont formellement identiques & ceux pour la caréne

définie par c(t, = ).
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Annexe G

Paramétrage des rotations

G.1 Principe . . . . . . . 0 0 e e e e e e 277
G.2 Décomposition de p%li]_i] en une déformation et une rotation 278
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G.3 Proposition . . ... ... 0 0L Lo e 279

G.1 Principe

Les rotations doivent pouvoir étre exprimées d’une fagon plus explicite que par
leur matrice. Tous les paramétrages habituels sont possibles : angles de Car-

! ou d’Euler ou quaternions d’Hamilton. Pour rester en continuité avec la

dan
représentation de la rotation par une matrice, nous en emploierons un autre,
proche en fait des quaternions. Ce paramétrage est basé sur le théoréme sui-
vant : [’exponentielle d’une matrice antisymétrique est une matrice orthonormale
propre (le déterminant est égal & +1 par application du théoréme du matri-
zant : det(exp(x,.)) = exp(trace(z,.)) Vla matrice (carrée) . ). Une rotation
peut donc étre définie par une matrice antisymétrique a, ., la relation avec la

définition par matrice de rotation étant
(G.1) 75 = exp(y )i

Inversement, a toute matrice orthonormale propre r, , correspond une matrice

. antisymeétrique (cf. [2] section 9.14.2) :

ai’j = lOg(?ﬂk?*)i’j.

LCf. note 1 page 27.
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Le log d’une matrice de déterminant +1 existe toujours et le résultat est

unique a condition que 0 < |a,.| <.

Le théoreme exp(—Tui)ws = (€TD(Tun)es) ' V.. implique que (r..)™' =
exp(—a.x)s« ¢ la rotation inverse est obtenue en changeant de signe a. . (a..
étant antisymétrique, une autre maniére d’obtenir le méme résultat est d’uti-
liser le fait que (exp(wys) )ws = (exP(Tun)sn)' Vi, et que exp(as.).. est

orthonormale).

Les fonctions exp(asy).«« €t [0g(Ts )« peuvent étre calculées avec les séries
classiques ou par beaucoup d’autres méthodes, cf. I'article récurrent [8], [3]
section 11.3 ou [4] pour le calcul de exp(a..).. et [3] section 11.2.3 et les
références du chapitre 11 de cet ouvrage pour le calcul de l0g(ry ).« Dans le
cas spécifique de la rotation et pour n = 3, les formules de Rodrigues, cf. par
exemple [6] chapitre 2, permettent de passer de a.. & 7., et inversement de

fagon plus concise. Dans [1], les formules de Rodrigues sont étendues a n > 4.

G.2 Décomposition de pg,i] en une déformation
"N

et une rotation

Dans le cas o la VE utilisée pour définir la rotation est la matrice pg;%}, cf.
section C.4.3.1.2, cette transformation, pour étre explicite, doit de préférence
étre décomposée en une rotation et une déformation. Comme cette transforma-
tion peut ne pas étre infinitésimale, la décomposition doit étre sous la forme
d’une composition de transformations et non d’'une somme de transformations.
Cette décomposition est obtenue en utilisant le théoréme de décomposition po-

laire (cf. par exemple [5] section 7.3.3) :

(1]

i i, —Ti k- Sk
Pig) =T k564
=84 k Tk j
. A& AN
ol
E matrice orthonormale, c.-4-d. matrice de rotation
CEES matrice symétrique, c.-a-d. matrice de déformation ;
§x x matrice symétrique, c.-a-d. matrice de déformation.
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La premiére décomposition est dite «a droite», la seconde «a gauchex». Si la
(1]

Sabcd
deux décompositions. Dans ce cas, les matrices s= = sont liées par

n’est pas singuliére, les matrices r= » sont identiques dans les

matrice p = x

S =T

iJ i kS8
NN N>

k1T
A’ A A

hSES
2~

Les matrices s= = et s- « représentent la méme déformation exprimée dans
les bases B, et B,. La déformation dans B, est plus explicite. Ces décompo-
(1]

sitions peuvent étre calculées a partir d’'une SVD de la matrice Pz =
AN

G.3 Proposition

L’attitude des véhicules évoluant dans I’environnement terrestre est habituel-
lement définie par les angles de Cardan, avec les multiples variantes données
par les choix divers d’axes de rotations et d’ordre dans lequel les rotations sont
appliquées. Toutes ces définitions sont dégénérées pour certaines attitudes. De
plus la multiplicité des variantes entraine des complications lors de l'interfa-
cage de systémes (cf. [7]). La proposition est d’utiliser les angles ai, as et a3

de la matrice ax » : A
A’'N J

0 —das (05}
(G.2) ai ; = log(rx

—as aq 0

pour définir cette attitude. Ces coordonnées sont appelées Coordonnées de Lie-

Cartan de premiére espéce (cf. [6] section 2A).

Avec, dans l'attitude normale du véhicule, le vecteur 1 de la base B, orienté
suivant sa direction de déplacement privilégiée, le vecteur 2 horizontal et le
vecteur 3 soit vers le bas soit vers le haut suivant la convention adoptée, aq,
as et ag seraient par définition le roulis, le tangage et le lacet. Cette définition
éviterait les multiples variantes et les dégénérescences des angles de Cardan. En
marine, ces angles seraient décomposés en gite, assiette et cap pour la partie

trés basses fréquences et roulis, tangage et lacet pour les mouvements restants.
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Annexe H

Programmes MuPAD

H.1 Développement de g et de Diytpg . . . . . o o o o o oo 0oL 282
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H.1.2 Programme . . . . . . . . . ... ... 283
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H.2.1 Correspondance des variables . . . . . . ... ... ... .. ... 290
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par c(t, Tx) . ... 299
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H.4 Développement de cc et des Dj;cc pour la caréne définie
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H.4.2 Programme . . . . . . . . . . ... 312

H.5 Procédures communes. . . . . . .« v v v v v v v v v v v oo v 328

Cette annexe présente les programmes MuPAD donnant les développements en
perturbations des grandeurs intervenant dans les conditions de surface libre, le
moment de degré 0 des forces de pression sur la caréne et les conditions de
glissement sur la caréne. Les résultats sont trop volumineux (= 500 pages)

pour y étre inclus.

Dans tous ces programmes, la combinaison des développements en perturba-

tions de la grandeur et des coordonnées de la surface inconnue décrite en sec-
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tion F.1.1 est effectuée par le sous-programme D1t_dev.

Les variables dont les noms ont pour préfixe D1t (A) représentent les termes
du développement dépendant de la variation de position de la surface, a l'instar
de Auxg.,, cf. (F.5). Celles dont les noms ont pour préfixe Prt (perturbation) re-
présentent les termes du développement dépendant de ¢, c.-a-d. tous les termes

sauf le terme d’ordre 0. Les premiers font partie des seconds.

Dans les noms de variables, le chiffre aprés le signe _ est 'ordre du dévelop-

pement. Cette convention n’est pas appliquée aux x*.

H.1 Développement de ®g et de D;yg

La grandeur g est définie par (4.18) (pour z. € 5).

H.1.1 Correspondance des variables

Dltx : Axs%
DtpsiS : Dtds
DtpsiSo Dy
~ - . (0) (3)
DtpsiSO_0 ,..., DtpsiSO_3 t Dby 5oos Db
DtpsiSOS Dy,
Dtpsi , PSAEY 73)
psisSOS_1 ,..., DtpsiS0S_3 . D, @) 1 D, O
. : ) (1) 75,3
DtpsiSOS1_1 ..., DtpsiS0S1_3 : Do, - Dby,
DtpsiSOSr_1 ,..., DtpsiSOSr_3 : Dy ..., DS
eps D€
phiS :S
phiSo : G
. . 0 3
phiS0_0 ...., phiS0_3 oy e )
psis : 1/?5
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psiSoO D Yy

psiS0_0 ..., psiS0_3 ST R 8
psiS0S : &me

psiSOS_1 ,..., psiS0S_3 C e O
psiSOS1_1 ...., psiS0S1_3 D e Ui
psiSOSr_1 ..., psiSOSr_3 D e e Ui
X Tz

x0 ,..., x3 1é2,, , 1ﬁ2

H.1.2 Programme
/**xxxx0x %k %0k x%% DEVELOPPEMENT DE psi ET DE Dtpsi sxkkxkkkkxkkkkx/
/* Définitions des alias */

/* Pour des calculs plus numériques, et obligatoirement pour les

vérifications, supprimer les mises en commentaire ci-dessous */

// f1 := fact(1)
// £2 := fact(2)
// £3 := fact(3)

/****************************************************************/

/* Chargement des procédures communes */

read("...")

/KR K ook ok ok ok o ok ok Kok oK ok oK oK ok K oK o sk o oK ok ok ok o K ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok R Kok ok o K ok ok sk ok ok ok /
/* Définitions des procédures locales */

/* Remplacement d’expressions par un identificateur (pour

alléger 1’édition des résultats) */

subsp := proc(expr_a)
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begin

subs (expr_a
,phiS0_0(t, x0)
,phiS0_1(t, x0)
,phiS0_2(t, x0)
,phiS0_3(t, x0)

end_proc

level(phiO, 0) // phiS0_0() -> phi0
level(phil, 0) // phiS0_1() -> phil
level(phi2, 0) // phisS0_2() -> phi2
level(phi3, 0)) : // phiS0_3() -> phi3

/****************************************************************/

/* Paramétre d’édition des résultats */
TEXTWIDTH := 65 :

/****************************************************************/

print
(Unquoted

, kokkokkkkkkokokokokkkkkkk DE@but des résultats kkskokkokkokkskkskskskokkokkokok ')

/* 1- Développement de psiS */

/* 1.1- Développement de psiSO */

/* 1.1.1- Développement de phiSO */
phiSO
:= phiS0_0(t, x0)

+

eps * phiS0_1(t, x0)

+

eps~2 * phiS0_2(t, x0)

+

eps~3 * phiS0_3(t, x0)

/* 1.1.2- Calcul de psiSO */
psiSO := psi_f(phiSO, x0)

/* 1.1.3- Extraction des expressions de psiSO pour chaque ordre */
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psiSO_p := poly(psiSO, [epsl)
psiS0_0 := coeff(psiSO_p, 0)
psiSO0_1 := coeff(psiSO_p, 1)
psiS0_2 := coeff(psiSO_p, 2)
psiS0_3 := coeff(psiSO_p, 3)

/* 1.1.4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

koK ok ok sk ok ok ok ok K ok Kok R K ok ok ok K ok
,expand (subsp(psiS0_0))) ;
print

(Unquoted
’"***************************
,expand (subsp(psiS0_1))) ;
print

(Unquoted
,"***************************
,expand (subsp(psiS0_2))) ;
print

(Unquoted

 Ukoksk ok ok ok ok ok oK K Kok oK KK ok K oK K ok
,expand (subsp(psiS0_3))) ;

/* 1.2- Développement de psiS

/*

/*
/%

psiS0_0

psiSO_1

psiS0_2

psiS0_3

*/

1.2.1- Développement de x */

1.2.1.1- Développement de Dltx */

ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok !

%k 5k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok k ok !

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk k ok !

sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok !

Toutes les dérivées (en t et en x0) étant des dérivées

partielles, les x* peuvent &étre considérés comme des variables

indépendantes (de t et de x0)
Dltx :=

/* 1.2.1.2- Calcul de x */

x := x0 + Dltx :

*/
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/* 1.2.2- Développement de phiS */
phiS := phiSO + D1t_dev(phiSO, x0, D1tx)

/* 1.2.3- Calcul de psiS */
psiS := psi_f(phiS, x)

/* 1.2.4- Calcul de psiSO0S */
psiSO0S := psiS - psiSO :

/* 1.2.5- Extraction des expressions de psiSOS pour chaque ordre

*/

psiSOS_p := poly(psiS0S, [eps])
psiS0S_1 := coeff(psiSOS_p, 1)
psiS0S_2 := coeff(psiSOS_p, 2)
psiS0S_3 := coeff (psiSOS_p, 3)

/* 1.2.6- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, kokskokskokok ok ko kokskok ok skokokkokkokk DS TSOS_T skokskokskokskokkskokkok sk ks ok ok ok !
,expand (subsp(psiS0S_1))) ;

print

(Unquoted

) rokskokskokok ok ko oksk ok ok ok okkokk DSTS0S_2 skskskokskokskok kb ksk ko ok ok skok !
,expand (subsp(psiS0S_2))) ;

print

(Unquoted

, "Rk KRRk KRR KR Kok ok ok ok ok ok ok DSTS0S_3 ok sk ok ok ok ok k ok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok !

,expand (subsp (psiS0S_3))) ;

/ *

/* 1.2.7- Vérification des formules concernant psiS0S */

/* 1.2.7.1- Calcul des expressions de psiSOS au premier membre
pour chaque ordre */

psiS0S1_1 := diff(psiS0_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)

psiS0S1_2 := diff(psiS0_0, x0 $§ 1) * (x2 / f1)
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psiS0S1_3 := diff(psiS0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 1.2.7.2- Calcul des expressions de psiSOS au second membre pour
chaque ordre */

psiSO0Sr_1 := 0 :

psiSOSr_2 := Dltexpr2r(psiS0_0, psiSO_1)

psiSO0Sr_3 := Dltexpr3r(psiS0_0, psiSO_1, psiS0_2)

/* 1.2.7.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, Rkkokkokkskkokokkkx psiSO0S_1 - psiSO0S1_1 - psiSOSr_1 skkskokskskskskkokkskskxk!!

,expand (subsp(psiSO0S_1 - psiS0S1_1 - psiSO0Sr_1))) ;

print

(Unquoted

, okkkkockkokkokkokk psiS0S_2 - psiS0S1_2 - psiSOST_2 sskskkkkskskorokkoskskokck!
,expand (subsp (psiS0S_2 - psiS0S1_2 - psiS0Sr_2))) ;

print

(Unquoted

, Rkskokkoskckkkokkokk psiS0S_3 - psiS0S1_3 - psiSOST_3 skkkskskkkskkckskokokkok !
,expand (subsp(psiS0S_3 - psiS0S1_3 - psiS0Sr_3))) ;

*/

/* 2- Développement de DtpsiS */

/* 2.1- Développement de DtpsiSO */

/* 2.1.1- Calcul de DtpsiSO */
DtpsiSO := Dtpsi_f(phiS0)

/* 2.1.2- Extraction des expressions de DtpsiSO pour chaque ordre

*/

DtpsiSO_p := poly(DtpsiSO, [epsl)
DtpsiS0_0 := coeff(DtpsiSO_p, 0)
DtpsiSO_1 := coeff(DtpsiSO_p, 1)
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DtpsiS0_2 :
DtpsiS0_3 :

coeff (DtpsiSO_p, 2)
coeff (DtpsiSO_p, 3)

/* 2.1.3- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, "Rk Rk KRRk KR KRR ok ok ok ok ok DEPS TS0 _0 skkokkokkokkokkok ok ok ok Kok Kok Kok Kok k1!
,expand (subsp (DtpsiS0_0))) ;

print

(Unquoted

, "Rk KRR KRR ROk ok ok ok DEDS TS0 _1 kkskokokkok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kk Kk k1!
,expand (subsp(DtpsiS0_1))) ;

print

(Unquoted

, Rokskokskok ok sok ko okskkok ok ok skokkokk - DEPS IS0 _2 skokskskokskokkokokokokskoksk ks ok ok sk ok ok !
,expand (subsp(DtpsiS0_2))) ;

print

(Unquoted

, W sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok DtpsiSO_3 sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok sk kok ok ok ok ok ok !

,expand (subsp (DtpsiS0_3))) ;

/* 2.2- Développement de DtpsiS */

/* 2.2.1- Calcul de DtpsiS */
DtpsiS := Dtpsi_f(phiS)

/* 2.2.2- Calcul de DtpsiS0S */
DtpsiSOS := DtpsiS - DtpsiSO :

/* 2.2.3- Extraction des expressions de DtpsiSOS pour chaque ordre

*/

DtpsiSOS_p := poly(DtpsiSO0S, [epsl)
DtpsiSO0S_1 := coeff(DtpsiSOS_p, 1)
DtpsiS0S_2 := coeff(DtpsiSOS_p, 2)
DtpsiS0S_3 := coeff(DtpsiSOS_p, 3)

/* 2.2.4- Edition de ces expressions */
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print

(Unquoted

, kskskskkk kRO ok DEPSTSOS_1 otk kkok ko ok sk kk ok ok ok koK !
,expand (subsp (DtpsiS0S_1))) ;

print

(Unquoted

R Rk Rk K DEPSTS0S_2 kokskskkokkkkkk kKA KKK KK KKK
,expand (subsp (DtpsiS0S_2))) ;

print

(Unquoted

, KKK KRR KRRk kK DEPSTS0S_3  kokskskkokkk sk sk kKKK KKk I

,expand (subsp(DtpsiS0S_3))) ;

/%

/* 2.2.5- Vérification des formules concernant DtpsiSOS */

/* 2.2.5.1- Calcul des expressions de DtpsiSOS au premier membre
pour chaque ordre */

DtpsiSOS1_1 diff (DtpsiS0_0, x0 $§ 1) * (x1 / f1)

DtpsiS0S1_2 := diff(DtpsiS0_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)

DtpsiS0S1_3 := diff(DtpsiS0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 2.2.5.2- Calcul des expressions de DtpsiSOS au second membre
pour chaque ordre */

DtpsiSOSr_1 := 0 :

DtpsiSOSr_2 := Dltexpr2r(DtpsiS0_0, DtpsiSO_1)

DtpsiS0Sr_3 := Dltexpr3r(DtpsiS0_0, DtpsiSO_1, DtpsiS0_2)

/* 2.2.5.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, Rkkkkkkskckkk DEpsiSO0S_1 - DtpsiSO0S1_1 - DtpsiSOSr_1 skdkskstkkkkkskk!
,expand (subsp(DtpsiSOS_1 - DtpsiS0S1_1 - DtpsiS0Sr_1))) ;

print

(Unquoted

, Rkkokkokkckkkk DEpsiS0S_2 - DtpsiS0S1_2 - DtpsiSOST_2 skkskoksckkkkskk!
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,expand (subsp (DtpsiS0S_2 - DtpsiS0S1_2 - DtpsiS0Sr_2))) ;

print

(Unquoted

, Rskskkokokkkckkok DEpsiS0S_3 - DtpsiSO0S1_3 - DtpsiSOSr_3 skkkkskkkokskskxksk!!
,expand (subsp (DtpsiS0S_3 - DtpsiS0S1_3 - DtpsiS0Sr_3))) ;

*/

print
(Unquoted

L kokskokskkskkkokokokokokkkkkkkok Fin des résultats kkskkkskkokokkskkskskskokkkokokok ')

[ Fkkkkkkkkokkkkkkkokkkkkkk FIN DU PROGRAMME sk sk sk sk sk sk okok sk ok ok ok ok ok ok kK %k ok /

[0]

H.2 Développement de Dol

La grandeur @, est définie par (F.208).

C[z]

H.2.1 Correspondance des variables

cC .

C
cC_1,... cC_3 e @

C C
cCO LG

0 3
cCO_0 ,..., cCO_3 L
dcCsdx0 . 0¢_ 0

C
dcC_1sdx0 ,..., dcC_3sdx0 : 92’ /d; ,..., 97 /0w
Dirac )
Dltx : AxO%
eps D€
Heavi T
phiC éa
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phiCo0 L P

c(0)
phiCO_0 ,..., phiCO_3 O s 9
piC : 5&ﬂ%]
poo L pes e ol S o
PrtcC e 4
PripsiC :/&S)+_&f)%_¢gﬁ
psiC : i;
psiC_0 ,..., psiC_3 : d%?)(::uéﬁa),qﬁg),..w d%?
psiC0_0 ;)
x0,..., x3 : x;% ey Ig%

H.2.2 Programme
/Fx¥xkxkkkkkkkkkkkkkk % DEVELOPPEMENT DE piC s#ksoksokskokskokskokokkokkokkkk /
/* Définitions des alias */

/* Pour des calculs plus numériques, supprimer les mises en

commentaire ci-dessous */

// f1 := fact(1l)
// £2 := fact(2)
// £3 := fact(3)

/****************************************************************/

/* Chargement des procédures communes */

read("...")

/****************************************************************/
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/* Définitions des procédures locales */

/* Creation des fonctions "Développement en serie de la
fonction de Dirac" et "Développement en serie de la
fonction de Heaviside" */

Dirac_dev

:= Dirac(f_a)

+
diff(Dirac(f_a), f_a $ 1) * (df_a~1 / f1)
+
diff(Dirac(f_a), f_a $ 2) * (df_a~2 / £2)
+

diff(Dirac(f_a), f_a $ 3) * (df_a~3 / £3)
Dirac_dev_f := fp::unapply(Dirac_dev, f_a, df_a)
Heavi_dev

:= Heavi(f_a)

+
diff(Dirac(f_a), f_a $ 0) * (df_a~1 / f1)
+
diff (Dirac(f_a), f_a $ 1) * (df_a~2 / £2)
+

diff (Dirac(f_a), f_a $ 2) * (df_a~3 / £3)
Heavi_dev_f := fp::unapply(Heavi_dev, f_a, df_a)

/* - Expression de 1’expression passée en argument en fonction des
cC_*, des psiC_* et des dcC_*sdx0;
- annulation des cC_x;
- remplacement de ces expressions par des identificateurs (pour
alléger 1’édition des résultats).
I1 faudrait aussi éliminer avec des substitutions les termes en
psiC0_0.Dirac(psiC0_0) et en Dirac(cC0_0).dcC_*sdx0. Je n’ai

pas réussi; il faut le faire & la main. */

subspiC := proc(expr_a)

begin

exprl := expr_a :

exprl := subs(expri
,cC_1 =0
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,cC_2
,cC_3

Il
o

0)
exprl

:= subs(exprl

,dcC_1sdx0 = level(dcC1sdx0, 0) // dcC_1sdx0() -> dcClsdx0
,dcC_2sdx0 = level(dcC2sdx0, 0) // dcC_2sdx0() -> dcC2sdx0
,dcC_3sdx0 = level(dcC3sdx0, 0) // dcC_3sdx0() -> dcC3sdx0
,psiC_1 = level(psiC1, 0) // psiC_1() -> psiCl
,- psiC_1 = - level(psiCl, 0) // - psiC_1() -> - psiCl
,psiC_2 = level(psiC2, 0) // psiC_2() -> psiC2
,- psiC_2 = - level(psiC2, 0) // - psiC_2() -> - psiC2
,psiC_3 = level(psiC3, 0) // psiC_3() -> psiC3
,- psiC_3 = - level(psiC3, 0)) : // - psiC_3() -> - psiC3
cC0_0_ := level(cO, 0) : // cCO_0_ -> cO0
psiCO_0_ := level(psiO, 0) : // psiCO_0_ -> psiO

exprl

:= subs(exprl

,cCO_0(t, x0) = cCO_0_ // cCO_0() -> cCO_0_
,psiC0_0 = psiCO_0_ // psiC0_0() -> psiCO_0_
,- psiC0_0 = - psiC0_0_) : // - psiC0_0() -> - psiCO_0_

exprl_p := poly(exprl
, [Dirac(cC0_0_)
,psiCO_0_
,Heavi(psiC0_0_)
,Dirac(psiC0_0_)
,diff (Dirac(psiC0_0_), psiCO_0_ $ 1)
,diff (Dirac(psiC0_0_), psiC0O_0_ $ 2)1)

end_proc :

/* Remplacement d’expressions par des identificateurs (pour

alléger 1’édition des résultats) */

subsc := proc(expr_a)

begin

subs (expr_a
,cCO_0(t, x0) = level(cO, 0) // cC0_0() -> ¢cO
,cCO_1(t, x0) = level(cl, 0) // ¢C0_1() -> ci
,cC0_2(t, x0) = level(c2, 0) // cC0_2() -> c2
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,cC0_3(t, x0) = level(c3, 0) // ¢C0_3() -> c3

,phiC0_0(t, x0) = level(phiO, 0) // phiC0_0() -> phiO
,phiC0_1(t, x0) = level(phil, 0) // phiC0_1() -> phil
,phiC0_2(t, x0) = level(phi2, 0) // phiC0_2() -> phi2
,phiC0_3(t, x0) = level(phi3, 0)) : // phiC0_3() -> phi3

end_proc

/****************************************************************/

/* Paramétre d’édition des résultats */
TEXTWIDTH := 65 :

/****************************************************************/

print
(Unquoted

L kokskkskkskkkokokokokokkkkkkk DEbut des résultats kkskkskkokkkskkskskskokkkokkok ')

/* 1- Développement de x */

/* 1.1- Développement de D1ltx */

/* Toutes les dérivées (en t et en x0) étant des dérivées
partielles, les x* peuvent &étre considérés comme des variables
indépendantes (de t et de x0) */

Dltx := eps * x1 + eps”™2 * x2 + eps”™3 * x3 :

/% 1.2- Calcul de x */
x := x0 + Dltx :

/* 2- Développement de cC */

/* 2.1- Développement de cCO */
cCO
:= ¢cC0_0(t, x0)

+

eps * cCO_1(t, x0)

+
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eps~2 * cC0_2(t, x0)

+

eps~3 * cCO_3(t, x0)

/* 2.2- Développement de cC */
cC := cCO + D1t_dev(cCO, x0, Dltx)

/* 3- Calcul de Prtc */
Prtc := c¢C - cCO_0(t, x0)

/* 4- Extraction d’expressions utilisées dans la suite */

cC_p := poly(cC, [eps])

cC_1 := coeff(cC_p, 1)
cC_2 := coeff(cC_p, 2)
cC_3 := coeff(cC_p, 3)

/* 5- Calcul d’expressions utilisées dans la suite */
dcCsdx0 := diff(cC, %0 $ 1)

dcC_1sdx0 := diff(cC_1, x0 $ 1)

dcC_2sdx0 := diff(cC_2, x0 $ 1)

dcC_3sdx0 := diff(cC_3, x0 $ 1)

/*

/* 6- Edition de ces expressions pour vérification */
print

(Unquoted

Kok ok kKR K ok ok KKK Kok KKK KRk kR Kok ok ok CO_ T ok kok ook ok kok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 1!
,expand (subsc(cC_1))) ;

print

(Unquoted

, Rk kK kK ok kR Rk Rk sk kR kok ok kok ACC_1SAX0  kkskkkokkokkkok ook ok ok ok Kok ok ok ok ok ok ok ok !
;expand (subsc(dcC_1sdx0))) ;

print

(Unquoted

, Tkokokokokokoksksksksksksk ok ok kokok sk kskoskokskokokok ok CC_2 skokoskokokok ok ok sk sk skskok sk ok o o ok ok ok sk sk sk ok sk ok ok !
,expand (subsc(cC_2))) ;

print
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(Unquoted

, "kokkoksk Rk sk skokok kR kskokkskkskokokokokokk - ACC_28AX 0 Hokskokskskokokoskok ok kok ok ok sk sk sk skok sk ko ok !
,expand (subsc(dcC_2sdx0))) ;

print

(Unquoted

R KKK KKK KKK KRR KRR KRRk Rk CO_S KoKk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok o !

,expand (subsc(cC_3))) ;

print

(Unquoted

, kKRR KR KRR KRR KRR KRRk Rk ACC_BSAR0 KKk Kok Kok ok ok ok Kok ok ok Kok Kok Kok Kok ok 1!
,expand (subsc(dcC_3sdx0))) ;

*/

/* T7- Développement de phiC */

/* T7.1- Développement de phiCO */
phiCO
:= phiC0_0(t, x0)

+

eps * phiCO_1(t, x0)

+

eps~2 * phiC0_2(t, x0)

+

eps~3 * phiC0_3(t, x0)

/* 7.2- Calcul de phiC */
phiC := phiCO + Dlt_dev(phiCO, x0, Dltx)

/* 8- Calcul de psiC */
psiC := psi_f(phiC, x)

/* 9- Calcul de Prtpsi */

/* 9.1- Calcul de psiC0_0 */
psiC0_0 := psi_f(phiCO_0(t, x0), x0)

/* 9.2- Calcul de Prtpsi */
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Prtpsi := psiC - psiCO_0 :

/* 10- Extraction d’expressions utilisées dans la suite */
psiC_p := poly(psiC, [epsl)

psiC_0 := coeff(psiC_p, 0) : // psiC_0 = psiCO_0

psiC_1 := coeff(psiC_p, 1)

psiC_2 := coeff(psiC_p, 2)

psiC_3 := coeff(psiC_p, 3)

/*

/* 11- Edition de ces expressions pour vérification */
print

(Unquoted

, "kkk kR ok ok ok ok ok kR DSIC_0 - PSICO_0 #akkskkskokokkokkokkokkokkokkokkok k!
,expand (subsc(psiC_0 - psiC0_0))) ;

print

(Unquoted

, "Rk KRR KR KR KRR KR KRRk ok DSTC_0  Rkokok kR kR kKoK ok ok ok ok ok !
,expand (subsc(psiC_0))) ;

print

(Unquoted

, kokskokskokokskok ok kok ok sokskokokskokskokkok DSTC_T skokskokok ook skokkok sk sk ok ok sk ok ok ook !
,expand (subsc(psiC_1))) ;

print

(Unquoted

, rokskokskorskskok ok kskkokokskorokskokkokkk DSTC_2 okskoroksokskokkskokkok ok skokok ok sk ok ok ok !
;expand (subsc(psiC_2))) ;

print

(Unquoted

, Rk KRRk KR KRR KRR KRRk Kok ok DSTC_S Aokkokakok ok ok ok ok kK ok ok ok ok ok ko !
,expand (subsc(psiC_3))) ;

*/

/* 12- Développement de piC */
piC
:= Dirac_dev_£f(cC0_0(t, x0), Prtc)

*
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dcCsdx0

*
psiC
*

Heavi_dev_f(- psiC0_0, - Prtpsi)

/* 13-

piC_p := poly(piC, [eps])
piC_0 := coeff(piC_p, 0)
piC_1 := coeff(piC_p, 1)
piC_2 := coeff(piC_p, 2)
piC_3 := coeff(piC_p, 3)
/* 14- Edition de ces
print

(Unquoted

ok ok ko ok ok Kook K ok Kook K ok Kok K o KK ok
,expand (subspiC(piC_0))) ;
print

(Unquoted
,"****************************
,expand (subspiC(piC_1))) ;
print

(Unquoted
,"****************************
,expand (subspiC(piC_2))) ;
print

(Unquoted

,"****************************

,expand (subspiC(piC_3))) ;

print

(Unquoted

expressions */

piC_0

piC_1

piC_2

piC_3

Extraction des expressions de piC pour chaque ordre */

ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk kok ok ok ok ok ok !

%k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk k k!

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok k ok !

sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok k ok ok !

’"********************* Fin des résultats *********************“);

JFEEE Rk kokokokokokokokokkkk FIN DU PROGRAMME % sk s s s sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok /
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H.3 Développement de cc et des D;cc pour la

caréne définie par c(t, x=)

H.3.1 Correspondance des variables

cC : EO

cCO : éOm)

cC0_0 ..., cCO_3 Dl

cCoC : Eo(mo

cCOC_1 ,..., cCOC_3 by e E0
cCOC1_1 ,..., cCOC1_3 LT g vy Ty
cCOCr_1 ,..., cCOCr_3 LT s v T
Dltx : A%%

DtcC : Dtéc

DtcCo : Dy

DtcCO_0 ..., DtcCO_3 : D)) ..., D
DtcCOC : Dic ),

DtcCOC_1 ..., DtcCOC_3 : Dy s D)
DtcCOCL_1 ..., DtcCOC1_3  : Do ..., Doy
DtcCOCr_1 ..., DtcCOCr_3  : Do ..., Doy
Dt*cC . Djé,

Dt*cCO : D}

Dt#cCO_0 ..., Dt*cCO_3 . D;c) ..., D)
Dt*cCOC : DjC ),

Dt#cCOC_1 ,..., Dt*cCOC_3  : D&l ..., Die)
Dt*cCOCL_1 ,..., Dt*cCOCL_3 : D;cy ..., Djel)
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Dt*cCOCr_1 ,..., Dt*cCOCr_3 : Djely ..., Drelf)
eps D€

phiC P

phiCO :Om>

phiC0_0 ,..., phiC0_3 S RPN

x0 ,..., x3 : xg% ) ) $§2

H.3.2 Programme

/*xxkkxkkkxkkxx* DEVELOPPEMENT DE cC et des DtxcC sskkkxkskkkskkkxkskkk /
/* Définitions des alias */

/* Pour des calculs plus numériques, et obligatoirement pour les

vérifications, supprimer les mises en commentaire ci-dessous */

// f1 := fact(1)
// £2 := fact(2)
// £3 := fact(3)

/****************************************************************/

/* Chargement des procédures communes */

read("...")

/****************************************************************/

/* Définitions des procédures locales */

/* Expression de la dérivée particulaire Dtf d’une fonction f */
Dtf_f := proc(f_a, phi_a)

begin

diff(f_a, t $ 1)

+
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diff(f_a, x0 $ 1) * diff(phi_a, x0 § 1)

end_proc :

/* Expression de la dérivée particulaire deuxiéme Dt2f d’une
fonction f */

Dt2f_f := proc(f_a, phi_a)

begin

Dtf_f(Dtf_f(f_a, phi_a), phi_a)

end_proc :

/* Expression de la dérivée particulaire troisiéme Dt3f d’une
fonction f */

Dt3f_f := proc(f_a, phi_a)

begin

Dtf_f(Dt2f_f(f_a, phi_a), phi_a)

end_proc :

/* Remplacement d’expressions par des identificateurs (pour

alléger 1’édition des résultats) */

subsc := proc(expr_a)

begin

subs (expr_a
,cCO0_0(t, x0) = level(cO, 0) // cC0_0() -> ¢cO
,cCO0_1(t, x0) = level(ci, 0) // cCO_1() -> ci
,cC0_2(t, x0) = level(c2, 0) // cC0_2() -> ¢c2
,cC0_3(t, x0) = level(c3, 0) // ¢C0_3() -> ¢3

,phiCO_0(t, x0)
,phiCO_1(t, x0)
,phiC0_2(t, x0)
,phiC0_3(t, x0)

end_proc :

level(phiO, 0) // phiC0_0() -> phiO
level(phil, 0) // phiCO_1() -> phil
level(phi2, 0) // phiC0_2() -> phi2
level(phi3, 0)) : // phiC0_3() -> phi3

/****************************************************************/

/* Paramétre d’édition des résultats */
TEXTWIDTH := 65 :
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[ koo ok ok ok ok sk sk skl ko ok sk ok ok ok sk ki sk sk sk sk sk ok ok ok sksk sk sksk sk sk ok ok sksksksk sk sk sk o kok ok sk sk sksk ok ok ok ok k /
print

(Unquoted

, kokkokskkskkkokokokokckkkkkkk DEbut des résultats kkskkskkokokkskkskskskokokkokkok!)

/* 1- Développement de cC */

/* 1.1- Développement de cCO */
cCO := ¢cC0_0(t, x0)

+

eps * cCO_1(t, x0)

+

eps~2 * cC0_2(t, x0)
+

eps~3 * cC0_3(t, x0)

/* 1.2- Développement de cCOC */

/* 1.2.1- Développement de Dltx */

/* Toutes les dérivées (en t et en x0) étant des dérivées
partielles, les x* peuvent &tre considérés comme des variables
indépendantes (de t et de x0) */

Dltx := eps * x1 + eps™2 * x2 + eps”3 * x3 :

/* Pour memoire, x = x0 + Dltx */

/* 1.2.2- Développement de cCOC */
cCOC := Dl1t_dev(cCO, x0, D1tx)

/* 1.2.3- Calcul de cC (utilisé dans le développement de DtcC) */
cC := cCO + cCOC :

/* 1.2.4- Extraction des expressions de cCOC pour chaque ordre */
cCOC_p := poly(cCOC, [epsl)
cCOC_1 := coeff(cCOC_p, 1)
cCOC_2 := coeff(cCOC_p, 2)
cC0C_3 := coeff(cCOC_p, 3)
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/* 1.2.5- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, Tkokokokokokokskskskskok sk ok ok skokokskkskskokskokok ok CCOC_ T skokokokokokokak sk skoskoksk ok ok o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok 1!
,expand (subsc(cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

, Tkokokokokskokskskskskok sk okokkokokskskskskokskokok ok CCOC_2 skokokkokokokaksksksksksk ok ok o ok ok ok sk sk sksk sk ok ok 1!
,expand (subsc(cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok skokokoskokokokokokokokokokokokk - CCOC_ 3 skokokokokokoskokokokokokokokokokokokokokokokokokokok ok

,expand (subsc(cC0C_3))) ;

/%

/* 1.2.6- Vérification des formules concernant cCOC */

/* 1.2.6.1- Calcul des expressions de cCOC au premier membre pour
chaque ordre */

cCOC1_1 := diff(cCO_0(t, x0), x0 $ 1) * (x1 / f1)

cCOC1_2 := diff(cCO0_0(t, x0), x0 $§ 1) * (x2 / f1)

cCOC1_3 := diff(cCO_0(t, x0), x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 1.2.6.2- Calcul des expressions de cCOC au second membre pour

chaque ordre */

cCOCr_1 := 0 :
cCOCr_2 := Dltexpr2r(cC0_0(t, x0), cCO_1(t, x0))
cCOCr_3 := Dltexpr3r(cC0_0(t, x0), cCO_1(t, x0), cCO_2(t, x0))

/* 1.2.6.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, kokokkkskkskskkokokkokokkk cCOC_1 - ¢COCL_1 - cCOCTr_1 skskokskskskskskskskoskokkokok ok k!
,expand (subsc(cCOC_1 - cCOC1_1 - cCOCr_1))) ;

print
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(Unquoted

, kkkokskkskkkokokkckckkkk - cCOC_2 - cCOCL_2 - cCOCT_2 skkskskskskskskskskokokskkkdkokk !
,expand (subsc(cCOC_2 - cCOC1l_2 - cCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kokskokskokkokokkkokkkkkk CCOC_3 = cCOCL_3 - CCOCT_3 sxkkskskkkskkkkokkkokkx !
,expand (subsc(cCOC_3 - cCOC1l_3 - cCOCr_3))) ;

*/

/* 2- Développement de DtcC */

/* 2.1- Développement de DtcCO */

/* 2.1.1- Développement de phiCO */
/* La dépendance en t des phiCO*, et donc de phiCO, ci-dessous
est sans utilité dans le développement de DtcCO et de DtcC : seuls
les d*phiC0/dx0~* interviennent dans ces grandeurs, mais cette
dépendance intervient dans le développement de Dt2c¢CO, de Dt2cC
et suivants */
phiCO
:= phiC0_0(t, x0)

+

eps * phiC0_1(t, x0)

+

eps~2 * phiC0_2(t, x0)

+

eps~3 * phiC0_3(t, x0)

/* 2.1.2- Calcul de DtcCO */
DtcCO := Dtf_f(cCO, phiCO)

/* 2.1.3- Extraction des expressions de DtcCO pour chaque ordre */
DtcCO_p := poly(DtcCO, [eps])
DtcCO_0 := coeff(DtcCO_p, 0)
DtcCO_1 := coeff(DtcCO_p, 1)
DtcCO_2 := coeff(DtcCO_p, 2)
DtcC0_3 := coeff(DtcCO_p, 3)
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/* 2.1.4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted
’"***************************
,expand (subsc(DtcC0_0))) ;
print

(Unquoted
’"***************************
,expand (subsc(DtcCO_1))) ;
print

(Unquoted

"R SRk oK KKK KKK oK K KoK K K K o
,expand (subsc (DtcC0_2))) ;
print

(Unquoted

,"***************************

,expand (subsc (DtcC0_3))) ;

/* 2.2- Développement de DtcC

DtcCO_0

DtcCO_1

DtcCO0_2

DtcCO0_3

*/

/* 2.2.1- Développement de phiC */

phiC

/* 2.2.2- Calcul de DtcC %/

DtcC := Dtf_f(cC, phiC)

/* 2.2.3- Calcul de DtcCOC */
DtcCOC := DtcC - DtcCO :

/* 2.2 . 4-

*/

DtcCOC_p := poly(DtcCOC, [eps]
DtcCOC_1 := coeff(DtcCOC_p, 1)
DtcCOC_2 := coeff(DtcCOC_p, 2)
DtcCOC_3 := coeff(DtcCOC_p, 3)

)
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:= phiCO + D1t_dev(phiCO, x0, D1tx)

Extraction des expressions de DtcCOC pour chaque ordre



/* 2.2.5- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

kKRR KR KRR KRR KRRk KRRk okk DECCOC_T okskokskokskokskok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok ok !
,expand (subsc (DtcC0C_1))) ;

print

(Unquoted

R K KKK KKK KRR KRRk Rk DECCOC_2 Hokkokkok skok ok sk ok ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok o !
,expand (subsc (DtcC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokskskskskskok ok sk ok kkkokskkskokokskokokk - DECCOC_3 skokskokokskskokokok sk ok ok ok ok sk sksk sk ok sk ok o ok ok !

,expand (subsc (DtcC0OC_3))) ;

/%

/* 2.2.6- Vérification des formules concernant DtcCOC */

/* 2.2.6.1- Calcul des expressions de DtcCOC au premier membre
pour chaque ordre */

DtcCOC1_1 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)

DtcCOC1l_2 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)

DtcCOC1_3 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 2.2.6.2- Calcul des expressions de DtcCOC au second membre pour

chaque ordre */

DtcCOCr_1 := 0 :
DtcCOCr_2 := Dltexpr2r(DtcCO_0, DtcCO_1)
DtcCOCr_3 := Dltexpr3r(DtcC0_0, DtcCO_1, DtcCO_2)

/* 2.2.6.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, kskskokckokskoskokkokkkk DECCOC_1 - DtcCOCL_1 - DtcCOCT_1 skskskskokokkokskoskskkkxk !
,expand (subsc(DtcCOC_1 - DtcCOCl_1 - DtcCOCr_1))) ;

print

(Unquoted
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L kR kR xRk kR kkx DECCOC_2 - DtcCOCL_2 - DtcCOCT_2 skkskkskkokkokkokkok k!
,expand (subsc(DtcCOC_2 - DtcCOCl_2 - DtcCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kkskokkokkskokkokkkk DECCOC_3 - DtcCOCL_3 - DtcCOCT_3 skkkskskkkkkokkkkxk"
,expand (subsc (DtcCOC_3 - DtcCOC1_3 - DtcCOCr_3))) ;

*/

/* 3- Développement de Dt2cC */

/* 3.1- Développement de Dt2cCO */

/* 3.1.1- Calcul de Dt2cCO */
Dt2cCO := Dt2f_£f(cCO, phiCO)

/* 3.1.2- Extraction des expressions de Dt2cCO pour chaque ordre
*/

Dt2cCO_p := poly(Dt2cCO, [epsl)

Dt2cC0_0 := coeff(Dt2cCO_p, 0)

Dt2cCO0_1 := coeff(Dt2cCO_p, 1)

Dt2cC0_2 := coeff(Dt2cCO_p, 2)

Dt2cC0_3 := coeff(Dt2cCO_p, 3)

/* 3.1.3- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

kR Kok Kok K kKR KRR kKRR kKRR ok okk DE2CCO_0 ok kokkk ko ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok ok ok !
,expand (subsc(Dt2cC0_0))) ;

print

(Unquoted

kKRR Kok Kok K kKR KRR kKR KRk kKR ok k DE2CCO_ T ok ksk sk ko ok Kok Kok Kok Kok Kok ok ok ok !
,expand (subsc(Dt2cC0_1))) ;

print

(Unquoted

, Tkokokokokokokskskskokskskokokkkokkkskoskokoskokok DE2CCO_2 skokkskskokskskskskoksk sk ok ok ok ok ok sk sk sk ok sk ok ok !
,expand (subsc(Dt2cC0_2))) ;

print
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(Unquoted

KKK KKK KK KK KKK KK KKK KRRk Rk DE2CCO_3 ok kok sk ok ok ok Kok Kok Kok Kok KKK Kok Kok !
,expand (subsc(Dt2cC0_3))) ;

/* 3.2- Développement de Dt2cC */

/* 3.2.1- Calcul de Dt2cC */
Dt2cC := Dt2f_f(cC, phiC)

/* 3.2.2- Calcul de Dt2cCOC */
Dt2cCOC := Dt2cC - Dt2cCO :

/* 3.2.3- Extraction des expressions de Dt2cCOC pour chaque ordre

*/

Dt2¢COC_p := poly(Dt2cCOC, [eps])
Dt2cCOC_1 := coeff(Dt2cCOC_p, 1)
Dt2cCOC_2 := coeff(Dt2cCOC_p, 2)
Dt2cCOC_3 := coeff (Dt2cCOC_p, 3)

/* 3.2.4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, "kokkokskokskskskkok kR ckskokkskskskoskokokokokk - DE2CCOC_ T s kokskokskskokokokosk sk kok ok ok sk skskskok sk ok ok o ook !
,expand (subsc(Dt2cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

, kKR Kok kK kK ok Rk kK ok kKR kR kR ok ok DE2CCOC_2  skkokkskokakok sk ok kok ok ok ok ok ok ok ok ok !
;expand (subsc (Dt2cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

s Wkosk ok ok ok okok ok kokokokokokokokokokokokokokokokokk DE2CCOC_3  skokokoskokokokokokokokokokokokokokokokokokokok ok ok ok

;expand (subsc (Dt2cC0C_3))) ;

/%

/* 3.2.5- Vérification des formules concernant Dt2cCOC */

/* 3.2.5.1- Calcul des expressions de Dt2cCOC au premier membre
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pour chaque ordre */

Dt2cCOC1l_1 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)
Dt2cCOC1_2 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)
Dt2cCOC1_3 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 3.2.5.2- Calcul des expressions de Dt2cCOC au second membre
pour chaque ordre */

Dt2cCOCr_1 := 0 :

Dt2cCOCr_2 := Dltexpr2r(Dt2cCO_0, Dt2cCO_1)

Dt2cCOCr_3 := Dltexpr3r(Dt2c¢CO_0, Dt2cCO_1, Dt2cCO_2)

/* 3.2.5.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, Ukokkskokkkskokkkokk DE2cCOC_1 - Dt2cCOCL_1 - Dt2cCOCr_1 skkkskkkkkokkkk!
,expand (subsc (Dt2cCOC_1 - Dt2cCOC1_1 - Dt2c¢COCr_1))) ;

print

(Unquoted

, kksokkokkskokkckkk DE2cCOC_2 - Dt2cCOC1_2 - Dt2cCOCT_2 skskkokkkkskokkkx"
;expand (subsc (Dt2cC0OC_2 - Dt2cCOC1_2 - Dt2cCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kksokokokkkokkckkk DE2cCOC_3 - Dt2cCOC1_3 - Dt2cCOCT_3 skxsokkkksokkokx "
;expand (subsc (Dt2cC0C_3 - Dt2cCOC1_3 - Dt2cCOCr_3))) ;

*/

/* 4- Développement de Dt3cC */

/* 4.1- Développement de Dt3cCO */

/* 4.1.1- Calcul de Dt3cCO */
Dt3cCO := Dt3f_£f(cCO, phiCO0)

/* 4.1.2- Extraction des expressions de D3c pour chaque ordre */

Dt3cCO_p := poly(Dt3cCO, [epsl)
Dt3cCO0_0 := coeff(Dt3cCO_p, 0)

309



Dt3cCO0_1 := coeff(Dt3cCO_p, 1)
Dt3cC0_2 := coeff(Dt3cCO_p, 2)
Dt3cC0_3 := coeff(Dt3cCO_p, 3)

/* 4.1.3- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, Rk k KoKk kK kKK kKR kKR kR Rk ok ok DE3CCO_Q kokokokokok ok ok ok ok ok kok ok ok ok ok ok ok ok ok !
,expand (subsc (Dt3cC0_0))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokokskskskskok kR Rk kkokskskskokokskokok k- DESCCO_ T kokskokokskskokokoksk ok ko k ok sk skok sk ok sk ok ok ok ok !
,expand (subsc(Dt3cC0_1))) ;

print

(Unquoted

, "kokkokskskskskskkok kR kskokokskskskoskokokokokk - DESCCO_2  kokskskokskskokoskok sk ok ok ok ok sk sksksksk sk ok ko ok !
,expand (subsc(Dt3cC0_2))) ;

print

(Unquoted

, kKR Kok kK kK kKR Kok Rk Rk kR ok kk DEBCCO_3 okkokokskok ok ok ok ok kok ok ok ok ok ok ok ok !

,expand (subsc(Dt3cC0_3))) ;

/* 4.2- Développement de Dt3cC */

/% 4.2.1- Calcul de Dt3cC x*/
Dt3cC := Dt3f_f(cC, phiC)

/* 4.2.2- Calcul de Dt3cCOC */
Dt3cCOC := Dt3cC - Dt3cCO :

/* 4.2.3- Extraction des expressions de Dt3cCOC pour chaque ordre

*/

Dt3cCOC_p := poly(Dt3cCOC, [eps])
Dt3cCOC_1 := coeff(Dt3cCOC_p, 1)
Dt3cCOC_2 := coeff(Dt3cCOC_p, 2)
Dt3cCOC_3 := coeff(Dt3cCOC_p, 3)

310



/* 4.2 .4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, Kok koK kK ok koK kKR kR ok kR kR ok kR kok DEBCCOC_T skkskokkokkokkkokkok ok sk ok Kok ok ok ok ok ok ok !
;expand (subsc (Dt3cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

, Kok kR ok Rk ok ok Rk Rk kKR kR ok kR kk DEBCCOC_2 sk kokkkokkok sk ok kok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok !
;expand (subsc (Dt3cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokkokskskskskkskk ok ckkokokskkskokokkok ok DESCCOC_3  skokskokokskskokokok sk ok ok sk ok ok sk sksk sk ok sk ok o o ok !

,expand (subsc(Dt3cC0C_3))) ;

/*

/* 4.2.5- Vérification des formules concernant Dt3cCOC */

/* 4.2.5.1- Calcul des expressions de Dt3cCOC au premier membre
pour chaque ordre */

Dt3cCOC1_1 := diff(Dt3cCO0_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)

Dt3cCOC1_2 := diff(Dt3cC0_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)

Dt3cCOC1_3 := diff(Dt3cC0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 4.2.5.2- Calcul des expressions de Dt3cCOC au second membre
pour chaque ordre */

Dt3cCOCr_1 := 0 :

Dt3cCOCr_2 := Dltexpr2r(Dt3cCO_0, Dt3cCO_1)

Dt3cCOCr_3 := D1ltexpr3r(Dt3cCO_0, Dt3cCO_1, Dt3cC0O_2)

/* 4.2.5.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, Rokkskokokkskokkkkok DE3cCOC_1 - Dt3cCOC1_1 - Dt3cCOCTr_1 skkkskskokkskokkkk!
;expand (subsc (Dt3cCOC_1 - Dt3cCOC1l_1 - Dt3cCOCr_1))) ;

print

(Unquoted
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, sk kookkkk DE3CCOC_2 - DE3cCOCL_2 - DE3cCOCT_2 #**kkkkkhrk’
,expand (subsc(Dt3cCOC_2 - Dt3cCOCl_2 - Dt3cCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kkskkkokkkkokkk DE3CCOC_3 - Dt3cCOCL_3 - Dt3cCOCT_3 skkkkskskkkkskskhxk
,expand (subsc (Dt3cCOC_3 - Dt3cCOC1_3 - Dt3cCOCr_3))) ;

*/

print
(Unquoted

,kkkkkRkokokokokokokkkkkkkk Fin des résultats kkskskokkokskokkkskskskskokokokokokok ')

JFEE kR kokokokokokokokokkkk FIN DU PROGRAMME % sk s s sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok /

H.4 Développement de cc et des Djcc pour la

caréne définie par c(pg], p[l*], , :L*%)

EIa%%]
H.4.1 Correspondance des variables

Les variables de ce programme sont les mémes que celles du programme de la

section H.3, plus :

=[0]

PO Pi)
0J(0 0](3
p0_0 ,..., p0_3 : pHﬁ),..w pgﬁ)
R
pl © P
. H(0) [1](3)
pl_0,...,pl_3 : Plsie) oo Plas

H.4.2 Programme
/*kkxxxkkkkkxxx%% DEVELOPPEMENT DE cC et des DtxcC skkkskskskkokkkkkkkk/

/* Définitions des alias */
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/* Pour des calculs plus numériques, et obligatoirement pour les
vérifications, supprimer les mises en commentaire ci-dessous */
// f1 := fact(1)
// £2 := fact(2)
// £3 := fact(3)

/****************************************************************/

/* Chargement des procédures communes */

read("...")

/****************************************************************/

/* Définitions des procédures locales */

/* Expression de la dérivée particulaire Dtf d’une fonction f de
pO, pl et x mais pas de t directement. Ce sont pO et pl qui
dépendent de t. La fonction "diff" de MuPAD n’applique pas la
régle de dérivation des fonctions composées, d’ou l’obligation de
de 1’appliquer explicitement pour obtenir la dérivée de f par
rapport a t */

Dtf_f := proc(f_a, phi_a)

begin

diff(f_a, p0_0 $ 1) x diff(p0, t $ 1)

+

diff(f_a, p1_0 $ 1) x diff(pl, t $ 1)

+

diff(f_a, x0 $ 1) * diff(phi_a, x0 $ 1)

end_proc

/* Expression de la dérivée particulaire deuxiéme Dt2f d’une
fonction f dans les mémes conditions */

Dt2f_f := proc(f_a, phi_a)

begin

Dtf_f(Dtf_f(f_a, phi_a), phi_a)

+

diff (Dtf_f(f_a, phi_a), t $ 1)

313



end_proc :

/* Expression de la dérivée particulaire troisiéme Dt3f d’une

fonction f dans les mémes conditions */

Dt3f_f

begin

Dtf_f(Dt2f_f(f_a, phi_a), phi_a)

+

:= proc(f_a, phi_a)

diff (Dt2f_f(f_a, phi_a), t $ 1)

end_proc :

/* Remplacement d’expressions par des identificateurs (pour

alléger 1’édition des résultats) */

subsc :

begin

exprl :

exprl

:= subs (expril

exprl

,cCO_0(p
,p0_0(%)
,pO_1(t)
,p0_2 (%)
,p0_3(t)
,p1_0(%)
,pl_1(t)
,pl_2(t)
,p1_3(%)
,phiC0_0
,phiCO_1
,phiC0_2
,phiC0_3

:= subs(expri

,p0_0
,pl_0

end_proc :

proc (expr_a)

expr_a :

0.0, pl_0, x0) =
= level(p00, 0)
= level(pO1, 0)
= level(p02, 0)
= level(p03, 0)
= level(p10, 0)
= level(pll, 0)
= level(pl2, 0)
= level(p13, 0)
(t, x0)
(t, x0)
(t, x0)
(t, x0)

level(p00, 0)

level(cO, 0) //

level(phiO,
level(phil,
level(phi2,
level(phi3,

0)
0)
0)
0))

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

// p0_0 -> p00
level(pl10, 0)) : // pl_0 -> pl0
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phiC0_10)
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/****************************************************************/

/* Paramétre d’édition des résultats */
TEXTWIDTH := 65 :

/****************************************************************/

print
(Unquoted

L kokokkkskkskkkokokokokokkkkkk DEbut des résultats kkskkkkkokkkskkskskskokkkokok ')

/* 1- Développement de cC */

/* 1.1- Développement de cCO */

/* 1.1.1- Développement de p0 */
D1tp0 := eps * pO_1(t) + eps™2 * p0_2(t) + eps~3 * p0_3(t)
p0 := p0_0(t) + D1tpO :

/* 1.1.2- Développement de pl */
Dltpl := eps * pl_1(t) + eps~™2 * pl_2(t) + eps~3 * pl_3(t)
pl := p1_0(t) + Dltpl

/* 1.1.3- Développement de cCO */

cCO := cC0_0(p0_0, p1_0, x0)

cCO := cCO + D1t_dev(cCO, p0_0, D1tp0)
cCO := cCO + D1t_dev(cCO, pi1_0, D1tpl)

/* 1.1.4- Extraction des expressions de cCO pour chaque ordre */

cCO_p := poly(cCO, [epsl)
cCO0_1 := coeff(cCO_p, 1)
cC0_2 := coeff(cCO_p, 2)
cC0_3 := coeff(cCO_p, 3)

/* 1.1.5- Edition de ces expressions */
print

(Unquoted
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TR K KRR KKK KRR KR KRRk COO T Kok ok kok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok 11
,expand (subsc(cC0_1))) ;

print

(Unquoted

, "kokokok sk ok sk sk kR kR ok kR ok sk skskokokskkokkok ok CCO_2  skokkokokokskskokok sk sk o ok ok ok sk sk sk sk ok sk ok o ok ok !
,expand (subsc(cC0_2))) ;

print

(Unquoted

, "kokkokskskskskskskok sk ok kskokokskskskoskokokokokkok ok CCO L3 skokkokokokskskokoskok sk ok ok ok ok ok sk sk sk sksk sk ok ok ok !

,expand (subsc(cC0_3))) ;

/* 1.2- Développement de cCOC */

/* 1.2.1- Développement de Dltx */

/* Toutes les dérivées (en t et en x0) étant des dérivées
partielles, les x* peuvent &tre considérés comme des variables
indépendantes (de t et de x0) */

Dltx := eps * x1 + eps”™2 * x2 + eps”™3 * x3 :

/* Pour memoire, x = x0 + Dltx */

/* 1.2.2- Développement de cCOC */
cCOC := D1t_dev(cCO, x0, Dltx)

/* 1.2.3- Calcul de cC (utilisé dans le développement de DtcC) */
cC := cCO + cCOC :

/* 1.2.4- Extraction des expressions de cCOC pour chaque ordre */
cCOC_p := poly(cCOC, [eps])
cCOC_1 := coeff(cCOC_p, 1)
cCO0C_2 := coeff(cCOC_p, 2)

cC0C_3 := coeff(cCOC_p, 3)

/* 1.2.5- Edition de ces expressions */
print
(Unquoted

, "kokokokskskskskskskok kR kkokskskskskokokskokokk ok CCOC_ T skokokokokokskskokokok sk ok ok ok ok sk skskskok sk ok o ok ok !
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,expand (subsc(cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

kR Kok Kok Kk Kk KRRk KRRk Rk okok sk COOC_D  Hkakkok ok ok ok ook ook ok ook K ok o ok o ok o ok !
,expand (subsc(cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, Wk sk ok ok ok ok ok ok ok okok kokokokokokokokokokokokokokokok CCOC_3  skokokoskokokoskokokokokokokokokokokokokokokskokokokok ok

,expand (subsc(cC0C_3))) ;

/%

/* 1.2.6- Vérifications */

/* 1.2.6.2- Vérification des formules concernant cCOC */

/* 1.2.6.2.1- Calcul des expressions de cCOC au premier membre

pour chaque ordre */

cCOC1_1 := diff(cCO_0(p0_0, p1_0, x0), x0 $ 1) * (x1 / f1)
cCOC1_2 := diff(cCO_0(p0_0, p1_0, x0), x0 $ 1) * (x2 / f1)
cCOC1_3 := diff(cCO_0(p0_0, p1_0, x0), x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 1.2.6.2.2- Calcul des expressions de cCOC au second membre pour

chaque ordre */

cCOCr_1 := 0 :
cCOCr_2 := Dltexpr2r(cC0_0(p0_0, p1_0, x0), cCO_1)
cCOCr_3 := Dltexpr3r(cC0_0(p0_0, p1_0, x0), cCO_1, cCO_2)

/* 1.2.6.2.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

L URokkskokokkskokkkokokkkokk CCOC_1 - cCOCL_1 - cCOCI_1 skxskokskskkokskskokkkkokkkk!
,expand (subsc(cCOC_1 - cCOC1_1 - cCOCr_1))) ;

print

(Unquoted

, kksokokokkskokokokkkokokokk cCOC_2 - cCOCL_2 - cCOCT_2 skssokkkskskokkkkskokkokxk!!

,expand (subsc(cCOC_2 - cCOCl_2 - cCOCr_2))) ;
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print

(Unquoted

| ekkkokkckkkkkokkkkk cCOC_3 - cCOCL_3 — cCOCT_3 sk kokokkokokkokokok koo !
,expand (subsc (cCOC_3 - cCOC1_3 - cCOCr_3))) ;

*/

/* 2- Développement de DtcC */

/* 2.1- Développement de DtcCO */

/* 2.1.1- Développement de phiCO */

/* La dépendance en t des phiCO*, et donc de phiCO, ci-dessous est
sans utilité dans le développement de DtcCO et de DtcC : seuls les
d*phiC0/dx0~* interviennent dans ces grandeurs, mais cette
dépendance intervient dans le développement de Dt2cCO, de Dt2cC et

suivants */

phiCo
:= phiC0_0(t, x0)
+
eps * phiC0O_1(t, x0)
+
eps~2 * phiC0_2(t, x0)
+

eps~3 * phiC0_3(t, x0)

/*x 2.1.2
DtcCO :

Calcul de DtcCO */
Dtf_£f(cCO, phiCO)

/* 2.1.
DtcCO_p := poly(DtcCO, [eps])
DtcCO_0 := coeff(DtcCO_p, 0)
DtcCO_1 := coeff(DtcCO_p, 1)
DtcCO_2 := coeff(DtcCO_p, 2)
DtcC0_3 := coeff(DtcCO_p, 3)

w
|

Extraction des expressions de DtcCO pour chaque ordre */

/* 2.1.4- Edition de ces expressions */
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print

(Unquoted

oKk Kok oK ok K KK KKK KKK KoK KoK K
,expand (subsc(DtcC0_0))) ;
print

(Unquoted
’"***************************
,expand (subsc(DtcCO_1))) ;
print

(Unquoted
’"***************************
,expand (subsc(DtcC0_2))) ;
print

(Unquoted

koK ok oK ok K ok KK KKK KKK KK KoK KoK

,expand (subsc (DtcC0_3))) ;

/* 2.2- Développement de DtcC

DtcCO0_0

DtcCO_1

DtcCO0_2

DtcCO0_3

*/

/* 2.2.1- Développement de phiC */

phiC

/* 2.2.2- Calcul de DtcC %/

ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok !

%k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok k ok !

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk k ok !

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok !

:= phiCO + D1t_dev(phiCO, x0, D1tx)

Extraction des expressions de DtcCOC pour chaque ordre

DtcC := Dtf_f(cC, phiC)

/* 2.2.3- Calcul de DtcCOC x/
DtcCOC := DtcC - DtcCO :

/¥ 2.2.4-

*/

DtcCOC_p := poly(DtcCOC, [eps])
DtcCOC_1 := coeff(DtcCOC_p, 1)
DtcCOC_2 := coeff(DtcCOC_p, 2)
DtcCOC_3 := coeff(DtcCOC_p, 3)
/* 2.2.5- Edition de ces expressions */
print
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(Unquoted

, "kokkokskkskskskokok kR kskokkskskskoskokokokokk - DECCOC_ T s kokskokokskskokoskokosk sk ok ok sk sk skskskok sk sk ok ok !
,expand (subsc(DtcCOC_1))) ;

print

(Unquoted

, Rk kK ok Kk K kKK kK koK kKR kokkokk DECCOC_2  okkokokskok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok !
,expand (subsc (DtcC0C_2))) ;

print

(Unquoted

s Wkosk sk ok ok ok ok ok ko kokokokokokokokokokokokokokokok DECCOC_3  skokokokokokoskokokoskokokokokokskokokokokokokokok ok ok V!

,expand (subsc(DtcC0C_3))) ;

/%

/* 2.2.6- Vérifications */

/* 2.2.6.1- Vérification du développement de DtcCO_0 */
Verif_DtcCO_0

DtcCO0_0

(diff(cC0_0, t) // ce terme est nul

+

diff (cC0_0(p0_0, p1_0, x0), p0_0) * diff(p0_0(t), t)

+

diff (cC0_0(p0_0, p1_0, x0), p1_0) * diff(p1_0(t), t)

+

diff(cCO_0(p0_0, pl_0, x0), x0) * diff(phiCO_0(t, x0), x0))
/* L’expression ci-dessous doit &tre nulle */

print

(Unquoted

, Rk kKRR sk kKR Rk kKR kR ok kR okk Terdf _DtcCO_Q skskokskoskskokkokokkok ok kok ok ok ok ok ok !

,subsc(simplify(Verif _DtcC0_0))) ;
/% 2.2.6.2- Vérification des formules concernant DtcCOC */

/* 2.2.6.2.1- Calcul des expressions de DtcCOC au premier membre

pour chaque ordre */
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DtcCOC1_1 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)
DtcCOC1_2 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)
DtcCOC1_3 := diff(DtcCO_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 2.2.6.2.2- Calcul des expressions de DtcCOC au second membre

pour chaque ordre */

DtcCOCr_1 := 0 :
DtcCOCr_2 := Dltexpr2r(DtcC0_0, DtcCO_1)
DtcCOCr_3 := Dltexpr3r(DtcC0_0, DtcCO_1, DtcCO_2)

/* 2.2.6.2.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, kkkokkokkkokkxokkkx DECCOC_1 - DtcCOCL_1 - DtcCOCT_1 skskksksokkskokkkokkx"
,expand (subsc(DtcCOC_1 - DtcCOCl_1 - DtcCOCr_1))) ;

print

(Unquoted

, skkokkokkkokkkokkkx DECcCOC_2 - DtcCOCL_2 - DtcCOCT_2 *¥skkkskkkskkkkokk k!
,expand (subsc (DtcCOC_2 - DtcCOCl_2 - DtcCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kokokokokskkskkkkokkk DECCOC_3 - DtcCOCL_3 - DtcCOCT_3 skkskskskskskokokkokkk k!
,expand (subsc(DtcCOC_3 - DtcCOC1_3 - DtcCOCr_3))) ;

*/

/* 3- Développement de Dt2cC */

/* 3.1- Développement de Dt2cCO */

/* 3.1.1- Calcul de Dt2cCO */
Dt2cCO := Dt2f_£f(cCO, phiCO)

/* 3.1.2- Extraction des expressions de Dt2cCO pour chaque ordre
*/

Dt2cCO_p :
Dt2cC0_0 :

poly(Dt2cCO, [eps])
coeff(Dt2cCO_p, 0)
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Dt2cCO0_1 := coeff(Dt2cCO_p, 1)
Dt2cC0_2 := coeff(Dt2cCO_p, 2)
Dt2cC0_3 := coeff(Dt2cCO_p, 3)

/* 3.1.3- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

Rk k Kok ok kKKK KKk Rk kKR kR ok ok DE2CCO_Q kokokokokokok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok !
,expand (subsc (Dt2cC0_0))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokokskskskskk kR ok kR kokskskskokokskokokk - DE2CCO_ 1 kokskokokskskokokok sk ok ok ok ok sk skskskok sk ok ok o ok !
,expand (subsc(Dt2cC0_1))) ;

print

(Unquoted

, "kokkokskskskskskkok kR kskokokskskskoskokokokokk - DE2CCO_2  kokskskokskskokoskok sk ok ko ok ok sk sk sk sksk sk ok ok ok ok !
,expand (subsc(Dt2cC0_2))) ;

print

(Unquoted

, Rk kK ok Rk kK kKK kK ok Rk Rk kR ok ok DE2CCO_3 kokkokokskokk ok kok ok Kok ok Kok ok ok ok ok !

,expand (subsc(Dt2cC0_3))) ;

/* 3.2- Développement de Dt2cC */

/* 3.2.1- Calcul de Dt2cC x/
Dt2¢C := Dt2f_f(cC, phiC)

/* 3.2.2- Calcul de Dt2cCOC */
Dt2c¢COC := Dt2cC - Dt2cCO :

/* 3.2.3- Extraction des expressions de Dt2cCOC pour chaque ordre

*/

Dt2¢COC_p := poly(Dt2cCOC, [eps])
Dt2¢COC_1 := coeff(Dt2cCOC_p, 1)
Dt2cCOC_2 := coeff (Dt2cCOC_p, 2)
Dt2cCOC_3 := coeff(Dt2cCOC_p, 3)
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/* 3.2.4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

kR kKR Kk kKR KRRk kR Rk DE2CCOC_T skokskskskskskok sk okok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 11
;expand (subsc (Dt2cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

, koksk Kok Kok Kok Kk K kK kKR KRk Rk Rk okk DE2CCOC_2  ksk Kk kK sk Kok Kok Kok ok ok ok ok ok K ok ok 11
;expand (subsc(Dt2cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokkokskskskskok kR ok kkokokskskskokokkok ok DE2CCOC_3  skokskokokskskokokok sk ok ok ok ok sk sksk sk ok sk ok o o ok !

,expand (subsc(Dt2cC0C_3))) ;

/*

/* 3.2.5- Vérifications */

/* 3.2.5.1- Vérification du développement de Dt2cCO_0 */
Verif_Dt2cC0_0

Dt2cC0_0

(diff (DtcCO_0, t)

+

diff (DtcCO_0, p0_0) * diff(p0_0(t),
+

diff (DtcCO_0, p1_0) * diff(p1_0(t),

+
diff (DtcCO_0, x0) * diff(phiCO_0(t, x0), x0))

/* L’expression ci-dessous doit &tre nulle */

ct

)

)

ct

print
(Unquoted

,"*********************** Verif _Dt2cCO_0 kkokkkokokskokokskskokskkokkkokkokok "

,subsc(simplify(Verif_Dt2cC0_0))) ;

/* 3.2.5.2- Vérification des formules concernant Dt2cCOC */
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/* 3.2.5.2.1- Calcul des expressions de Dt2cCOC au premier membre

pour chaque ordre */

Dt2cCOC1_1 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)
Dt2cCOC1_2 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)
Dt2cC0OC1_3 := diff(Dt2cC0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 3.2.5.2.2- Calcul des expressions de Dt2cCOC au second membre
pour chaque ordre */

Dt2cCOCr_1 := 0 :

Dt2cCOCr_2 := Dltexpr2r(Dt2c¢C0_0, Dt2cCO_1)

Dt2c¢CO0Cr_3 := Dltexpr3r(Dt2cC0_0, Dt2cCO_1, Dt2cC0_2)

/* 3.2.5.2.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, kkkokkckkokkkkokk DE2cCOC_1 - Dt2cCOCL_1 - Dt2cCOCT_1 skskskkkskkkskokkx"
,expand (subsc(Dt2cCOC_1 - Dt2cCOCl_1 - Dt2cCOCr_1))) ;

print

(Unquoted

, "kkskokkokkkkkkkk DE2cCOC_2 - Dt2cCOC1_2 - Dt2cCOCT_2 skkskskskkskkskkskxk'!
,expand (subsc (Dt2cCOC_2 - Dt2cCOC1_2 - Dt2cCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, kekkokskkkokkokkkk DE2cCOC_3 - Dt2cCOC1_3 - Dt2cCOCT_3 skskskskokokkokokkokk "
,expand (subsc (Dt2cC0OC_3 - Dt2cCOC1_3 - Dt2cCOCr_3))) ;

*/

/* 4- Développement de Dt3cC */

/* 4.1- Développement de Dt3cCO */

/* 4.1.1- Calcul de Dt3cCO */
Dt3cCO := Dt3f_f(cCO, phiCO)

/* 4.1.2- Extraction des expressions de Dt3cCO pour chaque ordre

*/
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Dt3cCO_p :
Dt3cC0_0 :

Dt3cCO_1

Dt3cC0_2 :
Dt3cC0_3 :

/* 4.1.3-
print

(Unquoted

| Tkokokokkskoksk sk skokokok ok ok kR kkkkskkskkk - D1 3¢CO_0

poly(Dt3cCO, [eps])
coeff(Dt3cCO_p, 0)
coeff(Dt3cCO_p, 1)
coeff(Dt3cCO_p, 2)
coeff(Dt3cCO_p, 3)

Edition de ces expressions */

,expand (subsc(Dt3cC0_0))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokokskskskskskokokok ok kskokkskkskskokskokk - DE3¢CO_1

,expand (subsc(Dt3cC0_1))) ;

print

(Unquoted

, "kokokokokokokskskskokoskok ok ok kR kkkkskokskkk - DE3¢CO_2

,expand (subsc(Dt3cC0_2))) ;

print

(Unquoted

| Tkokokokksksksk sk ok kR ok ok Rk kkskskskkkkokk - D3¢ CO_3

,expand (subsc(Dt3cC0_3))) ;

/* 4.2- Développement de Dt3cC */

/* 4.2.1- Calcul de Dt3cC */
Dt3cC := Dt3f_f(cC, phiC)

/* 4.2.2- Calcul de Dt3cCOC */

Dt3cCOC

:= Dt3cC - Dt3cCO :

sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok !

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok k ok ok ok !

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok k ok ok ok !

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok !

/* 4.2.3- Extraction des expressions de Dt3cCOC pour chaque ordre

*/

Dt3cCOC_p :

Dt3cC0C_1

Dt3cC0C_2 :

poly(Dt3cCOC, [eps]
coeff (Dt3cCOC_p, 1)
coeff (Dt3cCOC_p, 2)

)
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Dt3cCOC_3 := coeff (Dt3cCOC_p, 3)

/* 4.2.4- Edition de ces expressions */

print

(Unquoted

, Rk k Kok kK kK kR KRk ok kR kR okokokkk DESCCOC_T skkokokskoskokokkok ok kok ok kok ok ok ok ok Kok ok !
;expand (subsc (Dt3cC0C_1))) ;

print

(Unquoted

, koK k kR koK kK ok Rk kKR Rk R kR kokkokk DE3CCOC_2 s kokskokskoskok ok kok sk kok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok !
;expand (subsc (Dt3cC0C_2))) ;

print

(Unquoted

, "kokkokskkskskskskok kR ok skokkskskskoskokskokokk - DESCCOC_3  kokskokskskokokskosk sk ok ok ok sk skskskok sk ok o o okok !

,expand (subsc(Dt3cC0C_3))) ;

/%

/% 4.2.5- Vérifications */

/* 4.2.5.1- Vérification du développement de Dt3cCO_0 */
Verif_Dt3cC0_0

Dt3cC0_0

(diff (Dt2cC0_0, t)

+
diff (Dt2cCO_0, p0_0) * diff(p0_0(t), t)
+
diff (Dt2cCO_0, p1_0) * diff(pl_0(t), t)
+

diff (Dt2¢C0_0, x0) * diff(phiCO_0(t, x0), x0))
/* L’expression ci-dessous doit &tre nulle */
print

(Unquoted

, kokokokskskskskskokok kR ckkkkkkkokokk - Verif _Dt3cCO_0 kokskskokokoskokokokokkokkskokokoksk ok ok ok ok !

,subsc(simplify(Verif_Dt3cC0_0))) ;
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/* 4.2.5.2- Vérification des formules concernant Dt3cCOC */

/* 4.2.5.2.1- Calcul des expressions de Dt3cCOC au premier membre
pour chaque ordre */

Dt3cCOCl_1 := diff(Dt3cC0_0, x0 $ 1) * (x1 / f1)

Dt3cCOC1_2 := diff(Dt3cC0_0, x0 $ 1) * (x2 / f1)

Dt3cC0C1_3 := diff(Dt3cC0_0, x0 $ 1) * (x3 / f1)

/* 4.2.5.2.2- Calcul des expressions de Dt3cCOC au second membre

pour chaque ordre */

Dt3cCOCr_1 := 0 :
Dt3cCOCr_2 := Dltexpr2r(Dt3CCO_0, Dt3cCO0_1)
Dt3cCOCr_3 := Dltexpr3r(Dt3cCO_0, Dt3cCO_1, Dt3cCO_2)

/* 4.2.5.2.3- Vérifications */

/* Les expressions ci-dessous doivent &tre nulles */

print

(Unquoted

, sk kkokkkokk DE3CCOC_1 - Dt3cCOCL_1 - Dt3cCOCT_1 sksksokkskkkkokkx"
,expand (subsc (Dt3cCOC_1 - Dt3cCOC1_1 - Dt3cCOCr_1))) ;

print

(Unquoted

, "kokskokskokskkkokkkk DE3cCOC_2 - Dt3cCOC1_2 - Dt3cCOCT_2 s skkskokskokskokskokskk'!
,expand (subsc (Dt3cCOC_2 - Dt3cCOC1_2 - Dt3cCOCr_2))) ;

print

(Unquoted

, xkkokkokkkokkxokk DE3CCOC_3 - Dt3cCOCL_3 - Dt3cCOCT_3 skksokkkkkkokkx"
,expand (subsc(Dt3cCOC_3 - Dt3cCOC1_3 - Dt3cCO0Cr_3))) ;

*/

print
(Unquoted

L kokokokkskkskkkokokokckokkkkkkk Fin des résultats kkskskokskskkokokkskkskskskkokkokok ')

[ Fkkkxkkkokokkkkkkokkkkkkkk FIN DU PROGRAMME koksk ok sk skokok sk ok sk sk skokok sk ko ok ok ok /
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H.5 Procédures communes

[ Fkkkkkkkkokkkkkkkkkkxx% PROCEDURES COMMUNES ok sksksksk skokokkok sk sk k ok ok ok k% %k /

/* Développement d’une expression par rapport & une variable */
Dlt_dev := proc(expr_a, x_a, Dltx_a)

begin

diff(expr_a, x_a $§ 1) *x (Dltx_a~1 / f1)

+

diff(expr_a, x_a $ 2) * (Dltx_a~2 / £2)

+

diff(expr_a, x_a $ 3) * (Dltx_a~3 / £3)

end_proc

/* Expression des seconds membres en Dltx d’ordre 2 */

Dltexpr2r := proc(exprO_a, exprl_a)

begin

diff(expri_a, x0 $ 1) * (x1 / f1)

+

diff (exprO_a, x0 $ 2) *x (x1~2 / £2)
end_proc

/* Expression des seconds membres en Dltx d’ordre 3 */

Dltexpr3r := proc(exprO_a, exprl_a, expr2_a)

begin

diff(expr2_a, x0 $ 1) * (x1 / f1)

+

diff(expri_a, x0 $ 1) * (x2 / f1)

+

diff(expri_a, x0 $ 2) *x (x1~2 / £2)
+

diff (exprO_a, x0 $§ 2) * (x2xx1 / £2)
+

diff (exprO_a, x0 $ 2) * (x1xx2 / £2)
+

diff(exprO_a, x0 $ 3) * (x1~3 / £3)
end_proc
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/* Expression de Dtpsi en fonction de phi */

Dtpsi_f := proc(phi_a)

begin

diff(phi_a, t $ 2)

+

2 * diff(phi_a, t $ 1, x0 $ 1) * diff(phi_a, x0 § 1)

+

diff(phi_a, x0 $ 1) * diff(phi_a, x0 $ 2) * diff(phi_a, x0 $ 1)
+

g * diff(phi_a, x0 $ 1)

end_proc :

/* Expression de psi en fonction de phi et de x */

psi_f := proc(phi_a, x_a)

begin

diff(phi_a, t $ 1) + (1 / 2) * diff(phi_a, x0 $ 1)"2 + g * x_a

end_proc :

J*F Kk kkkokkokkkkk FIN DES PROCEDURES COMMUNES skokokokskokkok sk kok kkkk k% /
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Annexe 1

Expression de la dérivée d’une
distribution donc ’argument est

une application de R"” dans R

La définition de la dérivée d’une distribution dans R est
déf
(ox 1) = (1) (! ) !

ol ¢ est une application € D(R) et x une distribution € D'(R) et ou lopé-

ration (,) est définie pour une distribution réguliére par

(o) / dr-o(z) x(x).

z€eR

Cette définition peut étre étendue au cas o ¢ est une application € D(R")
et ou 'argument de y est une application f de R"™ dans R de classe C9T!,

lopération (,) étant définie pour une distribution réguliére par
déf
(ex(f)) = [ldz.]- (@) x(f(2s)).
Tx = Rn
La question est : quelle est I'expression de la distribution 1% (f(x,))?
Le résultat devant évidemment étre vrai dans le cas d’une distribution régu-

liére, nous nous plagons dans ce cas. L’application de la formule de la diver-

gence dans un domaine 2 & la grandeur

L exposant entre accolades : {q}, représente la dérivée d’ordre ¢ de la fonction (idem
note 20 page 266).

330



Gi
o X ()57
a—xj'gj
ot g, est une application de R™ dans R"™ de classe C? telle que
0
(L.1) /

=L g 40
oz, #*
s’écrit

8 i [
ol 5o D)) = [dsvpi )5 F

s €EQ 81’97 Tx € 0N ax g]
J J

La fonction ¢ étant a support compact, quand €2 tend vers R", le second

membre de (T) est nul, ce qui donne

izl ox ) = = it 5o ),

. €ER? T« ER™ 81,‘] J

Sauf cas de dégénérescence de f, la condition (I.1) est toujours satisfaite en

prenant ¢; = f/0x;. Une forme de (T) est donc

i) = = fidn] o A ()

v €R? T €R?
ou 'opérateur A, est défini par
of

déf  Ox;
(L2) AnY T
G

Une expression de la distribution réguliére x1%(f) est donc

(13) ﬁdx*| oD (f) = (—1)e. ﬁdx*| D)X (/)

T« €ER™ T« €ER™

ou 'opérateur D, est défini par

(14) Dy(p) = 5 (o Aulf)

et par extension
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