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Lorsque Bucéphale, cheval illustre, fut présenté au jeune
Alexandre, aucun écuyer ne pouvait se maintenir sur cet animal
redoutable. Sur quoi un homme vulgaire aurait dit : “Voila un
cheval méchant.” Alexandre cependant cherchait I'épingle, et la
trouva bientdt, remarquant que Bucéphale avait terriblement peur
de sa propre ombre ; et comme la peur faisait sauter 'ombre
aussi, cela n'avait point de fin. Mais il tourna le nez de
Bucéphale vers le soleil, et, le maintenant dans cette direction, il
put le rassurer et le fatiguer...

Ne dites jamais que les hommes sont méchants ; ne dites
jamais qu'ils ont tel caractére. Cherchez I'épingle.

Alain, "Propos sur le bonheur"

L'évolution générale poursuit inexorablement sa route.
L'épousant strictement pendant notre enfance et notre
adolescence, notre évolution personnelle se ralentit par la suite,
dévie, et bientot s'immobilise a tel ou tel dge suivant les
individus. Les plus favorisés s'adaptent encore quelques temps,
puis insensiblement leurs opinions se cristallisent et dés lors la
vérité se confond pour eux avec leurs conceptions sclérosées.

Mais I'évolution naturelle des chose se moque de tous les
ukases, de toutes les routines. Elle poursuit sa marche et ceux-1a
sont dans l'erreur et seront balayés, qui veulent l'arréter ou la
dévier de son chemin.

Certes, il ne nous est pas donné de juger, mais il faut bien
constater ce qui est. Au fond, ce qui importe, c'est de se réaliser
pleinement, d'épuiser toutes ses possibilités, de se concrétiser en
quelque chose, que ce soit en sport, en littérature, dans
I'édification valeureuse d'une théorie scientifique ou
philosophique, ou dans le simple jeu harmonieux de ses
muscles, si cela représente le summum de ses possibilités
créatrices.

Création, voila le maitre mot, l'activité premiére ; par elle
nous participons a I'eeuvre universelle, seule grandeur réelle.

Pierre Allain, "Alpinisme et compétition"
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Le propos de cette thése est la simulation des écoulements gazeux dans les disjoncteurs a
auto-expansion Haute et Moyenne Tension (> 1 kV) au moment d'une tentative d'interruption du
courant €lectrique. Dans un disjoncteur, le processus d'interruption du courant s'accompagne
toujours de I'apparition d'un arc électrique entre les contacts de I'appareil. Cet arc est un plasma
baignant dans le gaz, et le comportement de I'écoulement de gaz favorise la dissipation de
I'énergie de l'arc. 11 joue un role primordial quant 2 la réussite ou I'échec d'une tentative de
coupure. Simuler d'une fagon correcte l'interaction entre l'arc électrique et les écoulements
gazeux permet de mieux comprendre un certain nombre de phénomenes physiques qui entrent en
jeu au moment de la coupure du courant, et de disposer d'un outil permettant de diminuer le
nombre des expérimentations nécessaires lors de la mise au point d'un disjoncteur.

De nombreuses équipes dans le monde travaillent sur ces probleémes d'arc électrique et
d'écoulements de gaz (Dauby [1], Gleizes [2, 3], Noél [1], Gilquin [1], Reggio [1], Lowke [1]).
Les modélisations mathématiques du probléme physique proposées par ces différentes équipes
sont souvent proches de celle présentée dans la premiére partie de ce travail. 11 sagit la plupart du
temps de résoudre les équations de Navier Stokes compressibles, 1'équation d'état et les
propriétés du gaz étant fournies par des tables (Gleizes [1]).

Dans notre étude, les hypothéses simplificatrices suivantes sont faites :

- géométrie et écoulement 2D plan ou axisymétrique.
- gaz non visqueux.
- arc électrique considéré comme du gaz chaud et conducteur.

Ainsi, l'arc électrique et le gaz environnant sont considérés comme un seul et méme gaz. Le
rayonnement a tout d'abord €té pris en compte en supposant le milieu optiquement mince, ce qui
revient 2 modifier le terme source de I'équation de bilan d'énergie. Mais les résultats ainsi
obtenus ne sont pas satisfaisants, donc I'approximation de diffusion de Lowke (Lowke [1]) a éié
mise en ceuvre. L'intensité totale du rayonnement est alors donnée par une équation de type
Helmoltz par bandes de fréquences considérées. Les équations de Helmoltz sont prises en
compte de fagon explicite et se découplent des autres équations.

La premiére partie de cette thése est une analyse du probleme physique et des
équations a résoudre. On décrit avec précision le modele choisi (§ 2 et 3). 11 est important de
noter que ce modele a beaucoup évolué au cours du temps. En particulier, la comparaison des
résultats numériques obtenus sans rayonnement et des mesures expérimentales a mis en évidence
I'importance de ce mode de transfert d'énergie dans le probléme physique considéré.
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Un modele rigoureux de la thermodynamique du gaz réel est ensuite proposé. Le gaz doit vérifier
les deux principes de la thermodynamique. Cela permet de définir I'énergie interne et l'entropie
comme des variables d'état (§ 4). D'autre part, on veut que le syst¢me des équations de la
dynamique des gaz compressibles (ou équations d'Euler, ce syst¢me étant obtenu lorsque le gaz
est supposé non conducteur de la chaleur), soit strictement hyperbolique (§ 5). On s'assure que
les lois d'état considérées permettent de rester a l'intérieur de ce cadre (§ 6).

La seconde partie de la thése présente la modélisation numérique
unidimensionnelle plane et radiale. Deux méthodes numériques, s'auto-validant
mutuellement, sont développées afin de valider les hypotheéses physiques faites précédemment.
La méthode d'éléments finis proposée par Hughes [1, 6] et Johnson [1, 3] est adaptée au cas des
gaz réels. 1l s'agit d'une méthode d'éléments finis espace-temps sur les équations symétriques
obtenues en utilisant les variables entropiques. La discrétisation testée utilise des éléments finis
décentrés discontinus en temps et comporte un terme de capture de choc. Il est montré qu'une
capture de choc sur les variables physiques donne de meilleurs résultats que le terme
habituellement utilisé. Comme dans le cas de la discrétisation proposée par Hughes [1], la
solution discrete obtenue avec des éléments finis espace-temps discontinus en temps vérifie le
second principe de la thermodynamique en un sens faible (§ 2).

Les résultats obtenus par cette méthode d'éléments finis sont comparés avec ceux obtenus avec
une méthode a pas fractionnaires séparant les phénomeénes de convection et de conduction. Au
cours d'un premier pas fractionnaire, les phénomeémes de convection (équations d'Euler) sont
discrétisés par un schéma de type Van Leer [1]. Ce schéma, qui utilise I'écriture classique des
équations en variables conservatives, est explicite en temps et fournit pour chaque pas de temps
une approximation linéaire par maille de la solution. La détermination des flux aux interfaces des
mailles nécessite la résolution de problémes de Riemann . Des solveurs de Colella (Colella [1]) et
Roe (Vila [2]) adaptés aux gaz réels sont utilisés pour résoudre ces problémes. Au cours d'un
second pas fractionnaire, I'équation de diffusion de la chaleur instationnaire est discrétisée par
une méthode standard (§ 3).

Deux exemples permettent de comparer les méthodes (§ 5) :

- on utilise le test du tube A choc pour un gaz supposé parfait et non conducteur, car on connait
une solution analytique de ce probleéme.

- dans le cas radial, un gaz initialement au repos soumis a un important apport de chaleur sur
I'axe est simulé (l'arc électrique étant modélisé sous forme d'un effet Joule) ; ce second test
permet, en ajoutant successivement de la physique (convection, conduction, rayonnement) de
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juger de l'importance de chacun des modes de dissipation d'énergie.

La troisieme et derniére partie de la thése est relative au développement d'un
code de calcul 2D industriel. Le modéle mathématique 1D est adapté a la dimension 2 et la
prise en compte de l'ouverture des contacts du disjoncteur nécessite d'écrire un schéma avec
maillage mobile. Seule la méthode & pas fractionnaires est implémentée. Les équations du
mouvement sont résolues par une méthode volumes finis de Van Leer (§ 2), I'équation de la
chaleur est discrétisée a 'aide d'un schéma volumes finis (§ 3). L'implémentation permet de
résoudre ces équations sur des maillages non structurés (quadrangles et/ou triangles).

Les tests numériques bidimensionnels valident les schémas (§ 5). La premiére validation est
d'ordre numérique. On s'assure que les résultats numériques obtenus sur des maillages non
structurés sont bien les solutions des syst¢mes d'équations considérés. Le schéma de Van Leer
avec maillage mobile est validé avec une solution analytique approchée d'une détente par
pistonnage. La seconde validation est d'ordre physique. On cherche a vérifier que les résultats
numériques sont en adéquation avec la physique du probléme. Des comparaisons entre résultats
expérimentaux et résultats numériques sur un disjoncteur a auto-expansion, dans différentes
conditions expérimentales (gaz froids et gaz chauds) sont présentées.

Le code de calcul du probléme bidimensionnel plan et axisymétrique est un logiciel destiné & une
utilisation industrielle. Aussi des normes strictes relatives a l'architecture et a la qualité de ce
logiciel ont été définies puis suivies. Le code obtenu s'avére a la fois évolutif, maintenable et
d'un bon niveau de qualité (§ 6).

Cette these est le fruit d'une étroite collaboration entre un laboratoire universitaire (équipe
Equations aux Dérivées Partielles du laboratoire de mathématiques appliquées LMC) et un centre
de recherche industriel (département des Recherches de Merlin Gerin). Le probléme industriel,
probléme physique complexe, doit étre résolu le mieux possible, en dépit du manque de
connaissance sur la physique du probléme et de la limitation des possibilités offertes par la
simulation numérique. La modélisation mathématique du probléeme physique et le choix des
schémas numériques (les criteres de choix étant la faisabilité des méthodes, la qualité des résultats
et le coiit des calculs) sont étroitement li€s. D'une part, le choix du schéma dépend de la nature
mathématique des équations issues de la modélisation. D'autre part, certains résultats numériques
permettent d'affiner, parfois de remettre en cause cette modélisation. La qualité de la
collaboration entre les deux partenaires (physiciens et numériciens) a assuré le succes du projet.
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des modeles mathématiques et de la
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1 - Introduction

1-1 . -

Un disjoncteur est un appareil fonctionnant dans un réseau électrique complexe et destiné a
interrompre le courant lorsque I'ordre lui en est donné. Dans la gamme de tension allant de la
Moyenne Tension a la Trés Haute Tension, Merlin Gerin utilise la technologie du SF6.

@ Contact mobile. En position initiale (courant
@ @ passant) le contact mobile est en contact avec le
K contact fixe. A l'instant t ou I'on veut couper le
courant, le contact s'ouvre mais le courant
continue de passer du fait de la formation d'un

arc électrique entre les deux contacts.
Bobine. Cette bobine crée un champ magnétique

qui va faire tourner l'arc électrique.

4

: @ Contact fixe . Le contact est creux et peut ainsi
faire office de tuyere.

©

777 [%

crastbierY

Chambre de coupure : cavité de volume limité
remplie de SF6 (appelée aussi volume
d'expansion) a l'intérieur de laquelle sous l'effet
de I'arc électrique la température puis la pression
vont monter. L'arc est alors soufflé par le SF6
sous pression.

@ Flot de gaz s'échappant par les contacts creux
(tuyéres)

Carical ' fisionct ; (0- .

®

L

\-V/
/-

Lorsque l'ordre d'interrompre le courant est donné, les contacts mobiles s'écartent, et un arc
électrique apparait, constitué d'un plasma de SF6 a haute température.

Lorsque le courant (qui est un courant alternatif) passe par la valeur 0, différentes techniques de
coupure existent qui permettent de couper effectivement le courant, le gaz redevenant alors
diélectrique.

Les équations régissant l'interaction arc-écoulement sont mal connues, et dans une premiére
approche, on va chercher a résoudre les équations de Navier-Stokes avec un terme source
approprié qui représente l'apport énergétique di 2 I'arc électrique d'une part et I'énergie rayonnée
d'autre part.
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1-2 Quelques ordres de grandeur

Le phénomene physique de I'arc électrique est particulierement compliqué. Nous allons ici
donner quelques ordres de grandeur qui permettent de mieux cerner la complexité du phénoméne.

Avant l'ouverture des contacts : état initial de l1a modélisation

Le gaz présent & l'intérieur du disjoncteur est le SF6. Ce gaz est au repos (vitesse nulle) et a
température ambiante (300 K). La pression du gaz est généralement égale A la pression
atmosphérique.

Aprés l'ouverture des contacts : création de 1'arc électrique

-treés rapidement (aprés une centaine de micro-secondes), le gaz atteint sous l'effet de I'arc
électrique une température supérieure & 15000 K. Cette température peut ensuite atteindre 25000
a 30000 K.

-plus rapidement encore (apres a peine une dizaine de micro-secondes), des écoulements de
gaz A vitesse transsonique peuvent étre observés dans les tuyéres du disjoncteur. Les
phénomenes de transport sont prédominants dans les tuyéres du disjoncteur.

-2 partir d'une température de l'ordre de 1000 K, le SF6 se dissocie en de mutiples espéces
moléculaires ou ionisées. Les espéces prépondérantes varient suivant la température (on
différencie essentiellement deux phases de température : 1000 a 5000 K et 5000 a 30000 K).

Dans les zones les plus chaudes la dissipation de I'énergie se fait essentiellement de deux fagons :
- par rayonnement : entre 40% et 60% du total de I'énergie dissipée.
- par conduction : 2 basse température le SF6 n'est pratiquement pas conducteur de la chaleur,
mais & haute température le phénomene de conduction de la chaleur ne peut plus étre négligé.
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2 - Modélisation mathématique des phénomeénes physiques
L'ensemble des modeles physiques présentés ont été proposés par Alain Girard [1] et [2].

2-1 Equations de Navier-Stokes

On suppose vérifié en tout point un équilibre thermodynamique local (hypotheése de I'ETL). Cette
hypothése permet de ne faire aucune différence de nature entre 1'arc électrique (plasma) et le gaz

environnant.

Dans un premier temps on se propose de modéliser l'interaction arc-écoulement du gaz, a l'aide
des équations modélisant la dynamique des gaz compressibles, non visqueux et conducteurs de la
chaleur (équations de Navier-Stokes sans viscosité). On suppose que les deux coefficients de
viscosité sont nuls, car la viscosité a haute température est considérée comme négligeable par
rapport a d'autres phénomenes physiques. On présente ces équations dans un cadre

monodimensionnel.

Notations:
u = composante selon x de la vitesse du gaz .
P = pression du gaz .
e = énergie interne du gaz (énergie spécifique par unité de masse).
T = température du gaz .
E = ¢nergie totale du gaz (énergie par unité de volume).
P = densité ou masse volumique du gaz.
k = conductivité thermique

Les équations de Navier-Stokes sont des équations de conservation, et s'écnvent :

[ 9p  apu
_— At =0 conservation de la masse
ot dx
dpu a(pu2+P) _ .
> + —5 © 0 conservation de la quantité de mouvement (2-1)

ackm T
OE | (u(E+P) (k(Mz0)

= source  conservation de I'énergie
L ot ox ox

On peut écrire ce systeme sous une forme dite conservative. Il s'écrit alors :
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dG(U)
IF,(U) oF,(U) Ok—75)
3 + e P = source (2-2)

avec
U= Yp,u,e)

F1(U) = Ypu, P+pu2, (P+E)u)
GU)= %0, 0,T

Les variables Fy(U) sont les variables dites conservatives du syst¢me. Moyennant la

connaissance (cf. § 4 et 6) :

d'une loi d'état P=f(T,p)
de I'expression de l'énergie totale E= p (u2/2 + e)
de la loi de comportement définissant I'énergie interne e = g(T, p),

le syst¢me est un systeme de 3 équations a 3 inconnues. De plus, on construit aisément une
bijection entre ces variables et les variables dites physiques ou thermodynamiques (P, u, T) du
systeme considéré.

Remarque sur les équations d'Euler :

Les équations d'Euler régissent la dynamique des gaz compressibles, non visqueux et non
conducteurs de la chaleur. Ce sont des équations de transport qui générent des ondes de choc et
des détentes. Une attention toute particuliére doit donc étre apportée lors de leur modélisation
numérique. Le syst¢me d'équations se déduit aisément du systeéme (2-1) des équations de

Navier-Stokes :

%, dpu 0 S ion de | S
= * o = conservation de la masse
dpu  d(pul+P) . - 2-3)
5 Y T < 0 conservation de la quantité de mouvement
oE d(u(E+P)) - 0 ion de l'énerei
Lo + —ox conservation de I'énergie
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Systéme que I'on peut écrire sous la forme suivante dite forme conservative :

IF,(U)  9F,(U)
it ox =0 (2-4)

(méme notations que pour le systeme (2-2) des équations de Navier-Stokes).

22T le dissipati ffet Joul

Définition : I'arc électrique est défini comme la zone ot la conductibilité électrique o du gaz n'est
pas nulle. La conductibilité électrique o dépendant essentiellement de la température, la zone d'arc
électrique peut étre définie comme la zone ou la température T du gaz (ou du plasma) est

supérieure a une certaine valeur Tin (Tmin est égale a S000 K pour le SF6 et 7000 K pour

I'air).

Hypothése : on suppose que les lignes de courant sont toutes paralléles a I'axe de symétrie du
disjoncteur. En conséquence, le champ électrique, gradient du potentiel, est constant sur
les droites perpendiculaires a I'axe de symétrie.

Définition : une section S de I'arc est définie comme l'intersection d'un plan perpendiculaire a la

direction du courant i (t) et de I'arc électrique.

)
/;?/——\\;-_-q
électrique

:section de 'arc

7

Z

Sur une section S de l'arc, le champ électrique est donc constant.
Lors de la modélisation de I'arc électrique une des composantes du terme noté "source” dans les
équations ci-dessus, est le terme de dissipation par effet Joule de I'énergie de I'arc électrique.

Soit M un point intérieur a I'arc électrique, la dissipation par effet Joule en ce point s'écrit :

Djoule (. M) =J.E
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ol
E est le champ électrique dans l'arc au point M

j est la densité de courant au point M

Soit ¢ la conductibilité €électrique au point M. La loi d'Ohm s'écrit :
j=oE

o est une fonction dépendant faiblement de la pression P et fortement de la température T. Sa
détermination en un point M ol I'ensemble des variables physiques sont connues se fait a I'aide
des tables de Gleizes [1].

A l'instant t on connait le courant électrique i (t) parcourant le circuit électrique et donc l'arc. A

travers une section S de l'arc, le courant i (1) s'écrit :

i(t)=] j.ds

S

i(t)=,[ oE ds

S

soit

Or E est constant sur la section S, donc :

E(t,S) = 1t

ocds

w

Ainsi en un point M (point en lequel la température est T et la pression P) appartenant a la section

S de l'arc, le terme de dissipation par effet Joule a I'instant t s'écrit :

i(t)?
Die (M) = G (P, T) : 2-5)

JO (P(M), TM)) ds
s
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2-3 Hypothéses thermodypnamiques

On cherche a traduire de fagon macroscopique les phénomenes de dissociation et de ionisation du

gaz. Le SFg a haute température se dissocie en molécules et ions multiples (entre 1000 K et 5000
K les espéces prépondérantes sont le SFg, le SFg, le SFy4, le SF3, le SF», le SF, le S, le Sy, le
F, le Fp et le NoF4 et entre 5000 K et 30000 K les espéces prépondérantes sont les molécules
Ny et Sy ainsi que les ions F-, S*, S*+, F+, N*, N*+ et Np* (cf Gleizes [1)).

Aussi les caractéristiques du plasma considéré de notre point de vue comme un gaz, changent
fortement en fonction des variables d'état.

On dispose de courbes (Gleizes| 1]) donnant les variations de la capacité calorifique Cv, de la
conductivité thermique k, du coefficient de compressibilité Z (Z permet d'écrire une loi d'état du
gaz de la forme P = p.Z.T) et de la conductibilité électrique o en fonction de la température T 2

pression constante. On donne ci-dessous l'allure de ces courbes pour le SF6.

11 4l
Cv Jkg"K kenW.m K
12000+ 4
10006+

8000

6000- 2

4000~

200

T T T 1 T T B
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 TenK 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 TenK

apacité calorifique Cv en fonctionde T A P=latm  Conductivité thermique k en fonction de T 3 P=1aim
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YA aen si;mcns'l
# 15000—
800
.
1
6004
' 7500—
4001
200/
- > ’
T | | 1 | | 1 | | | | |
45 35 25 15 -05 05 |Logp 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 TenK
constante de compressibilité Z en fonction de T Conductibilité électrique o en fonctionde T 2
Pi]...mﬂl P =latm

Dans la suite (cf. partie 1, § 6), I'hnypotheése essentielle Cv = Cv (T) est faite. C'est une
hypothése admissible car la dépendance de Cv suivant la pression P est peu importante. Une loi
d'éiat prenant en compte I'ensemble des considérations énoncées ci-dessus, est ensuite proposée.

2-4 Le rayonnement

Deux modeles de rayonnement ont été implémentés :

-un modele ne prenant en compte que le rayonnemnet optiquement mince, c'est & dire un
rayonnement émis mais jamais réabsorbé par le fluide.

-un modele plus complexe, proposé par Lowke [1] ou l'on écrit I'équation générale de
transport du rayonnement avant de faire l'approximation dite de diffusion.

2-4-1 Rayonnement optiquement mince

Les phénomenes de radiation sont pris en compte sous la forme de pertes nettes (seule I'émission
est prise en compte). Cela revient & supposer que le rayonnement émis se propage a l'infini s'il
est a l'air libre, ou est absorbé par les parois s'il est en milieu confiné, sans interaction avec le
milieu fluide. Cela se traduit par la présence d'un terme de perte G dans I'équation d'énergie (G
est fonction de la température T et de la pression P).

L'équation de conservation de I'énergie du systeme d'équations de Navier-Stokes s'écrit alors :
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E QB y kT) grad(D) = Dy, - G (P 2
T v [k(T) grad(T)] = Dy, - G(P,T) (2-6)

On présente ci-dessous l'allure de la fonction G pour le SF6. On peut remarquer la faible
dépendance du terme de perte par rapport 2 la pression.

log (G: W.m 3

4

14

)

13 _| P =10 atm

12 P=1atm

11—

10 4

» T(K)

| | | | ! |
5000 10000 15000 20000 25000 30000

2-4-2 Approximation de diffusion (Lowke [1])
2-4-2-1 Modele général

L'équation de transport du rayonnement a une fréquence donnée v s'écrit d'une fagon générale
(on néglige le "scattering” c'est a dire la diffusion éventuelle de la lumiére par la matiére) :

n.V[I(r, n)] = € - Kv.lv (r,n) 2-7)
ou
Iy = intensité de rayonnement en un point défini par r dans une direction définie par le vecteur
unité n (cf. figure qui suit). I, s'exprime en W.m-2.ster 1. Hz- 1.
Ky = coefficient d'absorption 2 la fréquence v. Ky, s'exprime en m-1.

€, = coefficient d'émission a la fréquence v. g,, s'exprime en W.m-3.Hz Lster .
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Afin de rendre I'équation de transport du rayonnement plus agréable, on se propose de I'écrire
sous une forme intégrale ; pour cela on multiplie chaque membre cette équation par un élément

d'angle solide d€2 et on intégre sur tous les angles solides ; en posant alors :

FRV = Iv.n dQ (2-8)

4n

et

J =— 11 dQ (2-9)

4n

(FRy est appel€ le flux de rayonnement et Jy, l'intensité totale de rayonnement) en remarquant :
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)
n.V(Iv(r, n)) = z n, a—;(lv(x. n))

= ziaix—i(nilv(x, n))
=div (n.I(r, n))

on obtient (cf Lowke [1]) les deux équations suivantes :

->
div (FRv) = 4n ((»:v - vav) (2-10)
et
. t td
div (n n.lv) dQn) | = - FRv .Kv (2-11)
4an

ou 4ne,, est I'énergie émise a la fréquence v et 4nKyJy I'énergie absorbée a la fréquence v.

Lowke propose de réaliser une approximation sur la direction du rayonnement, en posant :

Iy (r, n) = A(r) + B(r) cos ¢ (2-12)

¢ e [0, 2n)

Cette approximation est aussi appelée approximation de diffusion ; I est indépendant de

I'angle O et dépend alors de fagon précise de ¢.

L'équation (2-12) permet de réécrire I'équation (2-11) sous la forme (Lowke [1]) :

> 4n
F =

>
Rv - 3—Kv grad (JV) (2‘13)

De plus si on réécrit les équations (2-8) et (2-9), on peut déterminer A(r) et B(r) ; on obtient :

A =1y (2-14)

B(r) = 2.FRy / n2 (2-15)

Ce qui permet d'écrire l'intensité de rayonnement comme suit :

Iy (r, n) = Jy + (2.FRy / ©2). cos ¢
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L'approximation de diffusion privilégie donc une direction de rayonnement. En effet, I'intensité
de rayonnement est maximum dans la direction opposée a I'axe de symétrie (¢ =0, cos ¢ = 1) et
minimum vers cet axe (¢ =x, cos ¢ = -1). C'est une hypothe¢se admissible car le centre de l'arc
électrique (2 savoir le point le plus chaud) est supposé étre situé sur I'axe de symétrie. Ainsi, le
rayonnement est privilégié dans le sens "arc électrique vers milieu extérieur”.

Si Q est le domaine de calcul, on est donc amené a résoudre pour chaque fréquence v, le systéme

d'équations suivant :

>
div (FRV) =4n (£v - KVJV)
. 3 > sur Q (2-16)
grad (Jv) = - a Kv FRV

Les inconnues étant FRy, et Jy, les coefficients €,, et Ky €tant déterminés expérimentalement ou

théoriquement pour un gaz donné comme des fonctions de la température T et de la pression P.

L'ensemble de ces problémes est couplé avec 1'équation de conservation de 1'énergie du systeéme
d'équations de Navier-Stokes (2-1) de la fagon suivante :

JE  J(u(E+P)) o> >
5 + 5 - div [k(T) grad(T)] = Djoulc - div (Fg) (2-17)

ou

Fg = | Fo_dv (2-18)
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3 - Systéemes d'équations 3 résoudre

Sont présentés ci-dessous les systtmes d'équations a résoudre. On distingue le cas
unidimensionnel (dont la modélisation fait l'objet de la seconde partie de la thése) et le cas
bidimensionnel (troisi¢me partie). Volontairement, on présente d'abord ces syste¢mes d'équations
en 1-D et 2-D plan, bien que les applications les plus intéressantes soient en 1-D radial et 2-D
axisymétrique. En effet, les modifications dues au "radial” ne sont pas contraignantes (les
méthodes numériques utilisées étant les mémes).

3.1 Probld idi ionnel

Dans un premier temps on réalise un modéle d'arc électrique unidimensionnel radial qui
représente le cas théorique physique de l'arc électrique cylindrique confiné dans un cylindre de

taille infinie.

Un tel modéle permet :

- de mettre au point les modeles physiques (ordre de grandeur permettant de négliger certains
phénomenes par rapport a d'autres, choix des fréquences et détermination de certains coefficients
du modele de rayonnement).

- de tester différentes méthodes de résolution numérique en évaluant de fagon comparative leur

précision, leur coiit en temps de calcul et leur difficulté d'implémentation.
Systéeme a résoudre :

Soient [0, R] un domaine d'application et [0, T] une plage de temps durant laquelle on cherche a
étudier le phénomene.

Soient g; et Kj,i=1, NFréq des coefficients de rayonnement donnés sur chaque plage de

fréquence i.

On cherche a déterminer FR, T, P, p et u sur [0, T] x [0, R] tels que :
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div(Fg) = 4n (ei- KJ)

3 sur Q
Grad (J)) = - — K, Fg,
4n

Conditions aux limites:

Fg; = 0 au centre de I'arc (que I'on doit définir)

pour i=1, Nﬁéq'

Intensité de rayonnement I, nulle sur la paroi

_ (3-1)
Nfrcq.
Fg = ,Zl Fgi
dp dpu
5 + '3;‘ = O
dpu 8(pu2+P)
> T ox -

o(k(T il
oE d(u(E+P)) k(D53) _ ,
o + ox N ox - Djoulc - div (FR)

a'r_ —_
&-Oclu—() sur [0, T] x (0, R}

| P =f(T,p) loi d'¢état du gaz
Soit alors "source" le terme ainsi défini :
source = Djgyle - div (FR)

Le probléme général a résoudre consiste en la détermination des distributions de température,
pression, vitesse et masse volumique a l'instant t € [0, T] en résolvant :

dG(U)
IF,U) dF,(U) a(k—a-x—
S5t + ran pe = source (3-2)
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3-2 Probl: bidi . I

Il s'agit ici de 1'élaboration d'un prototype industriel. Le logiciel issu de la résolution du systéme
d'équations doit permettre au concepteur de pré-dimensionner un disjoncteur et ainsi de réduire le
nombre d'essais nécessaires a sa mise au point.

Notations:

T, P, p et u: méme notations que précédemment

v = vitesse selon y

U= Yp,u, v,e)
FO(U) = t(p’ pU, pV, E)
F1(U) = Ypu, P+pu2, puv, (P+E)u)

Fa(U) = Y(pv, puv, P+pv2, (P+E)v)
G@U)= Y0, 0,0, T

Systéeme a résoudre:

Soient £ un domaine d'application de R2 et [0, T] une plage de temps durant laquelle on cherche
a étudier le phénomene.

Soient g; et Kj,i=1, NFEr¢q des coefficients de rayonnement donnés sur chaque plage de

fréquence i.

On cherche & déterminer FR, T, P, p, u et v sur Q x[0, T] tels que :

3 sur [0; R]
4x pour i=1,Nge
Conditions aux limites;

FRi = (0 au centre de l'arc

Intensité de rayonnement I, nulle sur la paroi

(3-3)
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dFy(U) dF,(U) 9F,(U)

5 * o 3y div[k(T).Grad(G(U))] = Diqute - div (F)

D> > ->
5 = 0 et v.n= 0 aux parois et sur l'axe de symétrie avec v = '(u, v)

| P =f(T,p) loi d'état du gaz
Soit alors "source" le terme ainsi défini :
source = Djgyje - div (FR)

Le probleéme général A résoudre consiste en la détermination des distributions de température,
pression, vitesse (vecteur de dimension 2) et masse volumique a l'instant t € [0, T] en résolvant :

dFy(U) OF (U) dF,U)
5 + Ix + 3y - div[k(T).Grad(G(U))] = source (3-4)
Remargque : on peut noter que le terme source (effet Joule et rayonnement) est non linéaire par

rapport a la variable U. D'une fagon générale, les équations du rayonnement (premiéres parties
des systemes (3-1) et (3-3)) sont d'abord résolues, puis on résout Navier-Stokes ; cela revient a
expliciter le terme source. Cependant, dans une des méthodes numériques proposées dans la
partie 2, on effectue des itérations successives jusqu'a convergence : le terme source est donc

dans ce cas implicité.
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4 - Rappels des lois de la thermodynamique

On se place ici dans le cadre général de la thermodynamique des fluides homogénes. On
rappelle brievement les deux premiers principes de la thermodynamique ; ces principes
permettent au systeme thermodynamique de ne compter que deux variables internes
indépendantes. Dans le cas de transformations réversibles, on peut définir l'entropie du
systeme et donner en conséquence une équation différentielle devant étre vérifiée par la loi
d'état du gaz. Enfin, on donne une formulation locale du second principe (inégalité de
Clausius Duhem) utile pour mettre en évidence une propriété essentielle de la méthode
d'éléments finis développée au cours de la seconde partie.

4-1 Notations

Les notations définissant I'état physique du gaz sont celles du paragraphe précédent. On
complete ces notations comme suit :

= volume du gaz (p = 1/v) = volume spécifique

entropie du gaz

Cy = capacité calorifique

4-2 Les deux principes de la thermoedynamique (Bamberger [1], Bruhat [1])

On consideére un systéme . a température uniforme T et son évolution entre les instants t et
t+At .

Soient :
dQ, I'énergie thermique ou quantité de chaleur provenant de I'extérieur de ¥ et regue par Y.
dW, I'énergie mécanique ou quantité de travail provenant de I'extérieur de ¥ et regue par X.

(remarque : la notion de différentielle "d" est relative au temps, c'est a dire a I'évolution
réelle)

L'évolution de () satisfait aux deux principes de la thermodynamique qui peuvent
s'exprimer ainsi :

" il existe deux fonctions de I'état intérieur du systeme (donc en particulier indépendantes du
repére du mouvement, c'est a dire des variables de position), I'énergie interne e et I'entropie
S telles que dans I'évolution réelle du systéme on ait " :
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de = 3Q + dW (4-1)
0Q < TdS (4-2)

Commentaires : la différence essentiellement positive
df = TdS - 0dQ (4-3)

qui apparait dans I'expression du second principe, est le travail des irréversibilités intérieures
du systéme au cours de I'évolution. Dans une évolution réversible

df =0 (4-4)
L'élimination de la quantité de chaleur dQ entre les équations traduisant les deux principes

de = dQ + dW
dQ =TdS - df

conduit a I'équation dite de I'énergie :
dW = de - TdS + df (4-5)
4-3 Loi d'é iables d'état

On cherche & déterminer le nombre de variables internes indépendantes que comprend le
systeme thermodynamique étudié.

Les différentes variables internes sont :
- le volume spécifique v=1/p
- la pression P
- la température T
- I'énérgie interne e
- I'entropie S

et on dispose de plusieurs relations entre ces variables :

- la loi d'état du gaz
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P=f(v,T) (4-6)
permet de déterminer la pression P en fonction du volume v et de la température T.

- I'énergie interne € et I'entropie S étant des fonctions d'état, le systeme ne compte que
deux variables indépendantes. On peut écrire les différentielles de ces deux fonctions d'état
par rapport aux deux variables T et v par exemple (les dérivées partielles par rapport 2 v
étant alors des dérivées a température constante et les dérivées partielles par rapport a T des
dérivées a volume constant) :

de = e,T.dT + e,,.dv
et sachant que par définition

Cv=er

I'énergie interne peut étre déterminée en intégrant I'équation

de = Cv.dT +e,,.dv (4-7)

Enfin I'équation de I'énergie (4-5) permet de déterminer I'entropie S.

Remarque: dans la suite on choisit indifféremment comme variables d'état internes
indépendantes les couples (v. T), (v, S) ou bien (T, p).

44 E ie d' (@ hysi
On choisit dans ce paragraphe (v, T) comme couple de variables indépendantes.

Supposons que la transformation subie par le systeme soit réversible (cela exclut les effets
dissipatifs en particulier).

Alors :
df = 0

et pour un gaz, la quantité de travail échangée avec l'extérieur est la quantité de travail des
forces de pression. Ainsi :
dW =-Pdv
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et I'équation de I'énergie (4-5) s'écrit :
de = TdS - Pdv (4-8)

S est une fonction d'état et en conséquence dS est une différentielle totale exacte ; Ainsi
I'accroissement d'entropie lorsqu'on passe d'un état (T1, v1) & un état (T2, v2) est le méme

quel que soit le chemin suivi.

Du point de vue mathématique cela s'écrit :

S,Tv =SwT (4-9)
L'expression de I'énergie interne (4-7) et 'équation d'énergie (4-8) permettent d'écrire :
TdS = Cv.dT + (e, + P).dv
Dou
ST=Cv/T (4-10a)

et
S.v = ( e,v + P)/T (4‘10b)

De I'équation (4-10a) on déduit la premiére dérivée seconde de S :

S,Tv = (] /T) . Cv,v

et de I'équation (4-10b) la seconde :

SWT =(eTy+PT)/T +(ey +P). (-1/T2)
=(eyT+P)/T + (e +P). (-1/T2)
=(Cvy +P)/T +(ey +P). (-1/T2)

Ainsi la condition traduisant que dS est une différentielle totale s'écrit :
e,y =P+ TP, T (4-11)

Dans la suite, méme si les transformations subies par le systéme sont irréversibles, 1'entropie
dont on parle est la fonction définie par I'équation d'énergie sous sa forme (4-8). Le lecteur
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saura de lui-méme corriger I'abus de langage qui consiste a assimiler une fonction d'entropie
a I'entropie du systeéme physique lorsqu'il n'y a plus égalité.

4-5 L'inégalité de Clausius Duhem (Bamberger{ 1], Baras[1], Hughes[1])

On présente ici une formulation faible du second principe de la thermodynamique.

Soit O un ouvert, dO sa fronti¢re, f((O) la configuration courante de O et g((d0) la

configuration courante de dO, on peut écrire (on applique la classique formule de dérivation

sous le signe somme) :

opS > >
i pSdw = 5 do + p S u(x,t) n(x,t)do
[,(0) £,(0) 8,(30)
> ->
ol u est la vitesse du point (x,t) de gl(aO) et n la normale extérieure

On se place dans le cadre d'un systeme du type de celui présenté au paragraphe 1, A savoir :

- il y a conservation de la masse ; On peut donc écrire :

ap > >
BTdm + pundo =0

f,(0) 8(90)

- on note "source” le terme de dissipation volumique de chaleur.
-on note Q = - k(T).grad(T) le flux surfacique de chaleur

Grace a la conservation de la masse on obtient 'équation suivante :

dS
pSdw = p - dow

dt dt

f,(0) f;(0)
Sur l'ouvert O la variation d'entropie s'écrit :

f(0)
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le rapport dQ/ T est compos€ de deux termes, 1'un surfacique

> >
. > >
i (QT") do o Q=-Kk(T) grad (T)
81(80)

et l'autre volumique

source
T

((0)

On peut donc écrire le second principe de la thermodynamique

0Q < TdS
sous la forme :
> >
source q.n
I pS dw 2 7 do - T do
f(O) f(0) g,(00)
->
source .
1= p —at—d(o 2 T do - div (T)d(o
f(O) f,(0) £,00)

On déduit de cette inégalité une formulation locale du second principe de la
thermodynamique généralement appelée inégalité de Clausius Duhem (Bamberger [1]) :

>
dS di Q source
P-qr * dviyp) T
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5 - Dynamique d'un gaz réel et Systeme Hyperbolique
N Linéai

Comme cela a été dit au cours du second paragraphe, un des objectifs de 1'étude est de
modéliser numériquement la dynamique d'un gaz réel (équations d'Euler pour un gaz réel).

Les méthodes utilisées pour cette modélisation sont basées sur le caractere strictement
hyperbolique du syst¢me d'équation d'une part, et sur l'existence d'une fonction
d'entropie permettant de symétriser ce systéme d'autre part.

Aussi présente t-on ici quelques rappels essentiels sur les SHNL (Systemes Hyperboliques
Non Linéaires) et sur les fonctions d'entropie d'un systeme hyperbolique. Une application a
la dynamique des gaz est ensuite proposée.

5-1 Quelques rappels sur les S.H.N.L

Ce paragraphe essentiellement constitué de définitions fait un trés bref rappel de centaines
notions de la théorie des systemes hyperboliques non linéaires. Pour plus de précision, se
référer 2 Smoller[1] ou bien Lax|1].

On considére le systeme
Uy + f(U),x =0
Uxt): RxRt->R (5-1)

f suffisamment régulicre

Définition 1 : hyperbolicité

Le systeme (5-1) est dit hyperbolique si la matrice jacobienne f ‘(U) a toutes ses valeurs
propres toujours réelles.

Le systeme (5-1) est dit strictement hyperbolique si les valeurs propres de f '(U) sont
toujours réelles et distinctes. On a alors :

X](U) < lz(U) <...< )\.m(U)

ou ).j est la ji€Me valeur propre. On note rj(U) le ji€me vecteur propre 2 droite.
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Définition 2 : courbes caractéristiques

Soit U(x,t) une solution réguli¢re de (5-1) ; la j-caractéristique xj, issue de (xo,t(.,) est une

courbe définie par :

0t %o, t0) Dot = A(U(H(X; X0, o), D

et xj(lo; Xoo lo)  =Xg
Si U est réguliere, xJ est régulidre (Vila [1]).
Définition 3 : solution faible
Considérons le probléme de Cauchy suivant :

U+ f(U)x =0
U(x,0) = Uo(x)

On appelle solution faible de ce probléme, une solution au sens des distributions :

Voe D(R?)

I (Ug,+(U)p,,) dx dt +J ¢(x,0). U (x) dx =0

RxR* R

Définition 4 : champs linéairement dégénérés et champs vraiment non linéaires

On dit que le ki€Me champ est linéairement dégénéré si : grad (A)-rk(U) = 0 pour tout U

On dit que le kieme champ est vraiment non linéaire si : grad (Kk).rk(U) # 0 pour tout U
Définition § : choc admissible

Afin de déterminer quelles sont les bonnes solutions physiques, Lax utilise la théorie des
caractéristiques. Un choc est déclaré admisible s'il provient de la rencontre de deux

k-caractéristiques. Lax propose la formulation suivante :

Soit U une solution faible (solution faible au sens des distributions d'un probleme
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(5-1)+donnée initiale), discontinue le long d'une courbe (£) x = X (1), et de classe Clen

dehors de () ; on dit que 'on a un choc admissible s'il existe k tel que :

;

dX
kk_l(U (x-0,1) < o=g < lk(U (x-0, 1)) (5-2)

dz
LU (x40, 0) < 0= < A, (Ux+0,1) (5-3)

(5-2) et (5-3) sont les conditions de k-choc de Lax (ou encore inégalités relatives aux chocs).

Définition 6 : onde de détente associée a un champ V.N.L.

On appelle j-détente (associée au champ )‘j V.N.L.), dans un domaine 65 < x/t < 0. une

fonction U(x/t) telle que :

o= kj (U(o)) O = x/t

dU(o) /do parallele a T (U(o))

Proposition 1 (Viia [1]) : U (o) définie ci-dessus est solution réguliére du systeéme (5-1).
Proposition 2 (Vila [1]) : onde de choc associée a un champ V.N.L.
Up € RM érant fixé, soit kj un champ V.N.L,, alors il existe une courbe locale C de R™M

partant de Ug dans la direction rj (Up) telleque V U € C,J o € R telle que:
6 (U - Ug) = (f(U) - f(Ug))
Cette courbe est appelée j-courbe de choc.
Proposition 3 (Vila [1]) : discontinuité de contact associée a un champ L.D.
Ug € R™M étant fixé, soit )‘j un champ L.D., alors il existe localement une courbe C de RM
partant de Ug, dans la direction rj (Ug) telleque VU € C,3 0 € R telle que :

A Ug). (U - Ug) = (f(V) - f(Uo))

Cette courbe est appelée courbe de discontinuité de contact.
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5-2 Syst; je lois d (i .
Définition 7 : fonction d'entropie

Une fonction scalaire H(U) est une fonction d'entropie de (5-1) si :

(i) la fonction H satisfait
Hy.f.y=Fuy (5-4)

ou F(U) est une fonction scalaire appelée flux d'entropie.
(i1) la fonction H est une fonction convexe de U

On peut déduire de (5-4), en multipliant cette équation par H,j, que toute solution réguliere
de (5-1) vérifie :
H,( + F(U),x = O

Définition 8 : systéeme hyperbolique symétrique

Un syst¢me d'équations

Pv,y+Buv,y,=0 (5-5)
est appel€ systeme hyperbolique symétrique si P est une matrice symétrique définie positive
et si B est une matrice symétrique.

Remarque :
Soit un systeéme de type (5-1). Si on effectue un changement de variables du type v=
v(U), ce systéme s'écrit :
Uv),g + f(U(V),x = Uy.vy + f(U),y.v,x =0
Si U,y et f(U),y sont deux matrices symétriques, en posant P = U,, et B = f(U),, on

obtient un systéme de type (5-5).

On peut de plus montrer qu'existent deux fonctions scalaires q(v) et r(v) telles que :
qy = Ut (5-6a)
v = ft (ob tdénote la transposée ) (5-6b)

Le caractere défini positif de U,,, est équivalent a la convexité de q(v).
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Théoréme 1 (Godounov) : Supposons que (5-1) puisse étre symétrisé par un changement
de variables v(U) (les relations (5-6) sont donc vérifiées avec q fonction convexe de v).
Alors (5-1) admet une fonction d'entropie H(U) donnée par :

H(U) = Ulv - q(v)
avec un flux d'entropie F(U)

FU)=flv -r(v)

Théoréme 2 (Mock): Supposons que H(U) soit une fonction d'entropie de (5-1). Alors le
changement de variables v! = H,|j symétrise le systéme (5-1)

démonstration des théorémes 1 et 2: cf Harten[ 1]

Définition 9 : solution entropique
On dit que U solution faible de (5-1) est solution entropique de ce systéme si pour toute
entropie convexe H de ce systéme on a

H(U),, + F(U),x <0

au sens des distributions.

Conjecture (Lax): si le systeme est strictement hyperbolique, il existe au plus une solution
entropique du probléme de Cauchy qui suit :

Uy + f(U)x =0

U(x,0) = Ug(x)

Cette conjecture est vraie dans le cas scalaire (m=1) (théoréme de Kruskov) et il y a aussi
existence dans ce cas. Pour m>1 les résultats sont partiels (Vila [ 1]).

5-3 Application 2 la dvnamique des paz

5-3-1 Conditions pour que le systéme soit strictement HNL (Smoller [1])

Dans ce paragraphe, on choisit v et S comme variables internes indépendantes. Ce
choix facilite en effet de fagon significative les calculs d'ordre technique qui sont effectués. S
est définie par I'équation d'énergie d'un systeéme réversible :

TdS = de + Pdv
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On peut alors écrire les équations de la dynamique des gaz (équations d'Euler : le gaz est
alors supposé non visqueux et non conducteur de la chaleur ) sous la forme (Smoller [1]) :

Vi +tuvyx - vu =0
uy +uuy +vPy =0

S, +uS =0

(Notons que ce systeme est équivalent au systeéme (2-4) des équations d'Euler écrites sous

forme conservatives).

La matrice jacobienne associée a ce systéme s'écrit alors (les variables du sysieme €tant v, u
etS):

[ u -v 0 7 .
v.P, u v.P,g
L 0 0 u

Cette matrice a ses trois valeurs propres réelles et distinctes si et seulement si P,y <0 (c'est

équivalent A dire que le systeme est strictement hyperbolique si et seulement si P, <0).

Lorsque le systéme est strictement hyperbolique, on définit la vitesse du son du fluide ¢ :

c2=Rp=w2Rv

On a alors :
Al=u-c¢
A2=u
A3=u+c

et les vecteurs propres, a droite correspondants sont :

rp = (v, c,0)
r2 = (P»S’ O’ va)t
r3 = (v,-c,0t

gaz réels



37

on déduit alors la nature des trois champs associés 2 ces valeurs et vecteurs propres sachant

que :

8 P’vv
Grad(?\l).rl = 3_\(: vie = -v?

|
(=

{ Grad (7\2) Ty =

dc
Grad(l3).r3 =5y V=V

Sous I'hypothese P,yy # 0, on a donc 2 champs (les champs 1 et 3) vraiment non linéaires

et 1 champ (le champ 2) linéairement dégénéré.

Enfin, afin que les inégalités relatives aux chocs soient vérifiées, si P, #0, il faut de plus

que (Smoller|1]) :
Ps>0,P>0 et P,y >0

Ainsi, pour rentrer dans le cadre général d'un systieme hyperbolique non linéaire, 1'équation
d'état P = P(v,S) doit vérifier les quatre conditions suivantes :

P >0 (CH)
Pg >0 (C2)
P,y < 0 (C3)
Poyy > 0 (C4)

5-3-2 Choix d'une fonction d'entropie

Une fois déterminées les conditions (C1, C2, C3, C4), on réécrit les équations d'Euler sous

leur forme conservative (2-4) :
Fo(U), + Fi(U),x =0

Par soucis de simplifier les calculs, les deux variables indépendantes du systéme

thermodynamique sont v et e (volume et énergie interne).
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5-3-2-1 Dériv artielles des variables con ative

Dans tout ce paragraphe on travaille avec les variables conservatives, a savoir (p, pu, E)

notée ici (u, up, u3). Les deux variables indépendantes du systéme physique étant v et e,

on cherche a déterminer les dérivées partielles de v et e par rapport aux variables uj.

Pour cela, on exprime I'énergie interne e en fonction des uj. L'énergie totale du systeéme est

égale & la somme de I'énergie interne et de I'énergie cinétique, soit :

E=pe+(1/2)pu

ce qui s'écrit avec les variables v :

uz=uje+(1/2) (u22/u1)

d'ou I'expression de e :
e=(@u3zuy- (1/2) u22)/u]2

En différentiant cette expression, on obtient :
de = (l/u13) (-u3u1+u22) duj + (-u2/u12) dup + (1/uy) dug

On dispose ainsi des dérivées partielles de v et e par rapport aux variables u; :

Vol = -1/up? eyl = (-ugup +up2)/u;3
va2 =0 eu2=-up/up2
vy = 0 eu3 = 1/u

5-3-2-2 Choix du changement de variables
On considere les équations de la dynamique des gaz écrites sous forme conservative :

FoU),y + Fi(U),x =0 (5-7)

avec
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Fo(U) = Y(uy, up, u3)
et

F1(U) = Y(up, up2/u + P, (u3 + P)uy/up)

D'apres le théoreme de Mock, si on connait une fonction d'entropie H du syst¢me (5-7)

alors le changement de variables tv = H,j symétrise le systeme.
On cherche donc une fonction d'entropie H.
On a vu dans le paragraphe précédent que (il s'agit de la dérivée particulaire) :
dS/dt=0
on peut donc écrire
updS/dt=uy S,p + upS,x =0
soit h(S) une fonction différentiable. Alors
uih(8),; + up h(S),x =uj(dh/3S)(dS/di) =0
sachant que (conservation de la masse)
up,g tup.x =0
on déduit en multipliant cette équation par -h(S):

[-up h(S) Iq + [-ua h(S) |.x = 0 (5-8)

Ainsi, une bonne candidate a étre fonction d'entropie est (la condition (i) de la définition
d'une fonction d'entropie étant alors vérifiée, cf. définition (7), premiére partie) :

H(U) = -uj h(S)

avec comme flux d'entropie :

F(U) =-up h(S)
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Harten propose de prendre h(S) = S, la fonction d'entropie étant alors H = - pS.

On se propose, afin de déterminer explicitement le changement de variables, d'exprimer les
dérivées partielles du premier et du second ordre de S (les dérivées partielles du second ordre
sont utiles ultérieurement). Celles-ci sont obtenues 2 partir de la différentielle de I'énergie
interne :

de = (1/u}3) (-uzuj+u?) duy + (-up/u;?) dup + (1/uy) duj

et de I'équation dite de I'énergie
TdS =de + p.dv

On obtient alors les dérivées premiéres

Swl = (-P-uz+up2/up)/(Tuy?)
Sw2 = (-up) ATuy2)
Su3 = (Tup)
et les dérivées secondes de S
Sutul = I-ugTy1(-P-uz+up2/uy) -2T (-P-uz+up2/uy)
+T (ugPyj-ua?/ug) V() 212)
Swilu2 = 12Tuz + UluzT'ui 1/ (u)3T2)
Swiuz = [-T-ujTyp I/ (u2T2)
Sw2u2 = |-T+upTyp 1/ (u)2T2)
Sw2u3 = [uwTy3 )/ (u2T2)
Sw3u3d = [-u1T,y3 ]/(ulsz)

Avec la fonction d'entropie ( H = - pS) choisie, le changement de variables s'écrit :

v =H,y
=(v],v2,v3)

avec
-S -(-P-u3+u22/ul)/(TU])
u2/(Tuy)

vl

<
N
I
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v3 -UT

Les variables v{,v) et v3 sont appelées variables entropiques du systeme.

Cependant d'apres la définition 7 (définition d'une fonction d'entropie) et le théoréme de
Mock, pour que ce changement de variables symétrise le systeme (5-7), il faut et il suffit que

H soit une fonction d'entropie. Pour cela il suffit que H soit convexe, c'est a dire que v, gy

soit une matrice définie positive.

On se propose donc de calculer v, :

~ Q -
2S’ul + uIS’ulul Y2 + uls’uluZ S’u3 + ulS’u|u3
Vi T S’u2 + uIS'ulu2 uIS'u2u2 uIS’u2u3
L Sous tuyShy U003 U Sz

Connaissant les dérivées partielles des premier et second ordre de S, on peut exprimer v,y
dans le cas général (sans hypothéses sur la loi d'état et sur les fonctions C,, et Cp) :

v,u = - D/ (T2uj2)

ol
_ 5 ) -
TP,y - u)) - u(T +uT,,)) -up Ty
uIT,ul(-P -ug+ ug/u,)
D = uz(T + ulT,ul) -Tul + UIUZT’uZ u]uzT.u3
2 2
L -0 Ty, uu, T, 5 -up T, 3

Sachant que I'on peut exprimer les dérivées partielles de T et P par rapport aux variables
uj,up etuy:

Towi = Ty.vai + Te .ej

Pui = Py vayi + Pe ey

on a de plus, d'une fagon générale :

gaz réels



42

Tyl = -u12T‘v+(-u3/u12+u22/u13)T,e
Tu2 = (uuy?) Te
Tuz = (Mup) Te
et
Pul = -u12Py +(u3/ui2 +u?ui3) P,
Pu2 = (uu?) P
P’u3 = (l/uy) P,

En calculant les déterminants successifs de v,{j, on peut exprimer une condition nécessaire

et suffisante pour que v,y soit définie positive (c'est a dire pour que H=-u1S soit convexe).

On obtient :

v,y définie positive <
T,e>0 et T, (-TP,y + PT,y ) - (T,y)2 >0 (C5)

5-3-2 Un cas d'école : le tube & choc

Rappel : on appelle probléme de Riemnann associé au systeéme des équations d'Euler le
probléme suivant :

soient Ugayche €t Udroite » trouver UR(x, t) tel que :

Fo(U)x + (F1(U)).x = 0

Usauchc si x<0

U(x,0) = (Do)
U si x>0

droite

On cherche donc a savoir comment se comporte la solution U(x, t) du syst¢me d'équations
lorsque sa donnée initiale (Do) est discontinue en un point (ici 0.) et constante A gauche et a
droite de ce point.

Pour un gaz parfait on sait résoudre exactement le probléme de Riemann associé aux
équations d'Euler en dimension 1 (Gilquin [1]). En effet, dans le cas du gaz parfait, les
conditions (C1) a (C4) sont vérifiées, et le systeme est strictement hyperbolique non linéaire
(cf § 5-3-1). Les champs 1 et 3 sont Vraiment Non Linéaires, et le champ 2 est Linéairement
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Dégénéré.

On présente en annexe de la seconde partie (annexes 3-5-1 et 3-5-2), deux méthodes
permettant de calculer de fagon approchée la solution de ce probléme.

Un cas particulier de probléme de Riemann est le probléme du tube a choc. Les conditions
sont alors :
Ugauche = Udroite = 0

Pgauche > Pdroite

Pgauche > Pdroite

On peut alors montrer qu'une 1-onde de détente (cf. § 5-2 définition 6 et proposition 1) est
associée au premier champ (V.N.L, cf. § 5-3-1), qu'une discontinuité de contact (cf. § 5-2
proposition 3) est associée au second champ (L.D.), et qu'une 3-onde de choc (cf. §5-2
proposition 2) est associée au troisieme champ (V.N.L). La solution est représentée par le

diagramme qui suit :

discontinuité de contact

détente

De part et d'autre de la discontinuité de contact, la pression P* et la vitesse u* sont égales.

Les €tats U} et Uy sont définis comme suit :

Uy = (p}, P*, u%)
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Uz = (pp, P*, u*)

On détermine P* et u* en déterminant dans le diagramme (P, u) I'intersection de la courbe de
3-choc et de la courbe de 1-détente (Gilquin[1]).

Dans la suite de nombreuses applications numériques du tube 2 choc sont présentées. Cela
permet en effet de comparer les solutions obtenues 2 1'aide de différentes méthodes avec une
solution analytique du probléme.
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6 - Hypothéses faites pour la modélisation du SF6 et
conséquences

On présente ici les choix qui ont été faits pour modéliser le gaz réel (en particulier le SF6) ;
on détermine ensuite les conditions suffisantes que doit vérifier la loi d'état de ce gaz pour
que les équations de la dynamique des gaz soit un Systéme strictement Hyperbolique Non
Linéaire d'une part et un Syst¢me Hyperbolique Symétrisable grice 2 la fonction d'entropie
H = - pS d'autre part.

6-1 Les deux hypothéses de base

Dans ce paragraphe les variables indépendantes sont (v, T).

oremibte hesothése
Cy = Cy(T) (H1)

On suppose que C, ne dépend que de la température. Grice 2 I'équation (7) donnant

I'expression de I'énergie interne, on a :
de =C (T
or ~ ™V (M

< e(v,T) = J C,()dt  + g(v)
T

Si on écrit la condition (4-11) traduisant que dS est une différentielle totale on a :

gV w =8 ()
=-P + TP
d'otl
(P/T),T = g /T2
et donc

PV, T) =-g'(v) + f(V).T (6-1)

On cherche a déterminer une loi d'état qui d'une part tient compte de la dissociation du SF6
et qui d'autre part assure que 1'équation (6-1) est vérifiée.
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Deuxi¢me hypothése :

Comme on le vérifie au cours des deux paragraphes suivants, la fonction g intervient dans

les équations du mouvement (présence du terme - g".v.v,x dans l'équation de conservation

de quantité de mouvement (cf. 6-2-1)) mais n'intervient pas dans le calcul de I'entropie (cf.
6-3). La fonction g peut donc changer la nature du syst¢me d'équations et notamment son
caractére "hyperbolique”.

Aussi g apparait comme un paramétre permettant de modifier la nature du syst¢me
d'équations. Dans la suite on évite autant que possible d'émettre une hypothése sur cette
fonction g. Cependant chaque fois qu'il a été nécessaire de le faire (notamment lors des
développements discutant de la nature du syst¢me d'équations (partie 1 paragraphe 6-2) et
de I'ensemble des applications numériques), on fait I'hypothése suivante :

g (v) = constante (H2)
et la loi d'état s'écrit alors

P =f(v)=xT
6-2 Conditi ffisant | L ét isfaif la loi d'état

Les lois d'état des gaz condidérés étant tabulées, si on veut que les équations d'Euler restent
un syste¢me hyperbolique symétrisable, il est nécessaire de vérifier les conditions (C1) a
(C5). Pour cela, des conditions suffisantes issues de (C1)-(CS) doivent étre vérifiées.

Ces conditions suffisantes ont des expressions un peu compliquées bien qu'on ait cherché a

les simplifier au maximum (en donnant des conditions simples sur Cv, f, f ' et f'). En effet,
en les simplifiant trop, elles ne sont jamais vérifiées pour un gaz réel.

6-2-1 Pour que le systéme soit strictement hyperbolique

On cherche a déterminer quelles conditions les fonctions f et Cy, doivent vérifier afin que,

sous les hypothéses H1 et H2 les conditions C1, C2, C3 et C4 soient satisfaites.

Remarque : les conditions C1 & C4 ont été exprimées a l'aide des variables indépendantes (v,
S). Dans ce paragraphe on travaille donc avec les variables indépendantes (v, S).
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Sous I'hypothése (HI):Cy = Cy(T)

A l'aide de I'équation d'énergie
TdS = de + Pdv

et de I'expression de la différentielle de I'énergie interne

de=g'(v)dv + C,dT

on écrit I'équation suivante
TdS =C, dT + (g'(v) + P)dv

Cette équation permet d'écrire la dérivée partielle de T par rapport 3 v
Ty =-@((v)+P)/Cy
=-f(v). T/ Cy

De plus la loi d'état du gaz s'écrit
P=-g()+fw).T -

ainsi on obtient
TdS =C, dT + (f(v).T)dv (6-2)

si on différencie la loi d'état dans le systeéme de variables (v, T)
dP = -f(v)dT + [-g"(v) + f'(v).T)dv
on peut alors substituer dT dans I'équation (6- 1), qui s'écrit alors
CydP = f(v).TdS + [-Cyg" (v) + Cy.f' (W.T - f2(v).T) dv

Ainsi on peut exprimer P, (qui est ici la dérivée partielle de P par rapport 2 v A entropie

constante) et P,g (qui est la dérivée partielle de P par rapport 2 S 2 volume constant).

Pyy = -g"(v) + F(W.T - 2().T / Cy
f(v)T /Cy

P,s
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Remarque : d'aprés le paragraphe (6-3-1), on sait que I'on peut écrire I'équation de
conservation de mouvement sous la forme :

Vit + VPyvx + uuyx + vPg =0

& vy v-g" () + F'W.T - f2().T/Cy Jvg + uuy + v.f(V)T/Cy =0

La fonction g apparait donc dans l'équation de quantité de mouvement a travers le terme

-v.g"(v).v.x. On justifie donc ici I'affirmation (faite au cours du paragraphe précédent)

relative 2 I'influence de la fonction g sur la nature du systéme d'équations (sauf bien entendu
lorsque g est une fonction affine de v).

Sous les hypothéses (H1) et (H2): Cy = Cy(T) et g = constante

La condition C1 (P > 0) s'écrit :
f(v) > 0

La condition C2 (P,¢> 0) s'écrit :
f(vy/Cy >0

Dans la pratique les fonctions f et Cy sont deux fonctions strictement positives et ceci pour

tout volume spécifique v et toute température T. Les conditions C1 et C2 sont donc
toujours vérifiées.

La condition C3 (P,,, < 0) est plus restrictive. Elle s'écrit

f'(v)/f2(v) <1/C,

et ainsi une condition suffisante pour que C3 soit vérifiée est :
f'(v) <0

Pour exprimer la condition C4 (P,yy > 0), on dérive par rapport 3 v l'expression de P,y :
Py =" (W.T - 3f().£' (V).T/Cy + BT /C2 + 12 (v).T(Cy),y /Cy2

or

gaz réels



49

ainsi P,yy > 0 s'écrit :

MW).T -3 fV).f'(V) T/ Cy+BW.T/C2 >0

Remarque : il est nécessaire de garder cette demiére condition sous cette forme ; en effet on a
pu remarquer que les tables définissant la loi vérifiaient bien cette condition. Par contre la
condition suffisante

f"(v)>0
n'est pas toujours vérifiée par ces tables.

6-2-1 Pour que la fonction d'entropie symétrise le systéme

On choisit comme variables indépendantes e et v. On cherche une condition
suffisante pour que la condition (C5) soit vérifiée.

Sous I'hypothése:  Cy = Cy (T) (H1)

D'apres ce que I'on vient de voir :
Py=-g"(v) + f'(v)T - f2(v)T/Cv
Ty =-f(vT/Cy

et
Te=1/Cy
La condition (CS5)
T,e>0 et T (-TP, -PT,y) - (Ty)2 > 0

est donc équivalente a :
Cy>0 et g'(v)- f(v).T > 0

Sous I'hypothése : g(v) = constante (H2)

Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que (C5) soit vérifiée est :
Cy >0 e f(v) <0

6-2-3 Récapitulatif

On peut exprimer ces différentes conditions sous une autre forme, et en particulier en
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fonction de la variable de compressibilité Z qui est une fonction "tabulée” de la densité p, et
en écrivant la loi d'état comme suit :

P=p.Z(p).T
ce qui sous-entend qu'on a posé :
f(V=ZUN) /v

Si on choisit comme variables indépendanteseetpona:

Pp =ZT+pTZp

Pe =pZ/Cy
T,p = O
T,e = ]/Cv
la condition (C1) s'écrit
Z>0 (6-3-a)

les conditions (C2)+(C3) ou (C5)
Cy>0 et P,p >0 (6-3-b)

et la condition (C4)

2pZ' +p22" + 23/C2 >0 (6-3-c)

Conclusion : dans la suite on s'assure que lI'ensemble des conditions (6-3) sont
vérifiées (ce qui n'est pas implicite sous les hypothéses (H1) et (H2)). Alors :

- le systéme d'équations de la dynamique du gaz (5-7) est un systéme strictement
hyperbolique comprenant deux champs vraiment non linéaires et un champ linéairement

dégénéré et les inégalités relatives aux chocs sont vérifiées.

- la fonction H = - u} S est une foncticn d'entropie et le changement de variables v =

H, symétrise le systeme d'équations.

6-3 E . fe ' ie et de I'¢ . iu_SF6

On se place sous les hypothéses H1 et H2 et on suppose les conditions C1 a C5 vérifiées.
On se propose alors de calculer I'entropie et I'énergie interne du SF6. Dans ce paragraphe,
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les variables indépendantes du systéme sont la température T et la densité p. Soit €o et Sy

I'énergie interne et I'entropie de 1'état de référence (To s Po)-

D'apres les hypothéses H1 et H2 :
de = Cy, (T).dT

En intégrant cette équation entre les états (To, pg) €t (T, p) on obtient :
T

e(T) =e(T,) + C. (1) dt

T,

o

Calcul de I'entropie :

Si on fait I'hypothese H1, la loi d'état peut s'écrire :

P=p.Z(p).T- g (l/p)

Or I'équation d'énergie (4-8) s'écrit :

de = TdS - Pdv
Sachant de plus que (4-7) :

de = C,.dT + g '(v).dv

On obtient :
dT dp
dS = C (M= - Z(p)—
T p
En intégrant cette équation entre les états (Tb, Po) et (T, p) on obtient :
T P
dt dr
S(T.p) = $(T,p) + | Co— - | 20—
To Po

Remarque: on vérifie ici (comme cela a été affirmé dans le paragraphe (6-1)) que la fonction
g n'intervient pas dans le calcul de I'entropie. Aussi pour le calcul de I'entropie I'hypothese
(H2) n'est pas nécessaire.
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Deuxiéme Partie

Modélisation monodimensionnelle

1D introduction
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1 - Introduction

Tout ce chapitre traite la résolution numérique du probléme unidimensionnel. La
modélisation unidimensionnelle permet de mettre au point les modeles physiques et de tester

différentes méthodes numériques.

Dans le probléme physique que I'on cherche & modéliser interagissent plusieurs phénomeénes
physiques. On cherche a résoudre chacun d'eux le mieux possible. Les méthodes utilisées
doivent étre adaptées aux gaz réels, adaptées aux systémes hyperboliques non
linéaires et adaptées aux probléemes transitoires.

On propose (dans ce chapitre) deux approches tres différentes mais qui répondent aux trois
critéres essentiels précisés ci-dessus. L'intérét de développer en parall¢le deux types de méthodes
est que pour les problémes considérés, on ne peut pas toujours valider les méthodes a l'aide de
solutions analytiques (car on n'en connait pas) et on ne peut pas, non plus, comparer les résultats
de ces méthodes avec des expériences (car la modélisation n'est pas encore assez élaborée).

Aussi d'une certaine fagon, ces deux méthodes se valident mutuellement.
1-1 Approche globale
On utilise pour modéliser les équations de Navier-Stokes, une méthode d'éléments finis avec :

- décentrage : permet de bien prendre en compte le transport

- éléments espace-temps : permet de bien traiter le phénomene transitoire

- capture de choc : le décentrage créant des oscillations aux discontinuités de la solution on
ajoute de la viscosité dans ces zones afin d'éliminer ces oscillations.

Cette méthode, dite de streamline diffusion, a éi¢ développée par Hughes[1] et Johnson[1].

Johnson [2] et Szepessy [1, 2] proposent un début d'analyse théorique de cette méthode dans le
cas de systémes hyperboliques non linéaires.

1-2 Approche "pas fractionnaires”

On décompose le phénoméne physique et on traite & chaque pas de temps séparément, la
convection et la diffusion.
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Lors du premier pas fractionnaire la convection est modélisée a l'aide de schémas volumes finis
de type Van-Leer (méthode développée pour la résolution de syst¢émes hyperboliques non
linéaires)(cf Vila [1]).

Lors du second pas fractionnaire la diffusion est traitée par une méthode standard (de type
différences finies, éléments finis ou volumes finis).

11 faut noter que pour une telle méthode, on peut valider séparément les deux pas fractionnaires
sur des solutions analytiques.

1-3 Systéme d'équations a résoudre

Le probléme A résoudre a é1é défini précédemment (partie 1, § 3). Il s'agit de résoudre le systéme

d'équations suivant :

IF,(U)  9F (U)

o + - div|k(T).Grad(G(U))] = source (1-1)

avec :

U= Yp,ue)

Fo(U) = Yp, pu, E)

F1(U) = Ypu, P+pu2, (P+E)u)

GWU)= Y0,0,T)

source = terme de rayonnement et de dissipation par effet Joule.
et

P=f|(T,p)e="F(T) et E=p(u2/2+e)
(f1 et f étant définies partie 1, § 4 et 6).

Les deux paragraphes suivants proposent la résolution de ce systéme A l'aide des deux méthodes
numériques évoquées précédemment.

Lors de I'exposé de ces deux méthodes numériques on suppose que le calcul du terme source
ne pose pas de probleémes. Ce terme non linéaire est explicité dans la méthode "pas
fractionnaires” et implicité dans la méthode d'éléments finis (il est en fait explicité a chaque
itération d'équilibre de la résolution du syst¢me non linéaire). Le calcul du terme source est
présenté au cours du quatrieme paragraphe de cette partie.
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2 - Méthode d'éléments finis 1-D pour un gaz réel
2.1 Symétrisati I ¥ "¢ .

Les deux variables indépendantes du syst¢me thermodynamique sont p et e (densité et

énergie interne).

Dans tout ce chapitre on travaille avec les variables conservatives définies au cours de la

premiere partie :

FQ(U) = t(p’ pu» E)
notées ici (par soucis de simplifier les notations) :

U =uy, up, u3)
2-1-1 Rappels et notations

On rappelle (partie 1, § 5) les dérivées partielles de p et e par rapport aux variables u; :

Pl =1 eyl = (-ugup +u2)/u;3
pu2 = 0 w2 =-up/u)2
P3 =0 €3 = 1/u

On cherche a résoudre les équations de Navier-Stokes pour un gaz non visqueux. lLe

systeme d'équations (partie 1, § 3) s'écrit (pour simplifier F,(U) est noté ici U) :

Uy + F1(U).x - (k G(U)x),x = source (2-1)

ou

U =1, pu,E) = Yup, up, u3)

F1(U) = uy, u22/u1 +P, uzul'l(u3 +P))
G(U) = 40,0, T)
k = conductivité thermique (fonction de T)

source quantité d'énergie injectée dans le systéme

- énergie rayonnée
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Le systeme (2-1) s'écrit aussi

U,t + A U,x - (K U,x).x = source

ou
i 0 1
- (uzlu,)2 +P,, 2u2/ul +P,,
A =
- (uy/ud)(u; +P) + (u; + P)u, +
(uy/u))P, (uy/u,).P, 5
et

0 0 0
K = k (T).[ 0 0 0 ]
T T, Ty

sul

(2-2)

P’u3

(up/u, (1 +
P’u3)

et on peut exprimer les dérivées partielles de T et P par rapport aux variables uj, uy et ug :

Toui = Tp-Poui + Tee-Coyj

Pui = Pp.poui + Petuyj

donc
Ty = Tp+ (-u3/u12 + u22/u13 ). Te
Tu2 = (upup?).Te |
Tw3 = (Mu)).Te

et
Pul = Pp+(u3fui2+up2/uj3).pPe
Py = (-u2/u12).P,c
P.y3 = (1/uy).Pe
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Ainsi on peut définir les matrices A et K de fagon plus précise:

C0 1 0 7
- (ufu))’ + P, (uy/u))2 - P, Ju)) P.Ju,
A - + (-uzu; + ug)(P,e/u?)
- (uyfud)(uy + P) + (uy + P)u,- (uy/u,)(1 +
(u/u) )P, + W).p,, P,Ju,)
| (uyu; + u))(P, /) ]
et
i 0 0 0 7
0 0 0
K = k(T).
(T, + Wyu) T, T.Ju,
L Cuguy + ug)(T, /) J

2-1-2 Symétrisation du systéme

D'apres le théoreme de Mock (cf partie 1, § 5), la fonction d'entropie H (qui a été définie
partie 1, § 5) est telle que le changement de variables v = H,;j symétrise la partie

hyperbolique du systeéme (2-1). On se propose de vérifier que ce changement de variables

symétrise aussi le systtme général (2-1). Harten propose de prendre H = - p.S. Le
changement de variables est alors (cf partie 1, § 5) :

v =Hy
=(v],v2,v3)
= (-S -(-P-u3+up2/up)/(Tuy), up/(T uy), -1/T)  (2-3)

Les variables vy, v et v3 sont appelées variables entropiques du systtme. Apres
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changement de variables, si on note comme suit la matrice v,y (calculée partie 1, § 5) :

le syst¢me devient

ou

On détermine la matrice A, puis on calcule AV et KV :

on pose
El=u)/ H
E2=up/ H
E3=u3/ H
E4 =up/ uj
avec
on a alors :
[ EIl
E2
A, =
E3
et
[ E2
E6 + E2.E4
A =
E7 + E2.E9

V,U = Ao-l

AV =AA, et KV=KA,

ES = E42
E6 = Tuj
E7 =Tup
E8 = Tuj

H=Z+pZ,

E2

E6 + E2.E4

E7 + E2.E9

E6 + E2.E4

3E7 + E2.ES

E6.E10 +
E8 + 2E7.E4
+E3.ES

AoVt +AVvx - (KVv,x),x = source (2-4)

E9 =uj3/uy
E10 =ZT
Ell =C,T

E3 ]
E7 + E2.E9

E11.E6 + E3.E9
+ E4.E7 J

E7 + E2.E9 i

E6.E10 +
E8 + 2E7.E4
+ E3.E5

E11.E7 + E2.E9?
+2E7.E9 + E7.ES
+ 2E10.E7
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On peut montrer que la seule fagon de symétriser KV est que T ne dépende que de la variable

v3 (Hughes[1]), la condition étant que h (H = -uj.h(S)) soit une fonction affine de S. Avec

le choix de la fonction d'entropie qui a été fait (partie 1, § 5) cela est bien le cas.

Donc :
[ 0 0 0 1
K'Y= 0 0 0

L 0 0 k(T).T>.

Grice a la fonction d'entropie H = -u)S, on a donc réussi & symétriser le systeme

d'équations (2-1).

2-1-3 Inversibilité du changement de variables

On a vu que le changement de variables (2-3) choisi pour symétriser le syst¢me s'‘écrit :

vi = -S- (-P-u3+u2/up)/(Tup) (2-5)
vy = up/(Tuy) (2-6)
vi = -1/T (2-7)

Cependant il est important que ce changement de variables soit facilement inversible, c'est &

dire que l'on puisse calculer sans difficulté les variables physiques (T, p, u) ou les variables

conservatives (uy, u, u3) en fonction des variables entropiques (v, v2, v3).

L'équation (2-7) permet d'exprimer T :
T=-1/v3

Puis, connaissant T, 1'équation (2-6) permet de déterminer u :

u=up/uy=v2/T

Sous les hypotheses H1 et H2 (Cy = C\(T) et P = p.Z.T), I'équation (2-5) permet d'écrire :
S=-vi+Z+(-u2R)/T (2-8)
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Or on a vu (Partie 1, § 6), I'expressionde S :

T P

dt d

S(T, p) = S(To, po) + Cv(t) T - Z(r) —r—
T, Po

Déterminer p revient donc a résoudre 1'équation suivante :
T P

1 1 2 dt
-v, + Z(p) +,—r—(e--2-u ) = S(T,, p,) + Cv(t)T - Z(r)T

T, by

Equation que I'on peut résoudre par une méthode du type Newton dés que l'on sait intégrer

Z/ p, car e ne dépend que de T (et donc est parfaitement déterminée).

En effet cette équation est du type :

P
dr
Z(p) + Z(r) - + constante(T,e) = f(p) = 0
Po
avec f(p) fonction strictement croissante de P, f(po) <0 et f(+o) =+ 00 (ce qui assure

I'existence et l'unicité de p tel que f(p) = 0).

Sous les hypotheses H1 et H2, le changement de variables proposé est donc inversible.
2-2 Solution faible et cadre fonctionnel

2-2-1 Présentation du probléme

Pour discrétiser le syst¢me d'équations (2-1), on utilise une méthode d'éléments finis
proposée par Hughes [1] [6] et Johnson [1].

On cherche a résoudre le probléme suivant :

Soit tf un réel strictement positif et 0 =t 5 <t} <...< tM-1 <M = tf une discrétisation de
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[0.t] 5 soit L un réel strictement positif et [0 ; L] un intervalle de R ; trouver V tel que :

AoV, + AVV,x - (KYV,x),x = source sur [O,L]x[0,t5] (2-9)

Conditions initiales + Conditions aux limites

2-2-2 Solution faible

On note

Q=10,1t]x[0,L]

On cherche a résoudre le problme (2-9). Sachant que
Ao.v,t = U,l

cette €équation n'a pas de sens si U n'est pas réguliére. On se propose donc de considérer

certaines solutions faibles de ce probleme, a savoir les fonctions U = U (V) € (L2(Q))3

vérifiant (on a multiplié formellement par une fonction test "v" et intégré par parties en

temps) :
L L

J v, U dxdt + J Vt=t).U (t=1)dx - Va=0)U(t=0)dx +

o/

0 0

'V.A"V, dxdt - 'V (K".V,), dxdt = 'v.source.dxdt (2-10)

o

Q Q Q

Vve (HI(0; L] x [0; )3

Le phénomene étudié étant instationnaire, on cherche un schéma en temps a la fois précis et
acceptant des C.F.L élevées.

Johnson [1] propose d'utiliser des éléments finis espace-temps. La dimension "temps”
est alors abordée de la méme fagon que la dimension "espace”.

En utilisant des éléments finis discontinus en tp, n=1,2,..., M, on peut découpler le
probleéme a résoudre en M problémes que l'on résout successivement, le ni¢me probléme ne
dépendant que du n-11éme
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On note
U= 1lim U(y+s) , U =1lm U(t +s)
s->0" s->0

Sn = [tn N (n+1] X [0, L]
et Xp un sous espace de (U (V) € (L2(Q))3, Uisne (Hl(Sn))?’, n=1,., M}, Whun

sous espace de (H!(Q))3. On s'intéresse essentiellement ici a la formulation en
temps, et par conséquent, on suppose avoir toute la régularité nécessaire en
espace.

Alors sachant que

M-I
J-'vah dxdt = ZO I -vpeUy dxdt
n=
0 tn
i+l L L
M-1 M-1
= V.U, . dx.dt - 2, [ : U] v, U* ]d
= Vh-Up,, dx.dt - [V hnet-U hnet = VUl dx
n=0 n=0 J
t 0 0

et que d'apres le théoréme de trace (vj, appartenant a (H! (Q))3) :

Vh,n+1 = Vhn+1?t
si on note
Uh'o- =U (t = 0)

alors les solutions faibles considérées vérifient :

L
M

2 YVAAL VLAYV, - (KLY, Tdxde +J V.(Up, - U )dx o |=

J J 'v.source.dxdt

Q

Sp 0

On se propose donc de chercher une solution faible vérifiant sur chaque bande S, :
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[ Ue X,
L
VALV ANY, - (KLY, ), Tdedt +J V.(Uy,, - U;,)dx = | 'v.source.dx.dt
Sn 0 Sh

Vve W, (2-11)

2-2-3 Propriété caractéristique de la solution faible

Un des intéréts de la symétrisation du systéme est que sous cette forme, le second principe
de la thermodynamique est vérifié dans un sens faible.

2-2-3-1 Forme faible de l'inégalité de Clausius Duhem

L'inégalité de Clausius-Duhem s'écrit localement (cf. partie I, § 4-5) :

dS S ;
R div(g) ) source N

Pat T T °
dS dS (Q source
S Pyt Pus + dnv(T)- —F— 2
apS  IpuS S(ap apu) 4 Q\ source 0
otk BT*&‘*'V(‘T’)"T—Z
d9pS  dpuS . (Q) source dp  dpu
C:Q—at—‘f'—&-— +le(—1-:)°—T—'Z() (.al"aT"'-aT:O

Cette inégalité n'a pas de sens si p et S sont discontinues en temps. Par contre, elle s'écrit
sur Q= [0, t7] x [0, L] en un sens faible (on a multiplié formellement par une fonction test
" positive ¢ et intégré par parties ; de plus par choix de la fonction d'entropieona: H =-pS
et Hu=-puS):

L L

¢, H dxdt - J [OH](t=1p) dx + [ [oH](t = 0) dx
Q 0 0
Q source

+ q)[- (Hu),, + div—T- C T

]dxdt >0 Véoe H(Q), ¢20

Q
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or:

¥ L n+1 L

M-1

J -0, H dxdt = 2 J -¢,.H dxdt
n=0

0

0

n=0 n=0

M-1 M-1 L
=D J 0.H,, dxdt - X, J”’"*' -6 H'ldx V920
0

4 0

De plus, d'apres le théoréme de trace (¢ appartenant 3 H1 (Q))

On+1” = On+1”

Une formulation faible de I'inégalité de Clausius Duhem sur chaque bande Sy, s'écrit alors :
L

[-H,l - (Hu),, +div(~,?—,)- s°‘,'lf°°]q>.dxdz ¥ J Hit=1)-H(@=1)]¢dx 20

S, 0
Voe HIS,, 620 (2-12)

2-2-3-2 Solution discrete et inégalité de Clausius Duhem

Soit V une solution de (2-11) ; alors V vérifie la formulation faible suivante :

V veWwy
L

VAVt AVY, - (KDY, - source]dx.dt +J 'v.(Uy,-Up, ).dx = 0

Sp 0

Or l'expression
AoVt +AVV.x - (KVV ) - source

multipliée 2 gauche par tV, peut se réécrire (en prenant U(V) e Xp) :

=  H,y + (Hux + WWxKYV,y - (tVKVV,4),x - WVsource

car
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Ag = Uy
'V = Hy
ce qui entraine
H,, = H,y.U,y.V,

De plus, H étant une fonction d'entropie du systeéme d'équation, elle vérifie par définition
(cf. partie 1, § 5-6, définition 7) :

H,y.Fi,u = (Hu),y
car Hu est le flux d'entropie associ€ a la fonction d'entropie H. Donc :
(Hu),x = H,y.F,y-U.x = VA AQ.V
Ainsi, I'égalité suivante est vérifiée (pour U (V) e Xp) :

WVAGV ¢ +IVAVY , + IV KV Vi - (IVKYV,4).x - Wsource
=  H,y + (Hu)x + W KVV, - (Q/T).x + source/T
car
Vo= Yvp,va,-1/T)

La solution discrétisée en temps du probleme initial vénfie donc (il suffit de poser v = ¢V, ce

qu'on peut faire sur Sy, car U appartient & Xp,, ¢ étant une fonction positive quelconque de

HIS,) :

t v . ( QY source
[H,n‘ (Hu),,+ 'V, K"V, - le(T)+ T ]cp.dxdt
sn
L
+ J ViU =1)-U@=1)] ¢dx =0
0
L
. ( QY source . .
< [-Hn - (Hu)’*+d'v(f)' T ]cp.dxdt + H [U(t=1)-U'(t=1)] ¢.dx
S, 0
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t v
= | 'V, KV, ¢.dxdt

sn

L

& [-H.l - (Hu),, +div(¥)-s°-—¥-“] ¢.dxdt + J (H(t=1t)-H(t=1)] ¢.dx
Sn 0
L
=| 'V, K"V, ¢0.dxdt + ‘{ [Hy (U'-U) - (H"-H)) ¢.dx
Sn 0
avec
H,y =H,y (U

Or

Hy U*t-U) 2 Ht-H

car H est par hypothése une fonction convexe (cf partie 2, § 2-1-2). Ainsi, sachant que KV
est une matrice semi définie positive, la solution discrete satisfait toujours
I'inégalité de Clausius-Duhem au sens faible défini précédemment (2-12) :

Voe HIS), 020
L

[.H,l - (Hu),, + div(-,(rg)- so‘;fce] o.dxdt + f [Ha=t)-H'C=t)]0dx 20

Sh 0

(il faut noter que toute solution des équations de Navier Stokes satisfait implicitement
I'inégalité de Clausius Duhem; cette propriété fondamentale est donc conservée par la
solution discréte en un sens faible).

Remargque : notons que la fonction ¢ varie de fagon quelconque dans H{(Sp,) tant que la

discrétisation en espacc n'est pas faite. Donc la discrétisation en temps (et spécialement le
choix des €léments finis espace-temps) n'affaiblit pas la formulation de l'inégalité de
Clausius Duhem obtenue. Par contre dés que l'on choisit des fonctions de base appartenant a

Q1 (ce qui est fait en pratique), alors la formulation de I'inégalité de Clausius Duhem est a

considérer au sens trés faible ot ¢ = 1.
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2.3 Discrétisati ‘thode d'é1é (s fini
2-3-1 Terme d'upwind

La méthode d'éléments finis de Galerkin a le défaut d'étre instable lorsque les ondes
solutions du systeme d'équations sont discontinues. Or les solutions des équations de la
dynamique des gaz peuvent présenter des discontinuités. Afin d'y remédier, on met en
ceuvre une formulation de type Petrov-Galerkin utilisant une notion de décentrage ou upwind
(Hughes [1] a [6]).

La notion de décentrage en éléments finis est un peu moins immédiate qu'en différences
finies. En effet, le décentrage se fait en modifiant les fonctions tests ou fonctions de base

v de la formulation variationnelle.

Exemple : décentrage en amont (on va chercher I'information "vers la gauche")

N

fonction de base classique fonction de base décentrée vers I'amont

On cherche a résoudre le systeme (2-9) :
AoVi + AVV,x - (KVV,x).x = source

sur chaque tranche  Sp =ty ; ty41] x [0, L]. Les termes de transport sont :

Ce sont les matrices Ag et AV qui donnent les "directions " de décentrage. Johnson [1]

propose de modifier les fonctions de base de la fagon suivante :

v =>  V+ T (Agv,q+AVv,y)
ou T, matrice dite d'upwind, "module” le décentrage.
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La formulation variationnelle du probléme (2-9) s'écrit alors :

Trouver V appartenant A X, tel que :

'V T(AV, + ATV ))(A Y, + A"V, - (K'V,), - source).dx dt

Sn
L

+ ] v AN AU - UL DA = 0 Vive W,

Toute la difficulté de ce décentrage réside en la détermination de la matrice d'upwind t. Pour
cela on utilise un critere d'optimalité du décentrage pour une équation de
convection-diffusion scalaire. Encore faut-il se placer dans une situation analogue a celle
d'une équation scalaire.

On procede en trois étapes :

1 - découplage du syteme d'équations
2 - décentrage optimal pour chaque équation
3 - conclusion : calcul de la matrice d'upwind

2-3-1-1 Découplage du systeme

Le but est de découpler le plus significativement possible les trois équations du systéme, afin
de pouvoir les considérer comme trois équations scalaires indépendantes.

Soit P la matrice orthogonale constituée des vecteurs propres de
A" = (A 112) AV (A, 172),

Définissons alors la matrice

E=(Ay 172)P
ona
tEAE = Id
et
'EAVE =L avec L matrice diagonale (1j)j =1,2,3
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Ainsi, si on pose
Ey=w et Ez=v

alors, en considérant le syst¢me linéarisé (A, AY, KV sont supposées constantes) :
[AoW,t + AVw,x - (KYW,x)x] (V + T (Agv,p + AVv,y))
=tE"l [y, + Ly,x -("EKVEy,x).x |E (z + E'1TE- 1Az, + Lz,y))

= [y, + Ly,x - (EIKVEy,x).x | (z + E'1TE-1(Agz, + Lz,y))

Le systéme n'est alors découplé qu'en partie. En effet tE-1KVE n'est pas en général, une
matrice diagonale. Mais on ne sait pas mieux faire. On découple donc artificiellement le
systéme (afin de déterminer I'upwind optimal) en réduisant 'EKVE 2 sa diagonale.

Notons donc :
PR K Ve:
K; = tejKVe;
ou ej =i*Me€ colonne de E, et

LK= (Kj) = matrice diagonale des K;

2-3-1-2 Décentrage optimal de chacune des équations

On peut montrer (Hughes [3]) qu'une équation de convection diffusion scalaire

Auyx - kuxyx = source

peut €tre résolue d'une fagon optimale (la solution discréte aux nceuds étant alors la solution
exacte) en utilisant un schéma éléments finis standard mais en modifiant les fonctions de

base de la fagon suivante :

avec

T=(1/2)hf(a)/INI

et

a=(1/2)IAlh/k
h = pas d'espace
f(x) =coth(x) -1/x

a est le nombre de Peclet associ€ 2 1'équation considérée.
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Dans notre systeme d'équations découplées la ilMe équation de convection diffusion est de
la forme :

up + ljux - kjuxx = source

car le temps est considéré comme une dimension spatiale. On propose donc le décentrage
suivant :

avec
Topt = hf(a)/(1 + 12172
(onapris (1 + 1i2)l/2 a la place de A dans la formule standard car c'est la norme de la vitesse
"espace-temps") et
o= (1+12)12 h 7 Q2kj)
f(x) =coth(x) -1/x

Remarque : f(x) tend vers x/3 quand x tend vers O et tend vers 1 lorsque x tend vers l'infini.

Notons

T =diag (topy =h (1d +L2)"1/2 X
ou L =diag(l;) et X =diag (f(;))

T est la matrice diagonale des Topts chacun des Topt étant associé a une des équations

découplées.

2-3-1-3 Calcul de la matrice T

On tient A définir la matrice t de fagon a ce que le décentrage "optimal” pour chacune des
trois équations, soit :

EltlEl=T
c'est a dire

E-lt'E-l=hqd +L2)12x

Donc on choisit :

1t = h E.(Id+L2)-1/2 X tE (2-13)
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Remarque : on est ramené a résoudre chaque fois que I'on cherche T (c'est a dire en chaque
point de Gauss si on veut étre précis, sur chaque élément sinon) un probléme de valeurs
propres (de taille 3 en dimension 1 et de taille 4 en dimension 2). On ne peut I'éviter comme
c'est le cas lorsqu'il n'y a pas de diffusion.

En effet :
sachant que
(Id+L2y"1/2 = [P (1d+A"2). p}-1/2
= P(Id+A"2) 12 p
car
(‘P(1d + A"2). P)I/2 =tp(1d + A"2)1/2 p
on déduit que

t=h Ay /2P X P (Id+A") 112 A -1/2

Ainsi si P et X commutent alors on peut calculer T sans résoudre de probleme de valeurs

propres. C'est le cas si KV= 0 (X=Id) mais pas si KV# ().

2-3-2 Terme de capture de choc

Lorsqu'on modélise par la méthode proposée par Johnson [1] (c'est A dire avec des éléments
finis espace-temps et un terme d'upwind), I'équation scalaire du transport

Uy + ux =0

u(x,0) = ug(x)
ou bien I'équation de Burgers

ug + uu,, =0

u(x,0) = ug(x)

on note la présence d'oscillations si la solution présente des discontinuités ou ondes de choc.
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) RESOLUTION OF L’ EQUATION
i %€ ARGERS 64 OIN |
PAR LA METHOOE OF JOHNSON PAR LA METHOOE OE JOHNSON

¥}

POINTILLES 1+ CROEMU INITIRL

CONTING + CRDERU TRIVSPORTE ~ POINTILLES ¢« S0 CXACTE
CONTINU  » SIL

[

SOLUTION

3
c 1 | |
<~ 4 L _ '
o T _a, - e e oz 088 x e
transport d'un créneau solutions de l'équation de Burgers
(méthode de Johnson) (méthode de Johnson)

Afin d'éliminer ces oscillations, Johnson [1] propose d'ajouter un terme de capture
de choc. Le but est d'ajouter de la diffusion lorsque le résiduel (c'est a dire lu,; + u,x |
pour l'équation scalaire du transportet 1 Ag V. + AV V,y - (KY V,),x -sourcel pour

les équations de Navier-Stokes) de I'équation est important. Cela équivaut donc 2 ajouter de
la viscosité artificielle dans les zones ou I'équation est "mal résolue”. Ce terme a l'intérét
d'étre conséquent dans ces zones ou le plus souvent la solution exacte est discontinue et ou
les gradients en conséquence sont importants et d'étre nul ou négligeable dans les zones ou
la solution est réguliére.

2-3-2-1 Capture de choc sur les variables entropiques

Le terme de capture de choc de Johnson [1] apparait dans la formulation variationnelle
espace-temps sous la forme

I résiduel |
€ + |l grad(V)|
s

n

(Vo Vo + 'V, VL) dx dt

ou & est un terme A ajuster (de l'ordre de h/10, h étant le pas d'espace), € est un réel
strictement positif dont la présence assure une stabilité numérique et

Grad (V) = Y(V,;, V,y)
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Comme l'attestent les figures qui suivent, la présence de ce terme élimine de fagon
satisfaisante les oscillations mises en évidence précédemment sans dégradrer la solution dans
les zones ou elle est réguliére.

-1

. RESOLUT ‘EOUATION
I T oL s e
PAR LA METHOOE DE JOHNSON - PAR LA METHOOE OF JOHMNSON
POINTILLES 1 CRDMEFU INITIAL
CONTINY + CROMDW TRANSPORTE POINTILLES ¢ SOL DYCTE
CONTINY 1 SOL APPROCHET]
b
8 /1
g
. b -
. s m%' [ e e ') [0 unéa:x ) ae
transport d'un créneau solutions de l'équation de Burgers
(Johnson avec capture de choc) (Johnson avec capture de choc)

Dans le cas de la résolution du systeme d'équations (11) le terme de capture de choc proposé
par Johnson [1] est de la forme :

FAV, + A"V, -Q, -sourcel
b) ( lv,l.V,l + lv,x.V,x) dx dt
€+ lgrad(V)!

ou on a posé
Q = K.V

2-3-2-2 Capture de choc sur les variables physiques

On peut améliorer cette capture de choc, en s'appuyant sur l'idée que les chocs que I'on veut
capturer sont les chocs des variables physiques ; ainsi, il est souhaitable que le terme de
capture de choc soit important dans les régions ou les gradients des variables physiques sont
importants.

Afin de mieux prendre en compte les gradients des variables physiques, on propose le terme
de capture de choc suivant : ’
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5 TAV, + Avv,x - Q,, - source | y
€+ lgrad(V) |

M.V

e MV, UMY, T dxdt (2-19)

ol M est une matrice que l'on choisit généralement égale a A,. En effet si on

note V les variables entropiques et U les variables conservatives alors :
M. grad(V) = grad(U)

Ainsi le terme de capture de choc est proportionnel au gradient des variables conservatives
(qui sont des variables proches des variables physiques). Cette modification améliore de
fagon substancielle la capture de choc (moins de diffusion dans les zones réguliére et plus de
capture dans les zones de discontinuités).

On présente au cours du paragraphe 5 de cette partie, 'exemple du tube 2 choc traité avec les
deux termes de capture de choc. Cet exemple met clairement en évidence l'intérét de la

capture de choc sur les variables physiques.

2-3-3 Formulation mixte

Une fois I'upwind mis en ceuvre, la formulation faible du probléme est telle qu'apparaissent

nécessairement des termes d'ordre 2 (qui sont soit (KVV,x),x si on n'effectue pas
d'intégration par parties en espace, soit (v + 1.(Agv, + AYv,x)),x). Si on désire approximer

les espaces X}, et W, par des fonctions polyndmiales de degré 1, on ne peut avoir une

formulation variationnelle standard dés que I'on a un terme d'ordre 2.
On réalise donc une formulation mixte classique. Hughes[S] a montré que pour une
formulation du probléme de Stokes avec upwind, la condition inf-sup était vérifiée (pour une
formulation P1/P1 par exemple).
Dans la suite on pose donc

Q = KV V,

ou Q est le flux de chaleur.

On cherche alors 2 résoudre deux syste¢mes d'équations aux dérivées partielles d'ordre 1 :
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trouver (V, Q) tel que :

(2-15)

On présente au paragraphe 2-3-5, la formulation variationnelle associée a ce probléme.

Remarque : aprés symétrisation, 1'égalité vectorielle Q = KVV,x est en fait une équation aux

dérivées partielles scalaire.

Le systeme (2-15) est donc un systéme de 4 équations a 4 inconnues v 1, v2,v3et Q.

2-3-4 Conditi limi

On définit les différentes frontires de Sy, = [ty ; th+1) x [0; L ] comme suit :
Fon =ltntn+11x(0) U [ty taeg] x( L)
rl,n ={th) x JO; L[
Mo ={tns1) x 1O L
Les conditions aux limites ne sont a définir que sur Fon puisque Il net I’y n sontdes

frontieres entre des éléments finis espace-temps (exceptée I'  ou la condition initiale

apparait comme une condition de Dirichlet). Au vu des problémes physiques traités, on

envisage comme conditions aux limites sur I’y n : imperméabilité + adiabaticité

On définit alors les espaces suivant :

Y}, sous espace de
(U(V) e (L2(@)3, AV.V,4 € (L2())3, KV.V,x € (L2(@))3, Ulg, H1(Sp»3)

Wo' = (ve (Hi(Sp)3, U=U) et Ue Y})
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Wi =lpe (H'(Sn)):’, Vve W, ‘pvdt = 0

ro.n

Remarque : WP est sous-espace fermé de (Hl(Sn))3.

2-3-5 Formulation variationnelle

En récapitulant ce qui a été énoncé au cours de ce paragraphe, le probléme a résoudre est de
trouver V tel que :

AgVy + AYV,x - (KYV,x).x = source sur [0,L]x[O0,1t]
Vi=0) =V,

K¥YV,x =0 et u=0 (vitesse nulle) sur ro,n n=1,M-1

et la formulation variationnelle associée (2-16) s'écrit :

Trouver (V, Q) tel que :
V-V, € Wil

Q e Wf

'WHT(AY, AV ) AV, + ATV, -Q,) dxdt

w
3

AV, +A'V, -Q, -sourcel .
+d [ v,,MV, + v, MV, J]dxdt +
€ + lgrad (V)I |

Sn

L
J (+t(Av, A" DUV, dx =J ‘(v+T.(A v, +A"V,))).source.dxdt V ve W g
0 S

n

J 'p.(Q-K"V,).dxdt = 0 VpeW ]
LS

n
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ol grad(V) = Y(V,;,V,x).
2.4 Implé i ..

2-4-1 Approximation des espaces de discrétisation

Considérons la discrétisation en espace suivante :

0 = X] < X2 <..< choor = L

t i-1 i Xi+1

i+1
On note N2j_1 le neeud (xj, t p) et Npj le nceud (xj, t 1)
L'utilisation d'éléments finis espace-temps discontinus en temps, signifie que la solution

discréte cherchée est de la forme :

Viltn;tn+l]x[xi;xi+1] € Qk
ol Q est I'ensemble des polyndmes de degré <k en x eten t.
V continueenx; ,pour i=1,2,..,N
Par contre aucune condition de continuité n'est imposée en t = t,,. La solution discréte est

donc généralement discontinue en t = 1,

On approxime les deux espaces W et WM par des polyndmes Q. a savoir :

¢; i =1, 2.ncoor avec
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[ (- x (- thet)
O - % )0 - )

sur Q,

i1 (%1 =1
(=X, - t,)
~(xi ° xi+l)(tn ) [n+l)

sur Q

[ (- x )(-1)
(= % )ty - 1)

sur Q,

0, (x, 1) =5
(x - xi, )t -1)

(6 = X )y - 1)

sur Q,

Remarque : ¢ et ¢, ne sont définies que sur Q] et ¢7p.60r-1 €t 92ncoor Ne€ sont définies

que sur Qncoor-1-

On définit alors les fonctions v et p; comme suit :

vV 3i.2 =1(0;0,0) i=1,2 ncoor

v 3i-] = 1(0,900) i=1,2 ncoor

v 3 =1(0,0,¢;) i=1,2ncoor

Pi =100,0,¢; i=1,2 ncoor

on peut alors écrire
6ncoor 6ncoor 6ncoor
1= 1= =
2ncoor 2ncoor 2ncoor
et Q= _ZIQipi; Q., = ileipi'x; Q,, = ileipll

1= = =

Traduction des conditions aux limites :

-Imperméabilit€ : on impose la vitesse nulle sur I'y . Pour cela on supprime 4 degrés de

liberté en vitesse en posant :
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up =0 ,u2=0, u2pcoor-1 =0e€tuzpcoor =0

-Adiabaticité : on impose le flux de chaleur nul sur ro,n‘ Pour cela, on impose un flux
nul aux 4 neeuds Ny, N2, Nopcoor-1 €t N2ncoor €t on supprime donc 4 degrés de liberté
en posant :

Q1 =0,Q2=0, Q2ncoor-1 =0et Qpcoor =0

Ces deux conditions aux limites sont traduites a travers les espaces variationnels (bien que
I'adiabaticité soit une condition de Neumann pour une formulation standard).

2-4-2 Résolution du systeme non linéaire

Rappel : les définitions des matrice Ay, AY, KV sont données paragraphe 2-1-2 (p.53), celle
du vecteur Q paragraphe 2-3-3 (p.70).

On note :

KI = | v+ Ay, + ATV )(A v + ATy, )dx di

1,) o1t

Sn

v
AV, + AV, -Q, -sourcel

+0 ['v. Mv., +'v. Mv, ] i,j=1, 6ncoor
e+ grad(V) | LU e !
Sn
L
K2,; = ‘(vj LAY, + Avvj'x)).(Ao.vi) dx i,j =1, 6ncoor
0
| v . .
K3]..i = - pj.K v, ,dxdt J =1, 2ncoor, i =1, 6ncoor
Sn
Pl,; =- ’(vj+t(A0vj.l +A"vj'x)).pi'xdxd( j =1, 6ncoor , i=1,2ncoor
sl’l
P2 ; = 'p, p; dxdt i,j=1,6ncoor
s
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S]. = t(vj *T(AY  + A'v j.x)-source.dx dt +

w
3

L
o jt

J v+ T (ALY, + A'v; D.U, dx  j=1,6ncoor

0

Sion note :
K1 la matrice (6ncoor, 6ncoor) des K1 ji

K2 la matrice (6ncoor, 6ncoor) des sz,i
K3 la matrice (2ncoor, 6ncoor) des K3;i
P1 la matrice (6ncoor, 2ncoor) des Plj’i

P2 la matrice (2ncoor, 2ncoor) des sz,i
S1 le vecteur (6ncoor) des S| i

V le vecteur (6ncoor) des Vj

et
Q vecteur (2ncoor) des Qj

le systeme issu de la formulation variationnelle (2-16) s'écrit :
Trouver V et Q tels que :

[KI + K2] V + PL.Q
| K3 ]JV+P2Q

1} 1
o £

Ce systéme est fortement non linéaire car les matrices K1, K2, K3 et P1 et le vecteur S1
dépendent des matrices Ag, AV et KV et donc de la variables V. La méthode choisie pour
résoudre ce syst¢me non linéaire est basée sur la méthode de Newton (pour le terme K2.V la
matrice dérivée de K2 étant aisée a déterminer) et la méthode des itérations successives (pour

tous les autres termes).
On obtient un schéma itératif qui s'écrit a la kieme itération :
[(K1k 4+ K2'k] vk+1 , pik Qk+1 - g1k . Kakyk ; K2'kyk

(2-18)
[ K3k ] vk+1 4 pa2k Qk+l =0
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2-4-3 Méthode d'intégration utilisée

Sur chaque quadrangle Qj, pour chaque terme de la discrétisation, on réalise une intégration

numérique sur le quadrangle de référence. Pour cela on utilise une formule de quadrature & 4
points, les 4 points choisis étant les points de Gauss.

2-4-4 Choix des pas d'espace et de temps

Le pas d'espace est choisi en fonction du probléme traité et de la précision demandée par
I'utilisateur. Le pas de temps est lui fonction du pas d'espace et de la vitesse du fluide. En
théorie la méthode est stable quelque soit la C.F.L choisie. Cependant si le pas de temps est
trop important le syst¢éme non linéaire a résoudre ne converge pas numériquement ou
converge trop lentement. On est donc ramené a choisir le pas de temps en fonction du
nombre d'itérations espéré lors de la résolution du systeéme non linéaire.

Voici A titre d'exemple en fonction des CFL les résultats qui ont pu étre obtenues lors de la

résolution de différents problémes :

- Equation de transport scalaire

1l s'agit ici d'une équation linéaire; notons cependant que le syst¢me 2 résoudre a chaque pas
de temps est non linéaire du fait de la présence des termes d'upwind et de capture de choc.

u,t + u,x = ()

u (x, 0) = ug (x)

On présente ci-apres les résultats obtenus avec différentes CFL lors du transport d'une
solution raide.
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-1 CFL s 400
o 4 CFL . So

CFL =3¢
— CFL= 4

3.0
i

SOLUTIOH

1..0

transport d'un créneau avec différentes C.F.L.

- Equations d'Euler

Dans le cas du systéme des équations d'Euler, les résultats présentés paragraphe 5 ont été
obtenus avec une CFL égale a 1.

- Probléme général (2-9)

Les calculs ont été réalisés (voir paragraphe S) avec une CFL comprise entre 0.1 et 1. On ne
peut dans ce cas augmenter la CFL, non pas a cause d'une dégradation de la qualité des
résultats par diffusion numérique mais a cause de problemes de convergence du systéme non
linéaire & résoudre. ’

2-4-5 Cas unidimensionnel radial

Le traitement du cas radial, trés utilisé pour les applications numériques (cas d'un arc
électrique dans un cylindre infini), ne présente pas de difficultés particuligres. Le systeéme
d'équations 2 résoudre s'écrit :
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[ 9p dpu 1

x T T

dpu 9 (P+pud) 1

i e

JE  J(E+Pu 190

 mt— = _a_(r (T)B_) - —(E+P)u+source

ou encore

aFO(U) aFl(U) 19
ot or T TorQ +F

si on garde les mémes notations que précedemment pour F, Fi et Qetsion note :
! 1, 1
F= ( < Pu - —pu, - - (E+Pu + sourcc)

Ce systeme se symétrise comme le systéme 1-D axial, et on le résout exactement de la méme
fagon en tenant compte du terme source F au cours des itérations.

Traitement de la condition 2 la limite sur I'axe : sur l'axe, on impose comme condition de
symétrie :

u=0 et Q=0
L'expression du second membre F ne pose alors pas de probleémes particuliers. En effet, il

n'est pas nécessaire de I'exprimer sur I'axe mais simplement aux points dintégration de
Gauss. Or, en ces points de Gauss, le second membre F est défini.
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3 - Méthode 3 pas fractionnaires en 1-D
3-1 Introduction

3-1-1 Systéme d'équations

Comme au paragraphe précédent on se propose de résoudre les équations,de la dynamique des
gaz pour un gaz compressible, conducteur de la chaleur et non visqueux.

On doit donc résoudre le systéme d'équations (1-1) :

Fo(U); +F1(U) x - div (k(T) G(U) x) = source (3-1)
avec
U = lp,u,e)
FO(U) = t(pv puv E)
FI(U) = Ypu, P+pu?, (P+E)u)
G(U) = 40,0, T)
Notations :

Soit tf un réel strictement positif. On cherche 2 résoudre le systéme (3-1) durant l'intervalle de

temps [0, tg].

Soit L un réel strictement positif et
0=x1/2<x3/2<..<XN.1/2<XN+1/2=L

une discrétisation de [0, L) ainsi définie :
Xi+1/2=ih pour i compris entre 0 et N

On note :
Xj = (i-1/2)h pour i comprisentre 1 et N

i =1xij.1/2 :xi+1/2 [ pour i comprisentre 1etN

et Ui est I'approximation recherchée de U(x;, ty) au point x; et 2 un temps t,, appartenant 3
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l'intervalle d'étude [0, tf ].

té
h=Ax pas d'espace
th i
%
\\
\
\ (x i ’[n)
—— >
X1 Xi -—>
Ax

Dans la suite de ce chapitre, on se propose de déterminer une approximation de la solution du
systtme (3-1) en découplant les deux phénomenes physiques de la convection et de la
diffusion.

3-1-2 Découplage des phénomenes physiques

La solution UM étant supposée connue, on cherche a déterminer une approximation de la

solution au temps ty 1=ty +At (At étant a déterminer).

On décompose la résolution de ce probléme en deux pas fractionnaires.

Dans un premier pas fractionnaire on cherche a résoudre les équations d'Euler qui
modélisent la convection (c'est a dire les phénomenes de transport) du gaz. On nomme ce pas
fractionnaire, pas de convection. On utilise pour cela une méthode de volumes finis
espace-temps basée sur le schéma de Van Leer.

Dans le cas de maillages fixes, ce schéma est équivalent & un schéma d'Euler explicite en temps
avec une formulation de type volumes finis en espace (schéma de Van Leer).

Le systeme d'équations s'écrit :

IFy(U)  OF,(U)
R ra

(3-2)

et le schéma en temps est donc de la forme :
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Fo(U") - F(U™) 9 F, (U)
At A ™ =0

soit encore en écrivant chacune des trois équations du systéme (3-2) :

P-p +8pu
At ox

(pw) - (pu)" I (pu’+P) 0
At * ox -

E"-E" 9@u(E+P))
+ =0

At ox 3-3)

La résolution du pas de convection permet de déterminer un état intermédiaire U*. Grice 2 la

loi d'état on détermine une température T;*sur chaque maille I;. On détermine alors les termes
p j q j

Cy(T *), k(T *) et source(T", P*) au centre de chaque maille de la discrétisation en espace.

Dans un second pas fractionnaire on cherche a résoudre I'équation de conservation de
I'énergie lorsqu'on néglige les phénomenes de transport (car ceux-ci ont été traités lors de la
résolution du premier pas fractionnaire). Ce pas fractionnaire est appelé pas de diffusion.

L'équation d'énergie prenant en compte la diffusion par dissipation de la chaleur et négligeant

les termes de transport, s'écrit :

E
%T - div(k(T).grad(T)) = source (3-4)

ol I'énergie totale E est la somme de I'énergie interne et de I'énergie cinétique :

E = L2
=p (C + —2—U )
Par hypothése, durant le pas fractionnaire de diffusion la masse volumique p* = p“’rl etla

vitesse u* = un*! sont supposés constantes.
Ainsi, dans le contexte du pas fractionnaire de diffusion la dérivée de 1'énergie totale E par

rapport au temps s'écrit :

aE_ de
x CPx
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L'équation devant étre résolue pendant ce pas fractionnaire est donc la suivante :

pe,t - div[k(T).grad(T)] = source (T, P) (3-5)

En utilisant un schéma semi explicite en temps, en explicitant k, source et C,, (nécessaire pour

le calcul de I'énergie interne €) cette équation devient (la discrétisation en espace n'étant pas
encore effectuée) :

i D [kmg;]

n+l e -

P Al - = = source (3-6)

Avec une discrétisation en espace standard, on peut alors déterminer la température TN*1 ay
centre de chaque maille et, grice a la loi d'état la pression Pn+1. Les variables Ui"“'”l sont donc
déterminées pour i =1 & N. Dans les paragraphes qui suivent on propose une description plus

approfondie de ces deux pas fractionnaires ainsi qu'un moyen de déterminer At a chaque temps

th-

Remarque :

On peut donner l'ordre en temps du schéma proposé ci-dessus; en additionnant membre 2
membre les équations (3-3) ei (3-6) on obtient :

2 n+l 27"
el . . n w | e ] [ aT]
p e ere)-p e [p 2 ] [" 7] o @epy LMDy
A + A + % - 3= = source

c'est a dire

E™L gD , 3 (E+P) a[km&]

- = source
At ox ox

Le schéma en temps réalisé sur le syst¢éme général (3-1) est donc de la forme :

n+l n d(k 9 G(U)
FoU™) - FyU™  aF,U) 9(k—5—)
+ - = source
At ox ox
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C'est un schéma d'ordre 1 en temps.

Remarque : comme on choisit d'expliciter les coefficients k(T), C,(T) et source(T, P), le
schéma est au plus semi-implicite en espace. Certaines conditions de stabilité devront donc étre
vérifiées.

3-2 Pas convectif ;: schéma de Yan Leer

3-2-1 Décomposition du probléme et notations

Afin d'obtenir un schéma précis tout en ayant un pas d'espace h raisonnable, on propose ici un
schéma de Godounov d'ordre 2, a savoir le schéma de Van Leer qui est un schéma explicite,
quasi d'ordre 2 en espace (c'est A dire, lorsque la solution est réguliére, un schéma dont la
consistance est d'ordre 2 si le maillage est régulier et d'ordre 1 sinon) et d'ordre 1 en temps (il
est également possible d'obtenir un schéma d'ordre 2 en temps). Le schéma de Van Leer utilisé

est basé sur une approximation P discontinue par maille (Vila [1]).

On cherche une solution approchée Uj, au temps t,, dans l'espace de discrétisation Vh1 ainsi
défini :

Vpl=1(f, Vje (1,..,N}) ,f I e (P])3 } ou Pj est I'ensemble des polyndmes
de degré 1 .

A chaque pas de temps (c'est & dire chaque fois que I'on connait la solution au temps t=t;, et
qu'on la cherche At =ty + At =ty 1) on cherche a déterminer six inconnues par maille (ou six

degrés de liberté ) :
1a3: Fo(Uj“+]) qui est la solution au centre de la maille j a t=t ;1 (c'est aussi la

valeur moyenne de la solution sur la maille lj ; soit trois degrés de liberté : p, pu et E)

436 Sj"” qui est la valeur de la pente de Fp(U) sur la maille Ij (c'est a dire la

valeur du gradient de Fy(U)).

(Remarque : U et § appartiennent 2 R3)
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discontinuité a l'interface

S PN

valeur de la solution
Uj+112.- Uj+1/2,+ U linéaire sur

/l'intervallc

X
T T >
Xj xj+1
interface xj-172 < Ax=h >

FO(Uj"+1) et Sj"+ 1 ¢tant connus le polyndme de degré 1 est défini sur Ij:

V xelxjn; X j+172L » Fo(Upntl(x)) = FO(UJ'""'I) + Sj““.(x - Xj)

On peut décomposer le schéma de Van Leer en 3 étapes :

étape 1 : calcul des flux aux interfaces (résolution des problémes de Riemann)

€tape 2 : calcul des valeurs moyennes Uj“”sur chaque maille.

étape 3 : calcul des pentes.

3-2-2 Résolution des problémes de Riemann (Schémas de Colella et de Roe)

On note Uj41/2,+ la valeur "a droite” (limite quand x tend vers x;.1/2 par valeurs supérieures)
de la solution approchée et Ui, 1 _ la valeur "2 gauche” (limite quand x tend vers x;4 | 2 par

valeurs inférieures) de la solution approchée.

En chaque point xj+1/2, i = 1, N-1, la détermination des flux F{(UR) de masse, quantité de

mouvement et €nergie, nécessite de trouver UR tel que :

IFy(U)  IF,(U)
o " Tox =0

n .
Uiin. st x<x,p

U(x,t )=

n .
Uibine S x>x,n
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Un tel probléme est appelé probléeme de Riemann (cf. Partie 1 § 5-3-3). La résolution de ces
problémes est classique. On peut montrer dans le cas d'un gaz parfait, que la solution est
constante sur toute droite t = a.x + b issue de xj+1/2 (en particulier sur la droite x = xj41/2).

Colella[1] propose un solveur de Riemann adapté aux gaz réels. Ce solveur a été implémenté
(cf. annexe 1, paragraphe 5). On a également implémenté un solveur approché de type solveur
de Roe adapté aux gaz réels (cf. annexe 2, paragraphe 5). Une comparaison des performances
numériques de ces deux solveurs est proposée (cf. annexe 3, paragraphe 5).

Remarques :
1- A chaque pas de temps on doit donc résoudre N-1 probleémes de Riemann.

2- De plus on doit résoudre deux "demi” problémes de Riemann aux deux frontiéres. Ces deux

problémes permettent de déterminer UR(x 12) et UR(XN+1/2) (cf. annexe 1).

3-2-3 Bilan de Godounov

On écrit alors que les équations d'Euler sont vérifiées globalement sur Qj“ = lj x[th, th+1l:

dF,(U) dF, (U)
[ 5 * 3% ] dxdt = 0
q
Ce qui donne apres application de la formule de Green (intégration par parties) :
X

i+—

2

[FO(Uexacl(x’th» B FO(Uexacl(x’tn))] dx +

N -

[ o (chaa(x‘ 1) - F (chacl(x, 1) ]dt -
i+—
2 2

on approche alors
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X' 1
+—
2
Fo(U,, (Xt ,y) dx  par FoUf*hh  (k=n-1,n)
1
1-—
2
et
i+l
F) Ugua(x 1 )t par Fp (Ug(x | ,1")) At
HE HE
‘n
Ainsi, le schéma s'écrit :
n+l n At n n 3.7
Fo(Ul™!) = FO(U,.)-—h—[F, Ugtx 1) Fy Ugle o )] (3-7)
2 2

On sait donc déterminer les valeurs moyennes Uj"*lsur chaque maille .

3-2-4 Calcul des pentes

Il s'agit en fait de techniques d'interpolations algébriques auxquelles on ajoute des corrections
afin d'assurer la stabilité du schéma (cf Vila [1]). On distingue deux temps : la prédiction et la

correction .

- prédiction :
on définit ajn+1 comme suit :
n+l n+l
3 = FoU)j,p - FoU),
i 2h
C'est une approximation d'ordre 2 de la dérivée des variables conservatives par rapport a x.

- correction :

Dans le cas d'une équation scalaire, pour qu'un tel schéma soit stable au sens de la norme B.V.
(norme qui traduit la somme des variations d'une fonction), il suffit qu'il soit T.V.D. (a
variation totale décroissante). (cf. Vila [1]).

Dans le cas du systeme des équations d'Euler aucun résultat n'est encore connu. Cependant
pour avoir un schéma stable, on limite (ou on corrige) les pentes précédemment prédites.

Notons alors oj"“"1= signe (ajn+1) (c'est donc en fait un vecteur "signe"). On choisit comme
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correction (cf. Vila [1]) :

n+l ; n+l n+l .+l
n+l n+l . n+l Uj+1 'Uj n+l n+l] Uj 'Uj-l
5. o, max 0, min o |/} Iaj I o | —5—

j h h

Ci-dessous un petit schéma présente deux cas de figure de correction de pente.
Fo(U)
X

hémal : P
Fo(Uj) est un extremum local, la / \

pente est corrigée a 0. Fo(Uj-1)

Fo(Uj+1)
Schéma 2
Fo(Uj+1)

La fonction Fo(U) croit selon j .La
pente choisie apreés correction est la /
plus faible en valeur absolue soit

(Fo(Uj)-Fo(Uj-1))/h FO(B«JL/

|
(Ce serait la méme chose si les —
pentes étaient négatives) Fo(Uj-1)
Remarques :

a - La correction proposée ci-dessus est telle qu'on a jamais Sj"” = ajn+ 1, Cela peut paraitre

nuisible a la précision du schéma car Dj“*l est I'approximation (la seule) d'ordre 2 de la dérivée
(cependant Sj"+ I reste une approximation d'ordre 1 de la dérivée ce qui assure une précision du

schéma du second ordre en espace).

Afin d'y remédier on corrige de la fagon suivante :

1 ,n+l n+l yn+l
1 1 | UT-US +f Uy -Us
S;H = U;H max {O, min (a.o: [-—J-H—hi—] IB;”'I, (x.o;‘ [_’__h_’-l_ (3-8)

avecae [1;2]
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La précision est ainsi accrue. Par contre pour a = 2, par exemple, le schéma n'est pas T.V.D.
(dans le cas des équations d'Euler). Dans toutes les applications on cherche un o optimal .

b - On peut faire le calcul des pentes (prédiction et correction) sur les variables physiques
(masse volumique, vitesse, pression) plutdt que sur les variables conservatives. Dans le cas des
équations d'Euler les résultats sont alors meilleurs. Une explication plus compléte relative 2
cette remarque est faite dans la partie 3, paragraphe 2.

3-2-4 Cas unidimensionnel radial
Dans le cas radial, on écrit les équations d'Euler comme suit :

d (r Fy(L)) d (r F,(U))
x Y =H

ou H =10, P, 0).

Les variables conservatives naturelles sont donc r.Fo(U) et r.F1(U) au terme source H pres.

Godounov [1] propose alors d'expliciter le terme H (qui n'intervient que dans I'équation de
quantité de mouvement), et de réaliser un schéma identique au cas axial (modulo la petite
différence signalée sur les variables conservatives).

Les flux sont obtenus en résolvant des problémes de Riemann unidimensionnels axiaux.

3-3 Pas de diffusion

3-3-1 Equation 2 résoudre

On doit résoudre lors du pas fractionnaire de diffusion, I'équation de la chaleur instationnaire
(3-4) a savoir :

p ey - (k(T) T,x),x = source(T, P) (3-9)

La modélisation du gaz (cf. partie 1, § 6) repose essentiellement sur deux hypotheses :

Cy = Cy(T) (H1)

et
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P=f(v)T (H2)

qui permettent d'écrire la différentielle de I'énergie interne comme suit :
de = Cy(T).dT

La dérivée temporelle de I'énergie interne peut donc s'écrire :

et = Cy Ty (3-10)

Ainsi, I'équation a résoudre durant le pas de diffusion est :

pCyTy - (k( T) T ),x = source(T,P) (3-11)

3-3-2 Schéma numérique

Pour la modéliser, on utilise une méthode d'éléments finis mixtes.

(Dans un premier temps, on souhaitait implémenter une méthode du méme type en dimension 2.
On a donc choisit cette méthode afin de tester certaines de ces caractéristiques ; il faut pourtant
savoir qu'une méthode de différences finies aurait fait 'affaire. D'ailleurs, la restriction en
dimension | de la méthode finalement utilisée en dimension 2, est une méthode de différences
finies a 3 points).

On suppose la température TN connue sur chaque maille Ij, et on cherche a déterminer T+,

On sait qu'une étape intermédiaire a consisté en l'actualisation des coefficients C, et K, du

terme source et que p (noté ici pN) est connu et supposé constant durant ce demi-pas de

dissipation.

Notations :
a= pn. Cv(Tn)
b= At
k = k(T")

f =p"Cy(TN). TN + At .source (PN, TN)

(Remarque : a, b, k et f sont évalués au centre de chaque maille)

Schéma en temps : on réalise un schéma semi-implicite qui s'écrit avec les notations définies

ci-dessus :

1D pas fractionnaires



97

a TN+l _ b(anH’x)’x =f

Schéma en espace : on pose
P=-kTy

La formulation variationnelle mixte s'écrit alors (les deux fronti¢res €tant supposées

adiabatiques) :

Trouver Te L2(0, L) etP e H1(0, L) tels que :

L L L
JoP 2
aTvdx + ba—vdx = fvdx VY ve L°O,L)
X
0 0 0
L L
aQ
P.Qdx - ch'R dx = 0 vV Qe H,OL)
0 0

On choisit une approximation des espaces compatible avec celle du demi-pas convectif d'une
part et vérifiant la condition inf-sup discréte (Thomas [1]) d'autre part. On est alors amené 3 une

formulation d'ordre 1 en espace, soit :

L, approximation de L2 avec :

LhL=(Te L2O,L), T! Ij = constante pour tout ) =1N)

H}, approximation de Hj (ou H(div), c'est le méme espace en dimension 1) avec :
Hj, = espace engendré par les N-1 fonctions Py (fonctions "chapeaux") Qj+|/2

(G=1,N-1) ou:
(x- %)/ hosur x5 X,0]
2 (X432 - X) /h sur (xjﬂ/2 ; "j+3/2]

A chaque pas de temps on est ramené a résoudre un syst¢me tridiagonal de taille N-1 afin de

déterminer P (N-1 inconnues aux points xJ'+1/2,j = 1, N-1). Connaissant P, on détermine

explicitement les N inconnues du vecteur T.
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3-4 Condii le_stabilité de 1 ¢thod
3-4-1 Condition de CFL provenant du pas de convection

La méthode de volumes finis qui est mise en ceuvre, est une méthode explicite. En particulier le
solveur de Riemann utilisé est un solveur explicite. Aussi une condition dite de C.F.L (Courant
Friedrichs Levy) doit €tre respectée. On peut trouver cette condition dans Gilquin [1] ou
Godounov [1]. Elle exprime que les caractéristiques issues d'un probléme de Riemann (qui
sont des droites d'équation x / t = constante) ne doivent pas rencontrer les nceuds voisins. Elle

peut s'écrire :

h
At S Al = A, (3-12)

- +
m‘”‘N (D125 1Dy 1)

i=1,..,

(A est un réel dont la présence assure la stabilité numérique compris entre 0 et 1. On prend

généralement A = 0.9).

D* 4172 €t D"j41/2 sont les pentes minimale et maximale des caractéristiques issues de Xi+1/2

(donc de la résolution d'un probléme de Riemann en ce point).

3-4-2 Condition de stabilité i l le diffusi

L'équation de la chaleur est résolue a I'aide d'un schéma semi-implicite en espace ; certains
parametres physiques dépendant de la température (comme la capacité calorifique Cy, ou la

conductivité thermique k) sont explicités. On impose donc une condition de stabilité du type de
celle d'un schéma explicite en espace qui s'écrit (Euvrard [1]) :

08 e
At SA=C min |>—— | (3-13)
i=1.N | 2 k(T})

(Cestunréel généralement égal a 1).

3-4-3 Condition de stabilité issue de I'interaction des deux phénomenes

On introduit ici une notion plus intuitive liée a la physique du probléme. Si le pas de temps est
trop grand les deux phénomenes physiques de la convection et de la diffusion de la chaleur sont
dissociés non seulement "numériquement” mais aussi "physiquement”. Il n'y a plus
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superposition mais succession des deux phénoménes. On observe alors que le
schéma diverge. Afin d'éviter cet état de fait, on impose une "modification maximum de
I'état physique” a chaque demi-pas de temps, a savoir :

max 1" -l 1< Aug (3-14)
i=1,..,.N
max TS -T 1 < AT, (3-15)
i=1,..,.N

AT, et Aug étant des valeurs données. Dans la pratique sont choisies les valeurs suivantes :
ATy € (20 75]

Aug € [10; 30)

Si une des deux conditions (3-14) ou (3-15) n'est pas vérifiée, alors on diminue le pas de

temps. On note At3 le pas de temps tel que ces deux conditions soient vérifiées.

Remarque : on observe que cette nouvelle condition est nécessaire lorsque le terme source est
raide (ce qui est souvent le cas). Une fagon équivalente d'écrire (3-15) est la suivante :

SOUFCCi
At < AT, max

i=1,..,n p:‘.Cv('r:\)

La condition de stabilité issue de (3-15) est donc proportionnelle au terme source.

La condition de stabilité générale s'écrit alors (les conditions (3-12), (3-13), (3-14) et (3-15)
étant alors toutes vérifiées : ,
At = min (Aty, Aty, At3) (3-16)

Une fois Atg et Aug ajustés (ils dépendent essentiellement du gaz choisi), on constate que cette

condition sur le pas de temps est suffisante pour assurer la convergence du schéma. On a pu

noter, dans les différentes applications numétiques, que la condition Aty était moins

restrictive que les deux autres. Généralement, lorsque le terme source est raide, le pas de
témps est déterminé par la condition de "de cohérence" (At3) lors de l'initialisation du

phénomeéme, puis par la CFL du pas de convection (At}) ensuite.
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3-5 Annexes
Annexe 1:Schéma de Colella[l])

Le schéma présenté ici est exactement celui proposé par Colella [1] lorsqu'il s'agit de résoudre
un probléme de Riemann classique pour un gaz réel. Sont présentés ci-dessous les principes et
principales hypothéses de ce schéma. Pour plus de détails, on renvoit & Colella [1]. Pour
résoudre les probleémes de Riemann aux fronti¢res du domaine (résolution de demi-problemes
de Riemann), on propose une solution inspirée des idées de Colella (paramétrisation des
courbes de choc). La résolution de ces demi-problemes est décrites en détail.

1- Le probléme de Riemann classique

Probléme a résoudre : on cherche a résoudre le probléme suivant :

soient Ugayche et Udroite » trouver U (xt) tel que :

Ugroie Si x>0
U (x,0) =

U si x<0

gauche
Dans la suite, on se propose de déterminer la solution de ce probléme sur les droites
d'équations x/t = 'sigma’, sigma appartenant a l'intervalle ] - oo ; +oo [.

Hypothéses et relations de base :

On a vu (partie 1, § 5-3), que les équations de la dynamique des gaz admettent trois champs
associés aux trois valeurs propres le la matrice jacobienne A = dF,/ dF. Les champs 1 et 3

sont V.N.L. (vraiment non linéaire) et le champ 2 est L.D. (linéairement dégénéré) :

- aux champs V.N.L., on peut associer (partie 1, § 5-3, définition 6 et propositions 1 et 2)
une onde de détente ou bien une onde de choc.

- au champ L.D. est nécessairement associé (partie 1, § 5-3, proposition 3) une
discontinuité de contact. La discontinuité de contact est une discontinuité de la densité (ou
masse volumique), mais par contre la pression et la vitesse sont constantes au travers de cette
discontinuité.
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La premiére étape de la résolution d'un probléme de Riemann est de déterminer 1'état
constant (c'est a dire la pression P* et la vitesse u*) entre la 1-onde et la 3-onde issues des
champs 1 et 3. Cet état constant est I'état qui traverse la discontinuité de contact. Cet état est
déterminé comme étant l'intersection de la courbe définissant la 1-onde (champ 1) et de la
courbe définissant la 3-onde (champ 3). Colella propose de déterminer cette intersection de
fagon approchée en supposant que sont associées deux ondes de choc aux champs 1 et 3
(et ceci quelques soient les données initiales du probléme de Riemann traité). L'état * est donc
déterminé comme l'intersection des deux courbes de choc associés aux champs 1 et 3.

La seconde étape de la résolution du probléme de Riemann consiste 3 déterminer la
valeur de la densité p de part et d'autre de la discontinuité de contact, c'est a dire la densité
"a droite" de la 1-onde de choc, et la densité "a gauche” de la 3-onde de choc. Pour cela on
utilise les relations de Rankine et Hugoniot qui relient les états situés a gauche et a droite d'une
courbe de choc en fonction de la vitesse de ce choc.

La derniére étape de la résolution du probleéme de Riemann consiste 2 déterminer la
valeur de la solution U du probléme de Riemann sur une droite d'équation x / t.

Relations de Rankine et Hugoniot :

On écrit les relations de Rankine et Hugoniot reliant a travers une discontinuité I'état * (situé A

I'intersection des deux courbes de choc) et I'état s (qui est soit 1'état "gauche” soit I'état
"droite"). o est la vitesse de la discontinuité :

P u* - pgug = o -py) ()
p* u"‘2+P"‘-psu82.Ps = o(p* u*-psus) )
(P*+E* w*. (Pg+Eg)ug = O(E*-Eg) 3)

en éliminant la vitesse du choc ¢ entre les équations (1) et (2) on obtient :

-(1/p*-11/pg) = (u*-ug)2 / (P*-Py) )

Traitement des gaz réels : on cherche a définir une loi d'état locale (P = f (p, €)), afin de
bien prendre en compte les phénomenes liés aux gaz réels tout en étant capable d'écrire les
courbes de choc.
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Colella introduit deux variables I" et y ainsi définies :
r=C2/(p.P)

Y=P/(p.e) + 1 (la loi d'état s'écrivant donc P = (y -1)pe)

C est la vitesse lagrangienne du son A savoir :
C2= (PP, +p2Py)

(I1 faut noter que dans le cas des gaz parfaits,ona :y = I’ = constante)

On cherche alors A paramétrer y dans les zones réguliéres et 2 travers les discontinuités. Soit
une courbe, paramétrisée par oo, le long de laquelle yest réguliére. On peut considérer le

comportement dynamique de y le de cette courbe :

dy dyde 97 de
do,, at do 5_ do

qui peut aussi s'écrire en utilisant les expressions de yet I', la loi d'état et le premier principe de

la thermodynamique (Colella [1]) :

dy dP
= (1- —) (- 1) 7
do do0

En général (Colella [1]), il n'est pas possible de spécifier comment se comporte y A travers une
discontinuité sans résoudre les relations de Rankine et Hugoniot. Cependant, si le choc n'est
pas trop fort, alors les conditions de saut de y sont bien approximées en utilisant une forme
intégrale de la relation précédente, A savoir :

Yo =5 + (1- ¥/ T )(¥e -DP* - Pg) / (1/2)(P* + Py)) ©)

ol s = gauche ou droite et :

¢ = (gauche* Ydroite) / 2 et To=gauche* ldroite) / 2
Il reste alors & définir, de fagon aprochée, les vitesses du son des états situés A gauche et 2
droite de I'état (P*, u*). Cette vitesse sonique est obtenue a partir des relations de Rankine et

Hugoniot et de la loi d'état locale qui vient d'étre définie. Si s = gauche ou droite, la vitesse du
son a gauche ou a droite de I'état (P*, u*) s'écrit (Colella [1)) :
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* * 1 * *
(P-PYP"+ 5 (1,-DP+P))

2
W2 =p. . ;
o !
¥l

(Remarque : cette expression est exacte dans le cas d'un gaz parfait).

P

Premiére étape : détermination de P* et u*

Les deux courbes de choc associées au champ 1 et 3 sont obtenues grice aux relations de
Rankine et Hugoniot que 1'on projette dans le plan (P, u) (cf. Gilquin [1]). Elles s'écrivent :

u (P) = ugayche - (P - Pgauche)/Wgauche champ 1
u (P) = udroite *+ (P - Pdroite //Wdroite champ 3

P* est la valeur de P a l'intersection des deux courbes de choc. On résout donc par une méthode

d'itérations successives le probleme suivant :

Ugauche - (P - Pgauche)/W gauche = Udroite *+ (P - Pdroite //Wdroite

Puis u* est obtenu automatiquement :

u* =u (P¥)

Seconde et troisieme étapes : détermination de p* puis de la solution sur la
droite d'équation x/t = 'sigma’

La solution cherchée est la solution sur la droite d'équation x/t = sigma. Dans un premier temps
on cherche a déterminer si cette droite est située a gauche ou a droite de la discontinuité de
contact :

- si 'sigma’ < u*, la droite est & gauche de la discontinuité de contact. On pose dans les
équations (1)-(3) s = gauche (on s'intéresse alors a la 1-onde du probléme de Riemann,
Gilquin[1]).

- si 'sigma’' > u¥*, la droite est a droite de la discontinuité de contact. On pose dans les
équations (1)-(3) s = droite (on s'intéresse alors 2 la 3-onde du probléme de Riemann,
Gilquin[1]).

Si P*>Pg (l'onde considérée est un choc):
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- p* est déterminé en éliminant la vitesse du choc entre les deux premieres relations de
Rankine-Hugoniot (équation (4)); Connaissant p* on détermine la vitesse du choc ¢ 2 l'aide de
I'une des deux premieres relations de Rankine-Hugoniot.

- la solution cherchée est alors (cas ou s = droite, on raisonne par symétrie sinon) :

Fo(Ug) si 'sigma’ > o

Fo(U*) si 'sigma’' <o

Si P*<Pg (I'onde considérée est une détente):

-p* (densité "de l'autre coté de la détente”) est déterminée par intégration de I'équation :
oP/dp =C2/p2

(loi d'isentropie : en effet I'entropie S étant un invariant de Riemann (cf. Gilquin [1]), I'entropie
est constante dans la détente) entre I'état s et I'état final P* u*. Cette intégration n'est pas
triviale en gaz réels.

- on regarde ou se place 'sigma’ par rapport a la détente : si on se situe dans la détente, la
solution cherchée est obtenue par une interpolation linéaitre entre les états * et s. Sinon la
solution est égale a I'état * ou a I'état s selon la valeur de 'sigma’.

2- Cas d'un demi problém Riemann

Probléme a résoudre :

Paroi imperméable °7/

» &

Soit une paroi imperméable mobile se déplagant a la vitesse v. On note Uparoi I'état du gaz sur
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la paroi. Cet état est défini par la vitesse v (issue de la condition 2 la limite d'imperméabilité),
par une pression P* et par une densité p*, a priori inconnues.

On cherche a résoudre le probleme suivant aussi appelé "demi probléme de Riemann". Soient

Us (s= droite ou gauche) et v la vitesse de la paroi donnée, trouver U(E, t) tel que :

Fo(U), + Fl(U),g =0

-

Ujroie 81 £>0
U(E,0) = dans le cas d'une frontiére gauche
i Upmoi si £<0
ou bien
( Ugauchc i §< 0
U(E,0) = dans le cas d'une frontiére droite
| Upami si £>0

Hypothéses et relations de base :

Gilquin [1] montre que si v n'est pas supersonique (ce qui est une hypothese ici admise), alors
les €tats Uparoj €t Ug ne sont séparés que par une onde. Afin de déterminer Pparoi» on suppose

que l'onde séparant ces deux états est un choc.

La projection de cette courbe de choc dans le plan (u, P) permet d'écrire (Gilquin [1]):

WZ=pg (P+(yg-1) (P +Pg)/2)

avec € = | si s = droite et € = -1 si s= gauche, Y et cg étant paramétrés selon la méthode

proposée par Colella.
Premiére étape : détermination de P* (pression sur la paroi mobile)

Pour déterminer P* sachant que u* = v, on doit donc résoudre le systeéme d'équations suivant :
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vV-u, g
P-P. W,

(P-P)? 1
=P, P+ (¥, - (P +P))

| (v-u))

-

<

-us

-P

o
E o

s s

+1 ) Y, -1 )
5= P, (V-u)) + P -p, ——P,(v-u)’=0

%

P2-P (2P, +

Soit A le discriminant de la seconde équation de ce systéme, on a :

) 5 ‘Ys+12 2 2
A"=(v-u)” [(—5)"p, (v-u) +4Pp .y |

les deux racines de cette équation étant alors :

'Ys-rl 2 A
Py =P +——p (v-u) +5

Y, +1 , A
P,=P_ + 7] ps(v-us)‘?

La solution est obtenue grice a la premigre équation du systéme 2 savoir :

P, si e(v-u)>0
P* =
P, si E(v-u)<0

Seconde étape: détermination de la solution sur la droite d'équation x/t =

'sigma’

Connaissant P* et u* (u* = v), on proceéde comme dans le cas du probléme de Riemann

classique.
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Annexe 2 :Un schéma de Roe pour les gaz réels
On cherche a résoudre le probléme suivant :

soient Ugauche €t Udroite, trouver U (x, 1) tel que :

Fo(U),; + F1(U)x = 0

Udroile si x>0
U (x,0) =

U si x<0

gauche
Dans la suite on note :

Aa = agroite - 2gauche

a™ = (adroite + agauche) / 2

aj = i°M€ composante du vecteur a

Définition : Une matrice A Roe(Ugauche: Udroite) €st appelée matrice de Roe si les quatre
conditions suivantes sont vérifiées :

() AF1(U)= A Roe (Ugauche> Udroite) - A Fo(U)

(ii) A Roe (U, U) =0dF1(U) /dFy(U)

@ii) A Roe (Ugauche> Udroite) est diagonalisable et a toutes ses valeurs

propres réelles.
(iv) A Roe (U, V) est continue par rapporta U et V.

Dans la suite on note par abus A Roe = A Roe (Ugauche> Udroite)-

Matrice de Roe pour les gaz parfaits (P = (v- 1) pe) :

Roe montre qu'on peut écrire F(U) et F1(U) sous forme quadratique a savoir qu'il existe des

coefficients bjj et ¢j} et un vecteur de variables w tels que :

Fy(U), = ZI by w; w,
J»

. (1)
F,(U), = 2; c;] W W,
)
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En effet, on peut écrire F(U) et F}(U) sous la forme quadratique qui suit :

[ W% ] WiW2
w,w -1 +1
F=| e FWU)=| Tow w2
Wiwy y-1 , Y 2y
L Y 2y 7 2W3

si on a défini le vecteur des variables w comme suit :

. E+P
= = =
w \/; , W /;.u et w
1 2 3 \/;

On peut alors calculer de fagon générale une matrice de Roe (cf Vila [2]). En effet Fo(U) étant

écrit sous la forme (1) on peut aisément calculer ses dérivées partielles par rapport 3 w :

[ dF,(U), ] Y b
(T)(w) ) =2 ,- by W )

AFo(U);  =FyUy); - Fo(Ug)i
- JST b, (wy); (wg), - % by (w,); (w,),

De plus

% bly [ (w); (W) - (wp); (w,), |

j
2 z b}l wJ'.n Aw,
I
et ceci pour des raisons de symétrie lors de la sommation sur I'ensemble des indices jetl
Ainsi, on peut écrire d'aprés (2) :

AF(U), =2}, 2? by W' Aw, = ——= (w™) Aw

soit
aFO V)

AFy(U) = —— (W) Aw

De méme on peut montrer que :
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Ainsi, si le changement de variables est un "bon" changement de variables alors W(wm) est

inversible eton a :

9F, (U) oF, !
AF, (U) = ——— (W") [‘J\F (w“‘)] . AFy(U)

La matrice de Roe peut donc s'écrire :

1

OF, _[OF, 7
oF,
@ARW:aFO(U(w ) 3)

On vient de vérifier que la propriété (i) (cf. définition d'une matrice de Roe) était vérifiée sous
ces conditions. On vérifie aisément qu'il en est de méme pour les conditions (ii), (iii) et (iv).

. )
Matrice de Roe pour un gaz réel :

On cherche a définir une matrice de Roe en reprenant le raisonnement fait dans le cas des gaz

parfaits. D'une fagon générale, on peut écrire :

/o Fy(U), wl WiW2

W= ‘égpu il s'en suit FO(U)2 =l W w, et FI(U) = Wg +P

el FoU)s ) |wywy-P) WaWs3
iy

Considérons l'intervalle [Ugayche ; Udroite] = [Ug: Udl ; la matrice de Roe recherchée est telle

que :
F1(Ug) - F1(Ug) = ARoe (Fo(Ug) - Fo(Ug))
Pour se ramener au cas ou Fg et F] sont quadratiques (tel que celui des gaz parfaits), on se
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propose (Vila [2]) de remplacer sur I'intervalle [Ug ; Uq] 1la fonction F, par une fonction

quadratique (de w) G, et la fonction F1 par la fonction G1; G, et G doivent alors vérifier :

Go (Ug) = Fo (Ug) et Go (Ug) = Fo (Ug)
G1 (Ug) =F; (Ug) et Gy (Ug) =Fp (Ug)

Si Gj et G, sont des formes quadratiques de w alors un raisonnement identique a celui qui

a été tenu pour les gaz parfaits permet d'exhiber une matrice de Roe qui s'écrit :

A —aG’U"‘ 4
Roc—m((w)) 4)

Ainsi en choisissant w! = (wq, wo, w3) avec :

w]=f , w2=\/B.u et w3=/;.H

et (P" traduisant alors sur l'intervalle [Ug; Uql, la loi d'état induite par Gy et Gp) :

w% W)Wy
Gy(U) =| w,w, |et G (U)=|wl+p"
W Wy - pP" W,oWs

on peut écrire (4) si P" est une forme quadratique de w sur [Ug, Uq] telle que

P"(Ug) = Py et P"(Ug) = Py.

La loi d'état locale, permettant de calculer la pression P", doit donc vérifier :
1-P" = 21, dyw,w, sur [Ug U]
i

2- P'(Ug) =Pg et P"(Uq) = Py.
o1 dj] sont les coefficients de la forme quadratique P".
.Choix de la loi d'état sur [Ug; Uql :

La pression P" vérifiant les hypothéses correctes permettant de calculer la matrice de Roe selon
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(4) s'écrit comme une fonction linéaire de pe et p (cf Vila [2]) :

P'=ape + bp + d

Alors sachant que :

H=(E+P")/p

I'énergie interne e vérifie 1'équation :

pe=[W1W3-W22/2 - b.w12-d]/(1 + a)

La pression P" s'écrit donc :
a

a
P agrg Wt *

2 b, d
. +a

Les réels a, b et ¢ étant déterminés de fagon que :
P (Ug) = Pg et P(Ug) =Py
et
P".P",c/p2 + P",p >0

Cette derniére pouvant aussi s'écrire :

2(ae + b] +da/p >0

On se propose donc de définir la loi d'état comme suit :

P p
i —& - 4 alors P" = —gpe
pgcg pd ed pg eg

sinon si AP.Ae > 0 alors

) AP
si AP>0 alors P"=
py Ae

AP
[ple-ey] + Py
Py Ae

[p(e- eg)] + Pg

sinon P"=

sinon (AP et Ap ont alors nécessairement le méme signe)
P" = ap p
- A—p( p- pg) + g
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Cette loi d'état a été choisie car elle présente les avantages suivant :

- si le gaz est parfait alors la loi d'état définissant P" est celle des gaz parfaits.

- dans les zones ol la solution est constante, la loi d'état est celle d'un gaz parfait.

- P" a toujours ses dérivées partielles par rapport a la densité et A I'énergie interne positives.

Schéma de Roe pour un gaz réel :

La matrice de Roe définie par (4) peut s'écrire (la matrice dF |/ 0F, qui s'écrit de la méme fagon

que la matrice dG / dG, a été calculée dans cette méme partie 2 au chapitre 2-1) :

[ 0 ' 1
P, u P,
cz-u2-—c(H-u2) 2u - ¢
ARoc = P 2P
u P", u” P",
u(c-H)- SH-u) H- ¢
L P p
i ) Pn . P", . E + Pn
ou ¢* = ——— + P",p et H =
P P

(c étant la vitesse du son du fluide), et :

(Lo /o)

pw™) =

. /p_dud+/p_gug
=u(w) =

u
Joa+ /o,
H=H(w"‘)=/p-de+/p:Hg

o /i

L'expression particuli¢re de u et H au point w™M sont dues au fait que u, H et e s'expriment de

fagon similaire en fonction de w :

u=wp/wj

H=w3/w)
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Enfin :
P" =P" (wM)
e =¢(wh)

et
¢ =c(wm

La matrice de Roe a ses trois valeurs propres réelles et distinctes :

u-c
. . , m
A=| u sont les valeurs propres de A, (W)
u+c

et les vecteurs propres (a droite) associés sont :

(1
e =]u-c est le vecteur propre associ€ a la premiére valeur propre de A
\H - uc

1

u
e, = pc2 est le vecteur propre associ€ a la seconde valeur propre de A
H-
P

e

\

1
ey = | u+c est le vecteur propre associé a la troisieme valeur propre de A
H +uc

Roe

On se propose alors de résoudre le probleme de Riemann approché suivant :

U si x>0

droite
U (x,0) =

U si x<0

gauche

Ce probleéme est simple a résoudre. En effet il suffit de diagonaliser le systéme d'équations, et
ensuite de résoudre les trois problémes de Riemann associés aux équations de transport
scalaires des €quations découplées. Cependant, le schéma de Godounov requiert la

connaissance des flux G1(Ugolution) €t il est possible de les calculer directement sunles droites

d'équations sigma = x / t en déterminant les coefficients aj tels que :
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3
i; ae, = AG, (5)

Sachant que :
AG) = ARoe AGgo

L'égalité suivante est également vérifiée :

3
> Aoe = AG, ©)

i=1
La premiére équation du systéme (5) et la premiére équation du systéme (6) permettent d'écrire :

o, =

\ [a3c + (Ap)u - (Apu)]

a, =

9 [-2a3c - (Ap).(u-c) + (Apu)]

Ol -—tol p—

Puis, la seconde équation du systeme (6) permet de déterminer les trois coefficients o :

1
[ a, = ——Z[AP + ucAp - c(Apu)]
2c
AP
0.2 = Ap - —2-
C
1
o, = ?[AP - ucAp + c(Apu)]
L C

Remarques :

1- Une propriété utile pour obtenir I'expression des o, est la suivante :
A(pu2) + u2Ap - 2uA(pu) = 0
2- Glaister [1] propose un schéma un peu différent (il n'est en particulier pas basé sur une

forme quadratique de la loi d'état). Les deux schémas ont été testés et donnent des résultats
équivalents.

Algorithme de résolution du probléme de Riemann approché : le flux G de la
solution Ugolution du probleme de Riemann approché sur la droite d'équation 'sigma = x/t’

s'écrit comme suit :
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si

si

si

A1 >sigma alors
Ay > sigma > A alors
A3 > sigma > Ay alors

sigma > A3 alors

115

G1(Usolution)
G1(Usolution)
G1(Usolution)

G1(Usolution)

Gl(Ug)

= G](Ug) + 7\1 .0 . €]

= G1(Ug) - A3.03. €3

G1(Ug)
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Annexe 3 : Comparaison numérique des deux solveurs de Riemann
On présente deux cas tests :
Test 1 : cas du tube a choc 1-D.
On considere un tube rempli de gaz parfait, d'une longueur de 100 m.

Dans la partie "gauche" du tube (région 1) les conditions initiales sont les suivantes :

vitessedugaz : 0. m/s
densité  : 12 kg/m3
pression : 106 Pa

Dans la partie "droite” du tube (région 2) les conditions initiales sont les suivantes :

vitessedugaz  : 0. m/s
densit¢  : 1.2 kg/m3
pression : 105 Pa

A l'instant t = 0 s, on retire la cloison centrale. Les résultats fournis sont 2 t = 0.06 s. Les
résultats obtenus avec chacun des solveurs sont rigoureusement identiques. Par contre le
solveur approché de Roe permet d'obtenir un gain sensible en temps de calcul.

On note : temps normalisé = temps CPU méthode / temps CPU meilleure méthode.

Temps de calcul

Pas fraction
(Roc) 26.01 1.

Pas fraction 1.32
(Colella) 34.51 3

Test 2 : onde de choc de gaz réel (1-D radial).

Un terme source simulant I'énergie dissipée par un arc électrique placé sur l'axe provoque
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I'expansion d'une onde de choc. Le gaz modélisé est le SF6 dont la modélisation est présentée
dans le chapitre 1 (Cv varie fortement en fonction de T et Z varie fortement en fonction de p).

Les résultats obtenus avec chacun des solveurs sont identiques. On note comme précédemment
un gain de temps de calcul lorsqu'on utilise le solveur de Roe. Ce gain est cependant moins
important que dans le cas du tube a choc car on résout ici I'ensemble du systéme d'équations
(Euler + Diffusion de la chaleur + Terme source) alors qu'on ne résout que les équations
d'Euler pour le probléme du tube a choc.

Temps de calcul

N Temps récl | Temps
N (s) normalisé

Pas fraction

(Roe) 40.95 1.
Pas fraction
(Colclla) 50.44 1.23

Annexe 4 : Détermination de la température T lorsqu'on connait l'énergie
interne e

Le bilan de Godounov permet de déterminer explicitement p et u grice aux équations de
conservation de la masse et de conservation de la quantité de mouvement. L'équation de
conservation de I'énergie permet de déterminer I'énergie interne e. La question que 1'on pose ici
est de savoir comment on peut calculer la température T et la pression P lorsqu'on connait la
vitesse, la densité et I'énergie interne.

On a vu au paragraphe 2 que I'énergie interne se calcule comme suit :

T

e(T) =e(T) + | C,(dt
TO

Cy étant toujours strictement positif I'énergie interne est une fonction strictement croissante et

ainsi pour toute énergie interne e supérieure a e, il existe une et une seule température T

correspondant 2 e.

Connaissant T et p on détermine alors P gréce a la loi d'état.
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4 - Terme_source

Le terme source n'intervient que dans I'équation d'énergie. Aussi, méme s'il a été présenté
jusqu'ici comme un vecteur, dans ce chapitre c'est un scalaire (2 savoir la composante du vecteur
"source" intervenant dans I'équation d'énergie).

Comme cela est précisé dans la partie 1, on distingue deux termes :

- le terme de dissipation par effet Joule ; c'est en fait I'énergie fournie au gaz par le courant

traversant l'arc €lectrique. Ce terme est noté Djgyle-

- le terme de dissipation par rayonnement ; un modéle monodimensionnel a plusieurs bandes
de fréquences, basé sur l'approximation de diffusion de Lowke est proposé. Le systeéme des

équations du rayonnement permet de calculer le flux de rayonnement FR pour I'ensemble des

bandes de fréquence.

Le terme source s'écrit alors :

source = Djgyle - div FR 4-1)

Nous allons préciser ces notions dans les pages qui viennent.

Notons que ce terme source est présenté ici dans un cas monodimensionnel radial. Il s'agit
en effet de simuler la présence théorique d'un arc éléctrique dans un cylindre infini. On définit

donc un espace monodimensionnel radial Q = [0; R] (définir ce terme en 1-D plan, ne présente

pas d' intérét du point de vue pratique).
4-1 Terme de dissipation par effet Joule

Comme cela a été vu partie 1 § 2-2, si Sy est une section de 1'arc (cette section est perpendiculaire
au sens du courant i(t)), le terme de dissipation par effet Joule s'écrit en un point M, de cette

section :
(1)’

Djoulc ( Mo ) =0 (Po’ To)

o (P(M), T(M)) ds
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Dans le cas monodimensionnel radial, la section S, de l'arc est définie comme étant la zone

conductrice du maillage 1-D (zone ot la conductibilité électrique o est non nulle).

Connaissant les distributions de température et de pression a un instant t, on sait évaluer la
conductibilité ¢ en tout point du maillage.

Soit Cy, la conductance de la section discréte S :

Cy = o (P(M), T(M)) ds
SO
Le calcul de la conductance C, de l'arc €lectrique sur la section S, consiste en I'intégration

suivante (on effectue cette intégration en supposant que la conductibilité électrique o est constante
sur chaque maille de la section discréte) :

R
Cy=2n o(r).r.dr
0]
(le coefficient 2r qui apparait est di a l'axisymétrie)

Remarque : si la conductance Cy, est nulle (6 = 0 partout, c'est a dire que la température T est

inférieure a la température minimale de conductivité), I'arc électrique est inexistant et le terme de
dissipation par effet Joule est nul en tout point de la section considérée.

Dans le cas contraire ce terme s'écrit en chaque point M, (de température Ty et de pression P)

de la section S :

C a2
i (t)] @-2)

DJoulc(Mo) = G(Po’ To)‘['c';

4-2 Terme de rayonnement

On se place a une altitude z (on pose 6 =/ 2) ; on cherche dans un premier temps a résoudre le

systeme (partie 1, formule (3-4)) sur un espace @ monodimensionnel, Q = [0; R] ; on ne
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conserve alors que la composante radiale r du systéme d'équation.

\

2
I,(r) =J,+ 2Fp,/n .cos¢

axe de symétrie

O

"7
v

Les équations de conservation du rayonnement s'écrivent alors (syst¢tme monodimensionnel
radial) :

Trouver FRy et Jy, tels que :

) (r.FRV)

—5r— = 41tr(ev-KvJv)

3 K F

-5}- = v Rv

i 4n (4-3)

Conditions aux limites:

FRV =0 en r=0

sur [0; R]

2

T
FRV = 7]\, en r=R (2 la paroi)

Les conditions aux limites signifient que :

1- le flux de rayonnement est nul sur I'axe de symétrie (on suppose que le centre de 1'arc est
situé sur I'axe de symétrie).

2- l'intensité de rayonnement est nulle a la paroi, toute I'énergie étant réfléchie :

Iy=0 & Jy+@2/n%) FRy.cos(m) =0

& Jy=2/n2) Fry
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La détermination des fonctions €, et K,, n'étant pas triviale, on se propose alors de limiter I'étude

a un nombre de plages de fréquence Nfréq (dans la pratique Nfréq = 2 a 4). En effet, on ne tient

compte que des bandes de fréquence pour lesquelles le gaz a des propriétés trés caractéristiques
d'émission ou d'absorption.

Le systéme global a résoudre s'écrit alors (cf. partie 1, § 3-1) :

on cherche FrjetJ; (i = 1,Nfr¢q) sur [0, R] tels que :

[ 9 (r.Fg,)
—r = 4nr(e - KJ)
dJ; 3
or Et K; Fg;
Conditions aux limites:

Fpiy =0 en r=0

sur [0; R]

pour i=1, Nire. (4-4)

2
T
Fri =

1

J. en r=R (alaparoi)

1

le terme de flux de rayonnement global s'écrivant alors :

Nfreq
Fg = z Fyi

i=1

NB : I'annexe 1 de ce chapitre présente la méthode de résolution numérique qui a été implémentée

pour ce systeme d'équations.
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4-5 - Annexe S : Module de résolution des équations du rayonnement monodimensionnel

On suppose connus les champs de température et de pression sur [0, R]. On est alors capable de
déterminer les valeurs de € et K sur [0, R].

Soient € et K des fonctions données, on cherche a résoudre le probléme (4-4) A savoir :

trouver F et J sur [0, R] tels que :

" [ 0 (r.F) -4 KJ
o = 4mrr(E-KJ
o) 3. . sur [0; R]
x - K
Conditions aux limites: (A-1)
F=0 en r=0
2
n
F=5J en r=R (alaparoi

Méthode de résolution :

On se propose de résoudre le syst¢tme (A-1) par une méthode d'éléments finis mixtes
(Thomas| 1]), méthode particuli¢rement bien adaptée A ce systeme d'équations.

On cherche donc a déterminer J appartenant & un espace Ly, approximation de L2([0,R]) et F
appartenant a un espace H}, approximation de {p e Hl([(), R]), p (0) = 0}. On sait (Thomas [1])

que la condition de Dirichlet F (L) = (r2/2).J (L) est intrinséquement prise en compte dans la
formulation variationnelle.

Approximation des espaces :
On se donne la discrétisation de [0, R] qui suit :
O=rg<ry<mnp<..<rM.1<rM=R

On choisit une approximation des espaces vérifiant la condition inf-sup discréte (Thomas|[1]).
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Soit L}, une approximation de L2([0, R]) ainsi définie :

Lh={vi-12,i=1, M} ou vj.1p () =1sire [rj.1;1] et vj.1/2 (r) =0sinon

Soit Hy, une approximation de {p € Hl([0, R]), p (0) = 0} ainsi définie :

Hp={pj,i=1,M} ot pj(®=(r-r1i-1)/(tj-T1i-1)

si re [rji-1;ril

Pi (M) =(r-ri41)/(ti-1i41) si re [r;r4]

e pim=0

et on pose

Formulation variationnelle :

Une formulation faible du syst¢eme d'équations (A-1) s'écrit :

TrouverJ e L2([0; R]) et Fe HI(0; R)) tels que :

[} R R
d (r.F)

or

JO 0

R

vdr + [4.n..r.K.J.v dr =

4n

R
(
aJ 3 |
—Pdr + | —KFPdr = 0 VPeH'(O;R)
r
0

L0

R R R
o (r.F
J' (rr ).vdr + J 4.t.rKlvdr =
o 0 0
R R
JoP 3 R
- J’B_ dr + —.KFPdr = -[J.P],
r 4n
L o 0

si re [ri-1;ri+1]

4{ 4mervdr Vve LYO;R))

,{ 4mervdr Vve LYO; R])
0

(A-2)

V Pe H'((O; R])
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Projection dans les espaces :

Apres discrétisation du probléme, on cherche a déterminer les vecteurs F (vecteur dont les M
composantes sont les F;) et J (vecteur dont les M composantes sont les J;) vérifiant les équations

suivantes :
( 5 1
M d (r.P)) M
2—"1‘ — ,dr+§1,4n rKv ,.v dr
' A ) =ity . 2 7
i-1 Ti-1
R
=4n| rev ,dr  j=1,M (A-3)
j. —_
.JO 2
n pri+l
> apj i 3 2 .
20| v e+ X F | KPPd = -SFRLPR) j=1LM
i=1 i-— i-— i=1 4an n
L 2%, 2 i1
On pose alors :
(AT
a;; = 4nr K dr matrice diagonale M x M
\ fi-1 =1, M
([ Fi Ti+1
d(r.P) d (r.P) o
b,; = ——a_—dr 5 by = —ar——dr matrice tridiagonale M x M
\ Ti-1 i = LM N i=1,M1
T Ti+1
J P, J P,
Ci = 5 dr 3 Ciprg = T dr matrice tridiagonale M x M
T = 1M i i=1,M-1
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Tivl Ti+1

3
—_ K.Pi.Pi dr matrice M x M
4n 4n

i=1,M-1

S. = J 4nerdr i=1,M vecteurde taille M

et x;;= 0 sinon (matrice M x M)

Le systeme (A-3) est alors équivalent au systéme matriciel suivant :

déterminer les vecteurs F et J tels que :

BF + AJ =S M équations
[ (A-4)

-'CJ + DF - XF =0 M équations
En substituant AJ dans la seconde équation du systeme, on obtient le systéme tridiagonal qui suit:
['{CB - AX + AD].F = ICS
F étant déterminé on obtient J explicitement (A étant une matrice diagonale) :
J=Al[S - BF
T'ests numériques :

On se propose de tester numériquement le module de résolution des équations du rayonnement en
comparant la solution obtenue a une solution analytique.

Considérons les fonctions suivantes sur [0 ; L] :
e=(-3/8m)@2-L2)+1/n re[0;L]
K=1
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alors les fonctions

F=r re [0O;L]

e J=(-3/8m)@2-12)+1/2n re [0;L]
sont les solutions analytiques du probléme (1) dés que L = t /4 (en effet F(L) = (1t2 /2).J (L) si
et seulement si L = n / 4).

On teste le module de résolution sur différents maillages de pas d'espace constant h, et on calcule

I'erreur en norme L2 de la solution obtenue.
On définit ainsi cette erreur :

EL2(F) = Fp - Fexacte lIL2 / 1l Fexacte L2
Ep2() =1Jh - Jexacte L2 / exacte .2

- log (EL?2 - log (EL)2
t f
6- + y = 2x 6— + + y = 2x
S5 + 5- +
+ +
4 - + 4+ +
+
34 3
> >
| I | 1 ! 1
/To 2.0 - log(h) A0 2.0 - log(h)
Erreur L2 sur le flux de rayonnement F Erreur L2 sur l'intensité de rayonnement J

La méthode proposée converge donc en norme L. Sa précision sur chacune des deux inconnues

F et] est proche de l'ordre 2 en espace.
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S - Résultats numériques

Ce paragraphe présente différents calculs en dimension 1 obtenus avec chacune des deux
métodes numériques présentées dans ce chapitre (la méthode d'éléments finis et la méthode 2 pas
fractionnaires).

5-1. Modélisation des phénomeénes de convection 1D : le tube a choc
5-1-1 . Comparaison des deux méthodes
5-1-2 . Méthode d'éléments finis : capture de choc matricielle

5-2 . Modélisation des phénomenes de convection et diffusion 1D : onde radiale
5-2-1. Gaz parfait et polytropique
5-2-1-1. Diffusion numérique du schéma de Godounov
5-2-1-2 . Comparaison des deux méthodes
5-2-2 . Gaz parfait et non polytropique
5-2-2-1 . Comparaison des deux méthodes
5-2-2-2 . Influence des variations de le capacité calorifique

5-3 . Modélisation d'un arc électrique 1D (diffusion, convection, terme source)
5-3-1 Sans rayonnement
5-3-1-1 Comparaison des deux méthodes
5-3-1-2 Profils d'arc (avec différents gaz)
5-3-2 Avec rayonnement
5-3-2-1 Influence des bandes de fréquence
5-3-2-2 Comparaison des deux méthodes

NB : dans tout ce paragraphe on appelle :

- Godounov + EFM : la méthode a pas fractionnaires lorsque le pas de convection est
résolu & I'aide du schéma de Godounov d'ordre 1 (les pentes sont alors toutes nulles) et le pas de
diffusion est résolu a l'aide de la méthode d'éléments finis mixtes.

- Van Leer + EFM : la méthode a pas fractionnaires lorsque le pas de convection est résolu
a l'aide du schéma de Van Leer (avec calcul des pentes cf § 3-2) et le pas de diffusion est résolu 2
l'aide de la méthode d'éléments finis mixtes.

De méme, lorsqu'on parle de schéma de Godounov, il s'agit de la résolution du pas de
convection lorsque les pentes sont mises a 0.
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51 Modélisation des phénoms I tion_(équati I'Euler) :
le tube & choc 1-D

Introduction : on considere un tube (monodimensionnel, ce qui correspond au cas théorique
physique d'un tube d'une largeur et d'une hauteur infinies) rempli de gaz parfait, d'une longueur
de 100 m cloisonné en son centre (en x= 50 m).

Maillage : 100 mailles égales (chacune de largeur 1m)

Caractéristiques du gaz : (notations habituelles)

Dénomination du gaz : Air froid consi'déré comme un gaz parfait

Capacité calorifique : Cy =716.375 J kg-1 . K-1
Coefficient de compressibilité : Z = 287.09

Conductivité thermique : k=00 Wm-1K-1
Conductibilité électrique : 6 =0.0 siemens-]

Conditions initiales :

Dans la partie "gauche" du tube (région 1) les conditions initiales sont les suivantes :

vitessedugaz : 0. m/s
densité  : 12 kg/m3
pression : 106 Pa

Dans la partie "droite” du tube (région 2) les conditions initiales sont les suivantes :
vitessedugaz : 0. m/s
densité 1 1.2 kg/m3
pression : 105 Pa

Conditions aux limites : imperméabilité aux deux extrémités du maillage (c'est  dire u = 0 aux
deux extrémités du maillage).

Conditions d'étude : a l'instant t = 0 s, on retire la cloison centrale. On observe alors

I'expansion de trois ondes, une onde de détente, une discontinuité de contact et une onde de choc
dont on sait calculer les expressions analytiques (cf. Gilquin [1]).
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Résultats : les résultats fournis sont a t = 0.06 s.
5-1-1 Comparaison des deux méthodes

Les résultats obtenus avec la méthode de Van Leer (schéma de Godounov d'ordre 2 en espace
sur des maillages réguliers) sont sensiblement meilleurs que ceux obtenus avec la méthode
d'éléments finis espace-temps ; on constate en effet (cf. page suivante):

- une meilleure approximation du choc (moins de points dans le choc)

- une meilleure approximation de la discontinuité de contact

- une meilleure approximation de la détente (la détente est trés bien approchée par la méthode
de Van Leer)

- un temps de calcul bien inférieur.

Temps de calcul

\ Temps réel | Temps
&\\\\ (s) normalisé

Johnson 1190.38 45.77

Pas fraction
Roc) 26.01 1.

Remarque : c'est bien entendu (on ne modélise en effet que la convection) la condition de CFL
imposée par la méthode de Van Leer qui gere le pas de temps de la méthode a pas fractionnaires
pour ce probléme du tube a choc.
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5-1-2 Méth ‘€1éments finis : la capture de choc matriciell
Pour ce qui concerne la méthode d'éléments finis, la capture de choc maricielle (qui effectue une
capture de choc sur les variables conservatives) donne des résultats meilleurs que la capuure de.
choc scalaire (capture de choc sur les variables entropiques).

Les résultats présentés ci-dessous mettent en effet en évidence :

- une meilleure approximation du choc et surtout de la discontinuité de contact
- une meilleure capture du choc (cela est notamment trés net sur les courbes de vitesse)

pour la capture de choc matricielle (nommée "capture modifiée" sur les courbes) .
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5.2 A . iffusion : ond Jial

5-2-1 Gaz parfait et polytropique

Introduction : on considere un tube cylindrique rempli de gaz parfait, d'une longueur infinie et de
diametre 10 cm.

-5 -

On étudie les écoulements de gaz sur un rayon de ce cylindre (probléme 1D radial), A savoir pour

x € [0, R] (0 est par hypothese situé sur l'axe et R = 5 cm est le rayon du cylindre).

Maillage : 50 mailles de tailles égales (chacune de largeur 1mm)

Caractéristiques du gaz : (notations habituelles)

Dénomination du gaz : Air considéré comme un gaz parfait

Capacité calorifique : Cy = 716.375 J kg1 K-1
Coefficient de compressibilité : Z = 287.09

Conductivité thermique : k = 1000.0 Wm-1K-1
Conductibilité électrique : 6 =0.0 siemens-!

Conditions initiales : partout dans le tube

vitessedugaz : 0. m/s
densit¢  : 1.18377 kg/m3
pression : 1.01 105 Pa
température : 300 K

Conditions aux limites : imperméabilité et adiabaticité aux deux extrémités du maillage.
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Terme source : durant l'ensemble du temps d'étude, on injecte de l'énergie (affectée
intégralement au terme source) sous la forme suivante :
source (x) = 1012.cxp (- x2/s2) avecs =103

On étudie I'expansion de l'onde de gaz sur l'intervalle de temps [0, 10-4]

Résultats : les résultats sont fournis aux instants suivants : 2.10‘5, 4.10‘5, 6.10'5, 8.10°9 et
1.10-4

Remarques :
a - Le paragraphe 5-2-1-1 présente les résultats obtenus avec les deux méthodes mises en ceuvre :

- la méthode d'éléments finis de Johnson

- la méthode a pas fractionnaire : le pas de convection est résolu a l'aide de la méthode de
volumes finis de Godounov (le schéma étant alors exactement équivalent & un schéma de Van
Leer ol on aurait mis toutes les pentes a 0).

On constate une nette différence entre les deux méthodes ; cependant, en raffinant (2 fois, 3 fois
puis 5 fois) le maillage sur lequel le schéma de Godounov est appliqué, la différence entre les
solutions obtenues par les méthodes de Godounov et de Johnson diminue.

On met ainsi en évidence I'importante diffusion numérique du schéma de Godounov pour ce

probleme.

b - Le paragraphe 5-2-1-2 compare les méthodes d'éléments finis (espace-temps) et de pas
fractionnaires (Van Leer et él€éments finis mixtes)). Les résultats obtenus sur ce probléme raide
sont tres proches. Les temps de calcul sont par contre trés différents.

Conclusion : ces résultats mettent en évidence trois résultats importants :

1- Les résultats tres proches entre les deux méthodes.

2- L'importance des phénoménes de transport (et des ondes de choc). Il semble nécessaire
pour bien traiter ces chocs avec une méthode a pas fractionnaires, d'avoir un schéma d'ordre 2 en
espace (sur des maillages réguliers, d'ordre 1 sinon) lors du pas de convection.

3- Le coiit (temps de calcul) nettement plus élevé de la méthode d'éléments finis.
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5-2-1-1 Diffusion numérique du schéma de Godounov
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5-2-1-2 Comparaison des deux méthodes (Eléments finis Johnson et pas fractionnaires)

Comme précédemment on présente les ondes de quantité de mouvement obtenues.

MERLIN GERIN / TIiD
s 10V, 1988 «
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° .
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Temps de calcul

) Temps réel | Temps
N (s normalisé

Johnson 1919.18 56.10

Pas fraction
(Roe) 34.21 1.

Les résultats ont été obtenus sur des maillages identiques. Le nombre de pas de temps
nécessaire pour obtenir la solution avec chacune des deux méthodes est sensiblement équivalent
(en fait on note que la méthode de Johnson demande de I'ordre de 30 % de pas de temps en
moins). Le pas de temps de la méthode A pas fractionnaires est déterminé par la condition de
“cohérence” (cf. § 3-4) durant l'initialisation du phénoméne (t < 2.10°5 s), puis par la condition

de CFL du pas de convection ensuite ; on observe le méme processus pour les exemples qui
suivent.
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5-2-2 Gaz parfait et non polytropique
Introduction : on considere un tube cylindrique rempli de gaz parfait et non polytropique (la
capacité calorifique varie en fonction de la température), d'une longueur infinie et de diamétre 10

cm (idem 5-2-1).

On €tudie les écoulements de gaz sur un rayon de ce cylindre (probléme 1D radial), A savoir pour
x € [0, R] (O est par hypothése situé sur I'axe et R = 5 cm est le rayon du cylindre).

Maillage : 50 mailles de tailles égales (chacune de largeur 1mm)

Caractéristiques du gaz : (notations habituelles)

Dénomination du gaz : SF6 considéré comme un gaz parfait mais non polytropique (Cy varie

fortement en fonction de la température).

Capacité calorifique : Cy = Cy(T) cf Vacquié [1] pour une pression de latm (105 Pa)
Coefficient de compressibilité : Z = 56.95

Conductivité thermique : k = k(T) cf Vacquié 1)

Conductibilité électrique : c=00s1

Conditions initiales : partout dans le tube

vitessedugaz : 0. m/s
densité  : 5.89 kg/m3
pression : 1.01 105 Pa
température : 300 K

Conditions aux limites : imperméabilité et adiabaticité aux deux extrémités du maillage .

Terme source : idem gaz parfait et polytropique.
Durant I'ensemble du temps d'étude, on injecte de I'énergie (affectée intégralement au terme
source) sous la forme suivante :

source (x) = 1012.cxp (- x2/s2) avecs =103

On étudie I'expansion de l'onde de gaz sur l'intervalle de temps [0, 10-4)
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Résultats : les résultats sont fournis aux instants suivants : 2.10'5, 4.10’5, 6.10'5, 8.10°5 et
1.10-4,

Remarques :

a - Le paragraphe 5-2-2-1 compare les méthodes d'éléments finis (espace-temps) et de pas
fractionnaires (Van Leer et éléments finis mixtes)). Les résultats obtenus sur ce probléme sont
trés proches (les courbes se confondent la plupart du temps). Les temps de calcul sont par contre
tres différents.

b - Le paragraphe 5-2-2-2 compare, pour une méme méthode (Van Leer et éléments finis mixtes)

I'influence des variations de la capacité calorifique C, en fonction de la température. On compare

en effet les résultats obtenus avec le gaz décrit ci-dessus et le gaz parfait polytropique suivant :

Capacité calorifique : Cy = Cy(300) = 1044 Jkg-1K-! (cf. Vacquié [1])
Coefficient de compressibilité : Z = 56.95

Conductivité thermique : k =k(300) = 0.0541 Wm~1K-1 (cf. Vacquié [1])
Conductibilité électrique : o = 0.0 siemens-!

Conclusion : I'étude de ce cas permet de confirmer deux résultats importants :

1- Les résultats trés proches entre les deux méthodes.

2- Le coit (temps de calcul) nettement plus élevé de la méthode d'éléments finis.
De plus, on met en évidence l'importance de bien traiter les non linéarités dues 3 la
thermodynamique des gaz réels.
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5-2-2-1 Comparaison des deux méthodes (Eléments finis et pas fractionnaires)
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Temps de calcul

) Temps réel | Temps
&\\\ () normalisé
Johnson 1997.14 55.2
Pas fraction
Roe) 36.18 1.

Les résultats ont été obtenus sur des maillages identiques. Le nombre de pas de temps
nécessaire pour obtenir la solution avec chacune des deux méthodes est sensiblement équivalent
(en fait on note que la méthode de Johnson demande de I'ordre de 10 % de pas de temps en

moins).
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5-2-2-2 Influence des variations de la capacité calorifique

Les courbes présentées ci-dessous (les courbes en trait plein étant les résultats obtenus pour un

gaz parfait dont la capacité calorifique Cy varie avec la température alors que les courbes en

pointillé sont les résultats obtenus pour un gaz parfait dont la capcité calorifique ne varie pas)
mettent en évidence les résultats suivants :

- tant que la température est basse (premiéres ondes de quantité de mouvement), les résultats
sont logiquement peu différents.

- lorsque la température est plus élevée, on note un trés net décalage entre les résultats.
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Ainsi, il est absolument nécessaire de bien prendre en compte les variations de la capacité
calorifique en fonction de la température ; celle-ci a, en effet, une grande incidence sur la nature
des résultats.
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5-3 Modélisati I Slectri 1D

Dans ce paragraphe les phénomenes de diffusion, convection, effet Joule et rayonnement sont
simulés.

Introduction : on considére un tube cylindrique rempli de gaz réel, d'une longueur infinie et de
diametre 10 cm (idem § 5-2-1).

On étudie les écoulements de gaz sur un rayon de ce cylindre (probleme 1D radial), A savoir pour
x € [0, R] (O est par hypothése situé sur I'axe et R = 5 cm est le rayon du cylindre).

Maillage : 50 mailles de tailles égales (chacune de largeur Imm)

Caractéristiques du gaz : (notations habituelles)

Dénomination des gaz: SF6 ou N2 (Azote, trés proche de I'air)
Capacité calorifique : Cy = Cy(T) cf Vacquié [1] pour une pression de latm (105 Pa)

Coefficient de compressibilité : Z = Z(T) cf Vacquié [1] pour une pression de 1atm (103 Pa)

Conductivité thermique : k =k(T) cf Vacquié [1]

Conductibilité électrique : o = o(T) cf Vacquié [1] pour une pression de 1atm (10 Pa)

Conditions initiales :

Pour le SF6 : Pour l'azote (N2) :
température : 300 K température : 300 K
vitesse du gaz: 0. m/s vitesse du gaz: 0. m/s
pression : 1.01 105 Pa pression : 1.01 10° Pa
densité : 5.89 kg/m3 densité : 1.18377 kg/m3

Conditions aux limites : imperméabilité et adiabaticité aux deux extrémités du maillage (une des
deux extrémités est l'axe de symétrie, les conditions de symétrie sont l'imperméabilité et
'adiabaticité).
Terme source : durant 10-4 s, on injecte de 1'énergie (affectée intégralement au terme source)
sous la forme suivante :

source (x) = 1012.exp (x2/s2) avecs=10-3
Ensuite (t > 10-4 s.), le terme source prend en compte les phénomenes de dissipation par effet
Joule et de rayonnement (cf partie 2, chapitre 4).
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5-3-1 Sans rayonnement

Conditions d'étude : le courant électrique parcourant le réseau électrique (retrouvé dans
I'expression du terme de dissipation d'énergie par effet Joule) est un courant alternatif :

iM=Iysin(wt+¢) avecly=1000A,w=2xnf,f=50Hzet¢p=0

Résultats : le paragraphe 5-3-1-1 compare les méthodes d'éléments finis (Johnson avec
formulation mixte) et de pas fractionnaires (Van Leer et éléments finis mixtes). Les résultats sont
donnés aux instants suivants : 2.10-3, 4.10-3, 6.10-5, 8.10-5 et 1.10-4. Les résultats obtenus
sur ce probléme sont trés proches. Les temps de calcul sont par contre trés différents (comme
précédemment).

Le paragraphe 5-3-1-2 compare, pour une méme méthode (méthode & pas fractionnaires)
l'influence sur les profils d'arc, du gaz considéré. Les résultats sont donnés toutes les 2
millisecondes. La conductivité électrique est trés différente pour chacun des deux gaz. Cela
explique les différences majeures entre les profils obtenus.

k(T) en W/m/K k(T) en W/m/K

s | )
S 4 5 h
4 1 4
3 4 3 -
2 2
1 1 A
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Conductivité thermique du SF6 en fonctionde T ~ Conductivité thermique du N2 en fonction de T
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5-3-1-1 Comparaison des deux méthodes (€l€éments finis et pas fractionnaires)
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Les résultats ont été obtenus sur des maillages identiques. Le nombre de pas de temps
nécessaire pour obtenir la solution avec chacune des deux méthodes est sensiblement équivalent
(en fait on note que la méthode de Johnson demande de l'ordre de 10 % de pas de temps en
moins).
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5-3-1-2 Profils d'arc (Méthode 2 pas fractionnaires modélisant différents gaz)
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5-3-2 Avec rayonnement

Conditions d'étude : le gaz considéré est le SF6. Le courant électrique parcourant le réseau
électrique (retrouvé dans l'expression du terme de dissipation d'énergie par effet Joule) est un

courant alternatif : i(t) = I sin (ot + ¢)

avec I =10000 A, w=2nf,f=50Hzet¢p=0

5-3-2-1 Influence des bandes de fréquence sur les profils et la montée en pression
Etude avec une bande de fréquence :
On suppose que le gaz émet et absorbe de 1'énergie suivant une bande de fréquence unique.

On présente ci-dessous les coefficients d'émission et d'absorption de la bande de fréquence ; les
coefficients d'absorption sont inspirés des coefficients obtenus par Lowke [1] pour le SF6. I
s'agit essentiellement d'absorption dans les U.V.; les coefficients d'émission représentent
I'émission totale du SF6 (cf Girard [1]).

température T 100 ] 2000{ 2100 | 5000 | 1000 12500] 15000] 20000} 25000 30000

émission log(e) [ 0.0 | 0.0 0.0] 79 9.0 |96 | 100] 106|109 11.3

absorption log(K)| 50 | 48| 48|46 |40 | 37133 | 27118 | 1.0

Dans la suite, cette bande de fréquence est appelée "bande U.V.".

Etde avec deux bandes de fréquence :

On suppose que le gaz émet et absorbe de I'énergie suivant deux bandes de fréquence. Les
coefficients d'émission et d'absorption de chaque bande de fréquence sont présentés ci-dessous.

Il s'agit en fait de :

50 % de rayonnement mince :
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température T 100 | 2000|2100 | 5000 | 1000(] 12500 15000| 2000(§ 25000| 30000

émission log(e) | 00 | 00| 00| 7.6 |87 |93 |97 ] 103]106] 11.0

absorption log(K)| 0.0 | 0.0} 0.0]0.0 0.0 | 00|00 | 0.0]0.0 | 0.0

50 % de "bande U.V." (rayonnement présenté précédemment) :

température T 100 | 2000|2100 | 5000 | 10004 12500] 15000{ 20000y 25000| 30000

émission log(e) | 0.0 | 00|00 76 |87 |93 ]| 97| 103106 11.0

absorption log(K)| 50 | 48| 48|46 |40 | 37133 | 27118 | 1.0

L'émission totale (somme sur les deux bandes de fréquence) représente 1'émission totale du SF6
(cf Girard [1]).

Etude avec trois bandes de fréquence :

On suppose que le gaz émet et absorbe de 1'énergie suivant trois bandes de fréquence. Les
coefficients d'émission et d'absorption de chaque bande de fréquence sont présentés ci-dessous.

Il s'agit en faitde :

50 % de rayonnement mince :

température T 100 | 2000/ 2100 | 5000 | 10000 12500'15000' 20000{ 25000 30000

émission log(e) | 0.0 | 00] 00| 76 |87 |93 |97 | 103|106 11.0

absorption log(K)| 0.0 | 0.0l 0.0l00 |00 | 00]00 | 00]00 |00

30 % de "bande U.V." :
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température T 100 | 2000|2100 | 5000 | 1000q 12500| 15000| 20000 25000] 30000

¢émission log(e) | 0.0 | 0000 74 |85 |91 |95 ] 101]104] 108

absorption log(K)| 50 | 4.8 48|46 |40 | 37133 | 27118 |10

20 % d'une nouvelle bande de fréquence (du domaine Visible et I.R.) :

température T 100 | 2000} 2100 | 5000 | 10004 12500] 15000] 2000025000 30000

€mission log(e) | 0.0 | 00| 0.0 | 7.16| 8.26 | 8.86| 9.26| 9.86| 10.16] 10.56

absorption log(K)| 2.0 | 2.0| 0.0]0.0 |00 | 0000 | 0000 |00

Cette nouvelle bande de fréquence, dont I'émission correspond a 20 % de 1'émission totale du
SF6, prend en compte la réabsorption d'énergie a basse température (T < 2000 K) et & courte
distance (la distance moyenne entre I'endroit ou I'énergie est émise et I'endroit o 1'énergie est
réabsorbée estde 1 cm = 1/ K si K est le coefficient d'absorption).

Remarques :
- L'émission totale (somme sur les trois bandes de fréquence) représente 1'émission totale du

SF6 (cf Girard [1]).
- Chaque profil est comparé avec le profil obtenu lorsqu'il y a 100 % de rayonnement mince
(le gaz émettant alors de I'énergie mais ne réabsorbant rien).

Conclusion : les résultats obtenus mettent en évidence l'importance des phénomeénes de
rayonnement dans le probléme physique considéré.

Le "calage" du modéle se fait, par exemple, a l'aide des considérations suivantes (et aprés
comparaison avec des résultats expérimentaux) :

- le pourcentage de rayonnement mince fixe la température maximale de I'arc électrique

- la montée en pression est trés influencée par les bandes de fréquence choisies.
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Résultats avec une bande de fréquence :

Profil 'd'arc (comparaison avec le profil d'arc obtenu avec le rayonnement mince)
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Résultats avec deux bandes de fréquence :

Profil d'arc (comparaison avec le profil d'arc obtenu avec le rayonnement mince)

ELECTRIC ARC 10000 A : TEMPERATURE
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Montée en pression et évolution de la température, au point d'abcisse 0.01 m, au cours d'une
demi-période (10 millisecondes) de courant :
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Résultats avec trois bandes de fréquence :

Profil d'arc (comparaison avec le profil d'arc obtenu avec le rayonnement mince)

FULL LINE : 3 BANDES OE FREQUENCE
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Montée en pression et évolution de la température, au point d'abcisse 0.01 m, au cours d'une
demi-période (10 millisecondes) de courant :
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5-3-2-2 Comparaison de trois méth : éléments finis, pas fractionnaires (Van Leer) et pas
fractionnaires (Godounov)

Conditions d'étude : les calculs sont faits avec 2 bandes de fréquence. On étudie I'expansion de
l'onde de gaz sur l'intervalle de temps [0, 10-4).

Résultats : les résultats sont fournis aux instants suivants : 1.2510-4, 2.5010°4, 3.75104 et
5'0010-4' TRALT PLEIN : OLEMENTS FINIS

POINTILLES : PR3 FRAC/GODOUNDY
TAALT BIxIC : PRS FRAC. VPNLCIR

2;} S
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Temps de calcul
& Temps réel | Temps

k (s) normalisé

Johnson 11050 48.10

Pas fraction 230 1

Godounov ’

Pas fraction

Van Leer 248 1.08

Conclusion : de notables différences (dues aux méthodes utilisées) apparaissent dans les profils

d'arc ; ces résultats confirment (cf. probléme du tube a choc) que la méthode générant le plus de
diffusion numérique est la méthode a pas fractionnaires lorsque le pas de convection est traité a
l'aide du schéma de Godounov, et que la méthode la plus précise est la méthode a pas
fractionnaires lorsque le pas de convection est traité a I'aide du schéma de Van Leer.
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1 - Introduction
1-1 Contexte

Le modeéle a été défini et mis au point a l'aide de la simulation unidimensionnelle. La simulation
bidimensionnelle qui va étre décrite dans ce chapitre est destinée a devenir un outil d'aide a la
conception et A la mise au point des disjoncteurs. Aussi le logiciel développé doit étre un
logiciel industriel. Il doit donc respecter un cahier des charges dont les caractéristiques
majeures sont les suivantes :

- Les probleémes bidimensionnels plans et bidimensionnels axisymétriques doivent
pouvoir étre traités.

- Le maillage peut bouger au cours du temps. En effet les mouvements d'ouverture et de
fermeture des contacts mobiles doivent €étre pris en compte. Pour cela une classe des
"mouvements possibles" (translation selon l'axe des x, rebonds, vitesse variable ...) et des
"géométries des parois mobiles" a €té définie. La méthode proposée répond strictement aux
spécifications de cette classe.

- L'utilisation d'un mailleur automatique si la géométrie est complexe (cf. annexe 5), et de
maillages non structurés doit étre possible.

1-2 Méthode 3 fracti :

Le probleme a résoudre a été défini dans la premiére partie. Il s'agit de résoudre le systéme
d'équations suivant :

OFy(U) 9F,(U) dF,(U)
+ +

at o oy~ - divIk(D.GradG(U))] = source  (1-1)
avec les notations :

T, P, p, u et e : méme notations que précédemment

v = vitesse selon y

U= Yp,u,v,e)
Fo(U) = Yp, pu, pv, E)

F1(U) = Ypu, P+pu2, puv, (P+E)u)
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Fa(U) = Ypv, puv, P+pv2, (P+E)v)
G (U) = t(O’ O, 09 T)

source = terme de rayonnement et de dissipation par effet Joule.

et P=f] (T,p),e=fy (T),E=p ((u2+v2)/2+¢) (f] et fy étant définies partie 1, § 4 et 6).

Comme cele a €té fait en dimension 1 (méthode 2 pas fractionnaires) le probléme est décomposé
en deux pas fractionnaires. Dans un premier pas fractionnaire, on s'attache A résoudre
les équations d'Euler avec une méthode de volumes finis espace-temps basée sur le schéma de
Van Leer. Le maillage peut évoluer au cours du temps (schéma avec maillage mobile). La
résolution du premier pas fractionnaire, appelé pas de convection, permet de déterminer un état
intermédiaire U*. Grice 2 la loi d'état on détermine une température Tj*sur chaque maille I;. On

détermine alors les termes CV(T*), k(T*) et source(T*, P*) sur chaque maille de la discrétisation

en espace. Dans un second pas fractionnaire, on s'attache 2 résoudre 1'équation de diffusion
de la chaleur en régime transitoire par une méthode de volumes finis. Le maillage est supposé
étre fixe (I'ensemble du mouvement étant pris en compte lors du premier demi-pas de temps).
Durant ce pas fractionnaire, appelé pas de diffusion, la densité pn+1=p* et la vitesse (un+1,
vitly = (u* v*) du gaz sont supposées constantes. On peut alors déterminer la température
Tn+1 ay centre de chaque maille et grice 2 la loi d'état la pression PN+1, Les variables
conservatives UN+1 sont donc déterminées sur chaque élément du maillage.

Dans les paragraphes qui suivent on propose une description plus approfondie de ces deux pas

fractionnaires et du calcul du terme source.

Le pas de temps At & chaque instant t, est déterminé de la méme fagon qu'en 1-D (cf partie 2,
§3-4): .
At =min (At], Atp, At3)

ou Aty est le pas de temps assurant la stabilité du schéma de Van Leer (cf. § 2-2-4 de cette
partie), At le pas de temps assurant la stabilité du schéma volumes finis explicite du pas de
dissipation et At3 la cohérence de la méthode A pas fractionnaires. Comme dans le cas 1-D, la
condition Aty n'est jamais la plus restrictive. Pendant l'initialisation des phénomenes

(jusqu'a ce que l'arc €lectrique atteigne une température suffisante), c'est la condition de
“cohérence” (At3) des deux pas fractionnaires qui impose le pas de temps. Ensuite, le pas de

temps est le plus souvent imposé par la condition de CFL du pas de convection (Aty).
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2 - i ions d' 1 r

2-1 Notations

On cherche a modéliser numériquement les équations de la dynamique des gaz (équations
d'Euler). On propose une méthode dite de Volumes Finis en utilisant un schéma de type Van
Leer (cf Van Leer [1], Vila[1]).

En dimension 2, afin de limiter la diffusion numérique, on désire avoir un schéma d'ordre 2 en
espace lorsque le maillage est régulier et d'ordre 1 lorsque le maillage est irrégulier. Par contre,
on se limite 3 un schéma d'ordre 1 en temps puisque de toutes fagons la méthode a pas
fractionnaires utilisée (pour la résolution du probléme global 'Euler + Chaleur') limite l'ordre en
temps a 1 (cf partie 2, paragraphe 3).

Les équations d'Euler régissent la dynamique des gaz non visqueux et non conducteurs de la
chaleur. Le systeme traduisant les différentes lois physiques de conservation (masse, quantité de
mouvement, énergie) s'écrit sous forme conservative (notations partie 1) :

d(Fy(U)) a(Fl(U)) d(Fy(U))
ot T Tox * oy 0 (2-1)

avec
U = Yp,u,v,e)
FoU)= Yp. pu, pv, E)
F1(U) = tYpu, P+pu2, puv, (P+E)u)
Fa(U) =  Ypv, puv, P+pv2, (P+E)v)
Etant donn€ un maillage en espace constitué de quadrangles ou de triangles, on cherche une
solution approchée :

- linéaire par maille a t fixé (C'est a dire linéaire sur chaque quadrangle ou triangle)
- discontinue entre chaque maille.

Pour cela on définit la valeur moyenne (ou encore valeur au barycentre de la maille) et 2 pentes
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Px et Py (constantes par maille ). Rappelons que pour le schéma d'ordre 1 de Godounov on
cherch‘\a une solution sous forme d'une fonction constante par maille (cf [Godounov]).

%
\
4k aréte 1,k

Sur une maille Qy la solution approchée U}, a I'expression suivante :

Soit (x,y) € Qi , alors
Up (x,y) = Up(xk,yk) + (X-xg)Px + (y-yk)Py

ou (xk,yk) est le barycentre du quadrangle ou du triangle Q.

Les degrés de liberté sont au nombre de 12 par maille :
Up (Xk»Yk- t=tp) que l'on note aussi UMy (soit 4 degrés de liberté)

PxN (soit 4 degrés de liberté, il y a en effet une pente définie pour chaque inconnue)

Py"y (idem).

Notations :

Vihn+1: volume espace-temps engendré par la maille Q entre les temps tp et tn4]

Skn : surface de la maille Qy au temps t =t
Uj k.- : valeur "a gauche" de la solution au centre de l'aréte i,k au temps t =t
Uj k,+ : valeur "2 droite " de la solution au centre de l'aréte i,k au temps t = t,

Les notions de "droite" et "gauche" sont définies en donnant arbitrairement une orientation a
l'aréte.

Remarque : dans la suite de ce paragraphe on notera Un+! (au lieu de U*) la solution apres ce
premier pas fractionnaire.
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2-2 Schéma numérique
2-2-1 Introduction

On suppose la solution connue linéaire par maille 2 l'instant t = t;, et on cherche 2 la déterminer a

I'instant t = t; 4 1. On procede en deux étapes :

étape 1 : calcul des valeurs moyennes U“*lk sur chaque maille

étape 2 : reconstitution des pentes Px et Py sur chaque maille

Le schéma de Godounov (Godounov [1]), consiste 2 intégrer le systéme d'équations 2 résoudre
sur des volumes finis espace-temps.

Une intégration par parties (formule de Green) et une approximation sur chaque facette du
volume (formule de la moyenne) permettent de déterminer les valeurs moyennes de la solution au
temps t+1 gur chaque maille dés que sont connus les flux entrant et sortant du volume fini (on

appelle "flux" les grandeurs Fo(U), F1(U) et F2(U) calculées sur une des faces du volume).

C'est la premiére étape du schéma.

Dans le schéma de Van Leer (schéma de Godounov d'ordre 2 en espace), I'étape de
reconstitution des pentes est trés importante. Un tel schéma a en effet tendance 2 créer des
oscillations 1a ol la solution du probléme présente des discontinuités (ondes de choc par

exemple). On s'efforce donc d'assurer la stabilité du schéma tout en ne pénalisant pas trop la
précision de celui-ci.

2-2-1 Bilan de Godounov
2-2-1-1 Intégration sur les volumes finis

On intégre l'équation sur chaque volume fini Vi Mn+1 (ce volume a m+2 faces, m étant le

nombre de cbtés de la maille); pour chacune de ces faces F on définit une normale extérieure n :
n = Yny, ny, ny)

En intégrant par parties on obtient : \
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[aFo(U) dF,(U) BFZ(U)]
+ + dv =0
ot ox dy
V','(‘"”

nn+l

o )Y [ [ E,(U).n, + Fy(U)n, + Fy(U)n, 1dS = 0
m+2 faces F de V|

F

Les normales aux faces SiM et Sk"+1 étant paralleles A l'axe des temps, on obtient avec les

notations de la figure suivante
t

*

n

y 4
n%__t; / nlk=—:1,k,t-

/_/ 1,k,x
n
2,k

’

. Lk,y
K _ J

e

m

FoU)ds = | FoU)ds- 2| | {n, Fo(Ug) + 1y, JFi(Ug) + myy Fp(Up)) dy | 2-2)

i=1
n+l n .
Sk Sk i

Pour réaliser un tel bilan il faut calculer les flux sur les faces I'; ; m problémes de

Riemann sont i résoudre sur les m arétes de chaque maille (m = 3 ou 4) afin de déterminer
UR (xi,k, y ik, t) pouri=1,2,.., m
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2-2-1-2 Calcul flux : résolution roblémes de Riemann
Les problemes de Riemann sont des problémes bidimensionnels. Cependant la propriété

d'invariance par rotation des équations d'Euler permet de se ramener a des probleémes
unidimensionnels.

Soit n un vecteur unitaire quelconque de R2; on peut alors définir la transformation affine
associée a la rotation suivante :

(X, Y) """ > (X', y')

t
n
X
et U' la variable définie comme suit :
1 0 0 O
. 0 n, n, 0
U'=R(n).U = 0 - N O.U
y 'x
0 0 0 1
on a alors
u' = n.u + n.v
v = -ny.u + n,.v

La propriété d'invariance par rotation des équations d'Euler s'écrit :

dFy(U) 9F,(U) 9F,(U)
ottty =0

dF,(U)  9F,(U)  3F,(U"

= 55—t 30— * 3y =0

Soit alors & résoudre un probléme de Riemann sur une aréte quelconque (ici une aréte notée i,k) :
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On suppose la solution constante le long de I'aréte (et donc indépendante de y'). Clest
une approximation dés que le schéma est d'ordre supérieur a 1 en espace. En effet, si la solution
n'est pas constante sur une maille, elle n'est pas non plus constante le long des arétes de cette
maille.

Les dérivées partielles selon y' peuvent donc étre mises a 0, le probléme A résoudre
étant alors le suivant :

trouver U'R tel que :
d(Fy(UY)  9(F (U))
x T T T

Ul si x'<0
U'(x,y.t,) =

‘n .
Ui,k,+5‘ x'>0

C'est un probléme quasi-unidimensionnel. On le résout grice aux solveurs présentés en annexes
(partie 2, paragraphe 3, annexes 1 et 2). Il est appelé quasi-unidimensionnel car il faut déterminer

la vitesse tangentielle v'R de la solution sur la droite d'équation sigma = x'/t. A travers un choc,

la conservation de la quantité de mouvement implique la continuité de la composante tangentielle
au passage de la discontinuité. Par contre, dans le cas d'une discontinuité de contact, le flux est
tangent a la surface de la discontinuité. Il peut y avoir glissement et la composante tangentielle de
la vitesse peut présenter une discontinuité (Gilquin [1]). Ainsi, soit v4c la vitesse de la
discontinuité de contact du probléme de Riemann unidimensionnel,

sivdc >sigma alors VR = v i 4

sivdc <sigma alors V'R = v
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Remargque : les valeurs de la solution a gauche et a droite d'une aréte i,k sont déterminées a

l'aide des valeurs au centre et des pentes au temps t;, sur chacune des mailles k et i.

2-2-1-3 Détermination des valeurs moyennes

Pour chacune des m+2 (m étant le nombre de cotés de la maille) facettes du volume Vk":"*'l, on

effectue 1'approximation suivante (c'est la formule de la moyenne) :

Fj(U).nj.dy = Sri . [Fj(U).nj]
5

ou Fj(U).nj est la valeur de FJ-(U).nj au centre de la facette.

Le schéma issu de (2-2) permettant de déterminer les valeurs moyennes Ui““ s'écrit :

m
S:HFO(UEH):S:'FO(U:) - z Sp [y Fo(Ug) + 1y Fi(Ug) +n;, Fo(Upl| (2-3)
i=1 i

On peut ainsi déterminer les valeurs au centre Uk"+l a partir des valeurs au centre U et des

solutions des problémes de Riemann.

Mais il reste a déterminer les pentes sur chacune des mailles du maillage. C'est ce que l'on se
propose de faire maintenant.

2-2-3 Reconstitution des pentes Pxn+1 et Pyn*! (Gallouét [1))
Pour calculer les pentes, on distingue deux étapes :

- I'étape de prédiction : on cherche une approximation de la pente du meilleur ordre
possible.

- I'étape de correction : le schéma étant instable sans cela, on limite les pentes
précédemment prédites.

. .
Etape de prédiction :
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Considérons une maille k. La maille k a m mailles voisines numérotées de 1 2 m. Supposons
connues les m+1 valeurs moyennes Un+1y un+ly un+ly  un+l ., On cherche 2

prédire les pentes de fagon cohérente avec ces m+1 valeurs. Avec une maille voisine donnée ik

on aimerait que Px"+1y et Pyn+1, vérifient le mieux possible :
A(UK,i,n+1) = UN+ly - un+ly 4 pxntly (xoxy) + Pyn+l (y-y ) # 0
en notant (x,y) le barycentre de la maille ik et (xk,yk) le barycentre de la maille k.

A(U,k,i,n+1) est I'écart entre la valeur effective de UN+! au centre de 1'élément voisin ik, et la
valeur obtenue au centre de cet élément en prolongeant linéairement la fonction Un+1 définie sur
I'élément k.

Ainsi on choisit de déterminer Px"‘”k et Py"*lk, supposées constantes par maille, en

minimisant la somme des carrés des écarts de UN*! entre I'élément k et ses voisins, ie :

S [ AUK,in+1) ]2
i=1m

Les pentes PxN+1y et Pyn+1} réalisant le minimum sont solutions du systeme linéaire 2x2 :

(Y [AUKin+D?) {2 [AUkin+D)?)

i=1 i=1
ap. =0 et aPy =0 (2-4)

Etape de correction :

L'étape de correction est le point sensible de l'implémentation du schéma de Van Leer en

dimension 2. Les pentes sont corrigées sur chaque élément Qi afin de s'assurer que chaque
valeur "intérieure" (ie, calculée avec la valeur au centre et les pentes de la maille Qi) de Un+1 sur
l'aréte (i,k), qu'on note U“*li,k,- par exemple, soit comprise entre la valeur de UN*1 au centre
de I'élément k et la valeur de Un*1 au centre de I'élément ik (ie, appartient a l'intervalle [U“*‘lk ,

Un+lik])-
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Pour cela on utilise I'algorithme suivant : ((xjk,yik) est le centre de la maille ik)

Pour i =1 a m faire
si U+l 1 n'appartient pas a l'intervalle [UN+1y , Un+1,] alors
- déterminer a réel appartenant a [0 ; 1] tel que:
U + ol (ik-xkPx* 1y + (yige-yi)Py"+Hgd = Un+ 1 ou UnH
- phase "correction" :
PxMtl = o PxPt]
pyn+lk — .Py""'lk
fin si
fin pour
(en fait on détermine une valeur de @ pour chaque composante de U).

Remarques

1-Un cas pathologique apparait dans le cas d'un écoulement unidimensionnel. En effet de petites
oscillations dans une direction perpendiculaire au sens de I'écoulement peuvent obliger a limiter
totalement les pentes (Px = Py = 0) et le schéma n'est plus d'ordre 2 mais d'ordre 1.

Par exemple, si on consideére un écoulement suivant (Ox), de trés petites oscillations suivant (Oy)
peuvent créer un extremum local suivant la direction (Oy). Dans le cas d'un maillage cartésien la
limitation présentée ci-dessus entraine o = 0 et donc Px = Py = 0.

Afin de remédier a ce probleéme on découple localement la limitation des pentes dans le cas de
maillage localement parall¢le aux axes (ainsi dans le cas d'un extremum local dans la direction
(Oy) on impose Py = 0 mais rien sur Px).

Ainsi, lorsque localement le maillage est cartésien, le calcul des pentes est découplé
(implicitement pour la prédiction et "manuellement” pour la correction) et correspond en fait pour
chaque direction au calcul présenté pour le cas unidimensionnel.

2-Afin d'assurer une meilleure stabilité numérique, chaque fois qu'on limite les pentes, on
pondere cette limitation par un coefficient B appartenant a l'intervalle [ 1/2, 1].

Lorsqu'on résout les équations d'Euler, dans le cas de pentes découplées si B = 1, avec la
prédiction choisie, le schéma crée des oscillations. La restriction unidimensionnelle du schéma
est d'ailleurs équivalente au schéma 1-D (partie 2, § 3-2-4) avec o = 2 (schéma créant également
des oscillations). La phase "correction” s'écrit alors :

-phase "correction” :
Pxk := a.p .Pxk
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Pyk := o.p .Pyk

Dans les exemples présentés dans les annexes le coefficient B a toujours été choisi dans
l'intervalle [0.5 ; 0.7].

3- Comme dans le cas unidimensionnel le calcul des pentes (prédiction et correction) est fait sur
les variables physiques (masse volumique, vitesse, pression) plutdt que sur les variables
conservatives parce qu'alors les résultats sont meilleurs (on observe en effet des oscillations sur
les variables physiques u, v et P dans les zones ot une discontinuité de contact existe, lorsqu'on
choisit de calculer les pentes sur les variables conservatives).

On peut essayer de donner une explication de ce phénomene : lors de la résolution d'un probléme
de Riemann il y a une discontinuité de contact sur la variable p, et donc sur chacune des variables
conservatives (p, pu, pv, pe). Si on fait le calcul des pentes sur ces variables, ces pentes tiennent
toutes compte de cette discontinuité. Par contre si le calcul des pentes est fait sur les variables
physiques (p, u, v, P) la discontinuité de contact n'est visible que sur p; aussi les pentes calculées

sur u, v et P approximent mieux I'état constant sur ces variables.

2-2-4 Condition de CFL et choix du pas de temps

Comme on a pu le constater dans le cas unidimensionnel, la condition de C.F.L. impose que les
ondes issues de la résolution d'un probléme de Riemann entre deux mailles i et k ne perturbent
pas la solution sur les mailles voisines de i et k. La condition sur le pas de temps imposée par la
résolution du probléme de Riemann sur l'aréte (i,k ) s'écrit (cf. partie 2, paragraphe 3 et Gilquin
[1], Ay est la largeur des mailles i et k) :

Ay
max (I DI, I D}, 1)

At <

D; i et D7j i sont les pentes minimale et maximale des caractéristiques issues de l'interface i k.

En dimension 2, on doit vérifier le méme type de conditions, sur chaque aréte i,k du maillage. En
effet le flux issu du probléme de Riemann résolu au centre de l'aréte (i,k), ne doit pas perturber la
solution sur les mailles voisines de i et k.
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Rigoureusement aussi petit que soit le pas de temps, dés que le vecteur flux Fj k n'est
plus paralléle aux arétes (i,j1) ou (i,j3), il perturbe la solution sur ces mailles si Fj x.n>0.

Ainsi, on ne peut donc pas, comme en 1D, définir facilement de C.F.L. théorique. Cependant, la
pratique montre qu'en définissant une longueur d'élément égale a la plus courte des

meédianes et en choisissant ;

At £ A. min
élément

longueur élément
- +
{ max (1D, l,1D;, 1)

aréles i,k

(A étant un réel dont la présence assure la stabilité numérique compris entre O et 1) le schéma est
stable (pour I'ensemble des applications présentées en annexe) dés que A < 0.7 si le maillage
est formé de triangles et des que A < 0.9 si le maillage est formé de quadrangles.

Remarque : on a toujours :
IDjk* 1 <IVjgl+c

IDi,k' I <|Vi’kl+c

si ¢ est la vitesse sonique sur l'aréte et V; | la vitesse du gaz sur cette aréte (car on majore ainsi la
1,k

vitesse des ondes de choc et des ondes de détente obtenues lors de la résolution des problémes de
Riemann, cf. Gilquin [1]).

Dans la pratique, pour des raisons de commodité d'implémentation, on remplace :

max (I Dj * 1, 1Dj " )
par

| Vélgment | +¢
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olt V¢lgment est la vitesse au centre de 1'élément au temps tP. La condition que doit vérifier At

s'écritdonc :

At < A min‘[

longueur élément ]
élément

lvélémcnll +cC (2-5)

Cette simplification discutable pres des discontinuités initiales de la solution (la vitesse du gaz
étant nulle des deux c6tés de la discontinuité) ne pose en pratique aucun probléme de stabilité
numérique.

Applications numériques :

Les paragraphes 5-1, 5-2, 5-3 et 5-5 (troisi¢me partie, paragraphe S), présentent plusieurs
applications numériques destinées a valider le schéma et 8 comparer ses performances par rapport
3 un schéma d'ordre 1.

Lors de plusieurs tests sur des maillages non structurés, les solutions obtenues pour un méme
probléme ont été comparées sur différents maillages. On a mis ainsi en évidence les
performances de ce schéma sur des maillages formés de triangles. Ce résultat, de
toute premiére importance, permet de mailler des géométries compliquées avec des mailleurs
automatiques (qui le plus souvent n'arrivent pas 2 mailler uniquement avec des quadrangles).

Sont présentées les applications numériques suivantes :

§ 5-1 et § 5-2: test sur le tube a choc 2D.

§ 5-3 : exemple "vraiment" bidimensionnel.

§ 5-6 : application industrielle mettant en évidence l'intérét de maillages réalisés avec des
triangles.

2-3 Schéma avec maillage mobile

Le schéma de volumes finis présenté ci-dessus tolére que la géométrie des mailles change au
cours du temps ; il faut néanmoins souligner que de la forme des mailles (et notamment de la
forme des quadrangles irréguliers) et de leur régularité, dépend la consistance du schéma (cela est
particulierement bien mis en évidence dans partie 3, § 5-3).

La géométrie du maillage changeant au cours du temps (afin de prendre en compte le mouvement
du contact mobile du disjoncteur), on cherche une méthode dite de "maillage mobile" qui ne
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distorde pas exagérement les éléments du maillage. Ainsi contrairement a la méthode proposée
par Gilquin [1] pour laquelle I'ensemble du maillage subit une déformation a chaque pas de
temps (toutes les mailles étant alors déformées méme si le mouvement ne concerne qu'une petite
partie de la géométrie, certaines mailles pouvant subir des distorsions exessives), on propose ici
une méthode ne déformant le maillage que trés localement.

11 est également important de noter que les mouvements du maillage sont restreints a des
translations suivant l'axe des x (par souci de simplification, I'ensemble des mouvements des
contacts dans le cas du disjoncteur répondant a ces spécifications).

Définition d'une frontiere mobile : c'est une paroi imperméable dont le mouvement est une
translation selon l'axe des x dans le cas 2D plan et selon l'axe de symétrie x dans le cas
bidimensionnel axisymétrique. La géométrie de cette paroi ou fronti¢re mobile doit étre "convexe

selon x"; autrement dit l'intersection de toute droite y = yo avec la paroi mobile est connexe.

Exemples :

Manifestement, la paroi mobile présentée ci-dessus n'est pas convexe selon x. Par contre la paroi
qui suit l'est.
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Dans la suite on suppose que les parois traitées sont toutes “convexes selon x" .
Exemples de mouvements : on peut distinguer essentiellement 2 grands types de mouvements.

Légende:
Paroi mobile

Maille possédant une aréte 2 deux nceuds mobiles

Maille dite "frontiere" possédant un seul nceud mobile

CHACACRC

Maille nouvellement créée ou amenée a disparaitre (selon le mouvement)

1 - Les mouvements ol il y a création de mailles, c'est A dire les mouvements ou le volume

contenant le gaz augmente.

® O @ RG

6l , ® )
et 7 % oo

QD@ OIC€

étape 1 étape 2 étape 3

- étape 1 : maillage initial avant mouvement de la paroi.
- étape 2 : la paroi mobile bouge; la géométrie des mailles de type "2" ou "3" est modifiée en

changeant les coordonnées des nceuds appartenant 2 la paroi mobile.
- étape 3 : création de nouveaux éléments de type "4"; les éléments de type "2" sont divisés en

deux éléments.

2 - Les mouvementsou il y a suppression de mailles, c'est a dire ot le volume contenant le gaz

diminue.
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érape 1 étape 2 étape 3

- étape 1 : maillage initial avant mouvement de la paroi.

- étape 2 : la paroi mobile bouge; la géométrie des mailles de type "3" ou "4" est modifiée en
changeant les coordonnées des nceuds appartenant 2 la paroi mobile.

- étape 3 : suppression des €léments de type "4".

Remarques pratiques :

-1- Du fait de la lenteur relative du mouvement des contacts par rapport aux phénomeénes
physiques (vitesse du gaz par exemple), il y a un grand nombre d'étapes "2" entre une étape "1"
et une étape "3".

2. Restriction sur le maillage : les mailles concernées par le mouvement de la paroi (mailles
de type "2", "3" ou "4") sont nécessairement des parallelogrammes (les zones mobiles doivent
étre maillées a l'aide de parallélogrammes mais rien n'empéche de mailler d'autres zones a
géométrie complexe a l'aide de triangles).

U\ )
/// \/ —>

paroi mobile paroi mobile % I

AN

N

cette zone mobile n'est pas maillée correctement maillage correct

-3-  Des mouvements de va et vient (en translation) des contacts peuvent étre pris en compte
par la méthode proposée.

Rem h

-1- Résolution des problémes de Riemann sur les frontieres mobiles :
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paroi mobile

—_p X

On a montré (partie 2, paragraphe 3, annexe 1) que l'on sait résoudre, de fagon approchée, de
tels problémes de Riemann, aussi appelés "demi-problémes” de Riemann. Lorsqu'on résout un
probleme de ce type, il suffit de connaitre la valeur de la solution (densité, vitesse et pression du
gaz) 2 droite et la vitesse de la paroi v pour déterminer la valeur de la solution sur la paroi.

2. Résolution des problémes de Riemann sur une aréte "pivotante” (aréte séparant deux
mailles de type "3") :

t=t,
Aucun élément théorique présenté auparavant ne peut donner une résolution d'un probleéme de
Riemann sur une aréte dont un seul nceud bouge ; dans ce cas on ne peut théoriquement pas se

ramener 2 un probléme de Riemann monodimensionnel.

Cependant compte tenu de la lenteur relative du mouvement de la paroi mobile (cf. remarque
ci-dessus) et du trés petit nombre de mailles de ce type, on se ramene pour ces arétes a une
résolution monodimensionnelle et on suppose que la vitesse de la paroi est non nulle et égale a
v/2 si v est la vitesse de la paroi mobile (v/2 est en effet la vitesse moyenne des points de l'aréte).

Notons que cette simplification n'enlave rien au caractére conservatif du schéma. Par contre on
introduit un peu de diffusion numérique.
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-3-  Redistribution des valeurs de la solution lors du passage d'une "étape 2" a une "étape 3":

U, U, Uy —> U
SN AN ST

étape 2 étape 3

On veut que le schéma soit conservatif. On choisit donc de déterminer U'1, U'2 et U'3 comme

suit:

1- 8'1.FyU')
2. S'.Fy(U'y)
3- S'3.Fy(U'3)

S'1.Fo(U1)
(S1-S1 . Fo(Up) + (S'2 +S8'1-S1) . Fg(Uy)
(S3-S'3) . Fo(Up) + S3. Fo(U3)

]

Ces trois égalités traduisent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
I'énergie sur les surfaces S'y, S et S'3.

Apres avoir redistribué les valeurs de la solution par projection L2 sur les nouvelles mailles, on
détermine de fagon standard les pentes sur ces mailles.

Applications numériques :

Une premiére application (§ 5-4) valide numériquement l'implémentation du schéma avec
maillage mobile. On présente un test de détente par pistonnage pour lequel on peut calculer une
solution analytique du probléme approché grace i I'hypothése proposée par Colella (partie 2,
paragraphe 3, annexe 1).

Une seconde application (§ 5-5) valide en partie la modélisation physique qui a été faite pour les

gaz froids et non visqueux (équations d'Euler). On compare en effet sur un prototype de
disjoncteur des résultats expérimentaux avec les résultats du calcul.
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Le second pas fractionnaire, aussi appelé pas fractionnaire de diffusion, consiste en la résolution
de I'équation d'énergie lorsqu'on néglige les phénomenes de convection. Ces phénomenes de
convection ont en effet €té traités lors de la résolution du premier pas fractionnaire appelé pas
fractionnaire de convection.
L'équation d'énergie prenant en compte la diffusion par dissipation de la chaleur et négligeant les
termes de transport, s'écrit :

%-If - div(k(T).grad(T)) = source 3-1)

ou I'énergie totale E est la somme de I'énergie interne et de I'énergie cinétique :
E = 1 5 2
=ple+ -i-(u +v7)

n+l

Par hypothe¢se, durant le pas fractionnaire de diffusion la masse volumique p et les deux

composantes de la vitesse (1, yn+ly gont supposés constantes.

La modélisation du gaz (du SF6 par exemple, cf. § 1-6) repose essentiellement sur deux
hypotheses :
Cy = Gy (T) (H1)

et
P=f(v)T (H2)
qui permettent d'écrire la différentielle de 'énergie interne comme suit :

de = Cy(T).dT

Ainsi, dans le contexte du pas fractionnaire de diffusion la dérivée de 1'énergie totale E par
rapport au temps s'écrit :
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oE
% = Por (car p, u, v sont supposés constants)

JaT
p.C(T) 3 (d'apres la forme de la différentielle de e)
L'équation devant étre résolue pendant ce pas fractionnaire est donc la suivante :
pCyT, - div[k(T).grad(T)] = source (T, P) (3-2)

3-2 Schéma pumérique (Gallouét [1])

Le schéma numérique utilisé, est un schéma volumes finis adapté aux maillages non structurés.
Dans un premier temps, nous avions choisi de discrétiser ce probléme grace a une méthode
d'éléments finis mixtes hybrides duaux (Talbot [1]), mais la rapidité en temps de calcul, la
simplicité de l'implémentation et la qualité des résultats nous ont poussés a choisir la méthode de
volumes finis (cf. tests comparatifs en fin de paragraphe).

Remarque : dans la suite de ce paragraphe on note UM (au lieu de U*) 'état intermédiaire obtenu

apres le pas fractionnaire de convection.
Connaissant I'état intermédiaire UM (et par conséquent grice 2 la loi d'état la température T) au
temps tM, et en supposant que densité et vitesse sont constantes durant le pas fractionnaire de

diffusion, on cherche a déterminer la température TN*1 2 I'instant t"*+1 satisfaisant I'équation de

la chaleur :

oT )
p.Cv-a-t- - div [k(T).grad (T)] = source sur Q2
(3-3)

- -->
grad (T).n = 0 surodQ
(la condition de Neumann traduit l'adiabaticité aux bords du domaine).

Le maillage non structuré est constitué de triangles et de quadrangles.
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m = nombre de voisins de Qk

1;=longueur de l'aréte

Sy= surface de I'élément Qk

Soit Qg une maille quelconque de ce maillage, on intégre 'équation de la chaleur (3-2) sur Qy :

JoT -
(p.Cv-aT - div (k(T).grad(T)))ds = source.ds
Qg Qx

On discrétise le terme en temps grice a une formulation Euler explicite (d'ordre 1 en temps) et on
intégre par parties le terme d'espace :

S.p.C,——— + | kgradT.n.dy = S,.source
t t an
en approximant le terme intégral d'espace
> >
k.gradT.n .dy
an

sur chaque aréte par

- >
L.[k.gradT.n ],

il vient le schéma volumes finis ;

1 m > ->
§- z l.[k.gradT.n ], = source (3-4)
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On choisit alors d'expliciter (comme cela a ét€ fait en 1-D) les coefficients de I'équation (Cy, p et

source) en prenant leurs valeurs au temps t? (la température étant égale a TN).

La détermination de la température T0*1 sur chaque maille Qi est possible dés que sont connus

les valeurs des m flux :

> >
[k;.gradT.n ]i

au centre de chaque aréte "i" de la maille Q.

llill

Soit une aréte "i" on cherche a définir le flux sur cette aréte. On procede pour cela en trois étapes :

- définition géométrique de deux points M et Mg situés a droite et a gauche de l'aréte
- calcul des températures Tpq et TMg en chacun des points M et Mg

- €valuation du flux sur I'aréte, a partir des valeurs de Tpq et Tmg

a - Définition géométri in M_QL_M_gI
Soient :
- M;j le milieu de l'aréte "i"
- D (respectivement G) I'élément situé par convention a droite (respt a gauche) de cette aréte
- HD et BD (resp! HG et BG) les éléments situés en haut et en bas de I'élément D (respt G)
- N la normale a l'aréte "i" passant par M
- Cd» Cg, Chd: Chg, Cpd et Cpg les barycentres respectifs des éléments D, G, HD, HG, BD

et BG
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X : centres des mailles

0 : points d'interpolation

Les points Mg et Mg sont définis comme suit :
si NN [Cphq,Cql=2D alors Mg =NnN [Chy, Cq)
sinon My =N N [Cpq, C4l
si NN [Chg, Cg] # @ alors Mg =NnN [Chg, Cg]

b - Calcul des températures Tpq.ct TMg aux points Mg _Qt_Mg :

On suppose que par exemple M4 = N N [Cpg, Cgl. Les températures Ty et Thq sont connues (ce
sont les valeurs au temps t = t).

Alors on définit T\j4 comme €tant la température au point M, issue de l'interpolation linéaire

entre la température au point Cy (soit Ty) et la température au point Cpq (soit Thq).
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Soit k le vecteur directeur de la droite supportant les points Cq et Cpq. La température T4 est

vaut donc :
Ty - Ty oo > >
TMd = Td + TT (MdCd. k) (3'5)
(CpeCa - k)

Tmg est définie de fagon similaire.

¢ - Evaluation du flux sur l'aréte :

Il reste & évaluer la conductivité thermique k; sur l'aréte; c'est un paramétre sensible (car k

dépend fortement de la température).
On tient a respecter deux reégles de base :

- si TMd = Tmg =To alors kj =k (Tg)
- si Tpq ou Tvg sont tels que k (Tpg) =0 ou k (TMg) = 0 (ce qui signifie que le milieu
droite ou le milieu a gauche n'est pas du tout conducteur) alors kj = 0 (ce qui impose un flux nul

sur l'aréte)

Une approximation de la conductivité thermique sur la paroi prenant en compte ces deux régles
est:

2
i 1 N 1
KTy * KTy

d - Expression du flux sur l'aréte i :

"i"

Le flux sur l'aréte "i" s'écrit alors comme suit :

> D>
(k.gradT.n ), = k;. (3-6)

------ >

MM, |
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Schéma numérique :

La température Tn+1 est déterminée explicitement au centre de chaque maille grice au schéma
volumes finis précédemment présenté :

n+l .n m . . n+l

L LI [gl-kzli.[k.gr;dT.;]i:I + tn t“[source('I",P")] (3-7)
i=1

p.C

v

Ainsi :
- le pas fractionnaire de convection fournit les valeurs de p+1, un+1 g yn+1,

- le pas fractionnaire de diffusion fournit la valeur de Tn+1.
- on en déduit grice a la loi d'état la valeur de la pression Pn+1,

Le paragraphe suivant présente des courbes de convergence obtenues avec ce schéma sur
différents maillages formés de quadrangles ou de triangles. Il est important de noter que ces
résultats sont relatifs a I'équation de la chaleur linéaire.

Remarque : les criteres de convergence des schémas Volumes Finis n'ont encore pas été
démontrés d'une fagon générale. Dans le cas linéaire elliptique, des résultats théoriques de
convergence sur certains maillages irréguliers (avec pendage régulier) ont été mis en évidence
par Faille [1]. Ces résultats sont sans doute généralisables au cas linéaire et parabolique.

3-3 Tests de convergence

On présente des résultats numériques de convergence de la méthode de volumes finis décrites
précédemment.

On cherche a trouver T solution de :

r oT 2
-g-AT=g sur Q=1[0; 1]
—e> ->

GradT.n =0 sur 0Q

t -2cosmx c-2cos1ty

Lg(x,y,) =-¢".e

2 2 2 2
.[1+4n sin’mx + 4n sinzny + 21 cosnx + 2 cosmy ]
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Ce probléme admet la solution analytique suivante :
- -2 -2
T(x,yt) = e ‘e T ¢ 5

Le schéma est testé sur huit maillages différents :

- 4 maillages formés de quadrangles irréguliers (sur lesquels on compare la méthode avec une
méthode d'éléments finis mixtes hybrides duaux) (Talbot [1]).
- 4 maillages formés de triangles quelconques (obtenus a l'aide d'un mailleur automatique).

Ces maillages sont de plus en plus fins (on divise le pas d'espace par 2 a chaque fois, le nombre
d'éléments étant alors multiplié exactement par 4 pour le maillage de quadrangles et
approximativement par trois pour le maillage de triangles).

Reésultats obtenus sur les quadrangles (méthode de Volumes Finis) :
. nombre erreur L2 | erreur L2 | erreur LoJ erreur Loo
Cas CPU At d'éléments| absolue relative absolue | relative
Quad 1 15" | 0.001 16 0.620 0.150 1.26 42.8
Quad 2 1' 01" | 0.001 64 0.316 0.076 1.17 30.1
Quad 3 12' 04" | 0.0005 256 0.075 0.018 0.364 6.92
Quad 4 60' 00" | 0.0001 1024 0.021 0.005 0.104 1.94

Résultats obtenus sur les quadrangles (méthode d'éléments finis mixtes hybrides duaux) :

Cas [nombre |erreurL2 | erreurL, |
d'éléments | absolue | absolue
Quad 1 16 0.800 2.53
Quad 2 64 0.300 0.45
Quad 3 256 0.070 0.12
Quad 4 1024 0.027 0.038
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Résultats obtenus sur les triangles (méthode de Volumes Finis) :

nombre erreur L2 | erreur L2 | erreur L.J erreur Lo,
Cas CPU At d'éléments| absolue relative absolue > relative
Tri 1l 26" 0.002 58 1.46 0.350 1.84 162
Tri 2 1' 40" 0.001 116 0.44 0.106 0.67 50
Tri3 6' 00" 0.0005 244 0.13 0.032 0.21 15.4
Trid 35' 00" 0.0002 504 0.036 0.009 0.33 2.99
Remarques :

- le schéma de volumes finis présenté devient un schéma différences finies cinq points si le
maillage est régulier.

- ce schéma volumes finis a été baptisé VF9 par T. Gallouét (car 9 mailles sont susceptibles
d'intervenir dans le bilan effectué sur une maille). C'est un schéma conservatif dont
I'approximation des flux est consistante (cf. Faille [1]).

- les résultats numériques montrent que VF9 est proche d'un schéma d'ordre 2 en espace aussi
bien sur les maillages considérés formés de quadrangles que sur les maillages considérés formés
de triangles.

- ce schéma peut s'impliciter en espace, mais la nature du probléme que I'on résout ici impose un
pas de temps assez petit pour que le schéma explicite soit stable.

- I'erreur absolue L() obtenue avec le maillage de triangles le plus fin (Tri4) est anormalement

importante. Elle provient sans doute d'un "facteur de forme du maillage" (c'est a dire d'un
triangle particuliérement déformé). '
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4 - Terme source

Comme dans le cas monodimensionnel, le terme source n'intervient que dans l'équation
d'énergie. Aussi, méme s'il a €été présenté jusqu'ici comme un vecteur, dans ce chapitre c'est un
scalaire (2 savoir la composante du vecteur "source” intervenant dans 1'équation d'énergie).

Le terme source est composé de deux termes : le terme de dissipation par effet Joule et le terme de
dissipation par rayonnement. Il s'écrit :

source = Djgyle - div FR (4-1)

Notons que ce terme source est présenté ici dans un cas bidimensionnel axisymétrique (le
cas 2-D plan n'a pas été envisagé mais il ne présente a priori pas de difficulté théorique
suplémentaire). Il s'agit en effet de simuler la présence d'un arc électrique dans un disjoncteur
dont la géométrie est proche d'une géométrie axisymétrique.

4-1 Définiti e la ; |'

Remarques :
- La zone inter-contacts définie dans ce paragraphe (cf. le schéma qui suit) est une zone

inter-contacts "étendue” (si on se réfere a la zone inter-contacts définie pour le maillage mobile).
- En toute rigueur, l'arc électrique n'est pas axisymétrique. En effet, le gaz est plongé dans un
champ magnétique qui a pour effet de faire tourner l'arc électrique. Pourtant dans notre
modélisation il l'est nécessairement. On suppose alors qu'il est cylindrique plein, et par
conséquent le centre (c'est a dire la zone la plus chaude) de cet arc est situé sur l'axe de symétrie
- Dans la pratique il est possible que la zone de gaz située dans les tuyeres soit assez chaude pour
étre conductrice. Pourtant, on suppose que le courant électrique ne traverse que la zone
inter-contacts (car c'est 1a que la résistance €lectrique est la plus faible). Le terme de dissipation
par effet Joule n'existe donc que dans cette zone inter-contacts.
11 faut donc noter qu'implicitement on a distingué deux zones dans l'arc électrique (arc électrique:
zone ou le gaz est conducteur) :

- une zone traversée par le courant (qu'on suppose étre dans la zone inter-contacts)

- une zone conductrice, mais ne conduisant plus le courant (zone trés chaude, mais située hors
de la zone inter-contatcs).
On est obligé de distinguer ces deux zones (ce qui consiste en fait 2 maintenir I'arc électrique
dans la zone inter-contacts), car les équations traduisant les phénomenes "d'accrochage" de l'arc
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€lectrique aux contacts n'ont pas été prises en compte.

Le sens passant du courant est donc toujours parallele a 1'axe de symétrie de la géométrie. Aussi,
sur toute droite appartenant a la zone inter-contacts et perpendiculaire A I'axe de symétrie, le
champ électrique est constant.

volume amont

zone remplie de gaz

AT

tuyére

zone inter-contacts "étendue"

arc électrique

Dans la suite, on appelle section de la zone inter-contacts, un domaine ot le champ é€lectrique
est constant.

Remarque : toute droite appartenant 2 la zone inter-contacts et perpendiculaire A I'axe de symétrie
est donc une section.

De méme, on appelle section discréte de la zone inter-contatcs, un domaine du maillage ainsi
défini :

- la largeur (la largeur étant définie selon I'axe de symétrie) de ce domaine est composé d'une
seule maille

- la hauteur (perpendiculaire a I'axe de symétrie) de ce domaine est égale 2 la hauteur de la

zone inter-contacts.
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Afin de pouvoir définir ces sections discrétes sans problémes, on suppose dans la suite que le
maillage de la zone inter-contacts est cartésien.

4 zone inter-contacts
ket les traits
: : . : -oo;"oc:o'..-:..- pointillés
RO ceedeenas? X R représemen[le
: : : B T mai]]agc
. arc électrique
' /
\{
Définition d'une section discréte
Remarques :

- le champ électrique est constant au centre des maille d'une méme section discréte

- une section discrete Sq, peut alors étre définie (comme un pavé de IRZ) a l'aide de 3 réels x1, x2
et R tels que :

So =1[x1;x21x[0;Rg]

Le terme source, dont le calcul est développé dans les deux paragraphes suivants, n'est défini
que pour les mailles appartenant a une des sections de la zone inter-contacts (sur le schéma
ci-dessus 5 sections sont définies dans la zone inter-contacts).

42 T e dissipati ffet_Joul

Soit Sq est une section discrete de I'arc définie par x1, x2 et Rq :
So =[x1;x21x[0;Rp]

On cherche a calculer le terme de dissipation par effet Joule en chaque point de cette section. Ce
terme s'écrit (cf. partie 1, § 2-2) :
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\ i (1)
Djoule ( Mo )=o0 (Po’ To)

o (P(M), T(M)) ds

(7]

(o]

Connaissant les distributions de température et de pression a un instant t, on sait évaluer la
conductibilité o en tout point du maillage.

Soit Cy, la conductance de la section discréte S, :

C = o (P(M), T(M)) ds
SO

L'intégrale définissant cette conductance ne doit pas étre considérée comme une intégrale
surfacique, mais comme une intégrale curviligne le long de la section (qui est ne I'oublions pas
une section axisymétrique). Sur chaque section, les calculs sont identiques a ceux effectués en

1-D. En un point My (de température T et de pression Py) de la section Sy, le terme de

dissipation par effet Joule s'écrit donc :

. 2
: (')] (4-2)

DJouIc(Mo) = o.(Po’ To)‘[c_o

4-3 Terme de ravonnement

On cherche A résoudre les équations du rayonnement sur chaque section discréte Sg,. Soit N le

nombre de sections de la zones inter-contacts : on se raméne a N résolutions distinctes
du probléme monodimensionnel radial .

Considérons donc une section Sg, (Sg = [x] ; x2] x [0 ; Rp]). D'apres ce qu'on a vu pour le 1-D,
les équations de conservation du rayonnement s'écrivent alors (systtme monodimensionnel radial

dont les coefficients d'émission ey et d'absorption K,, sont déterminés par les conditions de

température sur la section Sg) :

Trouver le flux de rayonnement FR,, (vecteur de R donc scalaire, puisqu'on se raméne 2 une

étude monodimensionnelle) et l'intensité de rayonnement J,, (scalaire) tels que :
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[ 0 (r.FRv)
T = 41tr(8v-KvJv)
3 ; sur [0; Rl
‘- .2 KF
i -5; - 47 v Rv
avec les conditions aux limites:
FRV =0 en r=0  (surlaxede symétrie)
2
n N .
FRV = —2—Jv en r=R (alaparoi)

Les conditions aux limites signifient que :
1- le flux de rayonnement est nul sur I'axe de symétrie (on suppose en effet que le centre de
l'arc est situé sur I'axe de symétrie; c'est la meilleure hypothése en 2-D).
2- l'intensité de rayonnement est nulle a la paroi, toute 1'énergie étant réfléchie (cf 1-D).

Comme en 1-D, on limite I'étude a un nombre de plages de fréquence Nfréq (dans la pratique
Nfréq =2 2 4). En effet, on ne tient compte que des bandes de fréquence pour lesquelles le gaz a

des propriétés d'émission ou d'absorption trés caractéristiques. Sur chaque section discréte S,

le systéme global a résoudre s'écrit alors :

trouver FR; et Jj (i = 1, Nfrgq) sur [0, Ro] tels que :

([ 0 (r.Fg)
T = 41tr(£i-KiJi)
al. 3 sur [0; Ry]
1
o ;‘1‘[ K; Fg;
. L. pour i=1,Np, 4-3)
Conditions aux limites: 9
Fpi =0 en r=0
2
T
Fgi = —2—1i en r=R, (ala paroi)

le terme de flux de rayonnement global s'écrivant alors :
Nfreq

FR=2FRi \

i=1
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5 - Résultats numériques
5-1 Tube & choc 2D plan (Chévrier-Galley [2])

On considere un tube rempli de gaz parfait, d'une longueur de 100 m et d'une hauteur de 5 m
cloisonné en son centre (en x= 50 m).

5m

100 m

Dans la partie "gauche" du tube (région 1) les conditions initiales sont les suivantes :

vitessedugaz : 0. m/s
densité¢  : 12 kg/m3
pression : 106 Pa

Dans la partie "droite" du tube (région 2) les conditions initiales sont les suivantes :

vitessedugaz : 0. m/s
densit¢  : 1.2 kg/m3
pression : 105 Pa

A l'instant t = 0 s, on retire la cloison centrale. On observe alors I'expansion de trois ondes,
une onde de détente, une discontinuité de contact et une onde de choc dont on sait calculer les
expressions analytiques (grice aux relations de Rankine et Hugoniot, cf [Gilquin]).

Les résultats fournis sont & t = 0.06 s. On compare les résultats obtenus sur différents

maillages avec le schéma de Van Leer présenté ci-dessus et le schéma de Godounov d'ordre 1 en
espace (pour lequel aucun calcul de pentes n'est fait).

2D Résultats numériques
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Maillages : (seule la moitié du maillage est représentée)

Mesh with 500 squares

Mesh with 592 quadrilaterals

Mesh with 520 triangles

s

umériques
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Pressions (schéma de Van Leer seul) :
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5-2 Tube a choc 2D plan : convergence

On considére un tube rempli de gaz parfait, d'une longueur L de 30 m (selon l'axe des x) et
d'une hauteur de 1.5 m cloisonné en son centre (en x= 15 m).

Dans la partie "gauche" du tube (région 1) les conditions initiales sont les suivantes :
vitessedugaz : 0. m/s
densité : 1kg/m3
pression : 103 Pa

Dans la partie "droite” du tube (région 2) les conditions initiales sont les suivantes :
vitessedugaz : 0. m/s
densité  : 0.125 kg/m3
pression : 104 Pa

A l'instant t = 0 s, on retire la cloison centrale. Les résultats fournis sont a t = 0.0221 s.

On compare les résultats obtenus sur différents maillages :
- maillage 10x 5 (M1)
- maillage 30x 5 (M2)
- maillage 100 x 5 (M3)
- maillage 300 x 5 (M4).

et avec différentes méthodes :
- Godounov d'ordre 1 avec solveur de Roe (GR)
- Godounov d'ordre 1 avec solveur de Colella (GC)
- Godounov d'ordre 2 (Van Leer) avec solveur de Roe (VLR)
- Godounov d'ordre 2 (Van Leer) avec solveur de Colella (VLC).

Les résultats obtenus sont comparés avec la solution exacte. La norme L} de l'erreur est

calculée dans chaque cas (sur une coupe selon I'axe des x du maillage) :

L

N
E= J Ip- Pexact ldx = El I P~ pexacl(xi)l'h
0

si N est le nombre de mailles dans la longueur, h = 1 /N, x; = ih et pj la solution obtenue par le
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Tableau de convergence :
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GR GC VLR VLC
M1 0.29 0.30 0.12 0.090
M2 0.08 0.08 -0.23 -0.24
M3 -030 | -030 | -079 | -083
M4 -0.55 | -0.55 - 0.96 - 0.98

Calcul sur différents maillages avec différentes méthodes de log (E)

r nvergen

Van Leer Roe

Van Leer Colella

Godounov Roe

Godounov Colella

0.0

c+
S
o0

log(h)
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Conclusion :

On voit, d'apres les courbes de convergence ci-dessus, que les méthodes de "Godounov du
premier ordre en espace” et de "Godounov du second ordre en espace” (Van Leer) sont deux
méthodes d'ordre 1 en espace dés que la solution présente des discontinuités.

Cependant, il reste intéressant d'utiliser le schéma de Van Leer. En effet, les temps de calcul
obtenus avec les maillages M2 et M3 sont les suivants :

GR GC VLR VLC
M2 28 ” 51 " 33 " 58 "
M3 78" 171" 99 194 "

Sion note "rapport” le quotient ainsi défini :

CPU
précision

rapport =

et qu'on le compare avec les différentes méthodes on obtient (on choisit les rapports obtenus
pour une précision donnée similaire, a savoir celle obtenue avec M3 pour Godounov et celle
obtenue abec M2 pour Van Leer) :

rapport (GR) =260

rapport (VLR) =143
et

rapport (GC) =570

rapport (VLC) =241

1l apparait donc qu'avec le schéma de Roe, la méthode de Godounov est 1.82 fois plus cheére
que celle de Van Leer, et qu'avec le schéma de Colella, la méthode de Godounov est 2.36 fois
plus chere que celle de Van Leer. Il faut noter de plus que ces évaluations sont
monodimensionnelles (I'écoulement est monodimensionnel et on ne raffine le maillage que
dans le sens de 1'écoulement). Pour un probléme vraiment bidimensionnel, on peut s'attendre a
des rapports plus importants (de l'ordre du carré de ceux obtenus ici).
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5-3 Probléme meode¢le "vraiment" bidimensionnel (Chévrier-Galley [2])

On consideére un plan carré (de dimension 140 x 140 m, cf. figure ci-dessous) avec deux
sous-domaines : une aire carrée centrale (hachurée de dimensions 40 x 40 m), et son aire
complémentaire (ombrée), toutes deux remplies de gaz parfait (air).

section
diagonale

L section
médiane

Y

Sur l'aire hachurée (carré intérieur) les conditions initiales sont les suivantes:
vitesse : ) m/s  densité : 12 kg/m3 pression : 106 Pa.

Sur l'aire ombrée les conditions initiales sont les suivantes :
vitesse : 0 m/s densité : 1.2 kg/m3  pression : 105 Pa.

On compare les solutions obtenues a t = 0.05 s. Les calculs ont été effectués a 'aide du schéma
de Van Leer décrit ci-dessus, avec trois maillages différents :

1. maillage composé de 3600 carrés identiques (temps CPU : 10 mn 09 s)
2. maillage composé de 3600 quadrangles quelconques (temps CPU : 11 mn 34 s)
3. maillage composé de 3834 triangles quelconques (temps CPU : 13 mn 37 s).

Chacune des solutions est présentée le long de deux sections :
a. une section médiane.
b. une section diagonale

Un calcul effectué sur un maillage trés fin comportant 9216 carrés permet d'obtenir une meilleure
approximation de la solution exacte, et est utilisé comme "solution de référence".
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Densités (schéma de Van Leer) :

Median section :

4

10.2888 -12.838

Density (kg/n3)
S ?201 7 ZSSS
Pooall

0.1420 2.?8!2

T ] L]
-10.8 l;.O 36.4 60.0 83.6 107.2 130.8
abscissa on median

Diagonal section :

? 10.2979 12.‘836
L

7.7590

Density (kg/n3)
5.2200

0.1421 2.?0] 1

T
-10.8 12.8 5.1 60.0 83.6 107.2 130.8
abscissa on diogonal

7 : reference solution

O : solution obtained with mesh 1 (squares)
<Q : solution obtained with mesh 2 (quadrilaterals)
A : solution obtained with mesh 3 (triangles).
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Vitesses (schéma de Van Leer) :

Median section :

2171. 439  316.492

i

178.33%

i

109.334

Norm of the velocity (n)sl

-28.772 40l281

-10.8 12.8 3.4 60.0 3.6 107.2
abscissa on medion

Diagonal section :

-]

i I

199.11S  276.192 353.269

122.038

Y

Norm of the velocity (m/s)

-32.115 44.962

1
130.8

.

T L
-10.8 12.8 ) 60.0 83.6 107.2
abscissa on diogonal

7 : reference solution

O : solution obtained with mesh 1 (squares)
Q : solution obtained with mesh 2 (quadrilaterals)
A : solution obtained with mesh 3 (triangles).
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Pressions (schéma de Van Leer) :

Median section :

«10*
10.6192

B.?ZOS 10.
D,

6.4218

i

Pressure (Pal
4.323)

0.1256 2.2243

T

1
-10.8 12.8 6.4 §0.0 83.6 107.2 130.8
abscissa on medion

Diagonal section :

J

x10°
i 0.?!5! 10.6220

6.4103

1

Pressure (Pal
4.3044

0.0527 2.196S

e Ny W—

1
60.0 130.8

-10.8 12.8 .4
abscissa on diagonal

7 : reference solution

O : solution obtained with mesh 1 (squares)
Q : solution obtained with'mesh 2 (quadrilaterals)
A : solution obtained with mesh 3 (triangles).
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5-4 Détente par pistonnage

On considere un piston d'une longueur de 50 m et rempli de gaz parfait. Il s'ouvre A une vitesse
de 200 m/s.

paroi instant final paroi instant initial

'X

Les conditions initiales du gaz sont:

- densité : 1 kg/m3
- vitesse : 0 m/s
-pression : 105 Pa

A t =0 la fronti¢re imperméable mobile commence son mouvement, et on compare les résultats
obtenus a t = 0.1 s avec une solution analytique d'un probléme approché (on résout pour cela
analytiquement un demi probléme de Riemann en supposant que I'état de la solution sur la
frontiere et I'état de la solution 2 droite de la frontiére sont séparés par un choc, cf. partie 2,
paragraphe 3, annexe 2 ).

Cet exemple numérique met en évidence la validité de la formulation espace-temps (c'est a dire du
schéma avec maillage mobile).

2D Résultats numériques
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Pressions :
. DETENTE PAR PISTONNAGE
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5-4 Ecoulements froids d lisioncteur : . lcul / expéri

\
Les calculs ont €t effectués sur un prototype de disjoncteur a auto-expansion (cf. introduction de
la Partie 1).

Les écoulements simulés sont supposés froids et non visqueux (équations d'Euler, loi des gaz
parfaits). L'intérét de cette simulation (qui, ne tenant pas compte de I'arc électrique, est éloignée
du probleéme initial) réside en la comparaison de calculs avec des expériences. En effet, des
expériences ont été faites sur des écoulements de gaz froids (SF6 ou air) (Favre-Marinet [1]).
Les conditions expérimentales sont les suivantes :

- on distingue deux zones : le volume amont (ou volume d'expansion) et le volume aval
(tuyeres et échappements). Ces deux volumes sont initialement séparés par les contacts
électriques qui sont alors fermés.

- les conditions initiales sont les suivantes :

volume amont: P = 3.105 Pa, T = 300 K, vitesse nulle
volume aval : P=1.105 Pa, T = 300 K, vitesse nulle

- 4 l'instant t = 0's, on ouvre les contatcs 2 une vitesse donnée. On observe alors 1'expansion
d'ondes de choc (le probléme décrit ci-dessus est celui du tube A choc dans une géométrie de
disjoncteur) dans le volume aval.

La comparaison calcul / expérience se fait de la fagon suivante :

- comparaison de I'évolution de la pression au cours du temps (durant les 20 premiéres ms) en
un point du volume amont.

- comparaison du profil des vitesses A un instant donné (5 ms) dans la zone inter-contatcs.
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Maillage :

x10*
3.0

2.0

Pressure (Pa)
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COMPUTED SOLUTION
: EXPERIMENTS

FULL LINE :
DOTED LINE

0.000

0.00S
Time (s)

] L]
0.010 0.015

Comparaison de la pression dans le volume amont (x =-0.002, y =0.032)

41
o y A CROSSES : COMPUTED SOLUTION
&7 TRIANGLES : EXPERIMENTS
so] x
5.—
s
22, A
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Q
” 0.015 0.025 0.035

Radius (s)

Comparaison des vitesses dans la zone inter-contacts (coupe a t = 4.5 ms)
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5-6 Application industriell
Il s'agit d'une étude menée chez Merlin Gerin au cours du développement d'un produit.

Cette €tude met en évidence l'intérét des maillages constitués de triangles lorsque la géométrie de
la piece est compliquée. L'utilisation de mailleurs automatiques (aujourd'hui trés performants
lorsqu'il faut mailler avec des triangles) permet en effet de réduire considérablement le
temps nécessaire pour faire le maillage.

Contexte industriel : il s'agit d'étudier I'évolution des grandeurs physiques (pression, vitesse,
densité, température) a l'intérieur d'un interrupteur. La présence d'arc électrique (non simulé)

induit une température importante. L'étude a donc été menée avec un gaz réel.

Conditions initiales :

zone 1 zone 2 zone 3
pression : 1 atm pression : 2 atm pression : 2 atm
température : 300 K température : 600K température : 3500 K

On présente ci-dessous le maillage d'une des configuration étudiée et des résultats des champ de
vitesse aprés 5 ms.

2D Résultats numériques
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Champ des vitessesa t = 5 ms
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Les calculs ont été effectués sur un prototype de disjoncteur 2 auto-expansion (cf. introduction de
la Partie 1).

Les conditions expérimentales sont les suivantes :

- on distingue deux zones : le volume amont (ou volume d'expansion) et le volume aval
(tuyeres et échappements). Ces deux volumes sont initialement séparés par les contacts
électriques qui sont alors fermés.

- les conditions initiales sont les suivantes : identiques dans chaque zone

volume amont: P =1.105 Pa, T = 300 K, vitesse nulle
volume aval : P=1.105 Pa, T = 300 K, vitesse nulle

- a l'instant t = 0's, on ouvre les contatcs a une vitesse donnée. Apparait alors un arc
électrique entre les contacts du disjoncteur (cet arc est amorcé par une Gaussienne de puissance
centrée sur I'axe de symétrie, comme cela a aussi été fait en dimension 1, cf partie 2, paragraphe
5).

- le courant électrique est le suivant :

I =1, sin (wt + ¢) avec I =6.7 kA, w =61 Hz et ¢ = 0.5 rad.
- rayonnement (cf. Partie 2, § 5) : 20 % de mince, 60 % de bande 1, 20 % de bande 2

Résultats numériques présentés :
- Grice a des mesures expérimentales (Girard [3]), une comparaison de 1'évolution de la

température au cours du temps (durant la demi période de courant) au centre de I'arc électrique et
une comparaison de la montée en pression dans le volume amont ont pu étre faites.

- Sont également présentés, 'évolution de la pression dans le volume amont et I'évolution de
la vitesse dans les tuyéres (qui sont les contacts creux du disjoncteur).
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entree tuyere
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Vitesse dans les tuyeres

Conclusion : les résultats obtenus sont extrémement encourageants. On retrouve en effet les bons
ordres de grandeurs (vitesse du gaz dans les tuyeres) et lorsqu'est donnée la possibilité
d'effectuer des comparaisons entre mesures et calculs, il y a une trés bonne adéquation
(température de l'arc et montée en pression du volume amont).
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6 - Impl ntation

Le développement de l'ensemble du logiciel a été réalisé avec Hervé Galley (ingénieur chez
Merlin Gerin) .

Deux stagiaires nous ont aidés & montrer la faisabilité de points particuliers (maillage mobile et
mise au point de Van Leer).

Deux points particuli¢rement importants (architecture et qualité du logiciel) sont exposés
ci-dessous :

61 Architect u_logiciel

L'architecture du logiciel a été définie avec une méthode de conception orientée par les
données (Galley [2]) et 'utilisation de la notion de "package".

Pourquoi avoir choisi une orientation par les données ? Parce qu'elles sont stables dans le temps.
En effet les données, c'est & dire par exemple les nceuds, arétes et éléments d'un maillage, les
variables physiques en mécanique des fluides (densité, vitesse, énergie, température, pression...)
n'évoluent guere au cours de la vie du logiciel. Par contre, les traitements appliqués 2 ces
données peuvent totalement varier (changement de méthode numérique, rajout de nouvelles
fonctionnalités...). Un maillage sera toujours un maillage, décrit en termes de nceuds, d'arétes,
d'éléments; par contre il y a de nombreuses fagons de l'exploiter : méthodes de Volumes Finis,
d'’Eléments Finis, de Différences Finies...

La premiére étape de la méthode de conception définie pour ce projet a consisté a identifier les
données et a les regrouper en unités de données en utilisant des critéres de cohésion
(regrouper les données traitant du méme sujet) et de masquage d'information (ne pas mettre trop
de données dans chaque unité de données). :

Chaquc unité de données est un fichier source (COMMON Fortran) inclus (par la directive
fortran INCLUDE) dans les sous programmes qui ont besoin d'accéder i ces données.

2D Implémentation



213

La seconde €tape a consisté a identifier les traitements et 2 les regrouper en packages en utilisant
des criteres de cohésion.

package

Un package est un module auto-suffisant car il contient ses tests unitaires, ce qui permet de tester
le package de fagon autonome. Chaque package est un fichier source contenant une collection de
sous-programmes traitant du méme sujet, et un sous-programme servant a tester le package.

La troisi¢me €tape a consisté a déterminer quels packages voient quelles unités de données (par
exemple l'unité de programme traitant les équations du rayonnement voit les unités de données
telles que les variables physiques, le maillage). Les unités de données utiles a un seul package
deviennent privées (les autres packages ne peuvent pas y accéder).

La méthode a pas fractionnaires utilisée est particulierement bien adaptée a cette
architecture. En effet, on a pu, séparer en différents packages la résolution des différents
problemes physiques (convection, diffusion, rayonnement...).

Si le développement incrémental du programme (autorisé par la méthode numérique utilisée)
s'est bien déroulé, c'est que l'architecture ainsi congue était vraiment évolutive.

¢

La figure ci-dessous met en évidence des exemples d'évolution faciles i envisager :

- utiliser une autre méthode numérique pour un package

- rajouter une donnée dans une unité de données

- rajouter de la physique, donc une unité de programme

- réutiliser certaines unités de programme pour un autre projet.

2D Implémentation
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Le logiciel NS2 est construit comme suit :

\

conditions
initiales

options variables
physiques

maillage

NS2

diffusion convection

fonctions .
terme source ——.I thermo maillage

rayonnement effet Joule - autres...

62 OQualité du logiciel

Comme cela a déja été mentionné, le but était d'obtenir un logiciel apte a I'utilisation
industrielle.
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Plusieurs critéres de qualité ont donc été utilisés :

Qualité "externe" :

- satisfaction des besoins des utilisateurs potentiels (nous avons été fréquemment en contact
avec les physiciens)

- facilit€ d'utilisation (interfagage avec un pré-processeur du commerce)

- réduction du nombre d'erreurs de programmation grace a la définition d'une norme Fortran
(Galley [1]), et grace a des revues systématiques de code.

Qualité "interne" :

- maintenabilité, obtenue grice a une architecture évolutive, un code lisible et autodocumenté et
des tests unitaires intégrés a chaque package

- ouverture sur l'extérieur (interfagage aisé avec d'autres pré- ou post-processeurs).

Nous avons choisi, pour chaque package, d'obtenir un niveau de qualité trés élevé avant de
passer a la réalisation du prochain package. En d'autres termes, nous nous sommes fixés
d'atteindre le niveau de qualité requis du premier coup (en fait, sitdt que la faisabilité numérique
avait €té établie). Cette stratégie qui peut paraitre pénalisante (en temps de développement) a court
terme, s'est avérée extrémement efficace. Par exemple, le package "rayonnement” n'a été écrit
qu'une fois, mais est utilisé dans trois programmes différents (méthode d'éléments finis de
Johnson 1-D, méthode a pas fractionnaires 1-D et méthode a pas fractionnaires 2-D).
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Conclusion

Conclusion
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La faisabilité de la méthode d'éléments finis proposée par Hughes et Johnson avec des gaz
réels a été mise en évidence. Les résultats sont d'une fagon générale meilleurs que ceux obtenus
par la méthode a pas fractionnaires lorsque le demi-pas de convection est discrétis€ a 1'aide d'un
schéma de Godounov d'ordre 1 en espace, mais moins bons lorsque le demi-pas de convection
est discrétisé a 1'aide d'un schéma de Godounov d'ordre 2. Ceci traduit l'importance de bien
résoudre les équations de la dynamique des gaz compressibles (qui ne représentent pourtant
qu'une partie du probléme général) et de modéliser au mieux les ondes de choc et les
discontinuités dans ce genre de problemes. En particulier, le front de I'arc électrique ressemble
beaucoup a une discontinuité de contact. Une bonne qualité de la modélisation de ces
discontinuités de contacts assure donc une bonne modélisation de ce front. La méthode
d'éléments finis est par contre beaucoup plus onéreuse en temps de calcul. En fait, c'est une
méthode implicite précise, mais les fortes variations des coefficients thermodynamiques en
fonction de la température ne peuvent étre prises en compte qu'avec de tres petits pas de temps.
Les performances de la méthode sont donc ici affaiblies par la trop grande non-linéarité des
équations.

En dimension 2, 1a méthode a pas fractionnaires est particulieérement agréable car elle permet de
séparer les traitements du systéme hyperbolique non linéaire des équations d'Euler, et de
I'équation de la chaleur instationnaire. Les schémas volumes finis traduisent les lois
fondamentales de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1'énergie. De plus
ils sont simples a implémenter (la mise au point étant cependant souvent délicate), trés précis
(c'est également vrai sur des maillages non structurés) et économes en temps de calcul (les
schémas proposés étant explicites).

Les résultats obtenus sont trés encourageants lorsqu'on les compare aux mesures expérimentales.
Les approximations effectuées lors de la modélisation du probléeme physique (probleme
bidimensionnel axisymétrique, gaz non visqueux et modélisation simplifiée de 1'arc électrique)
semblent donc opportunes. Le role trés important joué par le rayonnement a été mis en évidence.

Le code a été testé et validé sur des disjoncteurs a auto-expansion. Il semble cependant nécessaire
de continuer a le valider sur d'autres types d'appareils. En effet, plus de pratique permettra de
savoir comment l'utiliser au mieux lors de la conception de vrais disjoncteurs.

Certains phénomenes physiques intervenant lors de la coupure ne sont actuellement pas pris en
compte. Par exemple il n'est pas question de 1'accrochage de I'arc électrique aux électrodes, qui
semble pourtant un des problémes clé. Tenir compte de ce phénomeéne demande un nouvel effort
de modélisation (mathématique et numérique) et le passage au tridimensionnel.
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Le code actuel est utilisable industriellement d&s aujourd'hui. Il représente une base saine pour
les développements futurs qui inclueront plus de physique et est en grande partie réutilisable pour
modéliser un probléme physique proche tel que celui de 'arc électrique dans les disjoncteurs
basse-tension.

Conclusion
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Résumé

On simule I'écoulement de gaz avec arc €lectrique au moment d'une
interruption du courant dans un disjoncteur haute ou moyenne tension. Les
équations de Navier Stokes compressible sont résolues pour un gaz réel non
visqueux. L'arc électrique est du gaz chaud et conducteur. Le rayonnement
est pris en compte. L'équation d'état et les propriétés du gaz sont tabulées.
On présente une analyse du probléme physique et des équations a résoudre.
Deux modélisations numériques unidimensionnelles, par une méthode
d'éléments finis (avec upwind et capture de choc) et par une méthode a pas
fractionnaires séparant le traitement des phénomeénes de diffusion et de
convection, ont été implémentées. Elles ont permis d'affiner le modéle et de
mettre en €évidence l'importance du rayonnement. La derniére partie est
relative au développement d'un code de calcul industriel 2D plan ou
axisymétrique. Seule la méthode A pas fractionnaires a été implémentée. Le

code permet de résoudre le probléme sur des maillages non structurés et

mobiles. Des tests numériques valident les schémas mis en ceuvre.,

Mots clés

- disjoncteur - arc électrique - Navier Stokes compressible -
- gaz réels - éléments finis - volumes finis -

- rayonnement - maillages non structurés -



	00000001.tif
	00000002.tif
	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000008.tif
	00000009.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000c.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000g.tif
	0000000h.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000l.tif
	0000000m.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000v.tif
	0000000w.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001d.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000001n.tif
	0000001o.tif
	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001t.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002c.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000055.tif
	00000056.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005a.tif
	0000005b.tif
	0000005c.tif
	0000005d.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005g.tif
	0000005h.tif
	0000005i.tif
	0000005j.tif
	0000005k.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000005n.tif
	0000005o.tif
	0000005p.tif
	0000005q.tif
	0000005r.tif
	0000005t.tif
	0000005u.tif
	0000005v.tif
	0000005w.tif
	0000005x.tif
	0000005y.tif
	0000005z.tif
	00000060.tif
	00000061.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000064.tif
	00000065.tif
	00000066.tif
	00000067.tif
	00000068.tif
	00000069.tif
	0000006a.tif
	0000006b.tif
	0000006c.tif
	0000006d.tif
	0000006e.tif
	0000006f.tif
	0000006g.tif
	0000006h.tif
	0000006i.tif
	0000006j.tif
	0000006k.tif
	0000006l.tif
	0000006m.tif
	0000006n.tif
	0000006o.tif
	0000006p.tif
	0000006q.tif
	0000006r.tif
	0000006s.tif
	0000006t.tif
	0000006u.tif
	0000006v.tif
	0000006w.tif
	0000006x.tif



