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INTRODUCTION :

L'apparition des syst¢émes de Calcul Formel permettant d'effectuer sur ordinateur des
calculs algébriques sur des polyndmes a suscité un regain d'interét pour des méthodes
trop longues pour €tre menées a bien a la main. C'est le cas pour l'outil que représente les
bases de Grobner et qui nous intéresse dans cette thése.

Ce travail est composé de trois parties :

e« La premicre partie consiste en une présentation théorique des bases de Grobner.
Cette présentation se veut accessible & des non-spécialistes et permet de se familiariser
avec le mécanisme de I'algorithme de calcul des bases de Grobner. Les notions de base
essentielles a cette approche sont présentées. L'importance du choix de l'ordre est
précisée et les critéres utilis€s par Buchberger [Buchberger79] sont donnés et une étude
bibliographique des résultats de complexité est faite.

Comme exemple d'utilisation on présente la résolution de systemes d'équations non
linéaires dans le cas ou I'ensemble des racines cherchées est fini.

Afin de mettre en évidence les propriétés des bases de Grobner on utilise les systémes de
calcul formel Reduce, Maple et Macsyma. On donne 2 cette occasion les performances
obtenues sur ces systémes pour quelques exemples.

««« La deuxiéme partie présente des applications des bases de Grobner lorsque le corps
de base est IF,. On se limite aux cas simples du calcul propositionnel et de la preuve de
circuits combinatoires.

Le premier chapitre de cette partie est constitué de pré.iminaires destinés 2 mettre en place
le formalisme sur IF, utilisé par la suite.

Le deuxieme chapitre établit le lien existant entre les problemes de logique et les bases de
Grobner et sert de présentation 2 la transformation de Stone[Stone36] et aux bases de
Grobner dans IF[x,...x,].

Le troisieme chapitre correspond a 'utilisation de bases de Grobner en preuve formelle de
circuits. Pour des raisons de simplification on se limite aux cas des circuits
combinatoires.On utilise ici les bases de Grébner sur des circuits combinatoires simples
puis on hiérarchise les circuits pour éviter l'introduction de beaucoup de variables
intermédiaires. On présente alors un algorithme de preuve de circuits.

La comparaison des méthodes existantes et de la méthodes proposée est difficile car il
n'existe pas de résultats satisfaisants sur la complexité des algorithmes de calcul de bases
de Grobner, que ce soit dans le cadre général ou dans le cadre des bases de Grobner
booléennes [ Stillmann89]. La pratique montre en effet que 1'on se situe trés loin de la
complexit€ théorique. De plus l'algorithme des bases de Grébner fournit toujours une
solution ce qui n'est pas forcément le cas des méthodes de compilation canonique.

-+« La demniére partie concerne I'implantation d'algor ithmes séquentiels et parallgles.

Le premier chapitre de cette partie est consacré a la mise en place de la notion de base de
Grobner booléenne et des structures utilisées dans les algorithmes. On montre comment a
partir de polyndémes booléens on construit une famille booléenne qui compose en partie
une base de Grobner de IF;[x,...x,,].

Il nous est paru souhaitable de séparer les problemes qui se posent lors du calcul d'une
base de Grobner. Dans une premiére étape on s'affranchit des contraintes liées au
grossissement des coefficients et a la multiplicité des mondmes en travaillant avec des
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polyndmes booléens. On signale que les algorithmes sont généralisables au cas des
polynomes a coefficients rationnels.

On construit un algorithme séquentiel adapté au cas de¢s polyndmes booléens. Hormis une
étude des structures de bases, la comparaison de dive:rses méthodes de réduction met en
évidence les problémes de temps de calcul et de taille 1 :émoire.

Les deux derniers chapitres présentent deux méthodes de parallélisation :

- la premiére utilise un anneau de processeurs. Cette méthode se situe a un niveau de
parallélisation assez bas : les tiches indépendantes sont exécutées en parallele. On effectue
une étude qualitative et quantitative de cette premiére méthode.

- la deuxiéme méthode se situe a un niveau de parallélisme différent : on calcule en
paralléle des sous-bases de Grobner et I'on regroupe les résultats. On utilise pour cela une
topologie d'hypercube. On obtient en fin d'algorithme la base de Grobner minimale
calculée de différentes maniéres suivant la répartition des sous-bases intermédiaires.

Pour cet algorithme des résultats quantitatifs et qualitatifs sont donnés. On conclut par une
comparaison de ces deux algorithmes.

Nous soulignons l'influence de la répartition des données sur le temps d'exécution. On
présente une méthode originale de répartition des polynomes basée sur la recherche de
chemins de longueurs données dans un graphe orienté. Cette répartition nous permet
d'obtenir des résultats interprétables et de conclure sw les différents algorithmes.
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INTRODUCTION

Le but de cette partie est essentiellement de faire comprendre ce que sont les bases de
Grobner a des lecteurs non spécialistes de la question sans toutefois rester vague ou
oublier la rigueur mathématique.

Dans un premier chapitre, seront présentés des algorithmes classiques tels que celui
d’Euclide et celui de Gauss. Il n'est bien évidemment pas question ici de les approfondir,
mais d'en comprendre le principe afin de construire, suivant un mécanisme analogue, des
algorithmes qui nous conduiront a la notion de base de Grobner.

Il existe plus d'une fagon de présenter la notion de base de Grobner. Représentation d'un
idéal, régles de réécriture, généralisation de 1'algorithme de Gauss, de celui d'Euclide ; les
facettes sont multiples. On tachera de les aborder toutes, mais on en gardera une comme
fil conducteur, dont nous tragons ici les grandes lignes.

L'algorithme d'Euclide permet de déterminer le PGCD de polyndmes 2 une variable et

fournit un test simple et efficace d'appartenance d'un polyndme 2 un idéal de Q[ x]. II se
généralise au cas des polyndmes a plusieurs variables. On obtient alors deux algorithmes
sans lesquels peu de choses seraient calculables lorsque I'on manipule des polynémes a
plusieurs variables.

Le premier algorithme, dit division d'Hironaka (1964) introduit une division "cohérente"
entre polyndmes 2 plusieurs variables. Pour cela il procéde 4 une généralisation de la
notion essentielle de degré en utilisant une relation d'ordre total sur IN», Le choix de cette
relation dépend de l'information désirée sur les polyndmes traités.

Cependant, le résultat de cette division ne permet pas i lui seul de savoir simplement si un
polynéme appartient ou non a un idéal donné. Le second algorithme dit de Buchberger
(1970) introduit la notion de base de Grobner d'un idéal et permet de répondre 2 cette
question. A partir d'une famille de polyndmes générateurs d'un idéal, il en détermine une
autre mieux adaptée au probléme. La famille obteuue, dite base de Grobner ou base
standard, depend en général de 1'ordre choisi.

Ces deux algorithmes généralisent celui d'Euclide et utilisent de plus une construction
dont Macaulay avait prouvé la validité dés 1927.

Les chapitres qui suivent sont consacrés a la description des algorithmes d'Euclide,
d'Hironaka, de Buchberger et aussi a celle des propriétés essentielles des bases de
Grobner et de certaines de leurs applications.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre a pour objet de mettre en place les notions de base essentielles pour la bonne
compréhension des chapitres qui suivent et de se familiariser avec le mécanisme général
de l'algorithme de calcul de base de Grobner par le biais d'algorithmes plus courants tels
que ceux de Gauss et d'Euclide.

Ce chapitre est inspiré du cours de DEA enseigné par Mme Lejeune-Jalabert [Lejeune85].

I- NOTATIONS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

Dans la suite on note :

. INT'ensemble des entiers naturels,
. K un corps,

- K[xy,....x,] I'anneau des polyndmes a n indéterminées X1,....Xp sur K. Un
polynéme est une somme de mondmes ; un mondme est un produit d'un élément de K et
d'indéterminées.

Un mondme s'écrit :

X* =ag x{'x3%....x8= avec O =(ay, .... ,0t,) € IND et e K

Si on considére p un polyndme de IR[x,y] , p s'écrit :

p=YX%= 2 A(quy, o) XMy o2 avec I une partie de IN2,
¢ (alv az) €l

On introduit également les objets suivants :

« Soit J un sous ensemble de K[Xy,...x5]. I est un idéal de K[x;,....x,] si
i) J est un sous groupe additif de K[xy,....Xp],
ii) J est absorbant pour la multiplication. C'est a dire si
pout tout élementade Jon a:
ape J, pour tout polyndme pe K[xy,....x,] .

En pratique un idéal J n'est pas défini de fagon aussi hermétique : il s'agit la
plus part du temps d'un idéal engendré par une famille F de polyndmes. Comme de plus
une famille “nératrice d'un idéal de K[xy,....x, ] est finie (Hilbert 1888), J est

I'ensemble de: ~ombinaisons linéaires a coefficients jolynomiaux des éléments de F. On
note cet idéal (F).
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Soit F = {py,...pm} une famille de polyndmes. On caractérise f un élément de

(F) par :
m
f= z gipi avec gie K[xj....xq]

Par exemple sur IR[x,y] 1'idéal J engendré par le polynéme (x-1) est
I'ensemble de tous les polyndmes qui s'annulent en 1.

On dit d'un idéal J qu'il est principal s'il existe un élément privilégié f dans J
tel que J soit exactement 1'idéal engendré par f.

. Soit p € K[x1,....Xp], p = Z X%,
On appelle support de p et 1'on note Supp(p) le sous ensemble de IN® défini par :

Supp(p) = { € INn/ ay # 0}

« Pour représenter et manipuler les polyndmes on se fixe un "ordre sur les

mondmes”. On considere IN* muni d'un ordre total que 'on note < (ou >) qui vérifie les
hypothéses (HO) suivantes :

h)Voe N"etVPBe IN\B=0 a<a+p

i)V (o,0) e N\ xIN',VBeIN' oy< e a+B< o+

Par exemple :
dans IR[x,y]
Va=(g,0,)e INXIN,VB=(B1,B2)e INxIN

les ordres suivants sur IN x IN vérifient les conditions (HO) :

l'ordre lexicographique défini par :

a>Bsi  a;>P; ousi a;=P; etoy>Py

l'ordre diagonal (dit aussi ordre lexicographique du degré) défini par :

o> Bsi a; +02> P +B2 ousi o +oap=P1+P2 etoy > B,

ou encore l'ordre lexicographique inverse du degré défini par :

o>Psi o) +0p>PB; +B2 ousi o +a=PB1+B2 etoy < P2
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Exemple :

Soit les couples (5, 2) (2, 2) et (1, 3)
Pour 'ordre lexicographique :
5,2)>2,2)>(,3)

et on écrit P = x5y2 + x2y2 4 xy3,

Pour I'ordre diagonal :
(5,2)>(1,3)>(2,2)

eton écrit P = x3y2 + xy3 + x2y2.

Pour l'ordre lexicographique inverse du degré :
(5,2)>(2,2)>(1,3)

et on écrit P = x3y2 + x2y2 + xy3.

Ici les couples sont rangés de la méme fagon pour l'ordre lexicographique et 'ordre
lexicographique inverse du degré, c'est rarement le cas :

soit par exemple les couples (4,3) et (2,8).

Pour l'ordre lexicographique (4, 3) > 2,8)
(car 4 > 2).

Pour 1'ordre lexicographique inverse du degré (4,3) < (2, 8)
(car2 +8>4 +3),

On associe a un polynéme p les différents objets suivants :

1) Exp(p), 'exposant de p (qui correspond a la notion de degré pour les polyndmes
a une variable), qui est le plus grand €lément de Supp(p) pour I'ordre choisi, c'est a
dire :

Exp(p) = a avec o € supp(p) tel que :

V Be supp(p) a>P aveca = B
Pour les polyndmes p 4 une variable on note deg(p).

ii) Init(p), partie initiale de p, qui correspond 2 la notion de mondme de téte pour les
polyndmes a une variable, c'est a dire :

Init(p) = a,X® avec o = Exp(p) .
Exemple : '
soit p le polyndme p = 7x4y3 + x3y4 + xy + 1
Supp(p) = { (4, 3), (3, 4), (1,1), (0, 0) } et
pour l'ordre lexicographique Exp(p) = (4, 3) et Init(p) = 7x4y3
pour l'ordre diagonal Exp(p) = (3,4 et Init(p) = x3y4
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11 nous arrivera parfois de parler de mondme de téte pour les polyndmes a plusieurs

variables tels que les polyndomes booléens.

On peut représenter les exposants de p sur les graphiques suivants:

w~A

. C1 quadrant déterminé par (4,3)f

M = (5,4) appartient 2 C1 . le
R 3 .. 5 4
mondme x 'y~ divise Xy
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On appelle quadrant déterminé par o la partie de IN? qui contient tous les éléments

de IN" qui s'écrivent & + a avec a € INn,

Un quadrant déterminé par o ne contient pas forcément tous les éléments supérieurs & o.

Sur l'exemple, on peut remarquer que si @ est dans le quadrant déterminé par o

alors X divise X<,

Par la suite, dans les exemples si 1'on ne précise pas l'ordre choisi,
ce sera l'ordre lexicographique.
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II- LES PARTIES STABLES DE IN®, DEFINITIONS-PROPRIETES-
EXEMPLES

Nous présentons ici cet objet essentiel dont les propriétes associées nous permettent de
déduire I'existence et I'unicité d'une base de Grobner.

II-1 Les parties stables

On appelle partie stable de IN* un sous ensemble E de IN®, non vide tel que :

Vee E,VaeIN", e+aeE.

Exemple :
le quadrant déterminé par a est, pour tout ¢, une partie stable de INn,

On a le résultat suivant (que nous ne démontrerons pas) [Lejeune85]:

si E est une partie non vide de IN* alors E est une union finie de
quadrants, c’est a dire il existe un sous ersemble fini F de E tel que :

E=uU (a+IN"

ae F

Sin =1 cela indique que toute partie de IN admet un plus petit élément.

On dit alors que F est une frontiére de E.

Il est clair qu'une partie stable peut avoir plusieurs frontieres. En revanche il n'en
existe qu'une de cardinal minimum.

On appelle cette frontiere privilégiée de E l'escalier de F.

Par exemple :

considérons la partie stable E de IN2, union des 5 quadrants
déterminés respectivement par :

a=@3,4;P=043),v=(,6),8=(,5)

F = {a, B, v, 6 ) est une fronticre de E et E = { q, B,v } en est
I'escalier. On peut représenter E par :
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L

ion canonique

II-2 Partit

polynomes

(p1,--»Pm) une famille de polyn

Soit F
associer, Exp(p;) (avec un ordre fix€). On a alors un ensemble d'éléments de IN® qui nous

fournit une partition de IN" de la fagon suivante :

a Exp(p,) on associe son quadrant c'est a dire la partie stable A,

INm,

a Exp(p,) on associe A, = (Exp(p,) + INn) \ A,

a Exp(p3) on associe A; = (Exp(ps) + INm) \ (A, U A,),

a Exp(py,) on associe A = (Exp(p,,) + IN") \ (U A)) pour i dans {1,..m-1}.

A F on associe la partition A, ..

partition canonique associée a F.

Par exemple :

soient les polyndmes (avec l'ordre lexicographique) :

p; =4x%y3 + 3x2y2+ x2 + 1 ;
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P2=%X3y2+x2y +xy +9y + 8 ;

p3 = 6xy4 + Xy + 9x ;

Ona:
Exp(p;) = x4y3
Exp(p,) = x3y?
Exp(p;) = xy*

On peut alors représenter la partition canonique associée a la famille (p, py, p3 )

o

IN
AI Az A3 D_A_

Remarques :

- la partition canonique associée A une famille dépend de l'ordre choisi sur les
monodmes,

- elle dépend également de l'indexage sur les polyndémes. Les A; sont différents,
mais leur union et A restent les mémes.

Nous allons maintenant nous intéresser aux polyndmes a une variable. Plus
particulierement, nous allons voir ce que deviennent les notions d'idéal et de division pour
ces polyndmes. Nous parlerons également de la technique utilisée dans l'algorithme de
Gauss.

Puis nous généraliserons au cas des polyndmes a plusieurs variables a 1'aide des outils
précédemment introduits.
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III- LE CAS A UNE VARIABLE
II1I-1 Les ideaux de K][x]

Nous avons le résultat fondamental suivant :

Tout idéal de K[x] est principal .

C'est a dire que 1'on peut décrire un idéal engendré par une famille de polyndmes
par un seul polynéme, que 1'on appelle PGCD des pol ynémes de la famille.

Cet élément particulier nous fournit une caractérisation d'un idéal qui permet de
tester de fagon simple si un polynoéme p appartient a cet idéal : il suffit de regarder si p est
multiple de cet élément.

On peut remarquer que le PGCD d'un ensemble de polynémes est défini a un
€lément de K pres.
L'application la plus directe de ce résultat est la suivante :

Si p, et p, sont deux polyndmes et si I'on cherche I'ensemble R des racines

communes a p; et p,, on peut considérer 1'idéal J engendré par p; et p, et en
particulier le polyndme privilégié g qui en est le générateur.

g qui est combinaison linéaire de p; et p, et générateur de J s'annule exactement

sur R et donc R est I'ensemble des racines de g.

De maniére plus générale, trouver les racines communes d'un ensemble de
polyndmes a une variable est équivalent a trouver les racines d'un seul
polyndme.

Le principal probléme est alors de déterminer ce polyndme. Pour cela on utilise le
fait que K[x] est un anneau euclidien c'est a dire que :

Vfe K[x],V ge K[x] , 3(q,r) € K[x] x K[x] tels que :
f=gq+r

Si de plus on impose soit r = 0, soit deg(r) < d (ol d est le degré de g) on
montre alors que I'on a unicité de cette décomposition.

A partir de cette division on écrit l'algorithme qui nous fournit le PGCD de
plusieurs polyndmes (Euclide IIlieme sigcle Av.JC).
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ITII-2 L'algorithme d'Euclide

Soit un polynéme de K[x] et deg(p) son degré. L'algorithme d'Euclide, que 1'on
représente par la fonction PGCD, s'écrit :

PGCD(p;, py) ==

ENTREE : p, et p, deux polynémes de K[x],
tels que deg(p,) = deg(p,)
SORTIE : le PGCD de p, et de p,.
{ variables intermédiaires }
g, r : deux polyndémes ;
{ Initialisation }

tant que p, # 0
P1:=p2q+r avecr=0ou deg(r) <deg(p,);
P1:=P2;
P2 =T,

Sortir(p,).

Fin de PGCD.

La boucle principale de I'algorithme ("tant que p, # 0") s'arréte ; sinon on
construirait une suite infinie décroissante de degrés.

On peut schématiser I'algorithme par :

On le généralise pour construire récursivement le PGCD de toute une famille de
polyndmes :
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PGCDg(F) ==

ENTREE : F = {p,,...p,,}une famille de polynémes de K[x] (m>2),
telle que deg(p;) = deg(py) 2....2 deg(pp) -
SORTIE : le PGCD de p;, P2, ---Pm-
{ variables intermédiaires }
P

'm.1 : un polyndme ;

{ définition récursive}
sim=1 PGCDg:=p;;
sinon

| PGCDE := PGCD( py, P2, P2 PGCD(Prm.1: Pn)) 5

Fin de PGCDkE .

On peut représenter le processus général de PGCDg par :

PGCD / 2

Remarques:

Le PGCD peut se calculer dans tout anneau euclidien ; le méme algorithme est
alors utilisé en particulier lorsque 'on travaille dans Z.

Le coiit C de cet algorithme correspond a m-1 fois le cofit du PCDG de deux
polyndmes. Or 1'algorithme du PGCD de deux polyndmes de degrés respectifs d; et d,
avec
d, > d, s'effectue en au moins d, multiplications de polyndmes. Si l'on note M le coiit
d'une multiplication de deux polynémes de degré maximun d; on peut écrire que :

m-1
C< 2 d;M;
i=1
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IV- L'ALGORITHME DE GAUSS

On vient de voir, comment 2 partir d'un ensemble de polyndmes 2 une variable, on peut
trouver un seul polyndme qui permet de déterminer les racines communes des polyndmes
de I'ensemble donné.

Avant de voir comment on généralise cette méthode aux polyndmes 2 plusieurs variables,
nous rappellons ici I'algorithme de Gauss dont la technique s'apparente 2 la fois 2 celle
utilisée dans la partie précédente (principe de divisions successives) et a celle que l'on
utilisera pour "diviser" des polyndmes 2 plusieurs variables.

L'algorithme de Gauss s'applique en fait 2 des polyndmes plusieurs variables bien
particuliers : ce sont des polyndmes d'exposants inférieurs 2 1 quel que soit l'ordre choisi
sur les mondmes.

L'algorithme de Gauss, comme celui que 'on vient de voir, nous permet de caractériser
un idéal. En effet, a partir d'une famille finie de polyndmes génératrice d'un idéal, on en
construit une autre, génératrice du méme idéal, mais sur laquelle on détermine facilement
les racines communes aux polyndmes de départ, sous réserve d'existence d'au moins une
racine.

Soient p;....p,, m polyndmes a n variables X1,...X, & coefficients dans K on note, pour
toutide 1, m:

n
Pi= z ajjX;j + ajo
j=l

. Dans le cas oll on a un ensemble fini de solutions on décrit I'algorithme de la fagon
suivante :

GAUSS ==

ENTREE : p;....p,, m polyndmes de K[xy,...x],
SORTIE : p;....py, tel que le systeme associ€ soit triangulaire.
1:=1;
tantquei <m
si (a;#0)
Pi:=pi/a;;
pourj=0an
Pj == Pj - a;ibi 5
1:=1i+1;
sinon
prendre k tel que a,; # 0
{ k existe car on a un ensemble fini de solutions }
Pi =Pk

Fin de GAUSS.
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A l'aide de cet algorithme on obtient un "systéme trian gulaire", que I'on représente par :

P1 |1 212 i, ajnpajo
p2 |01 ........... ceevenes a2,a20
P3 1001 .oiiviieiieeeeneennn.

000 Tiiiiiiiiiiieaaannnn.
Pm [0.iieiiieeieeinaannnnn, 0 amo

» Dans le cas ou I'ensemble des solutions n'est pas fini, on utilise le méme algorithme
sachant toutefois qu'il existe i tel que ay; = 0 pour tout k. On considére alors la variable
X; comme un parametre et l'on passe au i suivant. Le syst®me obtenu est encore
triangulaire ( au sens large) et 1'on calcule en fait une base de I'espace des solutions.

L'analogie est simple avec I'algorithme donné dans la premiére partie : il s'agit bien dans
les deux cas d'une "réécriture d'un polyndme modulo un autre "
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CHAPITRE 11

LA NOTION DE BASES DE GROBNER
UN ALGORITHME DE CALCUL

I- LA NOTION DE DIVISION

Nous avons vu comment  partir de la division euclidienne on associe a chaque idéal de
I'anneau des polyndmes & une variable, & coefficients dans un corps K, un élément
privilégié (PGCD) qui permet de savoir de fagon simple si un polynéme appartient a cet
idéal. .

Nous généralisons ici, la notion de division euclidienne, aux polynémes 2 plusieurs
variables K[x,,...x,], & I'aide des notions introduites dans le chapitrel de cette partie.

On introduit ici une division sur les polyndmes de K[xy,...x,] [Hironaka75], grice au
théoréme (2-1) suivant :

Soit {p;,...p,,} une famille de m polynémes de K[x;,..x,] et soit A;,..A,,, A la

partition canonique associée (cf chapitre 1)

Pour tout polynéme p de K[x),..x,] il existe hy,...h,, et b de K[x;,..x,] uniques
tels que :

I)p=hpp;+ hypy + ...+h,p,, + h
i)Vie{l,.m} Exp(p)+ Supp(h)) CA; et Supp(h) CA

On a de plus que :

sip#0eth#0 alors Exp(h) < Exp(p)
sip#0eth;#0 alors Exp(h;) + Exp(p;) < Exp(p)

L'unicité des polynémes décrits dans ce théoréme résulte de la condition ii). Elle
correspond en fait a celle imposée sur le degré du reste pour les polynémes  une variable.

L'existence résulte de 1'algorithme suivant :
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HIRONAKA ==

ENTREE : un polyndme p de K[x;,...x,] ; une famille de polynémes
{P1>--Pm}de K[xy,..xp]
SORTIE: { hy,..h, et hy =h
polyndmes de de K[x;,...x,] vérifiant le théoréme (2-1)
{ initialisation }
pouri=0an
h; =0;
{ boucle principale }
tantque p#0
soitie {0, 1,... m} tel que Exp(p) € A; (Ap=4)
{ 1 existe et est ~uniquc }
sii#0
p:= p - (Init(p) / Init(py)) p; ;
h; := h; + Init(p) / Init(p;) ;
{ Exp(p;) + Supp(hy) C 4, }
sinon
p:= p-Init(p);
hg :=hq + Init(p) ;

fin dHIRONAKA.

Ce processus se termine puisque Exp(p) décroit strictement & chaque étape et qu'il
n'existe pas de suite infinie strictement décroissante dans IN".

L'opération principale de l'algorithme :
p = p - (Init(p) / Init(p,)) p; et h; = h; + Init(p) / Init(p;), (i # 0),
correspond tout a fait a I'opération faite sur les différentes lignes d'une matrice traitée

dans l'algorithme de Gauss ou encore au remplacement d'un polyndme par son reste dans
l'algorithme d'Euclide.

On introduit les différentes définitions :

cet algorithme est dit normalisation de p par rapport aux p; et h est une forme
normale de p par rapport aux p; . On note h : NormPF(p,{p;,..p,,}).

Si p est inchangé aprés normalisation on dira qu'il est sous forme normale.

Sur un exemple :

Soit la famille de polyndmes de @Q[x,,x,] suivante (on prend l'ordre
lexicographique sur les monomes )



omes.

A

h

Xl X2 + Xl

.
.

X13 Xy + Xi.

h

0

Téme.

-23.
Itat dépend de 1'ordre choisi sur les mon

X1P2 + X|P3 - X; Xy + X; avec les conditions ii) du

P3 = X3 + X, et soit p

53

- X
X, P; + h avec les conditions ii) du théo

X|Py + XXp3 + X

b

z

coreme.

.
.

Mais ils dépendent aussi de I'ordre d'indiciation des p;. Par exemple :

La forme normale de p modulo F = {p,, p,, p;} est alors

La forme normale modulo G = {p,, p;, p3} est

I1 est bien évident que le résu

P1 =% Po=X2x)

car p

th

car p
On peut représenter ces résultats sur les graphiques suivant

Théorie : Chapitre 2
Pour F

= Supportde h
= Supportde h

PP L LL LIS I I I I 4
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIW

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\V

///l/./lll/////l///ll/

L IR AN MRS
./lll/ll///ll/ll:l/l//
LI SR A R R R RN
DA A NA L NN N N A N N N N N N S L L L L SR
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
NN N N N N N N N N N N N N N N N N N NN
RN N N N N N N N N N A N N A AN AT A
AR R AT TN N S N S S S S SR SR
RN N A NN N NN N NN N NN NN NN
AT VAT SN S S S YA N U A SR UL SR N

— A N N N Y Y Y N N N e N NN NENEN
e MR R R R NN NN

AT WA N N N N N N N U S N UL RN
m N NN RN NN NN NN NNN]

AR TA AR T WA YA N N U N O U L NN
&0 NN AN NN NN N NNNNNES
— A T N N N N N N N N N UL N Y \

M R RN
NN NN N N N N N N N N N NN hY
MR I I A IR I I I S R

AR A A N N N U N Y YA N N NN
MR I R RN NN
AR N N N N N N N S N N N N
MR I N4
AT T Y T T T N Y YU W YU N N N SR AN

IN

Figure2

R RN NN
AT WA A N N R L TR U U NI N N L NN
I I IR RN NS
A NN N YA AT T WA N N N N S NN
Lol kol L.

<

T HHHHHH

A
) s HHHHH

-~

1A BE=15 A, 2 A,

]
4
i
i
1
-
N Avovvuwwe
1
1

IN

Pour G :




Théorie : Chapitre 2 -24 -

II- BASE DE GROBNER D'UN IDEAL : DEFINITION

Soit J un idéal de K[x,,...x,] engendré par les polynomes de la famille
F = {p1, P2» ---Pm}-

A F on associe le sous ensemble de INn, Exp(J) défini par :

Exp(J) = { Exp(p) avecpe 1,p=0}
On a le résultat :

Exp(J) est une partie stable de IN* (cf chapitre I).

J étant un idéal :
pour o € Exp(J) il existe p € J tel que Exp(p) = a,
side INno + 8 = Exp(X3p) et X3p e 1.

Exp(J) posséde une frontiere %F et un escalier que l'on note °F ; on dit aussi escalier de

7.

On introduit la notion :

Une base de Grébner (ou base standard) de J est un ensemble de polynomes

{g1,---8p} de J tel que (Exp(gy),--.» Exp(gp)) soit une fronti¢re de J, autrement dit
tel que :

Exp(J)=uU (Exp(g) +IN")
ie(l..p)

Cette notion est bien définie, mais pour un idéal donné, il existe plusieurs ensembles de
polyndmes qui vérifient la définition.

Sous certaines conditions on a unicité (quitte a réindicer les g;). On définit la notion de
base de Grébner minimale :

Une base de Grébner minimale est une base de Grobner de cardinal minimal, c'est
a dire telle que les Exp(g;) forment l'escalier de J.

Remarques :

i) Une base de Grobner est un systeme générateur de ],

ii) on n'a pas unicité de la base de Grobner minimale (ne serait-ce qu'a cause des
coefficients),

iii) une base de Grébner minimale n'est pas un syst¢tme générateur avec un
nombre minimal d'éléments.
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Puisqu'une base minimale n'est pas unique, on introduit de plus:

une base de Grobner réduite de J est une base de Grobner minimale telle que :
pour tout i Init(g;) = X Exp(gi),

tout €lément g; de cette base est sous forme normale par rapport a {g,...8;_1,
8i+1 - 8p)

Une base de Grobner réduite est forcement minimale et on peut montrer que si (gy,..., gp)

et (g'y,--, 8',) sont deux bases de Grobner réduites alors il existe une permutation ¢ de
{1,...,p} teﬁe que g = gqi)-

1

Autrement dit on a unicité de la base de Grébner réduite quitte a réindexer les polyndmes
de la base.

Ceci implique entre autre que si 'on prend deux familles génératrices d'un méme idéal,
alors il n'existe qu'une base de Grobner réduite (a I'indexage pres).

La base de Grobner réduite ne depend donc pas de la famille qui décrit l'idéal a
caractériser.

Un des problémes soulevé par I'exemple précédent est résolu : quelque soit l'ordre pris
pour ranger les polyndmes de la famille F la base de Grobner réduite associée sera
toujours la méme. L'algorithme qui conduit, i partir d'un syst¢me de générateurs,  une
base de Grébner 1 ut prendre plus ou moins de temps (cf Annexes).

On a également les résultats suivants :

i) Si G est une base de Grébner d'un idéal J alors la forme normale d'un polyndéme
quelconque par rapport a G est unique,

ii) si G et G’ sont deux bases de Grobner d'un méme idéal pour le méme ordre alors
la forme normale de n'importe quel polyn6me par rapport a G est la méme que celle
calculée par rapport a G',
iii) Soit G une base de Grébner de J on a équivalence entre :
pe J
et la:orme normale de p par rapport 4 G est nulle.

Dans I'exemple précédent :

{P1> P2, P3, P4} avec
P = x13 ,
P2=X2Xg - %3
P3=x3+ % ;
P4 = XXy,
Ps =X3;
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est une base de Grobner associée a J.

G; ={p,’ P2} et G, ={p;, Py} avec:
P1=X2+X ;P2=%
sont deux bases de Grébner minimales.

G, est 1a base de Grobner réduite.

Graphiquement :
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En comparant ce graphique a la figurel il est clair qu'un systéme de générateurs de 1idéal
J ne suffit pas pour décrire Exp(J).
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III- BASE DE GROBNER D'UN IDEAL : CALCUL

Les bases de Grobner nous fournissent un test simple d'appartenance d'un polyndme a un
idéal : si on a une base de Grébner, p un polyndme quelconque sera dans 1'idéal si sa
forme normale par rapport aux éléments de la base est nulle.

Le probleme est maintenant de déterminer une base de Grébner d'un idéal donné par une
famille génératrice (finie).

Soit J un idéal, F une famille génératrice de J.

On utilise les notations :

Soit p et q deux polyndmes de K[x,,...x,] différents de zéro.

Soit & = (e y,...,& ) = Exp(p) et B = (By,.....B,) = Exp(q),
Init(p) = ¢, X* et Init(q) = c, XP
On pose 8 = (8,,...8,) avec §; = Sup(c; , B;) pour tous les indices i,

et on appelle :
spolynéme associé a p et q le polyndme défini par :

Spoly(p, ) = cq X>¢p-c,XBq.

On dit que :

X3 est le plus petit commun multiple de Exp(p) et Exp(q), on le note :
PPCM(Exp(p), Exp(q)).

Remarque :
Exp(spoly(p, q)) < 3.

On a le résultat fondamental suivant qui permet de construire un algorithme de calcul de
bases de Grobner :

Theoréme (Buchberger) :

Un systéme de polyndmes générateurs G = {g,,..., 8p) d'un idéal J est une base
de Grébner pour I si et seulement si -

pour tout (i,j) avec i <j, les formes normales par rapport & G des spolynomes
Spoly(g;.g;) sont nulles.

Nous ne démontrons pas ce résultat [Buchberger70].
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Ce théoréme nous fournit un moyen pour savoir si un ensemble de polyndmes
générateurs d'un idéal est ou n'est pas une base de Grébner. Ce qui empéche un systéme
de générateurs d'étre une base de Grobner ce sont les spolynomes de formes normales
non nulles.

Pour construire un base de Grobner associée 2 un idéal J on opere de la fagon suivante :

GROBNER ==
ENTREE : une famille F = {py,...p,,} qui correspond 2 J
SORTIE: La base de Grobner associée.
I:={1,.m};
tant que
il existe (i, j) de IxI tel que NormPF(Spoly(p;, p;), F) #0
Pm+1 := NormPF(Spoly(p;, py), F);
F:= {py,.e-Pm> Pm+1)s
m :=m+l;
Sortir(F).
Fin de GROBNER.
Remarque :

i) Lorsque l'on ajoute un polyndme aux polyndmes de départ, on a :
si NormPF(Spoly(pi,pj), {P1>Pm} ) =0
alors NormPF(Spoly(pi,pj), {P15-Pm> Pm+1} ) =0

ii) Ce processus de construction s'arréte. En effet si tel n'était pas le cas on
construirait une suite infinie d'exposants et Exp(J) en serait I'union infinie ; ce qui

serait en contradiction avec le fait que Exp(J) est une partie stable et a donc une
frontiere finie.

Si I'on considére I'exemple du paragraphe précédent on cherche une base de Grébner de
l'idéal engendré par F = {p;, py, p3} avec:

P1=%7;
P2= X 2%, - X23 >
P3=%>+ X ;

On forme :

Spoly(p1, P2) = X1%* ; p4 = NormPF(Spoly(p;, py), F) = x1%2
F=FuU{p4};

Spoly(p;, p3) = 0; Spoly(p;, p4) =0 ;
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Spoly(p,, P3) = x2x53 - %% ; ps = NormPF(Spoly(p,, ps), F) =0 ;
Spoly(p;, P) =-%*; ps = NormPF(Spoly(ps, p,), F) = xo;

Spoly(ps, Py) = X% ; NormPF(Spoly(p;, p,), F) = 0 ;
Spoly(p;, ps) = 0 ; Spoly(p,, ps) =0 ;

Spoly(p,, ps) = -%3 ; NormPF(Spoly(p,, ps), F) = 0 ;
Spoly(ps, ps) = %, ; NormPF(Spoly(ps, ps), F) =0 ;

{P1> P2 P3, P4> Ps} est une base de Grobner associée a 1idéal engendré par :
{P1, 2> P3}.
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IV- POUR LA BASE DE GROBNER REDUITE

L'algorithme précédent, ne donne pas une base de Grébner minimale. Pour en construire
une on procede de la fagon suivante :

MINIMALE ==

ENTREE : G = {p;,..pq} une base de Grébner (obtenue, par exemple, 2
l'aide de l'algorithme précédent).
SORTIE : G minimale

tant qu'il existe i € \U Exp(p;) + IN"
j#
| G:=G- (m);
sortir(G).

fin de MINIMALE.

G contient un nombre fini d'éléments, et donc le processus s'arréte.

Pour tester si Exp(p;) appartient ou non & 1'union précédemment citée, on introduit la
notation :

on note PGCD(m;, m;) oll m; et m, sont deux mondmes unitaires (sans

coefficients) le plus grand monéme qui divise (au sens d'Hironaka) 2 la fois m, et
m2.

Dire que :

ie U Exp(p;) + IN
j#i
équivaut alors a dire que :
si NP;#@ alors NormPF(p;, NP;) =0
ol NP; = { p;e G/ PGCD(Exp(p;), Exp(p;)) = Exp(p;) }.

Pour obtenir la base de Grobner réduite, 'opération principale est la division d'Hironaka

de p; par {p;,...... Pi-1 pM,...pq}. Si le reste est nul on supprime p;» s'll n'est pas nul
on remplace p; par ce reste.
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Si on effectue systématiquement cette opération jusqu'a avoir tous les polyndmes écrits
sous forme normale par rapport aux autres, et si l'on divise les polyndmes par le
coefficient de leur partie initiale, on obtient la base de Grobner réduite au bout d'un
nombre fini d'étapes, plus précisement :

REDUITE ==

ENTREE : G = {p,,..p,} une base de Grobner.
SORTIE : G réduite
{ variable intermédiaire )

pouri=lagq
si NPi 9
| G:=G-{p};
pour ( p; dans G)
I p; := NormPF(p;, G - {p;}) ;
sortir(G).
fin de REDUITE.

Buchberger [Buchberger83a] calcule la base de Grobner réduite en utilisant le processus
suivant :

G contient la base de Grobner des entrées, et B les paires de polyndmes qui n'ont
pas encore €t€ traitées. On utilise deux ensembles intermédaires : P et R.

R contient les polyndmes susceptibles de ne pas étre sous forme normale par
rapport aux autres polynémes de G.

On normalise tour a tour ces polyndmes que I'on stocke dans P. Quand R est vide,
on remet G a jour en lui ajoutant les polyndmes de P.

B est alors remis a jour et 1'on considére un nouveau spolynéme que 1'on normalise
par rapport 2 B que I'on ajoute a P.

Certains polyndmes de G peuvent ne pas étre sous forme normale par rapport a ce
nouveau polyndme, on les met alors dans R et on recommence.
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Ce processus peut se décrire par :

GBuch (F) ==

ENTREE : une famille F de polyn6mes booléens.
SORTIE : la base de Grobner booléenne réduite associée G.
{ variables intermédiaires }
R, G, P : familles de polynomes ;
B : ensemble de couples de polyndmes ;
h : polyndme ;
{ Initialisation }
R:=F;P=06;G:=0;
{ traitement des entrées : réduction préliminaire }
Réd (R, P, G, B);
{ itération principale }
tant que B # @
Prendre Cdans B : C=(p;, py) ;
B:=B-{C};
h := NormPF(Spoly(p;, p;), G) ;
Pm(h) := XExp(h) ;
sih #0
{ pour g € G on note Pm(g) = XExp(g) }
Go:={ g € G/Pgcd(Pm(h), Pm(g)) = Pm(h) } ;
R:=Gy;P:={h};G:=G-Gy;
B:=B-{(g,g)eB/g e Gyougye Gy};
Réd (R, P, G, B) ;

Sortir(G).
Fin de Gbuch.

La réduction Réd(R, P, G, B) est alors définie comme suit :
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Réd(R, P, G, B) ==

{ variables intermédiaires }
H, K : familles de polyndmes ;
tantque R # @
h:=unélémentdeR;R:=R- {h};
h := NormPF(h, P U G) ;
Pm(h) := XExp(h) ;
h = (Pm(h) /Init(h)) h; { suppression du coefficient
de téte }
sih #0
{ pour g € G on note Pm(g) = XExp(e) }
Go:= { g € G/ Pged(Pm(h), Pm(g)) = Pm(h) } ;
Py:= { g € P/ Pgcd(Pm(h), Pm(g)) = Pm(h) } ;
G:=G-Gy;
P:=P-Py;
R:=R UP,UG;
B:=B-{(g.,8)eB/g e Gyoug,e Gy} ;

P:=Pu {h};
G:=GuUP;
B:=BuU{(g,peGxP/g#p};
H:=G;
K=9,;

tantque H# @

h:=unélémentde H; H:=H- {h};

h := NormPF(h, G - {h});

Pm(h) := XExp(h);

h:= (Pm(h)/Initth)) h;  { suppression du coefficient
de téte }

K:=Ku {h};

G =K.
Fin Réd.

Pour améliorer les temps d'exécution de cet algorithme on ne calcule pas tous les
spolyndmes. En effet si deux polyndmes sont tels que :

IPGCD(XEXP(p),xexp(q) ) = 1 alors la forme normale de Spoly(p, q) par rapport a une
Jfamille contenant p et q est toujours nulle (Buchberger critére2 [Buchberger83aj).
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On dit alors que les mondmes XExP®) et XexP(@ sont étrangers.

On suppose par la suite que ce test fait partie intégrante du calcul du spolyndme de deux
polyndmes : implicitement on ne fait pas le calcul lorsque le PGCD(XExP®),Xexp(@) = 1.

Au vu de la complexité de cet algorithme, dont nous faisons le point par la suite,
Buchberger introduit un autre critére, le critérel, a appliquer sur les différents polynémes
pour ne pas faire tous les calculs [Buchberger83a]. Ce critére est le suivant ( avec les
notions précédentes) :

si il existe un polynoéme de G, p, qui vérifie les conditions suivantes :

l)f] #D, f2 #D,
ii) lePPCM de Exp(f;) et de Exp(f,), est multiple de Exp(p),
iii) les couples (f;, p) et (f5, p) ne sont pas dans B,

on ne calcule pas le spolynéme associé a f; et f5.

Ce critére est un conséquence du théoréme suivant [Buchberger 79] :

Un systéme de polynémes générateurs G = {gj,..., §,} d'un idéal J est une base
de Grébner pour I si et seulement si :

pour tout f et g dans G il existe une suite finie h,,..., h; de polynémes de G
telle que :
Df=h;;8=h,
ii) le PPCM(Exp(g),exp(f)) est multiple de PPCM(Exp( h;),.....Exp(h)),
iit) la forme normale de Spoly(h;,h;, ;) est nulle pour toutide I a k.
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V- LA COMPLEXITE ; DIVERSES STRATEGIES

Il existe des bornes sur le nombre d'opérations 2 effectuer pour cette construction. Pour
ce faire on a besoin de la notion de degré suivante :

On appelle degré d'un polynéme p la somme des éléments du n-uplet formant
Exp(p).

En I'état actuel de notre connaissance, on peut borner le degré maximal des polynoémes de
la base de Grébner réduite et le nombre d'opérations 2 effectuer dans le corps de base K
pour obtenir cette base [Lazard83] [Guisti85] [Moller & Mora84] : et cec: iorsque 1'on
connait I'exposant maximal des polyndmes donnés et que l'on se fixe soit l'ordre diagonal
soit I'ordre du degré total.

Lazard [Lazard83] donne la borne suivante :

Soit I I'idéal dont on cherche la base de Grébner réduite.

Soit d le degré maximal des polyndmes donnés.

Soit dg degré maximal des polyndmes de la base de Grobner réduite.

Soit n le nombre de variables _
Soit Ll'idéal engendré par les polyndmes homogeénes associés aux
polyndmes générateursde . On a:

si dim(I) <= 0 alors
dg < (n+1) (d-1) +2

" Guisti [Guisti85] donne, lorsque la dimension de K[xg, ... Xn] / I n'est pas
supérieur a 1 la borne suivante

dg < (n+1)dn

Mora et Moéller [Méller & Mora84] utilisent la dimension s de 1'idéal et donnent une
borne du degré maximal des polyndmes de n'importe quelle base de Grébner, dgq (avec
'ordre du degré total) :

dgq < ((n+1)(d+1) +1) @+D) o(s+1)

Guisti [Guisti85] nous fournit un algorithme de calcul qui nécessite (dans le cas de
polyndmes homogenes) :

O(dg G+D)) opérations sur K.
Des études ont été menées dans le cas A deux variables.

En 1979 Buchberger [Buchberger79] donne une borne du nombre LO2
d'opérations sur K nécessaire a l'algorithme, dans le cas de l'ordre lexicographique
inverse (avec des améliorations de l'algorithme GBuch) :

LO2 <2(L + 16deg?)s
Ou L est le nombre de polyndmes donnés en entrée.
comme (deg< 3d2)ona:
LO2<2 (L +48 d4)s
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Des améliorations ont ét¢ faites sur cette borne, en 83 Buchberger [Buchberger83b]
donne, pour le cas de l'ordre total,

LO2 <3/2 (L + 2(d+2)?)4.

En 1985 Guisti nous donne une borne de DO2, nombre d'opérations nécessaires a
I'algorithme pour 'ordre diagonal ou total [Guisti85] :

DO2 < 0(df)

Il nous faut également signaler des études faites sur les polynémes 2 trois variables.

En particulier les travaux de Winkler [Winkler84], qui fournissent une borne sur le
degré de tous les polyndmes qui interviennent pendant 1'algorithme de Buchberger.
Si l'on note dd le degré minimal des polyndmes de la famille donnée en entrée, tdeg
le degré maximal des polyndmes intervenant pendant I'algorithme et si 1'on
conserve les notations précédentes, on a :

tdeg < (8d + 1) 2dd

Mais toutes ces bornes sont-telles significatives ?

Au vu de la variation du temps d'execution de l'algorithme en fonction des entrées, de
l'ordre choisi sur les mondmes, il semble en fait difficile de donner une complexité
théorique de I'algorithme ( cf exemples chapitre III).

Le nombre d'opérations nécessaires semble pour le moins incontrolable notamment au vu
des importantes différences de temps entre la recherche de la base de Grobner réduite d'un
idéal donné par une certaine famille de polyndmes et celle de la méme base avec les
mémes polyndmes initiaux mais indicés différemment (cf exemples).

Les €tudes actuelles consistent a trouver des stratégies pour effectuer le moins
d'opérations possibles. Buchberger est le premier a donner des critéres sur les polyndmes
pour en éviter le traitement [Buchberger79].

Le premier fait remarquable, que nous avons déja cité, est l'influence de 1'ordre de
sélection pour les paires (p;, P;) a traiter. Buchberger propose de traiter tout d'abord les
polyndmes p;, p; tels que le plus petit commun multiple de Exp(p;) et Exp(p;) soit minimal
pour l'ordre choisi sur les mondmes.

Si on décide de plus a chaque génération d'un nouveau polyndme p de normaliser s'il ya
lieu p par rapport aux précédents ou de normaliser les précédents par rapport 4 p, il y aura
une diminution notable du temps de calcul [Buchberger83a].

Nous avons vu un premier critére pour éviter le calcul de certains spolyndmes
(GBuch) il en existe d'autres, en particulier [Buchberger83a] :

Avec les notations de GBuch :

Soit p; et p, dans G. Si il existe p € G tels que Exp(p) est un diviseur du plus petit
commun multiple de Exp(p;) et Exp(p,) et si on a traité les couples (p, py) et (p, py)
alors on ne traite pas le couple (p;, p,)

Il existe plusieurs versions de ce critére [Buchberger79] nous nous contentons de celle
énoncée ci-dessus [Buchberger83] qui permet, dans les situations favorables de ne
calculer O(L) spolynémes au lieu de O(L2), ou L est le nombre de polyndmes donnés.
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Les plus récents travaux sur la question [Traverso & Donati89] ont pour but d'étudier les
différents criteres préexistants, et de trouver des méthodes heuristiques qui fournissent,
en fonction de l'exemple traité, un choix sur les différentes combinaisons des différents
criteres qui optimise le temps de calcul.

Dans les algorithmes paralléles implantés nous n'avons pas pris en considération le
critérel.

11 serait sans doute intéressant de le faire, surtout si l'on travaille avec des polynOmes a

coefficients dans Q.

La principale motivation de ce choix est que le critére est intéressant si l'on peut le tester
sur tous les polynémes p de G. Or dans notre modele, en vertu de la localité des données,
(cf troisicme partie) on ne peut le faire efficacement.
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CHAPITRE 111

UNE APPLICATION IMPORTANTE :
LA RESOLUTION DE SYSTEMES D'EQUATIONS NON LINEAIRES
UTILISATION DE DIFFERENTS SYSTEMES DE CACUL FORMEL

Soit (S) un systéme d'équations algébriques nous nous intéressons ici uniquement au cas
ol (S) a un nombre fini de solutions.

I- LES SYSTEMES ALGEBRIQUES

Un systeme algébrique (S) correspond 2 la donnée de q polyndmes a n variables a
coefficients dans un corps. On définit (S) de la facon suivante :

P1(X1,X2, .cu... Xn) =0
pP2(X1,X2, ... Xn) =0

.............................

On note F la famille des polynémes pi,...., Pq de K[x1,...x,], J I'idéal engendré par F et
G une base de Grobner minimale de J.

Le probleme posé consiste en la recherche d'un ou plusieurs zéros communs aux
polyndmes P1.--Pq dans une clotiire algébrique de K. Si K est algébriquement clos, cette
recherche s'effectuera dans K.

On se borne ici, au cas ou I'ensemble des racines cherchées est fini.

Par exemple si K = IR on cherche les racines dans I'ensemble des nombres complexes.
I-1 Un résultat d'existence

On a I'équivalence suivante [Lejeune8s] :

1€ Jsi et seulement si (S) n'a pas de solution.

Exemple : le systéme,

xZy - x2=0
S)\x3-x2+y=0
\xyz-xy+2 =0
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n'a pas de solution (dans n'importe quel corps) puisque 1 est dans 1'idéal
engendré par les polyndmes définissant F.

I-2 Un procédé de résolution pour I'ordre lexicographique

Le procédé€ de construction est basé sur le résultat suivant [Trinks78] :
(1-2) J N K[x;,..x,] = (F N K[x;,..x,] )

Plus précisément les polyndmes 2 (n-i) variables de J sont les mémes que ceux qui
sont combinaisons linéaires des polynomes de F qui ne contiennent que les (n-i)
variables.

Plagons nous dans le cas ol i = n. On considére alors les polyndmes en la variable
X, Dans le cas de I'ordre lexicographique, on peut montrer [Trinks78] :

G contient exactement un polyndme g de K[x,,] et JNK[x,] = g K[x,]
ou g K[x,] est l'idéal de K[x,] engendré par g.

Ces résultats nous fournissent alors 1'algorithme présenté ici récursivement : -

RESLEX (n, F)==

ENTREE: F famille des polynémes py,...., Pq de K[xy,...xp].
SORTIE : L'ensemble R des n-uplets qui annulent tous les p;.

sin=1

P:= PCCG(p;,...., P) ;
RESLEX :={a/P(a)=0};
sinon
G :=base de Grobner minimale de F;

G:={gp.-&l}s

siGNK[x,]# o

prendre g € G N K[x,]

sinon g := X ;
R:=(a/g@)=0};
Tant que (Card(R) #0)

soitae R ;

R:=R-{a};

Fi={g(x1 X 1,2)50 8k (X 50X 158) ) 5
RESLEX :=RFSLEX U ({a}x RESLEX(n-1, F));

{ x représente le produit cartésien des ensembles)

fin de RESLEX.
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Exemple :
Avec I'ordre lexicographique tel que y > x :

Soit F = { 3x2y + 2xy + y + 9x2- 5x - 3; 2x3y - Xy - y + 6x3 - 2x2- 3x + 3 ;
x3y + x2y + 3x3 + 2x2 }

Une base de Grobner minimale associée a F est :

G={x3-5/2x2-52x;y+x2-3/2x-3}

Le premier polyndme de G nous fournit trois racines :
ai =O;a2=-L4@; as =_‘4@

on remplace x par ces trois racines dans le deuxieéme polynéme et I'on obtient
les trois solutions du systéme (S) :

053); G465, . 34465, 3-165 ; 3+465 )

Avec l'ordre lexicographique tel que x >y on obtient une base de Grobner
minimale :

G:={x-1/4y2+5/8y +3/8;y3-3/2y2-8y +21/2 }

Le deuxiéme polyndme (en y) de G nous fournit les racines :

b1= 3;@:.&4@;% L%@.

on remplace y par ces trois racines dans le premier polynéme et 'on obtient
les trois solutions du systtme (S) (les mémes que précédemment,
heureusement !! ) :

053); 165, 34465 3465 ; 3+165

I-3 Pour un ordre quelconque

Le résultat (1-2) est encore valable. On peut procéder de maniére analogue a la
précédente, mais la détermination des polyndmes 2 une variable considérés n'est plus
immédiate. Il existe des méthodes pour déterminer ces polyndémes. Leur inconvénient
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majeur est qu'il faut alors résoudre des systé¢mes linaires pour déterminer les coefficients
des polyndmes (cf exemple).

En revanche pouvoir travailler avec un ordre autre que l'ordre lexicographique peut
réduire la taille de coefficients intermédiaires (en particulier quand on a a traiter des
polyndmes a plus de trois variables) [Faugere & al 89].

Si on traite I'exemple ci-dessus avec l'ordre total et (y > x ) on obtient :
G={p;=x2+y-32x-3;py=xy-y+x+3;p3=y2-52y -4x -3/2 }

On détermine le polyndme p élément de 1'idéal engendré par G i une seule
variable p = d +d;x +...d,xK :

On calcule les formes normales de 1, x, x2,... par rapport & G notées
N(xi,G).

On forme alors I'équation dy N(1,G) + ... d; N(xi,G) = 0.

Si cette équation a une solution autre que la solution triviale elle nous
fournit un syste¢me linéaire a résoudre qui nous permet de déterminer
dy,..., d; coefficients du polyndme cherché,

sinon on calcule N(x1*1,G) et I'on forme 1'équation :
do N(1,G) + ..+d; N(xi,G) + d;,; N(xi*1,G) = 0.

Dans l'exemple,

N(1, G) = 1; I'équation n'a que la solution triviale,

N(x,G) = x ; I'équation n'a que la solution triviale,

N(x2,G).= -y + 3/2x +3 ; I'équation n'a que la solution triviale,
N(x3,G).= -5/2y + 25/4x + 15/2 ; et nous fournit I'équation :

do +d; x +dy (-y +3/2x +3) +d;5 (-5/2y + 25/4x + 15/2) = 0.
On a donc a résoudre le systéme linéaire suivant :
5/2 d3 + d2 =0
25/4d3 +3/2d, +d; =0
15/2d3+3d, +dg=0

Le polyndéme cherché est alors p = x3 -5/2x2 - 5/2x dont les racines sont :

a1=0;a2=5—-+4—@;a3=§.-_4@

On remplace x successivement par a;, a,, as.
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Pour a, on obtient les polynémes y -3 ; -y +3;y2-52y-3/2,

qui ont pour base de Grébner la famille formée du polynéme y-3
qui a pour racine 3.

Le couple (0,3) est solution du systéme donné.
Pour a;, on obtient de la méme fagon la solution (ay,by) avec
e
Pour a3 on obtient la solution (as,bs) avec
by ==3+163
On obtient bien les solutions données dans le cas de l'ordre lexicographique.
Sur cet exemple particulier, en utilisant le systeme de calcul formel REDUCE sur un
MICROVAX Tl on calcule une base de Grébner minimale en :

799 ms pour l'ordre lexicographique y > x
3451 ms pour l'ordre lexicographique x >y
2176 ms pour l'ordre total avec y>x
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II- UTILISATION DE DIFFERENTS SYSTEMES DE CACUL FORMEL

La plus part des systémes de calcul formel ont dans leur bibliothéque des fonctions qui
permettent de calculer un base de Grobner. Nous avons a notre disposition REDUCE,
MAPLE et MACSYMA sur la méme machine (MICROVAX 1II) ce que nous a permis une
étude comparative qui est la suivante :

II-1 Utilisation de REDUCE

La fonction "GROEBNER" qui nous permet de calculer la base de Grobner réduite
associée a une famille de polyndmes en tenant compte de l'ordre (spécifiable par
l'utilisateur) a été mise en place par Gebauer, Hearn, Kredel, Moéller, et étudié par
Melenk, Moller et Neun [Melenk & al88a].

Sur ce systtme on peut faire appel a un switch qui permet d'avoir la trace des
calculs intermédiaires (cf ANNEXES). On peut alors remarquer que tous les spolyndmes
ne sont pas calculés et que l'algorithme programmé tient compte de certains critéres de
Buchberger.

A chaque étape 1'algorithme donne un hpolyndme, c'est a dire un spolyndme
normalisé par rapport aux polyndmes préexistants, et les nombres de spolyndmes qu'il
reste 4 calculer avant le calcul du hpolyndme. Vient ensuite I'étape de réduction finale.

Un autre switch nous permet d'avoir en plus les spolynomes calculés par
l'algorithme (cf ANNEXES). Le temps en millisecondes nous assure que les bornes de
complexité théorique sont loin d'étre atteintes. On peut faire les quelques remarques
d'ordre général suivantes :

- si on cherche la base de Grobner associée a {p;, py, p3} et celle associée a
{P1> P2» P3, P4} le temps mis pour calculer la premiére n'est pas forcément inférieur
a celui mis pour calculer la deuxiéme (cf ANNEXES calculs 20 et 21),

- les temps de calculs sont trés différents d'un ordre a l'autre, les polyndmes
obtenus aussi, en particuliers les coefficients sont plus petits avec l'ordre total,

- suivant l'indexage des entrées on peut noter une différence sensible dans le
temps de calculs de la base de Grobner réduite (cette remarque nous servira plus
tard pour la parallélisation ).

En dehors de la fonction "GROEBNER" il existe des fonctions permettant de faire
la division d'Hironaka d'un polyndme par rapport a une famille.

II-2 Utilisation de MAPLE

L'utilisation de MAPLE est aussi simple que celle de REDUCE. La fonction a
appeler pour calculer une base de Grobner associée a une famille de polyndme est ici
"GBASIS" qui tient également compte de l'ordre sur les mondmes. La base de Grobner
obtenue n'est pas réduite. Elle est minimale et les polyndmes obtenus sont normalisés les
uns par rapport aux autres, mais les mondmes de polyndmes ne sont pas rangés dans
I'ordre donné pour le calcul de la base et les polyndmes ne sont pas unitaires.
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Sinon, les remarques faites pour REDUCE sont les mémes que pour MAPLE.

La comparaison des temps de calcul donnés pour MAPLE en secondes prouve que
REDUCE est plus performant.

Maple nous permet de faire apparaitre la place mémoire utilisée pour le calcul (en mots de
4 octets).

I1 existe également des fonctions qui permettent d'effectuer la division d'Hironaka et I'on
peut ainsi savoir si un polyndme appartient ol non a un idéal donné.

II-3 Utilisation de MACSYMA

Les fonctions relatives aux calculs des bases de Grébner sont plus nombreuses : on
peut par exemple, savoir directement si un polyndme est dans un idéal donné.

L'utilisation de drapeaux permet la manipulation de variables booléennes qui
fournissent les choix suivants :

- I'ordre sur les mondmes (lexicographique ou total)
- 1a trace

- la division des coefficients

- I'obtention de la base de grobner réduite

- la réduction en cours de calcul ....

On peut remarquer que la trace est moins lisible que celle obtenue par REDUCE, et
qu'au niveau du temps de calcul on a les tableaux comparatifs suivants :

Avec les exemples des familles f1 et f2 données en anrexe

i) l'ordre lexicographique avec x >y >z :

MAPLE MACSYMA REDUCE
f1 997 s 43.52 s 0.56 s
2 16.43 s 93s 1.62 s
ii) l'ordre lexicographique avec x <y <z
MAPLE MACSYMA REDUCE
f1 1139 s 11.35 s 1.54 s
2 26.67 s 294 s 376 s
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iii) 'ordre total avec x >y >z

MAPLE MACSYMA REDUCE

f1 3.59 s 128 s 0.255s

2 8.16s 339 s 0.612 s

En dehors de ces trois systémes il en existe d'autres : SCRATCHPAD II notamment
qui fonctionne sur un IBM 4381 nous fournit des temps analogues a ceux de REDUCE.
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ANNEXES






AN YA AN YN YA SN Y YA AN S YA N YA S YA AN NSNS S YA NSNS YA AAA

% ESSAI AVEC TRACE %  REDUCE 3.3, 15-Jul-87 .

% LES ENTREES : DEUX POLYNOMES Y%

3: pl:i=x**k2xy*z+x*ky+l;

2
Pl := X *Y*Z + X*xY + 1

Time: 170 ms
4: p2:=3kxkKky+xky*R*2+4;

2 2
P2 := 3%X %Y + X*Y + 4

Time: 204 ms

5: on trgroeb; % DEMANDE DE TRACE GENERALE Y

Time: 34 ms

% CALCUL %

6: groebner({p1,p2});

h-polynom 3 pair ( 1,2 ) :

Z¥X*Y**2 + 4%Z - 3xX*Y - 3

computing time for h-polynom 0



Restpairs: 0
h-polynom 4 _pair ( 2,3)

ZxX - 3/4%X - 1/4*%Y + 1

computing time for h-polynom 17

Restpairs: 0

h-polynom 5 pair ( 3,4)

Z + 3/16%X*xY**2 = 3/4*X*Y + 1/16*%Y**3 - 1/4%Y**2 - 3/4

computing time for h-polynom 17

Restpairs: 1

- ————— ——— —— — - —_———— - —— - —————— — ———— — ———— ———— ——————— = —

- — - ————— - - ———————————————————— — ————————_—— - ————————-————————

calculation now in final reduction

computing time for final calculation 0 milliseconds

Number of Groebner Basis Polynomials := 2

The Groebner Basis Polynomials



Z + 3/16%X*xY**2 = 3/4*xX*Y + 1/16%Y**3 - 1/4*%Y*x2 - 3/4

X**x2%Y + 1/3*X*Y**2 + 4/3

Computing time for test 765 milliseconds

3 2 3 1 3 1 2 3
{Z + —=-—%X*kY = kXY + —oookY - —mekY - -
16 4 16 4 4
2 2

3*X *Y + XxY + 4}
Time: 1258 ms

% DEMANDE DES SPOLYNOMES Y
7: on trgroebs;

Time: 34 ms
% CALCUL Y%

8: groebner({p1,p2});
S-polynom:

ZxX*Y*%2 + 4%Z - 3*XxY - 3

h-polynom 3 pair ( 1,2 )

ZxX*Y**2 + 4%Z - 3*XxY - 3

computing time for h-polynom 34

Restpairs: 0

S-polynom:

= ZRX*Y**3 + 12%ZxX - 4+Z*Y - O*Xx*k2xY - 9x*X



h-polynom 4 pair ( 2,3 )

Z*X - 3/4*%X - 1/4%Y + 1

computing time for h-polynom 68

Restpairs: 0
S-polynom:

- 4%Z - 3/4*xXkY**2 + 3kX*kY - 1/4%Y**3 + Y**2 + 3

h-polynom 5 pair ( 3,4)

Z + 3/16%X*Y**2 - 3/4%X*Y + 1/16%Y**3 - 1/4%Y**2 - 3/4

computing time for h-polynom 68

Restpairs: 1
S-polynom:

3/16%X*%2*Y**2 = 3/4*X**2*Y + 1/16%X*Y**3 - 1/4%xX*xY**2 + 1/4%Y - 1

S-polynom:
= Z*X*Y*%2 = 4%7 = 9/4xX**2%Y - 3/4xX*Y*%x2 +

3xX*Y



calculation now in final reduction

computing time for final calculation 0 milliseconds

Number of Groebner Basis Polynomials := 2

The Groebner Basis Polynomials

Z + 3/16*%X*Y**2 - 3/4%X*Y + 1/16%Y*x3 - 1/4%Y**2 - 3/4

X*x2xY + 1/3%X*Y**2 + 4/3

Computing time for test 1003 milliseconds

3 2 3 1 3 1 2 3
{Z + ———-%X*Y - ———xXxY + it b S
16 4 16 4 4
2 2

3*X *xY + XxY + 4}
Time: 1479 ms
% FIN DE SESSION %

o






VYA NSNS NS YA YA A YA N YA A YA YA SN S SN SN YA NSNS YA S S YA S YA S AAA A

% ESSAI AVEC DIFERENTS ORDRES % REDUCE 3.3, 15-Jul-87 ...

% LES ENTREES : 5 polynomes / 3 variables ¥

3: pl:=xk*2-2%x%*z+5;

2
Pl := X - 2%X*Z + 5

Time: 153 ms
4: p2:=xkykk2+y*z**3;

3
P2 := Y*x(X*xY + Z )

Time: 119 ms
5: p3:=3*ky*x2-8%z**3;

2 3
P3 := 3%Y - 8%Z

Time: 153 ms

6: pd:=2*x*z+x*ky+y;

P4 := XxY + 2%xXxZ + Y
Time: 170 ms

T: pS:i=x+2%ky*zk*k3+3kz¥*2;

3 2
PS := X + 2%Y*Z + 3%Z

Time: 221 ms
8: F1:={p1,p2}; F2:={p1,p2,p3};

F3:={p1,p2,p3,p4}; F5:={p1,p2,p3,p4,p5};



% CALCULS Y%

% AVEC L’ORDRE LEXICOGRAPHIQUE SUR LES VARIABLES Y

% avec X>Y>Z Y%

9: groebner(f1,{x,y,z});

2
{X - 2%X*Z + 5,

2 3
XxY + Y*xZ ,

3 2 4
X*Y*Z = 5*xY - 2%Y*xZ ,

3 2 2 4 1 6
Y 4 ---%Y %xZ + ---%Y%Z }
5 5

Time: 561 ms

10: groebner(f2,{x,y,z});

2
{X - 2%X*Z + 5,

3 9 8 3 7 3 5
X*Z + —===- *Z = ====%Z 4+ -===x%xZ ,
640 20 16
2 3
3*xY - 8%Z ,

3 3 8 2 7 1 5
Y*Z - ----%Z + -==%7 - -==%7Z ,
80 5 2



9 32 8 80 6 1600 3
Z = —===%Z 4 —=—-%7 4 e *Z }
3 3 9

Time: 1615 ms

11: groebner(£3,{x,y,z});

2
{X + 6%Y + 10*%Z + 5,

X*Y - 5xY - 10%Z,
X*Z + 3%Y + 5xZ,

2
3*Y ,

Y*Z,

2
Z}

Time: 5134 ms

12: groebner(f4,{x,y,z});
{1}
Time: 11390 ms
% avec Z>Y>X Y%
13: groebner(f1,{z,y,x});
4 2 3 1 5 3 3
{Z*Y + —-—-%Y %X 4 ———xyxX + —===kY*X  + YxX,

25 50 10

2
- 2%xZ*xX + X + 5,

2 4 1 6 15 4 75 2 125
Y *X 4 ———xYVxX + —===*kY*X 4 ——exYV%kX 4 ——eee
8 8 8 8



Time: 1547 ms

14: groebner(f2,{z,y,x});

6 2 5 32 4 3 3 5

X 4 ===*X - ———-=%X + ---%X + ---xX,
5 75 2 2
2 1 11 64 10 17 9 512 8 13 7
Y - ====- *X + ————— *X - ————- *X + —————— *X - —=—==%X <+
625 1875 375 1125 25
128 6 5 26 3 64 2
----- *X = 3%X - ----*%X = ----%xX - 10%X,
75 3 9
6 4 2 8 7 5 3 1000
Y*X + 15%Y*X + 75xY*X + 125%Y + —---*X + 40*%X + 200%X + —-=--—w-
3 3
X,
12 64 11 10 9 8 7 6
X - ———=xX + 30x%X - 320*X + 375%xX - 1600*X + 2500%X -
3
8000 5 4 2

...... *X + 9375%X + 18750*%X + 15625}

Time: 3757 ms

15: groebner(£3,{z,y,x});

1 3 1
{Z + ====%X + ---xX,
10 2



1 3 1 2 5 5
Y - —=-%X + —==*X = —==%X + -—-,
6 6 6 6

4 2
X + 10%X + 25}

Time: 16150 ms

16: groebner(f4,{z,y,x});
{1}

Time: 16830 ms

% AVEC L’ORDRE DU DEGRE TOTAL Y

% avec z>Y>X Y%

17: torder totaldegrée;
INVLEX

Time: 68 ms

18: groebner(f1,{x,y,z});

4 2 2 : 2 2
{X *Y + 8*%X *Y + 20*%Y*Z + 10%X *Y + 25x*Y,

3 2
Y*Z + XxY ,

2
- 2%X*Z + X + 5}

Time: 493 ms

19: groebner(f2,{x,y,z});



4 2 2 2
{X - 3*X*Y + 20*%Z + 10*X + 25,

3 2
- 8%Z + 3%Y ,
3 8 2
Y + —==%Xx*Y ,
3

2
- 2%X*Z + X + 5}

Time: 663 ms

20: groebner(£3,{x,y,z});

2
{z,

Y*Z,

2 -
Y,

2xX*xZ + 10%Z + 6%Y,
X*Y - 10%Z - 5%Y,

2
X + 10%Z + 6%Y + 5}

Time: 6239 ms

21: groebner(f4,{x,y,z});
{1}

Time: 4471 ms

Y% avec X>Y>z Y



22: groebner(f1,{z,y,x});

3 2 2
{Z *Y + Y *X,X - 2%Z*X + 5}

Time: 255 ms

23: groebner(f2,{z,y,x});

4 16 3 320 2
{Y + ————%ZxY + ———-- xY ,
3 9
2 3 3
Y *X 4 ---xY |

8
3 2

= 8%Z 4+ 3x*Y ,

2
X - 2%xZxX + 5}

Time: 612 ms

24: groebner(£3,{z,x,y});

2
{r,

XxY - 5xY - 10%Z,

2
X + 6%Y + 10*Z + 5,

%Y,
Z*X + 3*Y + 5xZ,

2
Z}

Time: 3536 ms



25: groebner(£3,{z,y,x});

2
{X + 6%Y + 10*Z + 5,

Y*X = 5%Y - 10%Z,

2
Y,

ZxX + 3*%Y + 5%Z,
Z*Y,

2
Z}

Time: 2550 ms

26: groebner(f4,{z,y,x});
{1}
Time: 9979 ms
% FIN DE SESSION Y%

T A T



YA NN A Y Y YA A A Y YA NN YA YA YA A YA YA SN SN SN A YA YA A YA S YA SN YA A
% ESSAI AVEC DIFFERENTS INDICES SUR LES ENTREES %
REDUCE 3.3, 15-Jul-87 ...

% LES ENTREES Y

1: pl:=xk*2-2%x*z+5;

2
Pl :=X - 2%xXxZ + 5

2: p2i=xky*k2+y*z**3;

3
P2 := Y*(X*xY + 2 )

3: p3:=3ky**2-8*z**3;

2 3
P3 := 3%xY - 8xZ

4: p4:=2%x*z+ykx+y;
P4 := X*Y + 2%X*Z + Y

% CALCULS Y,

7: groebner({p1,p4,p2,p3},{x,y,z}); % POUR P1,P2,P3,P4 Y

2
{X + 6xY + 10%Z + 5,

X*Y - 5xY - 10%Z,
X*Z + 3*%Y + 5%Z,

2
3*Y ,

Y*Z,

Z}



Time: 4420 ms

8: groebner({ps,p4,p1,p2},{x,y,Z});

2
{X + 6%Y + 10*%Z + 5,

X*Y - 5xY - 10%Z,
X*Z + 3*Y + 5%Z,

2
3*Y ,

Y*Z,

2
Z}

Time: 5474 nms

% POUR P3,P4,P1,P2 ¥

% ON A OBTENU LE MEME RESULTAT (UNICITE DE LA BASE REDUITE)

AVEC DES TEMPS DIFFERENTS Y

% DE LA MEME FACON POUR P1,P2,P3 :

9: groebner({p3,p2,p1},{x,y,2});

2
{X = 2%X*Z + 5,

3 9 8 3 7 3
X*Z 4 —==-- *7 = ———=%Z 4 —===%Z
640 20 16
2 3
3xY - 8%Z ,

3 3 8 2 7 1 5
Y*Z = —===%Z 4 ———%Z - —==x7
80 5 2

’

% POUR P3,P2,P1 Y



9 32 8 80 6 1600 3
Z = —===%7 4 ====%7 o —————— *Z }
3 3 9

Time: 1700 ms

10: groebner({p1,p3,p2},{x,y,z}); % pour P1,P3,P2 ¥
2

{X - 2*X*Z + 5,

3 9 8 3 7 3 5
X*Z + ———e- *Z = ==——%Z 4 ———=xZ

640 20 16

2 3

3*xY - 8%Z ,

3 3 8 2 7 1 5
Y*¥Z - ———-%Z 4+ ——=%7 - ——=x7 s
80 5 2
9 32 8 80 6 1600 3
Z = ===-%7 4 =—e%Z 4 ———m——— *Z }
3 3 9
Time: 1394 ms
% FIN DE SESSION Y

L
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GLOSSAIRE :

diviseur (plus grand commun diviseur de deux polynéme 2 une variable) p17

diviseur (plus grand commun diviseur de deux mondmes 2 plusieurs variables)  p 30

degré d'un polyndme (& une variable) pl7
degré (polyndmes a plusieurs variables ) p35
Escalier d'une partie stable de INn p 13
Etrangers (Mondmes) p 34
Euclide (Algorithme d') pl7
Exposant d'un polyndéme pll
Exposant d'un idéal p24
Frontiere d'une partie de INn p13
Gauss (Algorithme d") p 19
Grobner (Base de) p 24
Hironaka (Division de ) p21
Idéal : po9

Initiale (partie initiale d'un polyndme) pll
minimale (base de Grobner) p24
multiple (plus petit commun multiple de mondmes) p 27
mondme p9

mondme de téte pll
normale (forme normale d'un polyndme) p22
normalisation p22
ordre (sur les mondmes) p 10
partition (canonique de IN") pl4
polynéme p9

principal (idéal) p 10
quadrant p13

réduite(base de Grébner) p 25



Théorie : Glossaire

spolynéme
stable (partie stable de IN™)
support d'un polyndme

unicité (base de Grébner)

- 68 -

p27
p 13
p9
p 25
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DEUXIEME PARTIE :

APPLICATION DES BASES DE GROBNER LORSQUE
K=2Z/122Z
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DEUXIEME PARTIE : APPLICATION DES BASES DE GROBNER LOSQUEK =
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I-2 Le calcul du spolyndme p76
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II-1 Le cadre général. Notations p77

II-2 La transformation de Stone p78
CHAPITRE II : APPLICATION A LA LOGIQUE p 81
I- LE CALCUL PROPOSITIONNEL p 81

I-1 Approche syntaxique p 81

I-2 Approche sémantique p 84

I-3 Prouver la validité d'une formule : apercu des méthodes existantes  p 85
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II-2 Quelques exemples p 88
II-2-1 Les coffres ciselés p 88

I1-2-2 Les purs et les pires p 90
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INTRODUCTION

Apres avoir étudié théoriquement les bases de Grobner nous en présentons quelques

applications lorsque le corps de base est Z/2Z. Nous nous limiterons aux cas simples du
calcul propositionnel et de la preuve de circuits combinatoires. Dans la conclusion, nous
faisons le point sur ce qu'il pourrait étre fait pour résoudre certains problémes et
généraliser certaines méthodes.

Le premier chapitre de cette partie, est formé de quelques préliminaires destinés & mettre
en place le formalisme, restreint 3 Z/22, utilisé par la suite.

Le deuxime chapitre fait le lien entre les problémes de logique, notamment ceux du calcul
propositionnel, et des bases de Grobner. Cette démarche est la méme que celle utilisée
pour prouver des circuits combinatoires. Les outils essentiels sont la transformation de
Stone [Stone64] et les bases de Grobner.,

Le troisitme chapitre correspond 2 'utilisation des bases de Grobner en preuve de
circuits. On se restreint ici aux circuits combinatoires. Mais la reconnaissance du fait
qu'un programme de preuve de circuits n'était autre qu'un programme de manipulation
symbolique des objets d'un niveau sémantique plus ou moins élevé a été remarquée
depuis un certain temps [Barrow84]. La connexion avec les langages actuels de
manipulation algébrique tels que Macsyma et Reduce mettait ainsi en évidence une
problematique commune qui se traduisait par des approches connues de formes normales,
simplification, canonicité, etc....

On pourrait alors penser manipuler des objets plus généraux que les polyndmes booléens.
Cette approche rejoint certains travaux de logique [Kapur & Narendram85], et pourrait
donner lieu & une étude future.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

I- L'ALGORITHME LORSQUE LE CORPS DE BASE EST Z/2Z

Nous nous plagons ici dans le cas de l'anneau Z/2Z[x1,..,xn]. Toutes les notions

introduites dans la premiére partie sont encore valables puisque Z/2Z est un corps
commutatif,

La structure de l'algorithme de Buchberger reste la méme ; les opérations de base sont
simplifiées (en particulier puisque x+x = 0, pour tout x de Z/22Z[x,,..,x,]). Nous ne
reprenons pas ici toute la structure de 1'algorithme, nous regardons seulement ce que
deviennent le calcul de la forme normale d'un polyndme par rapport a une famille de
polyndmes et celui d'un spolyndme.

Les objets que nous manipulons sont des polyndmes de la forme :
S+
A7
i
Dans toute la suite, on se fixe un ordre : l'ordre lexicographique sur les variables.

I-1 La Normalisation

Il s'agit de la division d'Hironaka d'un polyndme par rapport 4 une famille de
polyndmes. Dans notre cas particulier elle devient :

Soit p un élément de Z/22[x;,..,x,] ; Init (p) = X
Soit F= { py,...., p, } une famille de polynémes avec Init(p;) = X%,
L'opération principale de 1'algorithme de normalisation (cf premiére partie chapitrell)
consiste a remplacer :
d'une part p par p - (Init(p) / (Init(p;))p;
et d'autre part h; par h; + Init(p) / Init(p;).
Ici si o est multiple de o on remplace :
pparp + X% %p,
h; par h; + X% ™%
Ceci est effectué non seulement pour o tels que Init (p) = X* mais aussi pour ceux du
support de p tels que o est multiple de o
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Cette opération est aussi appelée application de réécriture [Chazarain86).

Exemple :

Soit p = x2y2 + xy2 + y +1.

Soit F= { p1,py } avec p1 =xy2+y et p,=x+1.
p=x+1pr1+xy+1=x+1)pj+yp,+1+y
p prend successivement les valeurs : xy + 1 et 1 +y.
1 +y estla forme normale de p par rapport a F.

Remarque :

La normalisation d'un polyndme par rapport a une famille est parfois considérée
comme la cldture réflexive transitive de l'union des applications de
réécriture[Chazarain86]. Dire alors que 'algorithme de division s'arréte c'est
exactement dire que la relation associée a cette cloture est confluente : pour cela,
il est nécessaire que l'ordre choisi sur les mondmes vérifie les conditions (HO)
de la premiére partie.

I-2 le calcul du spolynéme

Le calcul du spolyndme associé a deux polyndmes différents est également simplifié
puisque qu'il n'y a pas de coefficients qui interviennent devant les monémes.

Exemple :
Soit p = x2y3 + xy +1 et soit q = xy +1 ;
Spoly(p, @) = x2y3 + xy +1 + xy2 (xy + 1) = xy2 + xy +1.

Au vu de ces applications la notion de base de Grébner dans le cas de 1'anneau
Z/ZZ[xl,..,xn] a €té étudiée par Sakai et Sato [Sakai & Sato88]. Stillman [Stillmann89] :
donne des bornes sur la complexité des algorithmes permettant de calculer de telles bases.
Il montre que ces bornes sont nécessairement exponentielles en temps et en espace, ce qui
confirme le comportement de 1'algorithme dans un cas plus général.
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II- LE CADRE GENERAL DES APPLICATIONS

II-1 Le cadre général. Notations

Soit 8* ' anneau de Boole engendré par I'ensemble fini {x;,..., x,}, c'est 2 dire le

plus petit anneau commutatif qui contient { X15.-s Xg} et tel que X2 = X pour tous ses
€léments X.

On appelle les éléments de B* les polynomes booléens.

Nous verrons par 1z suite plus précisément pourquoi on est amené a considérer un
tel anneau.

 Les propriétés algébriques de R*.

Les polynémes booléens peuvent étre considérés comme des représentants des

classes d'équivalence de Z/22Z[x,,..,x,] avec la relation d'équivalence définie par :

deux polyndémes de Z[2Z[x,..,x,] sont dans la méme classe

d'équivalence si leur différence est dans 1'idéal I engendré par les
polyndmes x;2 + xy, ....., X,2 + X,,.

En effet :

Soit B I'ensemble de telles classes d'équivalence. B est donc I'anneau quotient
Z/22[x1,...x,] / 1.

B et B*sont isomorphes

L'isomorphisme se construit de la fagon suivante :

On considére I'hnomomorphisme d'anneau ¢ de Z[x;,..,x,] dans B* qui & chaque X;
de Z[x,,..,x;] associe x; de * Cet homomorphisme est surjectif et son noyau J
est I'id€al engendré par 2, x;2 + x, ....., X,2 + x, .

On peut alors construire un homomorphisme d'anneau surjectif de Z[x1,..x,] /]
dans 8. Comme de plus Z[x;,..,x,] / J est isomorphe 2 Z/22Z[x4,..,x,] / 1, on
peut construire un homomorphisme d'anneau surjectif @ de® dans B*. Reste 2 avoir

qu'il est injectif.
On note i I'application de Z[x,..,x,] dans Z22Z[x1,...x,) / L.

Soient C; et C; deux éléments de %,
Soient p; et p; deux éléments de B*tels que O(C) = p; et O(Cy) = py, .

Comme ¢ est surjectif,



Application : Chapitre 1 -78 -

il existe q; et q2 dans Z[x;,..,x,] tels que @(q;) = p; et ¢(q2) = p2
et donc @(q;) = ®(Cy) et ¢(q2) = B(Cy)

]

Sip; =pzalors @(q1 - q2) =0
etdonc q; - que L.
On a, puisque ¢ est un homomorphisme d'anneau surjectif,

¢~1(D(Cy)) - ~Y(D(Cy)) € 1, et donc i(g~1(D(Cy)) - ¢~L(D(Cy)) ) = O,
c'est a dire par construction : C; = Cj.

Cet isomorphisme permet d'associer A une classe C de ® un polyndme
(unique) de B*. On confondra désormais B* et B.

II-2 La transformation de Stone

Cette transformation nous permet de passer d'une algébre de Boole 2 un anneau de
Boole et réciproquement. Les fonctions booléennes seront alors considérées comme des
polynémes booléens.

Soit B une algébre booléenne. B est alors un ensemble muni de deux opérateurs
binaires notés respectivement A et v, d'un opérateur unaire noté ' et de deux éléments

notés 0 et 1 tels que tout triplet a, b, ¢ d'éléments de B vérifie les sept propriétés suivantes
(certaines sont redondantes) [Kuntzmann65] [Gritzer 78]:

dav(bvec)=(@avb)vc;aan(bac)=(@Ab)ac;
ii)avb=bva;aab=baa;

ili)ava =a;aAa=a;
ivian(bva)=a;av(baa)=a;
vi(avb)ac=(@Ac)v(bac);

vij)av0 =a ;avl=1;
viava'=1l;aana =0.

Par exemple, I'ensemble des parties d'un ensemble est une alggbre de boole avec
l'intersection des ensembles comme opérateur A et I'union comme opérateur v ; les roles

de O et 1 sont joués par @ et la partie pleine ; le complémentaire d'une partie dans
'ensemble plein correspond a l'opérateur unaire .

Un autre exemple est celui des treillis. On rappelle ici qu'un treillis est un ensemble
ordonné (E, <) tel que tout couple (a, b) d'éléments de E posséde une borne supérieure et
une borne inférieure dans E notées respectivement sup(a, b) et inf(a, b).

On pose a v b = sup(a, b) et a A b = inf(a, b),

si le wreillis que I'on considére est de plus distributif complémenté c'est a dire si on a
les propriétés suivantes :



Application : Chapitre 1 -79 -

(distributif) 1V (a, b, c) e E3 an(bva)=a;av(baa)=a;

E posséde un plus petit et un plus grand élément

(borné ) [ notés respectivement 0 et 1

(complément€)
[Vae E,Jae Etelqueava'=1; ana'=0;

On peut alors montrer que E est une algebre de Boole.

La notion de treillis est importante dans le cadre de I'étude des ensembles ordonnés. On
peut également voir qu'une algébre de Boole est un treillis distributif complémenté, et
méme la définir en tant que tel [Serfati73].

A partir de B et de ses opérateurs on construit l'opérateur + défini de la fagon
suivante :

(S0) a+b=(@ADb)v(a Ab).

Dans 'ensemble des parties d'un ensemble, ce nouvel opérateur correspond i la
différence symétrique de deux ensembles.

On peut montrer que relativement 2 cette "addition” et & I'opérateur A I'ensemble B
est un anneau booléen.

z

Pour des commodités d'écriture, lorsque 1'on considére B comme un anneau
booléen on note * l'opérateur A et R(B) 'ensemble B.

Réciproquement, soit R un anneau booléen. R. est muni de deux opérateurs + et *
ainsi que deux éléments particuliers 0 le neutre de 1'addition et 1 celui du produit.

A T'aide de ces objets on construit les trois opérateurs v, A et ' donnés par le
systéme (S1) suivant :

avb=a+b+a*b;
aAb=a¥*b;

a=1-a.

Avec ces opérations de R devient une alggbre de Boole que l'on note B(R)).

Un ensemble muni d'une structure d'algébre de Boole peut donc étre également
muni d'une structure d'anneau de Boole et réciproquement si l'ensemble considéré est
muni d'une structure d'anneau de Boole il peut facilement étre muni d'une structure
d'algeébre de Boole.

Sil'on note R la transformation qui 2 B (algebre de Boole) associe R(B) et B celle qui a
R associe B(R)on a:
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L'algebre de Boole B(R(B)) est la méme que B et I'anneau R(B(R)) est le
méme que R,

R R
B & RB R & BR)
B B

La transformation qui permet, & partir d'une algébre de Boole de se placer dans un
anneau est dite transformation de Stone.

A T'aide du systeme (S1) on élimine les opérateurs v, A et ' et I'on introduit les
opérateurs + et *. L'addition "+" verifie (SO) et 1'algeébre de Boole peut étre considérer
comme un anneau avec les éléments O et 1.

Pour les algebres booléennes et les anneaux booléens engendrés par des parties
finies on a un résultat analogue :

Si {Xy,..., X,} est une partie finie de B (algebre de boole) on note B(xy,..., X,)

l'algebre engendrée par {x;,..., x,} : C'est la plus petite sous algébre de B
contenant {Xy,..., X,}.

La transformation de Stone appliquée a B(xy,..., x,) nous fournit un sous
anneau de R ; le plus petit sous anneau de R contenant {xy,..., x,} c'est a dire
l'anneau engendré par (x,,..., x,} que l'on note R(x;,..., X).

Avec la transformation inverse appliquée R (xj,..., X,,) on obtient 1'algébre

B (xl,..., Xn).

Si on considére B* c'est a dire 1'anneau de boole engendré par 1'ensemble fini

{x1,..x,} ou encore B l'anneau quotient Z/2Z[x1,..,xn]/l on peut les
considérer comme l'algébre boole engendrée par {xy,..., X,} avec les opérations
introduites par (S1).

Nous allons dans les chapitres qui suivent nous servir de cette transformation et
utiliser la notion de base de Grobner pour résoudre des problemes de logique simples puis
appliquer ces méthodes a la preuve de circuit. :
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CHAPITRE 11

APPLICATION A LA LOGIQUE

I- LE CALCUL PROPOSITIONNEL
I-1 approche syntaxique

1l s'agit ici de la structure de la logique symbolique la plus simple : une proposition
est un énoncé déclaratif qui peut étre vrai ou faux (ou exclusif ! ) et le calcul propositionel
consiste en la manipulation de ces propositions.

Il existe deux propositions particuliéres qui sont : "vrai" et "faux", que l'on note
respectivement Vet F.

Par exemple : "le ciel est bleu", "la mer est verte", "il pleut"” sont des propositions.
SiT'on note x, la premitre proposition, x, la deuxiéme et X3 la troisi¢me, x;, x,, X5 sont
appelés des atomes.

A partir de ces atomes on construit des propositions composées.

Par exemple : " "le ciel est bleu" ez "la mer est verte" ", " " si "il pleut" alors "le chat
esta l'abri” " sont des propositions composées.

De telles propositions se construisent a l'aide des atomes et de plusieurs
constructeurs (opérateurs) de bases qui sont les suivants :

A : qui correspond au "et",

Vv : qui correspond au "ou" inclusif,

= : qui correspond a l'implication "si .... alors ....",
<= : qui correspond a I'équivalence "si et seulement si",

": qui correspond au "non".

Exemple :

Soit x; l'atome correspondant  la proposition : " il pleut”
Soit x, l'atome correspondant 2 la proposition : " il fait froid"
Soit x5 I'atome correspondant 2 la proposition : " on se baigne"

alors la proposition " " si " il pleut"” er "il fait froid" alors "on ne se baigne

pas” " correspond a la proposition composée :
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X1 A X3 =X3'

Les atomes et les propositions composées a partir de ces atomes forment ce qu'on
appelle des formes bien formées ou des formules.

De maniere plus précise on désigne par formules du calcul propositionnel les
€léments définis récursivement (a 1'aide des constructeurs) par :

i) Un atome est une formule

ii) Si F est une formule alors F' est une formule

iii) Si F et G sont deux formules alors :
F A G est une formule
F v G est une formule
F= G est une formule
F& G est une formule

On peut remarquer qu'une formule peut devenir trés vite compliquée et illisible. 11
existe des régles de simplifications qui permettent de réduire le niveau d'imbrication et le
nombre de constructeurs qui interviennent dans les formules. On parle alors suivant le cas
de forme normale conjonctive ou de forme normale disjonctive.

z 2

Ces régles sont les suivantes (le signe d'égalité désignant la "réécriture”) :

pour tout triplet (F, G, H) de formules :

i) F= G)=GvF,

ii) F& G) =(F=>G) v (G=F),

qui permettent de n'avoir que les opérateurs A, v et';

iii) (F)' = F

) (FvG)=FAG),

vV FAG) =(FvG),

qui sont les lois de Morgan et qui permettent de mettre les négations
uniquement devant les atomes ;

V)FV(GAH)=(FVvG)A(FvH)et FA(GVH)=(FAG)v (FAH),

Vi)Fv F=F;Fv¥=%etFAF=7;FA Y=F.

Si l'on applique successivement sur une formule F ces différentes lois, dont on désigne
I'ensemble par (R), on peut obtenir :

1) sa forme normale conjonctive c'est a dire que l'on peut 1'écrire :
F=F A ..AF

avec F;=a;; v .....v a,, pour tous les indices i de 1 2 p et
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ou pour tout a;; il existe un atome x, tel que a;; = Xy Ou 3 = X,

ii) sa forme normale disjonctive c'est A dire que I'on peut 1'écrire :

F=F v..VvF
aveCcFi=2a;; A ....A aq pour tous les indiceside 1 a p et

ou pour tout a;; il existe un atome x, tel que ;= Xy OU & = X\

Toute formule peut s'écrire sous forme disjonctive (respectivement conjonctive). En
particulier on peut considérer I'ensemble B de toutes les formules comme muni de trois

opérateurs v, A et ' et des deux éléments particuliers ¥ et 9. On peut montrer qu'alors
[Chang & Lee 70] :

B est une algébre de Boole.

Soit une partie finie de B composée d'atomes {X1,..» X3 }. On consideére la sous

algebre engendrée par ces atomes, que I'on note B(xy,..., x,), c'est I'ensemble de toutes
les formules que I'on peut écrire avec les atomes X15ees Xpo

On peut alors considérer cet ensemble comme 1'anneau de Boole engendré par
(X15..., Xp) grice a la transformation de Stone (cf Chapitre I). On construit alors
l'opérateur + qui vérifie

(S0) F+G=FAG)VF AQG)

Ce nouvel opérateur correspond en fait au "ou exclusif” que I'on note parfois @.

Si I'on reprend les notations du chapitre I on note B* 'anneau de Boole engendré par

(X15.-e» Xp) On a vu que B*est isomorphe 3 B (ou B = Z/ZZ[xl,..,xn] / T avec I idéal
engendré par x,2 + x, ....., X2 + X,).

On a donc le résultat suivant :

B(x,,..., x,) est isomorphe & % (en tant qu'anneau).

B(x,,..., x,) et B ont le méme nombre d'éléments [Serfati73] (22") et sont donc bien
isomorphes.

On peut donc lorsque 1'on manipule des formules les considérer comme des éléments de
8
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I-2 Approche sémantique

On a vu qu'a une proposition on peut associer une "valeur" : vrai ou faux (ou
exclusif), que l'on appelle valeur de vérité associée a l'atome qui représente la
proposition.

A une formule on peut alors associer une valeur de vérité en fonction des valeurs de
vérité des atomes qu'elle contient.

On appelle cette valeur interprétation de F.
Si une formule contient n atomes elle aura 21 interprétations possibles.

Une formule est vraie sous une interprétation si elle est évaluée 2 vrai ; sinon elle est
dite fausse sous cette interprétation.

Les formules sont évaluées en sachant que :
si F et G sont deux formules alors :

1) si F est vraie alors F' est fausse et si F est fausse alors F' est vraie
ii) si F et G sont vraies alors la formule F A G est vraie ; sinon elle est fausse.

iii) si au moins 1'une des formules F et G est vraie alors F A G est vraie ;
sinon elle est fausse.

iv) la formule (F= G) est fausse si F est vraie et G est fausse ; sinon elle est
vraie.

v) la formule (F&> G) est vraie si F et G sont méme valeurs de vérité ; sinon
elle est fausse.

On dit que deux formules sont équivalentes si leurs valeurs de vérités sont les
mémes quelle que soit I'interprétation choisie pour F et G.

Le signe d'égalité introduit pour construire les formes conjonctive ou disjonctive
d'une formule est cohérent avec la notion d'équivalence c'est a dire que :

Quelle que soit la loi du systéme (R) appliquée 2 une formule F, on obtient une
formule équivalente. En particulier :

toute formule est équivalente a sa forme normale disjonctive ou conjonctive.

On dit d'une formule qu'elle est valide si elle est évaluée A vrai sous n'importe
quelle interprétation. On l'appelle aussi une tautologie.

On dit d'une formule qu'elle est inconsistante si elle est fausse quelle que soit
l'interprétation choisie.

Pouvoir déterminer si une formule est une tautologie est le probléme essentiel du
calcul propositionnel. En effet obtenir un tel résultat peut permettre de savoir si une

affirmation est vraie, ou encore si sous un certain nombre d'hypoth&ses une conclusion
est vraie.....
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I-3 Prouver la validité d'une formule : apercu des méthodes
existantes

La méthode la plus directe pour déterminer si une formule F est ou n'est pas une
tautologie est d'explorer toutes les interprétations possibles (2n pour une formule
contenant n variables !). Il en existe d'autres en particulier la recherche d'une forme
“normale” associ€e a F, comme par exemple les formes disjonctives ou conjonctives, ou
encore les formes de Lagrange qui sont en fait des formes disjonctives et conjonctives
particuli€res contenant tous les atomes de F. Les méthodes sont nombreuses et sont en
général basées sur le théoréme de Shannon et sur les principes de résolution et
d'unification que nous ne détaillerons pas ici [Chang & Lee70]. Parallélement 2 ces
méthodes que I'on qualifie de "preuve formelle" ils existent des méthodes statistiques qui
peuvent donner une "idée" du résultat. Nous ne nous intéressons ici qu'aux méthodes de
preuve formelle.

Une des premicres personnes 2 avoir donné un algorithme de simplification des
formules du calcul propositonnel est sans doute W.V.Quine dans les années 1950.
L'algorithme contient une étape ou l'on rajoute des variables aux fonctions traitées
(détermination des implicants premiers). Comme l'auteur le dit lui-méme cette étape peut
malheureusement devenir trés longue [Quine 52].

A partir de cette époque on voit apparaitre dans la littérature d'autres méthodes. En
particulier dans les années soixante Davis et Putnam [Davis-Putnam60] donne une
méthode qui permet de dire d'une formule sous forme normale conjonctive si elle est ou
non inconsistante. Il faut également noter les travaux de Dunham, Fridshal et Sward
[Dunham & al59] ou encore ceux de Robinson [Robinson65].

Aujourd'hui les algorithmes restent basés sur les mémes méthodes. Des
améliorations ont ét¢ faites notamment a l'aide d'un algorithme analogue a celui de Davis
et Putnam qui permet de tester la validité d'une formule donnée sous n'importe quelle
forme. Il faut également noter la méthode des arbres syntaxiques [Chang &
Lee70],[Dunham & al59].

D'autres méthodes existent : elles sont basées sur les systemes de réécritures. Il est
alors important de bien choisir les régles 2 utiliser. Certains systemes ne sont pas
confluents et en particulier celui donné par les régles d'une algébre de Boole ne permet
pas d'obaenir une forme normale de ce systéme. Ceci est li€ a un probléme d'unicité
[Hullot80].

I1 faut alors noter les travaux de Hsiang, qui utilise la structure d'anneau de Boole
(ordonné) plutot que celle d'algebre de Boole pour manipuler ses fonctions booléennes
[Hsiang83].

Nous proposons ici un autre outil. Cet outil n'est pas révolutionnaire puisque qu'il
peut €tre vu comme un systéme de réecriture, mais il apporte un formalisme nouveau et
peut peut-€tre unifier les différents problémes soulevés.
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II- LE CALCUL PROPOSITIONNEL ET LES BASES DE GROBNER

Nous avons vu comment on pouvait considérer 1'ensemble des formules du calcul
propositionnel comme l'anneau des polyndmes booléens. Puisque que 1'on travaille dans

Z/[2Z[X,..,X,] on peut utiliser un algorithme de base de Grobner mais pourquoi faire ?
II-1 Déduction et idéal [Chazarain86]

Soit F une formule et soit p son polyndme booléen associé. On a associé a F une
valeur de vérité sous une certaine interprétation de ces atomes.

A un atome correspond une variable de Z/ZZ[xl,..,xn]. A la valeur de I'atome
correspond une valeur de la variable. Si la valeur de 1'atome est vraie alors la variable
correspondante est mise a 1 et sinon a 0. Une interprétation (a;,...a,) des atomes
(X1,..-Xy) coincide avec une affectation des variables (xy,...x,,)  un nuplet composé de 0
ou de 1 suivant les valeurs des a;. On associe alors 2 un polyndme sa valeur calculée dans

Z/[2Z en (a,,...a,). On a alors :

F est valide si et seulement si p est identiquement égal @ 1
F est inconsistant si et seulement si p est identiquement nul.

En effet :

Supposons de F soit valide. Soit (a;,...a,) une interprétation de ses atomes alors
F(a,,...a,) est évaluée a vrai.

La transformation de Stone est telle que :

- (a A b) et (a * b) ont des valeurs cohérentes en ce sens que si (a A b) est
vrai sous une interprétation alors (a*b) est mis 4 1 et & O sinon,

- a'et (a+ 1) ont des valeurs cohérentes : si a est faux a' est vrai ce qui
correspond bien a dire que si a vaut O alors a+1 vaut 1; si a est vrai a' est

faux ce qui correspond bien 2 dire que si a vaut 1 alors a+1 vaut 0.

- il en est de méme pour (a v b) et a + b + a*b ainsi que (a v b') A (a' v b) et
a+b+1.

En particulier si l'on applique la transformation de Stone 24 F on obtient son
polyndme booléen associé dont la valeur est 1 sous l'affectation des variables données.

comme F est vraie pour toute interprétation son polyndme booléen associé est identique a
1.

La réciproque est vraie et de la méme fagon on montre que F est inconsistant si et
seulement si p est identiquement nul.

Si I'on traduit le résultat précédent au niveau des idéaux :

F est valide si et seulement si 1 € (p),
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F est inconsistant si et seulement si (p) est l'idéal nul.

ol p est un représentant quelconque de la classe de F (comme €élément de
Z[2Z[x;,...x,] / T) et o1 (p) désigne 'idéal engendré par p dans Z/22Z[xy,..,x,] /
I.

Si au lieu de vouloir montrer qu'une formule est valide on veut montrer qu'une
formule est vraie sous un certain nombre d'hypothéses on peut utiliser le résultat suivant :

Soient F,,...F, et F des formules ; soient P1s....Pp €t q des représentants de
chacunes de ces formules on a alors :

((Fy, .....Fp) =F) si et seulement si (g+l e (py +1, v Dp+1))
En effet :

les formules :
((Fys .. Fp) F) et (Fv (F)v (Fy)v ~V(Fp"))

sont équivalentes. Le polyndme qui représente la deuxiéme est dans la méme classe que
les polyndmes qui s'écrivent :

p
q+ Z mj(p; + 1) avec mj € Z/22Z[x;,..,Xp]

i=1
On démontre ce dernier résultat par récurrence sur p:

i) il est vrai pour p = 1 puisque si on applique la transformation de Stone 2 la
formule :

(F v F;") on obtient :
g+ @1+ 1) +q*(py+ 1) soit g+ (p;+ 1) * (q + 1).

ii) si le résultat est vrai pour p -1, qu'en est -il pour p ?
Par la transformation de Stone on obtient (pour I'indice p) :

p-1 p-1
q+ D mi@i+ D+ @t 1) ((@+ D+ > my(p;+ 1))

j=1 j=1

que l'on peut aussi écrire

P
q+ z m;(p; + 1) avecmj € Z/22Z]x;,..,Xp]

1=1

De ce résultat et du fait que F est valide si et seulement sile (p),onen
déduit le résultat cherché.
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On a donc transformé un probléme de logique (déduction) en un probléme d'appartenance

d'un polynéme & un idéal de Z/22[x;,..,x,] / 1. La théorie des Bases de Grobner qui
permet de résoudre de tels problemes ne s'applique pas directement sur les anneaux
quotients.

En revanche on peut utiliser les bases de Grobner pour obtenir une caractérisation des

idéaux de Z/22Z[x,,..,x,].
Pour travailler dans cet anneau on utilise la remarque suivante :

tester si
Pe (Py,..P)),idéal de Z/2Z[x,,...x,]1/1,
est équivalent a tester si :
P € (P1)--Pps X2 + Xy, X2 + X)) dans Z/22[x,...x,]
ol p, py,...pp sont des réprésentants respectifs des classes P, Py,..Pp,.

Soit (F) un idéal de Z/22Z[x;,..,x,] / 1, on le transforme alors en un idéal J = (F, I) de
zRz [X1,..,Xp] et I'on calcule G, la base de Grébner (réduite) associée a J.

G est composée de certains polyndmes de I et de polyndmes booléens. Pour démontrer
qu'un polyndéme appartient a (F) on effectue la normalisation de ces polynémes par
rapport aux polyndmes de G.

II-2 Quelques exemples

Nous présentons ici quelques problémes simples de logique que I'on peut résoudre
a l'aide des bases de Grobner.

I1-2-1 Les coffres ciselés
On considére 'énoncé suivant :

Les coffres de la ville de Venise sont gravés par deux familles : Les
Cellini et les Bellini.

Chaque fois qu'un Cellini grave un coffre l'inscription qu'il a portée:
sur le coffre est fausse et chaque fois qu'un Bellini grave un coffre
U'inscription portée est vraie.

Les deux familles participérent a la décoration de paires de coffres dont
l'un était d'or et I'autre d'argent. Chaque coffre était alors l'oeuvre d'un
seul homme et une paire pouvait étre faite par deux hommes de familles
différentes.

On a la paire suivante :

sur le coffre d'or est gravée l'inscription : les deux coffres de cette paire
furent faits par des membres de la famille Cellini,

sur le coffre d’argent est gravée l'inscription : les deux coffres ne furent
pas faits par des membres de la méme famille.

Le probléme est alors de déterminer qui a gravé les coffres.

On a alors la modélisation suivante :
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Chaque hypothése est mise sous forme d'une formule 2 I'aide d'atomes
qui désignent des propositions. On obtient alors :

les atomes :
x; = "Bellini a fait le coffre d'or"
y1 = "Cellini a fait le coffre d'or"
X, = "Bellini a fait le coffre d'argent"
yo = "Cellini a fait le coffre d'argent"

- "chaque coffre est I'oeuvre d'un seul homme" se traduit alors par les
deux formules :

DEAY)V(X'AY))
) (x3 A Y2) Vv (%' A Yp)

- I'inscription sur le coffre d'or se traduit par:
YiAY2

- I'inscription sur le coffre d'argent se traduit par:

((x1 Ax) v (y; A YD)
- "si le coffre d'or a été ciselé par un Bellini alors l'inscription qu'il
porte est vraie" se traduit par :

i) X, = (y; A y))
- "si le coffre d'or a été ciselé par un Cellini alors l'inscription qu'il
porte est fausse" se traduit par :

)y = 1Ay

- de fagon analogue on obtient pour le coffre d'argent les implications :
V) Xz = (X} AX9) V (y1 A YD),
Vi) y2 = (X1 AXp) V (Y] A Yy)

Les formules i) ii) iii) v) iv) et vi) donnent par la transformation de Stone les
polyndmes suivants :

X1+¥1:XtYy;5;
X1¥1¥2 +y1y2 +1;
X1X2¥2 + Y2 +X1X3 ;
yiyas

X2¥1y2 + X2 +y1y, + L.

Pour connaitre les familles qui ont ciselé les coffres on cherche
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quels polynémes parmi
X1+Ly;+Lixa+1;y,+1
sont dans 1'idéal engendré par :
X1 +y1+15x+y, + 15 X712 +y1¥25
X1X2¥2 + Y2 +X1Xg + 1 Xoy1y2 + Xg +¥1¥2 5 V1¥2 + 1;
X2+ X5 X2 + X5 Y12+ Y15 Y22+ Y2

On calcule alors la base de Grobner associée aux polyndmes précédents, on
obtient :
G={x3+Ly,Ly,+1,x }.

ce que l'on peut interpréter en disant :

Bellini a gravé le coffre d'or (puisque x; + 1 est dans G)
Cellini a gravé le coffre d'argent (car y, + 1 est dans G)

II-2-2 Les purs, les pires et les loup-garous
On considére 1'énoncé suivant :

I'action se deroule dans une ile ou les habitants sont soit des purs soit
des pires. Les pires mentent toujours et les purs disent toujours la
Vérité. De plus certains habitants de l'ile sont des loup-garous. Un loup-
garou peut étre indifféremment un pire ou un pur. Vous étes prisonnier
de trois habitants de l'ile (A, B, C) dont vous savez qu'un seul est un
loup-garou. Ils vous disent :

A : "Je suis un loup-garou”

B : "Je suis un loup-garou”

C : "Un au plus de nous trois est un pur”.

Si vous devinez qui est qui, ils vous laissent la vie sauve. Que faites
vous ?

A votre place je modéliserais le probleme et utiliserais les bases de Grobner.

On introduit les atomes suivants :
x1 = "A est un pur”
x2 = "B est un pur"”
x3="C est un pur"
y1="A est un pire"
y2= "B est un pire"
y3 = "C est un pire"
z; ="A est un loup-garou”
z = "B est un loup-garou”
z3 = "C est un loup-garou"
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On applique directement la transformation de Stone pour associer a chaque
hypothése un polynéme booléen :
" A, B,C sont soit des purs soit des pires" se traduit par les trois polynémes :
Xp+Y13:X2+y2;5 X3+y3
“il n'y a qu'un seul loup-garou" se traduit par :
2172774 + Zl+ Z2+ Zy
"si A est un pur alors son affirmation est vraie" se traduit par:
X121+x;+1

"si A est un pire alors son affirmation est fausse" se traduit par:
yiz;+1

"si B est un pur alors son affirmation est vraie" se traduit par:
XpZy+ Xy + 1

"si B est un pire alors son affirmation est fausse" se traduit par:
Y222+ 1

I'affirmation de C se traduit par :
X1Xg + XpX3 + X;X3 + 1

"si C est un pur alors son affirmation est vraie" se traduit par:
XIXZX3 + X9X3 + X1X3 +1

“si C est un pire alors son affirmation est fausse" se traduit par:
X1X2Y3 + XoX3y3 + X X3y3 +y3 + 1

On calcule alors la base de Grébner G associée aux polyndmes :
Xp+y1+1;x+y,+1; X3+y3+1;
212923+ 21+ Zp+ Z3 + 1 ;X 21+ Xy ;
Y1215 X2 2o+ X 5 Y2 Zp 5 X X+ XpX3+ X1X3 ;
X1X2X3 + XpX3+ X1X3 5 X1X2Y3 + X9X3Y3+ X1X3Y3+Y3 ;
X124 X5 X2 + Xy 3 Xa2 + X35 )2+ Y15 y2 + vy
)’32+Y3§212+21§222+22§7-32+23

G={XI,X2,X3+1,y1+1,y2+1,y3,21,22,23+1}

Puis on détermine la nature de A, de B et de C en testant 'appartenance de
différents polyndmes a I'idéal engendré par G. Ici il est clair que les
polynémes x; + 1,y; + 1,y, + 1, z3 + 1 appartiennent a cet idéal ; ce que
l'on peut traduire en disant que :

A estun pire, B est un pire, C est un pur et le loup-garou.
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CHAPITRE 111

APPLICATION A LA PREUVE FORMELLE DE CIRCUITS

INTRODUCTION

Nous venons de voir dans le chapitre précédent comment la validité de certaines
implications logiques peut s'exprimer par un test d'appartenance d'un polynéme a un
idéal. Pour cela on utilise essentiellement la transformation de Stone qui nous permet de
considerer les fonctions booléennes comme des polyndmes booléens. Cette démarche,
appliquée aux circuits, va nous permettre de "prouver formellement" les circuits
combinatoires. Nous allons tout d'abord expliquer en quelques mots en quoi consiste la
preuve formelle de circuits combinatoires, et ce que peuvent apporter les bases de
Grobner dans ce domaine. '

Il existe d'autres méthodes pour prouver formellement un circuit. La comparaison entre la
méthode proposée ici et les méthodes préexistantes est difficile, car il n'existe pas de
résultats satisfaisants sur la complexité des algorithmes de calcul de bases de Grobner,
que ce soit dans un cadre général (cf premiére partie) ou dans le cas particulier des bases
de Grobner booléennes (cf le chapitre2 de la présente partie). En pratique on est bien loin
de la complexité théorique, ce qui permet de penser que l'utilisation des bases de Gribner
booléennes pour "prouver" un circuit, n'est pas aussi innapropriée que 1'on pourrait le
croire. De plus, I'algorithme de calcul de bases de Grobner fournit toujours une solution
aux problémes de preuve de circuit, ce qui n'est pas toujours le cas : il existe des
méthodes de compilations canoniques qui n'aboutissent pas [Hullot80].
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I- LA PREUVE DE CIRCUIT. DEFINITION

Soyons puriste ! l'expression "preuve de circuit” ne veut rien dire.... 2 moins que 1'on
m'ait toujours caché qu'un circuit était un théoréme !!

Il s'agit en fait d'un abus de langage : on cherche a prouver qu'un circuit donné (par son
schéma logique, par exemple) effectue correctement la ou les fonctions qui lui sont
demandées. Pour cela on proceéde de la fagon suivante :

On suppose que I'information qui correspond au circuit combinatoire 2 prouver est
donnée sous forme d'un schéma logique. A partir de ce schéma on extrait, avec un
logiciel approprié, les fonctions booléennes représentant les sorties du circuit en
fonction de ses entrées. On représente les fonctions censées étre exécutées par le
circuit comme des fonctions booléennes. Prouver le circuit consiste alors a vérifier
que ces fonctions sont les mémes que celles issues du schéma logique. 1l s'agit d'un
probleme d'égalité de fonctions booléennes qui est en général résolu a I'aide de la
forme canonique de telles fonctions, et qui reste toujours difficile (cf chapitrell
partie I-3).

Le mécanisme de preuve de circuit proposé ici est le suivant :

schéma logique fonctions logiques désirées
production des équations transformation de Stone
booléennes
rd . | P3 rd
équations boolénnes polyndmes booléens
traduction

équations logiques

transformation de Stone

polyndmes booléens

T~

bases de Grébner

La production des équations booléennes 2 partir du schéma logique et I'obtention par la
transformations de Stone des polyndmes booléens a fait I'objet d'un projet de troisieme
année [Hariz88].

Par une méthode analogue on peut "prouver” I'équivalence de deux circuits.
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II- UNE PREMIERE APPROCHE. EXEMPLES

N

II-1 Circuits combinatoires 2 une sortie

Soit C un circuit. Soient (a,,...ap) les entrées de C et b sa sortie. On décrit Ie circuit
C a partir de son schéma logique en introduisant des variables intermédiaires uy,..u

p’
définies par le systeme (S) d'équations :

u; = Aj(ay, ..., ap)
Uy = Az(ul, ALy eeny an)

oooooooooooooo

uP = Ap(u], coey up-], al, cesey an)

b s'écrit en fonction des variables a; et u; :
b= F(a], ..... » Ap,Uy, ...Up).

On note B (a,,....., a,, up,...up) l'algebre de boole engendrée par a,....., ap, Uj,...Up,.

Les fonctions A; et F sont 2 valeurs dans B(aj,....., a4y, Up,...up) : ce sont des fonctions
booléennes.

Exemple :

soit le circuit représenté par le schéma logique suivant :

-2
Uy
-4,
Y,
a D Porte “ou” (inclusif)
-3

:D_ Porte “et”

ce schéma nous fournit les équations :
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[u; =aaz;
U2 = azas;
uz = ajas,;
U4 =01V Uu3;

| Us =u3v uz; |

avec les notations sur les opérateurs logiques introduites dans le chapitre précédent.

Soit G la fonction que le circuit doit réaliser. Pour prouver le circuit, il s'agit de
prouver que :

Dans l'exemple qui précede :
G(ay, ay, a3) = ajay v aza3 v ajaz.
Pour prouver le circuit donné on cherche a montrer que :
a;a3 V @533 vV ajag =uy vV us
sachant que

[u; = aaz;
Uz = azasz;
uz =ajas;
U4 =u1Vv usz;

| us = u3v uy; |

Le systeme (S) représentant le circuit peut s'écrire sous forme d'un systéme de
polyndmes booléens, en appliquant la transformation de Stone aux fonctions A;. Soient P;
les polyndmes booléens associés aux fonctions A; (S) s'écrit :

u; + Pi(ay, ..., ap) =0
uz + Pa(uy, ay, ..., a,) =0
up + Pp(uy, ..., upy ay, oy 37) =0

Sil'on associe a F et G leurs polyndmes booléens déterminés par la transformation.
de Stone F et G il s'agit alors de prouver que :

sachant que les u; vérifient le systeme (S)

On note un tel probleme (P).

Soit I I'idéal engendré par a;2 + ay,....u;2 + u, dans Z/2Z[a,..,u,). Grice aux
résultats des chapitres précédents et en posant a; = Xy, ..., 8, = X,..., Up, = Xy, On sait
que:

R(a,,....., a,, uy,...up) et Z/22Z[xy,...x;] / I sont isomorphes.
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Prouver un circuit peut étre considéré comme un probléme d'appartenance d'un
polyndme a un idéal du quotient Z/22Z[x,,..,x,] / I, puisque :

résoudre le probléme ( P)
est équivalent @ montrer que :
F+GelJ
on Jest l'idéal engendré par les polynémes de (S). Soit 1= (Q 1,.-.0p) avec

Ql = ul + Pl(als sceey an) ;
Q2 =uz + Po(uy, ay, ...., ap) ;

..............

Op=u, + Pp(uy, ..., tp.1 ay, ...., a,) ;

En effet en terme de logique propositionnel pour résoudre (D) il s'agit de prouver
la validité d'une implication : le systeme (S) correspond a un ensemble d'hypothéses et il
faut alors prouver que la conclusion correspondant & F + G = 0 est vraie. Or prouver la
validité d'une implication est équivalent & prouver qu'un polynéme appartient A un idéal
(cf chapitre2).

Nous avons déja vu que la théorie des bases de Grobner qui permet de résoudre des
problemes de test d'appartenance d'un polyndme a un idéal ne s'applique pas directement
sur les anneaux quotients mais que 'on a le résultat suivant :

tester si :
Pe (P),..P)), idéalde Z/22[x,,...x,]/],
est équivalent 2 tester si :
P € (P1:-Pp X12 + Xy, X2 + x;) dans Z/22Z[x,,...x,]

ou p, P1....Pp sont des réprésentants respectifs des classes P, Py,..P,.

On procede alors comme on 1'a fait dans le cas du calcul propopsitionnel :

Soit (P) un idéal de Z/ZZ[XI,..,xk] / 1, on le transforme alors en un idéal J = P,D
de et I'on calcule G, la base de Grobner (réduite) associée a J.

Dans I'exemple il s'agit de montrer que :
P=uqus+us+uy +aja, + aza3 + aja;
appartient a I'idéal engendré par :
Py=u;+aja;; Py=u,+ aja, ;
Py=u3+aza;; Py=u,+ nus +u; +ug;
Ps =us+ uju; + uy + u3;

Les polyndémes Py, P,,P3, P4, Ps et ceux qui engendrent I forment un base de

Grobner (non minimale) de 1'idéal qui leur est associé dans Z/2Z[xl,..,xk] et grice
a la normalisation de P par ces polyndmes on obtient :
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P= uju,uj + uzuy + usuy + ujz + uju; + u; +u; +aja, + aaz + ajaj
en normalisant P avec P, et Ps.
P =0 en le normalisant par P;, P,, P;.

N

II-2 Circuits combinatoires a plusieurs sorties

-« Jusqu'ici, les cicuit combinatoires considérés n'avait qu'une sortie. Il est simple
de généraliser ce processus lorsque que 1'on a plusieurs sorties indépendantes : il s'agit
alors de démontrer que plusieurs polyndmes (un par sortie) appartiennent a 1'idéal
engendré par les polynémes provenant que la description du circuit.

Exemple : (cellule de base d'un additionneur)

31 Co

X
_1< XSZ X j: z
* Dox % X xto

i X

Les sorties de ce circuit s'écrivent en fonction des entrées (a;, by, et cg), et des variables
intermédiaires :

C1 = X1X2X3 + X3Xg + X3X) + X3 + XoX| + Xp + X; ;

Z = Xp2X11 + X2 + X155
Les fonctions supposées exécutées par le circuit sont :

¢y =a;b; +ajcy+ bicy;

z=a;+b; +c¢gp;

Il s'agit alors de vérifier si les polynémes :
X1X2X3 + X3Xp + X3X1 + X3 + XX + X5 + X; + a;by + a;¢9 + by ;
X12X11 + X2+ Xy +a; + by +¢p;

appartiennent a 1'idéal engendré par :
X;+biCosxa+a1Co s X3 +ajhy x4+ by +1; x5 +a; +1;
Xe + a1X4 3 X7 + D1X5 5 Xg + XgX7 + X7 + Xg ; Xg + Cg +1;
X10+Xg + 15 X134CoX 0 5 Xqp + XgXg ;
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«« Le circuit peut également avoir ses sorties liées les unes aux autres. Il est

possible que les fonctions que doit réaliser le circuit soient écrites de telle sorte

sortie s'exprime en fonction des précédentes.

Soit par exemple :
(additeur Carry look ahead)
P Gz PG r Go
X
S X 3 X 2 X 1
C
% < 1

Le systeme (S) fournit par le schéma est le suivant :

~

X1 +Poco=0
X2+ PiGp=0
x3 + P1Poco =0
xq4 +PG1=0
X5 + P1P2G() =0
X¢ + P1P2Poco =0

Les sorties, en fonction des entrées s'écrivent alors :

C

1 =X1Go + Gy + x5

Cy = X2X3Gl + XZGI + X3G1 + X3Xy + X3 + Xy + Gl 5

o

que la jieme

C3 = X4X5X6Gy + X4XsXg + X6X4G2 + x4x5G, + X5%Xg + x5Gy + X4Xs5 + Xs

+ X4 + X662 + X+ Gz;

Le circuit est censé calculer :

C

1= GOPOCO + P()CO + GO s

Cr = Glplcl + Plcl + Gl s
C3 = Gszcz + P2C2 + Gz s

Il s'agit de montrer que :

1) x1G; + x; + GgPycg + Pycy = 0 ; sachant que les x; vérifient le systéme (S)

i1) X2X3Gl + XZGI + X3Gl + X3Xy + X3 + Xy + Glplcl + Plcl = 0 ; sachant que
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- les x; vérifient le systeme (S),
-C1 = G()P()CO + P0C0 + Go R

iil) x4x5x6Gy + X4X5Xg + XgX4Gy + X4X5Gy + XsXg + X5Gg + X4X5 + X5 + Xq +
x¢G, + xg + GoP,cy + Pycy = 0 sachant que
- x; vérifient le systeme (S),
- ¢; = GyPoco + Pocg + Gy
- ¢y = GyPicy + Picy + Gy

Si 1'un de ces trois points est faux alors le circuit ne calcule pas les fonctions
boolénnes escomptées.

Pour chacun des trois points on utilise la méthode donnée précédemment. pour les
circuits 2 sorties indépendantes. On modifie & chaque fois le systeme (S) en lui ajoutant le
ou les polyndmes adéquates.

Remarque :

dans l'exemple donné, si l'on travaille dans Z22Z[X15-Xi] / 1 directement
comme il est expliqué dans la troisi¢eme partie avec les variables rangées
correctement, on peut montrer que les polyndmes ajoutés au systeéme (S) ont
leurs mondmes de tétes étrangers a ceux des polynomes de (S). Ceci est en
particulier dii au fait que le polyndme que l'on ajoute a chaque fois est un
polyndme o les variables x; n'interviennent pas et ou les variables d'entrées sont
indépendantes de celles utilisées par la sortie précédente. A chaque étape I'idéal
est représenté par une base de Grobner (non minimale) ce qui en évite le calcul ;
ce n'est malheureusement pas toujours le cas.

De maniére plus générale, on note a, les variables d'entrée du circuit, u; les variables
intermédiaires et c; les sorties. Les calculs de bases de Grobner s'effectuent alors

Z/22Z]|a,,.., a,, Uyl €1,..,C1] (€N ajoutant aux polyndmes générateurs les polyndomes
qui engendrent I).

On suppose disposer :

- d'un algorithme de calcul de base de Grobner noté Grob ; :
- d'un procédure de division d'Hironaka qui donne O si le polyndme est
pas l'idéal et un polyndme non nul sinon. On peut reprendre la procédure
NormPF introduite dans la premiére partie ;

- d'une procédure notée Extract qui a partir du schéma logique du circuit
nous fournit I'ensemble des polyndmes booléens le décrivant ;

- d'une procédure notée Sortie donnant les polyndomes G(i) et E(i) I'un
correspondant a la ii¢me fonction que doit réaliser le circuit et l'autre
correspondant a la description de la ii¢me sortie écrite en fonction des
entrées et des variables intermédiaires.

I'algorithme qui correspond & la preuve d'un circuit C s'écrit :
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PR(C) ==

ENTREE : un circuit.
SORTIE : 1a réponse 2 : le circuit fait-il ce qu'on lui demande ?

{ variables intermédiaires }

S : une famille de polynémes booléens ;
P : un polynéme ;

Fin : une variable booléenne ;

Rep : une chaine de caracteres ;

{ initialisation }

Fin := Faux ;
S := Extract ;
i:=1;

Sortie ; { initialisation de F(1) et G(1) }

{ boucle sur les sorties }

tant que ((Fin = Faux) et (i <1)) { 1 est le nombre de sorties }
P:= E@) + G();

si NormPF(P,S) # 0 Fin = Vrai

sinon

P:=c;+G(@);

S:=SUP;

S :=Grob(S) ;

=i+l

Sortie ; { initialisation de F(i) et G(i) }

si (Fin = Vrai ) rep :=" le circuit est faux sur la sortie numero i"

sinon rep := "le circuit est correct "

Sortir(rep).
fin de Pr(C).

Remarque :

a chaque étape on ajoute un polyndme 2 une base de Grobner que I'on calcule a
nouveau. On peut adapter, dans ce cas précis, l'algorithme classique de calcul de
la base de Grobner d'un idéal, en utilisant l'algorithme MGBuch?2 décrit dans le
chapitre2 de la partie3, qui a partir de deux bases de Gribner en calcule une
autre.
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Dans I'exemple :

si I'on applique NormPF &
x1Gg + x; + GoPgcp + Pycq et a la famille de polyndmes représentant le
circuit.
on obtient 0 car x;+ Pycy fait partie de la base de Grébner donnée par le
systéme S.
On rajoute au systéme S 1'équation ¢, = GyPycq + Pycy + Gg. Autrement dit on
ajoute aux polyndmes donnés au départ, ¢, + GyPycy + Pycq + Gy. On a encore
une base de Grobner.
si I'on applique NormPF a
X2x3G1 + X2G; + x3G; + X3X5 + X3 + X+ G;P;c; + Pcy et 2 la nouvelle
base de Grobner
on obtient 0 par les polyndmes donnant les expressions de x5, de x5 et de
GoPgco-

On ajoute alors a la base de Grobner le polyndme c, + G,P;c; + P;c;+ G,

La normalisation de
X4Xs5X6G2 + X4Xs5Xg + X6X4Gy + X4X5Gg + XsXg + x5Gy + X4X5 + X5 + X4 +
x6G2 + xg + GyPyc, + Pycy par la derniere base de Grobner obtenue donne
0.
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III- UTILISATION DE LA HIERARCHIE

Le principal inconvénient de cette méthode est I'introduction de variables intermédiaires
lors de la description du circuit. Dans le premier exemple on en introduit 5 dans le
deuxiéme 11 et dans le troisi®me 6 et ce ne sont que les "petits" circuits !

Pour éviter l'introduction d'un grand nombre de variables en méme temps et pour utiliser
le fait que certaines parties du circuit peuvent étre déja connues on adapte le procédé décrit
plus haut & une représentation hierarchisé du circuit.

On représente un circuit non plus 2 partir de son circuit logique (niveau le plus bas) mais

par des boites et des interconnexions entres ces boites. Les boites intervenant ici,
correspondent a des circuits déja prouvés.

Soit I'exemple suivant :

0y
a ] -
2 B3
G
a3
B 9 .
2

Supposons avoir déja prouver que les boites B;, B, et B; représentent trois circuits
corrects. Elles correspondent 2 trois polyndmes booléens P,, P, et P; qui décrivent
leurs sorties en fonction (uniquement) de leur entrées.

On a alors les variables a,, a,, a4 (les entrées du circuit) u; et u, deux variables
intermédiaires et ¢, la sortie.

Pour prouver le circuit, il s'agit alors de prouver que

¢; =G(ay, 7, a3) o G est le polyndme booléen correspondant a
la fonction qui doit réaliser .. circuit, sachant que :
u; = Py(ay, a,)
uy = Py(ay, a3)
¢y = P3(uy, uy)

De la méme fagon que précédemment, résoudre ce probléme est équivalent a
montrer que :
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le polynéme booléen Pj(uy, uy) + G(ay, a,, a3) est dans 1'idéal engendré par

ul + Pl(al, a2)
u, + Py(a,, a3)

On peut facilement généraliser ce procédé a des circuits combinatoires plus compliquées,
avec plus de blocs, plus d'entrées et plus de sorties.

Lorsqu’ un circuit est donné par son schéma logique on détermine les premiéres boites.
Ces boites sont choisies selon différents critéres : soit le choix est arbitraire, soit il est
dicté par une connaissance partielle du circuit.

Lorsque le circuit est hierarchisé, 2 une étape on suppose que les blocs donnés sont déja
prouvés et I'on applique la démarche précédente. Si les blocs ne sont pas prouvés, on
réapplique la démarche précédente sur chacun des circuits correspondant aux différentes
boites. '

Remarque :

On peut prouver les différents blocs d'un circuit en parallzle, regrouper les
résultats pour prouver le circuit total. La notion de hiérarchisation de circuit
correspond peut-€tre & une détermination des tiches indépendantes dans un
circuit tout comme la parallélisation d'algorithme correspond souvent (tout
dépend du niveau de parallélisation) A un découpage des taches indépendantes de
I'algorithme.

On suppose connaitre les procédures suivantes :

- une procédure notée HIER qui 2 partir d'un circuit fournit les ensembles de
polynbémes, chaque polyndme correspondant a une boite prouvée ou non du
circuit. Si la boite n'est pas prouvée I'information est donnée par une variable
booléenne associée a chaque polyndéme (vraie si le circuit correspondant a été
prouvé) ;

- les procédures utilisées par 1'algorithme Rp donné dans la premire partie.

On propose la démarche générale suivante, appliquée 2 un circuit hiérarchisé :



Application : Chapitre 3

PrHiér(C) ==

fin de PrHiér(C).

- 105 -

ENTREE : Un circuit hiérarchisé.
SORTIE : la réponse a : le circuit fait-il ce qu'on lui demande ?
{ variables intermédiaires }
S : une famille de polynémes booléens ;
P : un polynéme;
Fin : une variable booléenne ;
Rep : une chaine de caractéres ;
{ initialisation }
T : un tableau de booléens ;
Fin := Faux ;
S :=Hier ; { initialisationde S et de T }
rep:= " le circuit est correct " ;
si (T[j] = vrai pour tout j)

{ boucle sur les sorties}
i:=1;
Sortie ; { initialisation de F(1) et G(1)}
tant que ((Fin = Faux) et (i < 1))
{ I est le nombre de sorties }
P:= E@) + G() ;
si NormPF(P,S) # 0  Fin = Vrai

sinon
P:=c; + G();
S=SUP;
S := Grob(S) ;
1:=1i+1;

Sortie ; { initialisation de F(i) et G(i) }
si (Fin = Vrai ) rep :=" le circuit est faux sur la sortie
numero i de la boite numéroj " ;

sinon rep:=" le circuit est correct " ;

sinon
Tant que ((il existe j tel que T[j] = Faux) et (rep="le
circuit est correct"))
soit C le circuit correspond au bloc numéro IR
PrHiér(C) ;
T[] = Vrai;
Sortir(rep).



Application : Chapitre 3 - 106 -

Exemple : (cellule d'addition)

a, X, X,
B, ¢
a, ) i
2 X
3
¢
0
B
2

Les boites B1 et B2 sont identiques et sont données par :

a1
— C
B
a  z
2
Avec les équations :
C=a.a,+ 1 ,
Z=2a; +ay;

Si on suppose que ces deux blocs ont été préalablement prouvés, on peut décrire la
cellule d'addition par les équations :

rxl =ajap + 1;_
X2=aj+az;
X3 = XCo + 1;

X4 = X3X1 ;
Z=Xy+Cp;
LC1=X4+1;

I1 s'agit alors de montrer, pour "prouver" le circuit, que :

Z=3a; +a,+Cp;
Ci=aa; + Coay + Cody s
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On utilise la méme méthode que précédemment : on teste si les polynémes
Xpt+a; +a; et x4+ aja; +coa, +cpa; + 1
sont des €léments de I'idéal engendré par :
X;+aa+1;
Xp+a;+ay;
X3+ XCo+1;
X4 + X3X; ;
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CONCLUSION :

Nous venons de voir comment les bases de Grébner peuvent fournir un outil pour
résoudre des problémes simples de logique (calcul propositionnel) et de preuve de circuit
(combinatoire). 11 s'agit ici d'une premiere approche et il serait intéressant d'approfondir
certains points tels que :

Pour la logique :

quel est I'apport des bases de Grobner en logique multivaluée ? Sur ce sujet on
peut citer les travaux de Chazarain [Chazarain & Riscos88] ou encore ceux de
Kapur [Kapur & Narendram85] et ceux de Hiang [Hiang83].

Pour les circuits :

comment généraliser I'approche utilisant les bases de Grébner a des circuits non
combinatoires, c'est a dire avec des rébouclages des sorties sur les entrées ? 11

faudrait sans doute utiliser les travaux précédemment cités. Z/2Z ne suffirait

peut-étre plus, il faudrait peut-étre se placer dans Z/3Z pour caractériser les
états d'une variable. Les diverses représentations des circuits peuvent également
servir [Bryant86]. Bref il y a encore beaucoup a faire.

L'inconvénient de la méthode donnée ici, se situe au niveau de la taille des données. Pour
un additionneur de deux nombres de k bits la réprésentation de Stone fournit des
polyndmes dont la taille croit exponentiellement avec k. Malheureusement, comme le
souligne Hsiang [Hsiang83] ou Hullot [Hullot80], rester dans une algébre de Boole dans
le cas général peut poser des problémes de confluence. Pour certains circuits, il est peut-
étre suffisant de se placer dans une algébre de Boole, mais de maniére générale, si l'on
veut mettre au point une méthode qui permette de prouver tous les circuits, la
représentation la plus appropriée semble étre celle de 1'anneau de Boole.

Aux probleémes de taille des données, le parallélisme semble étre une bonne réponse.
Comme on I'a déja remarqué si le circuit est hierarchisé le parallelisme devient inhérent, il
serait intéressant d'étudier les algorithmes dans cette voie.
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INTRODUCTION

Nous avons vu sur des exemples simples que le calcul d'une base de Grobner
pouvait faire intervenir une masse impressionnante de calculs et ceci indépendamment de
la croissance des coefficients intermédiaires.

Le parallélisme peut &tre une nouvelle voie pour répondre a ce type de probleme.
Nous nous attachons, en particulier dans la suite de cette partie, a la parallélisation des
algorithmes de calcul de bases de Grobner. On pourrait d'ailleurs adapter les techniques
décrites 2 toute une classe de problémes pour lesquels le parallélisme n'est pas naturel.

La mise en place des algorithmes paralléles dépend de 1'architecture de la machine
utilisée ainsi que du modele choisi pour la parallélisation. Les divers algorithmes €étudiés
ont été mis en place sur un hypercube de la série T de Floating Point Systems [FPS] a 32
processeurs. Ils s'inscrivent dans le cadre plus général du projet PAC qui consiste en la
réalisation, sur une machine de type MIMD, d'une bibliotheque d'algorithmes de base en
arithmétique exacte.

.La machine

Un hypercube est un d.cube binaire dont les sommets sont constitué€s par les
processeurs de la machine et les arétes par leurs connexions. Cette architecture a €té
adoptée par de nombreux constructeurs (Hillis avec la connection machine, Telmat avec le.
super-node). Elle permet notamment la mise en ceuvre d'un grand nombre de processeurs
tout en gardant un réseau d'interconnexion simple.

Rappelons qu'un d.cube binaire est un graphe orienté dont les 2¢ sommets,

numérotés de 0 a 29-1, sont reliés entre eux deux a deux si en écriture binaire leurs
numéros différent exactement d'un bit.
Une caractéristique essentielle d'une telle structure est qu'elle permet d'accéder a d'autres
modeles d'interconnexion, tels que 'anneau, le tore....L'anneau, dont nous reparlerons,
est obtenu grice a un cycle qui traverse chaque sommet exactement une fois. De tels
cycles sont construits a I'aide de codes de Gray.

.Le modeéle d'architecture

Le comportement du FPS T40 est du type MIMD selon la classification de
Flynn[Flynn66]. Chaque processeur a2 une mémoire propre suffisamment importante
(1Mo) et communique avec ses voisins par envois de messages. Le protocole de
communication est basé sur les rendez-vous entre processeurs synchronisés. Dans notre
cas, on suppose que les calculs ne s'effectuent pas en parallele avec les communications et
que les canaux peuvent envoyer et recevoir des données différentes simultanément. :

Sur cette machine tous les nceuds contiennent le méme programme. Chacun d'eux
se reconnait par son "numéro binaire" et peut alors savoir quelles sont les tiches qui lui
sont assignées. Ce mécanisme nous impose de décrire les algorithmes avec un formalisme
trés particulier. Par exemple, les procédures sont paramétrées par le numéro du
processeur concerné, les communications sont traduites par les fonctions ENVOI et
RECEPTION dont nous préciserons plus tard les parametres.

.Les booléens

En I'état actuel de nos connaissances sur le calcul formel et le parallélisme, il nous a
paru souhaitable de pouvoir traiter séparément les différents probléemes qui peuvent se
poser lors du calcul d'une base de Grobner.

Dans cet ordre d'idées il serait intéressant dans une premiére étape de s'affranchir
des contraintes liées au grossissement des coefficients ou encore a la multiplicité des
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mondmes. Ceci peut €tre facilement réalisé si l'on accepte, par exemple, de travailler avec
des polyndmes a coefficients 0 ou 1 et tels que x;2=x; pour tout i de 1 & n, c'est & dire si
l'on se place dans 'anneau de Boole %, ot % est le quotient de 1'anneau Z/22Z[ X1,0Xp]
par l'idéal engendré par les polyndmes x;2 + xj ........ Xp2 + X, . ( cf 21¥me partie ).

Malheureusement pour nous il n'existe pas dans cet ensemble de structure d'ordre

possédant les propriétés nécessaires a la définition d'une base de Grobner.
Néanmoins, on montre dans la suite que I'on peut déterminer, a partir de polyndmes
booléens, une famille particuli¢re elle méme booléenne que l'on appelle par abus de
langage "base de Grobner booléenne” et qui compose en partie une base de Grobner d'un
idéal de Z/22Z] x;,...,x,]. Son calcul est effectivemment réalisé dans B et évite donc les
inconvénients mentionnés plus haut.

En outre ceci ne doit pas étre percu comme un exercice de style inutile car de
nombreuses applications font appel au calcul de ces "pseudo” bases de Grébner non
standard ( cf deuxiéme partie).

De plus l'adaptation des algorithmes au calcul dans Q[ X1,..-,Xp] ne nécessite que des
modifications de codages et d'opérations de bases : le principe des méthodes paralleles
reste inchangé.

Parmi les précédentes études liées a la parallélisation des bases de Grébner ont peut citer
essentiellement les travaux de Ponder [Ponder88] et de Melenk et Neun [Melenk &
Neun88a]. En ce qui concerne les travaux de Melenk et de Neun il s'agit d'une
vectorisation des opérations de base. Les travaux de Ponder n'ont pas vraiment abouti en
raison sans doute d'un manque de machines pour tester les diverses méthodes de
parall€lisation proposées.

La partie qui suit est composée de trois chapitres :

Le premier est consacré 2 la mise en place de la notion de base de Grébner booléenne et
des structures utilisées dans les algorithmes.

Le deuxi®me est consacré a différentes techniques de parallélisation, et plus
particulierement a la description de ces méthodes.

Le troisieme regroupe les résultats des implantations sur le T40.
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CHAPITRE 1

STRUCTURES DE BASES - L'ALGORITHME SEQUENTIEL

Ce chapitre est consacré aux structures de bases utilisées dans toute la partie concernant la
programmation et a I'étude de 1'algorithme séquentiel.

I- L'ENSEMBLE R ET LES BASES DE GROBNER

Les objets manipulés sont les polynémes booléens. Le domaine de travail est, pour
mémoire, 1'anneau quotient Z R2Z[xy,..., xal / I, ot I est l'idéal engendré par les
polyndmes x32 + Xi,...., Xp2 + X,. On note % cet anneau.

Les bases de Grobner a calculer sont celles associées 2 un idéal J de Z2Z[x,..., xn]
engendré par une famille F de polynémes de % 2 laquelle sont adjoints les polynémes
générateurs de I ( cf 2ieme partie).

Les éléments de % sont de la forme :

("-F) P= z m; avec mi=H x;(" je { l.n}etkje {0, 1}

On cherche G telle que (G,]) soit une base de Grobner de J comme l'indique la figurel
suivante :

Z/2ZI[X s, 1/1 Z/[2z[X s X, ]
(F) —> J=(F, 0
(&) - G, D

avec les notations introduites dans la deuxiéme partie et ou I'on note "cheminl" la fléche
qui associe (F) a (G) et "chemin2" les trois autres fléches qui relient (F) & (G) par
l'intermédiaire de J et de (G, I).

Ne serait-il pas alors possible de travailler directement avec des objets de la forme (°F) en
utilisant la régle de simplification suivante :
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¥x € Z/2Z[x1,..., Xn] x2=x

En effet si I'on considere la figurel il semble plus simple de choisir le "chemin 1" plutdt
que le "chemin 2" pour obtenir G 2 partir de F.

On se heurte cependant aux problémes i) et ii) suivants :

1)
si l'on choisit dans Z/22[x;...., X,] , 1'ordre lexicographique :
X1 <X12< . < X< X Xp < Xp2< .
celui-ci est transformé dans ® par 'application canonique de Z/22Z[x;,.., X,]
sur Ben:

X1 <X9<X1X9< ...
Si le premier ordre est compatible avec le produit des mondmes, comme le veut la théorie
(hypothese (HO) sur l'ordre chapitrel partie théorique), ce n'est malheureusement pas le
cas pour le second.
Considérons en effet la suite d'inégalités suivantes :
X1 < X9 < XXy,
apres multiplication par x,, on obtient :
X1 X9 < X22 <X1 X2 soit X1 X9y < X9 <x1 Xo.

Ce qui est faux.
En résumé :

l'application canonique ne transporte pas les propriétés associées a l'ordre qui sont

nécessaires a la définition méme d'une base de Grébner, ce qui rend priori

impossible tout calcul dans 3.
Les principales opérations des différents algorithmes classiques de calcul de bases de
Grobner, sont le calcul du spolyndme associé a deux polyndmes et la normalisation d'un
polyndme par rapport a un autre. Ce probléme d'ordre n'intervient que lorsque 1'on
multiplie un mondme par un polyndme. Pour I'éviter on réordonne les mondmes de tous
polyndmes issus d'un produit mondme-polyndme avec l'ordre suivant :

X1<X2< X1Xp2 < ...
sachant que seule cette opération nécessite ce traitement particulier.
Calculons, par exemple, le spolyndme SP associé aux polyndmes P, et P, suivants :
Py = X9Xg + XsX3 + X5 + X4

P2 = X5Xg + X3X27

SP vaut alors x5 P + x; P,.
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Ce calcul fait intervenir le produit mondme-polynéme x5 P, qui vaut :

X5 (X7Xg + XsX3 + X5 + X4) = XsX7Xg + X5X3 + X5 + XgXy

et qui nécessite un réarrangement des mondmes, puisque avec l'ordre choisi :
X5 < Xs5X4 < X5X3

soit Xs P; = X5X7Xg + X5X4 + X5X3 + Xs,

SP vaut alors X7X,X3 + XsX4 + X5X3 + Xs.

Les produits qui interviennent dans les algorithmes seront tous suivis d'un réarrangement
des mondmes des polyndmes résultats. Ceci sera fait sans opération cofiteuse grice au
codage particulier choisi pour représenter les mondmes en mémoire (voir plus loin).

ii)

Pour obtenir une base de Grobner il est nécessaire, pour chaque polyndme
booléen p, de calculer les spolyndmes associés a p et aux polynémes pi = x2 + x; pour
tout les indices i tels que la variable x; soit présente dans le mondme de téte de p-

En effet :

soit une famille F = (x,%5 + x; + x)).
On calcule les spolyndmes Spoly( x%3 + X; + X; , X32 + X3) = XX
Spoly( xx3 + X| + Xg , X2 + Xp) = XgXp + XjXp + X, .
Le deuxieme spolyndme obtenu est normalisé et devient x;x, + X;.
En pratique on ne considére que les polyndmes booléens et on calcule ces

spolyndmes particuliers connaissant 1 'opération 2 effectuer alors : il suffit de multiplier le
polyndéme p par le mondme x;.

De cette fagon, comme l'illustre la figurel, a une famille F d'éléments de R, qui
correspond a la donnée d'un idéal de 8, on associe une autre famille G telle que :

i) G est génératrice de 1'idéal donné par F,
i) G U { x12 + Xq,...., Xu2 + Xp} est une base de Grobner de I'idéal engendré
par Fu { X12 F X1seeens an + Xp }

Ce demier résultat se déduit des différents points suivants :
1) X12 + X1,...., Xp2 + Xp, appartiennent a une base de Grobner.

ii) le résultat est l'ordre des divisions d'Hironaka intervenant dans
l'algorithme (voir 1i¢me partie). Ici, tout se passe comme si on travaillait dans
Z/[2Z(x),..., Xn] : la division d'Hironaka par x;2 + xq,...., Xn2 + Xp sur les
polynomes en cours de traitement est activée dés qu'elle est nécessaire.

Par abus de langage nous appelerons G "base de Grbner booléenne de 1'idéal engendré
par F".



Programmation : Chapitre 1 - 118 -

En pratique le travail s'effectue sur des éléments de B. Ceci permet alors d'avoir des
structures plus simples & manipuler et des calculs et une occupation mémoire moindres.

Remarque :

Les familles de polyndmes données par les problémes de preuve de circuits (cf
deuxi¢me partie, chapitre3) sont particulieres puisque si 1'on considére 1'ordre induit
par les variables x;,..Xy, les mondmes de té€te des polyndmes booléens sont
étrangers. En effet ces derniers sont de la forme : x; + P(X_1,.., X1).
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II- LA REPRESENTATION ET LE CODAGE DES STRUCTURES DE
DONNEES ET LEURS OPERATIONS

II-1 La représentation et le codage des monémes
II-1-1 Description

Le mondme, structure de données de base, est représenté par un entier
construit de la fagon suivante :

le monéme un est représenté par 000...01

le mondéme x ; est représenté par 0.....10...01

et plus généralement, on définit 'opération de codage suivante:

n K .
le mon6me H xj’ je {l.n}etk;e {0, 1}
estreprésenté par (D k; 2§ )+ 1
Par exemple le mondme x;x,Xsx¢ est représenté par :
1+2+22+25+426  clesta dire 103.
De cette fagon, le nombre de mondmes manipulables est limité par la longueur
du codage d'un entier dans le langage utilisé (ici 32). Pour éviter cette restriction, nous

utilisons une structure analogue 2 celle mise en place pour les entiers en précision infinie
[Roch89]. Un mondme se décrit par :

T taille du mondéme
[ ] taille ( nombre de blocs de 32bits ) et type grand
entier
e
LRI 32 premiers bits
AR A A A AV Y]
/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\
V' s s
/\/\/\/\/\/\/\/\f\/\/\ 32 b' :
/\/\/\/\/\/\/\/\I\/\/\ lts Su]vants
\4\’\’\1\‘\1\ \;\ \‘\
etc....

Un monéme est un bloc comprenant :
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- un en-téte formé de la taille de ce mondme, c'est a dire du nombre de
blocs de 32 bits nécessaires pour sa définition compléte.

- une liste formée d'un grand entier. Les variables du mondme sont
partitionnées en groupe de 32. Chaque ensemble de 32 variables constitue un bloc de 32
bits du grand entier. Un grand entier est une liste principalement formée d'un premier
élément privilégié qui correspond a sa taille (blocs de 32 bits nécessaires a sa définition) et
a son type, et d'éléments suivants, qui correspondent chacun a un bloc de 32 bits. Ces
blocs de 32 bits sont en fait les éléments de la décomposition du nombre écrit en base 232,

Par exemple, sans tenir compte des types,

représente le mondme x; X,

représente le mondme x; X5 X34.

Mettre un en-t€te au mondme dans sa représentation, semble superflu, mais
donne un moyen pour le differentier d'un grand entier, sans test sur les types.

Ce choix de représentation a été motivé par les remarques suivantes :

il faut pouvoir traduire les opérations de bases de maniére simple et efficace.
Avec la représentation choisie, le produit de deux mondmes correspond  un
"ou inclusif" sur les bits (excepté le dernier) des entiers représentant les deux
mondmes.

on aurait pu coder les mondmes autrement avec, par exemple, des nombres
pairs, excepté 1 toujours représenté par 1. Mais alors un mondme quelconque
m pourrait étre représenté a la fois par son propre codage et celui du produit
1.m, ce qui compliquerait les tests d'égalité trés fréquents dans la somme-
puisque x + x = 0.

d'autres choix sont possibles comme celui qui consiste A représenter les
mondmes par des nombres pairs, y compris 1 représenté par 0. Dans ce cas
I'ambiguité précédente n'existerait plus, mais O serait la représentation O et 1,
ce qui nécessiterait un artifice supplémentaire pour les différentier.

Dans toute la suite on note C I'application codage choisie. C est alors la
bijection de 1'ensemble des mondmes booléens sur les entiers impairs qui 4 un mondme m
associe son codage C(m).
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II-1-2 Codage et opérations

Comme nous venons de le souligner, le choix de la représentation est
intimement 1ié aux opérations de base nécessaires aux algorithmes. Rappelons ici les
principales opérations internes sur les mondmes et interprétons les sur leurs codages.

On utilise dans ce paragraphe les notations des opérations booléennes
introduites dans la deuxiéme partie. Soient m, et m; deux mondmes quelconques de %.

. Le Produit de m; et m,
On le note m; * m,.
On a alors :

C(m; * my) = C(m;) v C(my,)

Exemple :
Tv5=17 soit (X1X2) * X5 = X;X,

. Le "Pgcd" de m; et m,
On le définit et le note de la fagon suivante :

Pged(m;, my) = mj,
* ou mjy est exactement formé des variables communes 2 m,; et my, c'est a dire :

C(Pged(my, my ) ) = C( my)A C(m, ).

Cette opération permet de déterminer si deux mondmes sont étrangers et si un
mondme est multiple d'un autre (cf 1#e partie).

Exemple :
TA5=5 soit Pged( (x1x3 ), X3) =x,
. La "Div" de m; et m,
On la définit et 1a note de la facon suivante :
Div(m;, my) = m;
Ou mj est exactement constitué des variables de m; auxquelles on ote celles de m,. Pour

effectuer cette opération, il est nécessaire d'avoir au moins une variable de m, dans m;.

On a alors :

C(Div(my, my) ) = ((C(my) xor C(m,) ) v 1) A C(my)

Cette opération est utilisée pour calculer le spolyndme associ€ & un couple de polyndmes
et pour effectuer la normalisation d'un polyndme par rapport a un autre.
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Exemples :
(Txor5)v1)A7=3 soit Div(( x;x5 ), Xp) = X,
(I5xor25)v1)Al5=17 soit Div(( x1X7X3 ), X3X4) = X9X;

. L'ordre dans B

L'ordre choisi sur les mondmes booléens est
X4 < Xy < XIXZ < e

Sur les représentations des mondmes il devient
3<5<7<..

Nous travaillons alors avec 1'ordre canonique sur les entiers ce qui offre bien
des avantages. Les différents tests sur l'ordre des mondmes nécessaires a 1'algorithme
notamment les réarrangements des mondmes d'un polynéme se font trés rapidement.

II-2 La représentation et le codage des polynomes

Apres avoir mis en place une structure pour les mondmes, nous pouvons construire
celle qui correspond aux polyndmes.

II-2-1 Description

On utilise le méme modele que précédemment. La représentation choisie est
alors la suivante :

11 1 1 1 I 11 11 1

) N . | - L 1 1 1 1

1 ) | 1 1 1 4 1L 1 1 1

1 1 1 L 1 1 1 11 1 .
1 1_1 G 1 1 1 1 1 1 :

) | 1 1 1L ) | 1 1 1 1 1

e o e oo e e e e taille et type polynome

1L 1 1 ) 1 1 111 1

) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

_
. A
] Premier mondme

/' 7777

NN N N N N N N N NN
V' 2 777

NN N N N N N N N NN
TP A A A AV A A A 4

NN N N N N N N N NN

_ VAR R

S
V' 7 77

NN NN N N NN N NN
TP A S A B R N A A

NN N N N N N N N NN
/\/\/\l\/\/\/\l\/\l\/\ a .

monomes suivants
etc....
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Un polyndéme est alors une liste composée principalement de ses différents
mondmes rangés par ordre décroissant. Le premier élément de la liste est privilégié, c'est
un entier de 32 bits qui représente 2 la fois la taille de la liste (c'est a dire le nombre
d'entiers de 32 bits intervenant) et le type polyndme. Ce type est construit de la méme
fagon que celui des grands entiers : on met a 1 les bits de poids fort dont on est sir qu'ils
ne seront pas affectés par une modification de la taille du polyndme. On peut alors
différentier les grands entiers, les mondmes et les polynomes.

Par exemple, le polynéme x;x3 + X, +1 est représenté (sans tenir compte du
type) par :

=] =] ] =] =] —]| O\

II-2-2 Codage et opérations

Nous allons maintenant répertorier les opérations qui font intervenir les
polyndmes et les transcrire au niveau du codage.

On a deux types d'opérations : celles dont les opérandes peuvent étre ou des
mondmes ou des polyndmes et celles qui ne font intervenir que des polyndmes.

On représente ici un polyndme par la liste de ses mondmes (supposés
distincts) rangés par ordre décroissant.

Soient m; un mondme, p; et p, deux polyndmes.
Py se représente par (m; !, myl,...., my!)
et p, par (m;2, m,2,...., m2).

On note Réord(p), ol p est un polyndme, la fonction qui ordonne les
mondmes de p par ordre décroissant.

Les opérations du premier type sont les suivantes :

. Le produit mondéme-polynéme

C'est le produit standard. On effectue simplement, sur les différents
mondmes du polyndme 2 traiter, I'opération produit mondme-mondme, décrite plus haut,
et I'on en fait la somme comme décrit plus loin.

On note m; * p, le produit de m, par p, et on le définit, avec les notations
précédentes, par :

m; *p;=m; * (m;!, myl,...,, mgl)
= Somme((m; * m;!, m; * myl,...., m; * mg1))
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. La somme mondme-mondme

Il s'agit simplement de la construction, soit d'une liste ordonnée a partir de
deux €léments distincts, soit de la liste vide si les deux éléments sont égaux.

. La somme mondme-polyndéme

On parcourt la liste des mondmes du polyndme 2 traiter en les comparant au
mondme a ajouter. Si ce dernier ne figure pas dans la liste on l'intercale entre deux
mondmes, de fagon compatible avec 1'ordre choisi ; sinon on supprime dans la liste
I'élément égal au mondme & ajouter.

Les opérations du deuxiéme type s'écrivent a 1'aide de celles déja données et
sont les suivantes :

. La somme de deux polyndmes

1l s'agit de réunir deux listes de mondmes. On utilise la méme démarche que
celle utilisée dans la somme mondme-polyndme sans toutefois itérer cette derniere
opération sur les mondmes d'un des deux polyndmes 2 ajouter. Puisque les listes traitées
sont ordonnées, on fusionne 1'une dans l'autre en traitant éventuellement les extrémités
des listes (en particulier, si il y a égalité de mondmes).

On note les différentes sommes de la méme fagon : a + b, en supposant savoir
reconnaitre la somme correspondant aux types de a et de b.

. Le calcul du spolyndme associé a deux polyndomes booléens

On note cette opération sur les polyndmes p; et P, : Spoly(p;, py).
On la définit et on la décrit avec les opérations précédentes

Spoly(p;, py) ==
Si Pged(m,1, m;2) # 1 alors
Spoly(p;, py) := Div(m, !, m,2) * p, + Div(m,2, m,!) * p, ;
sinon Spoly(p;, py) :=0; '
Fin de Spoly.

Sur I'exemple du I :
P1 = X7Xg + X5X3 + X5 + X4
P2 = X5Xg + X3X3
Pgcd(x7xg, Xsx6) = X¢ et est donc différent de 1
Div(x7xg, X5Xg) = X5
Div(xsxg, X7Xg) = X5
Spoly(p;, py) vaut alors x5 * p; + x5 * p,.
SOIt X7X)X3 + X5X4 + X5X3 + Xs.
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. Le calcul du spolynéme associé a un polynéme booléen et a un
2
X +Xj

On note cette opération : Spoly(p, i).
Soit m, le monome de téte de p, on a :

Spoly(p, i) ==
Si Pged(m;, x;) # 1 alors
Spoly(py, i) :=x; * p;
sinon Spoly(p;,i) :=0;
Fin de Spoly.

- La normalisation d'un polynome par rapport a un autre
On note la normalisation de P1 parrapport a p, : Norm(p, p,).
Elle est basée sur le mécanisme suivant :

- on considére les mondmes de p;. Si 'un d'eux contient le mondme de
téte de p, c'est a dire si

il existe i de {1, 2, ...,q} tel que Pged(m;l, m;2) = m,;2
alors
Py est remplacé par p; + Div(m;!, m,2) * p,,

et se décrit par 1'algorithme suivant

Norm(p;,p;) ==

ENTREE : deux polyndmes p; et P2
SORTIE : p; normalisé par rapport a p;.
{ variables intermédiaires)}
q:entier { longueur de p; }
i :indice ;
{ Initialisation }
i=1;
q := longueur de p; ;
tant que (i<=q)
si (Pged(m;!, m;2) = m,2)
Py :=p; + Div(m;}, m;2) * p, ;
i:=1;
sinon 1:=1+1;

q :=longueur de p;
Sortir(p,).

fin de Norm.
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Sur un exemple :

P1 = X7Xg + X5X3Xy + X5X9 + X4
P2 = X5Xp + X3X5 + X3

Pgcd(x4x6, X5X,) = 1 et est donc différent de xsx,

Png(X5X3X2, X5X2) = X5X9
Div(xs5X3X5, X5X5) = X3

p; devient p; + x3 * p,
SOit P; = X7Xg + X5Xg + X4

Png(X5X2, X5X2) = X5X9y
Div(x5X,, X5X5) = 1

pl devient P1 + pz
soit pl = X7X¢ + X4 + X3X9y + X2

p; ne contient plus de mondme contenant XsX, et donc :

Norm(p;, py) = X7Xg + X4 + X3X + Xo

II-3 La représentation et le codage des familles de polynémes

La derniére structure utilisée est celle associée aux familles de polyndmes qui est
I'objet manipulé le plus complexe.

II-3-1 Description

La structure utilisée est calquée sur celle des polyndmes. Une famille de
polyndme est une liste composée de polyndmes différents. Le premier élément de la liste
est un entier correspondant a la dimension de la famille, c'est a dire au nombre de blocs de
32 bits nécessaires a sa définition, les éléments suivants constituent les polyndmes de la
famille.

II-3-2 Codage et opérations

Au niveau des opérations de bases de I'algorithme séquentiel la structure de
famille de polyndmes sert a écrire la normalisation d'un polyndme par rapport 4 une
famille, ce qui correspond a une division d'Hironaka.
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. La normalisation d'un polynéme par rapport a une famille
poly

Cette opération est faite grice a la normalisation d'un polyndme par rapport a
un autre et a son itération sur les différents polyndmes de la famille. L'itération est
terminée lorsque le polyndme donné est sous forme normale par rapport a chaque

polynéme de la famille.

Soient F = {p,,....p,} une famille de r polyndmes et p un polyndme.
Supposons que l'on veuille normaliser p par rapport 2 F. On note NormPF(p, F) la
normalisation de p par F. On procéde alors de la facon suivante :

NormPF(p, F) ==

1

fin de Norm.

i:=1;

ENTREE : un polyndme p et une famille de polynomes F.
SORTIE : p normalisé par rapport a F.
{ variables intermédiaires)
Préf : polyndme ;
i :indice;
q : entier { longueur de F }
{ Initialisation }
Préf :=0; { le polyndme nul }

q :=longueurde F;
{ itération principale }
tant que (Préf # p)

Préf :=p;
i:=1;
tant que ((i<=q)
p := Norm(p,p;) ;
si (Préf # p) alorsi:=q;

i=i+1;

Sortir(p).

Apres chaque normalisation de p par rapport a un polyndme de F, on peut-étre amené a
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