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LES THEORIES QUANTIQUES DES CHAMPS HYPERBOLIQUES

Stéphane Baseilhac!

Os que avangam de frente para o mar
E nele enterram como uma aguda faca
A proa negra dos seus barcos

Vivem de pouco pao e de luar.

Sophia de Mello Breyner Andresen
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1. INTRODUCTION

Aprés la découverte du polynome de Jones en 1984 [54], la théorie des invariants quantiques des
variétés de dimension trois et des noeuds dans ces variétés, ou “topologie quantique”, s’est développée
de maniére spectaculaire. Elle s’est nourrie de ses relations profondes avec la physique théorique
[1, 102] (voir aussi [65]), et en a établi de nouvelles entre de nombreuses branches des mathématiques,
par exemple la combinatoire des variétés et la théorie des représentations des groupes quantiques
[27, 63]. C’est probablement de 1a que sont issus ses produits les plus achevés, comme les théories skein
[66, 13], les théories quantiques des champs topologiques [95, 67, 14, 100], et la théorie des invariants
de type fini (voir eg. [101]), qui ont largement éclairé les structures algébriques et perturbatives
gouvernant la construction des invariants quantiques. Une application importante est la preuve de
la fidélité asymptotique des suites de représentations linéaires (projectives) des groupes modulaires
associées au groupe quantique Uy(sl(2,C)) [2, 43, 78].
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2 LES THEORIES QUANTIQUES DES CHAMPS HYPERBOLIQUES

Les invariants quantiques ont aussi semblé pouvoir s’imposer comme un cadre permettant de résoudre
des problémes anciens et difficiles de topologie. Pourtant cet espoir a été décu, et leur signification
reste encore aujourd’hui largement mystérieuse (voir le recueil de problémes [86]). En particulier,
jusqu’a récemment la topologie quantique n’avait que trés peu, et indirectement, interagi avec la
géométrie hyperbolique, un théme majeur du programme de géométrisation de W. Thurston, qui avait
parallélement envahi la topologie de dimension trois. La premiére? relation entre ces deux domaines
a été établie en 1997 par la conjecture du volume de R. Kashaev [58]. Celle-ci propose que le volume
d’un complémentaire de noeud 53\K qui admet une structure hyperbolique compléte (unique d’aprés
la rigidite de Mostow) est déterminé, via une relation simple et explicite, par la croissance® de la
suite de nombres complexes {Jy (K)(e2™ N}, ot Jy(K) est le polynome de Jones colorié de K de
couleur N [64], convenablement normalisé, et évalué en la racine de 'unité e2™/%,

La conjecture du volume implique des résultats fondamentaux pour la topologie quantique. Elle fait
I’objet d’une activité trés intense & travers le monde. Elle pose de nombreux problémes techniques
difficiles, notamment d’analyse asymptotique, mais surtout elle est surprenante. En fait, aprés dix
ans un probléme fondamental reste & savoir par quel bout la prendre. Il faut rappeler ici qu’a la
différence des invariants issus de la topologie algébrique et de la géométrie différentielle, les invariants
quantiques ont été découverts, et non pas construits pour distinguer ou quantifier certaines propriétés
intrinséques. Un probléme central est qu’ils sont toujours définis de maniére indirecte et combina-
toire, via des diagrammes de noeuds, ou des triangulations ou des présentations par chirurgie pour
les 3-variétés, et leur existence semble dépendre de correspondances profondes avec des structures
algébriques trés particuliéres (par exemple, les mouvements de Reidemeister entre diagrammes de
noeuds et les R-matrices de la théorie des représentations des groupes quantiques). En particulier
on dispose de nombreuses méthodes pour calculer Jy (K), mais d’aucune formulation /interprétation
purement tridimensionelle qui utilise les propriétés globales de S*\ K et contient “en soi” la preuve de
son existence. La conjecture du volume demande implicitement comment les données combinatoires
supportant Ji (K) détectent la géométrie de S3 \ K.

Dans ce mémoire je présente les résultats de mes travaux avec R. Benedetti [5, 6, 7, 8, 9], qui donnent
des éléments de réponse a cette question. En essence, nous avons intégré Jy (K) dans de nouvelles
familles d’invariants définis pour les 3-variétés compactes Y munies d’un entrelacs L et d’une représen-
tation d’holonomie p : m (Y \ L) — PSL(2,C) (mod conjugaison), et construits par des formules
simpliciales analytiques trés similaires a celles connues du volume et de I'invariant de Chern-Simons,
et supportées par les mémes données. FElles difféerent par 'utilisation de tenseurs issus de ’algébre
quantique, les dilogarithmes matriciels, au lieu du dilogarithmes de Rogers. Outre les travaux de R.
Kashaev sur ces familles de tenseurs [55, 56, 57|, nous nous sommes appuyés sur ceux de W. Neumann
[81, 82, 83] sur la seconde classe de Cheeger-Chern-Simons Cy € H*(BPSL(2,C)% Z) (cohomologie
du groupe discret). La notion de classe de découpage, issue du 3éme probléme de Hilbert, est ainsi
centrale dans les TQCH. Ces théories sont liées aux espaces de Teichmiiller quantiques de R. Kashaev

[59], L. Chekhov et V. Fock [28], et F. Bonahon et X. Liu [18].

La section 2 est un bref état des lieux sur la conjecture du volume. La section 3 suffit pour une lecture
rapide : elle contient les énoncés de nos résultats principaux sur les TQCH et s’achéve avec un synopsis
de leur construction, décrite en détails dans les sections 5 et 6 ol je développe plus particuliérement,
le cas des variétés hyperboliques & pointes. Des travaux antérieurs sont rappelés dans la section 4.

2Parallélement J. Przytycki et A. Sikora [88], et C. Frohman et ses collaborateurs [20, 21], ont relié la variété des
caractéres dans SL(2,C) d’une variété de dimension trois & son module skein de Kauffman. Dans [45], ces derniers ont
aussi proposé une version quantique du A-polynéme, développée par S. Garoufalidis et T.T.Q. Lé [46, 47], pour définir
les polynomes de Jones coloriés comme solutions d’une équation aux différences. Tes liens avec la conjecture du volume
sont mal compris.

3La conjecture du volume est distincte de celle, plus ancienne et suggérée par E. Witten, du développement perturbatif
pour les invariants de Witten-Reshetikhin-Turaev 7.(W) d’une 3-variété fermée W ([102, 91, 92|, [68, 66]). Cette derniére
conjecture prévoit que la croissance de la suite {7,.(/W)}, est polynomiale en r lorsque r — oo, et que le terme dominant
de son développement asymptotique dépend des caractéres de W dans SU(2) (voir [86, Ch. 7]). Cette conjecture n’a
été considérée sur des exemples de variétés hyperboliques que dans [3].
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Je conclus dans la section 7 avec mes recherches actuelles, sur I’analyse asymptotique des invariants
quantiques hyperboliques et leurs relations avec les théories homotopiques de V. Turaev [96].

2. LA CONJECTURE DU VOLUME

Motivé par les relations entre le calcul du volume hyperbolique et les dilogarithmes classiques [73], R.
Kashaev a proposé la conjecture du volume dans [58] pour décrire le comportement asymptotique d’une
famille d’invariants (K) ; & valeurs complexes, définis pour les noeuds K de la sphére de dimension trois
S3, qu’il venait de construire a I'aide des “dilogarithmes quantiques” [56] (voir le synopsis, section 3).
Le role de cette conjecture ne fut pleinement reconnu qu’apreés les travaux de Hitoshi et Jun Murakami
[77] montrant que (K)x = Ju (K)(e*™N), ou Ji(K) € Z[gF'] est le polynome de Jones Jy (K) de K
de couleur N, c’est-a-dire I'invariant quantique associé a la représentation irréductible de dimension NV
de I’algebre de Lie sl(2, C) [64], qu’on normalise en fixant sa valeur sur le noeud trivial égale a 1. Cette
normalisation revient & diviser’ Jy(K) par Uentier quantique [N], = (¢V/? — ¢~ N/2)/(¢}/? — ¢~ /).
H. et J. Murakami ont alors traduit la conjecture du volume de la maniére suivante :

Conjecture 2.1. (Conjecture du Volume) Soit K un noeud hyperbolique de S3 et Vol(S3\ K) le
volume de la structure hyperbolique compléte de son complément. Alors

. log | (K)(e*™/N)]
(1) 2m Jim N

= Vol(S*\ K).

On peut étendre la conjecture du volume aux entrelacs non nécessairement hyperboliques et qui ne
sont pas scindés (sinon Jy (K) = 0) en remplagant dans (1) la limite par la limite supérieure, et
Vol(S3\ K) par v3]|S3\ K|, oit w3 est le volume d’un tétraédre hyperbolique idéal régulier et ||S®\ K|
est le volume simplicial de Gromov de la variété (non compacte !) S3\ K (voir [77], et [98], Conjecture
2). Un corollaire important de cette extension de la conjecture du volume est que les polyndémes de
Jones coloriés, donc les invariants de Vassiliev, distinguent le noeud trivial ([86], Problémes 2.6 et
3.3). Une version donnant le comportement asymptotique de la suite {J (K)(e*V~"/N)}, et non
seulement de son module complexe, en fonction du volume et de I'invariant de Chern-Simons de 53\K
pour sa structure hyperbolique compléte, a aussi été considérée [80, 98].

A ma connaissance la conjecture du volume a été prouvée pour les quatre noeuds hyperboliques
avec le plus petit nombre de croisements : noeud “de huit” 4; (Ekholm, voir par exemple [86]), 52
(Yokota), 61 et 63 (Murakami-Yokota), et son extension aux entrelacs, décrite ci-dessus, a également
été prouvée pour les noeuds toriques (Kashaev-Tirkonnen [62]), les doubles de Whitehead de certains
noeuds toriques, et la famille infinie des “chaines de Whitehead”, qui inclut les entrelacs borroméens
et de Whitehead (Van der Veen, [98]). Des confirmations numériques pour quelques autres noeuds se
trouvent sur ’ArXiv (voir par exemple [80] et [49]).

Il est naturel de se demander ce qui se passe lorsqu’on remplace Jj, (K)(e2V=1"/N) par Ji (K)(e*/N),
oit @ € C, dans (1). On doit alors considérer le volume de représentations de 7 (S® \ K) dans
PSL(2,C) autres que celle discréte et fidéle, qui détermine la structure hyperbolique compléte de
S3\ K (conjecture de Gukov [52]). Murakami-Yokota [79] ont ainsi montré que pour le noeud de huit
K =44, il existe un voisinage ouvert Og C C de 0 tel que si u € Ok alors la limite

1 ' (K (u+2v/—1m)/N
o L log g () (e )
N —o00 N

existe, et la fonction de u

log [ Jy () (el 2V —Im/N))|
N

H(K;u) = (u+2v—1n) A}im
est analytique sur Ok et satisfait

(3) Im(H (K;u)) = Vol(S* \ K;u) + nRe(u) + %Re(u)lm(v;((u))

APour ¢ = €*™/N on a [N]; = 0 : donc Ji(K)(€2™/N) est obtenu par une sorte de régle de ’Hopital (Cest une
remarque de R. Kashaev).
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ot v (u) := —2v/—1r + 2dH (K;u)/dt. Ici, on note Vol(S® \ K;u) le volume d’une représentation
pu de m1(S? \ K) dans SL(2,C) telle que I'image du méridien et de la longitude aient pour valeurs
propres exp(£u/2) et exp(tvk(u)/2), respectivement (la représentation p,, est unique a conjugaison
prés). Le cas u = 0 correspond & ’holonomie de la structure hyperbolique compléte de 53 \ K, et
a la Conjecture 2.1. Lorsque la représentation p, définit une structure hyperbolique au voisinage de
la structure compléte et dont la complétion est une variété fermée obtenue par un remplissage de
Dehn de S*\ K, alors —Im(uvk (u))/27 est la longueur de I'ame (géodésique) v du remplissage, et (3)
devient

Im(H(K;u)) = Vol(S3 \ K;u) + mRe(u) + ilm(uvK(u)) + glong('y)

ot1 Vol(5®\ K; u) est le volume de la variété complétée, et la pente p/q du remplissage de Dehn satisfait
pu + qui (u) = 2v/—17. Pour les noeuds toriques H. Murakami a calculé dans [75] la limite (2) (qui
ne définit cependant pas une fonction continue de u en 0), puis vérifié que l'identité (3) a lieu [76],
et proposé pour tout noeud K une version “paramétrée” de la conjecture 2.1 sous cette forme. Le
développement asymptotique complet de Jy (K)(eQ‘/__“/N)
est maintenant bien compris (Dubois-Kashaev [34]).

losque N — oo pour un noeud torique K

Dans une autre direction, les polynémes de Jones ont été étendus comme fractions rationnelles aux
entrelacs dans les sommes connexes de copies de S? x S1, et une conjecture du volume étendue a ces
invariants & été prouvée pour une famille infinie d’entrelacs hyperboliques “universels”, en la structure
compléte et certaines de ses déformations (Costantino [30, 31])°. Enfin, on a la version analytique
suivante de la conjecture de Melvin-Morton (voir [48] pour la preuve) : pour tout noeud K de S? il
existe un ouvert Ok de C contenant 0 tel que pour tout a € Ok on ait

Jim 4 (K)(exp(a/N)) = A(K; exp(a) ™

ot A(K) est le polynome d’Alexander de K et la convergence est uniforme sur les compacts de Of.
Ce résultat est compatible avec (3) (pour |a| << 1, u = a — 2v/—17 est proche de —2v/—17 et la
représentation p, est abélienne, proche de la représentation triviale, et de volume nul).

Tous ces travaux traitent d’entrelacs assez particuliers, et ont abordé la conjecture du volume par une
analyse directe qui se révélent vite techniquement difficile. On a déja mentionné qu’il n’existe pas
de formulation tridimensionelle globale des polynémes de Jones coloriés. Par conséquent, une telle
analyse consiste en :

(a) la détermination de “formules efficientes” pour chaque noeud K (ou des familles déterminées);

(b) la preuve de I’existence de la limite (2) & partir de ces formules (la limsup existe toujours, voir
par exemple [48]);

(c) lidentification de cette limite comme volume d’une représentation d’holonomie dans PSL(2,C).

Les invariants Jy (K)(e*™/N) peuvent toujours étre écrits comme des séries g-hypergéométriques
tronquées, évaluées en ¢ = €™/, Leurs termes sont des fractions rationnelles en

(4) (@n=0-q)1-¢)...(L—q")

(on pose (¢)p := 1), et ils oscillent beaucoup lorsque N — oo. Ainsi, des propriétés de symétrie vérifiées
par les polynomes de Jones coloriés [68] impliquent que pour tout [ # r la suite {|.J,.(K)(e2™/1)|}, est
bornée®, alors que la conjecture du volume prédit une croissance exponentielle de {Jy (K) (62”/N)}N

57, Murakami a aussi vérifié une version de la conjecture du volume pour les entrelacs borroméens, en remplacant
va par les invariants quantiques de Akutsu-Deguchi-Ohtsuki.

6Cest une remarque de T.T.Q. I.&. De telles suites sont utilisées pour définir les invariants de Witten-Reshetikhin-
Turaev pour Ug(sl(2,C)) (c¢f. note 2) : si W est obtenue par chirurgie sur un entrelacs parallélise L de S3, on a
(W) = ar, 524 K] Ji(L)(e27/7), ot o, = b"EcL, b = /2/rsin(n/7), ¢ = exp(—6mi(r — 2)/8r), nr, est le nombre
de composantes de L et oy, la signature de sa matrice d’enlacement, [k] = H:;Ll [k] 2ix/r (Produit d’entiers quantiques),
et Jx(L) est le polynéme de Jones de L de couleur k = (k1,...,kn; ), avec 0 < k; < r ([68, (1.5)]).
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Par exemple, pour le noeud de huit 4; et le noeud 53 on a

N-1
Iv@)@) = D l@n* eRy
n=0 9
B = 3 B
0<m<n<N m

ou ¢ est le conjugué complexe de g.

En général on peut tenter de montrer que {J]’V(K)(e%”/N)}N est asymptotiquement équivalent & une
suite d’intégrales indexées par N d’une fonction de plusieurs variables complexes, puis prouver (b)-(c)
ci dessus en appliquant in extenso la méthode du col (voir [58], [62, 105, 79] et [3]). Il semble cependant
difficile d’obtenir des informations qualitatives en suivant une telle approche. D’un autre co6té, les
exemples considérés par Kashaev dans [55, 58] montraient le réle crucial, autant pour ’heuristique de
la conjecture du volume que pour les problémes d’analyse asymptotique, d’une ressemblance formelle
entre certaines expressions de Jy (K)(e2™/N) et des formules simpliciales connues du volume de 5%\ K
(voir [104, 105] pour un étude plus systématique). Cette observation est a I’origine de mon travail.

3. COBORDISMES ET PROPRIETES DES TQCH

Les TQCH sont des foncteurs définis sur une catégorie de cobordismes en dimension (24 1) qu’on va
commencer par décrire.

Pour chaque type topologique, on fixe une surface compacte sans bord et orientée S munie d’'un
ensemble non-vide de points marqués p;. Chaque point p; est “parallélisé” par un vecteur tangent v;,
et on suppose que x (S \ {pl}) < 0. On note —S la méme surface avec 'orientation opposée, et xS
pour S ou —S. On considére deux difféeomorphismes directs ¢; : xS — X et ¢ : xS — X comme
équivalents s'ils sont reliés par une isotopie qui fixe les images des points marqués parallélisés (p;, v;).
On note [xS, ¢] les classes d’équivalence de tels difféomorphismes.

On va maintenant décrire des structures géométriques additionnelles sur les classes [S, ¢]. Soit

Rep(S\ {pi}) = Hom(m1 (S'\ {pi}), PSL(2,C))
la variété des représentations de m1(S \ {p;}) dans PSL(2,C), et

X(S\ {pi}) = Rep(S\ {pi})//PSL(2,C)

son quotient défini par la théorie des invariants, la variété des caractéres de S\ {p;}. Rappelons
que Rep(S \ {p:;}) a une structure canonique de variété algébrique complexe (obtenue en fixant un
systéme de générateurs vy, ...,v, de (S \ {p:;}) et en plongeant Rep(S \ {p;}) dans PSL(2,C)" via
p— (p(71),...,p(yn)). Pour étudier les représentations modulo conjugaison, et éviter les problémes
posés par les orbites qui ne sont pas fermées, on considére X (S \ {p;}). C’est un ensemble algébrique
affine tel qu’il existe une application réguliére surjective

t:Rep(S\ {pi}) = X(S\ {pi})

(la“trace”), qui induit un isomorphisme de anneau des fonctions réguliéres de X (S\{p;}) sur celui des
fonctions réguliéres de Rep(S\ {pi}) qui sont invariantes par conjugaison. En particulier les caractéres
des représentations irréductibles sont en bijection avec leurs classes de conjugaison.

A Taide de triangulations efficientes 7 de S canoniquement associées aux triangulations idéales de
la surface S\ {p;} et & ses parallélisations locales (p;,v;), on peut définir des espaces de paramétres
P(7) pour les composantes d’une partition de X (S \ {p;}), déterminée par les holonomies autour des
points p; [8, Section 3]. Par exemple, lorsque ces holonomies sont toutes non triviales, P(7) coincide
avec le revétement universel des coordonnées de Bonahon-Thurston [94, 17] de I'espace des structures
hyperboliques sur S\ {p;} pliées le long d’une triangulation idéale [93, 41]. En général, les points de
P(7) sont des collections de nombres complexes associés aux arétes de 7; on les notera £ = {L(e)}eer.
On aura aussi besoin d’une collection d’entiers C = {C(e)}cc+ (les charges), et, pour réduire certaines
ambiguités des foncteurs TQCH, d’un systéme d’orientation des arétes de 7 qui induit un ordre total
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sur les sommets de chaque triangle (on dit que 7 est branchée). On obtient finalement des surfaces de
base (xS, (1, L,C)), et les classes [xS, (1, L,C), ¢] des diffeomorphismes ¢ : (xS, (1, L,C)) — X.

Soit Y une variété de dimension trois compacte et orientée, et Lr un enchevétrement parallélisé
non-vide de Y, c’est-ad-dire 'union d’anneaux orientables dans I'intérieur de Y, et de quadrilatéres
I x [0,1] proprement plongés, qui intersectent Y le long de I'image de OI x [0,1]. On considére
Lz a isotopie ambiante prés relativement au bord 0Y, qu'on oriente positivement par rapport a un
champs de vecteur sortant. Pour chaque composante ¥ de Y on suppose que X N L # 0, et que la
caractéristique d’Euler de X\ Lx est négative. En particulier il existe ¢ : xS — X tel que ¢({(pi, vi)}4)
corresponde aux arcs de XN L. On munit Y d’une bipartion Y = d_Y U9, Y, et on notera U(Lx)
un voisinage tubulaire de Lx.

Rappelons que PSL(2,C) est le groupe des automorphismes conformes de CP', qu’on identifie avec le
bord OH? du modéle du demi-espace de Poincaré de I’espace hyperbolique. Pour toute représentation
p € Rep(S\ {p:i}), et I'image par p de chaque sous-groupe périphérique de 71 (S \ {p;}), on choisit
un point fixe sur JH? de maniére équivariante par rapport aux choix des points base et des arcs les
joignant (action de w1 (S'\ {p;}) par conjugaison et de PSL(2,C) par transformations de Moébius). Si
I'image d’un sous-groupe périphérique est parabolique, il a un unique point fixe; s’il est loxodromique
deux choix sont possibles; s'il est trivial, on peut prendre n’importe quel point de CP'. L’ensemble
des points fixes est en fait associé au caractére de p. On procéde de méme pour les caractéres des
3-variétés Y\ Lx et les sous-groupes périphériques images des applications m (OU (Lx)) — m (Y \ Lx)
induites par l'inclusion. Dans la suite, pour alléger les notations cette donnée supplémentaire, ou
augmentation des caractéres de X (S \ {p;}) et X (Y \ Lx), sera implicite.

Definition 3.1. ([8, Section 4|) La catégorie TQCH a : pour objets ’ensemble vide et toute union
finie des classes [xS, (1, £,C), ¢]; pour morphismes les 4 uplets (Y, Lz, p, ay), ol p est un caractére de
m (Y \ Lz) dans PSL(2,C), et oy = H¢(*S)eaiy[*‘97 (1,L,C), @] est tel que pour chaque composante
le caractére ¢*(p) de S coincide avec celui défini par £. On dit que (Y, Lz, p) est le support d’un
bordisme de a_ vers ay. Soit B = (Y, Lz, p,ax) et B' = (Y, Lz, p',a/,) deux bordismes tels que
B+ and B sont des sous-objets de ay et o’ qui coincident sauf pour l'orientation. En recollant
B et B’ le long de 54 on obtient un bordisme B” = (Y L%, p",a/[), on o’ = a_ U (o’ \ B.) et

ol =a U(ay \ By). On appelle B” la composition de B suivie de B', et on le note B” = B’  B.

La géométrie hyperbolique fournit naturellement de nombreux exemples de bordismes TQCH.

Soit maintenant N > 1 un entier impair. Pour tout o € Ob(TQCH) on définit un espace vectoriels
Hn () de la fagon suivante. On pose Hy () = C. Ensuite, notons V = CV et V! son dual. On
munit V de sa base canonique {e;} et du produit scalaire hermitien de base orthonormale les vecteurs
eo et (e;+en_i)/V2, pouri=1,...,N—1. Pour tout objet [«S, (7, £,C), ¢] on ordonne les 2-simplexes
t de 7. Alors Hy ([*S, (7, £,C), ¢]) = @4ern VIED ot 04 (t) = 1 si Porientation du simplexe ¢ (définie
par son branchement) coincide avec celle de xS, et 04 (t) = —1 sinon. Enfin, Hy(«) est le produit
tensoriel des espaces Hy ([xS, (7, £,C), ¢]) associés aux composantes (ordonnées) de «.

Les TQCH sont des extensions fonctorielles de H y aux bordismes (Y, Lz, p, a4 ), que I'on doit équipper
de structures additionnelles de la maniére suivante. Notons r : H (U (L#); Z) — H*(0U(L#);7Z/27)
I'application de réduction modulo 2 des coefficients, et i* : H*(Y;Z/27) — H'(0U(Lx);Z/2Z)
I'application induite par linclusion U(Lz) C Y. Pour tout a € Hy(0U(Lg);Z), soit v'(a) le
logarithme naturel de la dérivée de p(a), I’holonomie de a, qu’on identifie & une similitude plane
via l'augmentation de p (7'(a) est donc le carré d’une valeur propre de p(a)). Soit (he, k.) €
HYY;Z/2Z) x H'(0U(L#);Z), et (hy,ky) € H'(Y;Z/2Z) x H (U (L#); C) tels que

(5) { (kf - 7/)/V —1r € Hl(aU(Lf)§Z)
r((ky —~")/V—1m) = i*(hy).
Definition 3.2. On appelle i) = ((h¢, kc); (hf, ky)) un poids pour le bordisme B = (Y, Lz, p, ).

Un objet naturellement associé & chaque paire (Y, Lr) est son espace des phases, défini de la fagon
suivante. Supposons que chaque composante de JY est seulement marquée topologiquement, c’est-
a-dire donnée par une classe [«S, 7, ¢]. L’inclusion OU(Lg) C Y \ Lz, ou U(Lg) est un voisinage
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tubulaire de Lz, induit une application réguliére p : X(Y \ Lg) — X(OU(Lx)) entre variétés des
caracteéres.

Definition 3.3. ([8, Section 5]) L’espace des phases Def(Y, Lx) de (Y, L) est le produit de p(X(Y\
L)) et des espaces de paramétres P(7) associés aux composantes de 9Y.

Le coeur des TQCH est la construction d’applications linéaires
Hn(B,h) : Hy(a-) — Hy(ay)

définies modulo la multiplication par une racine Niéme de 'unité, et qui vérifient les propriétés
suivantes :

1. (Fonctorialité) ([8, Proposition 5.7]) Comme dans la définition 3.1 on peut définir naturellement
la composition des paires (B,h). Pour toute composition (B”,§") = (B',§’) x (B,h) on a

HN(BNv bl/) = HN(B/v bl) © HN(Ba h)

2. (Polarité) (|7, Proposition 4.29], [8, Proposition 5.8]) Soit B le bordisme obtenu & partir de
B en renversant l'orientation et en remplagant son holonomie par la conjuguée complexe. Alors
Hy(B,b) = Hn(B,h)*, 'adjoint pour la structure hermitienne des espaces H (a4 ).

3. (Analyticité) (|8, Proposition 5.10]) Hy ((Y, Lz, p, a1 ), b) varie analytiquement avec (p(p), L1) €
Def(Y,Lz), ot Ly est le systétme de paramétres complexes de 1. On ne sait pas encore si
HN (Y, Lz, p,at),h) dépend seulement de (p(p), L+ ) et de la composante connexe de p dans X (Y\Lx)
(propriété de rigidite).

Un cas particulier important correspond aux cylindres (Y, Lz) = (S, {(pi,v:)}) x [-1,1]. Notons
Mod(S) le groupe des difféotopies de S, c’est-a-dire le groupe des classes d’homotopie rel({(p;, v;}) des
diffeomorphismes directs qui fixent les points parallélisés (p;,v;). Soit ¥4 : (£S, (1, L,C)) — S x {£1},
Y =y -, et Y] € Mod(S) sa classe. Soit p € X((S\ {p:i}) x [-1,1]) = X(S\ {pi}) le caractere
associé aux paramétres £. On a Hy ([£S, (1, £,C), ¥+]) = @@ VIED et :

4. (Représentations linéaires des groupes modulaires) ([8, Section 5.4]) Soit p € X(S\ {p:})
et h fixés. Alors pour tout choix de (7, £,C) 'application

Hy: Mod(S) — CL(®,c, 2 VW)
¢ — HN(Ya Lfvpv [iS7 (ﬂ&@ﬂﬁi]ab)

est un homomorphisme bien défini modulo conjugaison et multiplication par une racine Niéme de
Punité. Ces représentations linéaires sont unitaires lorsque p prend ses valeurs dans SL(2,R).

Une autre facon de voir ces représentations consiste & considérer pour 7 fixé un fibré vectoriel trivial
sur X (S \ {p;}), de fibre ®,c, @ Vo® et Hy([],h) comme un automomorphisme de ce fibré.

5. (Fonctions de partition et formules de chirurgie) ([6], [8, Section 6]) La construction des
TQCH peut étre adaptée aux bordismes supportés par des 4-uplets (Y, Lx U L°, p), ott Ly U L° est
un enchevétrement, p est trivial sur les méridiens de L, et les composantes de Lz sont parallélisées.
Dans cette situation les composantes k. et k; des poids h de (Y, Lz U L?, p) sont nulles sur 9U (L").
Pour les 3 variétés fermées W on obtient donc des invariants numeériques Hy (W, Lz, L°, p, h) appelés
fonctions de partition, définis modulo la multiplication par une racine Niéme de 'unité, et calculables
explicitement [8, Section 7]. En particulier Hy (W, 0, L% p,0) coincide avec Uinvariant Hy (W, L, p)
construit dans [6]. On va préciser des relations importantes entre ces différents objets.

Pour tout 4-uplet (W, Lz, L p, h) on a les formules de chirurgie suivantes. Soit L; une composante de
Lz, U(L;) un voisinage tubulaire, L; une longitude qui correspond a sa parallélisation, et | C OU(L;)
une courbe simple non séparante. Notons W (l) la 3-variété obtenue par remplissage de Dehn de
W\ Int(U(L;)) le long de [, et I* I’ame du tore de remplissage. Supposons que p(I) = id € PSL(2,C),
et que les composantes ky et k. du poids b vérifient k¢ ([l]) = kc([I]) = 0. On a [8, Théoréme 6.7]

(6) HN(W L]:,LO,,O, b) = HN(W(Z)aL]: \ LijO ulrru Lj U L;‘ap/v bl)a

ou p’ et h’ sont les extensions naturelles de pw\U(L;) et b & W(l). Fixons maintenant une paralléli-
sation Fy de LY, et notons X\ I'entrelacs non parallélisé formé par les composantes de bord du ruban
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canoniquement associé a LO}-O. On a
(7) HN(VV)L]:ULO]—‘Wvavb) :HN(WLfaX7pvb)

Supposons maintenant que dans (6) on prenne pour L° I'union A, de 7 copies paralléles de L; le long
du ruban canoniquement associé & Lr, et que [ est un méridien de L;. Donc X =)o, avec les notations
ci-dessus, et {* = L;. En appliquant inductivement (6) et (7) on obtient que pour tout r > 2, [8,
Corollaire 6.8]

HN(VV7 (Z); Ars P, 0) = HN(VV7 Ary p) = HN(Wa Az, P)

6. (Relation avec Ji(K)(e*V~1"/N)) (voir [6], Théoréme 5.1) On a mentionné dans la Section 2

que d’apres [77], Jy (L) (e2Y~T™/N) coincide avec linvariant d’entrelacs (L) N défini par Kashaev dans
[56]. Un résultat de [56] et le fait que les invariants Hy (W, L, p) généralisent les formules simpliciales
de Kashaev (voir le synopsis plus bas) impliquent que pour W = 5% et py la représentation triviale
on a

(8) Hy(S°, L, po) = Cn Jy(L)(e /M),

oit {Cn}n est une suite bornée de nombres complexes (des invariants élémentaires de (S°, L, po)).

N .

7. (Invariants des variétés hyperboliques a pointes) Dans [7] on a construit des invariants
numériques Hy (M, h) pour les variétés hyperboliques & pointes M (ie complétes, non compactes et
de volume fini). Ici b est défini comme dans le paragraphe précédant (5) sauf pour la substitution de
Y par M et OU(Ly) par OM. Les invariants Hy (M, h) sont reliés aux fonctions de partition de la
facon suivante.

Soit {(Wh, Ly, pn) }n une suite de variétés hyperboliques compactes obtenues par des remplissages de
Dehn de M et convergeant vers M pour la topologie géométrique (théoréme de Thurston). A Daide
d’une formule de chirurgie [8, Théoréme 6.4] reliant les formules simpliciales de Hy (M, ), évaluées
en de petites déformations Mg.; de la structure compléte, a I'invariant Hy (W, L, p) de la complétion
métrique (W, p) de Mgy munie de ’ame de la chirurgie L, on prouve [8, Corollaire 6.5]

(9) lim Hy(Wy, L, pn) = Hy (M, 0).
n— oo

Supposons que M fibre sur le cercle. Alors M = (X \ {p:}) x [0,1])/((x,0) ~ (p(x),1)), ot ¥ est
une surface fermeée avec [ points marqués p; tels que x(X \ {p:}) < 0, et ¢ est un difféomorphisme
homotopiquement apériodique de ¥ fixant {p;}. Notons W = (X x [0,1])/((x,0) ~ (p(z),1)). Clest
une variété fermée, munie de ’entrelacs Lx = {p;} x [0, 1] parallélisé par ¢, et on a la représentation
d’holonomie p. de la structure hyperbolique compléte sur M = W \ L. Alors [8, Proposition 6.12]

HN (W, L, pe, b) = N* Hy (M, b).
8. (Conjecture(s) du volume) (|6, Section 5], [7, Section 7], [10]) Il existe b tel que

. log|Hn(M,b)|
(10) 2m lim —S 2 = Vol(M).

Plus généralement
N N
(11) Hy (M, p)N = [CND exp (% (Vol(M) + \/—_108(M)) (1+ O(1/N))} , N — o0

oua C € C*, D € C, et CS(M) est 'invariant de Chern-Simons de M pour sa structure hyperbolique
compléte (on considére dans (11) la puissance Nieme de Hy(M,h) & cause de son ambiguité mod-
ulo la multiplication par les racines Niémes de 'unité). Le role du poids h dans le comportement
asymptotique de Hy (M, bh) est essentiel, mais pas encore compris.

Notons que (10) est formellement similaire & (1). Cette conjecture offre des angles d’attaque pour
Panalyse, et elle est géométriquement motivée par la construction des invariants Hy (M, ), trés sim-
ilaire aux formules simpliciales de CS(M) + +/—1Vol(M) et supportée par les mémes données (voir
la Section 6). Une certaine cohérence globale est aussi impliquée par les formules de chirurgie hy-
perboliques et l'identité (9) dans 7. ci-dessus, qui sont analogues & des résultats classiques pour
Vol(M) + /—1CS(M) [84, Théoréme 14.5-14.7].
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D’aprés la propriété 3. les fonctions de partition Hy (W, Lz, L°, p, h) forment une famille de fonctions
analytiques des caractéres de W\ L. En particulier, pour un noeud hyperbolique Kz de S$3 muni de sa
parallélisation canonique, la conjecture du volume de Kashaev prédit le comportement asymptotique
de Hy (5%, K, po) quand N — +oo (voir 6.). Une variante raisonable concerne les fonctions de partition
Hn (S?, K7, po,0) = Hy(S*, K UK, po) (voir (7)), qui sont reliées a celles, Hn(S?, K, pnyp, ), en
I’holonomie pyyp de la structure hyperbolique complete de 3 \ K (la décomposition géométrique de
S3\ (K UK') a une seule composante hyperbolique, de volume égal a celui de S° \ K).

A la recherche de la géométrie perdue : un synopsis de la construction de Hy. A tout
bordisme pondéré (Y, Lz, p,as,h) on associe un ensemble de triangulations équipées de structures
combinatoires additionnelles qui permettent de le reconstruire intégralement (Théoréme 5.6, 1.— 3.).
Cet ensemble est muni d’une relation d’équivalence supportée par des mouvements élémentaires entre
triangulations, dont les classes sont canoniquement associées a (Y, Lz, p,ax,b) (Théoréme 5.6, 4.).
On les appelle classes de découpage; elles sont décrites dans la Section 5.

Nous avons élaboré les classes de découpage par analogie avec la description de H3(BPSL(2,C);Z)
basée sur les groupes de Bloch (travaux de Dupont et C-H. Sah [39, 38] et W. Neumann [82]), et les
formules simpliciales du volume et de I'invariant de Chern-Simons ([37], [81, 83]). Deux ingrédients
fondamentaux, les redressements et les charges, avaient déja été introduits par W. Neumann [81, 83].
Pour des soucis de clarté on rappelle certains de ces résultats dans les sections 4 et 5.5.

Les classes de découpage ont aussi émergé de notre analyse paralléle des 6j-symboles de la théorie des
représentations cycliques d’une sous-algebre de Borel By de Uc(sl(2,C)), ou ( est une racine prim-
itive de l'unité d’ordre impair. On décrit ces 6j-symboles dans la section 4. Dans [55] R. Kashaev
en avait donné des formules explicites, ainsi que des versions & paramétres satisfaisant des relations
de symeétrie tétraédrales et une équation du pentagone. Il avait aussi considéré des formules simpli-
ciales a la Turaev-Viro [97] pour ces symétrisations, associées aux paires (W, L) = ( 3-variété orientée
fermée triangulée, entrelacs de W triangulé et hamiltonien). Les structures combinatoires support-
ant ces formules simpliciales étaient données par des équations explicites, les questions d’existence et
d’interprétation géométrique restant ouvertes. R. Kashaev démontra I'invariance pour certains mou-
vements entre triangulations. Dans le cas W = S, a I'aide de R-matrices calculées a partir de ses
6j-symboles il définit les invariants < K >y des entrelacs de §° (égaux a Ji (K)(e2V=1"/N), voir 6.
plus haut) via des “sommes d’états” sur des diagrammes planaires [56, 57].

Nous avons montré qu’a un facteur multiplicatif prés, les formules des 6j-symboles symétrisés de
Kashaev définissent des dilogarithmes matriciels, qui sont des tenseurs Ry : Cy — Aut(CN @ )
sur une surface de Riemann (EN qu’on peut associer a chaque 3—simplexe d’un représentant 7 d’une
classe de découpage de (Y, Lz, p, ax, h). Ici, N est Pordre de la racine de 'unité ¢ du groupe quantique
B¢. Les tenseurs Ry satisfont des relations a cinq termes, qui d'une part généralisent l'identité
du pentagone pour les 6j-symboles, et d’autre part sont engendrées par la relation d’équivalence
entre représentants d’'une classe de découpage de (Y, Lx, p,a+,b) (Théoréme 6.1). Les morphismes
HN(Y, Lz, p, s, bh) sont définis comme le résultat d’une certaine procédure de contraction totale des
tenseurs R attachés aux 3—simplexes de 7 (Section 6.1). Ils coincident avec les formules simpliciales
de Kashaev sur les triplets (W, L, pg), ot pg est le caractére trivial. L’invariance est une conséquence
des relations & cinq termes.

La surface de Riemann (IA:N est isomorphe & ’espace des modules des tétraédres hyperboliques idéaux
orientés, munis de relevés dans R/N7Z des angles diédres, qui sont définis & partir des charges et
des redressements. Les formules simpliciales de Hy (Y, Lz, p,a+,b) sont donc supportées par des
familles (cohérentes) de tels tétraédres. En prenant N = oo et en oubliant les charges on obtient

-~

I’espace C des paramétres associés aux 3-simplexes dans les formules simpliciales du volume et de
l'invariant de Chern-Simons des caractéres dans PSL(2,C). En fait, on peut construire ces invariants
de fagon analogue & Hy (Y, Lx, p, ax, b) en remplagant les dilogarithmes matriciels par le dilogarithme
de Rogers (Section 6.2).

La construction des foncteurs Hy a été obtenue par étapes : dans [6] pour les variété fermées, dans

[7] pour les variété hyperboliques a pointes, et dans [8] pour les bordismes TQCH arbitraires. La
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preuve de 'existence des classes de découpages repose essentiellement sur des résultats de [6, 7]. La
catégorie des bordismes TQCH est naturelle et minimale, dans le sens ou elle est obtenue par une
réduction systématique & partir d’une catégorie primitive basée sur des pseudo-variétés triangulées et
munies de structures additionnelles, modulo une relation d’équivalence batie ad hoc sur les identités
a cing termes des dilogarithmes matriciels. Les dilogarithmes matriciels sont considérés dans [4] (ma
thése) et [6] du point de vue de la théorie des représentations des groupes quantiques, reproduisant
des résultats de R. Kashaev [55, 57], puis étudiés systématiquement dans [7] (voir aussi [8, Section 2],
et [9, 10]).

4. ORIGINES : DILOGARITHMES QUANTIQUES ET INVARIANTS DE CHEEGER-CHERN-SIMONS

On présente d’abord quelques résultats sur les déformations des dilogarithmes classiques via l'algébre
quantique, puis on décrit les 6j-symboles de Kashaev [55, 57]. On termine avec des résultats de W.
Neumann [81, 82, 83] liés aux formules simpliciales de Vol + v/ —1CS.

4.1. Dilogarithmes quantiques et dilogarithmes classiques. Soit N > 1 un entier, et { une
racine primitive Niéme de I'unité. Considérons la famille de fonctions définies pour chaque n € N sur
la courbe 2V 4 3V = 2V de CP? par

T_ Y
wn (z,y, 2[n) = H m ; wn(z,y)0) = 1.
j=1

La fonction wy a été trés étudiée en physique statistique et dans le modéle de Baxter-Bazhanov en
théorie des systémes intégrables quantiques (voir [60] et ses références). A cause de la périodicité
wn(z,y,z|n) = wn(z,y,z|n + N) on peut considérer wy comme un analogue fini (ou “cyclique”) du

produit formel
o0

(2 @)oo = [[ (1 24",
n=0
Le développement en série de (z; ¢)oo est 'unique solution dans C[[q]] de I’équation aux ¢-différences
(1 —2)f(gx) — f(x) = 0, telle que f(0) = 1. C’est un outil fondamental de la théorie des séries
g-hypergéométriques [50] (voir [89] pour ses propriétés analytiques). On a

ntly )y )
wn(z,y,zln) = (y/2)" (%% —c

Notons que les factorielles quantiques (4) vérifient (¢)n = (475 q)oo/(¢" ™ 2; @)oo On peut aussi donner

une version analytique de cette relation entre wy et (x;¢)oo, de la fagon suivante. Lorsque q est fixé
et hors du cercle unité, (z;q)s définit une fonction sur C, entiére pour |¢| < 1, et méromorphe
pour |g| > 1. Par contre, son comportement devient trés singulier lorsque |g| — 1, et il est relié au
dilogarithme d’Euler (log désigne la détermination naturelle du logarithme)

(12) Liy(z) == 3 i_z o /OT @ i,

Proposition 4.1. ([11, 57]) Soit ¢ = exp(—¢/N?)¢ avec Re(e) > 0. Pour tout x tel que |x| <1 on a
Pl Liy (V)
(13 o) = [T -2t (=" o (2250} (1400) L e
€
k=1
ot chaque racine doit étre remplacée par son développement en série en x = 0.
Notons gy (z) = kN:_ll(l — x¢"F)R/N: en remplagant ¢ par (7! c’est l'inverse du premier facteur a

%

droite dans (13), et le seul non nul modulo C[[z"]]. La relation entre wy et (2;q)o se réduit alors
l'identité suivante [6, Lemme 8.2] :

gn (2¢*) = gn () wn (e, (1 - 2™V 1]k).
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La proposition 4.1 présente (x; ¢) o comme une déformation par quantification du dilogarithme d’Euler.
Une propriété similaire a lieu pour gy et pour wy(  |n), lorsque N, n — oco. Précisément, en utilisant
la formule d’Euler MacLaurin pour estimer >, _, log(1 — z¢*) on trouve facilement [44]

(14) T]0 = ¢4) = exp (57 (Lifac™)  Li(e) + 5 ({1 = o¢") = log(1 ~ ) ) (1-+ O(1/)
k=1

ot |z| < 1 est fixé. Notons que (" = eV —Imn/N oot négligeable seulement si n ’est par rapport a N. On
en déduit immédiatement un équivalent asymptotique pour wy(z,y, z|ny), lorsque ny /N — 0 € R.
On peut aussi montrer [10]

(15) () ~ O exp (3lin)) . N oo

oit C(x) est une fonction uniformément bornée sur les compacts de C \ S*.
Les fonctions gy, wy et (z;¢)c satisfont aussi des équations qu’on peut interpréter comme des
quantifications de l'identité de Rogers

1—u? 1—u
L
1—v*1)+ (1—v

(Voir [37, Appendice| pour une preuve.) Ici u, v € C et u est dans le triangle formé par 0, 1 et v, de
sorte que toutes les variables ont une partie imaginaire de méme signe (le cas dégénéré ot u et v sont
réels est vérifié pour 0 < v < u < 1), et L est le dilogarithme de Rogers

T L (] — a) o Line) = T L [7 (loa(t) | log(1—1)
(17) L(z) := —|—21g()1g(1 ) + Lis(z) = /0< + ; )dt.

(16) L(u) — L(v) + L(v/u) — L( )=0.

6 6 2 1-1¢
Théoréme 4.2. (voir [44, 11, 57]) Soit C,[[u,v]], ¢ € C*, lalgébre des séries formelles sur C engen-

drées par deuz éléments u et v tels que wv = quu. Dans Cy[[u,v]] on a Iéquation du ¢-dilogarithme
(v @)oo (43 @)oo = (U3 Qoo (VU3 @)oo (V3 ¢)oo

De plus, lorsque q = exp(—e/N?)¢, Re(e) > 0, et € — 0, les termes dominants des séries formelles
limites des deuxr membres donnent les équations

SY) S@™) = S(u") 5(— ™)
dy() dy(u) = dn ((1 — 1/N) ( T—uN _,UN)l/N) dn (m) ’
o S(z) = (1 — xN)l/Q eXp(—Lig(xN)/e), et dy(z) = (1— (N 1)/2N H —k/N

Ce résultat vient en utilisant la proposition 4.1 et le développement asymptotique de la loi de mul-
tiplication de Cg4[[u,v]] lorsque ¢ — . Noter la relation entre dy et gy. La premiére équation est
dans le centre de C¢[[u, v]]. On peut vérifier que les puissances Némes des arguments de la seconde
équation vérifient les mémes relations que ceux de (16).

4.2. Dilogarithmes quantiques et 6j-symboles. Notons B, la forme intégrale en ¢ du groupe
quantique associé & une sous-algébre de Borel de SL(2,C). Nous allons voir comment gy et son
équation du théoréme 4.2 jouent un role majeur dans la description des 6j-symboles de la théorie des
représentations cycliques de By, et dans leur équation caractéristique, I’équation du pentagone (voir
[55, 57], et les appendices de [6, 7]). Rappelons d’abord briévement ces notions.

L’algébre B est engendrée par des éléments Ul et V tels que UV = (VU, et sa structure de bigébre
de Hopf est définie par les homomorphismes (A, € et S sont le coproduit, la counité et I'antipode):
AU)=UU, AV)=UV+V®l
eU)=1, eV)=0, SU)=U"', SV)=-U'V.
Notons V, le B¢-module associé & une représentation linéaire p de B¢. Si p est irréductible alors
dim(V,) < N. On dit que p est cyclique si p(V) est inversible; en particulier, si p est irréductible
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et cyclique alors dim(V,) = N. Le coproduit A permet de définir le produit tensoriel de deux
représentations p et p de B¢, par (p®@ p)(a) = >, plal) ® p(a)), ot a € Be et Ala) = ), a) ® ay.
Lorsque p ® p est cyclique, V, ® V, se décompose en la somme directe de N copies d’'un méme B¢-
module simple, qu’on notera V,,. Soit maintenant M, ,¢, = Endp, (V,,V, ® V,) 'espace vectoriel
des morphismes B-équivariants. On a

EndB< (Vpuuv Vo ® (Vu ®V,)) = Mppv,popmw @ My pov

EndBc (V:ow, (Vp ® Vu) ® VV) = Mpu,p®u ® Mpuu,pu@)w

Donc isomorphisme de B¢-modules o p0 0V, @ (V, @ V,) — (V, ® V,,) ® Vi, lassociateur, induit
un isomorphisme d’espaces vectoriels

(18) R(p, 11, V) * Mppw,pouv @ Muv,per — Mpp,peu @ Mpuw, pucu-

Les 6;-symboles des représentations cycliques de B¢ sont les composantes de R(p, 11, ) dans une base”.
L’associativité du produit tensoriel implique l’identité du pentagone (R12 = R ® Id etc.) :

(19) Ria(p, pt,v) Rus(p, pv,v) Rog(p, v,v) = Ras(pp, v,v) Riz(p, p, vv).

De quels paramétres explicites dépendent les tenseurs R(p,p,v) 7 La théorie des représentations
cycliques des groupes quantiques est trés riche ([32], [33], [27, Ch. 11.1]). Dans la suite on supposera
que N est impair. Alors I'algeébre B, est un module libre de rang N2 sur son centre Z¢, qui est engendré
par UTY and V. De plus, en notant Spec(Z;)? I'ensemble des homomorphismes x : Z; — C tels
que x(V) # 0, on a une correspondance bijective

(20)

o - Classes d’isomorphisme de
" | B¢ — rep. cycliques irreductibles

} «— Spec(Z;)°.

Soit IZf., X € Spec(Z)°, I'idéal de B; engendré par {z € Z¢|z — x(z).1 = 0}. D’aprés ce qui précéde
on a un isomorphisme entre BZ‘ = BC/IZC et My (C), qui dépend du choix de racines N-iémes pour

x(U™N) et x(V¥). Considérons en particulier les représentations standard de B, définies par
(21) p(U) = t,QJZ » p(V) =tz X

out,,xz, € C et Xj; =0;j41 et Z;; = Ciém dans la base canonique de CV (04,5 est le symbole
de Kronecker). Toute représentation cyclique irréductible de B¢ est isomorphe & une représentation
standard, et deux représentations standard p et p sont isomorphes si et seulement si tiN = tiN et

tﬁ)vxﬁ,v = tffx/]y A Tl'aide de ce paramétrage R. Kashaev obtient les formules suivantes [55] (voir [4,

Chapitre 3| pour une preuve) :

g (F2me) 2 (N+1)
,0 Lpulpuv ad+t+a” =
(22) R(p, pv) 5 = #(1)“ T N (@, T, T |y — @) 8(y + 8 — ).
Cette formule peut étre clarifiée en utilisant une autre définition des tenseurs R(p, u1, V), basée sur le
double de Heisenberg® H(B¢) de B¢ [57] (voir [7, Appendice] pour une discussion détaillée). H(B)

est P’algébre des séries formelles sur C engendrées par des éléements UTL, UL, V et V tels que
Vq:CAQV , V@zC;lUV
Ul = (00, VO =0V
Uv=¢'vu , VV-VV=(01-¢hHUu

"Ces 6j-symboles sont trés différents de ceux associés & la théorie des représentations de Ui (sl(2,0)), la forme
restreinte du groupe quantique Uc(sl(2,C)), qui définit la théorie quantique des champs topologique de Witten-
Reshetikhin-Turaev (|27, Ch. 11.2 & 15|, [63, Ch. 6]). Par exemple, le générateur d’une sous-algébre de Borel de
UZ“(sl(2,C)) qui correspond au générateur V de B est nilpotent.

811 s’'agit de la quantification du double symplectique de Semenov-Tian-Shansky pour le groupe de Borel B(2,C)
(voir [90], [70, Section 6]). Ce double est isomorphe au double de Drinfeld GL(2,C) en tant que groupe de Lie, mais sa
structure de Poisson est différente.
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Les sous-algébres de H(B¢) engendrées par les éléments U*! et V, et les éléments UT! et V, sont
respectivement isomorphes & B¢, et & l'algébre duale Bz. Soit R l’élément canonique de H(B¢),
c’est-a-dire I'image de identité via I'isomorphisme Endc(B¢) = B! ® B; C H(B;) ® H(B¢). On a
Videntité du pentagone (Ri2 := R¢ ®Id, Ros :=1d ® Ry, etc.)

(23) Ri2 Ri3 Rog = Rog Riz € H(B)®.
Cette identité détermine complétement la structure d’algébre de H(B¢). On peut montrer que
(24) Re=Sc dy'(VaV),

ot dy est défini dans le théoréme 4.2, S¢ := N1 ZZVJ;IO g” U o UY,U =U/cy, U :=U/cg,
et les éléments ¢y et ¢y sont des racines Niémes de U et U (on étend le centre de H(B;) a son corps
des fractions).

Proposition 4.3. ([7, Théoréme 8.4]) Pour toutes représentations cycliques irréductibles p, p, v de
B¢ il existe une représentation cyclique irréductible © de H(Bc) telle que R(p, p,v) = (0 ® ©)(R¢).
En particulier, ’équation du pentagone (19) est une représentation linéaire de (23).

En d’autres termes, avec (15) et (24) on peut interpréter les tenseurs R(p, 1, v) comme des “diloga-
rithmes matriciels” tordus par S¢. Ce dernier est 1’élément canonique du double de Heisenberg de
C[Z/N7Z). 1ls sont de déterminant 1 et vérifient des propriétés de symeétrie hermitienne |7, Proposition
8.6].

4.3. Invariants de Cheeger-Chern-Simons et combinatoire des triangulations. Soit (M, g)
une 3-variété fermée orientée munie d’'une métrique riemanienne g. Le fibré des repéres orthonormés
de M, F(M), est trivial : F(M) = M x SO(3). Notons

A (QF(F(M);50(3)%") @ (7 (F(M); 50(3)%") — Q™ (F(M); s0(3)21™)

le produit extérieur des formes sur F'(M) & valeurs dans so(3)®*, défini par

(AANB) (X1, Xym) = > €(0) AXo1), - Xok) ® B(Xo(ks1)s -+ Xo(erm))-
0ESktm
La différentielle induit d : QF(F(M);s0(3)®!) — QFL(F(M);50(3)®!). Soit A € QY (F(M);so(3))
la 1-forme connection sur F'(M) induite par la connection métrique (de Levi-Civita). L’invariant de
Chern-Simons est défini par [24]

1
P L
(25) cs(M,g) 2 Lo cs(4) eR/Z,

ot s(M) une section quelconque de F'(M), et
1 2
cs(A) = 8—2Tr(A AdA + gA NANA) € Q(F(M)).
7

Ici on note Tr la trace sur so(3), étendue a QF(F(M); so(3)!) par linéarité et en posant
Te(e® (1 ® ... ® @) = cTe(gr . . g1).

L’'invariant de Chern-Simons est un invariant de la classe conforme de la métrique g. Il a été étendu
par R. Meyerhoff [71] aux variétés hyperboliques & pointes en utilisant des champs de repéres s qui
sont linéaires prés des pointes; dans ce cas cs est seulement défini modulo 1/2. Dans ce travail on
utilisera la normalisation CS(M) := 2n%cs(M, g) € R/7?Z.

Pour toute 3-variété orientée fermée M, 'expression (25) s’étend immeédiatement aux connections
plates A € Q'(E;sl(2,C)) sur le PSL(2,C)-fibré trivial 7 : E — M, et définit un invariant compleze
CS(A) € C/7%7Z de la classe d’isomorphisme de A. En fait, Iinvariant de Chern-Simons peut étre
obtenu via la théorie de Chern-Weil classique [36], de sorte qu’il existe une classe caractéristique
universelle [25]

Cy € H¥(BPSL(2,C)%;C/n*Z) H3(PSL(2,C); C/n>7Z)

Hom(Hs(PSL(2,C); Z); C/m*7Z),

1R
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la classe de Cheeger-Chern-Simons, telle que si f : M — BPSL(2, (C)‘S est une application classifiante
du fibré plat (E, A), alors f*Cy = 2n%[s*cs(A)] € H?(M;C/xZ) pour une section s de E. Par
conséquent
CS(A) = Ca(f:[M]).

(Voir aussi [37, 38] et [74]; ci-dessus on note ° la topologie discréte, et I’homologie est celle du groupe
discret.)

Voici une définition alternative de CS(A) qui peut clarifier son contenu géométrique. Soit {U;} un
recouvrement de M par des ouverts simplement connexes, tel que {¢; : 7~ *(U;) — U; x PSL(2,C)}
est un atlas de cartes pour le fibré (E, A). Notons p : U; x PSL(2,C) — PSL(2,C) la projection sur le
second facteur. Soit w € H3(Q*(PSL(2,C)); C) = C un générateur, qu’on représente par une 3-forme
invariante normalisée par w([S0(3)]) = 27%, le volume compleze, et wa la 3-forme de E définie sur

7 H(U;) par (po ;) w. Alors
CS(A) = / wa.
s(M)

On a (voir T. Yoshida [106], et J. Dupont [37])

CS(A) = vV—1(Vol(A) + v—1CS(ImA)) € C/r*Z,
ot Vol(A) est le volume de A, obtenu en remplacant (E, A) par le H® fibré plat associé et w par la
forme volume hyperbolique, et ImA € Q'(F(M);s0(3)) est la partie imaginaire de A, vue comme
connection sur le SO(3)-fibré trivial sur M. (Noter que PSL(2,C) = F(H?), le fibré des repéres de
H3).
Le probléme de 'existence de formules simpliciales permettant de calculer invariant de Chern-Simons
est ancien. Il a été complétement résolu récemment par W. Neumann [84], qui s’est aussi appuyé sur
des travaux de J. Dupont et C.H. Sah [39] et J. Dupont [37, 38]. Des détails suivront le théoréme 6.2.
On va rappeler ci-dessous des résultats fondamentaux de W. Neumann [81, 83|, que nous avons utilisé
dans notre travail. La plupart des notions seront rappelées et généralisées dans la section 5.
Soit M une variété hyperbolique & pointes orientée, munie d’une triangulation idéale géodésique T'
qui est “positive”, c’est-a-dire sans 3—simplexes plats. Supposons que T subdivise M en n tétraédres
hyperboliques idéaux Ay, ..., A,. Choisissons une aréte de Aj, et notons z? e C\{o,1}, Im(z?) > 0,
le module de cette aréte, qui décrit la classe d’isométrie directe de A; [15]. Posons

ZY = (log2Y,...,log 22, log(1 — 29),...,log(1 — 22))" € C*.

Si M a h pointes, l'espace des déformations de la structure hyperbolique compléte de M, telles que
T est une triangulation géodésique, est de dimension complexe h [85]. Précisément, les paramétres
Y sont complétement déterminés par des relations de compatibilité autour de chaque aréte

complexes z;
E, de la forme

(26) Zr )log(z;) + 5 (E)log(1 — 2z;) = d(E)rv/—1,

ou d(E), r'(E) et v’ (E) sont des entiers, et des équations de complétude pour I’holonomie aux pointes
de la structure hyperbolique définie par (26), de la forme

(27) Zr )log(z;) + 7 (C)log(1 — z;) = d(C)mV/—1,

oud(E),r(E), r"(E) € Z, et C est une multicourbe sur des sections des bouts toriques. Les équations
(27) ne dépendent que de la classe d’homologie de C, de sorte qu’on peut prendre une base (A, 115),
j=1,...,h pour chaque pointe. On peut donc écrire (26) et (27) comme un systéme linéaire

0= my/—1d,
ot U est une matrice de taille (n + 2h) X 2n & coefficients entiers déterminée par la triangulation T,
et d = (dy,...,d,son)" est un vecteur entier. I'équation

(28) Uc=d
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a une solution ¢ = Z2°/7v/—1. Puisque U est intégrale, (28) a également une solution ¢ € Q?". W.
Neumann a montré qu’il en existe aussi dans Z?", et méme dans un sous-réseau explicite de Z?", pour
toute 3-variété a bord torique :

Théoréme 4.4. ([81, Théoréme 2 et Proposition 2.3]) Soit M une 3-variété a bord torique, et T une
triangulation idéale topologique de M. Il existe des solutions entiéres c € Z°™ de I’équation (28). Ces
solutions sont caractérisées par les propriétés C1 et C2 ci-dessous. Posonsc = (c},...,c,,c},...,c)t,
et associons aux arétes de chaque tétraédre A; les nombres (les indices mod(3) correspondent & des
arétes opposées) :

m(Ay) =na(A5) =c  m(Ay) =ns(8y) =—¢f , m(A)) =ne(4;) =~} + ] + 1.
C1. La somme des n autour de chaque aréte de la triangulation T est égale a 2.

C2. Pour tout lacet C' de OM qui est transverse a sa triangulation induite par T, la somme signée
des ) attachés aux sommets adjacents ¢ C est nulle (le signe est + ou — selon [’orientation).

En fait, W. Neumann a montré I'existence de telles solutions satisfaisant de plus une condition ho-
mologique de parité :

C3. Pour tout lacet C' dans M, transverse a T, et qui intersecte les 3-simplezes en des arcs n’ayant
aucun “aller-retour” par une méme face, la somme modulo 2 des n sélectionnés par chaque arc est
égale a 0.

La structure de réseau des solutions de (28) vérifiant C3 est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 4.5. ([81, Theorem 2.4]) Deuz solutions quelconques dans Z*™ de (28) et C3 different par
une combinaison linéaire des vecteurs

JQnr(E) = (rlll(E)v s TI/(E)v_rll(E)a . '7_7'/ (E))ta

r'n n

ot r(E) est le vecteur des coefficients des équations de consistence (26), et

0 I,

L’outil fondamental pour démontrer ces résultats est un complexe de chaines J bati a 'aide de la
combinatoire de T' [81, Section 4-6]. Dans [83] W. Neumann a montré comment 'utiliser pour définir
un objet analogue aux vecteurs c, les redressements (“combinatorial flattening’), pour les 3-cycles de
PSL(2,C) (voir aprés le théoréme 5.10). Ces notions ont servi de base pour définir les charges et les
redressements de la section 5. Par exemple, les vecteurs 1 du théoréme 4.4 correspondent exactement
aux charges de poids nul dans le théoréme 5.7.

Terminons pour illustrer ces notions avec le théoréme principal de [81]. Soit M soit une variété hy-
perbolique & pointes munie d’une triangulation idéale géodésique positive T', et M’ une variété hyper-
bolique compacte obtenue par remplissage de Dehn hyperbolique de M, en déformant les paramétres
{z?} en de nouveaux parameétres {z;} (|93, 15, 87]). Alors M’ différe topologiquement de M par
l’addition d’une géodésique fermée ; & chaque pointe. Notons \; la longueur complexe de «;. Alors :

Théoréme 4.6. (|81, Théoréme 1)) Pour toute solution c¢ € Z°" de (28) et C3, il existe une constante
a bien définie modulo /—1m/2 telle que

h n
Vol(M') + v/—1CS(M') = o — g Z)\j - \/—_12 (L(zk) — \/—_1g(c§C log(1 — zx) — ¢}, 1og(zk))) ,
j=1 k=1

ot L est le dilogarithme de Rogers défini par (17).

5. CLASSES DE DECOUPAGE

5.1. Z-tétraédres, redressements et charges. Un Z-tétraédre est un tétraédre géodésique orienté
A de H3, I’espace hyperbolique de dimension trois, dont les sommets vg, v1, vo and v3 sont distincts,
ordonnés, et situés sur la sphére a I'infini 8 = CP' =CuU {00} (on identifie H* avec le modéle du
demi-espace de Poincaré). L’ordre sur les sommets équivaut a la donnée d’une orientation pour chaque
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aréte, qu’on appelle branchement et qu’on note b. Il induit aussi une orientation de A, déterminée
par la classe du triedre ([vg, v1], [vo, v2], [V, v3]). On indique cette orientation par un signe : *, = 1 si
elle coincide avec celle de A, et *, = —1 sinon.

La classe d’isométrie directe de A est déterminée par le birapport entre ses sommets :

(v2 —v1)(v3 — o)
(v2 —vo)(vs — 1)

(29) [vo : w1 :vg:vg] = e C\{0,1}.

En effet, Paction de Isom™ (H?®) = PSL(2,C) sur CP' par transformations de Moebius est conforme
et agit transitivement sur les triplets de points. Le birapport [vg : v1 : vg : v3] est aussi le coefficient
de dilatation de la transformation loxodromique qui fixe vy et v et envoie vy sur vz. Il est donc
associé a l'aréte [vg,v1]. En général, chaque aréte de A se voit assignée un birapport, obtenu a
partir de (29) en permutant les sommets. Deux arétes opposées ont le méme birapport, et si on pose
eo = [vo,v1], e1 = [v1,v2] et ea = [vg, V2], les birapports w; := w(e;) € C\{0,1} de ces arétes vérifient
wjt1 = 1/(1 —w;) (indices mod(Z/3Z)), avec wy = [vg : v1 : V2 : v3].

Un redressement et une charge sur un Z tétraédre sont des fonctions f et ¢ définies sur ’ensemble des
arétes et a valeurs entiéres, prenant la méme valeur sur deux arétes opposées, et telles que, en notant
fi = f(e;) et ¢; = c(e;), les conditions suivantes sont vérifiées (log désigne la détermination naturelle
du logarithme) :

F. Condition de redressement : 1o +1; +15 = 0, o
(30) 1j = 1j (b, w, f) = 1og(wj) + vV —].7Tfj,
C. Condition de charge : co +c1 +co = 1.

On appelle 1; un log-paramétre. Pour tout entier impair N > 1 on définit le log-paramétre quantique
par

1

(31) L = 55 (log(w)) + V=1m(N + 1)(f; — *c5))-
[’application bijective

lo —log(wo) 11 — 10g(w1))
32 lp,1 ; ,
( ) (Oa 1) — <w0 \/—_171' \/—_171'

permet d’identifier I'ensemble des log-parameétres sur (A, b) avec la surface de Riemann C des appli-
cations

(33) @eer wo — (log(wo) +emv/—1,1og((1 — wo) ") +e'mv/~1), ¢,&" €{0,1}.

C’est un revétement abélien de C \ {0,1} avec quatre composantes connexes. Explicitement, on a
C=(®xZ%/~,0ou®:=C\ ((—00;0) U (1;+00)) et

(x 4+10;p,q) ~ (x —i0;p+2,q) si x € (—00;0)
(x +1i0;p,q) ~ (z —i0;p,g+2) si z € (1;+400).

De méme, 'ensemble des triplets (w(, w], w5), ot
(34) wj = exp(lj,n)

et 1; n est défini dans (31), peut étre identifié avec le quotient Cny = C/(NZ x NZ) (noter que
whw|wh = exp(— *p v/ —17/N)).

En conclusion, si on note w = (wo, w1, ws), f = (fo, f1, f2), et ¢ = (co, 1, ¢2), 'ensemble {A(b, w, f,c)}
des Z-tétraédres redressés et chargés correspond a la donnée d’un tétraédre orienté abstrait A avec
ses différents marquages (définis par les branchements b), et muni pour chaque marquage des espaces
de paramétres C ou Cy via les coordonnées (lo,11) et (wg, w]). Géométriquement, 'espace C est aussi
isomorphe a I’espace des classes de similitude des triangles orientés dans le plan complexe, munis de
relevés dans R des angles diédres intérieurs ou extérieurs.
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5.2. Z-triangulations, redressements et charges globales. Dans la suite on appellera pseudo-
variété (de dimension trois) tout polyédre compact orienté ayant au plus un ensemble fini de points
singuliers (ie sans voisinage homéomorphe & une boule). On utilisera la notion de triangulation dans
un sens large : les 3-simplexes peuvent avoir des auto—adjacences et des adjacences multiples. De
telles triangulations sont trés flexibles, et peuvent étre trés “singuliéres” au regard de la notion usuelle
de triangulation en topologie PL. Les points singuliers d’une pseudo—variété triangulée forment un
sous ensemble des sommets.

Soit Z une pseudo-variété et Z° le complément de I’ensemble de ses points singuliers. Les classes de
conjugaisons de représentations p : 71(Z%) — PSL(2,C) sont en bijection avec les fibrés plats 70 x ,H?
(définis par I'action diagonale de 71 (Z°) sur le produit du revétement universel par H?), de base Z°
et de fibre H®. Par prolongement analytique des fonctions de transitions d’un atlas de cartes de
70 ><,,]HI3, on peut construire une application pseudo-développante d : 70 H?3, qui est une immersion
localement injective telle que d(y(y)) = p(7)(d(y)) pour tout v € 7, (Z°), y € Z0. La différentielle de
la pseudo-développante d induit une application entre fibrés des repéres F'd : FZ0 - FH?, o1 ’on note
que FH? =~ PSL(2,C). Comme p est déterminée a conjugaison prés, d est unique a post-composition
prés par un élément de PSL(2,C). Dans le cadre PL, ces notions peuvent étre formalisées de la fagon
suivante :

Definition 5.1. (Structures globales, I) Soit T une triangulation d’une pseudo variété Z. On dit
que 7 = (T,b,w) est une Z-triangulation si T supporte un branchement global b, et ses 3-simplexes
supportent des structures de Z-tétraédres (Ai, b, wi), otw = {wl} telles que le produit des birapports
(w;)*bi autour de chaque aréte intérieure de T est égal a 1. Pour toute aréte e de T', intérieure ou non,
on appelle ce produit Wz (e) le module total en e. De maniére analogue, on dit que 7 = (T, b, w, f)
est une Z-triangulation redressée (et f un redressement global) si f = {fl} est une collection de
redressements sur les Z-tétraédres telle que la somme Ly (e) des log-paramétres (signés) sy 12. autour
de chaque aréte intérieure e de 7" est égal a 0.

On vérifie facilement qu’une Z-triangulation permet de construire des paires (d, p) qui sont toutes
équivalentes, ol d est une application pseudo-développante PL. Pour cela il suffit de recoller les
tétraédres hyperboliques idéauz(vqui correspondent aux Z-tétraédres, en respectant la combinatoire
de la triangulation induite sur Z9. En fait, cette construction permet de voir qu'une Z-triangulation
définit également une augmentation du caractére p, comme défini dans la Section 3.

On peut interpréter les contraintes globales sur les birapports, etc., d’une Z-triangulation redressée et
chargée de la maniére suivante. Comme les birapports peuvent avoir une partie imaginaire négative,

nulle ou positive, les tétraédres hyperboliques de d(Z°) peuvent se chevaucher, c’est-a-dire que leurs
intérieurs peuvent s’intersecter. La condition Wr(e) = 1 autour d’une aréte intérieure e garantit
cependant que ’holonomie de ses méridiens est triviale. De plus, le bord d’un petit voisinage régulier
de chaque bout v de e hérite d’une triangulation 7,, et les log-paramétres définissent une classe
de similitude pour chaque 2-simplexe de 7,,. Leur image par d sont des triangles, développés sur une
horosphére en s’appuyant sur un point, I'intersection de ’horosphére avec d(e). La condition Ly (e) = 0
équivaut a ce que I’holonomie (une similitude) d’un petit lacet autour de ce point est triviale, et pas
seulement un multiple de 2v/—17 comme l'implique Wr(e) = 1. En fait un redressement (ou une
charge) global definit un “nombre d’enroulements” pour les courbes sur le bord 9T ou sur les lices
des sommets qui sont homéomorphes a un tore (voir la Définition 5.5, le théoréme 5.8 et la fin de la
Section 5.4).

Remarque 5.2. (Sur les branchements) Clairement les birapports, les redressements, les charges
et leurs contraintes globales dans une Z-triangulation redressée et chargée peuvent étre définis sans
branchement. Mais ils sont nécessaires pour définir les invariants de Cheeger-Chern-Simons et les
TQCH : leur role est le méme que celui de la notion de 3-simplexe pour définir une classe fondamentale
a partir des chaines simpliciales. Supposer 'existence de branchements n’est pas une hypothése forte;

on peut en définir quitte & retrianguler, méme sans ajouter de sommets intérieurs. (Une référence
générale sur les branchements est [15]).
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1l serait naturel d’imposer que la somme des charges autour d’une aréte intérieure de 7" soit égale a 2
(voir le théoréme 4.4 et (36) ci-dessous). Mais une contrainte de type “Gauss-Bonnet” implique que
ce n’est possible que si la lice de chaque sommet intérieur v est homéomorphe & un tore. En effet,
notons C7(e) la somme des charges autour d’une aréte e, et ng et no le nombre de 0— et 2—simplexes
de 7,. Si Cr(e) = 2 pour toute aréte intérieure e, alors

> Cr(e) = 2n,.

esv
Or par définition des charges on a ) .5, cg = no. Donc ces deux quantités ne peuvent étre égales
que si x(7,) = 0. On peut éliminer ce probléme en distinguant pour chaque sommet intérieur v deux
arétes adjacentes sur lesquelles C'+ = 0. On aboutit alors aux notions suivantes :

Definition 5.3. (Structures globales, IT) Soit, L un enchevétrement (non—vide) proprement plongé de
Z. On dit qu’une triangulation (7', H) de la paire (Z, L) est distinguée si H contient tous les sommets
non-singuliers de T" et aucun sommet singulier. Une collection ¢ = {c¢'} de charges sur les 3-simplexes
de (T, H) est une charge globale (et (T, H) est chargée) si

0 sieCH
(35) 07(6)2{2 siec T\ (HUIT).

ou Cr(e) est la somme des charges autour de e.

On va maintenant définir une notion d’isomorphisme entre Z-triangulations distinguées, redressées et
chargées.

Deux triangulations “nues” T et T’ de Z qui ont un méme bord pseudo-triangulé peuvent étre obtenues
I'une & partir de I’autre par une suite finie de mouvements locauz qui préservent le bord (mouvements
bistellaires de Pachner, ou dualement de Matveev-Piergallini, voir [97, Theorem 3.2.A et Appendix
2] et ses références). Ces mouvements sont représentés dans la figure 1 : celui du haut est appelé
mouvement 2 < 3, et celui du bas est le mouvement bulle (il consiste & remplacer un 2-simplexe par
le cone sur une 2-sphére triangulée par deux 2-simplexes). On appelle “positifs” les mouvements qui
vont de gauche & droite. On peut identifier T et 17" avec des subdivisions d’'un méme complexe. On
notera T'N T’ I'union de leurs 3-simplexes communs.

P -
4%

FIGURE 1. Les mouvements sur les triangulations nues.

On adapte les mouvements 2 < 3 et bulle aux triangulations distinguées (T, H) de paires (Z, L) de
la fagon suivante. Tout mouvement 2 — 3 (positif) 7" — T’ induit naturellement un mouvement
(T,H) — (T',H'), avec H' = H. Pour les mouvements bulle positifs, on suppose quune aréte ey de
H est dans le bord du 2-simplexe f qui supporte le mouvement. Alors eg est dans le bord d’un unique
2-simplexe f’ de T’ qui contient le nouveau sommet de T’. On définit H' en remplacant ey par les
deux autres arétes de f’. Les mouvements négatifs sont définis de la méme facon. En particulier, pour
les mouvements 3 — 2 (négatifs) 'aréte qui disparait doit étre dans 7"\ H'.
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Definition 5.4. (Transits) Soit T = (T, H,b,w, f,c) une Z-triangulation distinguée, redressée et
chargée de (Z,L). On dit que 7' = (T", H',V/,w', f',¢') est obtenue & partir de 7 par transit au
dessus d’un mouvement (T, H) < (T',H') si T et T’ coincident sur T NT". Un isomorphisme entre
deux paires (Z,7) et (Z',7") est la composition d’un nombre fini de transits et d’homéomorphismes
simpliciaux qui préservent 'orientation et la structure compléte des 3-simplexes (branchement, birap-
ports, redressements et charges).

Les transits peuvent étre caractérisés a ’aide d’équations explicites. En fait, la condition de localité
/ N . . . B . R
Tirar = TleT, est trés contraignante. Ainsi, lors d’un transit 2 — 3 le module total, le log-paramétre

total et la charge totale en chaque aréte de TNT’ doivent rester inchangés. Une conséquence est qu’il y
a un degré de liberté pour choisir les redressements et les charges, mais que les birapports sont forcés.
De plus, les transits de ces derniers ne sont définis que génériquement au-dessus d’un mouvement
2 — 3 : on voit dans la figure 2 que le transit n’est possible que si z # y, ou x, y, etc. sont les
birapports wg € C\ {0, 1} des tétraédres correspondants.

- (139)/(1y)

Y(I-X)IX(1-y) yix

FiGurre 2. Un exemple de transit de branchement et de birapports.

Dans cette figure, tous les signes #; sont égaux a 1. Lorsque les birapports ont une partie imaginaire
non nulle et positive, le développement dans H® des Z-tétraédres produit deux triangulations d’un
méme polyédre idéal convexe et orienté, o chaque tétraédre est positivement plongé et non dégénéré.
Le transit correspond & une relation de congruence par découpage entre polyédres. La condition de
transit générale, avec les exposants *; dans les birapports Wi, est 'extention naturelle aux situations
sans convexité, ot les tétraédres peuvent étre négativement orientés et peuvent se chevaucher.

La condition de localité montre que les contraintes globales dans les définitions 5.1 et 5.3 sont néces-
saires pour garantir la stabilité par transit des classes de triangulations redressées et chargées. En
effet, si on note Ej la nouvelle aréte de 77 aprés un mouvement 2 — 3, on a

(36) Wri(Eo) = 1, Lyo(Bo) = 0, Cro(By) = 2.
Par contre, pour un transit bulle, en notant E; et Ey les arétes de f’ distinctes de eg, et E3 la derniére
nouvelle aréte de 77, on a

W (E;)=1, Ly(E;)=0, j=1,2,3

(37) Cri(Ey) = Cri(Ea) =0, Copi(Es) = 2.

5.3. Poids, existence et classes d’isomorphisme. Soit 7 = (T,b,w) une Z triangulation, et 97Ty
le bord d’un voisinage régulier des O-simplexes intérieurs. C’est une union disjointe de surfaces fermées
orientées et triangulées. Pour tout redressement f On peut définir une classe y(f) € H'(0Tp; C) de la
fagon suivante. On représente chaque classe a € H1(0Tp; Z) par des “lacets normaux”, c’est-a-dire une
union disjointe de lacets simples et orientés, qui sont transverses a la triangulation 97 et intersectent
les 2-simplexes en des arcs appuyés sur des faces distinctes. Chacun de ces arcs détermine un sommet
de 9Tp, donc une aréte de T dont c’est le bout. On définit v(f)(a) comme la somme signée des
log-paramétres de ces arétes, o le signe est *; si ’arc vu du sommet suit 'orientation de 0Ty, et —x;,
sinon.

En utilisant la condition de redressement F (Section 5.1) et la relation Lz (e) = 0 en chaque aréte
intérieure e (Definition 5.1), on vérifie facilement que v(f)(a) ne dépend pas du choix des lacets

3
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normaux qui représentent a, et envoie sur 0 les lacets homotopes au lacet constant. Donc ~(f) associe
un “‘nombre d’enroulement” complexe & chaque 1-classe d’homologie entiére sur 97T, et définit un
élement de H'((0Tp;C). De la méme facon on peut définir vo(f) € H*(T;7Z/27) en utilisant des
lacets normaux dans Ty et en prenant la somme modulo 2 des redressements des arétes sélectionnées
par les lacets.

Supposons maintenant que (7', H) est une triangulation distinguée, et que la lice des sommets sin-
guliers, qu'on note 97Ty, est une union de tores ou d’anneauz. Soit ¢ une charge sur (T, H). En
remplacant les log-paramétres par les charges et en posant %, = 1, la méme procédure que celle
décrite ci-dessus définit une application «(c) & valeurs entiéres sur ensemble des lacets normaux
essentiels de 9Tp. On peut étendre 7(c) aux lacets normaux homotopes au lacet constant en leur
associant la valeur 0 (en dépit du fait que la procédure pour les lacets essentiels donnerait la valeur
+2 A un petit lacet autour d’'un sommet de 97p). La condition de charge C (Section 5.1) et la relation
(35) impliquent qu’on obtient une classe y(c) € H'(8Tp;Z). En remplacant les redressements par les
charges on peut également définir vo(c) € H*(T;7Z/27Z).

Definition 5.5. (Poids) Soit T = (T, H, b, w) une Z-triangulation distinguée de (Z, L). Les poids de T
sont les pairs (Y(f), v2(f)) € H (0Ty; C)x HY(T; Z/27) and (y(c), y2(c)) € H (To; Z) x HY(T; Z./27),
ou f et ¢ décrivent les redressements et les charges de 7.

Soit (Y, L, p,a+) un bordisme et U(L) un voisinage tubulaire de Lz, comme dans la Section 3.
Notons A et A" deux copies de Lz sur QU (L) telles que I’enlacement de A sur A détermine la paral-
lelisation F de Lx. On définit une pseudo variété Z(Y, L) en écrasant I’ame de chaque composante
de U(L) sur un point; elle contient enchevétrement AU X'. Si (T,b,w) est une Z-triangulation de
Z(Y, L) dont la représentation d’holonomie coincide avec p, on peut montrer que v(f)(a) = 7/(a)
mod(v/—17Z) et (y(f)(a) —~'(a))/vV—17 = i*(v2(f))(a), ott v’ est défini avant (5).

Le résultat fondamental concernant 'existence des triangulations munies de structures globales (Déf-
initions 5.1 et 5.3) et leurs classes d’isomorphismes par transits (Définition 5.4) est le suivant. Il est
obtenu par étapes dans [6, 7, 8].

Théoréme 5.6. Soit (Y, Lx, p,a+) un bordisme des TQCH, (he,k.) € H'(Y;Z/27) x H'(OU(L); Z)
et (hy ky) € H'(Y;Z/2Z) x H'(OU(L); C) tel que

{ (ky —+')/vV/—1m € H'(OU(L); Z)
r((ky —~")/V=1r) = i*(hy).

1. Il existe des I-triangulations distinguées (T, H,b,w) de (Z(Y, L), \UX') d’holonomie p. Lorsque p
est non triviale (resp. triviale) sur les méridiens d’une composante de Lz, on peut remplacer les deux
copies de cette composante dans XU X par celle dans X' (resp. \) seulement.

2. Toute T-triangulation distinguée (T, H,b,w) de (Z(Y,L),\UX) peut étre munie de redressements

f et de charges c de poids (ya2(c),v(c)) = (he,ke) et (v2(f),v(f)) = (hy,ky). Ces redressements/
charges forment un espace affine sur un méme réseau entier, dont les générateurs sont explicites et
associés chacun a un site d’aréte.

(38)

3. Il existe des T-triangulation distinguées, redressées et chargées (T, H,b,w, f,c) de (Y, Lz, p) de poids
((heyke); (hy k) et qui sont compatibles avec o, dans le sens suivant : pour chaque composante
(xS, (1, L,C),¢] € ax on a ¢(1) = (T, H,b)|4s), et ¢ identifie L et C avec les log-parametres totauz
{L71(e)}eep(r) et les charges totales {Cr(e)}ecy(r)-
4. Toutes les T-triangulations distinguées, redressées et chargées associées a un bordisme (Y, L, p, ax)
et de poids fizé ((he,ke); (hy,kyr)) sont isomorphes.

La structure en strates de ’énoncé refléte la structure de la preuve. Un outil fondamental pour 1. est
la procédure d’idéalisation, décrite dans la Section 5.5 ci-dessous. Les variations sur les composantes de
AUN correspondent respectivement a réaliser Pentrelacs parallélisé L dans Z(Y, L), ou bien seulement
sa longitude déterminée par la parallélisation F, elle-méme n’étant pas parallélisée, ou enfin oublier la
parallélisation. Les points 2.-4. s’appliquent également & ces variations. Etant donné (T, H,b,w, f, ¢)
et (T',H' )V ,w', f ), la preuve de 4. consiste a compléter par des transits I'isomorphisme entre
(T, H) et (T', H') représenté par une suite de mouvements, quitte a le modifier lorsque ce n’est pas
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possible (pour les birapports). On utilise notamment la structure des redressements/charges, qu’on
obtient & l'aide d'un généralisation du théoréme 4.5. Remarquons ici que les transits préservent p et

b.

5.4. Un exemple singulier : les variétés hyperboliques a pointes. On dit qu’un variété ori-
entée M a des pointes lorsqu’elle est non compacte et admet une structure hyperbolique compléte
de volume fini; M est alors I'intérieur d'une variété a bord torique M. On peut considérer les bor-
dismes (x(M,1), Lz, p,0,h), ott x(M,1) est fermée et obtenue par remplissage de Dehn le long d’une
multicourbe [ C OM, et Lx est I'ame (parallélisée) du remplissage. Le théoréme 5.6 fournit alors
des triangulations “semi-idéales” de M, dont certains sommets sont “intérieurs” (donc réguliers) et
contenus dans des copies paralléles de L, et d’autres “a I'infini” qui correspondent aux pointes de M.
Le “bord” OM C Z(x(M,1), LF) est parallélisé par [ et F.

D’un autre coté, M admet des triangulations idéales géodésiques, c’est-a-dire formées de tétraédres
hyperboliques idéaux plongés, quelques uns pouvant étre plats, qu’on peut construire par exemple en
subdivisant la cellulation canonique de Epstein-Penner [42]. Ces triangulations permettent de définir
des T triangulations idéales (T',b, weomp) de la pseudo variété Z obtenue en compactifiant chaque
bout de M par un point. L’holonomie de (7', b, weomp) coincide avec celle de la structure hyperbolique
compléte de M. On a une notion de poids b sur M, telle que (he, k.) € H'(M;7/27) x H' (OM;7Z),
(hp ky) € HY(M;Z/2Z) x H'(OM;C), et (38) est vérifié en remplagant OU(L) par M. On a
I’analogue du théoréme 5.6, 2. 4. :

Théoréme 5.7. ([7, Théoréme 6.8]) Toute Z-triangulation idéale de (M,b) peut étre munie de re-
dressements f et de charges ¢ de poids b, formant des espaces affines sur un méme réseau entier, avec
un générateur par site d’aréte. De plus, toutes les I-triangulation idéales redressées et chargées de
(M, b) sont isomorphes.

Comme les triangulations idéales n’ont que des sommets singuliers, les déformations (7, b,w) des
Z-triangulations idéales (T, b, Weomp) représentent des objets intrinséques qu'on peut décrire de la
maniére suivante. (Un analyse similaire est possible pour (x(M,1),L#); ci-dessous on oublie les
charges, qu’on considérera dans la Section 6.2.)

Dans la suite de cette section on suppose que M a une unique pointe.

Soit (T,b) une triangulation comme ci-dessus, et n le nombre de ses 3-simplexes. On peut identifier
toute Z-triangulation (7', b, w) supportée par T avec le n-uplet de birapports (wg, ... w(). Notons

V= {(w},...wl) | Wrle) = 1,Ye e TM}  (C\ {0,1})"  (C)"

l’ensemble de ces m-uplets, et V C V' la composante irréductible qui contient la Z-triangulation
(T, b, Weomp) associée a la structure hyperbolique compléte. Soit X (M) la variété des caractéres
dans PSL(2,C) du groupe fondamental de M. TL’application V' — X (M) définie par w — p,
ol py : m(M) — PSL(2,C) est la représentation d’holonomie associée a (7', b, w), est algébrique,
géneriquement 2 : 1 (car p,, est augmentée), et V est de dimension complexe 1 [93]. De plus V N (H?)"
est lisse [26].

Notons X’ la “composante géométrique” de X (M), c’est-a-dire la composante irréductible qui con-
tient I’holonomie de la structure hyperbolique compléte. D’aprés un résultat de N. Dunfield [35],
Papplication X (M) — X (OM) induite par 'inclusion 9M — M est un isomorphisme birationel de
X' sur son image. Par conséquent X' & X/o, ou X C (C*)? est une composante du lieu des zéros
du A-polynéme pour PSL(2,C), et o est I'involution qui envoie chaque coordonnée sur son inverse.
(Voir [23] et ’appendice de [19] pour cette version du A-polyndme, défini initialement dans [29]; on
fixe une base de I’homologie de la pointe pour définir la courbe plane X). On a alors I'observation
fondamentale suivante [23] : V est birationel & X via l’application d’holonomie périphérique

Hol: V = X  C(C"?
w (/\wa,uw)
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0l Ay et iy, sont les facteurs de dilatation de p,(A) et py, (1), et (A, ) est une base fixée de I’homologie

de la pointe. Notons que le point fixe de 71 (0M) permet de choisir entre les facteurs de dilatation de

Aou A"t et poupt.

Notons X la surface de Riemann du logarithme naturel sur X :
log : X — C?
(Aw, )+ (log(Aw), 1og(pw)),
et V 'ensemble des redressements sur V (ie. sur la Z-triangulation correspondante) de poids intérieur

nul, c’est-a-dire

V={(w;f) | weV,Lr(e)=0,Ye € TV h; =0 € H'(M;Z/2Z)} cC"

ou l'on pose (w; f) := ((wd; f&, f), -+, (wg; f&, f7)). L’ensemble V est naturellement muni d’une
structure de revétement sur V. Notons

Hol(w; £) = (k(uws ) (N, kgus (1)),

ol k(y.py € H'(OM;C) désigne ici le poids y(f) de la définition 5.5 (avec OM pour 971p). On a
exp(kqw;p)(a)) = aw, Ya € Hi(OM;Z). Avec le théoréme 5.7 et en comparant avec (38) on peut
montrer :

Théoréme 5.8. (Espace des phases classique) L’application d’holonomie périphérique Hol se reléve
en une application analytique Hol : V— X qui est surjective sur le revétement de l’image (dense)

de Hol. La fibre d’un point générique de X, c’est-a-dire I’ensemble des redressements de méme poids,
est un espace affine sur un réseau entier, avec un générateur pour chaque site d’aréte.

Par exemple, les calculs de [8, Section 7] montrent que pour le complément du noeud de huit on a :
V= {((w;p,q), (z:7,5)) €Cx C|w (1 —w)2"2(1-2) =1, ()}
ot (S) est le systéme linéaire
(5) = { s+2r+2p+q=—(arg(l —w) + arg(l — 2) — 2(arg(w) + arg(z))/mv/—1
p+qg+r+se2Z.

De plus, pour le méridien p et la longitude canonique A, en posant w = (w;p,q) et Z = (z;7,s), on a

Hol(w, z) = (kw,z(N), ko,z (1) =

(log(1 —w™") +log(l — 2z~ ) +av=1(p+q—r—s), 2log(w) — 2log(1l —w™") + 2m/~1(qg — 1)) .

La triangulation canonique du complément du noeud de huit a deux arétes, mais leurs sites sont
combinatoirement équivalents. Donc on a un unique degré de liberté pour choisir les redressements
de poids donné.

On peut en particulier appliquer le théoréme 5.7 lorsque M est fibrée sur le cercle, en utilisant des
Z-triangulations redressées 7 = (T, b, w, f) telles qu’une fibre de M soit réalisée comme sous-complexe
7 de T. Cette fibre est une surface épointée X. Lorsqu’on découpe M le long de 7 on obtient le cylindre
d’un difféomorphisme de ¥, muni d’une triangulation 7, = (T \ 7,b,w, f) dont le bord est formé de
deux copies 74 et 7_ de 7. Pour chaque aréte e de 74 on peut interpréter W (e) (cf. Définition

5.1) comme le birapport des images sur 8@3 des quatres sommets dans le site de e sur 74, calculé en
développant les Z-tétraédres de 7, contenant e.

La collection {Wr, (e)}eer. associe donc un nombre complexe non-nul & chaque aréte de 7. On peut
interpréter ces nombres comme les coordonnées de Bonahon-Thurston d’une structure hyperbolique
sur ¥ pliée le long de la triangulation idéale 74 [22, 17]. En considérant les log-paramétres L. (e) on
peut également associer un vecteur tangeant & cette structure, et pour toute charge sur 7 produire un
objet (X, 74, {L7,(€)}eers, {CT, () }eery ) de la catégorie des bordismes TQCH. De maniére analogue
a la notion de poids, pour toute courbe orientée 7 sur ¥ la somme (signée) des log-paramétres L. (e),
ol e parcourt les arétes traversées par -y, définit un nombre d’enroulement complexe pour 7.
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5.5. Idéalisation et homologie discréte de PSL(2,C). Les 1-cocycles simpliciaux sont une version
combinatoire des fonctions de transition pour les atlas de cartes des fibrés principaux plats. On dit
qu'un 1-cocycle simplicial z défini sur une triangulation T et a valeurs dans PSL(2,C) est idéalisable
si pour tout 3-simplexe de sommets xq, x1, T2 et x3 les points

(39) up =0, uy = z([zo, 21])(0), u2 = 2([o, 22])(0), uz = z([20,23])(0)
sont distincts dans C ¢ CP! = 9H . T’idéalisabilité est une propriété générique de Z*(T; PSL(2,C))
si T a suffisamment de sommets non singuliers. L’enveloppe convexe des points wug, ...,us est un

tétraédre hyperbolique idéal dont les sommets sont ordonnés, c’est-a-dire un Z-tétraédre (A, b, w), qui
est indépendant, du branchement lorsque la relation de cocycle est induite par ’action & droite de
PSL(2,C) sur lui-méme (comme ’est 'action de PSL(2,C) sur I'espace total du fibré plat défini par
z). On appelle (A, b, w) 'idéalisation de z. L’idéalisation dépend du point base (ici, ugp = 0), mais
deux choix différents sont reliés par I’action de C°(T; PSL(2,C)) par cobords.

L’idéalization produit une Z-triangulation, et avec (32) on peut construire simultanément un redresse-
ment global canonique f en posant pour chaque 3—simplexe [8, Lemme 2.13]

lg :=log(us — u1) + log(us) — log(usg) — log(us — uq)
(40) l; :=log(uz) + log(us — u1) — log(u1) — log(us — us)

lo :=log(us — ue) + log(u1) — log(us) — log(ua — uq).
Nous allons voir comment I'idéalisation permet de décrire I'homologie (discréte) de PSL(2,C) comme
un groupe de découpage, une notion issue du 3éme probléme de Hilbert (voir le beau survol [82]).

Commengons par un résultat général. Fixons un tétraédre orienté abstrait A, et considérons le
Z-module Z[Zy.] librement engendré par l'ensemble {#,(A,b, w, f,c)} des Z-tétraédres redressés et
chargés supportés par A. On stipule la compatibilité du signe *;, avec la somme algébrique dans
Z[Zsc], cest-a-dire que —(—(A,b,w, f,¢)) = (A,b,w, f,c). Tout transit (Définition 5.4) induit une
relation linéaire entre éléments de Z[Zy.]. Soit P(Zy.) le quotient de Z[Zy.] par I'idéal des relations a
cinq termes engendrées par les transits 2 < 3. Le résultat suivant est une conséquence du théoréme
5.6 (voir [7, Section 7] pour le cas des variétés fermées ou hyperboliques & pointes) :

Théoréme 5.9. Pour tout bordisme pondéré (Y, Lz, p,ax,h) et toute I-triangulation distinguée,
redressée et chargée T de (Y,Lr,p,cx,h), la classe [T] € P(Zy.) définie par la somme formelle des
3 simplezes de T ne dépend pas du choiz de T. Donc c;.(Y, Ly, p,ax,h) =: [T] est un invariant de
(Y,LF,p,a+,b), appelé sa Ty -classe de découpage.

En oubliant les charges, ou les charges et les redressements, on obtient des groupes P(Zy) et P(Z),
et des classes ¢;(Y,Lr,p,ax,h) € P(Zs) et ¢(Y,Lr,p,ax,h) € P(I), respectivement. Le groupe
P(Z) est une extension sensible & l'orientation du groupe P(H?) des polyédres hyperboliques (finis
ou infinis) modulo les découpages géodésiques [39, Théoréme 4.7] (voir aussi [82, Théoréme 3.4]). En
effet, P(H?) est isomorphe & P(C)/([z] + [Z]) , ot P(C) est le quotient de Z[C \ {0, 1}] par Iidentité
a cinq termes (voir Figure 2)

1

I+ =

et on peut identifier P(Z) et P(C) via 'application (A, b, w) +— [wo] (en fait 'identité (41) implique des
relations de symeétrie permettant d’oublier le branchement, voir [39, Lemme 5.11]). De plus le groupe
P(C) est relié a ’homologie discréte de PSL(2,C) de la fagon suivante. Considérons linvariant de
Dehn complezxe [39]

(42) O0c: P(C) = C*"AC* |, [Z]l—2zA(1—2).

Tci la puissance extérieure du groupe C* est définie sur Z et notée additivement, c’est-a-dire le groupe
des sommes formelles de symboles aAb avec a, b € C*, ot aAb est bimultiplicatif et aAa = 0. L’invariant
de Dehn classique § : P(H?) — R@R/7Q est égal & deux fois la “partie imaginaire” de ¢, c’est-a-dire

sa troisiéme composante dans le scindement C* AC* = (RAR) @ (R/7Q AR/7Q) ® (R @ R/7Q) [82,
Section 3]. Le groupe de Bloch

Y 1—2z~

(41) o] - b+ (2 - s

]:O’

B(C) := Ker(24¢)
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vérifie la suite exacte de Bloch-Wigner [39, Appendice]
(43) 0 — Q/Z — H3(PSL(2,C);Z) %5 B(C) — 0.

La premiére application est induite par I'inclusion diagonale de Q/Z dans PSL(2,C). La seconde
est induite par I'application [g1]g2|g3] = [0 : g1(0) : g2(0) : g3(0)], oit [g1|galgs] € Bs, et B, est le
complexe des chaines non homogénes pour le calcul de ’homologie du groupe discret PSL(2,C) (voir
eg. [38, Section 4]). Cette application coincide avec I'idéalisation, qui associe (A, b, w) a I’élément

[911921g3] := [2([w0, 21]) | 2([w0, 72]) | 2([w0, 73])].

W. Neumann a montré dans [84] comment P(Zy) permet de récupérer I'intégralité de Hs(PSL(2,C);Z).
Considérons le “relevé” de é¢ :

oc:P(Zf) = CAzC , [(Abyw, f)] — 1o Aly,

ot les log-paramétres 1; sont définis dans (30). L’application Sc est bien définie, c’est-a-dire qu’elle
envoie les transits 2 «<» 3 sur 0 [84, Lemme 2.3]. II existe un élément x € P(Zy) d’ordre 2 tel que
B(C) := Ker(dc)/k, le groupe de Bloch étendu, vérifie :

Théoréme 5.10. L’application d’idéalisation [g1|g2|gs] — (A,b,w, f), o wo := [0 : g1(0) : g2(0) :
g3(0)] et f est déterminé par (40), induit un isomorphisme

Hs(PSL(2,C);Z) -% B(C).

Ce résultat est da & W. Neumann (sous une autre forme, [84, Théorémes 4.6 et 12.1]). Une général-
isation au groupe H3(SL(2,C);Z) a été obtenue par J. Dupont et C. Zickert [40] en utilisant des
arguments purement algébriques. En particulier, si W est une 3-variété fermée munie d’un caractére p
dans PSL(2,C), la classe ¢; (W, 0, p,0,0) définie par le théoréme 5.9 vérifie ¢; (W, 0, p,0,0) = 6 (),
ou a, = f«([W]) pour une application classifiante f : W — BPSL(2,C) associée a p.

Le groupe P(Zy.) et les classes ¢z, sont mystérieux.

6. INVARIANTS DES 3-VARIETES

6.1. Dilogarithmes matriciels et tenseurs Hy (7). Les dilogarithmes matriciels sont des appli-
cations a valeurs tensorielles

Ry : {AD,w, f,¢)} — Aut(CN @ CV)

définies pour chaque entier positif impair V. En fait, R; est une fonction & valeur complexe obtenue
a partir des dilogarithmes classiques. On la considére comme une matrice de taille 1. Pour chaque
tétraédre branché (A,b) les tenseurs Ry (A(b,w, f,c)) et Ri(A(b,w, f,c)) définissent des fonctions
RN (A(D)) et R1(A(D)) sur les espaces Cy et C de la section 5.1, respectivement, qui sont analytiques
modulo la multiplication par une racine N-iéme de 1'unité.

1. Le dilogarithme “classique” (indépendant des charges) :
Rl (A; b7 w, .f) = eXp((*b/ﬂ- \% _1)R(w07 an fl))a

ot la fonction R : C — C/7?7Z est analytique et définie par (W. Neumann [82])

2

(44) R(zp,q) = —% /0 (1°g(1t_ Dy Tg_(tt)) dt + 7;(plogu —2) + qlog(2)) — %

Avec p = ¢ = 0 on retrouve le dilogarithme de Rogers (17).
2. Les dilogarithmes “quantiques” (N > 1) (|7]):

N-1

(45) Ry (A,b,w, fe) = ((wp) ™ (wy)™) 7 (Ln)™ (wh, (wy) ™)
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oil les composantes de (Ly)** (wf, (w}) ™) s’écrivent dans le produit tensoriel des bases canoniques de
CV comme suit :

Cntug, ()™ = DB oy u) i - ) a5 - )
’ gn(1)
/ =1\ —=1\%d —1 gn(1)(1 —wo) —il—(m+1)i? 6(k+1—1j)
(Ll ) D7)0 = N T =) © o (Wh/C (@) k= 1)

Les fonctions wy et gy sont définies dans la section 4.1. On note ¢ = exp(2in/N), m = (N —1)/2, et
d le symbole de Kronecker de période N, c’est-a-dire tel que §(n) =1 si n = 0 mod(N) et §(n) =0
sinon. Notons ¢ = —¢™ "' = exp(v/—17/N). On a les identités

i w! i—k . . e . .
£l ) = P o0 4 - 1)
k—1
g (uy 2 _ e o
R (k= TT((ws) ™ = wi?™ ) 8+ -,
9N n=1

qui montrent le role de gy et le fait que les coefficients de £y (w}, (w}) ") sont des polynomes multipliés
par gy (wy)/gn(1). La figure 3 montre comment le branchement b fait correspondre les faces de A
aux copies de CV a la source et au but de Ry (A, b, w, f,¢) (représenté par le croisement).

F1qUuRE 3. dilogarithmes matriciels

Pour tout NV > 1 impair et toute Z-triangulation distinguée, redressée et chargée 7 on définit le tenseur
Hn(7T) de la maniére suivante. Comme ci-dessus on associe un dilogarithme matriciel & chaque 3-
simplexe (A,b,w, f,¢) de 7. On appelle N-état de 7 une application s : T® — {0,...,N —1};
sa valeur sur un 2-simplexe, ou état, détermine un vecteur de la base canonique de la copie de
CV correspondante (voir la figure 3). En particulier elle détermine une composante, qu’on notera
RN (A, b,w, f,c)s, de chaque tenseur Ry (A, b, w, f,c). Comme deux 3-simplexes induisent des orien-
tations opposées sur une face commune f, son état s(f) est au but du dilogarithme matriciel de I'un
et a la source de l'autre. On note

TTTRN(Av ba w, fv C) = Zs HAcT RN(Av ba w, fv C)s

la contraction totale des tenseurs Ry (A, b, w, f,c¢), ou s parcourt les N-états de 7. Soit vy et vs les
cardinaux des ensembles de sommets non singuliers de T'\ 9T et 9T, respectivement. On pose

(46) HN(T) = N=0/250 Trr Ry (A, byw, f,c).

Par exemple, pour N = 1, en numérotant les 3-simplexes de 7 on a

(47) HA(T) = Ri(A" b w', f*,¢) = eXp(— *pi ’R(wz;fz,fl))
1 AE[T 1 . NXC:T b 03 Jos J1

Le résultat fondamental sur la structure locale des tenseurs Hy(7) est le suivant (pour simplifier
I’énoncé on omet un point technique concernant la résolution d’une ambiguité additionnelle de signe,
voir [8, Proposition 2.16]) :

Théoréme 6.1. ([7, Théoréme 2.1 et Lemme 6.7]) Les tenseurs Hy(7T) sont invariants par transits.
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Ce résultat est une conséquence de propriétés de symétrie tétraédrales, et d’identités & cinq termes qui
correspondent aux transits 2 < 3, satisfaites par les dilogarithmes matriciels. En fait la proposition 4.3
s’étend au tenseur £y (wf, (w}) ™), qui coincide formellement avec R(p, u,v) (voir (22)) bien qu'il soit
défini sur ’espace (EN. 1l satisfait une identité a cinq termes supportée par le transit 2 < 3 de la figure
2, qui est ainsi formellement équivalente & I’équation du pentagone pour R(p, u,v). Dans |7, Section
5] nous avons montré que [’application Ry est I'unique solution d’un probléme de symeétrisation pour
Ln(z,y) équivalent & la réalisation de toutes les identités a cinq termes. En particulier, les formules
(30) et (34) sont forcées par ce probléme, pour N =1 et N > 1 respectivement.

Pour N = 1, l'identité a cinq termes supportée par le transit 2 «» 3 de la figure 2 est la relation (16),
o l'on remplace L par le dilogarithme de Neumann (44) [84, Proposition 2.5].

6.2. Invariants; le cas des variétés hyperboliques a pointes. Les théorémes 5.6 et 6.1 impliquent
le résultat suivant, qui garantit I'existence des TQCH :

Théoréme 6.2. ([8, Théoréeme 5.4]) Soit (B,h) = (Y, Lz, p,ax,h) un bordisme pondéré et T une Z-
triangulation distinguée, redressée et chargée de (B,%). Le morphisme Hn(7T) ne dépend pas du choix
de T, de sorte que Hn(B,h) = HN(T) : Hy(a—) — Hn(coy) est bien défini. De plus, Hy(B,h) =
Hn(B,b') si les réductions mod(NZ) des composantes de by et b sont égales.

Voici une interprétation géométrique de H;. D’apreés le théoréme 5.10 I’idéalisation induit une injection
de H3(PSL(2,C);Z) dans le groupe de découpage P(Zf) (en fait, Ker(dc) B(C) x 7,/27). Or le
dilogarithme (44) induit un homomorphisme R : P(Z;) — C/7*Z (W. Neumann, [83, Proposition
2.5]; voir le théoréme 6.1). W. Neumann a montré que sa restriction R : H3(PSL(2,C);Z) — C/7*Z
coincide avec la classe de Cheeger-Chern-Simons Cy € H3(PSL(2,C); C/n?Z) [84, Théoréme 12.1]
(voir [40] pour le méme résultat avec le relevé C : Hs(SL(2,C); Z) — C/27%Z). Si M est une variété
hyperbolique & pointes M on a également R(M) = v/—1(Vol(M) + v/—1CS(M)) mod(7*Z), ot CS
est I'extension de Meyerhoff de I'invariant de Chern-Simons [71] [84, Corollaire 14.6] (voir la section
4.3). Dans ce contexte H; apparait comme une extension de exp(Cy/im) aux classes ¢z de P(Zy)
définies comme dans le théoréme 5.9, et coincide avec exp(é’é/iw) pour une famille de redressements
dits “pairs”.

Nous allons maintenant décrire les invariants Hy (M, ) des variétés hyperboliques a pointes. Soit 7°

une Z-triangulation idéale, redressée et chargée de (M, h) dont 'holonomie est celle de la structure
hyperbolique compléte. Comme dans (48) posons

(48) Hn(T) :=TrsRy(A,b,w, f,¢) €C.
Les théorémes 5.7, 5.8 et 6.1 impliquent (voir [7, Théoréme 6.6] pour la premiére affirmation) :

Théoréme 6.3. Hy(7T) ne dépend pas du choiz de T, de sorte que Hy(M,b) := Hy(T) € C/(pn)
est bien défini (ie. modulo la multiplication par les racines Némes de 1). Si les réductions mod(NZ)
des composantes de b et b sont égales alors Hx (M, b) = Hy(M,y'). De plus, si M a une seule pointe
alors Hy(M, p, %) .= Hy(T) € C/(un) est aussi défini pour les Z-triangulation idéales, redressées et
chargées T de (M, b) dont I’holonomie p est telle que pjgns est dans la composante géométrique X du
PSL(2,C)-A-polynome.

Supposons désormais que M a une seule pointe. Lorsque N = 1 la formule (47) montre que H;(7)
est analytique sur la variété V' du théoréme 5.8. Le théoréme 6.3 implique

Corollaire 6.4. ([9]) L’invariant Hy (M, p,b) définit une fonction analytique H, (M) : X — C.

D’apreés la discussion qui suit le théoréme 6.2, Hy(M) coincide avec exp(Cy/v/—17), ou Co est
I'invariant de Cheeger-Chern-Simons.

Sur la surface de Riemann C on a la 2-forme réelle
dlog(z) A dlog(l — z)~! (Re(1/2)Im(1/(1 — 2z)) — Im(1/2)Re(1/(1 — 2))) dz A dZ

Im(z) _
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oit dlog(z) = 27 'dz et dlog(l — 2)™' = (1 — 2)"'dz sont interprétés comme des covecteurs réels.
Rappelons que ﬁa(w;f) = (k(w;)(N), Fews ) (1)), 0ott Ky € H'(OM;C) est le poids défini par la
Z-triangulation idéale et redressée T de M associée a (w; f) € V. La surface de Riemann X C C? est
aussi munie d’une structure Kéhler, définie par

Q(w;f) = dk(w;f)(A) A dk(w;f) (/1') = dlog()‘w) A dlog(ﬂw)a
et induite par la 2-forme antisymétrique complexe canonique de C2.

Théoréme 6.5. ([9]) (Formule simpliciale pour la 1-forme variation) On a

FToR 1 ¢ i i i i
Hol (k(w;f)()‘)dk(w;f) (/‘) - k(w;f)(ﬂ)dk(w;f)O‘)) = 9 Z *p, lodly — 1ydlg
i=1
T3* 1 < i iy—1
Hol (dlog(\:) Adlog(p,)) = 3 Z xp, dlog(z') Adlog(l—2")"".
i=1

Ces identités permettent d’obtenir des formules de variation pour la fonction Hj : X - C/m*Z, qui
sont compatibles avec celles pour l'invariant de Cheeger-Chern-Simons Cs obtenues par P. Kirk et
E. Klassen [69]. Voir aussi [84] pour le calcul de la longueur complexe de 1’ame géodésique dans
les formules de chirurgie hyperboliques, et [53, Section 5] et [29, Section 4] pour la variation du

volume Im(Cy). Une version combinatoire du théoréme 6.5 était déja contenue implicitement dans
[81, Théoréme 4.2] (voir aussi [26] et [84, Lemme 10.2]).

La variété V a un analogue “quantique” Vy associé aux T-triangulations idéales, redressées et chargées
supportées par T, et défini par

Vi = {(((wp), (1)), ., ((w)', (wi)))) | Wi (e) = exp(~2im/N),Ye € TV, R
hy =h.=0¢€ H(M;Z/27)} C (Cy)",
ou Wk (e) est obtenu a partir de Wr(e) (Définition 5.1) en remplagant les birapports (w;‘-)*b’i par les

racines Nemes ((w})’)**, qui sont définies dans (31)-(34) par (w})’ = exp(l} y) et

o = (o) + VTN + (5 — #,ch)
(49) . } A
v o= llos(l— =) 4 VIRV +)(f — ).
Soit

ﬁo\lN : VN — (C2
w' o (kw (N), R (1))
ol ku(a) = exp((k(w;s)(a) — V=1my(c)(a))/N) pour tout a € Hy(M;Z), et y(c) est le poids de
la charge ¢ (Définition 3.2). Soit Xy = I/{aN(VN), Pespace des phases quantique de M. C’est une
revétement fini de X. Notons le role des poids v(c¢), a la différence de X. De facon analogue au
corollaire 6.4 on obtient :

Corollaire 6.6. (|9]) Hy (M, p,h) définit une fonction rationnelle Hy(M) : Xy — C/(un).

Lorsque M est la suspension d’un difféomorphisme pseudo-Anosov d’une surface épointée X, on peut
aussi définir Hq(M) comme une fonction sur le revétement universel de I'espace des paramétres de
Bonahon-Thurston pour les structures hyperboliques de X plissées le long d’une triangulation idéale
(voir Section 5.4). Un résultat analogue vaut pour Hy (M), N > 1.

7. TRAVAUX ACTUELS ET PERSPECTIVES

Les problémes centraux autour desquels devraient se développer les TQCH sont :

P1. la résolution de 'ambiguité du foncteur Hy modulo la multiplication par les racines Némes
de T'unité;
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P2. I'étude des représentations linéaires des groupes modulaires, en relation avec celles de Bonahon-
Liu [18], issues des espaces de Teichmiiller quantiques (fidélité, invariants asymptotiques et
comportement par rapport a la classification de Nielsen-Thurston des difféotopies des sur-
faces);

P3. le comportement asymptotique des fonctions de partition Hy (W, Lz, L%, p,b) et Hx (M, b)
(ou Hy (M, p,b) lorsqu’on a une seule pointe);

P4. les relations entre les TQCH et les théories quantiques des champs homotopiques de V. Turaev
pour SL(2,C) [96].

Notons ici que les TQCH sont reliées aux théories de la gravitation quantique en dimension (2 + 1)
([103],[12]). Mes travaux actuels se concentrent sur les problémes P3 et P4, dont je donne quelques
éléments ci-dessous.

Le probléme P3 a une partie locale et une partie globale. La partie locale, c’est I’analyse des propriétés
asymptotiques des dilogarithmes matriciels. Je I’ai entamée dans [10]. On peut montrer que pour
tous les tenseurs Hy (7)), lim sup |H (T)|Y/V existe. Tl s’agit maintenant d’étudier cette limite comme
fonction sur Xoo, la limite de {XN} pour la métrique de Haussdorff sur les compacts de C2. Par
définition, X est une amibe complexe, au sens de [51, 72|, et {XN} est exponentielle d’'une famille
de déformations de X. La partie réelle RX . est une courbe tropicale reliée a la déquantification de
Maslov du PSL(2, C)-A-polynome [99]. Dans [10] on essaie de comprendre Hy (S®\ K) pour le noeud
de huit K (calculé dans [8, Section 7]), ainsi que pour les revétements cycliques de S* ramifiés le long
de K.

Lorsque M est la suspension d’un difféomorphisme pseudo-Anosov d’une surface épointée idéalement
triangulée, il existe une formule intégrale de H1(M) en termes de la 1-forme longueur complexe sur
Pespace des paramétres de Bonahon-Thurston [9]. En utilisant des formules simpliciales similaires a
celles du théoréme 6.5, j'essaie de construire Hy (M) par quantification géométrique de Hq(M) (voir
aussi [8, Section 2.1.2]).

Le probléme P4. Les TQCH sont baties sur un formalisme simplicial. On aimerait avoir une définition
alternative dans un cadre proche des théories quantiques des champs de Turaev [96] (voir aussi [61]).
Le cas classique N = 1 doit correspondre (voir [96], Exemples 1.3 et 2.6) a la PSL(2,C)-catégorie
batie sur le 3-cocycle défini par

R([91192193]) = R(wo; fo, f1),

ol R est le dilogarithme de Neumann (44), wg := [0 : g1(0) : g2(0) : g3(0)] et f est déterminé par (40)
(voir Théoréme 5.10).

Le cas quantique correspond & la théorie des représentations de Ue(sl(2,C)). A coté d’une définition
directe on peut tenter d’obtenir la théorie homotopique par reconstruction a partir des TQCH. Une
étape préminaire consiste a relier les Z-triangulations redressées et chargées aux diagrammes planaires
des enchevétrements de S*, munis d'un PSL(2,C)-caractére sur le complément. La figure 4 (droite)
montre une Z-triangulation redressée et chargée O supportée par un octaédre branché dont deux
paires d’arétes sont identifiées. Ce complexe est dual d’un croisement (bas de la figure 4), et définit
des cobordismes singuliers X, les complexes de tressage, entre des paires de disques bi—épointés, munis
de triangulations différentes et dont les piqures sont identifiées (gauche de la figure 4) (il y a plusieurs
choix de cobordismes !).

La “transformée de Fourier discréte” du tenseur Hy (X) € Aut((CY)®*) associé 4 X par les TQCH
(voir (48)) est une R-matrice a paramétre Ry (X), qui généralise celle de Kashaev |57, 56| et permet
de construire des représentations des groupes des tresses de R® de maniére analogue & 4., Section
3. Donnons des formules explicites. Soit (A%, 0%, w’, f% ¢%), i = 1,...,4, avec w' = {w;} etc., les
Z-tétraédres redressés et chargés de ’octaédre singulier O, ordonnés dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre autour de 1’axe vertical avec ’orientation donnée par le branchement, et en commencant
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S

k2 11

FIGURE 4. L’octaédre singulier O et un complexe de tressage X.

par le premier 3—simplexe. On a :
RN (X) 202 = N K 0(ino — ki2) 0(hiz — ji2) C(l“jl)(i“kl+l12)
wn ((w?)) 1 (wg)' g2 — i) wn ((wi)) 7 (wp) [l — k2)

8 :
) N T on (@) HC e — ) wn (@) 1/, ()T — )
7%17\71(?()42’””1&2 =N Kx 0(i12 — k‘12) 0(l12 — ji2) C_(ll_m(“_kl+ll2)
(

i2,52,k1,01 wn (W)™, (wh)|l2 = i2) wn (W)L, (wd) |51 — k1)

( b
X on (@) ¢, @) s — ir + Daon (@)1 /¢, (i) Tl — ko + 1)

() (3)) ™ @) () = exp(-2vTTn/N) el e el =2
et on note
-ty () Qg ()1 /)
Ho =Mt g (G T o (@i L
(b2 o) ()2 () () )~ () ) B ()42 ()

11—z
1—2z

)

Kx=Ky' H[((wi)')’l]((wS)'(wé)’)l’N , la]:==N""
et ilg = il — ig etc.
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