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travaux et a accepté de me suivre dans chacun de mes déplacements.
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2.6.2 Matriceśelémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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3.3.3 Mesures de déformation pour le mod̀ele de Cosserat . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3.4 Equation d’́equilibre standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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Un peu d’histoire ...

De tous temps, l’homme a voulu connaı̂tre, explorer et comprendre aussi bien son environnement immédiat

que lointain avec la biologie, la ḿecanique, la botanique, l’astronomie et bien d’autres domaines scien-

tifiques. Pendant longtemps, la science a eu pour objet de répondreà des questions sur des phénom̀enes

observables telles que la chute d’un objet, le cycle des jours et des saisons, le fonctionnement du corps

humain, etc ... .

Au fur et à mesure que la sociét́e, dans laquelle nous vivons, aévolúe, avec l’av̀enement de l’industrialisa-

tion et de nouvelles technologies, les problèmes pośes devinrent de plus en plus complexesà comprendre,

analyser et mod́eliser. De la compŕehension de l’environnement de l’homme, la science a peuà peuévolúe

vers des objectifs industriels. Dans certaines sociét́es contemporaines, cette envie de comprendre s’est trans-

formée en ńecessit́e, d’une part, de prédire l’occurence des phénom̀enes naturels (séismes, cyclones, chutes

de ḿet́eorites, etc ...) avec leurs conséquences sur la sociét́e et, d’autre part, de modéliser le comportement

des constructions humaines (avions, navires, bâtiments, ouvrages d’art, etc ...). Cette nécessit́e est bien ŝur

due au prix qu’attachent ces sociét́esà la vie humaine, mais aussià des souciśeconomiques et de maintien

de la qualit́e de l’environnement.

Au XVII ième siècle, la science se basait principalement sur des observations réaliśees sur des expériences

basiques. L’inconv́enient majeur de telles expérienceśetait qu’elles se d́eroulaient toujours̀a deśechelles de

temps et d’espace proches deséchelles humaines, c’est-à-dire de l’ordre de quelques heures tout au plus, et

de dimension allant du millim̀etre au m̀etre. M̂eme si l’homme a pu accroı̂tre l’échelle spatiale d’observation

par des nouvelles techniques l’amenant vers l’infiniment grand (téléscope en 1608) et l’infiniment petit

(microscope 1625), il n’a toutefois pas pu modifier de manière conśequente l’́echelle du temps d’observation

des exṕeriences et des phénom̀enes naturels.

A partir des ŕesultats exṕerimentaux, des lois plus géńerales, bien que principalement linéaires,́etaient pos-

tulées. Par exemple,à partir d’exṕeriences sur la chute d’une bille le long d’un plan incliné Galiĺee (1604)

a postuĺe des lois sur la cińematique des solides. A cause des moyens de mesure de l’époque, quelques

observations s’av́er̀erent d’ailleurs inexactes dans le futur. Dans leur quête du savoir, les scientifiques, tel

Galilée, ont propośe des postulats (loi de Newton, postulat sur la résistance des matériaux) et des mod̀eles

math́ematiques du comportement de la matière (́elasticit́e linéaire). Gr̂aceà ces lois math́ematiques pouvant

s’appliquerà une grande variét́e de situations, et grâceà la nouvelle collaboration des physiciens avec les

math́ematiciens (deuxième moitíe duXVII ième siècle), de nouveaux problèmes plus complexes ont puêtre
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Avant propos

analyśes et ŕesolus analytiquement. Pour la première fois, la ŕesolution deśequations,́ecritesà partir de lois

géńerales, a permis de résoudre des problèmes dont les dimensions spatiale et temporelleétaient diff́erentes

deséchelles exṕerimentales.

Alors que les connaissances scientifiques s’étendaient de l’infiniment petit̀a l’infiniment grand, que les

géoḿetries des systèmesétudíes devenaient de plus en plus complexes (constructions humaines), avec des

sollicitations de plus en plus variées (ph́enom̀enes coupĺes), il est devenu de plus en plus difficile de résoudre

analytiquement les problèmes pośes. L’apparition d’outils nuḿeriques auXX ièmesiècle a permis de repous-

ser ces limites en offrant aux scientifiques la possibilité de ŕesoudre de manière approch́ee avec une erreur

mâıtrisée des problèmes extr̂emement complexes.

De nos jours, les simulations numériques sont utiliśees dans tous les domaines scientifiques et dans d’autres

domaines comme l’économie (cf. pŕevoir le cours des actions en bourse). L’outil numérique permet d’́etudier

à moindre côut des situations pour lesquelles des expériences seraient trop onéreuses (grand nombre de pa-

ramètres) ou tout simplement impossibleà ŕealiser. Il est donc un outil complémentaire indispensable aux

essais exṕerimentaux.
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Notations et symboles

De manìere ǵeńerale les symboles en caractère normal sont des scalaires et ceux en caractère gras sont soit

des vecteurs, soit des matrices ou des tenseurs. Tout au long de ce mémoire, la sommation par réṕetition

d’un indice (notation d’Einstein) sera utilisée (xii =
n∑

i=1

xii).

Opérateurs

G, GT : gradient et divergencéecrits symboliquement sous forme matricielle

∇(.) : divergence d’un tenseur défini parXij,j

∇(.) : gradient d’un vecteur d́efini parXi,j

tr(.) : trace d’une matrice d́efinie par tr(X) = Xii

∆(.) : diff érence

det(.) : d́eterminant d’une matrice

(.)T : transpośee d’une matrice

(.)′ : partie d́eviatorique d’un tenseur

diag(.) : diagonale d’une matrice

∂(.) : dérivée partielle
˙(.) : dérivée spatiale

Exposants et indices

(̂.) : valeur adimensionnelle
O
(.) : valeur de Jaumann

(̃.) : valeur modifíee

(.)c : relatif à une variable de Cosserat

(.)h : valeur approch́ee sur une grille d’espacementh

(.)n : relatif à une variable du directeur

(.)∗ : champ virtuel

(.)eff : valeur effective
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Notations et symboles

Lettres latines

Scalaires

A : apṕetit des particules

cp : capacit́e calorifiquèa pression constante

De : nombre de Deborah (Temps de relaxation / Temps d’observation)

eijk : symbole de permutation

h : dimension

i, j : entier servant d’indice

k : conductivit́e thermique

Ke : module de compressibilité élastique

m : masse

n : nombre de degrés de libert́es

N : nombre d’́eléments de la discrétisation ǵeoḿetrique

p : pression

P : terme de ṕenalit́e

Pint, Pext : puissance des efforts internes et externes

Pr : nombre de Prandtl (Viscosité cińematique / Diffusivit́e thermique)

q : pseudo-pression

t : temps

T : temṕerature

Vecteurs

e : erreur entre la solution exacte et une solution approchée

f : force

f s : force de surface ou de contact

f v : force de volume

g : acćelération gravitationnelle (‖g‖ = 9, 81 m.s−2)

n : vecteur normal

q : pseudo-pression aux nœuds du maillage

r : résidu

v : vitesse

t : vecteur tangentiel

u : vitesse approch́ee

x, X : vecteur de coordonnées respectivement dans la configuration déformée et de ŕeférence
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Notations et symboles

Matrices et tenseurs

A : matrice de viscosité globale

Ae : matrice de viscosité élémentaire

Ā
−1 : préconditionneur deA dans la ḿethode du gradient conjugué

B : matrice des d́erivées des fonctions d’interpolation

D : tenseur d’́elongation qui est la partie symétrique du tenseur de déformationL

F : tenseur des gradients des déplacements

I : matrice identit́e

J : matrice Jacobienne de la transformation

K : tenseur des gradients du vecteur courbure

L : tenseur des gradients de vitesses

m : premier tenseur des contraintes couple de Piola-Kirchhoff

M : matrice de compressibilité

N : matrice des fonctions de forme

N ′ : matrice des fonctions d’interpolation

R : tenseur de rotation de corps rigides

S : premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

W : tenseur de rotation ou vorticité qui est la partie antisyḿetrique du tenseur de déformationL

Lettres grecques

Scalaires

α : temps de relaxation sur le comportement déviatorique

β : temps de relaxation sur le comportement isotrope

η : viscosit́e

ηp : viscosit́e plastique du mod̀ele de Bingham

ε : valeur infinit́esimale

Γ : frontière du domaine

κ : diffusivité thermique

µ : raideurélastique

ωp : poids nuḿerique d’une particule

Ω0, Ω : domaine de ŕeférence et domaine actuel

ρ : masse volumique

τ0 : seuil de plasticit́e du mod̀ele de Bingham

ξ : module de compressibilité
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Notations et symboles

Vecteurs

χ : tenseur des courbures

Matrices et tenseurs

δ : symbole de Kronecker

ε : tenseur des taux de déformations

η : matrice de comportement

γ : tenseur des d́eformations

µ : tenseur des contraintes couples

Ω : matrice des vitesses de rotation

σ : tenseur des contraintes

τ : tenseur des contraintes déviatoriques
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Introduction

Si certains travaux s’attachentà analyser en d́etail un ph́enom̀ene physique ou un nouveau matériau, puis̀a

en faire un mod̀ele, ce ḿemoire a pour objectif de valider et de développer une nouvelle ḿethode nuḿerique

qui permet un largéeventail d’applications dans des domaines très varíes.

En ǵeophysique, contrairementà des domaines proches de l’échelle humaine, il est impossible de faire des

exṕeriences pratiques sur des domaines de plusieurs kilomètres de dimension et sur uneéchelle de temps de

plusieurs millions d’anńees, le tout̀a des temṕeratures de l’ordre de plusieurs centaines de degrés Celsius

et des pressions pouvant dépasser le gigapascal.

Autant pour les constructions humaines, l’échelle de temps d’observation est proche de celle de la durée de

vie de l’ouvrage, autant pour les phénom̀enes ǵeophysiques l’́echelle d’observation (quelques siècles tout

au plus) est ńegligeable par rapportà l’âge de la Terre. Il est donc impossible de faire des expériences ou des

observations sur une durée de temps non négligeable par rapport au temps et aux dimensions caractéristiques

des ph́enom̀enes. Certes, la géophysique n’a pas début́e avec les ḿethodes nuḿeriques, mais, auparavant

des mesures et des observationsétaient faites sur l’́etat actuel de la Terre en certains points, puis,à l’aide

d’hypoth̀eses sur l’́evolution de la matìere observ́ee, les ǵeophysiciens proposaient un modèle qualitatif.

Une meilleure connaissance des modèles de comportement, ainsi que de l’état actuel de la Terre, grâce

à de nouveaux moyens de mesure età l’utilisation des outils nuḿeriques, a permis de faire desétudes

quantitatives plus précises.

Créer un mod̀ele global de comportement virtuel permet de comprendre l’évolution de la Terre jusqu’à nos

jours. Les ŕesultats du mod̀ele doivent̂etre corroboŕes avec les observations faites in situ par les géologues

à la surface de la Terre et par les géophysiciens. Cettéetape sert aussi de calage du modèle nuḿerique.

L’utilit é de tels calculs nuḿeriques pour l’industrie minière est de pŕedire l’emplacement et la taille des

gisements de matières premìeres (or, uranium, ṕetrole et gaz naturel entre autres) en modélisant une zone

réduite de la Terre avec sonévolution chimique, ḿecanique et thermique.

D’autre part, la mod́elisation nuḿerique permet d’anticiper des phénom̀enes naturels tels que les tremble-

ments de terre, les raz de marée et autres glissements de terrains, mais elle est surtout utile pour prévoir les

conśequences sur les hommes et leur environnement. Ce dernier aspect est très important dans la simulation

du chargement que vont subir les constructions du génie civil.

Une ḿethode nuḿerique pour mod́eliser les ph́enom̀enes ǵeophysiques doit pouvoir prendre en compte
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Introduction

les grandes transformations de type fluide (convection magmatique dans le manteau terrestre), des lois

de comportement non linéaires avec des variables internes (viscosité en fonction de la pression et de la

temṕerature, viscoplasticité, etc ...) et l’interaction fluide-solide (plaque tectonique solide en flottaison sur

le magma fluide). Les effetśelastiques jouent aussi un rôle important dans des phénom̀enes dont le temps

caract́eristique est inf́erieur au temps de relaxation du matériau (zone de subduction, rebondélastique post-

glaciaire).

Autant pour la ǵeophysique, c’est l’impossibilité de ŕealiser deśetudes quantitatives qui a poussé les

scientifiques vers le calcul numérique, autant dans le domaine de la mécanique, c’est le côut desétudes

exṕerimentales qui est le moteur de l’évolution vers les calculs nuḿeriques.

En plus deśetudes nuḿeriques sur les structures, le génie civil et le ǵenie ḿecanique doivent aussiétudier

les proćed́es de mise en forme ou de fabrication. Que le matériau soit du b́eton, de l’acier ou un matériau

composite fibŕe, il est ńecessaire de modéliser la phase de mise en forme pour pouvoir connaı̂tre les pro-

priét́es ḿecaniques du produit fini. Les ḿethodes nuḿeriques pour l’́etude des proćed́es de mise en forme

doivent être capables de modéliser des grandes transformations avec des lois de comportement allant du

fluide visqueux (acier en fusion et mortier frais) au solideélastique. Les effets de la microstructure de la

matìere peut̂etre mod́elisée par la th́eorie de Cosserat. L’interaction entre un solide et un fluide est aussi

nécessaire dans la modélisation des granulats solides inclus dans une pâte fluide pour former du b́eton.

En conclusion, les aspects de modélisation nuḿerique pour la ǵeophysique, pour le génie civil et pour le

génie ḿecanique contiennent un grand nombre de caractéristiques communes. Dans tous les cas, la méthode

numérique doitêtre capable de prendre en compte les grandes transformations, des modèles de comporte-

ment d́ependant de l’histoire du matériau et des interactions fluide-solide. Certes, certaines spécificités des

lois de comportement restent propresà chaque domaine, mais l’outil numérique de base peutêtre partaǵe.

Nous nous proposons dans cette thèse, dans un premier temps, de valider une nouvelle méthode nuḿerique

initiallement d́evelopṕee pour la mod́elisation des fluides visqueux en grandes transformations, puis de

développer et d’implanter différentes lois de comportement capables de prendre en compte l’interaction

avec des solides (viscoélasticit́e), la microstructure du matériau (th́eorie de Cosserat) et des aspects aniso-

tropes (th́eorie du directeur). Des lois non linéaires (loi de Bingham) ont aussiét́e implant́ees pour des cas

sṕecifiques.

Au stade actuel du d́eveloppement du code numériqueellipsis, utilisant la ḿethode deśeléments finis avec

des points d’int́egration Lagrangiens, nous ne disposons que de la version2D du code, ce qui signifie que

toutes leśetudes ont́et́e meńees en d́eformations planes. D’autre part, les termes d’inertie sont négligés.

Durant cette th̀ese, les travaux suivants ontét́e effectúes :

– Validation de la ḿethode nuḿerique. Notre attention s’est particulièrement port́ee sur le nombre de points

d’intégration paŕelément, les conditions sur leur poids, les procédures de fusion et séparation des parti-

cules.

13



Introduction

– implantation et validation de la théorie de Cosserat.

– Développement, implantation et validation du modèle viscóelastique de Maxwell en grands déplacements.

– Participation aux d́eveloppements du modèle anisotrope, implantation et validation du modèle anisotrope

avec la th́eorie de Cosserat.

– Applications de la ḿethode nuḿerique aux́ecoulements de matériaux h́et́erog̀enes.

Pour d́ecrire cette activit́e, ce ḿemoire se d́ecompose en quatre chapitres distincts.

Le premier chapitre traite des principales méthodes nuḿeriques utiliśees en ḿecanique des solides et des

fluides. Il est surtout ax́e autour de la capacité de chaque ḿethodeà mod́eliser en grandes transformations

des mod̀eles avec interfaces et des matériaux dont le comportement est une fonction du temps.

Le deuxìeme chapitre d́ecrit de manìere d́etaillée toutes les procédures qui doivent̂etre implant́ees pour

développer une ḿethode deśeléments finis avec des points d’intégration Lagrangiens (MEFPIL). Nous

détaillons aussi les ḿethodes de ŕesolution deśequations discr̀etes qui ont́et́e implant́ees dans le code

ellipsis.

Le troisìeme chapitre d́ecrit les mod̀eles de comportement (viscoélasticit́e, th́eorie de Cosserat et modèle

anisotrope couplé avec la th́eorie de Cosserat) qui ontét́e implant́es lors de ce travail de recherche. Toutes

ces lois ontét́e écrites dans le cadre d’une modélisation en grandes transformations. Cependant, l’im-

plantation nuḿerique ne fait intervenir que des formulations en petites déformations puisque les gramdes

déformations et les grands déplacements sont sous forme incrémentale. Le mod̀ele d’anisotropie avec la

théorie du directeur pour des couches d’épaisseur finie est détaillé car il est original.

Enfin, le dernier chapitre présente diff́erents ŕesultats obtenus avec le codeellipsis. Certains mod̀eles simples

sont utiliśes comme cas test de la méthode et/ou des lois de comportement que nous avons implantées.

Finalement, la MEFPIL est appliquéeà deux cas concrets d’écoulement de milieux h́et́erog̀enes.

Nous terminerons ce rapport par une conclusion et des perspectives sur les améliorationsà apporter et sur

les utilisations possibles de cette méthode dans diff́erents domaines.
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Chapitre 1

Discrétisation numérique d’un probl ème de

mécanique
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1.1. Formulation du problème

Ce chapitre se d́ecompose en deux parties distinctes. Dans la première partie, leśequations de la statique et

de la cińematique sont présent́ees dans le domaine des petites transformations. Les lois de comportement

sont succintement abordées dans le but unique de présenter les ingrédients ńecessaires̀a leur mise en œuvre

dans un code nuḿerique. Dans une deuxième partie, nous proposons une revue des méthodes nuḿeriques

de discŕetisation de l’espace couramment employées dans le domaine de la mécanique.

1.1 Formulation du problème

1.1.1 Cińematique du solide

Consid́erons un solide occupant le domaineΩ0 à un tempst = 0 dans sa configuration initiale (figure 1.1)

reṕeŕe par les coordonńeesX. Dans sa configuration actuelle ou déforméeC(t), le domaine not́e Ω de

frontièreΓ, est reṕeŕe par ses coordonnéesx. La fonctionφ relie les deux configurations telle que :

x = φ(X, t) (1.1)

o
x

y

C(t)

Ω

X

Ω0

x

φ(X,t)

Γ

FIG. 1.1 –Solide dans la configurationC(t).

AvecX etx, nous disposons de deux ensembles de coordonnées pour d́efinir le mouvement. Si les dérivées

spatiales sont́ecrites par rapport̀aX, alors nous sommes dans une description Lagrangienne. A contrario,

si les d́erivées s’́ecrivent par rapport̀ax, alors c’est une description Eulérienne.

A partir des deux configurations de la figure 1.1, le tenseur des gradients des déplacementsF est d́efini par :

F =
∂x

∂X
(1.2)
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Chapitre 1. Discŕetisation nuḿerique d’un probl̀eme de ḿecanique

Le déterminant du tenseurF est la matrice JacobienneJ de la transformation.

La vitesse de d́eplacement est définie par :

v(X, t) =
dx

dt
(1.3)

A partir de ces relations, nous définissons le tenseur des gradients de vitesses en petites transformations

par :

L =
∂v

∂x
=

∂v

∂X

∂X

∂x
= Ḟ F−1 (1.4)

Ce tenseur peut se décomposer en une partie symétrique et une partie antisymétrique comme suit :

L =
1

2
(L + LT ) +

1

2
(L−LT ) (1.5)

De cette relation, nous obtenons le tenseur du taux de déformationD et le tenseur de d́eformation rotation-

nelleω, qui sont respectivement :

D =
1

2
(L + LT ) et ω =

1

2
(L−LT ) (1.6)

Les tenseursD etω sont abondamment utilisés tout au long de ce ḿemoire et sont parfois appelés respec-

tivement le tenseur des gradients de vitesses et le tenseur des vitesses de rotation.

En plus de la translationv et de la rotationω qui ne sont pas ind́ependantes, nous définissons une rotation

de corps rigide notée par le tenseurR. Si une rotation pure est appliquéeà la configuration initiale, nous

obtenons la relation suivante :

x(X, t) = R(t) X (1.7)

Comme pour tout tenseur de rotation,R vérifie la propríet́e :

RT = R−1 (1.8)

La vitesse de rotation ou vitesse angulaire est définie par :

Ω = ṘRT (1.9)

Cette relation est utiliśee dans la description des modèles de Cosserat et anisotropes pour distinguer les

diff érentes rotations.

1.1.2 Equations du probl̀eme

Nous avons principalement traité lors de ce travail de recherche, des problèmes de ḿecanique dont les

équations sont présent́ees ci-apr̀es. Cependant, le code numériqueellipsisétant originaire du domaine de la

géophysique, il est aussi possible de résoudre des problèmes thermo-ḿecaniques couplés. C’est pourquoi

l’ équation de la thermique est aussi présent́ee.
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1.1. Formulation du problème

1.1.2.1 Equations d’́equilibre mécanique

Consid́erons le solideΩ de contourΓ, dont la cińematique áet́e d́efinie au paragraphe 1.1.1, soumisà

l’action de forces volumiquesf v, de forces de surfacesf s surΓs et de conditions cińematiquesv en vitesse

sur Γv. Les surfacesΓs et Γv sont compĺementaires, c’est-à-dire qu’en tout point deΓ, une et une seule

condition limite (en vitesse ou en traction) est imposée dans chaque direction de l’espace.

Des conditions initiales doivent aussiêtre prescrites. En l’absence d’inertie, il n’est pas utile de donner

des vitesses initiales au matériau, par contre dans le cas particulier du comportement viscoélastique de la

matìere, il faut attribuer des contraintes internes initiales.

De manìere traditionnelle, l’́equilibre ḿecanique de ce solide s’écrit sous sa forme locale -ou forme forte-,

en l’absence de forces d’inertie, comme suit :




∇σ + f v = 0

σ.n = f s surΓs

v = v surΓv

(1.10)

où σ est le tenseur des contraintes de Cauchy etf v est la ŕesultante de l’ensemble des forces de volumes

(amortissement, inertie et sollicitations) qui s’appliquentà l’élément de matière isoĺe. Dans notre cas, le

vecteurf v se ŕesumèa la sollicitation duèa la gravit́e.

1.1.2.2 Equations de la thermique

Pour la mod́elisation thermo-ḿecanique, l’́equation d’́energie avec l’approximation de Boussinesq (pas

d’effets d’inertie dans la variation de densité) et avec l’hypoth̀ese du nombre de Prandtl infini s’écrit :

∂T

∂t
+ v ∇T = κ∇2T (1.11)

où κ etT sont respectivement la diffusivité thermique et la température du matériau.

Une variation de temṕerature∆T en un point provoque par dilatation thermiqueα, une variation de densité

ρ du mat́eriau en ce point. La force qui en résulte est parallèle et de sens opposé à la gravit́e, et sa norme

vautαρ∆T . Cette force est̀a rajouter dans le terme de forcef v de l’équation (1.10).

Nous utilisons le couplage avec la thermique uniquement dans un cas test au paragraphe 4.2.1 où le flux

thermique ascendant est utilisé comme force motrice pour la convection de particules solides.

1.1.3 Lois de comportement

1.1.3.1 Viscosit́e

Après avoir introduit la description cinématique et leśequilibres du solide, il faut introduire son comporte-

ment. Nous d́etaillons uniquement la viscosité dans le cas de matériaux compressibles et incompressibles.

Les lois plus complexes ne sont qu’énuḿeŕees dans cette partie et sont détaillées au chapitre 4.
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La loi de comportement de base des matériauxétudíes est une loi de type fluide qui relie directement le

tenseur des contraintes de Cauchyσ aux gradients de vitessesD :

σ = ηD (1.12)

où η est un tenseur du quatrième ordre. L’́equation (1.12) peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :




σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23




=




ξ + 2η ξ ξ 0 0 0

ξ ξ + 2η ξ 0 0 0

ξ ξ ξ + 2η 0 0 0

0 0 0 η 0 0

0 0 0 0 η 0

0 0 0 0 0 η




·




D11

D22

D33

D12

D13

D23




(1.13)

Le module de compressibilité ξ et la viscosit́e η sont fonction du matériau. Ils sont respectivement ana-

logues aux coefficients de Lamé µ et λ en élasticit́e. η et ξ peuvent varier au cours du processus de

déformation pour des comportements non linéraires (paragraphe 3.2.3) de type viscoplasticité ouêtre in-

terpŕet́es diff́eremment, dans le cas de la viscoélasticit́e (paragraphe 3.2.2). L’équation (1.12) peut aussi se

mettre sous la forme :

σ = ξtr(D) I + 2ηD = (ξ + 2η)tr(D) I + 2ηD′ (1.14)

où D′ est la partie d́eviatorique deD etI est la matrice identité.

Pour les mat́eriaux incompressibles, le module de compressibilité ξ tend vers l’infini. Dans ce cas parti-

culier, la matriceη devient mal conditionńee et l’effet de la viscosité η est difficile à prendre en compte

numériquement, carη est infiniment plus petit queξ. Nous devons donćecrire la loi de comportement avec

une formulation mixte qui est valable pour les matériaux incompressibles aussi bien que compressibles.

Pour cela, nous introduisons une nouvelle variableq que nous nommons pseudo-pression, définie par :

q = −ξtr(D) (1.15)

La relation (1.14) du tenseur des contraintes peut alors s’écrire sous deux formeśequivalentes :

σ = −qI + 2ηD (1.16)

= −pI + 2ηD′ (1.17)

Même siξ tend vers l’infini pour les matériaux incompressibles, comme tr(D) tend vers źero, la pression

p et la pseudo-pressionq restent des quantités finies. Elles sont d’ailleurśegales dans le cas limite de

l’incompressibilit́e. Contrairement̀a la relation (1.17), la relation (1.16) possède l’avantage de séparer les

effets du module de compressibilité des effets de la viscosité. Elle va donc permettre de traiter facilement

le cas des matériaux incompressibles en considérantq comme une variable indépendante.
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Le syst̀eme d’́equations̀a ŕesoudre est donc le suivant :
{
∇(2ηD)−∇q = −f

tr(D) + q/ξ = 0
(1.18)

Ceséquations sont souvent référenćees comme celles de Stokes pour des flux soumisà une contrainte de

compressibilit́e. Il s’agit d’une formulation mixte qui utilise des inconnues de type cinématique (v) et de

type force (q).

1.1.3.2 Autres lois utiliśees dansellipsis

Modèle de Cosserat Plus qu’une loi de comportement, les milieux de Cosserat sont des modèles particu-

liers des milieux continus. Une rotation additionnelle est implantée dans le mod̀ele pour d́ecrire la rotation

de la matìere ind́ependamment de sa translation. Ces rotations permettent d’introduire dans la loi de com-

portement une raideur en rotation qui est fonction de la longueur interne du matériauétudíe.

Le mod̀ele de Cosserat est utilisé dans tous les cas où la microstructure a des effets non négligeables sur le

comportement global du matériau, c’est-̀a-dire lorsque l’́echelle du mod̀ele global est proche de la longueur

interne du mat́eriau. Ce mod̀ele aét́e utilisé avec succ̀es par de Gennes and Prost (1995) et Forrest et al.

(1997) sur les cristaux liquides, par Adhikary et al. (1999) sur des milieux stratifiés (roches śedimentaires),

par Mühlhaus (1989), Steinmann and Willam (1991), Mühlhaus et al. (1991) et de Borst (1991) sur des

probl̀emes de localisation et par Tejchman (1992) sur des milieux granulaires.

Du point de vue nuḿerique, ce mod̀ele modifie la taille des diff́erentes matrices (contraintes, déformations

et comportement), mais ces termes supplémentaires n’apportent aucune difficulté (paragraphe 3.3).

Viscoélasticité Dans la plupart des applications géophysiques, l’́elasticit́e de la matìere peut̂etre ńegligée

car les ph́enom̀enes se d́eroulent sur une ṕeriode de temps bien supérieure au temps de relaxation du

mat́eriau. Par contre, il existe des cas où un changement de conditions environnantes fait que la matière

se d́eforme dans un temps plus faible que le temps de relaxation. Ce fut le cas lors de la fonte des glacesà

la fin de la ṕeriode glaciaire durant laquelle la croûte terrestre est remontée. Les ǵeophysiciens parlent de

rebondélastique.

Le mod̀ele retenu (paragraphe 3.2.2) est celui de Maxwell pour sa simplicité et son usage courant dans le

domaine de la ǵeophysique. Sur le plan numérique, cette loi de comportement, en plus de modifier le sens de

la variableη qui devient une viscosité effective, introduit des variables tensorielles (contraintesélastiques)

internes au matériau qui doivent̂etre modifíees au cours du processus de déformation et d́eplaćees avec la

matìere au cours de la simulation numérique.

Anisotropie La formation des roches sédimentaires s’est faite sous l’action de la gravité qui a donńe un

sens pŕeférentiel aux́eléments d́epośes, puis les a consolidés par compression suivant la direction verticale.

Ces roches ont, par conséquent, des propriét́es ḿecaniques pluśelev́ees suivant l’axe vertical, elles sont donc
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anisotropes. L’anisotropie peut aussiêtre induite par des cisaillements le long des failles sismiques ou dans

les zones de contact entre plaques tectoniques. L’anisotropie se retrouve aussià l’échelle microscopique

pour les argiles forḿees de plaquettes orientées. Pour mod́eliser ce type de matériau, nous devons utiliser

une loi de comportement dont les paramètres sont fonction de la direction de la sollicitation.

Certains mod̀eles dits anisotropes sont capables, en fonction d’une loi de comportement non linéaire, de

mod́eliser l’évolution du comportement de la matière depuis uńetat isotrope vers uńetat anisotrope (Fichant

et al., 1997). D’autres partent d’une anisotropie initiale (Ladevèze, 1983).

Notre mod̀ele (paragraphe 3.4) s’appuie sur une anisotropie initiale et va permettre de suivre au cours

de la d́eformation l’orientation de l’anisotropie du matériau. Des variables internes vectorielles sont donc

ajout́eesà la loi de comportement pour prendre en compte l’orientation de l’anisotropie au cours du temps.

1.1.4 Ecriture de la forme variationnelle

L’espace des fonctions continuement différentiablesn fois est not́e Cn. Soit un champ virtuel de vitesse

v∗ cinématiquement admissible, c’est-à-dire que ce champ doitêtreC1, et qu’il doit vérifier les conditions

limites suivantes :

v∗ = v sur Γv (1.19)

Il traduit une perturbation du champ de vitesse solutionv dans une configuration d’équilibreC(t). A ce

champ de vitesse virtuel correspond un champ de vitesse de déformations virtuellesD(v∗).

Le principe des puissances virtuelles en Lagrangien actualisé traduit unéquilibre entre la puissance des

forces ext́erieuresPext appliqúees au système isoĺe et la puissance des forces de déformationPint aussi

appeĺee puissance des forces internes, ce principe s’écrit :

Pint = Pext ⇔ ∀ (v∗)
∫

Ω

D(v∗) : σdV −
∫

Ω

v∗
T

f vdV −
∫

Γs

v∗
T

f sdS = 0 (1.20)

Pour les mat́eriaux incompressibles, la formulation mixte fait intervenirq, il faut donc rajouter un terme

à l’équation (1.20) contenant l’équation d’́equilibre (1.15) et une perturbationq∗ du champ de pseudo-

pression qui doit̂etre int́egrable, mais pas forcément continue car il n’existe pas de conditions limites

correspondantes.

∀ (v∗, q∗)
∫

Ω

D(v∗) : σdV −
∫

Ω

q∗(tr(D) + q/ξ)dV =

∫

Ω

v∗
T

f vdV +

∫

Γs

v∗
T

f sdS (1.21)

Cetteéquation variationnelle est strictementéquivalente aux́equations d’Euler associées et servira de base

pour notre formulatiońeléments finis.

1.2 Méthodes nuḿeriques de discŕetisation spatiale

Dans le cadre de notréetude, nous souhaitons disposer d’une modélisation nuḿerique qui permette de

résoudre des problèmes de statique où doit être pris en compte des matériaux dont le comportement est
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fonction de leur histoire, des interfaces entre matériaux et des grandes transformations. Il faudra aussi

préciser comment les variables internes peuventêtre transport́ees d’une configuratioǹa une autre au cours

du calcul, et ceci en relation avec la méthode nuḿerique de discŕetisation de l’espace et de la matière.

En mécanique, nous nous intéressons particulièrement aux variables cinématiques, d́eformations et d́eplace-

ments, ainsi qu’̀a leurs duales respectives, les contraintes et les forces. Il faut donc décrire l’évolution de

la matìere par rapport̀a une configuration de référence. Pour cela, il existe deux points de vue différents :

soit le ŕeférentiel est la matière en mouvement, c’est la description Lagrangienne, soit le référentiel est fixe

dans le temps, c’est la description Eulérienne. Chaque ḿethode ayant ses avantages et ses inconvénients, il

existe aussi des descriptions mixtes ou hybrides qui tentent de tirer avantages de chacune.

L’objectif de ce chapitre est de faire une revue des méthodes nuḿeriques existantes en se concentrant sur

leurs limites d’utilisation pour notre problème. Nous finissons par une description sommaire de la méthode

qui aét́e choisie dans le cadre de cetteétude.

Approximation de la solution En mécanique des milieux continus, lorsque la solution exactev sur tout le

domaine ne peut pasêtre trouv́ee, une approximationvh est recherch́ee. Ǵeńeralement, cette approximation

se pŕesente sous la forme :

v(x) ≈ vh(x) = hT (x)s (1.22)

où h est un vecteur contenant des fonctions de l’espace connues dont les valeurs vont donner la forme

de la solution, elles sont donc appelées fonctions de forme, ets est un vecteur ind́ependant de l’espace

qui donne la magnitude de la solution en des points précis. La solution exactev comme la solution ap-

proch́eevh sont, bien ŝur, fonction de la positionx dans le domaine. Cette forme d’approximation permet

de śeparer la variation dans l’espace des inconnues. La force de cette approche est que les dérivées et les

intégrations sur l’espace se font sur des fonctions simples et connues. Nous allons voir dans la suite que

le choix d’une discŕetisation spatiale, et avant tout le choix deh et des vont êtreà la base de plusieurs

méthodes nuḿeriques.

1.2.1 Description Lagrangienne

Dans une description Lagrangienne, les points de calculs sont attachés à la matìere en mouvement. Ces

points de calculs peuventêtre connect́es par un maillage comme dans la méthode deśeléments finis ou en

interaction directe comme pour leséléments discrets. D’autres méthodes sont plus difficiles̀a classifier car

la pŕesence d’un maillage est parfois transparente pour l’utilisateur.

1.2.1.1 Eĺements finis

La méthode deśeléments finis est une technique numérique qui,̀a partir de la forme variationnelle continue

du probl̀eme (1.21), permet d’écrire un syst̀eme d’́equations appelé forme variationnelle discrète. Les in-
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connues de ce système sont les degrés de libert́e nodaux. Pour plus de détails sur la ḿethode deśeléments

finis, le lecteur est invit́e à consulter les ouvrages de Bathe (1982), Hughes (1987) et Zienkiewicz (1977).

Pour plus de clarté, nous pŕesentons la ḿethode deśeléments finis avec pour seules inconnues les vitesses,

c’est-̀a-dire que la forme variationnelle que nous allons discrétiser est l’́equation (1.20). Les termes de

pseudo-pression peuventêtre d́evelopṕes identiquement.

Approximation nodale par sous-domaines Le domaineΩ sur lequel une solution est cherchée, est diviśe

en sous-domainesΩe, aussi appeléséléments finis, tels que :

Ω =
∑

e

Ωe et
⋂
e

Ωe = ∅ (1.23)

A l’int érieur de chaquéelémentΩe, défini par des nœuds de coordonnéesxe
n, la position de tout pointx est

reṕeŕee par :

x(ξ) = N(ξ)xe
n (1.24)

où ξ est le vecteur des coordonnées paraḿetriques etN est la matrice des fonctions de forme en variables

paraḿetriques. L’ordre polynomial des fonctions de forme, ainsi que le nombre de noeuds parélément sont

détermińes par le choix du type d’élément fini fait par l’utilisateur. Par analogieà la position, l’inconnue

nodalev s’écrit sur chaquéelément :

v(ξ) = N ′(ξ)ve
n (1.25)

où N ′ est la matrice des fonctions d’interpolation. Par souci de clarté, nous nous plaçons dans le cas d’une

repŕesentation isoparaḿetrique, c’est-̀a-dire que les fonctions d’interpolation sontégales aux fonctions de

forme, soitN ≡ N ′. Il est à noter que ce choix est le plus courant dans la méthode deśeléments finis.

L’assemblage des matrices des fonctions de forme permet de calculerh. Dans la ḿethode deśeléments

finis, les valeurs des de l’équation (1.22) sont les valeurs nodalesvn. Par conśequenth doit ob́eir à la

relation :

hi(xj) = δij (1.26)

C’est-̀a-dire qu’au nœudi, la composante dehi qui multipliesi vaut1, et est nulle sur tous les autres nœuds

j.

La fonction de forme d’uńelément est nulle en tout point extérieurà l’élément. A l’int́erieur d’unélément,

la fonction de forme est un polynôme qui prend la valeur zéro sur les autres nœuds et la valeur1 sur le nœud

consid́eŕe.

La relation entre les gradients de vitesses et les vitesses s’écrit en utilisant l’́equation (1.25) :

L = v,x = N ,xv
e
n = Bve

n (1.27)

B est une matrice contenant les dérivées des fonctions de forme dans l’espace paramétrique. Les matrices

B sont d́evelopṕees pour des milieux classiques et des milieux de Cosserat en2D et en3D à l’annexe A.

24
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Discrétisation ǵeométrique du milieu continu La résolution du probl̀eme sous forme variationnel-

le (1.20) impose que le bilan des puissances doitêtre nul :

P =
∑

e

P e = 0 (1.28)

où P e est le bilan des puissances sur unélément :

P e =

∫

Ωe

D(v∗) : σdV −
∫

Ωe

v∗
T

f vdV −
∫

Γe
s

v∗
T

f sdS (1.29)

Si l’ élément est int́erieur au domaineΩ, alorsΓe
s est nul, sinonΓe

s est l’intersection du bord de l’élément

avecΓs. En utilisant l’approximation paŕeléments finis (1.25) pour le champ de vitesse et le champ de

vitesse virtuelle, l’́equation (1.29) s’écrit :

P e = v∗
T

n (Avn − fn) (1.30)

où la matrice de viscositéA et le vecteurfn des forces nodales s’écrivent :

A =

∫

Ωe

BT ηBdV et fn =

∫

Ωe

NT f v +

∫

Γe
s

f sdS (1.31)

Comme l’́equation (1.30) tient pour tout champ virtuel de vitesses nodales,v∗n peutêtreéliminé apr̀es as-

semblage. Nous obtenons donc l’expression du principe des puissances virtuelles sous forme d’un système

d’équations discr̀etes :

Avn = fn (1.32)

Discussion Cette technique de discrétisation deśequations diff́erentielles va permettre de discrétiser les

équations du problème,à savoir pour une description Lagrangienne :

– Conservation de la masse :

ρ(X, t)J(X, t) = ρ0(X)J0(X) = ρ0(X) (1.33)

– Equation d’́equilibre dans la configuration actuelleΓ :

∇σ + f v = 0 et σ = σT (1.34)

– Loi de comportement faisant appelà un taux de contrainte objectif :

O
σ= f(D,σ, . . .) (1.35)

La méthode deśeléments finis avec une description Lagrangienne est répandue en ḿecanique des solides.

En effet, elle permet de prendre en compte facilement des géoḿetries complexes et tout type de condi-

tions limites car la position de la surface est connue au cours du temps. D’autre part, puisque les points
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d’intégration suivent la matière, il est facile de d́ecrire avec pŕecision des matériaux dont le comportement

est fonction de l’histoire. Cette ḿethode permet aussi de traiter ”facilement” les non linéarit́es (mat́eriaux

et ǵeoḿetriques).

Toutefois, les grandes transformations sont limitées par la capacité desélémentsà se distordre. En ef-

fet, lorsqu’unélément prend une forme distordue le calcul des dérivées et des fonctions de forme devient

imprécis. Au mieux, le calcul s’arrête, et au pire, il continue avec des valeurs erronées. Les ḿethodes baśees

sur des maillages Lagrangiens ne sont donc pas particulièrement adaptées aux applications avec de grandes

déformations d’́ecoulements fluides.

A présent, nous allons introduire des méthodes Lagrangiennes dites particulaires ou sans maillage pour

lesquelles les fonctions de forme définiesà l’équation (1.22) ne s’appuient pas sur un réseau d’́eléments.

Ces nouvelles d́efinitions de domaine d’influence vont permettre de dépasser la limitation que le maillage

deséléments finis impose sur l’amplitude de la transformation. Dans les méthodes sans maillage, toutes les

informations reposent sur les particules qui sont aussi les points de calcul de la méthode. Elles sont donc

aussi appropriées pour le transport des variables internes.

1.2.1.2 Eĺements discrets

Dans la ḿethode deśeléments discrets (Cundall and Strack, 1979), les points de calcul sont associés avec

deséléments de taille et de forme définies. L’interaction entre les points (éléments) a lieu uniquement quand

ils sont en contact (milieu frottant) ou proches voisins (milieu cohérent), en fonction de règles sṕecifiques.

C’est une ḿethode authentiquement discrète sans homogénisation de l’interaction particule-particuleà tra-

vers une description continue. Dans l’équation (1.22), le vecteurh est donc discontinu, la composante au

point i vaut1 et n’est pas d́efinie ailleurs (fonction dirac).

L’algorithme simplifíe de cette ḿethode se pŕesente comme suit :

– La loi de Newtonf = mü permet de calculer l’accélérationü deséléments.

– Par int́egration nuḿerique dans le tempsu(ü, u̇), les vitesses et les déplacements sont obtenus.

– La loi de comportementf(u, u̇, · · · ) permet de calculer les effortsà partir des variables cinématiques et

des propríet́es mat́eriaux.

La méthode deśeléments discrets est très bien adaptée pour la mod́elisation de fracturation, ou plus géńerale-

ment des discontinuités, puisque les interactions entre particules sont sous la forme de liens qui peuvent

rompre, et que les champs cinématiques sont par définition discontinus, puisqu’ils sont discrets. Si une

proćedure de reconnaissance des voisins est mise en place pour redéfinir la connectivit́e de chaquéelément

à chaque it́eration dans le temps, alors il n’y a aucune limite pour la prise en compte des grandes transfor-

mations.

Cette ḿethode est ǵeńeralement utiliśee avec une intégration explicite dans le temps. Pour des raisons

de stabilit́e de ce sch́ema d’int́egration, le pas de temps utilisé est tr̀es faible, ce qui la rend inadaptée aux

échelles de temps géologique. D’autre part, l’absence d’homogénisation sur un volume du comportement de

la matìere entrâıne l’utilisation d’un nombréelev́e d’éléments (degŕes de libert́es)à ŕesoudre. Cette ḿethode
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est donc mieux appropriée pour deśetudes sur deśechelles de temps et d’espace réduites (Sakaguchi and

Mühlhaus (voir pour exemple 1997) et Sakaguchi and Mühlhaus (2001)).

1.2.1.3 Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH)

La méthode SPH est issue du domaine de l’astrophysique (Gingold and Monaghan, 1977). Son développe-

ment, depuis une vingtaine d’années, a permis son utilisation courante pour différentes applications, telles

que l’écoulement d’un milieu incompressible dans un milieu clos (Monaghan, 1994), la conduction de

chaleur (Cleary and Monaghan, 1999), la convection naturelle (Clearly, 1998) ou encore l’injection sous

fortes pressions. Historiquement, elle est la première des ḿethodes continues sans maillage.

La méthode SPH est géńeralement ŕeférenćee comméetantuneméthode, mais il serait plus approprié de

parlerdesméthodes SPH. En effet, nous allons voir qu’il existe une souplesse dans la formulation et que

chaque programmeur a une certaine liberté dans le codage de cette méthode.

Au cœur de la ḿethode SPH est l’interpolation d’une fonctionf en tout pointx qui s’exprime par :

f(x) =
∑

i

mi
f(xi)

ρi

W (x− xi, h) (1.36)

où mi, ρi et xi sont respectivement la masse, la densité et la position de la particulei. La fonctionW est

appeĺee le noyau d’interpolation de la méthode,W peutêtre d́efinie de plusieurs manières par l’utilisateur.

Une forme courante est :

W (x− xi, h) =
1

πh3





1.5(0.5a− 1)a2 + 1 0 ≤ a < 1

0.25(2− a)3 1 ≤ a < 2

0 a ≥ 2

(1.37)

où a = (x − xi)/h. Une autre possibilité est l’utilisation d’une Gaussienne qui peutêtre tronqúee pour

éviter de sommer sur tout le domaine des valeurs proches de zéro.

Un point essentiel dans le choix du noyau est qu’il soit différentiable pour calculer la dérivée de la fonction

f telle que :

∇f(x) =
∑

i

mi
fi

ρi

∇W (x− xi, h) (1.38)

De manìere formelle, le gradient deW (xi−xj, h) au point de coordonńeesxi est not́e∇iWij. C’està partir

des relations (1.36) et (1.38) que leséquations diff́erentielles du problème (́equation de continuité, équation

de mouvement et́equation d’́energie) sont discrétiśees sans avoir besoin d’utiliser un maillage.

Une possibilit́e couramment rencontrée pour l’́ecriture de l’́equation de continuité est :

dρi

dt
=

∑
j

mj(vi − vj)∇iWij (1.39)
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L’ équation de conservation de l’énergie thermique s’écrit :

dE

dt
= −P

ρ
∇v (1.40)

Parmi toutes les formes possibles, nous en choisissons une symétrique. Dans ce cas, l’évolution de l’́energie

thermique par unit́e de volume s’́ecrit :

dEi

dt
=

1

2

∑
j

mj

(
Pi

ρ2
i

+
Pj

ρ2
j

)
(vi − vj)∇iWij (1.41)

où Pi dénote la pression au pointi.

L’ équation d’́energie est :

dv

dt
= −∇P

ρ
(1.42)

Elle s’exprime en un pointi sous forme discr̀ete par :

dvi

dt
= −

∑
j

mj

(
Pi

ρ2
i

+
Pj

ρ2
j

)
∇iWij (1.43)

Pour cettéequation, d’autreśecritures sont possibles en fonction des applications. Celle-ci présente l’avan-

tage d’̂etre syḿetrique, mais d’autres propriét́es peuvent̂etre recherch́ees. Par exemple, une forme el-

lipsöıdale peut̂etre prescrite pour renforcer le caractère anisotrope du matériau.

Une fois toutes ceśequations ŕesolues les particulesi sont d́eplaćees suivant leur propre vitessevi et une

moyenne des vitesses dans le voisinage :

dxi

dt
= vi + ε

∑
j

mj

(
vj − vi

ρi+ρj

2

)
Wij (1.44)

où ε est un facteur pond́eral compris entre 0 et 1.

La méthode SPH est finalement proche de la méthode deśeléments discrets en intégrant une certaine dif-

fusion des variables, grâce aux fonctions de forme qui ne sont plus ponctuelles, mais qui tiennent compte

du voisinage dans les intégrales de volume. Comme toute méthode particulaire, elle n’a pas de limite pour

les d́eformations. De plus, son caractère Lagrangien permet de suivre facilement les variables de temps at-

tach́ees aux particules. Cette méthode, bien que très robuste, peut donner des résultats impŕecis en fonction

du noyau, des formes différentielles et de l’ordre deśequations diff́erentielles (̀a partir du second ordre, il

est difficile d’obtenir de bons résultats). Malheureusement, l’application de conditions limites reste délicate

et ńecessite l’emploi de ḿethode pas toujours en accord avec la méthode SPH. Comme son nom l’indique,

c’est une ḿethode diffuse (”smooth”), c’est-à-dire que des discontinuités, telles que les conditions limites,

sont difficilesà prendre en compte et il n’est pas rare que des particules péǹetrent dans les bords. Il faut

donc ŕeserver la ḿethode SPH pour des applications où les conditions limites ne sont pas primordiales dans

le résultat (conditions limites nulles̀a l’infini ou conditions limites ṕeriodiques), et òu la physique est do-

minée par la quantité de mouvement. De m̂eme, les chocs sont mal pris en compteà cause de la viscosité

artificielle introduite par la ḿethode.
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1.2.1.4 Element Free Galerkin (EFG)

Dans un calcul nuḿerique avec la ḿethode deśeléments finis, le temps de calcul est principalement dû

au maillage du domaine età la ŕesolution deśequations. Dans le cas de calcul enélasticit́e linéaire et

petites d́eformations, le côut total du temps de calcul est essentiellement dû à la cŕeation du maillage. Il faut

par exemple savoir que la création du maillage pour des structures industrielles3D, telles qu’un avion ou

un véhicule, peuvent prendre plusieurs semaines de calcul. Partant de ce constat, la méthode EFG proche

deséléments finis áet́e élaboŕee pour ŕesoudre le m̂eme type d’́equations, sans pour autant faire appelà un

maillage de la ǵeoḿetrie et ainsi gagner du temps. D’autres atouts de l’EFG sont toutefois toujours exploités

avec succ̀es.

La méthode EFG, qui peutêtre vue comme un cas particulier de la méthode de la partition de l’unité (Melenk

and Babǔska, 1996), est sans doute la plus aboutie des méthodes utilisant une approximation mobile des

moindres carŕes. En effet, cette id́ee aét́e initiée par Nayroles and Villon (1992) pour l’introduction de la

méthode deśeléments diffus. Cette ḿethode est tr̀es proche deśeléments finis, si ce n’est que les fonctions

de forme s’appuient sur un réseau de nœuds plutôt que sur une structure d’éléments.

Dans l’approximation mobile des moindres carrés, l’équation (1.22) s’écrit :

vh(x) =
m∑

i=1

pi(x)ai(x) ≡ pT (x)a(x) (1.45)

où m est le nombre de termepi(x) dans la base etai(x) sont leurs coefficients respectifs. Deux bases

monomiales sont communément utiliśees dans le plan, la base linéaire :

pT = (1, x, y) m = 3 (1.46)

et la base quadratique :

pT = (1, x, y, x2, xy, y2) m = 6 (1.47)

L’utilisateur est libre (comme pour la ḿethode SPH) de choisir d’autres fonctions comme base. L’autre

type de fonctions couramment utilisées sont des fonctions discontinues pour représenter des champs de

déplacements discontinus dans la modélisation de propagation de fissure par exemple. Une base discontinue

peut s’́ecrire sous la forme :

pT = (1, x, y,
√

r cos
θ

2
,
√

r sin
θ

2
,
√

r sin
θ

2
sin θ,

√
r cos

θ

2
sin θ) m = 7 (1.48)

Les coefficientsai(x) de l’équation (1.45) sont obtenus en minimisant une normeL2 discr̀ete et pond́eŕee :

J =
n∑

i=1

w(x− xi)[p
T (xi)a(x)− vi]

2 (1.49)

où n est le nombre de points voisins dex dans le domaine d’influence pour lesquels le poidsw(x − xi)

n’est pas nul. Le domaine d’influence peut et a géńeralement la m̂eme forme que celui de la ḿethode SPH.

29
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A part des cas tr̀es particuliers pour lesquels une direction est mise en avant par l’utilisation de domaines

d’influence rectangulaires ou elliptiques, les domaines d’influences sont sphériques.vi est la valeur nodale

dev enx = xi. Initialement, la ḿethode utilisait des rayons d’influence constants sur tout le domaine, les

utilisateurs ont tr̀es vite rencontŕe des probl̀emes dans le cas de répartition irŕegulìere de particules. De nos

jours, les ḿethodes EFG utilisent une procédure de recherche des plus proches voisins pour maintenir un

nombre de particules relativement constantà l’intérieur du domaine d’influence de chaque particule. Cette

attribution de rayon d’influence variable d’une particuleà l’autre a malheureusement beaucoup augmenté

le temps de calcul.

Le minimum de la fonctionJ est obtenu eńecrivant :

∂J

∂a
= A(x)a(x)−B(x)v = 0 (1.50)

où les matricesA etB sont d́efinies par :

A(x) =
n∑

i=1

w(x− xi)p
T (xi)p(xi) (1.51)

B(x) = [w(x− x1), w(x− x2), . . . , w(x− xn)] (1.52)

D’où la solution du système :

a(x) = A−1(x)B(x)v (1.53)

L’inversion de la matriceA accrôıt le côut nuḿerique de la ḿethode EFG par rapportà la ḿethode des

éléments finis. De plus, la largeur de sa bande diagonale dépend fortement du nombre de voisins pour

chaque nœud. Or, la ḿethode EFG ńecessite plus de nœuds en interaction directe que la méthode des

éléments finis, òu les voisins sont uniquement les nœuds appartenant auxéléments adjacents au nœud

consid́eŕe. En inśerant ces ŕesultats dans l’équation (1.45), nous obtenons la relation :

vh(x) =
n∑

i=1

m∑
j=1

pj(x)
(
A−1(x)B(x)

)
ji

vi (1.54)

où nous pouvons reconnaı̂tre les fonctions de formeφ(x) :

φi(x) =
m∑

j=1

pj(x)
(
A−1(x)B(x)

)
ji

(1.55)

Le calcul des int́egrales de la forme variationnelle se fait par intégration sur une grille, ǵeńeralement

régulìere, de cellules. Chaque cellule joue le rôle d’un élément fini sur laquelle est définie une ḿethode

d’intégration (par exemple la ḿethode de Gauss).

Même si certains aspects sont communs avec la méthode SPH, notamment l’absence de maillage de la

géoḿetrie, la ḿethode EFG se rapproche plus de la méthode deśeléments finis, qui est d’ailleurs un cas
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particulier dans lequel les fonctions poidsw sont choisies constantes par morceaux sur chaque domaine

d’influence.

La méthode EFG fournit une extension du domaine d’applications vers des domaines où le côut du maillage

est pŕepond́erant par rapport au coût de la ŕesolution nuḿerique (ǵeoḿetrie tr̀es complexe), ainsi que vers

les probl̀emes faisant appelà des solutions discontinues (Belytschko and Tabbara, 1996) et (Belytschko

et al., 1995). Par exemple, l’étude de la propagation d’une fissure se fait en modifiant une fois pour toutes

les fonctions poids des points d’intégration proches de la fissure. A contrario, la MEF obligeà chaque

itération de red́efinir un nouveau maillage en tête de fissure, ce qui est très côuteux en temps de calcul. La

méthode EFG est donc bien adaptée pour la repŕesentation de l’́evolution des contours externes ou internes

avec prise en compte des singularités.

Comme pour toute ḿethode ne s’appuyant pas sur une grille, les conditions limites sont difficilesà prendre

en compte. M̂eme si ce n’est pas naturel dans la méthode EFG des solutions existent comme le couplage

avec deśeléments finis au bord (Krongauz and Belytschko, 1996), l’utilisation de méthode de ṕenalit́e (Zhu

and Atluri, 1998) ou des multiplicateurs de Lagrange (Belytschko et al., 1994).

1.2.1.5 Discussion

Pour ces quatre ḿethodes Lagrangiennes, en se déplaçant sur un axe allant d’une description continue vers

une description discrète, nous rencontrons dans l’ordre la méthode deśeléments finis, la ḿethode EFG,

la méthode SPH et enfin la ḿethode deśeléments discrets. Le caractère discret ou partiellement discret

(i.e. pouvant prendre en compte des discontinuités) qui est un atout pour les trois dernières ḿethodes n’a

pas retenu notre attention, car nous désirons mod́eliser des milieux continus sans propagation de fissures.

Cependant, la possibilité de prendre en compte des déformations infinies, grâceà l’absence de maillage de

la structure, est très attractif. Toutefois, leśeléments discrets restent réserv́es à desétudes sur de petites

échelles de temps et d’espace. De son côté, la ḿethode deśeléments finis classiques avec une approche

Lagrangienne ne peut pasêtre retenue pour des problèmes de type fluide,̀a cause de l’impossibilité de

traiter des d́eformations pratiquement infinies. Il reste donc les méthodes EFG et SPH qui ne présentent pas

d’inconvénients ŕedhibitoires, mais qui ont un coût de calcul relativement́elev́e et qui posent des problèmes

d’application de conditions limites et de certaines instabilités spatiales.

Le domaine du d́eveloppement de nouvelles méthodes nuḿeriques est en pleine activité depuis une d́ecennie,

et il est difficile de faire une revue exhaustive de toutes les méthodes. Nous retiendrons la méthode des

éléments finis avec des particules Lagrangiennes (”moving particle finite element method”, Hao and Liu,

2001), la ḿethodeh-pclouds de Duarte et Oden (Duarte and Oden, 1996) et la méthode du point d’interpo-

lation (”point interpolation method”, Liu and Gu, 2001). Certaines restent d’ailleurs très confidentielles car

elles ontét́e élaboŕeesà des fins sṕecifiques et ne sont utilisées que dans des cas bien particuliers.

31
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1.2.2 Description Euĺerienne

Nous avons vu qu’avec un maillage Lagrangien, il existe une limite finie pour la distortion deséléments.

C’est pour s’affranchir de cette limite, pour les problèmes en tr̀es grands d́eplacements, que la ḿethode des

éléments finis peut aussi se décrire avec un maillage fixe.

Leséquations du problème Euĺerien diff̀erent deśequations avec une description Lagrangienne. La conser-

vation de la masse s’écrit sous forme diff́erentielle car l’́equation (1.33) ne s’applique qu’aux points maté-

riels :

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0 (1.56)

Dans l’́equation d’́equilibre, un terme d’advection est ajouté pour prendre en compte le mouvement relatif

de la matìere par rapport̀a la grille fixe òu leséquations sont́ecrites :

∇σ + f v = ρv
∂v

∂x
(1.57)

La loi constitutive s’exprime en fonction du taux de déformation d́efini par :

σ̇ = f(D,σ, . . .) (1.58)

Cette description s’adapte très bienà l’étude du mouvement d’un fluide en grandes transformations. En

effet, des conditions limites en vitesse, en contraintes et en densité peuvent̂etre appliqúees en des points

fixes. Typiquement, cette description est utilisée pourétudier les sollicitations qu’applique un fluide en

mouvement sur un solide fixe (écoulement de l’eau autour d’une pile de pont, effet de turbulence de l’air

autour d’une aile d’avion, problème d’extrusion, etc ...).

Malheureusement, l’advection des variables de temps nécessite le calcul de termes supplémentaires (ρ ∂v
∂x

) et

il est difficilement possible de suivre l’interface entre deux matériaux. De plus, comme les points de calcul

n’ont pas de relation directe avec les points de matière, les termes advectifs apportent une diffusion non

négligeable. Bien ŝur des ḿethodes existent pour limiter cette diffusion (Smolarkiewicz, 1984), mais tous

ces termes correctifs entraı̂nent une augmentation importante du temps de calcul.

1.2.3 Méthodes hybrides

Nous avons vu (paragraphe 1.2.1) pour la méthode deśeléments finis en description Lagrangienne, que la

distortion du maillage doit̂etre limit́ee pour pŕeserver la pŕecision des ŕesultats. Pour les autres méthodes

Lagrangiennes, le coût de calcul est important pour s’affranchir du maillage. A l’opposé, avec une descrip-

tion Euĺerienne (paragraphe 1.2.2), il n’est pas facile de prendre en compte des interfaces entre matériaux et

des comportements en fonction du temps. Dans le but de combler le fossé existant entre ces deux approches

et de combiner leurs avantages en minimisant leurs inconvénients, d’autres ḿethodes dites hybrides ou

mixtes ontét́e d́evelopṕees. La plus connue de ces méthodes est l’ALE qui se base sur la méthode des

éléments finis, d’autres ḿethodes s’́eloignent deśeléments finis.
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1.2.3.1 Ḿethode Arbitraire Lagrangien-Eul érien (ALE)

Dans une description Lagrangienne, la configuration de référence est le repère mobile líe à la matìereΩ. Par

contre, dans une description Eulérienne, la configuration initialeΩ0 sert de ŕeférence. Dans l’ALE la confi-

guration de ŕeférence n’est ni la configuration initiale, ni la configuration déformée, c’est une configuration

Ω̂ qui est choisie arbitrairement entre ces deux configurations. Les descriptions Lagrangienne et Eulérienne

peuvent̂etre consid́eŕees comme des cas extrêmes de l’ALE.

Domaine spatial   Ω

x

Domaine de référence   Ω

Domaine matériau   Ω0

X

χ

^

φ (X , t)

φ (χ , t)^

ψ (X , t)

FIG. 1.2 –Les trois configurations utiliśees dans la formulation ALE.

En plus du mouvement de la matière :

x = φ(X, t) (1.59)

il faut aussi d́efinir le mouvement du domaine de référence :

x = φ̂(χ, t) (1.60)

Par habitude, la position intiale du domaine de référence est le domaine matériau lui-m̂eme :

χ = φ(X, 0) (1.61)

Dans une description ALE, les variables sont exprimées en fonction des coordonnées ALEχ et du temps

t. Par l’utilisation de l’int́egration par parties, il n’y a aucune difficulté pour écrire toutes les relations

cinématiques (d́eplacement, vitesse et accélération),à partir de la d́efinition des liens (φ, φ̂ etψ) entre les 3
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configurations (Ω, Ω0 et Ω̂). Bien ŝur ces oṕerations augmentent de manière conśequente le temps de calcul

d’une simulation nuḿerique, mais c’est le prix̀a payer pour pouvoir d́epasser les limites d’une formulation

purement Lagrangienne.

Les lois de conservation (masse, mouvement eténergie) s’́ecrivent comme pour la formulation Eulérienne.

Notamment, la conservation de la masse s’écrit sous forme d’unéequation diff́erentielle dans laquelle

la dérivée temporelle du matériau est modifíee. La conservation de la masse (1.56) dans la description

Eulérienne va maintenant s’écrire :

ρ,t[χ] + ρ,jcj + ρvj,j = 0 (1.62)

où ρ,t[χ] est la d́erivée temporelle de la densité expriḿee dans le domaine de référence, etcj est la vi-

tesse de convection qui est la différence entre la vitesse de matériau∂φj(X, t)/∂t et la vitesse du maillage

∂φ̂j(χ, t)/∂t. Toutes les lois comportent une dérivée temporelle (vitesse de convectionc) qui alourdit d’au-

tant les calculs.

Comme dans la desription Eulérienne, les termes convectifs dans les lois de conservation créent des insta-

bilit és spatiales (oscillations) qui peuventêtre trait́ees par la ḿethode streamline upwind Petrov-Galerkin

(SUPG) qui accrôıt encore le temps de calcul (Liu et al., 1988). Toutefois, un traitement attentif de l’intégra-

tion temporelle permet d’obtenir de bons résultats dans l’étude de la propagation des ondes et d’impact de

solides (Huerta and Casadei, 1994).

Un des points cruciaux de la méthode ALE est le choix de la vitesse de convection, c’est-à-dire du maillage

de ŕeférence interḿediaire entre un maillage Eulérien et un maillage Lagrangien. Huerta and Casadei (1994)

recommandent une simple interpolation linéaire entre les vitesses aux extrémit́es de lignes inter-éléments.

Ce choix peut aussi se baser sur des critères ǵeoḿetriques (Giuliani, 1982) ou sur la résolution d’́equations

potentielles (Liu et al., 1988).

La méthode ALE est de plus en plus utilisée pour raffiner le maillage localement autour de zones où une

fissuration se propage, et où le besoin d’́eléments est accru pour modéliser des comportements non linéaires

qui se d́eveloppent sur une petitéechelle (Pijaudier-Cabot et al. (1995), Askes et al. (1998), Askes et al.

(1999) et Askes and Sluys (2000)).

Pour le traitement des grandes transformations, la méthode ALE (Huerta and Liu, 1988)évite une d́eforma-

tion excessive du maillage, en acceptant que les points de calcul se déplacent ind́ependamment de la

matìere sous-jacente. Cette stratégie évite que deux points du maillage ne deviennent trop proches, tout

en pŕeservant les caractéristiques des interfaces. Cependant, des termes supplémentaires d’advection sont

requis pour transporter des quantités relatives au maillage, et ces termes sont dispersifs. Ceci n’est donc pas

idéal pour le traitement d’interfaces dans des simulations numériques̀a grandéechelle temporelle.

1.2.3.2 Remaillage dynamique Lagrangien

Dans une description Lagrangienne deséléments finis, les nœuds discrétisant la matìere conservent tout au

long du calcul la m̂eme connectivit́e, ce qui peut entraı̂ner deśeléments distordus.
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(a) (b)

(c) (d)
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FIG. 1.3 –(a) Configuration initiale du maillage suivant une triangulation de Delaunay. (b) Configuration déformée

en fonće et rappel de la configuration initiale en gris. (c) Déconnection et (d) reconnection des nœuds suivant une

triangulation de Delaunay.

Dans la MEF avec remaillage dynamique Lagrangien (Braun and Sambridge, 1994), la configuration initiale

(figure 1.3-a) est d́ecrite par un maillage se basant sur une triangulation de Delaunay. Ce maillage subit

une d́eformation (figure 1.3-b) au cours du calcul, qui peut l’amenerà des taux de d́eformations tels que

les int́egrales de surface ne sont plus calculées avec pŕecision sur tous leśeléments. La contrainte sur la

connectivit́e deséléments finis est relaxée (figure 1.3-c) et un nouveau maillage, suivant la méthode de

Delaunay, est mis en place pour reconnecter les nœuds (figure 1.3-d). Ainsià chaque it́eration, la ḿethode

deséléments finis peut se reposer sur une configuration de maillage quasi optimale.

Les valeurs nodales (température, d́eplacements, etc ...) ne sont pas interpolées puisque les nœuds restent

fixes dans l’espace lors du remaillage. Par contre, les variables internes stockées sur les points d’intégration

doiventêtre d́eplaćees. Par exemple, les contraintes aux nouveaux points d’intégration doivent̂etre calcuĺees

itérativement, de telle sortèa conserver leśequations d’́equilibre et̀a ne pas violer les lois de comportement

dans la nouvelle configuration.

Malheureusement, l’extension en3D n’est pas triviale et la ḿethode est limit́ee à deséléments lińeaires

triangulaires ou t́etrah́edriques.
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1.2.3.3 Ḿethode deśeléments naturels

Au lieu de reconnecter leśeléments pour leur conserver une forme optimale (voir ci-dessus), la méthode

deséléments naturels (MEN, Braun and Sambridge, 1995) utilise des fonctions d’interpolation différentes

de celles de la MEF.

(a) (b)
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FIG. 1.4 – (a) Cellule de Voronoi d’un ensemble de points distribués aĺeatoirement. (b) Triangulation de Delaunay

baśee sur les cellules de Voronoi. (c) Construction de la cellule de Voronoi du second ordre autour du pointx en trait

pointillé.

Soit un ensemble de points (1,2,3, ...) distribués aĺeatoirement dans le plan, les cellules de Voronoi du

premier ordre (figure 1.4-a) sont construitesà partir des bisectrices des segments reliant deux nœuds. Cette

construction permet de définir les plus proches voisins pour chaque nœud. Ce sont les nœuds dont les

cellules de Voronoi ont un bord en commun.

La triangulation de Delaunay (figure 1.4-b) estétablie pour discŕetiser enéléments triangulaires l’espace

plan. Chaque coté des triangles relie deux nœuds considéŕes comme proches voisins.

Chaque point de l’espace de coordonnéesx se trouvèa l’intérieur d’une cellule de Voronoi (figure 1.4-c).

Dans notre illustration, le point de coordonnéesx està l’intérieur de la cellule du nœud8. Les cellules de

Voronoi du second ordre sont construites autour du pointx. Les fonctions d’interpolation sont définiesà

partir de cette construction géoḿetrique comméetant le rapport de deux surfaces délimitées par les cellules

du second ordre. Par exemple, la fonction d’interpolation du nœud8 au pointx vaut

N8(x) =
Sagef

Sabcde

(1.63)

Des fonctions de forme peuvent ainsiêtre d́evelopṕees entre voisins naturels (Sambridge et al., 1995) sur

une triangulation de Delaunay. Elles sont, comme enéléments finis, associéesà chaque point matériel et de

calcul. Les fonctions de forme ont trois propriét́es essentielles pourêtre utiliśees comme interpolation :

– Elles sont isoparaḿetriques.

– Elles v́erifientNi(xj) = δij, où δij est le symbole de Kronecker.

– Elles sont infiniment diff́erentiables en tout point de l’espace sauf sur le nœud lui-même.
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La MEN ne souffre pas des m̂emes difficult́es que la MEF quand leśeléments sont fortement distordus

et, bien qu’elle utilise un maillage triangulé, elle poss̀ede l’avantage que les fonctions d’interpolation sont

continuellement diff́erentiables loin des points de calculs. La MEN partage avec la DLR les difficultés

assocíeesà la pŕeservation des tenseurs aux points d’intégrations apr̀es la reconnection du maillage. Braun

and Sambridge (1995) montrent que l’utilisation d’un schéma d’int́egration de Gauss dans la MEN n’est

pas exacte pour les fonctions d’interpolation entre les voisins naturels. Une autre complication est que

les fonctions de forme d́epassent les frontières deśeléments, et par conséquent, la prise en compte des

conditions de bord en flux n’est pas triviale et peutêtre impŕecise.

1.2.3.4 Discussion

Toutes les ḿethodes hybrides que nous venons de décrire demandent un effort substentiel pour remailler

ou reconnecter le maillage afin de garder une bonne approximation dans le calcul des fonctions de forme

et de leurs d́erivées. De plus, les opérations de transferts des variables internes du matériau (tenseur des

contraintes par exemple) entre les différentes grilles entraı̂nent une diffusion et un amortissement de ces

variables qui est préjudiciable.

Avec les diff́erents exemples des méthodes existantes, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

– Une formulation Lagrangienne est souhaitable pour pouvoir traiter les grandes transformations et notam-

ment le transport de variables internes.

– L’utilisation d’un maillage Lagrangien implique rapidement des distortions deséléments et ŕeduit forte-

ment la pŕecision des ŕesultats.

– Les ḿethodes particulaires (SPH etéléments discrets) ne sont pas adaptéesà la mod́elisation sur grandes

échelles de fluides fortement visqueux.

– Les formulations Euĺerienne et ALE ńecessitent le transport de variables internes de manière pŕecise.

– Les ḿethodes hybrides avec remaillage sont lourdes en temps de calcul et ne permettent pas toujours

d’atteindre les d́eformations souhaitées. De plus, le transport de variables internes s’accompagne d’une

diffusion importante.

La conclusion ǵeńerale que nous pouvons déduire de cettéetude est que quelque soit la méthode nuḿerique

emploýee, les modifications pourétendre son champ d’application sont très souvent côuteuses en temps de

calcul et/ou en espace de mémoire. Il est donc essentiel pour le champ d’application qui nous concerne de

trouver une ḿethode qui comporte déjà tous les ingŕedients ńecessaires̀a la mod́elisation.

Nous d́efinissons donc nos besoins de modélisation par ordre d’importance comme suit :

– N’avoir aucune limite pour l’amplitude des déplacements et des déformations.

– Pouvoir mod́eliser tous types de lois de comportement, y compris les lois faisant intervenir des variables

d’histoire.

– Pouvoir suivre pŕeciśement l’interface entre deux matériaux de propríet́es diff́erentes et,́eventuellement,

de phases diff́erentes.

– Les forces d’inertie ne sont pas prépond́erantes dans la modélisation.
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1.2.3.5 Ḿethode deśeléments finis avec points d’int́egrations Lagrangiens (MEFPIL)

Une nouvelle cat́egorie de ḿethodes a donćet́e cŕeée pour permettre la modélisation en grandes trans-

formations de fluides avec variables internes. Ces méthodes, connues sous le nom géńerique de ḿethode

”particle-in-cell”, utilisent un maillage Eulérien òu se situent les points de calcul, et un ensemble de points

Lagrangiens qui transportent les variables internes (Brackbil and Ruppel, 1988). Ces méthodes sont donc

hybrides entre une ḿethode avec maillage et une méthode particulaire, et entre une méthode Lagrangienne

et une ḿethode Euĺerienne.

Un cas particulier des ḿethodes ”particle-in-cell” est la ḿethode du point matériel d́evelopṕee par Sulsky,

Schreyer et leuŕequipe (e.g. Sulsky and Schreyer, 1996). L’idée aét́e de retenir la versatilité et la robus-

tesse de la ḿethode deśeléments finis baśee sur un maillage Eulérien et de capter la flexibilité ǵeoḿetrique

d’un ensemble de particules Lagrangiennes pour suivre la déformation du mat́eriau. Les points de calcul

sont un ensemble de nœuds fixes dans l’espace, connectés par un maillage d’éléments finis. Un ensemble

indépendant de points matériels, qui transportent avec eux les propriét́es du mat́eriau, et les variables d’his-

toire du mat́eriau sont inclus dans le maillage. Puisque le matériau et les points de calcul ontét́e formel-

lement śepaŕes, une stratégie pour les coupler est nécessaire. L’interpolation usuelle enéléments finis, des

valeurs nodales vers l’intérieur deśeléments, est utiliśee pour modifier la position des particules et les va-

riables historiques̀a partir des inconnues nodales. Les propriét́es des particules sont couplées au maillage de

calculà travers une quadrature d’élément non standard, dans laquelle les particules qui se trouvent dans un

élément servent de points d’intégration. Les conditions limites sont directement imposées aux inconnues,

et par conśequent, elles appartiennent au maillage de points.

La méthode des points matériels est d́erivée des problèmes dans lesquels l’énergie cińetique est impor-

tante : impact entre matériaux élastoviscoplastiques (Sulsky and Schreyer, 1996), suspension dans des

fluides en fort mouvement et flux rapides de matériaux granulaires (Sulsky and Brackbill, 1991). La force

de cette ḿethode vient de la forme incrémentale dans laquelle les quantités particulaires (incluant l’énergie

cinétique) sont modifíeesà partir des variables nodales du maillage. Le fluage de matériaux incompressibles

peutêtre trait́e en introduisant un terme fictif d’inertie, mais ce n’est pas idéal pour les simulations sur une

longue duŕee de temps.

De plus, l’inconv́enient majeur de cette ḿethode pour la mod́elisation de fluide, est que les poids numériques

des particules restent constants au cours du calcul. Par conséquent, si le nombre de particules parélément est

modifié au cours du mouvement, alors le volume d’intégration sur cet́elément varie aussi. Ce phénom̀ene est

très courant en ḿecanique des fluides où des points de stagnation peuvent se créer et le nombre de particules

autour de ce point augmenter. Moresi and Solomatov (1995) ont donc proposé un nouveau d́eveloppement

de la ḿethode des points matériels appeĺee ḿethode deśeléments finis avec points d’intégration Lagrangiens

(MEFPIL) dont la principaléevolution est de modifier le poids numérique des particules Lagrangiennes

(paragraphe 2.6.1).

La figure 1.5 ŕesume la situation de la MEFPIL par rapport aux principales méthodes nuḿeriques utiliśees

de nos jours.
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Eléménts finis

Méthode des points
d'intégration Lagrangiens

Les points matériels et 
les points de calculs coïncident  

SPH

Eléments discrets

FIG. 1.5 – Diff érents moyens de discrétiser un probl̀eme qui fournissent une représentation naturelle pour des

syst̀emes controĺes par diff́erents param̀etres physiques. Dans la méthode deśeléments finis Lagrangiens, dans la

méthode SPH et deśeléments discrets tous les points de calcul sont aussi des points de matière. Dans la MEFPIL,

les points de calcul ne sont pas des points de matière. L’évolution de la matìere se fait par le suivi d’un ensemble

de particules qui servent de points d’intégration. Dans les ḿethodes utilisant l’ALE ou les ḿethodes d’́eléments finis

Eulériennes les points de matière ne sont pas suivis.

1.2.3.6 Discussion

Nous venons de voir dans ce premier chapitre, les principales méthodes nuḿeriques utiliśees pour des

prob̀emes de ḿecaniques des solides et des fluides. Certaines méthodes ne peuvent prendre en compte des

grandes transformations qu’au sens d’un mécanicien des solides, c’est-à-dire pour des d́eformations de

l’ordre d’une dizaine de pourcents (éléments finis Lagrangiens). D’autres, au prix de remaillage coûteux

en temps de calcul (ḿethodes hybrides avec remaillage), peuvent repousser les limites pour les grandes

transformations. Les ḿethodes sans limite de déformation ne sont pas adaptées aux grandeśechelles de

temps et d’espace (ḿethode deśeléments discrets), ou sont incapables de prendre en compte plusieurs

mat́eriaux (formulation Euĺerienne de la ḿethode deśeléments finis).

Seule la MEFPIL est capable de prendre en compte tout type de transformations pour des matériaux avec

variables d’histoire et interfaces. De plus, son coût de calcul reste raisonnable pour des calculs sur de

grandeśechelles de temps et d’espace. Les procédures sṕecifiques pour la mise en œuvre de cette méthode

dans un code de calcul sont décrites au paragraphe 2.6. Malheureusement, nous verrons que les problèmes

li ésà l’application des conditions limites sur la grille Eulérienne subsistent, et que le suivi des particules
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posent de nouveaux challenges.
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2.1. Discŕetisation paŕeléments finis

L’objectif de ce chapitre est de présenter l’algorithme utiliśe dansellipsispour ŕesoudre des problèmes de

mécanique. Dans un premier temps, nous traitons le choix délicat du type d’́elément fini pour la mod́elisation

du comportement des milieux incompressibles. Dans un deuxième temps, une description détaillée est faite

de la ḿethode de ŕesolution deśequations couplées discr̀etes du probl̀eme. Enfin, nous terminons ce chapitre

par la pŕesentation des caractéristiques nuḿeriques sur le codage de la MEFPIL par rapportà la ḿethode

classique deśeléments finis.

2.1 Discŕetisation par éléments finis

Dans le cas de matériaux incompressibles, comme illustré au paragraphe 1.1.2, il est nécessaire de traiter la

pseudo-pressionq comme une variable indépendante du champ de vitessev. Avant d’appliquer la ḿethode

deséléments finis, il restèa d́eterminer quel type d’élément (forme ǵeoḿetrique et degŕe d’interpolation)

nous allons choisir pour résoudre nuḿeriquement notre problème.

2.1.1 Choix de l’́elément fini

Dans la ḿethode deśeléments finis, le choix des fonctions d’interpolation est dicté par la loi de comporte-

ment du mat́eriau et par la ǵeoḿetrie du solide consid́eŕe. Pour des matériaux quasi incompressibles, une

difficulté demeure dans le choix du type d’élément. En effet, certainśeléments pŕesentent un ph́enom̀ene de

blocage (”mesh locking”), il faut donc trouver impérativement uńelément ne pŕesentant pas de blocage et

ayant aussi de bonnes performances numériques (convergence).

Nous avons d́ejà remarqúe au paragraphe 1.1.4 que la pression peutêtre discontinue entre deuxéléments.

Cela laisse donc une plus grande liberté de choix pour les fonctions de forme de la pseudo-pression que

pour les fonctions de forme de la vitesse qui doiventêtre continues et d́erivables.

2.1.1.1 Blocage du maillage

Ce comportement ind́esirable a tr̀es largement́et́eétudíe par des math́ematiciens (Babǔska, Ladyzhenskaya,

etc ...). Nous pŕeférons l’illustrer dans le cas particulier classique de l’élément triangulaire (figure 2.1) avec

un champ de vitesse linéaire et une pression constante.

Etant donńe les conditions limites en vitesse deséléments I et II, seul le nœud3 peut se d́eplacer. D’apr̀es

la forme variationnelle (1.21), le champ de vitesseà l’intérieur de tout́elémente doit vérifier :
∫

Ωe

∇v dV = 0 (2.1)

Ce qui signifie, en d’autres termes, que la surface (le volume en 3D) de chaqueélément doit rester constante.

Par conśequent, la vitesse du nœud3 appartenant̀a l’élément I doitêtre horizontale et de m̂eme la vitesse

du nœud3 de l’élément II doitêtre verticale. La conclusion pour satisfaire ces deux conditions est que la

vitesse du nœud3 est nulle.
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FIG. 2.1 –Partie d’un maillage d’́eléments triangulaires fixé sur deux ĉotés (patch test).

Ce ŕesultat peut aussiêtre d́eduit en remarquant que la vitesse est linéaire sur l’́elément, ce qui entraı̂ne que

∇v est constant. En utilisant la relation (2.1), nous déduisons que∇v est nulle en tout point de l’élément.

Par conśequent, d̀es qu’un nœud a une condition au limite en déplacement nulle, tout l’élément est bloqúe.

De proche en proche, et par le même raisonnement, nous pouvons conclure que tout le maillage est bloqué

quelque soit le nombre d’éléments utiliśes.

Pour reḿedierà ce mauvais comportement pour des matériaux incompressibles, il va falloir faire appelà

deséléments finis qui appliquent une contrainte volumique moins forte. En d’autres termes, il va falloir

relaxer la condition d’incompressibilité lors de l’́ecriture de la formulation faible.

2.1.1.2 Critères de choix

Pour choisir unélément fini, il faut tenir compte de ses performances numériques (convergence), de sa

complexit́e ǵeoḿetrique pour son utilisation dans les schémas multigrilles, mais la clé de ce choix pour

une formulation mixte est la condition nécessaire et suffisante de stabilité LBB (Ladyzhenskaya-Babuška-

Brezzi) aussi connue sous le nom de Babuška-Brezzi. Malheureusement, la vérification de cette condition

est loin d’̂etre triviale. Hughes (1987) présente une approche heuristique pour déterminer la capacité d’un

élémentà mod́eliser un comportement incompressible. Ce développement s’appuie sur le calcul du rapport

r défini par :

r =
neq

nc

(2.2)

où neq et nc sont respectivement le nombre d’équations de vitesse (degrés de libert́e) et le nombre de

contraintes d’incompressibilité. Nous pouvons alors déduire la r̀egle pratique suivante pour le choix d’un
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2.1. Discŕetisation paŕeléments finis

élément en2D :

r > 2 Pas assez de contraintes d’incompressibilité

r = 2 Optimal

r < 2 Trop de contraintes d’incompressibilité

r ≤ 1 Blocage de maillage

(a)

(d) (e) (f)

(c)(b)

Noeuds de pression Noeuds de vitesse

r = 1 r = 2 r = 4

r = 8/3 r = 2 r = 6

FIG. 2.2 –Quelqueśeléments finis possibles pour une formulation mixte.

Les rapportsr sont indiqúes sur la figure 2.2 pour différentśeléments finis courants. Leséléments pŕesentant

un rapportr plus petit que2 ou plus grand que4 sontéliminés car ils pŕesentent respectivement un risque

de blocage ou une trop grande approximation du champ de pression. Parmi leséléments avec une pression

continue, le quadrangle avec vitesse et pression bilinéaires (figure 2.2-e) est optimal avecr = 2, mais

comme tout́elément qui a le m̂eme degŕe d’interpolation pour les deux champs inconnus, il présente une

faible convergence et des modes de pression parasites.

Par conśequent, leśeléments avec une pression continue sontéliminés car, soit leur taux de convergence est

faible, soit le côut nuḿerique deśeléments avec des fonctions d’interpolation d’ordre supérieur n’est pas

justifié par rapport aux lois de comportement que nous voulons utiliser. Parmi ceux avec une pression dis-

continue, celui qui est optimal (figure 2.2-d) n’est malheureusement pas retenu pour notre code numérique,

car il compliquerait le transfert des données dans les schémas multigrilles (paragraphe 2.4) et, de plus, ses
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Chapitre 2. Pŕesentation du codeellipsis

fonctions de forme d’ordre supérieur sont inutiles pour les modèles de comportement utilisés.

Notre choix pour la mod́elisation paŕeléments finis se portera donc sur le quadrangle avec quatre nœuds

de vitesse aux angles, et un nœud de pression au centre qui présente le meilleur compromis entre blocage,

convergence et simplicité ǵeoḿetrique. Bien que cet́elément ne v́erifie pas la condition LBB, un taux de

convergence optimal peut-être prouv́e sous certaines conditions. La première est que le maillage doitêtre

compośe de macróeléments̀a bord droit d’au moins quatréeléments. Cette condition est toujours satisfaite

dans notre cas car, comme nous le verrons au paragraphe 2.4, l’utilisation de schémas multigrilles est aussi

optimale pour des maillages rectilignes. La deuxième condition est que la pression doitêtre ŕegulariśee.

Ceci est ŕealiśe par les sch́emas multigrilles, car la solution intiale est de grande longueur d’onde et les

sch́emas it́eratifs amortissent préférentiellement les ondes de courte longueur. Nous avons donc, dans tous

les cas, une pression qui reste régulìere sur tout le maillage.

Cetélément contient au total neuf degrés de libert́es, la pseudo-pression et quatre vecteurs vitesses en2D.

2.1.2 Syst̀eme d’́equations linéaires

Nous appliquons la ḿethode deśeléments finis aux́equations (1.18) pour obtenir le système matriciel

suivant :
[

A G

GT M

][
v

q

]
=

[
f

0

]
(2.3)

où A est la matrice de viscosité d́efinieà l’équation (1.31) etM = ξ−1I est le param̀etre de compression

du mat́eriau.G est l’oṕerateur gradient et son transposéGT est l’oṕerateur divergence.

Ce syst̀eme discret est celui que nous résolvons pour tous les problèmeśetudíes.

2.2 Méthodes it́eratives de ŕesolution de syst̀emes lińeaires

Il existe deux grandes catégories de techniques de résolution des systèmes lińeraires d’́equations : les

méthodes directes et les méthodes it́eratives ou de relaxation. La première cat́egorie donne la solution exacte

du syst̀eme d’́equations -aux erreurs d’arrondis numériques pr̀es-, elle inclut la ḿethode du pivot de Gauss,

la transforḿee de Fourier et la réduction cyclique. En fonction de la méthode nuḿerique utiliśee et de son

implantation, le temps de calcul pour résoudre un systèmeàn degŕes de libert́es est proportionnelàn2 voire

n3, alors qu’il est d’ordren pour les ḿethodes it́eratives. Cependant, il n’est pas toujours utile de résoudre

exactement un système d’́equations dont l’́ecriture contient elle-m̂eme des approximations (conditions li-

mites, loi de comportement). D’autre part, il est très souvent illusoire de mettre en place technologiquement

une solution ”exacte”. Enfin, pour des réalisations industrielles ou expérimentales, il est souvent préférable

de connâıtre rapidement une solution approchée dont l’erreur est connue et maı̂trisée, plut̂ot que d’attendre

longtemps une solution ”exacte”. Tant que l’erreur dueà la ŕesolution deśequations reste inférieure aux
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2.2. Méthodes it́eratives de ŕesolution de systèmes lińeaires

erreurs de mod́elisation et de ŕealisation du ŕesultat, la ḿethode de ŕesolution nuḿerique emploýee peut

être qualifíee de satisfaisante.

D’autre part, la ŕesolution de systèmes d’́equations non lińeaires fait intervenir plusieurs résolutions in-

termédiaires d’́equations lińeaires. Dans ce cas, la résolution exacte du système ne s’av̀ere pas ńecessaire,

puisqu’il ne s’agit que d’unéetape pour approcher la solution finale. Dans ce cas aussi, une méthode it́erative

plus rapide semble plus adéquate.

2.2.1 Description

Géńeralement les ḿethodes nuḿeriques, telles que la ḿethode deśeléments finis (paragraphe 1.2.1.1),

aboutissent̀a un syst̀eme den équations lińeaires̀a ŕesoudre de la forme :

Av = f (2.4)

dans lequelA est une matrice d́efinie positive (1.31). Soientv la solution exacte de ce système etu une

approximation dev, géńeŕeeà chaque it́eration de la ḿethode. Si les ḿethodes directes donnent la solution

deséquations, les ḿethodes de relaxation vont l’approcher par itérations. Il faut donc d́efinir un test d’arr̂et

sur la qualit́e de l’approximation. Pour cela, il existe deux quantités importantes (e et r) relativesà u en

tant qu’approximation dev. L’erreure est d́efinie par :

e = v − u (2.5)

Malheureusement, l’erreur ne peutêtre calcuĺee que si la solution exacte est connue. Une autre mesure

facilement calculable de l’approximation dev paru est le ŕesidur exprimé par :

r = f −Au (2.6)

L’erreur et le ŕesidu sont des vecteurs dont l’amplitude peutêtre mesuŕee par n’importe quelle norme vec-

torielle standard. En utilisant leśequations (2.4), (2.5) et (2.6), une relation importante pour les méthodes

itératives entre l’erreur et le résidu s’́ecrit :

Ae = r (2.7)

Cela signifie que l’erreur est solution du même syst̀eme d’́equations que l’inconnuev quandf est remplaće

par le ŕesidur. L’ équation du ŕesidu (2.7) est la base des méthodes it́eratives dont l’objectif est de faire

tendre le ŕesidu vers źero. Par opposition, les ḿethodes directes résolvent l’́equation (2.4).

Par ailleurs, la matriceA peut se d́ecomposer sous la forme :

A = DA −L−U (2.8)

où DA est la diagonale deA, −L est la partie triangulaire inférieure deA et−U est la partie triangulaire

suṕerieure deA. Cette d́ecomposition va permettre la mise en place d’une loi récursive sans faire apparaı̂tre
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Chapitre 2. Pŕesentation du codeellipsis

de terme contenant l’inversion d’une matrice non diagonale. En insérant (2.8) dans (2.4), le vecteur solution

vérifie :

v = P jv + D−1
A f (2.9)

avec

P j = D−1
A (L + U ) (2.10)

P j est appeĺee la matrice Jacobienne de l’itération. Par conśequent, l’́ecriture de base des schémas it́eratifs

est :

u(i+1) = P ju
(i) + D−1

A f (2.11)

où u(i) et u(i+1) sont deux approximations successives de la solutionv. Une modification simple mais

importante (paragraphe 2.2.2) peutêtre faiteà l’it ération de Jacobi, en utilisant une version pondéŕee de

l’ équation (2.11). La ḿethode pond́eŕee de Jacobi s’écrit alors :

u(i+1) = P ωu(i) + ωD−1
A f (2.12)

où ω ∈ < est le facteur pond́eral compris entre0 et1, etP ω est d́efini par :

P ω = (1− ω)I + ωP j (2.13)

Ces deux́equations ǵeǹerent une famille de schémas it́eratifs appeĺes ḿethodes de Jacobi pondéŕees ou

amorties. La relation itérative de ces ḿethodes pond́eŕees de Jacobi peut s’écrire sous la forme :

u(i+1) = u(i) + ωD−1
A r(i) (2.14)

La nouvelle approximation est donc obtenueà partir de la pŕećedente en ajoutant une fraction appropriée

du ŕesidu. C’est un exemple d’itération stationnaire lińeaire.

Puisquer(i) est une fonction deu(i), la méthode pond́eŕee de Jacobi attend que tous les composants de la

nouvelle approximation soient calculés avant de les utiliser. La première conśequence est que deux vecteurs

(u(i) et u(i+1)) doiventêtre stocḱes, ce qui requiert2n places de ḿemoire. La deuxìeme conśequence est

que les nouvelles informations ne peuvent pasêtre utiliśees d̀es qu’elles sont calculées. La ḿethode de

Gauss-Seidel va aḿeliorer ces deux points en incorporant un simple changement : les composants de la

nouvelle approximation sont utilisés d̀es qu’ils sont calculés. Ceci ŕeduit le nombre de place de mémoireà

n et semble intuitivement augmenter la vitesse de convergence.

En d́efinissant la matrice d’itération de Gauss-Seidel par :

P G = (DA −L)−1U (2.15)

La loi de ŕecursivit́e peut s’exprimer de la façon suivante :

u(i+1) = P Gu(i) + (DA −L)−1f (2.16)
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Chaque composant du vecteur solution peutêtre misà jour soit par ordre ascendant, soit par ordre des-

cendant, ou alors en alternant les deux modes ce qui mèneà la ḿethode syḿetrique de Gauss-Seidel. Une

autre manìere de proćeder est de modifier dans l’ordre tous les composants pairs, puis tous les impairs.

Puisque les composants pairs n’ont besoin pourêtre calcuĺes que des composants impairs et vice-versa,

cette ḿethode est bien adaptée aux calculs nuḿeriques avec processeurs parallèles.

La convergence de ces méthodes peut̂etre d́emontŕee dans le cas où la matriceA està diagonale dominante,

c’est-̀a-dire qu’elle v́erifie la relation :

∀j, |Aj,j| >
∑

i,i6=j

|Aj,i| (2.17)

Remarque L’utilisation d’un espace ḿemoire ŕeduit est un autre avantage primordial des méthodes it́erati-

ves sur les ḿethodes directes. Pour ces dernières, il est d’usage de stocker toute la bande diagonale de la

matrice qui peut contenir des zéros, ou d’utiliser des ḿethodes ”skyline” qui recherchent les zéros pour ne

garder que les valeurs significatives. Avec la méthode de Gauss-Seidel uniquement les termes non nuls sont

stocḱes.

2.2.2 Erreur et taux de convergence

Un critère qualitatif important pour de tels schémas it́eratifs est la vitessèa laquelle la solution est ap-

proch́ee. Notréetude se concentrera tout particulièrement sur la comparaison de ces vitesses pour le schéma

de Gauss-Seidel et pour la méthode pond́eŕee de Jacobi. Pour cela, un problème unidimensionnelà (N +1)

nœuds est́etudíe comme cas test. Chacune des méthodes it́eratives pŕesent́ees jusqu’ici peut̂etre mise sous

la forme ǵeńerale :

u(i+1) = Pu(i) + . . . (2.18)

où P est une des matrices itératives d́ecrite pŕećedemment (c’est-à-direP j, P ω ouP G). La solution exacte

(aux erreurs de machine près)v, est un point fixe de ces itérations puisque :

v = Pv + . . . (2.19)

En retranchant les deux expressions (2.18) et (2.19), l’évolution de l’́ecart entre la valeur exacte et la valeur

approch́ee s’́ecrit :

e(i+1) = v − u(i+1) = Pe(i) (2.20)

Il en découle qu’apr̀esj boucles de relaxation, l’erreure(j) à lajième approximation est :

e(j) = P je(0) (2.21)
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En utilisant les vecteurs propresWk deA, le vecteur erreur se décompose comme suit :

e(0) =
N−1∑

k=1

ckWk où ck ∈ < (2.22)

L’expansion en vecteurs propres dee(j) s’écrit donc :

e(j) =
N−1∑

k=1

ckP
jWk =

N−1∑

k=1

ckλ
(j)
k (P )Wk (2.23)

où λj
k(P ) désigne les valeurs propres deP . La seconde partie de l’équation est obtenue grâceà l’égalit́e

des vecteurs propres deA avec ceux deP , ce qui entrâınePWk = λk(P )Wk. Aprèsj itérations, lekième

mode de l’erreur initiale áet́e ŕeduit par un facteurλ(j)
k (P ).

A partir des valeurs propres, nous pouvons définir le spectre radial de la matriceP par

ρ(P ) = max
i
| λi(P ) | (2.24)

Le spectre radial des matrices itératives est toujours compris entre0 et 1. Imaginons que nous souhaitions

atteindre une pŕecision de10−d pour la solution approch́ee, c’est-̀a-dire qu’il faut faireM itérations avecM

étant le plus petit entier vérifiant

‖e(M)‖
‖e(0)‖ ≤ 10−d (2.25)

Cette relation est approximativement vérifiée si(ρ(P ))M ≤ 10−d, soit

M ≥ − d

log (ρ(P ))
(2.26)

La quantit́e− log (ρ(P )) est appeĺee le taux de convergence de la méthode. Plus cette valeur sera faible,

plus il faudra faire d’it́erations pour obtenir la précision souhait́ee. Un faible taux de convergence est obtenu

pour un spectre radial proche de1. A contrario, un spectre radial proche de zéro donne le meilleur taux de

convergence.

Bien que ces ḿethodes convergent pour tout tenseurP tel que‖P ‖ < 1, elles peuvent̂etre plus lentes

pour certains modes. L’étude des vecteurs propres de la matrice itérative de Gauss-Seidel et de la méthode

pond́eŕee de Jacobi montre que les valeurs propres sont :

λk(P ω) = 1− 2ω sin2

(
kπ

2N

)
et λk(P G) = cos2

(
kπ

N

)
(2.27)

où k est compris entre1 et (N − 1).

Pour l’utilisation de ces valeurs propres dans une méthode nuḿerique, dont la pŕecision d́epend du nombre

de points de calcul utiliśes, il est pertinent d’étudier ces valeurs propres dans la limite où N tend vers

l’infini, c’est-à-dire pour une discrétisation spatiale de plus en plus fine. Nous recherchons pour quel mode
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2.3. Méthodes nuḿeriques de ŕesolution d’́equations couplées

le taux de convergence est le plus faible, c’est-à-dire pour quel mode la valeur propre correspondante est la

plus élev́ee. Les relations (2.27) montrent que le mode qui a la valeur propre la plusélev́ee, est celui qui

a le plus petit nombre d’ondes, soitk = 1. En introduisantε = π2/2N2, la limite de la valeur propre du

premier mode s’́ecrit :

λ1(P ω) → 1− ωε et λ1(P G) → 1− 2ε (2.28)

Bien que la meilleure valeur deω pour amortir le premier mode soit1, la valeur optimale pour amortir

efficacement tous les modes est2/3 (Briggs (1987)).

Néanmoins, avecω = 1 le sch́ema it́eratif de Jacobi pond́eŕe demeure deux fois plus lent que le schéma

de Gauss-Seidel pour le premier mode (k = 1). Toutefois, bien que la ḿethode it́erative de Gauss-Seidel

soit plus efficace que celle de Jacobi pondéŕe, elles restent toutes deux inefficaces pour réduire de manière

significative les modes de grandes longueurs d’onde, car la norme de la valeur propre du premier mode tend

vers1, et par conśequent, la vitesse de convergence tend vers0.

De toutes les ḿethodes it́eratives pŕesent́ees dans cettéetude, la ḿethode de Gauss-Seidel aét́e retenue pour

sa minimisation de l’utilisation de l’espace mémoire et pour son taux de convergence.

Idéalement, il faut associer simultanément une ḿethode compĺementaire au solveur itératif pour ŕeduire les

modes de basse fréquence de l’erreur. Cette méthode est traitée dans le paragraphe 2.4.

L’autre aspect ńegatif de ces ḿethodes it́eratives se produit dans le cas de matricesA dont les termes

hors diagonale sont proches de ceux de la diagonale, c’est-à-dire queA est mal conditionńee. Dans ces

conditions, plusA est mal conditionńee, plus le taux de convergence tend vers zéro. Ces ḿethodes ne sont

pas dans ce sens considéŕees comme robustes. Elles posent donc des problèmes de vitesse de convergence

pour lesétudes impliquant des matériaux au comportement très contrast́es. C’est notamment le cas des

études sur des matériaux biphasiques, où la phase solide est modélisée avec une viscosité bien plus grande

que la viscosit́e du milieu fluide.

2.3 Méthodes nuḿeriques de ŕesolution d’équations coupĺees

Nous venons de voir comment résoudre unéequation avec une variable vectorielle. Dans le cas de la formu-

lation mixte, que nous avons mis en place pour modéliser les milieux incompressibles, nous avons aboutià

un syst̀eme d’́equations couplées (2.3), qui est rappelé ci-dessous :

Av + Gq = f (2.29)

GT v + Mq = 0 (2.30)

Par substitution, le vecteur de vitessev peutêtreéliminé dans la premièreéquation pour donner :

Ãq = f̃ (2.31)

GT v + Mq = 0 (2.32)
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Chapitre 2. Pŕesentation du codeellipsis

où Ã = (GT A�1G − M) est la nouvelle matrice constitutive et̃f = GT A�1f est le nouveau vecteur

force.

2.3.1 Itérations d’Uzawa

Dans la plupart des codes numériques en ḿecanique des fluides, la condition d’incompressibilité est in-

troduite dans l’́equation du problème avec un terme de pénalit́e (Zienkiewicz, 1975). Dans notre cas, une

telle proćedure alt̀ererait fortement le taux de convergence de la méthode it́erative de Gauss-Seidel, car la

matrice constitutive deviendrait mal conditionnée.

Leséquations (2.31) et (2.32) peuventêtre ŕesolues it́erativement par la ḿethode d’Uzawa pour leśequations

coupĺees car elles sont symétriques. En effet, cette ḿethode de ŕesolution est applicable que pour des

syst̀emes syḿetriques d’́equations. Comme toutes les méthodes it́eratives, elle ńecessite une valeur ini-

tiale et une loi de ŕecurrence pour les différentes inconnues. Dans le cas de l’utilisation de cette méthode

dans le code nuḿeriqueellipsis, la solution au pas de calcul préćedent est utiliśee comme solution initiale.

La śequence du schéma d’Uzawa peut s’écrire sous la forme :

v(i+1) = v(i) + A−1
(
f − (Av(i) + Gq(i))

)
= A−1

(
f −Gq(i)

)
(2.33)

q(i+1) = q(i) + αGT v(i) (2.34)

où α est un scalaire dont la valeur doitêtre d́etermińee avant le calcul. Elman (2002) a démontŕe qu’un

taux de convergence optimal est atteint pour une certaine valeur deα -dont le calcul est côuteux- telle

que les deux extrema des valeurs propres de(I − αÃ) soient confondus. Malheureusement, siÃ est mal

conditionńee, la convergence est lente quelque soit le choix pourα. Un pŕeconditionnement de la ḿethode

améliorera sensiblement le taux de convergence. Cette astuce revientà remplacer le scalaireα par l’inverse

d’un tenseur du second ordreQB.

D’autre part, dans la ḿethode it́erative d’Uzawa, il est ńecessaire de calculer l’inverse deA (2.33)à chaque

itération. Cette inversion est le principal inconvénient de cette ḿethode et doit̂etreévitéeà cause de son

coût de calcul. Ceci peut̂etre ŕealiśe en remplaçant l’action deA−1 par l’action d’un autre pŕeconditionneur

Q−1
A . Finalement, les it́erations du sch́ema inexact d’Uzawa préconditionńe s’́ecrivent :

v(i+1) = v(i) + Q−1
A

(
f − (Av(i) + Gq(i))

)
= Q−1

A

(
f −Gq(i)

)
(2.35)

q(i+1) = q(i) + Q−1
B GT v(i) (2.36)

En conclusion, la ḿethode it́erative d’Uzawa permet la résolution d’un syst̀eme coupĺe, mais elle ńecessite

l’inversion d’une matrice non diagonale. Par conséquent, nous lui préférons la version dite inexacte, dans

laquelle les it́erations sont approxiḿees sans ńecessiter de calculs coûteux. Leséquations (2.35) et (2.36)

permettent d’incŕementer une variable lorsque l’autre aét́e modifíee, il reste tout de m̂emeà ŕesoudre

l’ équation (2.31) par une ḿethode it́erative classique.
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2.3.2 Méthode du gradient conjugúe

Les ḿethodes it́eratives de type Gauss-Seidel (paragraph 2.2) sont très rapides, mais elles ne sont pas

capables d’amortir l’erreur pour toutes les fréquences et ne sont performantes que pour des matrices bien

conditionńees. Il faut donc utiliser une ḿethode de ŕesolution plus ǵeńerale, c’est la ḿethode du gradient

conjugúe. Toutefois, comme nous le verrons par la suite, plusieursétapes de cette ḿethode requìerent des

résolutions interḿediaires pour calculer l’approximation des vecteurs. Ces résolutions se feront avec la

méthode de Gauss-Seidel.

2.3.2.1 Principe ǵenéral

Soit le syst̀eme den équations lińeaires suivant̀a ŕesoudre :

Ax = b (2.37)

L’id ée de base est de minimiser la fonction :

f(x) =
1

2
xAx− bx (2.38)

Cette fonction est minimiśee lorsque son gradient∇f qui vaut(Ax − b) est nul, ce qui est́equivalentà

la résolution de l’́equation (2.37). La minimisation se fait en calculant successivement des directions de

recherchep(k), des approximationsx(k) et des ŕesidusr(k). A chaquéetape une valeurα(k) est calcuĺee telle

qu’elle minimisef(x(k) + α(k)p(k)) et le vecteurx est ŕeactualiśe par :

x(k+1) = x(k) + α(k)p(k) (2.39)

Les vecteursp(k) etx(k) sont construits de telle sorte quex(k+1) minimise aussif sur tout l’espace vectoriel

des directions d́ejà choisiesp(1),p(2), ..., p(k). Aprèsn itérations, la minimisation est réaliśee sur tout l’es-

pace vectoriel et donne la solution de l’équation (2.37). Cette ḿethode efficace est réserv́ee aux syst̀emes

d’équations syḿetriques et d́efinis positifs (nous sommes dans ce cas là). Elle fait partie de la famille des

méthodes it́eratives car elle ǵeǹere des vecteurs successifs, qui sont des approximations de la solution.

2.3.2.2 Śequence d’it́erations

Cette ḿethode construit deux séries de vecteursr(k) etp(k). Une valeur initiale doit̂etre fournie pour chaque

vecteur. Disons quer(1) est un ŕesidu provenant de la solution du pas préćedent et que la première direction

de recherchep(1) est priséegaleàr(1). Ensuite, il suffit d’it́erer avec le sch́ema suivant :

α(k) =

(
r(k)

)T
r(k)

(p(k))
T

Ap(k)

r(k+1) = r(k) − α(k)Ap(k)

β(k) =

(
r(k+1)

)T
r(k+1)

(r(k))
T

r(k)
(2.40)

p(k+1) = r(k) + β(k)p(k)
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Cette ŕecurrence ne peut en théorie pas rencontrer de dénominateur nul, m̂eme si des erreurs d’arrondis

numériques, fonction de la précision de la machine utilisée, peuvent annuler un dénominateur. Ces itérations

se terminent pourk = m ≤ N avecr(m+1) = 0. Cet arr̂et est conceptuellement dû à l’impossibilit́e de

trouver une nouvelle direction orthogonale indépendante des préćedentes.

Le taux de convergence de cette méthode d́epend du conditionnement de la matriceA. Si A est bien

conditionńee, c’est-̀a-dire queA est ”proche” de la matrice identité I, alors la vitesse de convergence est

élev́ee. La conśequence de cette remarque est que pour augmenter le taux de convergence,A doit être

prémultipliée par une matricēA−1 de telle sorte quēA−1
A ≈ I. L’ équation (2.37) est donc transformée

en :
(
Ā
−1

A
)

x = Ā
−1

b (2.41)

Cette version s’appelle la ḿethode du gradient conjugué pŕeconditionńe.

Ce pŕeconditionnement introduit une nouvelle série de vecteursz(k) tels queĀz(k) = r(k). La śequence

d’it érations est transforḿee en la suivante :

α(k) =

(
r(k)

)T
z(k)

(p(k))
T

Ap(k)

r(k+1) = r(k) − α(k)Ap(k)

z(k+1) = Ā
−1

r(k+1)

β(k) =

(
r(k+1)

)T
z(k+1)

(r(k))
T

z(k)
(2.42)

p(k+1) = z(k) + β(k)p(k)

(2.43)

Remarque

– Le principal avantage de cette méthode, dans le cas de la résolution d’un grand nombre d’inconnues,

est qu’elle utilise la matriceA seulement par référence au produit deA ou de sa transposé AT avec un

vecteur. Le côut nuḿerique (temps CPU et utilisation de la mémoire) du produit d’une matrice structurée

(bande par exemple) avec un vecteur est très largement inf́erieurà son inversion.

– Ā peutêtre calcuĺee de manìereà optimiser la convergence, mais le calcul lui-même peut̂etre long et le

résultat d́epend du problèmeà ŕesoudre. Un choix simple et usuel est de prendreĀ = diag(A).

2.4 Méthodes multigrilles

Jusqu’̀a pŕesent, nous avonśetabli que les ḿethodes it́eratives poss̀edent la propríet́e d’amortissement,

mais de manìere ińegale en fonction des fréquences du signalà amortir, et en fonction de la ḿethode

utilisée (2.28). Cette propriét́e rend ces ḿethodes tr̀es efficaces pouŕeliminer les composantes de hautes
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fréquences (oscillatoires) de l’erreur, alors qu’elles laissent les modes de basses fréquences pratiquement

inchanǵes. La questioǹa pŕesent est de savoir si ces méthodes peuvent̂etre adapt́ees ou associées avec

d’autres proćedures, de sortèa les rendre efficaces sur toutes les composantes fréquentielles de l’erreur.

La pŕesentation qui est faite dans ce rapport s’appuie sur le cours de Briggs (1987) et l’article de Gilles et al.

(2002).

2.4.1 Idées de base

2.4.1.1 Approximation initiale améliorée

Un moyen pour aḿeliorer un sch́ema de relaxation, au moins dans ses premières it́erations, est d’utiliser

une bonne approximation initiale. Bien que la vitesse de convergence reste inchangée, il estévident qu’en

approximant correctement la solution dans la phase initiale, la solution est atteinte plus rapidement. Une

technique bien connue pour obtenir une approximation initiale améliorée est de ŕealiser quelques itérations

préliminaires sur un maillage plus grossierΩ2h -où l’exposant2h signifie l’espacement de la grille-, puis

d’utiliser cette approximation comme valeur initiale sur la grille originaleΩh. Le transfert d’un vecteur

d’une grille grossìere vers une grille plus fine est défini ultérieurement au paragraphe 2.4.2.1. La relaxation

sur la grille grossìere est pluśeconomique car elle contient moins d’inconnuesà calculer.

D’autre part, nous avons vu au paragraphe 2.2.2, que le taux de convergence augmente quand le spectre

radial, et par conśequent les valeurs propres, diminue. Or, d’après les relations (2.28), plus la discrétisation

spatiale est fine (N élev́e), plus les valeurs propresλ1(P ) tendent vers la valeur1. Par conśequent, les

méthodes it́eratives ont un meilleur taux de convergence sur des maillages grossiers.

Pour acćelérer la relaxation sur le maillage grossierΩ2h, quelques it́erations peuvent̂etre ŕealiśees sur

un maillage encore plus grossierΩ4h. En gardant ce processusà l’esprit, le syst̀eme d’́equationsAv =

f peut être tout d’abord relax́e sur un maillage tr̀es grossier (par exemple une grilleà trois nœuds pour

un probl̀eme unidimensionnel), ensuite cette approximation est utilisée comme solution initiale pour le

maillage plus fin suivant (c’est-à-dire deux fois plus d’éléments qu’avec la première grille, toujours dans

le cas unidimensionnel) et ainsi de suite jusqu’à atteindre le maillage le plus fin sur lequel nous souhaitons

obtenir la solution.

En ŕesuḿe, cette technique permet de calculerà moindre côut des approximations initiales relativement

proches de la solution recherchée. Si elle aḿeliore fortement les premières it́erations du sch́ema de relaxa-

tion, elle n’est malheureusement d’aucune utilité pour amortir les erreurs de basse fréquence.

2.4.1.2 Correction par maillage grossier

Faisons l’hypoth̀ese qu’un sch́ema particulier de relaxation aitét́e appliqúe jusqu’̀a ce que l’erreur ne

contienne plus que des composantes de grande longueur d’onde. Nous pouvons maintenant nous demander

à quoi ressemble cette erreur sur un maillage plus grossier. La figure 2.3 montre qu’une onde de basse
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fréquence aveck = 4 sur une grille fine (N = 12) projet́ee directement sur un maillage grossier (N = 6)

semble plus oscillatoire.

4 5 6

4 5 6 7 10 11 12

k = 4 sur une grille N = 12

k = 4 sur une grille N = 6

(a)

(b)

0 1 2 3 8 9

0 1 2 3

FIG. 2.3 –Une onde avec un nombre d’ondek = 4 sur une grille fineN = 12 (a) est projet́ee sur une grille grossière

N = 6 (b). La grille grossìere voit cette onde de manière plus oscillatoire que la grille fine.

Pourêtre plus pŕecis, notons que les points de la grille grossièreΩ2h sont les points de la grille fineΩh avec

un nuḿero pair. Consid́erons uniquement lekième mode sur la grille finéevalúe aux points de nuḿero pair.

Si 1 ≤ k ≤ N/2, les composants de ce mode peuvent s’écrire :

wh
k,2j = sin

(
2jkπ

N

)
= sin

(
jkπ

N/2

)
= w2h

k,j (2.44)

Cela signifie que lekième mode surΩh devient lekième mode surΩ2h, c’est-̀a-dire qu’en passant d’une grille

fine à une grille grossière un mode devient plus oscillatoire. Puisque les modes de l’erreur deviennent plus

oscillatoires sur la grille grossière, tout sch́ema de relaxation està nouveau efficace pour réduire l’erreur.

De cette remarque naı̂t une nouvelle stratégie qui utilise l’́equation (2.7) du ŕesidu pour relaxer sur l’erreur.

Ceci peut̂etre repŕesent́e par la proćedure suivante :

1. Relaxation deAhvh = fh surΩh pour obtenir une approximationuh.

2. Calcul du ŕesidurh = fh −Ahuh.

3. Relaxation de l’́equation du ŕesiduA2he2h = r2h surΩ2h pour obtenir une approximation

de l’erreure2h.
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4. Correction de l’approximation obtenue surΩh avec l’estimation de l’erreur obtenue sur

Ω2h :

uh ← uh + e2h.

Cette proćedure est̀a la base de la ḿethode de correction par une grille grossière. Ayant relax́e sur le

maillage fin jusqu’̀a ce que la convergence se dét́eriore, l’équation du ŕesidu est relax́ee sur un maillage

plus grossier pour obtenir une approximation de l’erreur. Le retour sur le maillage fin permet de corriger

l’approximation initialement obtenue sur cette grille. Le schéma de correction par une grille grossière,

comme signaĺe ci-dessus, laisse une question procéduriale en suspend : Quel est le meilleur moyen de

résoudre le problèmeA2he2h = r2h sur le maillage grossier ? Le problème sur le maillage grossier n’est

pas tr̀es diff́erent du probl̀eme originel. Par consèquent, le sch́ema de correction par une grille grossière peut

être appliqúe à l’équation du ŕesidu surΩ2h, ce qui revient̀a se d́eplacer surΩ4h pour uneétape corrective.

Ce processus peutêtre ŕeṕet́e sur des grilles successivement plus grossières jusqu’̀a ce qu’une solution

directe de l’́equation sur le ŕesidu soit facilement calculable.

2.4.2 Description des sch́emas multigrilles

Deux façons efficaces d’utiliser une approche multigrille avec des schémas de relaxation ont déjà ét́e vues,

l’approximation initiale et la correction par un maillage grossier. Avant de décrire des sch́emas plus com-

plexes, il est ńecessaire de définir comment transférer un vecteur d’une grille vers une autre. Dans cet

expośe sur les transferts intergrilles, nous nous limitons au cas où une grille grossìere a un espacement deux

fois plus grand que la grille qui lui est directement plus fine. Ceci est quasiment une pratique universelle

puisqu’il semble qu’il n’y ait aucun avantage dans l’utilisation de grilles, dont le rapport des espacements

serait diff́erent de 2, et que tout autre rapport d’espacement compliquerait la tâche.

2.4.2.1 Prolongation

La proćedure de transfert d’un vecteur quelconque (géńeralementu ou e) d’un maillage grossier vers un

maillage fin -c’est-̀a-dire l’approximation de l’erreure2h dans le sch́ema de correction par grille grossière-

est appeĺee interpolation ou prolongation. Heureusement, dans la plupart des méthodes multigrilles, le

sch́ema de prolongation le plus simple (c’est-à-dire l’interpolation lińeaire) est tr̀es efficace (figure 2.4).

L’opérateur de l’interpolation lińeaire est not́eIh
2h et suit la r̀egle :

Ih
2hu

2h = uh (2.45)

Faisons l’hypoth̀ese que l’erreur soit un vecteur de grande longueur d’onde sur une grille fineΩh, qu’une

approximation sur une grille grossière aitét́e calcuĺee surΩ2h et que cette approximation soit exacte aux

points de la grille grossière, alors cette approximation est relativement lisse, même si elle semble plus os-

cillatoire que l’erreur. Par conséquent, l’oṕerateur d’interpolation est aussi ”adoucissant”, ce qui donne une
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4 5 6

4 5 6 7 10 11 120 1 2 3 8 9

0 1 2 3

Ω2h

Ωh

x

x

f(x)

f(x)

FIG. 2.4 – InterpolationIh
2h d’un vecteur d’une grille grossière vers une grille fine. Les valeurs nodales aux nœuds

communs entre les deux grilles sont conservées surΩh. Les nouvelles valeurs pour les nœuds intermédiaires sont

interpoĺees lińeairement̀a partir des valeurs nodales de la grilleΩ2h.

bonne repŕesentation de l’approximation sur la grille fine. Par contraste, si l’erreur est oscillatoire, l’ap-

proximation semblera encore plus oscillatoire et l’interpolant est imprécis pour repŕesenter l’approximation

sur la grille fine. Par conséquent, plus l’erreur est de grande longueur d’onde, plus la représentation de

l’approximation donńee par la proćedure d’interpolation est précise. Ce processus est un complément id́eal

à la relaxation, qui est plus efficace pour les erreurs oscillatoires.

2.4.2.2 Restriction

La proćedure ŕeciproque qui d́eplace un vecteur d’une grille fine vers une grille grossière est appelée res-

triction. L’exemple qui vient le premier̀a l’esprit, est le sch́ema d’injection d́efini par :

I2h
h uh = u2h (2.46)

où u2h
j = uh

2j. En d’autres termes, le vecteur de la grille grossière prend simplement ses valeurs directement

au point correspondant sur le maillage fin (figure 2.5). Un schéma plus sophistiqúe utilise une moyenne

pond́eŕee entre les points voisins sur la grille fine pour calculer la valeur du vecteur pour la grille grossière.

Comme pour la prolongation, il n’y a aucun avantage dans l’utilisation d’un schéma plut̂ot qu’un autre,

nous utilisons donc le plus simple dansellipsis, c’est-̀a-dire l’injection.

2.4.2.3 Exemples de schémas multigrilles

Toutes ces proćedures individuelles peuventêtre mise en œuvre simultanément dans des schémas dont nous

présentons les plus courants.
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Ω2h

Ωh

4 5 60 1 2 3

4 5 6 7 10 11 120 1 2 3 8 9

f(x)

f(x)

x

x

FIG. 2.5 –RestrictionI2h
h d’un vecteur d’une grille fine vers une grille grossière.

– Sch́ema de cycleµ :

uh ← Mµh(uh,fh)

1. Relaxationν1 fois sur l’équationAhvh = fh avec pour solution

initiale uh.

2. Si Ωh est la grille la plus grossière, alors aller̀a l’étape 4. Sinon

f 2h ← I2h
h (fh −Ahuh)

u2h ← 0

u2h ← Mµ2h(u2h,f 2h) µ fois.

3. Correctionuh ← uh + Ih
2hu

2h.

4. Relaxationν2 fois sur l’équationAhvh = fh avec pour solution

initiale uh.

En pratique,ν1 et ν2 sont souvent inf́erieursà 4. Lorsqueµ est prisègalà 1 et 2, nous obtenons respec-

tivement le cycle en V (figure 2.6-a) et le cycle en W (figure 2.6-b). Initialement, nous avons indiqué

que deux id́ees m̀eneraient au principe de schémas multigrilles. Dans le cycle enµ, seule l’id́ee de la

correction par une grille grossière aét́e d́evelopṕee pour les cycles en V et en W, l’idée d’aḿelioration de

la solution initiale doit encorêetre utiliśee. En combinant toutes ces notions le cycle multigrille complet

avec des cycles en V est obtenu comme suit :

– Cycle multigrille avec des cycles en V (Full Multigrid V-cycle) :
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uh ← FMV h(uh, fh)

1. Si Ωh est la grille la plus grossière, alors aller̀a l’étape 3. Sinon

f 2h ← I2h
h (fh −Ahuh)

u2h ← 0

u2h ← FMV 2h(u2h,f 2h)

2. Correctionuh ← uh + Ih
2hu

2h.

3. uh ← MV h(uh,fh) ν0 fois.

La succession des grilles est montréeà la figure 2.6-c pour le casν0 = 1. Chaque cycle en V est préćed́e

par un plus petit cycle en V conçu pour fournir la meilleure solution initiale possible.

Le cycle complet multigrille est une synthèse d’id́ees et de techniques remarquables qui sont individuel-

lement connues et utilisées depuis longtemps. Prises sépaŕement, beaucoup de ces idées ont d’importants

inconv́enients. Ce cycle est une technique pour les intégrer de telle sorte qu’elles puissent travailler en-

semble eńeliminant leurs limites. Le ŕesultat est un algorithme très simple et tr̀es puissant.

2.4.2.4 Le sch́ema utilisé dansellipsis

Les performances de ces différents cycles d́ependent fortement du problèmeà ŕesoudre. Pour divers cas

tests, il n’aét́e trouv́e aucun avantage en temps de calculà l’utilisation d’un sch́ema plut̂ot qu’un autre. Le

sch́ema de relaxation avec des cycles successifs en V (FMV) a doncét́e choisi pour sa simplicité, m̂eme si

les deux autres types de cycles sont aussi implantés dans le code.

De lég̀eres modifications ont́et́e apport́ees pour toutes leśetudes nuḿeriques durant ces travaux de re-

cherche. La première modification est qu’au lieu de relaxer un nombre fini de fois uneéquation, cette

opération est ŕealiśee jusqu’̀a atteindre une valeur résiduelle qui est fonction de la précision requise pour

le calcul global. La deuxième modification est une résolution directe par factorisation,élimination et sub-

stitution effectúee sur la grille la plus grossière. Ceci permet dans la phase remontante du cycle en V de

prolonger une solution exacte pour un coût de calcul faible,́etant donńe le nombre de degrés de libert́e sur

le maillage le plus grossier.

Comme indiqúe ci-dessus, une des difficultés des ḿethodes it́eratives ŕeside dans le choix de la solution

initiale qui va conditionner le nombre total d’itérations. Dansellipsis, les grandes transformations sont

traitées de manière it́erative. Par conśequent, pour la grande majorité des it́erations, nous disposons de la

solutionà l’it ération pŕećedente et nous l’utilisons comme solution initiale pour la configuration actuelle.

Pour le cas tr̀es particulier de la première it́eration sur la première grille de calcul du premier pas de temps,

une solution nulle est initialement utilisée. Pour des niveaux intermédiaires de grille, la restriction de la

solution relax́ee sur la grille la plus fine est utilisée.
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h

8h

4h

2h

(a)

(b)

h

8h

4h

2h

h

8h

4h

2h

(c)

FIG. 2.6 –Enchâınement de grilles pour un cycle en V (a), un cycle en W (b) et un schéma FMV (c).

L’efficacité de ce sch́ema est illustŕee dans la section des cas tests 4.1.6. Parmi divers résultats, il est montré

que le facteur de proportionnalité entre le temps de calcul et le nombre de degrés de libert́e varie de2, 73

pour le solveur direct implanté dansellipsis jusqu’̀a 1, 23 pour un sch́ema multigrille utilisant5 niveaux.

Lorsque le nombre de niveaux augmente, le temps de calcul dans le solveur direct devient négligeable, et le

temps de calcul tend vers celui des méthodes it́eratives, c’est-̀a-dire proportionnel au nombre de degrés de

liberté.

Par contre, dans le cas de matrice de comportementA mal conditionńee, il est inutile d’augmenter le

nombre de niveau car le taux de convergence est très faible pour les ḿethodes it́eratives. Dans ce cas là, il

est recommand́e d’utiliser le moins possible de niveaux.

En conclusion, pour un système simple il faut prendre le maximum de niveaux, et pour un système mal

conditionńe, il faut minimiser la distance entre la grille de relaxation (la plus fine) et la grille de résolution

directe (la plus grossière), c’est-̀a-dire minimiser le nombre de niveaux.
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2.5 Hiérarchisation desétapes de ŕesolution dansellipsis

Discrétisation Leséquations du problème (1.18) sont tout d’abord discrétiśees de manière classique par

la méthode deśeléments finis comme décrit au paragraphe 1.2.1.1.

Enchâınement des niveaux Nous ŕesolvons le problème sur chaque niveau, en allant du niveau le plus

grossier vers le niveau le plus fin tel que décrit pour le cycle FMV au paragraphe 2.4.2.3.

Pour chaque niveau, le système est ŕesolu it́erativement jusqu’à ce qu’un crit̀ere de stabilit́e sur la solution

soit obtenu. Ce critère aét́e d́efini par :

∑
i

(v
(k+1)
i − v

(k)
i )2

∑
i

(v
(k)
i )2

≤ ε (2.47)

où ε est la pŕecision de calcul sṕecifiée par l’utilisateur. Ces itérations sont ńecessaires lors de l’utilisation

des lois de comportement non linéaires puisque la matrice constitutiveA est modif́ee entre deux itérations.

Astuces de calcul

– Méthode du gradient conjugué

Nous avons d́efini (2.41) le pŕeconditionneur̄A, mais c’est son inverse qui apparaı̂t dans leśequations

itératives. Pouŕeviter l’inversion de cette matrice,̄A
−1 est choisi de manière classique comme la diago-

nale de la matrice constitutivẽA :

Ā
−1

= diag(GT AG−M ) ≈ GT diag(A)G−M (2.48)

Aucune inversion de matrice est ainsi nécessaire au cours des différenteśetapes de la résolution.

Dans le calcul deα(k), le d́enominateur n’est pas trivialà calculer. Pour calculer
(
p(k)

)T
Āp(k), nous

formons tout d’abordGp(k). Puis, la divergence du vecteur solution du systèmeAv = Gp(k) donne

GT A−1Gp(k), auquelMp(k) est soustrait pour obtenir finalementĀp(k). Le calcul deĀp(k) sert aussi

pour le calcul der(k).

– Itérations d’Uzawa

Comme la valeur de la pseudo-pressionq(k) a ét́e modifíee de∆q = α(k)p(k) par la ŕesolution de

l’ équation (2.31), pour maintenir l’égalit́e (2.29) le gradient des vitesses doit aussiêtre modifíe par

∆v = −A−1G∆q.

Résolution du syst̀eme Ax = b Lors de la ŕesolution globale du système, nous sommes amenés à

résoudre plusieurs fois,̀a un niveau donńe, un syst̀eme de la forme globaleAx = b. Nous appliquons

le sch́ema multigrille FMV pŕesent́e à la figure 2.6-c, òu chaquéetape de relaxation est faite par la méthode

de Gauss-Seidel décrite au paragraphe 2.2, excepté au niveau le plus grossier où nous ŕesolvons le système

directement.
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Résuḿe Toutes les difficult́es de calcuĺetant lev́ees, l’algorithme global peut se présenter comme suit :

1. Initialisation des variables :

– q(0) est connu du pas de temps préćedent.

– Résolution deA(δv) = f t+∆t −Avt −Gqt.

– Calcul dev(0) = vt + δv.

– Résidu initialr(0) = GT v(0) + Mq(0).

– Pŕeconditionneurz(0) = Ā
−1

r(0)

2. k = 0, 1, 2, ...

(a) Si k = 0

– p(0) = z(0)

– Calcul de
(
r(0)

)T
z(0)

(b) Sinon calcul la nouvelle direction de recherche pour le pseudo-pression :

– Calcul dez(k) = Ā
−1

r(k)

– Calcul de
(
r(k)

)T
z(k),

– β(k) =
(r(k))

Tz(k)

(r(k−1))
Tz(k−1)

– p(k) = z(k) + β(k)p(k−1)

3. Calcul de la norme de la distance de progression dans cette direction :

– Calcul deGp(k)

– Résolution deAv = Gp(k) fournit v = A−1Gp(k).

– Pŕemultiplication parGT ⇒ GT A−1Gp(k)

– Soustraction deMp(k) donneĀp(k).

– Calcul deα(k) =
(r(k))

Tz(k)

(p(k))
T ¯Ap(k)

4. Modification de la pseudo-pression, de la vitesse et du résidu :

– q(k+1) = q(k) + α(k)p(k)

– v(k+1) = v(k) − α(k)A−1G

– r(k+1) = r(k) − α(k)Āp(k)

5. Test de sortie de boucle :

– Si ‖r(k+1)‖ > ε ⇒ aller au 2, sinon fin des itérations.

Nous venons de voir en détail comment le système d’́equations est résolu dansellipsispour une configura-

tion donńee. La híerarchisation des différentes ḿethodes permet d’utiliser au mieux les qualités de chacune,

là òu elles sont le plus ńecessaires.

Dans la section suivante, nous allons détailler les particularit́es pour coder nuḿeriquement la MEFPIL par

rapportà la ḿethode deśeléments finis classique.
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2.6 Implantations numériques de la MEFPIL

2.6.1 Intégration numérique

Au cœur de la ḿethode deśeléments finis est le concept que la forme faible deséquations d’́equilibre peut

être śepaŕee en un nombre de sous intégrales sur deśeléments, et que ces intégrales peuvent̂etre calcuĺees

approximativement en utilisant un schéma de quadrature adapté

∫

Ωe

ψdΩe ≈
nep∑
p=1

wpψ(xp) (2.49)

où Ωe est le volume d’uńelément,ψ est une quantité variable dans l’espace qui estévalúee sur un ensemble

de points de coordonnéesξp = (ξp, ςp, ...) dans unélément de ŕeférence,nep est le nombre de points

d’intégration dans l’́elément consid́eŕe, etwp sont les poids nuḿeriques de chaque point d’intégration.

Dans la ḿethode deśeléments finis standard, la position des points de quadrature, et leur poids, sont choisis

pour optimiser la pŕecision de l’int́egration pour un ensemble donné de fonctions d’interpolation. Le critère

pour choisir le sch́ema de quadrature est habituellement son efficacité de calcul : le nombre minimum de

positions requises pour obtenir une intégration exacte d’un polynôme d’un certain degré. Toutefois, il est

important de remarquer que l’intégration reste inexacte, même avec la quadrature de Gauss, pour des lois

de comportement non linéaires.

Dans notre formulation, nous prenons pour hypothèse que les points de la discrétisation cöıncident avec

les particules attachées au matériau. Par conśequent, ils se d́eplacent par rapport au maillage. Parce que

la position des points de quadrature est determinée pour chaquéelément en fonction du mouvement du

mat́eriau, il est ńecessaire de modifier les poids, de telle sorteà obtenir une int́egrale aussi précise que

possible pour uńelément donńe. La proćedure est similairèa la d́etermination des poids pour toute loi

de quadrature : nous dérivons un ensemble de relations basées sur la ńecessit́e que les polyn̂omes d’un

certain ordre doivent̂etre int́egŕes ”exactement”. Ensuite, les coefficients sont mis enéquation pour obtenir

l’ensemble des valeurs dewp.

Nous consid́erons le cas unidimensionnel dans lequelψ de l’équation (2.49) est un polynôme sous la forme :

ψ(ξ) = α0 + α1ξ + α2ξ
2 + · · ·αnξn (2.50)

L’ équation (2.50) est intégŕee alǵebriquement sur le domaine de référence allant de−1 à1, et les coefficients

sont mis eńequation avec l’expansion de la quadrature de l’intégrale de (2.49) pour obtenirn+1 contraintes
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sur l’ensemble des valeurs dewp :

nep∑
p=1

wp = 2 (termes constants)

nep∑
p=1

wpξp = 0 (termes lińeaires)

nep∑
p=1

wpξ
2
p = 2/3 (termes quadratiques)

nep∑
p=1

wpξ
3
p = 0 (termes cubiques)

(2.51)

et ainsi de suite ...

En principe, nous pouvons imaginer de choisir un nombre suffisant de contraintes de façonà obtenir autant

d’équations que d’inconnues. Puis, par inversion du système d’́equations nous obtiendrions les valeurs

exactes dewp. Toutefois, cela serait très long en temps de calcul et pourrait même produire de mauvais

résultats lorsque les particules sont trop irrégulìerement distribúeesà l’intérieur de l’́elément. En effet,

l’unicit é de la solution n’est pas garantie et, de plus, des poids négatifs pourraient̂etre obtenus. Si nous

souhaitons associer les valeurs des poids numériqueswp attribúees aux particules, avec leur masse réelle ou

leur volume repŕesentatif du matériau, alorswp doit être positif.

La méthode du point matériel de Sulsky et al. (1994), qui està l’origine du sch́ema pŕesent́e ici, utilise

pour chaque particule des poids constants afin d’assurer la conservation exacte de la masse du système. Ce-

pendant, cette procédure ne garantit m̂eme pas la satisfaction de la contrainte de plus bas ordre, lorsque la

position des particules change en une configuration géńerale (le nombre de particules parélément peut va-

rier). La pŕecision du sch́ema d’int́egration reste relativement bonne pour des simulations où la d́eformation

du mat́eriau n’est pas extrême (paragraphe 4.1.1), mais se dégrade rapidement au-delà.

Pour d́eterminer le poids nuḿerique de chaque particule, nous calculons initialement, dans chaqueélément

et à chaque niveau du schéma multigrille, les valeurs dewp de telle sorte que le poids de l’élément soit celui

de ŕeférence, c’est-̀a-dire4 en2D (8 en3D) :

w(0)
p =

4
nep∑
j=1

wj

(2.52)

Puis, ces valeurs initiales sont ajustées it́erativement pour ŕepondre au mieux aux contraintes jusqu’à un

certain ordre. A chaque itération, la valeur źero est attribúee aux particules dont le poidswp est ńegatif et la

contrainte de premier ordre est forcée en appliquant le relation :

w(i+1)
p = w(i)

p

4
nep∑
j=1

w
(i)
j

(2.53)
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Nous pŕesentons ci-dessous le schéma it́eratif du calcul des poids qui permet de vérifier les contraintes du

deuxìeme ordre (termes lińeaires) pŕesent́eesà l’équation (2.51).

w(i+1)
p = w(i)

p − α




nep∑
j=1

w
(i)
j ξj

nep∑
j=1

ξ2
j

ξp −

nep∑
j=1

w
(i)
j ςj

nep∑
j=1

ς2
j

ςp −

nep∑
j=1

w
(i)
j ξjςj

nep∑
j=1

ξ2
j ς

2
j

ξpςp


 (2.54)

où ξ et ς sont les coordonńees d’un point dans le repère de ŕeférence de l’́elément tel que d́efini à la

figure 2.9.

Nous pouvons reconnaı̂tre au nuḿerateur l’erreur absolue par rapportà la v́erification des contraintes et

au d́enominateur des valeurs pour normaliser cetécart.α est un facteur d’amortissement compris entre

0 et 1 qui pond̀ere les termes additionnels. Il est géńeralement́egalà 1 pour tenir compte pleinement des

modifications, mais pour certaines dispositions de particules, notamment quand une particule est très proche

de la frontìere avec l’́elément voisin, il est ńecessaire de prendre une valeur de l’ordre de0, 8 afin de garder

la convergence du schéma en amortissant les modifications. Cette valeur aét́e choisie arbitrairement sur une

configuration qui ne convergeait pas et aét́e valid́ee dans le sens où la non convergence de ce schéma n’a

plusét́e rencontŕee. Les it́erations se terminent quand la relation suivante est vérifiée :
∥∥∥∥∥

np∑
j=1

w
(i)
j ξj

∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥
np∑
j=1

w
(i)
j ςj

∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥
np∑
j=1

w
(i)
j ξjςj

∥∥∥∥∥ ≤ 0.1ε (2.55)

où ε est la pŕecision souhait́ee pour le calcul global dans la résolution d’́equations comme définisà l’équa-

tion (2.47).

Pour leśecoulements visqueux utilisant deséléments bilińeaires, un taux de convergence optimal peutêtre

obtenu, dans la limite d’un maillage infiniment fin, dans le cas où seulement leśequations relatives aux

termes constants et linéaires sont v́erifiées (e.g., Hughes, 1987).

Un cas test en comparaison avec une solution analytique aét́e ŕealiśe dans la section 4.1.1 sur une convection

forcée dans une cellule carrée pour laquelle la solution est indépendante du temps. Les points d’intégration

se d́eplacent dans l’espace plan, ceci altère leur distribution, et par conséquent, peut donner un schéma

d’intégration incorrect.

L’int égration de Gauss est le plus efficace des schémas d’int́egration que nous avons implantés, mais elle

n’est pas adaptée aux grandes déformations de la MEFPIL. Des résultats raisonnables sont obtenus en uti-

lisant4 particules (initialement) paŕelément de la grille la plus fine, et en ajustant leur poids, lorsque les

particules se d́eplacent avec l’́ecoulement. Toutefois,16 particules sont ńecessaires pour avoir suffisam-

ment de degŕes de libert́e pour obtenir la m̂eme pŕecision qu’avec le sch́ema d’int́egration de Gauss avec

quatre points en2D, en acceptant que certaines particules soient dans la mauvaise positionà l’intérieur d’un

élément pour contribuer̀a l’intégrale.

Par conśequent, comme illustré au paragraphe 4.1.1, nous recommandons l’utilisation de16 particules au

minimum parélément pour obtenir une précision comparablèa celle obtenue avec les4 points du sch́ema
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d’intégration de Gauss utilisé dans la ḿethode deśeléments finis classiques. La conclusion est que pour

intégrer un polyn̂ome d’ordre donńe en utilisant la position des particules, nous avons géńeralement besoin

de3 à5 fois (en2D) le nombre de points d’intégration utiliśes dans la quadrature de Gauss. La raison est que

les positions des points d’intégration ne peuvent pasêtre optimiśees, comme elles le sont pour l’intégration

de Gauss, mais elles sont détermińees par la position des particules dans l’élément.

2.6.2 Matricesélémentaires

Dans une formulation standard d’éléments finis, la matrice de viscosité pour unélémentAe est construite

par l’assemblage de matrices de viscositéAe
ab décrivant l’interaction entre deux nœuds de cetélément. Ces

matrices s’́ecrivent sous la forme géńerale :

Ae
ab =

∫

Ωe

BT
a ηBbdΩe (2.56)

où Ba et Bb sont les matrices associées respectivement au noeuda et b comprenant les d́erivées des fonc-

tions de forme, etη est la matrice des propriét́es du mat́eriau. Pour le cas particulier d’uńelémentà quatre

nœuds, la matricéelémentaire s’́ecrit :

Ae =




Ae
11 Ae

12 Ae
13 Ae

14

Ae
21 Ae

22 Ae
23 Ae

24

Ae
31 Ae

32 Ae
33 Ae

34

Ae
41 Ae

42 Ae
43 Ae

44


 (2.57)

Dans notre formulation, la matrice des propriét́es du mat́eriau est consid́eŕee comme appartenantà une

particule individuelle de m̂eme que sońetat actuel (temṕerature, pression et position) et ses variables de

temps (d́eformations totales plastiques, taux de déformation, etc ...). C’est une différence majeure avec la

méthode deśeléments finis classique où elle est une propriét́e du maillage puisque les points d’intégration

sont fixesà l’intérieur de celui-ci. Par conséquent, dans le contexte du schéma d’int́egration nuḿerique

discut́e au paragraphe 2.6.1, nous pouvonsécrire :

Ae
ab =

np∑
p=1

wpB
T
a (ξp)ηpBb(ξp) (2.58)

2.6.3 Śeparation et fusion de particules

Dans la MEFPIL, le volume de matièreétudíe est discŕetiśe à l’aide des particules. Chaque particule est

donc le support d’un petit voluméelémentaire. Initialement, nous associonsà chaque particule uńelément

de volume rectangulaire comme défini à la figure 2.7-a.

Un écoulement fluide proche d’un point de stagnation produit uneélongation dans une direction et corres-

pondà un raccourcissement dans la direction perpendiculaire. Cela a pour effet de distordre le volume local
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(a) (b) (c)

FIG. 2.7 – Le sch́ema d’int́egration devient plus compliqué lorsque les d́eformations du matériau produisent des

volumes locaux allonǵes pour les particules. (a) Configuration initiale , (b) l’écoulement pr̀es d’un point de stagnation

produit un allongement des domaines : les cercles noirs sont les points origines des particules et les cercles blancs

indiquent une nouvelle positioǹa l’intérieur du domaine original qui a un espacement entre particules proche de celui

original, (c) red́efinir les domaines autour des cercles noirs et des cercles blancs permet aux particules de contribuer

à l’intégrale du bońelément. Le fait que cette procédure produise des domaines qui s’entrecroisent est une indication

de la nature de l’approximation du schéma d’int́egration.

de chaque particule en un filamentétroit (figures 2.7-b). Cela signifie que le volume de fluide initialement

assocíe avec la particule s’étend maintenant sur plusieurséléments. Par contre, le schéma d’int́egration re-

concentre tout le volume de la particule sur le traceur qui est contenu par un seulélément. Dans le pire des

cas, cela peut laisser deséléments entìerement vides de traceur et d’autres considérablement représent́es.

(a) (b)

Particules compagnons
pour le calcul de la distortion

Particule transportant les 
variables de temps pour
l'intégration numérique

FIG. 2.8 – (a) Configuration initiale de la particule principale contenant les variables de temps et servant de point

d’intégration avec ses deux particules compagnons qui définissent deux vecteurs. (b) Configuration déformée.

La proćedure de śeparation des particules est faite pour s’assurer que le volume de fluide associé à la

particule ne devienne jamais trop distordu et ainsi qu’il soit proche du point où il est pris en compte dans

l’int égration, c’est-̀a-dire la particule elle-m̂eme.

Pour mesurer la distortion du volume, nous associonsà chaque particule (qui sert de point d’intégration)

deux particules compagnons en bordure du volume représent́e qui d́efinissent deux vecteurs initialement
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perpendiculaires dans le plan (figure 2.8-a). Ces deux particules compagnons sont déplaćees en fonction

du champ de vitesses nodales suivant les mêmes r̀egles que la particule principale. L’évolution des deux

vecteurs permet de définir un tenseur de transformationsdX du rep̀ere local d́efini par ces deux vecteurs

(figure 2.8-b). Lorsque la distortion calculée à partir dedX est suṕerieureà deux fois la dimension du

volume initial de la particule, la particule est sépaŕee en deux particules identiques dans la direction du

vecteur ayant subi le plus grand alongement.

Cette proćedure est illustŕeeà la figure 2.7-b òu les particules noires situées au centre de la région allonǵee

repŕesente l’occupant original des volumes de la figure 2.7-a. Le matériauà l’intérieur de l’́elément est peu

repŕesent́e par les particules qui contribuent vraimentà l’intégrale sur cet́elément. Les particules grisées

sont des additions faites pour corriger ce problème. Les volumes locaux correspondant aux nouvelles dis-

tributions de particules sont indiquésà la figure 2.7-c.

Une fois les particules divisées, les valeurs des variables de temps de la particule originale sont attribuées

aux copies. Pour s’assurer que l’approximation reste raisonnable, la division d’une particule doit avoir lieu

quand la distortion est petite, ce qui impose d’effectuer des divisions relativement souvent, d’où le choix

de deux fois la taille initiale de l’élément. Prendre un seuil de séparation pluśelev́e entrâınerait une plus

grande diffusion des variables internes et réduirait la pŕecision des ŕesultats.

Ces d́edoublements réguliers de particules induisent une augmentation exponentielle du nombre total de par-

ticules. Pour limiter cette croissance, nous allons chercherà faire fusionner les particules ayant les mêmes

propríet́es mat́eriaux et qui seraient suffisament proches. La distance entre une particule et ses voisines dans

un mêmeélément est calculéeà chaque pas de temps, et dès que cette distance est inférieureà A fois la

distance initiale (calculée à partir des tailles initiales de particules), ces deux particules sont fusionnées.

Le scalaireA est appeĺe l’apṕetit des particules car plus il estélev́e, plus les particules vont fusionner. Les

variables attribúeesà la nouvelle particule sont les moyennes des mêmes variables sur les deux particules

avant fusion.

Ces deux proćedures sont essentielles dans cette méthode, car elles permettent de garder une distribution re-

lativement uniforme des particules dans le plan tout en limitant l’utilisation d’un grand nombre de particules.

Cependant, comme le montre la figure 4.3, le nombre de particules est toujours croissant, ce qui augmente

d’autant l’espace ḿemoire ńecessaire. Il est très difficile de garder le nombre de particules constant au cours

des transformations. S’il diminuait, cela signifierait qu’au bout d’un certain temps, nous ne disposerions de

plus assez de particules pour garder une bonne approximation dans le calcul des intégrales. A d́efaut de

rester constant, il est préférable que le nombre augmente, plutôt qu’il ne diminue.

Une solution envisaǵee pour obtenir un nombre de particules moins fluctuant serait d’utiliser un critère

unique, par exemple la distance entre les particules, pour la procédure de fusion et pour celle de séparation.

Malheureusement, comme nous venons de le voir, la séparation des particules est faite pour garder un

volume repŕesentatif ”ramasśe” autour de la particule, et les fusions sont faites pouréliminer des particules

semblables et tellement proches qu’elles n’apportent rien de différent dans l’int́egration sur l’́elément. Nous

avons envisaǵe, pour ŕeduire l’augmentation du nombre de particules, de fusionner toutes les particules
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suffisament proches dans tout le domaine, et non pas seulement cellesà l’intérieur d’un m̂emeélément,

mais le côut nuḿerique de recherche de tous les voisins devient vite prohibitif.

2.6.4 Correspondance inverse dans uńelément

Dans la ḿethode deśeléments finis, lorsque le choix de fonctions de forme isoparamétriques áet́e fait, il est

habituel de faire un changement de variables pour calculer les intégrales telles qu’à l’équation (2.56) sur un

élément de ŕeférence. Cela simplifie grandement les calculs puisque tous leséléments ont le m̂emeélément

de ŕeférence. Dans la MEFPIL, unéetape supplémentaire est ńecessaire avant de faire ce changement de

variables. En effet, la position de chaque particule est connue dans le système global de coordonnées et

doit être pŕealablement calculée dans le système de coordonńees locales. Zhao et al. (1999) ont trouvé une

correspondance entre les deux repères pour deśeléments quadrilatéraux bilińeaires, mais une approche plus

géńerale est requise pour deséléments d’ordre suṕerieur et en3D.

eξ

eζ

y

x

xp

xn2
xn1

xn3
xn4

2hξ

2hζ

ξ

ζ

(-1,1)

(1,-1)

(1,1)

(-1,-1)

(a) (b)

FIG. 2.9 –Syst̀emes de coordonnées dans l’́elément ŕeél de l’espace global (a), et dans l’élément de ŕeférence (b).

Les notations sont donnéesà la figure 2.9 dans le cas bidimensionnel -l’extension en3D est directe.eξ eteς

sont des vecteurs unitaires dans la direction naturelle de l’élément distordu qui correspondent respective-

ment aux axesξ et ς dans l’́elément de ŕeférence.hξ ethς sont les dimensions caractéristiques de l’́elément.

Nous souhaitons faire correspondre les coordonnéesxp de la particulep aux coordonńeesξp dans l’́elément

de ŕeférence. La proćedure prend la forme d’itérations de pŕediction-correction : une valeur initiale deξp

est d́etermińee puis utiliśee pour pŕedire les coordonńees globauxx0
p,

ξp = (0, 0)

x0
p =

(
nen∑
n=1

Nn(ξp)xn,

nen∑
n=1

Nn(ξp)yn

)
(2.59)

où nen est le nombre de nœuds de l’élément et(xn, yn) sont leurs coordonńees.ξp et ςp sont calcuĺes via un
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certain nombre d’́etapes correctives :

ξp ← ξp + β
(
eξxx

(i)
p + eξyx

(i)
p

)
/hξ

ςp ← ςp + β
(
eςxx

(i)
p + eςyx

(i)
p

)
/hς

x(i+1)
p =

(
nen∑
n=1

Nn(ξp)xn,

nen∑
n=1

Nn(ξp)yn

) (2.60)

où i est le nuḿero de l’it́eration,β est un param̀etre de relaxation que l’on choisitégalà1.0 pour la premìere

itération et0.9 pour les suivantes. Quand les directionseξ et eς sont orthogonales, la résolution se fait en

uneétape. Autrement, il est nécessaire de réṕeter lesétapes de correction jusqu’à ce que la pŕediction de

x
(i)
p se trouve proche de la valeur connue dans une tolérance satisfaisante.

Le vecteurξp est aussi utiliśe pour chercher l’́elément qui contient la particulep. Les coordonńees dans

l’ élément de ŕeférence donnent une détermination imḿediate pour savoir si la particule se trouveà l’intérieur

ou à l’extérieur de l’́elément, m̂eme pour deśeléments fortement distordus. Pour qu’une particule appar-

tiennentà unélément, il faut et il suffit que ses coordonnées dans le repère de ŕeférence de cet́elément

vérifient :

‖ςp‖ ≤ 1 et ‖ξp‖ ≤ 1 (2.61)

Il se peut que l’́elément soit trop distordu pour trouver les coordonnées de ŕeférence d’une particule, dans ce

cas l̀a il l’est aussi pour cŕeer les matriceśelémentaires. En d’autres temes, pour des géoḿetries courantes,

cette proćedure est performante.

2.6.5 Advection des particules

A la fin de chaque it́eration, le champ de vitesse aét́e ŕesolu sur les nœuds. Pour prendre en compte les

grandes transformations, nous devons déplacer les particules en fonction de ce champ de vitesses nodales.

Une premìere possibilit́e serait simplement de calculer la nouvelle position par la relation suivante :

xt+∆t
p = xt

p + ∆t
∑

i

N i(xp)vi (2.62)

Cette relation du premier ordre n’a pas donné satisfaction sur la précision des ŕesultats. Une autre possibilité

est de d́eplacer la particule en fonction du champ de vitesse actuel, mais aussi en fonction de celui au pas de

temps pŕećedent. Cependant, cette approche est trop coûteuse en espace mémoire, car il faut stocker deux

fois le champ de vitesse. En pratique, un schéma d’int́egration d’ordre suṕerieur de type Runge-Kutta donne

de meilleur ŕesultats. Les schémas d’ordre suṕerieurà2 n’ont pas d́emontŕe un gain de pŕecision significatif

par rapport au côut de calcul.

Notre pŕeférence va donc vers un schéma du deuxìeme ordre aussi appelé sch́ema de pŕediction-correction.

L’ étape de pŕediction s’́ecrit :

xt+∆t/2
p = xt

p +
∆t

2
vt

p(x
t
p) (2.63)
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Elle permet de calculer la position de la particule au pas de temps médian. En ce point, la vitessevt+∆t/2
p

està nouveau interpoléeà partir des nœuds. Finalement, la nouvelle position de la particule est :

xt+∆t
p = xt

p + ∆t vt+∆t/2
p (2.64)

Ce sch́ema s’est av́eŕe avoir un tr̀es bon rapport précision sur côut. Si une meilleure précision est souhaitée

par l’utilisateur, nous conseillons de réduire le pas de temps utilisé plut̂ot que de choisir un schéma d’ordre

suṕerieur comme celui de Runge-Kutta d’ordre4, qui est tr̀es côuteux et peut m̂eme s’av́erer instable pour

des lois de comportement non linéaires. En l’absence de spécification de la part de l’utilisateur, un pas de

temps∆t est calcuĺe automatiquement de telle sorte qu’une particule ne traverse pas unélément en une

seule fois. Il peut s’́ecrire symboliquement sous la forme

∆t ∝ Plus petite dimension d’uńelément
Vitesse maximale calculée

(2.65)

Quelque soit la valeur de∆t sṕecifiée par l’utilisateur, cette valeur est la borne supérieure et ne peut donc

pasêtre d́epasśee.

2.6.6 Conditions limites Lagrangiennes

Une principale difficult́e avec un maillage Eulérien se situe dans l’application des conditions limites nor-

malesà la surface, car le maillage ne suit pas automatiquement la position du bord. Si les conditions limites

(vitesse ou force) sont dirigées vers l’int́erieur du domaine, alors la ḿethode requiert la création de nou-

velles particules pour représenter la matière rentrante. Si la direction est vers l’extérieur du domaine alors

les particules, et leurs variables d’histoire, sont perdues.

Pouréviter de telles difficult́es, nous recommandons de modifier le maillage entre deuxétapes de ŕesolution

pour suivre les conditions limites cinématiques perpendiculairesà la surface. Comme souligné par Sulsky

et al. (1994), la formulation n’est pas affectée par le changement de maillage, ayant lieu après que les

positions des particules aientét́e modifíees, puisque le maillage ne transporte aucune information autre que

la géoḿetrie du domaine et les conditions limites. La configuration du matériau et les informations sur

son histoire sont entièrement d́etermińees par les particules. M̂eme si cette proćedure peut ressembler sous

certains angles̀a une formulation ALE, elles sont difficilement comparables. En effet, nous n’avons aucune

variableà d́eplacer et par conséquent aucun problème de diffusion de l’information. En d’autres termes,

nous pouvons dire que dans la MEFPIL,à chaque configuration de particules, l’utilisateur est libre de venir

placer une grille, comme il le souhaite, pour l’aiderà ŕesoudre leśequations par la ḿethode deśeléments

finis.

De manìere ǵeńerale, le maillage peut̂etre compl̀etement ŕeǵeńeŕe pour avoir le nombre optimal de nœuds

et une configuration id́eale pour la nouvelle ǵeoḿetrie. Dans les exemples de compression donnés ici (para-

graphe 4.1.3 et 4.1.5), la topologie du maillage reste inchangée. Il est simplement redimensionné dans une

direction pour minimiser le côut des calculs des matrices de connectivité. Le bord contenant la condition li-

mite en vitesse est déplaće en fonction de cette vitesse et du pas de temps de calcul, le bord opposé reste fixe
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et tous les nœuds intermédiaires sont d́eplaćes proportionnellement̀a la distance qui les sépare de chaque

bord. Il est important d’utiliser la m̂eme proćedure d’advection pour les nœuds et pour les particules, afin

d’éviter, par exemple, que les nœudsà la frontìere ne d́epassent les particules.

2.6.7 Discussion

Les changements̀a mettre en œuvre pour permettreà tout code aux́eléments finis de prendre en compte les

grandes transformations par la MEFPIL restent relativement limités. Tout ce qui concerne les intégrations

sur unélément reste formellement identique, si ce n’est que les intégrations ne se font pas sur les points de

Gauss mais sur des particules. L’advection des particules est substituéeà celle des nœuds du maillage.

Seule une attention particulière doitêtre port́ee aux particules, afin qu’elles représentent le mieux possible la

matìere. L’augmentation du temps de calcul global causé par les proćedures ajout́ees est due au traitement en

moyenne de quatre fois plus de points d’intégration. De plus, ces particules doivent aussiêtre recherch́ees

parmi lesélémentsà chaque pas de temps et leurs coordonnées dans l’́elément de ŕeférence doivent̂etre

calcuĺees.
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3.1. Formulation en grandes transformations

Après avoir d́ecrit la structure du codeellipsis avec ses particularités par rapport̀a un code aux́eléments

finis classiques, nous allons présenter les lois de comportement qui ontét́e utilisées lors de cettéetude. Pour

prendre en compte les grandes transformations, ces lois de comportement sontécrites en forme incrémentale

avec des variables objectives (paragraphe 3.1).

Nous rappelons que les objectifs de ce travail de recherche, en plus de l’écoulement de matériaux h́et́erog̀e-

nes, sont de modéliser en grandes transformations les sols en géńeral, et plus particulièrement, les sols

granulaires et les roches stratifiées. Pour les premiers, il áet́e d́emontŕe par plusieurs auteurs que leur

comportement est mieux apprécíe avec l’utilisation de mod̀eles utilisant une variable qui décrit la micro-

structure granulaire. Parmi ces modèles, nous avons choisi la théorie de Cosserat (paragraphe 3.3) qui fait

apparâıtre une longueur interne au matériau et des vitesses de rotation indépendantes des vitesses moyennes

de la matìere. Pour les roches stratifiées, il est important d’être capable de suivre l’orientation des couches

au cours de leur d́eformation. Les mod̀eles anisotropes ici présent́es (paragraphes 3.4) utilisent l’orien-

tation des couches comme nouvelle variable cinématique du mod̀ele. Coupĺe avec la th́eorie de Cosserat

(paragraphe 3.4.3), ce modèle permet de prendre en compte des couches d’épaisseur non nulle. D’autre

part, l’élasticit́e doit être prise en compte dans certains cas. Avec le modèle viscóelastique, nous vou-

lons surtout mettre eńevidence le ph́enom̀ene de relaxation des contraintes. Dans certains processus de

déformation, des contraintes peuvent s’accumuler dans le matériau en un point du modèle et se relaxer

ailleurs. C’est par exemple le cas dans les zones de subduction ou lors de l’extrusion de certains matériaux.

Pour prendre en compte ce phénom̀ene tout en gardant la formulation de type ”fluide” du code, nous avons

ajout́e de l’́elasticit́e à la viscosit́e (paragraphe 3.2). Des modèles de comportementélastoviscoplastiques

sont pŕesents dans le code, mais sont introduits dans ce rapport qu’à l’annexe B, car ils font l’objet que d’une

seule application et sont propresà la ǵeophysique (viscosité fonction de la pression, de la température, de

la déformation plastique cumulée, etc ...). Pour la modélisation de l’́ecoulement du b́eton frais, nous avons

implant́e la loi de Bingham qui est couramment utilisée dans la rh́eologie des mortiers.

Aucune des lois ici pŕesent́ees n’́etaient incorpoŕees dans le code au début des travaux. Après une descrip-

tion de la formulation en grandes transformations, nous verrons la viscoélasticit́e pour des milieux continus

standard. Cette loi a nécessit́e uneétude approfondie sur la stabilité (paragraphe 4.1.2) et la précision (para-

graphe 4.1.3) du schéma nuḿerique emploýe. Dans une deuxième partie, nous traitons des milieux d’ordre

suṕerieur faisant intervenir d’autres variables que la vitesse et la pression. Dans un premier temps, nous

présentons la th́eorie des fr̀eres Cosserat qui est connue depuis plus d’un siècle. Par contre, les modèles

anisotropes ont́et́e d́evelopṕes durant ce travail de thèse sous la direction de Hans Mühlhaus et sont tout̀a

fait originaux. Leur implantation dans le code a aussi nécessit́e des d́eveloppements.

3.1 Formulation en grandes transformations

Pour qu’une variable soit utilisée dans une formulation en grandes transformations, il faut qu’elle ait une

propríet́e essentielle : l’objectivit́e.
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3.1.1 Objectivité

3.1.1.1 D́efinition

Si une entit́e math́ematique reste inchangée apr̀es une rotation de tenseurQ et une autre de tenseurQ0 tels

queQQ0 = 1, alors cette entité est objective. En d’autres termes, si une rotation de tenseurQ est appliqúee

au rep̀ere de ŕeférence, alors cette entité math́ematique est objective, si et seulement si, elle est transformée

de la m̂eme manìere que le rep̀ere lui-m̂eme. Les variables notées avec un astérisque sont celles expriḿees

dans le nouveau repère. L’objectivit́e s’́ecrit alors pour un scalaire :

S∗ = S (3.1)

pour un vecteur :

V ∗ = QV (3.2)

et pour un tenseur :

T ∗ = QTQT (3.3)

Pour un scalaire, le terme invariant est plus usité que le terme objectif. La conséquence d’une telle propriét́e

est que, par exemple, un tenseur objectif exprimé dans un rep̀ere, peut̂etre calcuĺe dans un autre repère par

simple transformation ǵeoḿetrique.

3.1.1.2 Variables cińematiques

Vérifionsà pŕesent l’objectivit́e de quelques variables cinématiques usuelles. Dans un premier temps, il est

utile de rappeler les propriét́es d’un tenseur de rotationQ et de sa d́erivée

QT = Q−1 ⇒ QQ−1 = 1 ⇒ Q̇QT + QQ̇
T

= 0 (3.4)

Le gradient des vitessesL n’est pas objectif car :

L∗ = (Q̇F )(QF )−1 = Q̇QT + QLQT (3.5)

où F est le tenseur des gradients des déplacements (1.2) . Cette non objectivité est seulement dueà la partie

antisyḿetrique deL. En fait, le tenseur d’élongationD est objectif :

D∗ =
1

2
(L∗ + L∗T ) =

1

2
(Q̇QT + QQ̇

T
) + QDQT = QDQT (3.6)

D est donc la variable cińematique pour les modèles des milieux continus standards.

Par contre, le tenseur de rotationω n’est pas objectif :

ω∗ =
1

2
(L∗ −L∗T ) =

1

2
(Q̇QT −QQ̇

T
) + QωQT (3.7)
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La non objectivit́e du tenseur de vorticité n’est pas un problème tant que cette variable n’est pas une variable

indépendante du modèle, ce qui signifie qu’elle n’apparaı̂t pas dans la loi constitutive du matériau.

Toutefois, dans le cas de la théorie de Cosserat, comme la vitesse angulaire est indépendante du champ de

vitesse lińeaire, nous avons besoin de définir un tenseur objectif de vitesse de rotation. Dans un premier

temps, nous d́efinissons la vitesse de rotation de Cosseratωc à partir du gradient angulaire de CosseratRc.

ωc = Ṙc(Rc)T et Rc∗ = QRc (3.8)

Le tenseur des vitesses de rotation s’écrit alorsω − ωc, et son objectivit́e est d́emontŕee par :

ω∗ − ωc∗ =
1

2
(L∗ −L∗T )− Ṙc∗ (Rc∗)T = Q(ω − ωc)QT (3.9)

Finalement, nous obtenons pour un milieu continu classique, aussi bien que pour un milieu continu de

Cosserat, une paire de tenseurs cinématiques objectifs qui permettent de définir une loi de comportement

objective et donc ind́ependante du repère choisi.

Dans le cas de modèles de milieux continus faisant intervenir une rotation, il faut définir une nouvelle

variable objective tensorielleγ, définie par :

γij = vi,j + eijkω
c
k (3.10)

où eijk est le symbole de permutation défini par :

eijk =





1 si (i, j, k) ∈ {(1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1)}
−1 si (i, j, k) ∈ {(3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3)}
0 si i = j ou i = k ou j = k

(3.11)

Nous pouvons ainsi retrouver le tenseur des déformations par la relation :

Dij =
1

2
(γij + γji) (3.12)

et la partie antisyḿetrique par :

ωi − ωc
i = −1

4
eikl(γkl − γlk) (3.13)

3.1.1.3 Variables de contraintes

Le tenseur des contraintes est objectif, car il ne contient aucun terme dérivé par rapport au temps, soit :

σ∗ = QσQT (3.14)

En grandes transformations, nous utilisons une formulation incrémentale. En plus du tenseur des contraintes,

nous devons calculer le tenseur incrément de contraintes pour la loi constitutive. Malheureusement, ce ten-

seur n’est pas objectif :

σ̇∗ = Q̇σQT + Qσ̇QT + QσQ̇
T

(3.15)
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Chapitre 3. Mod̀eles rh́eologiques

Il faut donc d́efinir un nouveau tenseur objectif de taux de contraintes. Pour cela, calculons la transformée

du tenseur des contraintes par une double rotation, la premièreétant l’inverse de la deuxième.

QT σ̇∗Q = ωσ + σ̇ + σωT (3.16)

Nous en d́eduisons que pour définir un nouveau tenseur de taux de contraintes objectif, la partie non-

objectiveωσ + σωT doit être soustraite. Puisque le tenseur des rotationsω est antisyḿetrique, il v́erifie

ωT = −ω. Le tenseur d́erivé de Jaumann peut alorsêtre d́efini par :

O
σ= σ̇ − ωσ + σω (3.17)

Steinmann (1994) explore les différentes propriét́es et possibilit́es pour d́efinir un tenseur de taux de contrain-

tes qui soit objectif. Parmi toutes ces possibilités, nous retiendrons les trois plus significatives pour le type

d’applications qui nous intéressent. C’est-à-dire le tenseur de Jaumann pour les applications avec le modèle

continu classique (sans rotation additionnelle) en viscoélasticit́e, sonéquivalent
•
σ défini avec la rotation de

Cosseratωc

•
σ= σ̇ − ωcσ + σωc (3.18)

et le tenseur
◦
σ, ci-dessous d́efini, avec la rotation du directeurωn dans la cas de matériaux anisotropes

◦
σ= σ̇ − ωnσ + σωn (3.19)

3.1.2 Le premier tenseur des d́erivées des contraintes de Piola-Kirchhoff

n
R n

(a) (b)

∂A

∂AR

FIG. 3.1 –(a) configuration de référence et (b) configuration actuelle.

Si unélément de surface (figure 3.1-a) de normalenR et de surface∂AR dans sa configuration initiale est

transforḿe durant un processus de déformation (figure 3.1-b), la formule de Nanson s’écrit :

n dA = det(F )
(
F−1

)T
nR dAR (3.20)
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où det(F ) est le Jacobien de la transformation. En utilisant l’équation (3.20), les contraintes de traction sur

cette surface sont :

t dA = σ n dA = det(F )σ
(
F−1

)T
nR dAR (3.21)

Nous reconnaissons dans cetteéquation le premier tenseur de Piola-KirchhoffS défini pardet(F )σ
(
F−1

)T
.

La dérivée temporelle deS est calcuĺee comme suit :

Ṡ =
˙

det(F )σ
(
F−1

)T
+ det(F )σ̇

(
F−1

)T
+ det(F )σ

˙(
F−1

)T

=
[

˙
det(F )σ + det(F )σ̇ − det(F )σ

(
F−1

)T
(Ḟ

T
)
] (

F−1
)T

(3.22)

= det(F )
[∇v σ + σ̇ − σLT

] (
F−1

)T

où les propríet́es tensorielles suivantes ontét́e utilisées :

˙
F−1F = 0 ⇔ Ḟ

−1
= −F−1Ḟ F−1 et ∇v =

˙
det(F )

det(F )
(3.23)

Si le rep̀ere transforḿeX tend vers le rep̀ere initialXR (hypoth̀ese des petites déformations), alorsF tend

versI. Pour des pas de temps infiniment petits, l’équation (3.24) s’écrit :

Ṡ = ∇v σ + σ̇ − σLT (3.24)

Par analogie, le premier tenseur de contraintes couple de Piola-Kirchhoff pour le modèle de Cosserat peut

être d́efini par :

m = det(F )µ
(
F−1

)T
(3.25)

et sa d́erivée par rapport au temps suit la relation :

ṁ = ∇v µ + µ̇− σLT (3.26)

Cette section nous a permis d’introduire les variables nécessaires pour traiter les lois de comportement

en grandes transformations. Dans la suite de ce travail, nous nous plaçons dans l’hypothèse d’incŕements

infiniment petits, c’est-̀a-dire que nous utilisons les relations (3.24) et (3.26).

3.2 Modèles rh́eologiques en grande transformation

3.2.1 Introduction

La loi de comportement de base du codeellipsis est la viscosit́e linéaire de Newton qui exprime la pro-

portionnalit́e des contraintes et des vitesses de déformations. Dans un premier temps, la viscoélasticit́e a

ét́e introduite pour prendre en compte les effets de restitution des contraintes au cours d’un processus de
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déformation. En ǵeophysique, ce phénom̀ene est primordial pour expliquer la forme des zones de subduc-

tion, là òu une plaque tectonique passe sous une autre sous l’effet de déplacement. Durant ce processus, des

contraintes internes s’accumulent et se restituent plus loin pour redonner la forme initiale de la plaque.

D’autre part, certains matériaux pŕesentent des comportements visqueux non linéaires. Par exemple, le com-

portement thixotrope du béton frais peut̂etre mod́elisé par une viscosité en fonction du taux de cisaillement

qui est introduite au paragraphe 3.2.3.

3.2.2 Viscóelasticité

(a) (b) (c)

µ

µ1

µ2

µ

η

η1

η2

η

FIG. 3.2 –(a) Mod̀ele de Maxwell, (b) mod̀ele de Kelvin et (c) mod̀ele de Burger.

Plusieurs mod̀eles analogiques de viscoélasticit́e existent dans la littérature, les deux plus simples en unidi-

mensionnel sont représent́es par seulement un amortisseur et un ressort. Des modèles plus sophistiqúes sont

souvent utiliśes, notamment en génie civil, pour mod́eliser le comportement du béton. Un exemple de ces

mod̀eles est repŕesent́e à la figure 3.2-c, ce modèle parfois appelé mod̀ele de Burger introduit deux temps

de relaxation pour le matériau.

Dans un premier temps, nous souhaitons modéliser le ph́enom̀ene de viscóelasticit́e plut̂ot que le com-

portement d’un matériau en particulier. Le ressort et l’amortisseur peuventêtre dispośes, soit en parallèle

pour donner le mod̀ele de Kelvin/Voigt (figure 3.2-b), soit en série pour donner le modèle de Maxwell

(figure 3.2-a).

Nous avons choisi ce dernier, car il est le plus couramment utilisé dans la communauté scientifique de

géophysique. De plus, il présente l’avantage d’être l’extension naturelle des lois de comportement vis-

queuses et il minimise donc les changementsà apporter dans le code. Dans le modèle de Maxwell, le taux

de d́eformation est la somme d’une partie visqueuse et d’une partieélastique
O
τ

2µ
+

τ

2η
= Dv

′ + De
′ = D′ (3.27)
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où
O
τ est le tenseur des taux de contraintes déviatoriques de Jaumann d’unélément du milieu continu,µ est

le module de cisaillement etη est la viscosit́e.D′ est la partie d́eviatorique deD. Une relation analogue est

utilisée pour les contraintes isotropes (pression)

ṗ

Ke

+
p

ξ
= −tr(D) (3.28)

où Ke et ξ sont respectivement les modules de compressibilité élastique et visqueux.

Lors du choix de la formulation, un dilemme s’est posé entre une formulation fluide et donc basée sur

la viscosit́e avec l’ajout de l’́elasticit́e, et une formulation solide basée sur l’́elasticit́e avec l’ajout de la

viscosit́e. Les deux approches sont possibles avec le code, mais nous avons préféŕe l’approche fluide, car

elle est plus dans l’esprit de la méthode nuḿerique òu de tr̀es grandes transformations peuvent avoir lieu.

Nous devons discrétiser leśequations (3.27) et (3.28) dans le temps afin de les implanter dans le code. Nous

prenons le sch́ema classique des différences finies, soit :

O
τ

t+∆te≈ τ t+∆te − τ t

∆te
− ωtτ t + τ tωt (3.29)

et pour la pression :

ṗ ≈ pt+∆te − pt

∆te
(3.30)

où les exposantst et t + ∆te indiquent respectivement les valeurs au temps actuel et au temps futur.∆te est

un pas de temps qui décrit l’échelle de temps adéquate pour la variation des contraintesélastiques. Ce pas

de temps peut̂etre diff́erent de∆t choisi pour d́eplacer les particules lors de la phase d’advection.

Avec les discŕetisations temporelles deséquations (3.29) et (3.30), leséquations (3.27) et (3.28),écrites au

tempst + ∆te, deviennent respectivement

τ t+∆te =
2η∆te

α + ∆te
D′t+∆te +

α

α + ∆te
τ t +

α∆te

∆te + α
(ωtτ t − τ tωt) (3.31)

et

pt+∆te = − ξ∆te

β + ∆te
tr(Dt+∆te) +

β

β + ∆te
pt (3.32)

où α = η/µ etβ = ξ/Ke sont respectivement les temps de relaxation en cisaillement et en compressibilité.

Leséquations ci-dessus peuventêtre simplifíees par la d́efinition d’une viscosit́e effectiveηeff et d’un mo-

dule de compressibilité effectifξeff tels que :

ηeff = η
∆te

∆te + α
et ξeff = ξ

∆te

∆te + β
(3.33)

Les contraintes d́eviatoriques s’expriment alors par la relation

τ t+∆te = ηeff

(
2D′t+∆te +

τ t

µ∆te
+

ωtτ t − τ tωt

µ

)
(3.34)
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La partie à droite de l’́egalit́e se compose de trois parties distinctes. Nous trouvonsà gauche la loi de

comportement quasi-visqueuse avec des propriét́es de mat́eriau modifíees (ηeff) par rapport̀a la viscosit́e

pure, au centre un terme qui est fonction des contraintes au pas de temps préćedent et repŕesente donc la

relaxation des contraintes internes, et enfinà droite, la modification ǵeoḿetrique (rotation) que subit le

tenseur des contraintes, lors de son advection avec sa particule support entre deux pas de temps de calcul.

De manìere semblable, les pressions s’expriment par la relation

pt+∆te = ξeff

(
−tr(Dt+∆te) +

pt

Ke∆te

)
(3.35)

Dans cette relation, nous retrouvons la loi de comportement modifiée et la relaxation dans le temps des

pression, mais il n’y a aucun terme spécifique au transport des pressions, car il s’agit d’un scalaire qui n’a

donc pas besoin d’être ŕeorient́e.

Cette approche minimise les modifications dans le code numérique mod́elisant d́ejà des fluides visqueux.

En effet, au lieu d’utiliser des valeurs physiques pour la viscosité et la compressibilité, nous utilisons des

valeurs effectives (3.33) pour prendre en compte l’élasticit́e. Puis, lors du calcul des termes de force, nous

ajoutons les contraintes internesélastiques provenant du pas de calcul préćedent, oúeventuellement, des

conditions initiales en suivant la relation

F e,t
i = − ηeff

µ∆te
τ t
ij,j +

ξeff

Ke∆te
pt

,i (3.36)

Par conśequent, l’́equation d’́equilibre s’́ecrit :

τ t+∆te

ij,j − pt+∆te

,i + fi + F e,t
i = 0 (3.37)

En choisissant une discrétisation temporelle pour le matériau (∆te) indépendante du pas de temps utilisé

pour l’advection nuḿerique (∆t), il est ńecessaire pour une particule de matière donńee de transporter avec

elle un historique de contraintes sur plusieurs pas de temps d’advection (correspondantà plusieurs solutions

pour le champ des contraintes). Cela est réaliśe, en moyennant lińeairement dans le temps, le tenseur des

contraintes stocḱe sur une particule donnée, avec le nouveau tenseur des contraintes (σt) au m̂eme point :

σt+∆t =

(
1− ∆t

∆te

)
σt +

∆t

∆te
σt+∆te (3.38)

La stabilit́e de ce sch́ema au premier ordre estétudíee dans la section 4.1.2 et un cas test qualitatif est réaliśe

à la section 4.1.3.

3.2.3 Non lińearités

En premìere approche, le béton frais peut se modéliser par un fluide Newtonien (figure 3.3-a) pour lequel

la contrainte de cisaillementτ est proportionnellèa la vitesse de cisaillementγ̇ :

τ = η γ̇ (3.39)
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FIG. 3.3 –(a) Mod̀ele Newtonien, (b) loi de Bingham et (c) modèle en puissance rhéóepaississant avec seuil.

Toutes lesétudes rh́eologiques ont cependant montré un comportement beaucoup plus complexe. Les

résultats d́ependent fortement de la composition du béton mais aussi, du type de rhéom̀etre utiliśe pour

quantifier la rh́eologie (Nachbaur et al., 2001). De manière ǵeńerale, nous pouvons noter que le béton frais

présente un comportement visqueux dépendant de la vitesse de cisaillement, ce qui peutêtre mod́elisé, par

exemple, par un modèle en puissance :

τ = Aγ̇n (3.40)

Les fluides rh́eóepaississants (figure 3.3-c) sont obtenus avecn > 1 et les fluides thixotropes avecn < 1.

Les mod̀eles sans seuil de cisaillement, ne sont capables de modéliser que des b́etons, dont l’affaissement au

cône d’Abrams est la hauteur totale du cône. En effet, tant qu’une contrainte s’applique sur la matière, elle

s’écoule. Ceci n’est́evidemment pas représentatif de la ŕealit́e, notamment pour les bétons dits ordinaires

qui peuvent avoir des affaissements au cône d’Abrams tr̀es faibles. Un seuil de cisaillementτ0 est donc

rajout́e au mod̀ele Newtonien pour donner le modèle de Bingham (figure 3.3-b) :

τ = τ0 + ηpγ̇ (3.41)

Pour ce mod̀ele,ηp est appeĺee la viscosit́e plastique. De m̂eme un seuil de cisaillement peutêtre adjoint au

mod̀ele en puissance pour obtenir :

τ = τ0 + Aγ̇n (3.42)

D’autres mod̀eles bien plus complexes sont présents dans la littérature (de Larrard et al., 1998). Hu (1995)

a montŕe que le mod̀ele de Bingham est le plus représentatif du comportement du béton frais. Certains
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FIG. 3.4 –Modèle de Bingham modifíe pour diff́erentes valeurs dem. (a)m = 1, (b) m = 10 et (c)m = 100.

mod̀eles sont plus performants, mais uniquement pour un type précis de rh́eom̀etre et de b́eton. Le mod̀ele

de Bingham est donc implanté dans le codeellipsis.

Le point anguleux (̇γ = 0 et τ = τ0) pose un probl̀eme nuḿerique qui est ŕesolu en appliquant un modèle

de Bingham modif́e dont l’́ecriture est :

τ = (1− e−mγ̇)τ0 + ηpγ̇ (3.43)

Cette modification introduit un paramètre suppĺementairem qui est fonction de la concavité souhait́ee

autour du point anguleux. La figure 3.4 présente les courbes pour différentes valeur dem. Une valeur de

m = 100 est juǵee satisfaisante pour représenter le mod̀ele de Bingham dans la gamme de vitesse de

déformationétudíee.

Ce mod̀ele est utiliśe dans la section 4.2.2 pour le comportement du mortier.

3.3 Milieux continus de Cosserat

3.3.1 Introduction

La description des milieux continus avec des rotations indépendantes áet́e introduite par Cosserat and Cos-

serat (1909) au d́ebut du sìecle dernier. En l’absence d’outils numériques, l’approche de Cosserat aét́e

largement utiliśee pour les mod̀eles non lińeaires de la ḿecanique des structures. Les barres (Simo and

Vu-Quoc, 1986), les plaques et les coques (Simo and Fox, 1989) ont souventét́e d́ecrites comme des lignes

et des surfaces de Cosserat avec un directeur. Plus récemment, un nouveau regain d’intér̂et pour les mi-

lieux micropolaires a eu lieu dans les calculsà la rupture avec localisation des déformations. Aujourd’hui,

il a ét́e clairement montŕe par Bazant (1976), Peerlings et al. (1996) et bien d’autres, que la modélisation
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numérique, par la ḿethode des milieux continus classiques, des matériaux adoucissants ou des opérateurs

non syḿetriques tel que la plasticité non associée, entrâıne une d́ependance de la réponse non lińeaire par

rapport au maillage quand la déformation est localiśee dans une zonéetroite. Les scientifiques, en recher-

chant un rem̀ede contre cette dépendance, ont remis au goût du jour l’approche micropolaire, puisque les

rotations sont importantes dans les bandes de rupture où les ḿecanismes de cisaillement jouent un rôle

prépond́erant. Cette nouvelle approche pour régulariser la d́ependance au maillage des problèmes de locali-

sation áet́e utilisée par M̈uhlhaus and Vardoulakis (1987), Mühlhaus (1989), de Borst (1991) et Steinmann

and Willam (1991).

Même avec des comportements linéaires, la th́eorie de Cosserat permet de modéliser l’effet de couche

limite. C’est dans ce cadre là que nous allons utiliser ce modèle des milieux continus d’ordre supérieur.

3.3.2 Sens physique

3.3.2.1 Point de vue des contraintes

Contraintes internes L’id ée des milieux continus de Cosserat ou micropolaire (Eringen, 1968) est basée

sur l’hypoth̀ese, que les forces, exercées par une partie d’un solide sur une autre partie, peuventêtre

repŕesent́ees sur la facette servant de frontière aux deux parties par un vecteur de contraintes (σ · n) et

un vecteur de contraintes couples (µ · n). La notation des diff́erentes composantes est présent́ee à la fi-

gure 3.5 dans un espace plan.

σ
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x

µ
yz

y

x

σ
xy

σ
yx

σ
xx

µ
xz

σ
yy

σ
xy

σ
yx

σ
xx

(a) (b)

FIG. 3.5 –Composantes des vecteurs de contraintes pour les milieux continus classiques (a) et de Cosserat (b).

Nous pouvons imḿediatement d́eduire de l’́equation d’́equilibre en rotation (3.44) que le tenseur des con-

traintes n’est plus syḿetrique, parce que le terme en rotation vient perturber l’égalit́e entreσxy etσyx.

µzx,x + µzy,y + σxy − σyx + m = 0 (3.44)
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où m repŕesente un couple volumique. Le tenseur des contraintes couplesµ entrâıne l’existence de micro-

courbures, en plus des déformations classiques en traction et cisaillement. Un exemple de force volumique

de type Cosserat sont les champsélectro-magńetiques tels que ceux des foursà micro-ondes et du fonc-

tionnement des cristaux liquides. Cependant, même en l’absence de force volumique en rotation, la théorie

de Cosserat fournit un modèle d’ordre suṕerieur avec une longueur interne qui est très int́eressant dans

plusieurs domaines.

Conditions aux limites en effort La mod́elisation de l’interaction entre un solide (1) et un solide (2) le

long d’une surface de contact peutêtre explicite ou implicite. Dans le premier cas, la connaissance exacte de

la géoḿetrie de l’interface est requise. Cette approche sera réserv́eeà une mod́elisationà l’échelle de la ligne

de contact. Ŕeciproquement, une modélisation implicite sera reservée aux cas, òu seule la ŕeponse globale

de l’interaction est souhaitée. Dans ce cas, l’interface est modélisée par une courbe lisse et l’eccentricité

des forces, par rapportà la ligne moyenne, est prise en compte par l’ajout des contraintes couples le long

de l’interface. De cette manière le solide (1) est représent́e par un rectangle (figure 3.6-b) sur lequel, le long

de l’interface lińeaire, agissent des contraintes linéaires et des contraintes couples (figure 3.6-c)égales en

moyennèa la force locale multiplíee par l’eccentricit́e de la force.

(a) (b) (c)

Solide (1) Solide (1)

Solide (2)

Solide (1)

Contraintes +
contraintes couplesµ

σ

FIG. 3.6 –Modèles de surface de contact rugueuses. (a) Configuration réelle, (b) mod̀ele ǵeoḿetrique et (c) mod̀ele

de contraintes.

3.3.2.2 Point de vue cińematique

Mat ériaux stratifi és Dans le cas d’une poutre stratifiée en flexion (figure 3.7-a), le modèle des milieux

continus standard donne comme résultats des vitesses linéaires et une vitesse angulaireω constante dans

toute la section transverse. Par contre, le modèle de Cosserat peut modéliser la vitesse de rotation de chaque

coucheωc de la poutre ind́ependamment de la rotation moyenneω.

Matériaux granulaires Peut-̂etre que la raison la pluśevidente pour utiliser la th́eorie de Cosserat, est

l’ étude du comportement par un modèle continu de matériaux granulaires, tels que les sables. Les remarques

faites dans le cas des conditions limites en contraintes restent valables. C’est-à-dire, soit nous souhaitons

mod́eliser l’interaction des grains pris individuellement et il faut utiliser une méthode discr̀ete avec une
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x

y

(a) (b)

ω3

ωc
y

x

3

FIG. 3.7 – Déformations dans un matériau stratifíe en cisaillement. (a) configuration initiale et (b) configuration

déformée.
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FIG. 3.8 –Trois micro-ḿecanismes diff́erents qui m̀enentà la m̂eme macro-d́eformation. (a) Etat initial, (b) glisse-

ment, (c) rotation et (d) roulement.

description explicite des grains, soit nous nous intéressons̀a la ŕeponse globale du système et la ḿethode

continue de Cosserat est plus performante. Pour illustrer ce point, nousétudions le comportement d’un em-
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pilement cubique de particules circulaires (Oda and Iwashita, 1999). La configuration initiale est présent́ee

à la figure 3.8-a. Cet empilement peutêtre d́eformé par3 micromécanismes diff́erents qui donnent tous un

empilement final de type cubique tétráedrique :

1. Les particules des couches horizontales supérieures2,3,...glissent respectivement sur les particules

des couches inférieures1,2,... sans aucune rotation de la part des particules (figure 3.8-b).

2. Les particules des couches horizontales supérieures1, 2,... glissent d’abord sans rotation sur leur

droite sur les particules des couches3, 4, ..., et le tout tourne de manière rigide d’un angle de300 dans

le sens des aiguilles d’une montre par rapportà l’axez.

3. Les particules des couches horizontales3, 5, ... se d́eplacent lat́eralement en roulant sur les particules

des couches2, 4, ...(figure 3.8-d).

Dans la th́eorie de Cosserat, comme la vitesse de rotation intrinsèque des particules est prise en compte,

les trois configurations finales peuventêtre diff́erencíees. La ŕeponse du mod̀ele de Cosserat est donc plus

proche de la ŕealit́e physique du ph́enom̀eneà l’échelle microscopique.

3.3.3 Mesures de d́eformation pour le modèle de Cosserat

Des mesures de taux de déformations pour le mod̀ele de Cosserat sont présent́ees en3D et, par souci de

clart́e, illustŕees dans un espace plan. Prenons pour hypothèse que les taux de déformations sont infiniment

petits et fixons un rep̀ere rigideà chaque point de matière (x,y,z) d’un solide dans un repère cart́esien. Lors

du processus de déformation, les points de matière, ainsi que leur repère, tournent̀a une vitesse angulaire

ωc en plus de leur translatioǹa la vitesseu (figure 3.9).

y

v2,1

-v1,2

(a) (b)

x

y

x

ωc
3

FIG. 3.9 – (a) Etat de ŕeférence et (b)́etat apr̀es d́eformation òu la vitesse de rotation moyenne de l’élémentω3 =
1
2(v1,2 − v2,1) est diff́erencíee de la vitesse de rotation de Cosseratωc

3.

L’exposantc est utiliśe pour diff́erencier la vitesse de rotation de Cosseratωc, indépendante deu, de la
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vitesse de rotation standardω telle que

ωk =
1

4
eijk(vj,i − vi,j) (3.45)

où (·),k désigne la d́erivée partielle∂(·)/∂xk. Pour obtenir cette relation, nous avons utilisé la relation qui

transforme tout tenseur antisymétriqueX en un vecteur

Xk = −1

2
eijkXij ou Xij = −eijkXk (3.46)

Pour un milieu continu standard, le tenseur des taux de déformations est représent́e par :

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) (3.47)

Dans la th́eorie de Cosserat, comme un terme en rotation aét́e ajout́e, en plus du tenseur des taux de

déformations classiquesεij, il y a un param̀etre de taux de d́eformation additionnel,

ωrel = ω − ωc (3.48)

qui repŕesente la vitesse de rotation relative entre l’élément de matière et le rep̀ere rigide associé. Dans ce

cas, le tenseur des taux de déformations peut s’exprimer par le tenseur des vitesses de distortionγ défini

en (3.10) et par le vecteur représentant la mesure de la vitesse de rotation relative entre les repères rigides

voisins,

χT =
[

ωc
1,2 ωc

1,3 ωc
2,1 ωc

2,3 ωc
3,1 ωc

3,2

]
(3.49)

Au final, les milieux continus de Cosserat sont décrits cińematiquement par le couple de tenseur (γ,χ),

ce qui donne six mesures de déformations en2D et quinze en3D. Pour une formulation incrémentale, ces

variables sont reliées par une loi de comportement aux taux des contraintes de Piola-Kirchhoff au sens de

Jaumann.

3.3.4 Equation d’́equilibre standard

Dans un premier temps, nous présentons leśequations d’́equilibre pour un milieu de Cosserat telles qu’elles

le sont habituellement pour une formulation avec l’hypothèse des petites transformations.

L’ équation de conservation de la masse s’écrit :

∂ρ

∂t
+ (ρvi),i = 0 (3.50)

où ρ est la densit́e du mat́eriau etv est le champ des vitesses. Leséquations d’́equilibre local d’unélément

de matìere s’́ecrit :

σij,j + ρ(bi − v̇i) = 0 (3.51)

µij,j − eiklσkl + ρ(mV
i − ḋi) = 0 (3.52)

(3.53)
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où ρb et ρmV repŕesentent les forces volumiques respectivement en translation et en rotation, etρv̇ et ρḋ

sont les termes d’inertie respectivement en translation et en rotation.

Il s’agit des m̂emeśequations d’́equilibre que pour un milieu continu standard, mais dans le cas des milieux

de Cosserat l’́equation (3.52) n’est pas trivialement nulle.

En ǵeńeral, le tenseur des contraintes de Cauchyσ est non syḿetrique bien que la syḿetrie puissêetre

retrouv́ee dans le cas particulier où mV et µ forment un syst̀eme auto-́equilibŕe. Par conśequent, la non

symétrie peut ne paŝetre tr̀es marqúee dans les applications où l’ échange d’́energie entre la partie linéaire

et la partie angulaire est faible.

Pour le calcul aux́eléments finis, la forme faible deséquations d’́equilibre est requise. Ces formes faibles

sont obtenues de manière usuelle en multipliant respectivement leséquations (3.51) et (3.52) par des fonc-

tions testui etϕi. L’int égration sur un volume et l’application du théor̀eme de Gauss donnent :
∫

V

(σij(ui,j + eijkϕk) + µijϕi,j)dV =

∫

V

ρ
(
(bi − v̇i)ui + (mV

i − ḋi)ϕi

)
dV

+

∫

S

(tiui + mS
i ϕi)dS (3.54)

L’ équation (3.54) doit̂etre v́erifiée pour tout couple(ui, ϕi) cinématiquement admissible. C’est-à-dire que

ces fonctions doivent v́erifier deux propríet́es. Premìerement, elles doivent s’annuler le long des bords du do-

maineΩ où des conditions limites sont imposées. Deuxìemement, sin est l’ordre de d́erivation le pluśelev́e

pour un degŕe de libert́e dans leśequations diff́erentielles, alors le degré de libert́e virtuel correspondant doit

être continuement d́erivable au moins̀a l’ordre(n− 2). Pour les milieux standards,n vaut ǵeńeralement2,

donc les vitesses virtuelles doiventêtre continuement différentiables̀a l’ordre0 (continues).

3.3.5 Formulation incrémentale

Les probl̀emes non lińeaires sont ǵeńeralement ŕesolus sous la forme d’une succession de problèmes lińeari-

sés et ńecessitent donc l’écriture d’́equations sous forme incrémentale. Nous avons choisi de décrire les

grands d́eplacements comméetant la somme incrémentale de petits déplacements.

3.3.5.1 Equation d’́equilibre incr émentale

Les équations (3.51) et (3.52) restent toujours valables, mais nous devons aussi développer deśequations

d’équilibre sur les incŕements.

L’ équation d’́equilibre en translation s’écrit :
∫

∂V

σijnjdS = 0 (3.55)

et en rotation :
∫

∂V

(µijnj + Xij × tj)dS = 0 (3.56)
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où Xij est le gradient du vecteurX des coordonńees spatialesXi. Après d́erivation par rapport au temps,

l’ équation (3.55) s’écrit :

∫

∂V

(σ̇ij + σik(vk,j − Ljk)) njdS =

∫

∂V

ṠijnjdS =

∫

V

Ṡij,jdV = 0 (3.57)

Ce qui donne la premièreéquation d’́equilibre incŕementale

Ṡij,j = 0 (3.58)

où S a ét́e d́efini à l’équation (3.24).

A présent, la d́erivée temporelle de l’équation (3.56) donne

∫

V

ṁij,j +

∫

∂V

˙eiklXkσljnjdS = 0

⇔
∫

V

ṁij,j +

∫

∂V

eikl

(
vkσlj + XkṠlj

)
njdS = 0 (3.59)

⇔
∫

V

ṁij,j +

∫

V

eikl

(
vk,jσlj + vkσlj,j + Ṡlk

)
njdS = 0

En l’absence de force volumique, qui sont usuellement placées dans le membre de droite du principe des

puissances virtuelles, le gradient des contraintesσlj,j est nul. Ce qui donne la secondeéquation d’́equilibre

sous forme incŕementale

ṁij,j − eilk

(
Ṡlk + vk,jSlj

)
= 0 (3.60)

Pour les grandes déformations, en plus deséquations entières nous disposons de la forme incrémentale des

équations d’́equilibre :





Ṡij,j = 0

ṁij,j − eilk

(
Ṡlk + vk,jSlj

)
= 0

(3.61)

Dans le d́eveloppement deśequations incŕementales, nous serons amenésà utiliser leséquations entières

pour simplifier les relations.

3.3.5.2 Forme faible incŕementale

Dans le but d’implanter ceśequations d’́equilibre (3.61) dans un code auxéléments finis, il nous faut

développer leur forme faible. A un temps donné t, le th́eor̀eme de Gauss donne l’équation suivante

∫

∂V

σijvinjdS +

∫

∂V

µijωinjdS =

∫

V

(σij,jvi + µij,jωi) dV +

∫

V

(σijvi,jµijωi,j) dV (3.62)
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La dérivation de l’́equation (3.62) donne

∫

∂V

(
σij + Ṡijdt

)
vinjdS +

∫

∂V

(µij + ṁijdt) ωinjdS =
∫

V

(
σij,j + Ṡij,jdt

)
vidV +

∫

V

(µij,j + ṁij,jdt) ωidV + (3.63)
∫

V

(
σij + Ṡijdt

)
vi,jdV +

∫

V

(µij + ṁijdt) ωi,jdV

En écrivant l’́equation d’́equilibre (3.62) au tempst, et en utilisant leśequations d’́equilibre incŕementa-

les (3.61) ainsi que la définition deγ (3.10), nous obtenons

∫

V

(
Ṡijγij + ṁijω

c
i,j

)
dV =

∫

∂V

(
Ṡijvi + ṁijω

c
i

)
njdS +

∫

V

vj,kσikω
c
ijdV (3.64)

Les expressions du côté gauche de l’́equation (3.64) sont́ecrites au temps actuelt. Les quantit́es sur la droite

sont, soit des variableśecrites au pas de temps préćedent(t−∆t), soit des conditions limiteśecrites sur la

configuration de ŕeférence qui est la configuration au temps(t−∆t), elles sont donc connues. En remplaçant

les expressions dėσ et µ̇ par les d́erivées de Jaumann, dans les définitions deṠ (3.24) et deṁ (3.26), nous

pouvons exprimer ces derniers en fonction des dérivées des tenseurs de contraintes de Piola-Kirchhoff (
?

σ,
?

µ) :

Ṡ =
?

σ +ωσ − σω − σLT et ṁ =
?

µ +ωµ− µω − µLT (3.65)

En remplaçant ces valeurs dans l’équation (3.64), nous obtenons la relation

∫

V

(
?

σij γij+
?

µij ωc
i,j

)
dV =

∫

V

vj,kσikω
c
ijdV +

∫

∂V

(
Ṡijvi + ṁijω

c
i

)
njdS (3.66)

−
∫

V

((
Ṡij− ?

σij

)
γij +

(
ṁij− ?

µij

)
ωc

i,j

)
dV

Dans cettéequation, les variables cinématiques de la partie inconnue de gauche sont le tenseur des distor-

tionsγ et le gradient des rotations de Cosseratχ qui sont les deux param̀etres cińematiques de la th́eorie de

Cosserat comme introduit en (3.10) et (3.49). D’autre part, les variables en effort de la partie inconnue sont

les taux objectifs (au sens de Jaumann) des contraintes de Piola-Kirchhoff qui serventà exprimer les lois

constitutives incŕementales en viscosité. C’està partir de cettéequation que la forme faible est déduite puis,

par application de la ḿethodes deśeléments finis, nous aboutissonsà un syst̀eme d’́equations discr̀etesà

résoudre. L’implantation nuḿerique de la th́eorie de Cosserat fait l’objet d’un cas test au paragraphe 4.1.6.1

par comparaison avec une solution analytique.
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3.3.6 Loi de comportement

La loi constitutive pour un mod̀ele de Cosserat en2D avec un comportement visqueux peut s’écrire sous

forme matricielle comme suit :



σ11

σ22

σ12

σ21

µ31

µ32




=




ξ + η ξ − η 0 0 0 0

ξ − η ξ + η 0 0 0 0

0 0 η + ηc η − ηc 0 0

0 0 η − ηc η + ηc 0 0

0 0 0 0 M 0

0 0 0 0 0 M




·




γ11

γ22

γ12

γ21

κ31

κ32




(3.67)

où nous reconnaissons la viscositéη, le module de compressibilitéξ, la viscosit́e de Cosseratηc, la viscosit́e

en rotationM et les diff́erentes variables cinématiques et de contraintes introduites préćedemment. Choi and

Mühlhaus (1991) ont proposé de relier la viscosité en rotatioǹa une longueur caractéristiquel du mat́eriau

par la relation

M = 2ηcl2 (3.68)

D’autres relations sont disponibles dans le littérature, mais comme cette grandeur ne peut pasêtre mesuŕee,

nous retiendrons uniquement que la viscosité en rotation est fonction de la longueur caractéristique du

mat́eriau.

3.4 Théorie du directeur pour les mat́eriaux anisotropes en grandes

transformations

Les exemples de matériaux anisotropes sont nombreux dans tous les domaines scientifiques. Cette aniso-

tropie est usuellement une orthotropie du comportement du matériau. En inǵenierie, les matériaux lamińes

sont par construction anisotropes, le bois est par nature anisotrope même si les structures en lamellé colĺe

peuvent, soit ŕeduire l’anisotropie, soit la renforcer pour privilégier une direction dans la structure. Une

anisotropie peut aussi se développer̀a partir d’un mat́eriau isotrope quand une structure, par exemple en

béton arḿe, a subi un endommagement directionnel. Le terme d’anisotropie induite est alors employé.

En ǵeophysique, Il est́etabli que la plupart des roches sédimentaires sont originellement issues d’une

déposition en śequences de couches horizontales souples au fond des mers et qui se durcissent au cours du

temps. La stratification peutêtre d’origine non seulement mécanique, mais aussi hydro-mécanique (Robin,

1979) ou chimico-ḿecanique (Ortoleva, 1994). En physique, les cristaux liquides sont un exemple de milieu

anisotrope dont l’́evolution peut̂etre suivie par la th́eorie du directeur comme présent́ee par de Gennes and

Prost (1995).

De manìere ǵeńerale, l’anisotropie est soit existante et elle est prise en compte dans l’évolution de la rigidit́e

dans l’espace (voir par exemple, la plasticité des polycristaux (Beaudoin et al., 1994)), soit elle va se créer
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au cours de la sollicitation et il faut implanter une loi de comportement non linéaire (voir par exemple, Fi-

chant et al. (1997) pour l’endommagement sur le béton et Ben Ismail and Mainprice (1998) dans le cas de

l’anisotropie des sols induite par séismes). Dans ce domaine, les chercheurs essaient de comprendre et de

mod́eliser les origines et l’évolution du caractère anisotrope du matériau. La plupart deśetudes ŕealiśees

dans ces domaines se font dans l’hypothèse des petites perturbations.

Par contraste, les géologueśetudiant des structures rocheuses ont besoin de suivre l’évolution des roches

stratifiées en grands déplacements. Le challenge reste, dans bien des cas, l’explication de l’évolution sous

des formes tr̀es varíees de structures de roches sédimentaires et de la croûte terrestre. Notréetude se situe

dans ce cadre. Par conséquent, nous nous concentrons uniquement sur l’évolution d’une anisotropie exis-

tante, et dont les caractéristiques mat́eriaux ne changent pas au cours de la déformation, seule la ǵeoḿetrie

évolue.

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons le mod̀ele tel que nous l’avons dévelopṕe pour suivre la direction

de la stratification au cours du processus entraı̂nant de tr̀es grandes transformations.

3.4.1 Description cińematique

Nous limitons notréetude aux matériaux stratifíes en2D, ce qui signifie que nous modélisons des couches

planes de dimension infinie dans la troisième direction. Les matériaux stratifíes sont d́ecrits par l’́epaisseur

des couchesh et par le vecteur unitaire normal aux couchesn, aussi appelé directeur. Dans un espace

bidimensionnel, le directeur s’exprime comme suit :

n = cos (ψ)x + sin (ψ)y (3.69)

et sa d́erivée temporelle par :

ṅ = −ψ̇ (sin (ψ)x− cos (ψ)y) = −ψ̇t = −ωnt (3.70)

où ψ est l’angle entre les vecteursn etx (figure 3.10), ett est le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur

n. Dans cette d́erivation, nous supposons implicitement, que le repère de ŕeférence(x,y) est fixe dans

le temps. En d’autres termes, dans cette nouvelle formulation, nous prenons l’hypothèse que seulement

des petites d́eformations ont lieu durant un pas de temps. Les grandes transformations sont donc prises en

compte par la juxtaposition de plusieurs petits pas de temps avec un schéma d’int́egration temporel ad́equat.

La figure 3.10 illustre les diff́erentes vitesses de rotation que nous avons préćedemment d́efinies ainsi que

l’ évolution du directeur de la stratification. Ceci est un point important pour comprendre le développement.

Dans le cas d’une stratification, la vitesse de rotation de volumeω repŕesente une vitesse de rotation

moyenne, la vitesse de rotation de Cosseratωc est la vitesse de rotation de la normaleà une section droite

des strates, et enfin, la vitesse de rotation du directeurωn repŕesente la vitesse de rotation de la direction per-

pendiculaire aux strates. Par exemple, la théorie des poutres prend pour hypothèse que la section droite reste

normaleà la fibre moyenne de la poutre et que la rotation moyenne de la matière est identiquèa la rotation

de la section droite, c’est-à-direω = ωc = ωn. D’autre part, la th́eorie simplifíee des milieux continus de
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y

v2,1

-v1,2

(a)
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3

FIG. 3.10 –(a) Etat de ŕeférence et (b)́etat d́eformé òu la rotation moyenne d’un voluméelémentaireω3 = 1
2(v1,2−

v2,1) est diff́erencíe de la rotation de Cosseratωc
3 et de la rotation du directeurωn

3 .

Cosserat (M̈uhlhaus et al., 1991) suppose, pour une poutre anisotrope, que la normaleà une section droite

reste perpendiculaire au directeur, soitωc = ωn tout enétant diff́erente deω. Cette hypoth̀ese est atteinte

asymptotiquement dans notre formulation par un terme de pénalit́e, comme d́ecrit au paragraphe 3.4.3.

La vitesse de rotation du directeur est :

ωn = ψ̇ = −n× ṅ = ṅ× n (3.71)

soit avec unéecriture indicielle :

ωn
k = eijkṅinj (3.72)

Le gradient du directeur, en tout point de l’espace, est perpendiculaire au directeur lui-même. En effet, en

calculant le gradient de la quantitén.n qui vaut1, nous trouvons

nini,j = 0 (3.73)

Durant la d́eformation, la ǵeoḿetrie de la stratificationh et son directeurn évoluent. Le d́eplacement du

directeur suit la r̀egle cińematique suivante :

ṅ = ωnn = −LT n +
(
nT LT n

)
n (3.74)

où ωn est le tenseur de rotation du directeur. En introduisant le tenseurλij défini parδij − ninj, l’ équa-

tion (3.74) peut s’́ecrire sous forme indicielle

ṅi = −(δik − nink)Lmknm = λikLmknm (3.75)
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L’ équation (3.75) est utiliśee dans la partie de la formulation numérique òu les particules sont déplaćees

(advection) quand le directeur attaché à chaque particule doitêtre modifíe suivant, par exemple, un schéma

d’intégration dans le temps du premier ordre :

nt+∆t = nt + ṅt ∆t (3.76)

Comme montŕe au paragraphe 2.6.5, nous préférons utiliser dansellipsisle sch́ema d’int́egration de Runge-

Kutta du deuxìeme ordre.

Le tenseurλ, qui peut aussi s’écrire sous la formet tT , fournit la projection d’un tenseur quelconque surt.

Démonstration Calculons l’image du vecteuru = x n + y t par la matriceλ. En rappelant les relations

tT n = 0 et tT t = 1, nous obtenons

λ u = t tT (x n + y t) = x t tT n + y t tT t = y t (3.77)

Cela signifie que pour tout vecteuru, le produitλ u estégal au composant de ce vecteur dans la direction

perpendiculaire au vecteurn.

Pour un tenseur du second ordreA, nous avons

Ã = A λ = (A t) tT (3.78)

Le terme entre parenthèses fournit une projection du tenseurA, expriḿe dans le rep̀ere (x,y), sur la section

unitaire de normalet. Puis, la multiplication du ŕesultat par le vecteurtT donne la repŕesentation de ce

vecteur dans le système global (x,y). Nous pouvons considérer cette oṕeration plus comme un filtre qu’une

projection compl̀ete d’un tenseur sur une section unitaire.

Jusqu’̀a pŕesent, nous avons uniquement introduit le directeurn, ainsi que la façon dont iĺevolue au cours de

la déformation. Nous introduisons maintenant la déformation de la stratification elle-m̂eme qui est utiliśee,

en tant que quantité de d́eformation, dans la loi constitutive. La vitesse d’allongement dueà la flexion d’une

couche est d́efinie par la relation :

V = ζ n× ωn (3.79)

où ζ est la coordonńee locale dans la directionn d’un point par rapport au centre de la couche (bras de

levier). Le gradient de l’́elongation est :

∇V = ζ × [∇n× ωn + n×∇ωn] (3.80)

Nous souhaitons d́evelopper une th́eorie des milieux continus dans laquelle uniquement la composante per-

pendiculaire au vecteurn est consid́eŕee, comme l’indique l’hypoth̀ese des petites déformations. Comme

∇n et ωn sont tous les deux perpendiculairesà n, alors leur produit vectoriel est parallèle à n. Par

conśequent, la mesure du gradient de la courbure qui doitêtre pris en compte se réduità :

K = n×∇ωn = n [∇ (ṅ× n)] = n× χ (3.81)
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3.4. Th́eorie du directeur pour les matériaux anisotropes en grandes transformations

Ce qui donne en notation indicielle

Kkl = eijkniω
n
j,l = eijkniχjl (3.82)

Quelques relations En pŕeparation pour la d́erivation des relations constitutives de notre modèle de

mat́eriaux stratifíes, quelques relations auxiliaires sont définies.

La composante du cisaillement dans la couche perpendiculaireàn est d́efinie par :

di = Diknk −Dklnknlni (3.83)

Un vecteur normaliśe s est d́efini orthogonal au vecteurn (sT n = 0). Le choix naturel est de prendres

parall̀eleà la d́eformation de cisaillement dans la couche plane :

s =
d

‖d‖ (3.84)

La projection du tenseur de déformation donne :

Dns(nisj + sinj) = Djknink + Diknjnk − 2Dklnknlninj (3.85)

= (ninkδlj + njnkδil − 2ninjnknl)Dlk

En utilisant la syḿetrie(ij) ↔ (lk), nous obtenons finalement :

Dns(nisj + sinj) =

(
1

2
(ninkδlj + njnkδil + ninlδkj + njnlδik)− 2ninjnknl

)
Dlk

= ΛijklDlk (3.86)

Quelques propriét́es utiles peuvent̂etre d́eduites pour le tenseurΛ.

Le calcul fastidieux du produitΛijklΛklmn, en utilisant la relationnknk = 1, montre que :

ΛΛ = Λ (3.87)

La seconde propriét́e est une conséquence de l’́equation (3.87). Une expression typique en viscoélasticit́e

en relation avec une intégration temporelle contient le terme suivant(1+(a−1)Λ)−1. Ce calcul est côuteux

en temps, car il faut inverser la matriceΛ. Pour cela nous pouvons utiliser avantageusement la relation :

(1 + (a− 1)Λ)−1 = 1 +

(
1

a
− 1

)
Λ (3.88)

Démonstration :

(1 + (a− 1)Λ)

(
1 +

(
1

a
− 1

)
Λ

)
= 1 +

(
1

a
− 1

)
Λ + (a− 1)Λ +

(
1

a
− 1

)
(a− 1)ΛΛ

= 1 +

(
1

a
+ a− 2

)
Λ +

(
2− a− 1

a

)
Λ (3.89)

= 1
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Chapitre 3. Mod̀eles rh́eologiques

Remarque Mühlhaus et al. (2002) ont démontŕe dans leur analyse linéaire de flambement, que le taux de

croissance d’une instabilité augmente de manière monotone avec le nombre d’ondeq. En d’autres termes,

la perturbation qui crôıt le plus rapidement a une longueur d’onde nulle, ce qui signifie que le problème

est mal pośe d’un point de vue math́ematique. Par conséquent, nous devons introduire une longueur interne

à la stratification pouŕeviter ce probl̀eme. Dans ce but, la théorie des milieux continus de Cosserat est

introduite dans le pŕesent d́eveloppement d’une loi de comportement pour matériaux anisotropes. Nous

utilisons l’épaisseur des couches comme longueur interne du modèle de Cosserat.

Evolution de l’ épaisseur de couche Avant d’écrire le principe des puissances virtuelles, nousécrivons

l’ évolution de l’́epaisseurh des couches. L’évolution au cours du temps de l’épaisseur de la coucheh est

calcuĺee en projetant deux fois le tenseur des taux de déformationsD sur le vecteurn :

ḣ

h
= nT Dn (3.90)

Cetteéquation est utiliśee dans la phase d’advection de la méthode nuḿerique pour incŕementer l’́epaisseur

de couche qui est stockée sur chaque particule.

L’ évolution des contraintes, lors de la phase d’advection, se fait en prenant pour variable objective de

contrainte, celle qui est définie avec la rotation du directeur (paragraphe 3.1.1.3). Ce choix permet de donner

un sens physique plus fortà la rotation que si nous avions utilisé le taux de contrainte de Jaumann.

3.4.2 Principe des puissances virtuelles

La puissance des forces internes est similaireà celle expriḿee en (1.20) avec l’ajout du terme relatifà la

puissance des contraintes couples exprimées dans le repère local, soit :

Pint =

∫

V

(
σijDij + M̃ijK̃ij

)
dV (3.91)

Le tilde au-dessus d’une quantité tensorielle d́esigne la projection de ce tenseur sur la directiont telle que

définie à l’équation (3.78). L’́equation ci-dessus est transformée pourêtre expriḿee dans le rep̀ere global,

nous obtenons

Pint =

∫

V

(σijDij + MijKij) dV (3.92)

où K̃ est la projection du tenseurK et le nouveau tenseurM est d́efinie par :

Mij = M̃ilλlj (3.93)

M et K sont respectivement le tenseur des contraintes couples et le tenseur des gradients de courbure.

Nous pouvons noter la relation qui existe entre ces différents tenseurs

MijKij = µijϕi,j (3.94)
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Ce qui entrâıne en utilisant la relation (3.82)

µij = Mnjenminm (3.95)

Nous savons que le produit d’un tenseur symétriqueX par un tenseur quelconqueY , est syḿetrique. Par

conśequent, ce produit estéquivalent au produit deX par sym(Y ). En appliquant cette propriét́e au tenseur

σ, et en rappelant queD est la partie syḿetrique deL pour les milieux classiques (1.6) et deγ pour les

milieux de Cosserat (3.12), nous pouvonsécrire l’équivalence suivante :

σijDij ≡ σijLij ≡ σijγij (3.96)

En utilisant ces deux remarques, nous pouvons réécrire le principe des puissances virtuelles (3.54) de la

manìere suivante :
∫

V

(σijγij + MijKij) dV =

∫

V

ρ
(
(bi − v̇i) ui +

(
mV

i − ḋi

)
ϕi

)
dV

+

∫

∂V

(
tiui + mS

i ϕi

)
dA (3.97)

Le développement de cette théorie des milieux continus appliquée aux stratifications orthotropes est iden-

tiqueà ce qui peut̂etre lu dans la plupart des ouvrages sur leséléments finis. Une fois que leséquations ont

ét́e écrites sous forme faible, nous devons nous occuper de leur discrétisation. Cettéetape contient plusieurs

difficultés propres aux milieux continus avec des contraintes couples. D’une part, les rotations ne peuvent

pas varier librement le long des surfaces où les vitesses sont imposées, car cela revient aussià imposer

le gradient des vitesses, et par conséquent les rotations. D’autre part, la partie des contraintes couples est

formée avec le gradient d’un champ rotationnel, ce qui signifie que la dérivée seconde des vitesses linéaires

est ńecessaire. Cette relation nécessite donc que le gradient des vitesses soit continu le long deséléments

frontières, ce qui implique l’utilisation de fonctions de formeC1.

Pour continuer le d́eveloppement de ce modèle, nous avons le choix entre l’utilisation de fonctions de

forme d’ordre suṕerieur (C1) ou la modification des relations de telle sorte qu’elles contiennent uniquement

les d́erivées premìeres des valeurs nodales. Nous préférons suivre la deuxième possibilit́e et retrouver la

conditionC0 pour les fonctions de forme. Nous avons fait ce choix pour garder le même type d’́elément

qui nous satisfait pleinement du point de vue de son comportement vis-à-vis du blocage de maillage, de sa

convergence nuḿerique et de sa simplicité pour les sch́emas multigrilles.

3.4.3 Restauration de la continuit́eC0

Pourécrire cette nouvelle formulation, nous avons besoin d’introduire la vitesse de rotation de Cosseratωc

comme un degŕe de libert́e ind́ependant et d’appliquer une contrainte faible qui lieωc àωn. En fait, au lieu

de calculer la d́erivée seconde de la vitesse, nous utilisons la dérivée premìere de la th́eorie de Cosserat et

ensuite, cette vitesse de rotation est identifiée comméetant la vitesse de rotation du directeur (ωn → ωc)
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Chapitre 3. Mod̀eles rh́eologiques

à travers un terme de pénalit́e. Si nous avons choisi cette approche plutôt que de calculer directement les

propríet́es mat́eriaux en fonction de la vitesse de rotation de Cosserat, c’est parce que l’approche avec le

directeur permet de spécifier des conditions initiales d’orientation du directeur aux niveaux des particules.

De plus, notre approche offre une plus grande souplesse pour exprimerωn en fonction deωc.

Pour cela, nous exprimons l’équation (3.92) en fonction de la rotation de Cosserat et, nous ajoutons un terme

de ṕenalit́e qui tend vers źero quand le facteur de pénalit́e P tend vers l’infini. Avec tous ces changements

l’ équation (3.92) s’écrit :

Pint =

∫

V

(
σijγij + µijχ

c
ij + P

(
ωn

ij − ωc
ij

)
:
(
ωn

ij − ωc
ij

))
dV (3.98)

Le terme ajout́eP
(
ωn

ij − ωc
ij

)
estéquivalent̀a une contrainte qui tend vers une valeur finie, quandP tend

vers l’infini et ωn tend versωc. Cette contrainte produit une puissance qui tend vers zéro puisqu’elle est la

duale d’une vitesse de rotation, qui tend vers zéro.

Dans l’objectif d’utiliser ces relations dans un code auxéléments finis, nous devons exprimer le terme

rajout́e en fonction deγ qui est l’unique variable cińematique de notre problème.

Par d́efinition (3.10),γ peutêtre mis sous la forme

γ = D + ω − ωc (3.99)

et en inśerant (3.74) dans l’équation (3.71) nous obtenons :

ωn
ij = ninkLkj − Lkinknj (3.100)

= ωij + ninkDkj −Dkinknj (3.101)

Par conśequent, nous aboutissonsà :

ωn
ij − ωc

ij = (ωij − ωc
ij) + ninkDkj −Dkinknj (3.102)

Nous rappelons queD et (ω − ωc) sont respectivement les parties symétrique et antisyḿetrique deγ, ce

qui signifie que :

Dij =
1

2
(γij + γji) et ωij − ωc

ij =
1

2
(γij − γji) (3.103)

Ce qui conduit finalement̀a :
(
ωn

ij − ωc
ij

)
:
(
ωn

ij − ωc
ij

)
= (3.104)

1

4
[γij − γji + nink (γkj + γjk)− nknj (γik + γki)]

[γij − γji + ninl (γlj + γjl)− nlnj (γil + γli)]

D’autre part,γ est extrait des paranthèses en utilisant l’astuceγij = γklδikδjl, l’ équation (3.104) s’écrit

alors :
(
ωn

ij − ωc
ij

)
:

(
ωn

ij − ωc
ij

)
= (3.105)

1

4
γstγmn [δisδjt − δjsδit + nink(δksδjt + δjsδkt)− nknj(δisδkt + δksδit)]

[δimδjn − δjmδin + ninl(δlmδjn + δjmδln)− nlnj(δimδln + δlmδin)]
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3.4. Th́eorie du directeur pour les matériaux anisotropes en grandes transformations

L’ équation (3.105) peut̂etre reformuĺee sous une forme plus compacte :
(
ωn

ij − ωc
ij

)
:
(
ωn

ij − ωc
ij

)
= γstγmnRijmnSijst (3.106)

où la syḿetrie du produit(ωn
ij − ωc

ij) : (ωn
ij − ωc

ij) impose queR soit la transpośee deS. Dans l’hypoth́ese

d’un espace bidimensionnel, le tenseurR peutêtre d́evelopṕe sous la forme de la matrice suivante :

R =




R1111 R2211 R1211 R2111

R1122 R2222 R1222 R2122

R1112 R2212 R1212 R2112

R1121 R2221 R1221 R2121




=




0 0 −n1n2 n1n2

0 0 n1n2 −n1n2

0 0 n2
1 −n2

1

0 0 −n2
2 n2

2




(3.107)

En effectuant la multiplication de matrice∆ = 1
2
RS, nous aboutissons̀a une expression d’un nouveau

tenseur d’ordre quatre dont l’écriture sous forme matricielle est :

∆ =




n2
1n

2
2 −n2

1n
2
2 −n3

1n2 n1n
3
2

−n2
1n

2
2 n2

1n
2
2 n3

1n2 −n1n
3
2

−n3
1n2 n3

1n2 n4
1 −n2

1n
2
2

n1n
3
2 −n1n

3
2 −n2

1n
2
2 n4

2




(3.108)

Finalement, nous pouvons réécrire la puissance des efforts internes sous la forme suivante :

Pint =

∫

V

(
σijγij + µijχ

c
ij + 2P∆ijmnγijγmn

)
dV (3.109)

Cette relation est très semblablèa celle utiliśee pour les milieux continus de Cosserat avec un terme

suppĺementaire. Elle ne contient plus de dérivée seconde de vitesse ou de dérivée premìere de rotation.

Son implantation dans un code auxéléments finis tel qu’ellipsisest donc directe.

Toutefois, nous verrons au paragraphe 4.1.6.2 que si le terme contenant la pénalit́e est int́egŕe normalement,

alors la solution nuḿerique diverge de la solution analytique pour de grandes valeurs deP . Ce terme doit

donc être sous int́egŕe en prenant les valeurs des dérivées des fonctions de forme, non plus sur chaque

particule mais au centre de l’élément d’int́egration.

3.4.4 Loi constitutive

3.4.4.1 Milieux continus standards

La loi constitutive pour les matériaux isotropes est modifiée, pour prendre en compte l’effet de l’anisotropie,

avec l’ajout d’un nouveau terme faisant intervenir, d’une part, l’écart de viscosité ∆η entre la viscosit́e η

dans la direction normale et celleηs dans la direction tangentielle aux couches, et d’autre part, le tenseurΛ

qui contient l’orientation des couches dans l’espace.

σij = 2ηikD
′
kj − pδij − 2∆η(ninmδlj + njnmδil − 2ninjnlnm)D′

lm (3.110)

Cette expression est analogueà celle propośee par Hobbs et al. (2001).
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3.4.4.2 Milieux continus avec des contraintes couples

Partie des contraintes de Cauchy Comme nous sommes en train de construire une théorie des milieux

continus de Cosserat où la rotation de Cosserat estéquivalentèa la rotation du directeur, la courbure des

couchesχ peutêtre remplaćee parχc dans les relations que nous venons de décrire ci-dessus.

Dans notre formulation, nous devons prendre en compte le terme de pénalit́e d́efini à l’équation (3.109) et

nous devons remplacerD′ par la variable cińematiqueγ qui décrit les milieux de Cosserat. Nous obtenons

donc la relation suivante pour les quatre premiers termes du tenseur des contraintes en2D




σ11 + p

σ22 + p

σ12

σ21


−




2η 0 0 0

0 2η 0 0

0 0 η η

0 0 η η







γ11

γ22

γ12

γ21


 = (3.111)




−α0 α0 −α1 −α1

α0 −α0 α1 α1

−α1 α1 α0 −∆η α0 −∆η

−α1 α1 α0 −∆η α0 −∆η







γ11

γ22

γ12

γ21


 + 2P∆




γ11

γ22

γ12

γ21




avec

α0 = 4∆ηn2
1n

2
2

α1 = 2∆ηn1n2(n
2
2 − n2

1) (3.112)

P est choisi de deux ordres de grandeur supérieurà la différence de viscosité ∆η. Une valeur plus grande

engendrerait une matrice constitutive mal conditionnée, une valeur plus petite ne serait pas suffisante pour

imposer la rotation.

Partie des contraintes couples Dans le cas òu le mat́eriau stratifíe est consid́eŕe comme incompressible,

d’apr̀es Mühlhaus (1993) les contraintes couples et le gradient des courbures sont reliés par :

M̃ij = α∆ηh2K̃ij (3.113)

où α est un facteur inf́erieurà1.

Cette relation doit̂etre transforḿee en une relation faisant intervenirµ etχ en utilisant chronologiquement

les équations (3.95), (3.93), (3.113), et (3.82). Nous avons par conséquent tous les ingrédients avec la
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relation constitutive pouŕecrire :

µ31 = M11n2 −M21n1 (3.114)

= M̃11n2λ11 − M̃21n1λ12

= α∆ηh2 [n2λ11(K11λ11 + K12λ12)

−n1λ12(K21λ12 + K22λ22)]

= α∆ηh2 [n2λ11(n2χ31λ11 + n2χ32λ12)

−n1λ12(n1χ31λ12 + n1χ32λ22)]

Le développement deµ32 est identique. Considérant quen2
1 + n2

2 = 1, nous pouvons finalementécrire sous

forme matricielle :
[

µ31

µ32

]
= α∆ηh2 [C]

[
χ31

χ32

]

où C s’exprime sous la forme :

[
n6

2 + n2
1n

2
2(1 + n2

2) n1n2

n1n2 n6
1 + n2

1n
2
2(1 + n2

1)

]
(3.116)

Nous v́erifions que la matrice constitutive est symétrique et d́efinie positive, que si nouśechangonsn1 avec

n2 les termes en dehors de la diagonale restent inchangés et les termes de la diagonale sont permutés, et

enfin, nous v́erifions que si initialementn2 est nul, alors la matrice est réduite au seul terme dans le coin

hautà gauche.

Ce mod̀ele peut, bien ŝur, être coupĺe avec la viscóelasticit́e en modifiant le sens des paramètres de la loi

de comportement et en ajoutant de nouveaux termes de force. Ces modèles sont exploit́es pour ŕealiser des

cas tests sur le flambement d’une couche résistante baignant dans une couche plus souple. Nous pouvons

comparer les premiers résultats avec la th́eorie de Biot (1965) et analyser le comportement d’une telle

couche en fonction de l’orientation des couches qui la composent (paragraphe 4.1.5).
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Simulations numériques
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4.2.2 Applications au ǵenie civil : écoulement du b́eton frais . . . . . . . . . . . . . . . 137

104



4.1. Cas tests nuḿeriques avecellipsis

Dans ce chapitre, nous présentons une série de calculs ŕealiśes avec le codeellipsis.

Dans une première partie, des cas tests sontétudíes pour analyser la MEFPIL et les lois de comportement

implant́ees dansellipsisen grandes transformations.

Dans la seconde partie, la possibilité de mod́eliser des matériaux h́et́erog̀enes est utiliśee pour une ap-

plication ǵeophysique (paragraphe 4.2.1) et pour une première approche de l’écoulement du b́eton frais

(paragraphe 4.2.2).

4.1 Cas tests nuḿeriques avecellipsis

Pour valider le code nuḿeriqueellipsis et l’implantation des mod̀eles rh́eologiques, nous devons réaliser

des comparaisons sur des cas tests. Par souci de rigueur, nous utilisons, si possible, des problèmes òu

la solution analytique est connue dans la littérature. Malheureusement, de telles solutions n’existent pas

toujours, surtout en grandes transformations. Par conséquent, nous sommes parfois amenésà comparer nos

résultats nuḿeriques avec ceux de la littérature, ou tout simplement, faire desétudes paraḿetriques.

La convection forćee dans une cellule (paragraphe 4.1.1) possède une solution en vitesse, indépendante du

temps pour les matériaux isotropes, qui est suffisamment irrégulìere pour faire deśetudes de validation du

code sur les proćedures relatives aux particules.

Ensuite, nous validons l’implantation des différentes lois de comportement qui ontét́e emploýees. La sta-

bilit é nuḿerique de la viscóelasticit́e est analyśee sur le d́eplacement d’une sphère viscóelastique dans un

milieu viscóelastique (paragraphe 4.1.2). Une fois la stabilité acquise, nouśetudions la pŕecision du mod̀ele

viscóelastique, vis-̀a-vis de la discŕetisation temporelle, sur la compression, puis la relaxation d’un matériau

viscóelastique (paragraphe 4.1.3).

Au paragraphe 4.1.4, nous comparons les résultats d’ellipsisavec ceux publíes dans la litt́erature sur un cas

test courant en ḿecanique des fluides. L’instabilité de Rayleigh-Taylor permet de suivre en grandes trans-

formations l’́evolution de deux matériaux diff́erents. Ce cas test permet aussi de visualiser le suivi d’une

interface dont la pŕecision peut faire varier de manière drastique les résultats. L’́etude du flambement d’une

couche, plus rigide que le milieu dans lequel elle baigne, est un autre cas où la description de l’interface est

importante. Apr̀es une analyse en petites déformations, nous laissonsévoluer la matìere jusqu’̀a ce qu’elle

se rompt en plasticité (paragraphe 4.1.5).

Enfin, les lois de comportement telles que les milieux de Cosserat et l’anisotropie sont testées sur une

couche de cisaillement infinie pour laquelle la solution en vitesse est unidirectionnelle. Ce choix permet de

minimiser d’́eventuelles erreurs numériques d’int́egration dues̀a une ŕepartition trop perturb́ee des points

d’intégration (paragraphe 4.1.6).

4.1.1 Convection dans une cellule

Afin d’analyser le sch́ema d’int́egration nuḿerique qui traite des grandes transformations, une convec-

tion forcée par des conditions limites est modélisée dans une boı̂te carŕee unitaire (figure 4.1). L’évolution
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2 : Vy = 0  et Vx = 1 m.s-1 

3 : σxy = 0 et Vx = 0 

Propriétés matériaux

 η = 1 Pa.s

 Incompressible

FIG. 4.1 –Pŕesentation des conditions limites du modèle de convection dans une cellule et des paramètres mat́eriaux.

d’une ligne de mat́eriau plus fonćee, initialement en position verticale médiane (figure 4.2-a), est suivie

pour visualiser les transformations que subit la matière. Le mat́eriau qui compose cette ligne possède les

mêmes propríet́es ḿecaniques que le reste du domaine. Par conséquent, la solution en vitesse est unique-

ment d́etermińee par les conditions limites, c’est-à-dire qu’elle est ind́ependante du temps pour un matériau

isotrope.

4.1.1.1 Apṕetit des particules

Durant la transformation, les déformations intenses dans les coins entraı̂nent le besoin d’introduire de nou-

velles particules selon la procédure de śeparation des particules décrite au paragraphe 2.6.3. La figure 4.3

repŕesente la variation du nombre total de particules, en fonction du temps et pour différentes valeurs de

l’appétit A tel qu’introduit au paragraphe 2.6.3. Nous pouvons vérifier sur la figure 4.3 que plus l’appétit

des particules est faible, plus la croissance de leur nombre est grande. Dans le cas extrême òu A est nul,

le nombre total de particules varie exponentiellement avec le temps. En effet, les particules peuvent se

dédoubler mais jamais fusionner. Or, plus il y a de particules, plus la possibilité d’en cŕeer des nouvelles

est grande, d’òu la forme exponentielle. Ce cas està éviter absolument sous peine d’atteindre rapidement la

capacit́e mémoire de l’ordinateur. A l’inverse, lorsque l’appétit vaut1, la variation du nombre de particules

est quasiment nulle. Ce cas aussi n’est pas souhaitable, car nous pouvons constater qu’entre les temps2 et6

secondes, le nombre de particules est inférieur au nombre initial. Cela signifie que le nombre de particules

pour certainśeléments a diminúe et, comme nous allons le voir dans la suite, l’intégration sur ceśeléments

devient errońee. Au vu de ces résultats, nous conseillons de prendre une valeur deA comprise entre0, 4 et

0, 8. Cette dernìere valeur est celle utilisée pour toutes les applications présent́ees dans ce rapport, car elle

permet de minimiser l’utilisation de l’espace mémoire des machines de calcul, tout en gardant un nombre

de particules toujours supérieur au nombre initial. Bien entendu, cette valeur de l’appétit, comme toutes
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FIG. 4.2 – Géometrie du mod̀ele de convection au temps initial (a) avec le profil des vitesses horizontalesvx et

verticalesvy respectivement dans les sections verticale et horizontale passant par le centre du carré, au pas de temps

150 s (b),500 s (c) et800 s (d). La ligne noire, initialement verticale, aét́e traćee pour visualiser la d́eformation de la

matìere. Seule la couleur des particules change, les caractéristiques rh́eologiques restent identiques.

les autres, ne garantit pas le nombre minimal de particules sur chaqueélément pour avoir une intégration

précise.

Durant l’écoulement, les particules se déplacent̀a l’intérieur du maillage au cours du temps. Lors de ce

processus, nous devons vérifier que la pŕecision du sch́ema d’int́egration ne se d́et́eriore pas lorsque les

points d’int́egration ont une position quelconque dans chaqueélément.

Ne disposant, ni de solution analytique, ni de résultats d’autres codes de calcul, nous calculons une so-

lution de ŕeférenceV au premier pas de temps (distribution régulìere des particules) sur le maillage de

référence (figure 4.1) de36864 éléments et en utilisant un schéma de quadrature de Gauss avec quatre

points d’int́egration. Nous rappelons que ce schéma donne une intégration exacte pour leśeléments finis

bilinéaires avec une loi de comportement linéaire.

Notre mod̀ele d’́etude (figure 4.1) comporte2304 éléments et permet de définir une mesure d’erreur relative

comme suit :

Err =

√
|Vx − vx|2 + |Vz − vz|2√

V 2
x + V 2

z

(4.1)
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FIG. 4.3 –Nombre total de particules au cours du temps pour différents apṕetits : (a)A = 1, 0, (b) A = 0, 8, (c)

A = 0, 6, (d) A = 0, 4, (e)A = 0, 2 et (f) A = 0.

où V est le champ de vitesse de référence obtenu avec le maillage fin etv est le champ obtenu sur la grille

plus grossìere.

L’erreur, telle que mesurée sur le champ des vitesses par rapportà la solution de ŕeférence, a deux ori-

gines. Une première part est duèa l’utilisation d’un maillage plus grossier, la deuxième part provient de

l’inexactitude du sch́ema d’int́egration choisi. Afin de quantifier l’erreur due au maillage, un premier calcul

est ŕealiśe avec une int́egration exacte de Gauss. L’erreur de maillage est lég̀erement inf́erieureà 2, 8% (fi-

gure 4.4-a). Nous devons préciser que si la courbe (a) de la figure 4.4 est tracée sur plusieurs pas de temps,

c’est uniquement pour matérialiser l’erreur de ŕeférence, car une quadrature de Gauss n’est possible qu’au

premier pas de temps.

Par conśequent, l’́ecart suppĺementaire d’erreur par rapportà2, 8% est seulement d̂u à l’approximation faite

dans le sch́ema d’int́egration. Cette erreur relative entre les deux schémas d’int́egration va nous permettre

d’analyser la pŕecision du sch́ema d’int́egration adopt́e dansellipsis. Une śerie de calculs est donc réaliśee

avec des points d’intégration uniforḿement ŕepartis et de m̂eme poids nuḿerique dans la configuration

initiale. Cetteétude va permettre de déterminer le nombre de points d’intégration et les conditions̀a remplir

sur les poids nuḿeriques pour avoir une bonne précision du sch́ema d’int́egration.

4.1.1.2 Nombre ńecessaire de points d’int́egration

Nous comparons les résultats entre l’int́egration de Gauss et le schéma d’int́egration de la MEFPIL òu

initialement les particules sont régulìerement distribúees et de m̂eme poids. Ce schéma aét́e utilisé sur
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plusieurs dizaines de pas de temps avec deux nombres initiaux de points d’intégration diff́erents. A chaque

étape, le poids des particules est recalculé pour satisfaire les contraintes des termes constants et linéraires

(2.51).
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FIG. 4.4 –(a) Erreur calcuĺee en utilisant une quadrature de Gauss sur un maillage plus grossier. Erreur en fonction

du nombre de pas de temps pour seize (b) et quatre (c) particules initialement régulìerement distribúees et pond́eŕees.

Bien que le sch́ema d’int́egration baśe sur les particules ne soit jamais meilleur que celui de Gauss avec

quatre points, la précision est comparable au cours du temps. Ceci est particulièrement vrai quand un grand

nombre de particules est utilisé (figures 4.4-b et 4.4-c). De cette figure, nous déduisons qu’au moins seize

particules (initialement) sont nécessaires pour obtenir des résultats dont la précision est proche de celle

obtenue avec l’int́egration de Gauss. Dans cet exemple, nous avons utilisé un certain nombre de contraintes

sur les poids nuḿeriques, nous devons maintenant vérifier que ce choix est le plus judicieux.

4.1.1.3 Contraintesà appliquer sur les poids nuḿeriques

Nous ŕealisons un calcul sur plusieurs centaines de pas de temps avec initialement seize particules par

élément comme conseillé pŕećedemment. La précision et la stabilit́e du ŕesultat sont́evalúees dans le temps.

Les fluctuations de l’erreur sont calculées sur une fen̂etre glissante de quinze points de calcul de large

pour donner l’erreur moyenneAve(t) et sa varianceV ar(t). Pour chaque procédure de calcul des poids

numériques, un fuseau d’erreur est dessiné entre la courbeAve(t) + V ar(t) et la courbeAve(t)− V ar(t).

Si le poids des particules est maintenu constant, de telle sorte que la masse totale du système soit conserv́ee,

la masse d’uńelément peut varier quand les particules traversent une frontière entre deux́eléments. Un

élément peut ainsi contenir plus de particules qu’unélément voisin et devenir nuḿeriquement plus lourd.

Ce sch́ema simpliste entraı̂ne une erreur fluctuante de grande amplitude qui se dét́eriore pour les grandes
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FIG. 4.5 –Erreur en fonction du temps pour différents sch́emas de calcul des poids : (a) poids constants au cours

du temps (sauf en cas de création d’une nouvelle particule), (b) les poids des particules répondent̀a la contrainte des

termes constants et (c) les poids des particules répondent̀a la contrainte des termes constants et linéaires.

transformations (figure 4.5-a) malgré un nombre de particules toujours croissant (figure 4.3-b). La méthode

du point mat́eriel (Sulsky et al., 1994), qui està l’origine de la ḿethode pŕesent́ee ici, ne recalcule pas le

poids des particules. Certes, cette méthode permet d’économiser du temps de calcul, mais elle est inappro-

priée pour les tr̀es grandes transformations comme nous venons de le voir.

Modifier les poids au cours du temps, en appliquant la contrainte pour les termes constants (
nep∑
p=1

wp = 2),

permet de stabiliser l’erreur autour d’une valeur moyenne, proche de celle obtenue avec une intégration

de Gauss (figure 4.5-b). Si en plus, la contrainte pour les termes linéaires est appliqúee (
nep∑
p=1

wpξp = 0), la

variation de l’erreur est considérablement ŕeduite (figure 4.5-c).

Une autre raison d’inclure les contraintes de l’équation (2.51) jusqu’aux termes linéaires vient des problèmes

typiques que nous souhaitons résoudre pour la modélisation ǵeologique. Nous retrouvons souvent des forces

gravitationnelles verticales importantes qui sont pratiquement enéquilibre avec les gradients de pression.

Ceux-ci doiventêtre int́egŕes avec beaucoup de précision pour qu’ils ne produisent pas de composante

verticale d’́ecoulement puisque, m̂eme une petite erreur, contribuerait largement aux termes hydrostatiques.

L’int égration de Gauss est la plus efficace de tous les schémas que nous avons implantés, mais elle n’est pas

appropríee aux grandes transformations de la MEFPIL. Des résultats raisonnables sont obtenus en utilisant

(initialement) quatre points d’intégration paŕelément, et en ajustant leur poids lors de leur déplacement

dans la grille. Toutefois, seize particules sont nécessaires pour avoir suffisamment de degrés de libert́e et

approcher la pŕecision du sch́ema de Gauss avec quatre points en2D, acceptant le fait que des particules

soient dans une mauvaise positionà l’intérieur de l’́elément pour contribuer aux intégrales. Il est aussi

110
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recommand́e de calculer les poids numériques en incluant les contraintes jusqu’aux termes linéaires pour

obtenir une erreur stationnaire et de faible amplitude.

4.1.2 Instabilité viscóelastique
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C. L. 1

C. L. 1
 Conditions Limites

1 : σyx = 0 et Vy = 0 

2 : σxy = 0 et Vx = 0 

 Propriétés matériaux

Disque : η = 100 Pa.s, µ = 100 Pa.

 Incompressible, ρ = 10 kg/m3

Fluide : η = 1 Pa.s, µ = 1 Pa.

 Incompressible, ρ = 0 kg/m3

- Initialement 16 particules
  par éléments finis
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids 
  jusqu'aux termes linéaires

Pesanteur : g = 10 m/s2

FIG. 4.6 – Pŕesentation des conditions limites du déplacement d’un disque viscoélastique dans un milieu

viscóelastique et des paramètres mat́eriaux.

Dans un premier temps, il est intéressant d’́etudier la stabilit́e du sch́ema d’int́egration du premier ordre

présent́e au paragraphe 3.2.2 pour des matériaux viscóelastiques. Puis, nousétudions la stabilit́e du sch́ema

d’intégration dans le temps que nous avons choisi.

(a) (c)(b)

FIG. 4.7 –(a) Configuration initiale, (b) le disque coule dans le milieu viscoélastique et (c) le disque atteint le fond

de la bôıte et se d́eforme sous son poids propre.

Nous mod́elisons un disque viscoélastique baignant dans un fluide viscoélastique moins dense. Le disque se

déplace sous l’action de la gravité. Les conditions limites, le maillage et les caractéristiques des matériaux

sont pŕesent́esà la figure 4.6. Une couleur différente est attribúeeà la partie suṕerieure du fluide pour suivre

le processus de déformation au cours du temps.
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FIG. 4.8 –Le pas de temps de l’advection∆t en fonction du nombre de pas de temps. Les trois courbes correspondent

à différentes valeurs pour les pas de tempsélastiques initiaux :10−6 s (a),10−5 s (b) et10−4 s (c).

Pour le sch́ema d’int́egration du premier ordre, le pas de tempsélastique∆te, tel que d́ecrit au para-

graphe 3.2.2, est pris identique au pas de temps de l’advection∆t automatiquement calculé dans le code

numérique. Ind́ependamment de la valeur initiale du pas de tempsélastique, nous observons, sur la courbe

enéchelle logarithmique de la figure 4.8, une baisse brutale des deux pas de temps sur les premiers pas de

calcul, puis une baisse linéaire au cours du temps.

Pour expliquer cettéevolution, nous devons analyser les relations qui existent entre les différents param̀etres

du calcul. A la fin d’un pas de calcul,∆t est calcuĺe en fonction du champ des vitesses comme indiqué à

l’ équation (2.65). Admettons que ce pas de temps est inférieur au∆te du pas de calcul préćedent, il fait

diminuer la viscosit́e effectiveηeff , et par conśequent, fait augmenter les vitesses au prochain pas de calcul.

Le nouveau∆t est donc encore plus petit, la viscosité effective est plus petite aussi et le champ de vitesse

encore plus grand. Ce cercle vicieux mèneà une instabilit́e nuḿerique dans le sens où apr̀es quelques pas

de temps, plus rien ne va bouger par la cause d’un pas de temps infiniment petit.

Une autre interpŕetation de cette diminution des pas de temps est de dire que le code numérique essaie de

capter tous les ph́enom̀eneśelastiques. Comme ceux-ci ont lieuà uneéchelle de temps infiniment petite, les

pas de temps tendent rapidement vers zéro.

Pouréviter cette instabilit́e nuḿerique, le pas de tempsélastique∆te est choisi ind́ependamment de∆t.

Dans le cas pŕesent, il est fix́eà un millième du temps de relaxation des matériaux, soit10−3 s. Dans le calcul

automatique de∆t fait par le code, de telle sorte qu’une particule ne traverse pas unélément en un pas de

temps, nous ajoutons la contrainte que∆t doit être inf́erieurà∆te. Nous verrons au paragraphe 4.1.3 le ratio
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FIG. 4.9 –Position du centre du disque en fonction du temps.

entre ces deux paramètres qu’il faut prendre pour obtenir une bonne approximation dans la modélisation

numérique.

En effectuant le calcul nuḿerique, nous trouvons que le processus se décompose en trois phases successives

illustréesà la figure 4.9 :

– Réponséelastique instantanée du fluide. Initialement (figure 4.7-a) aucune contrainte interne n’est spéci-

fiée dans aucun des matériaux. Si un mat́eriau viscóelastique est chargé par une force, alors il se déforme

instantańement, d’òu un d́eplacemement rapide du disque. Cette phase se termine quand le champ des

contraintes qui se crée dans le fluide,́equilibre l’effet de la gravit́e sur le disque.

– Déplacement du disquèa vitesse constante. Une déformation visqueuse du fluide est observée avec re-

distribution du champ des contraintesélastiques (figure 4.7-b) autour du disque au fur età mesure que

celui-ci descend. C’est un phénom̀ene quasi statique où la viscosit́e et l’élasticit́e du fluide jouent un r̂ole.

– Déformation visqueuse du disque. Le disque a maintenant atteint le sol (figure 4.7-c) et les contraintes

dans le fluide ne jouent plus aucun rôle. Par conśequent, la d́eformation du disque est uniquement dueà

son poids propre. Les contraintes dans le fluide disparaissent petità petit par relaxation du matériau.

Le pas de tempśelastique peut̂etre modif́e pour une valeur plus petite afin de décrire avec une plus grande

précision le d́eplacement initial. Si∆te tend vers źero, alors la ŕeponse tend vers la solutiońelastique

instantańee. Cette discussion est en relation avec la définition du nombre de DeborahDe d’un ph́enom̀ene

physique

De =
Temps de relaxation
Temps d’observation

(4.2)
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Ce nombre permet de différencier un solide d’un fluide. En effet, si le temps d’observation est très grand par

rapport au temps de relaxation du matériau, c’est-̀a-dire siDe est tr̀es petit, alors l’observateur a le temps

de voir la matìere s’́ecouler comme un fluide. C’est pour cela qu’à l’échelle ǵeologique, les roches sont

consid́eŕees comme des fluides visqueux. Dans notre cas, si nous souhaitons capter la réponséelastique

du mod̀ele, nous devons choisir∆te, pas de temps d’observation, plus petit que le temps de relaxation du

mat́eriau. Le d́eplacement initial se d́eroule alors sur un temps d’observation très court, beaucoup plus court

que le temps de relaxation du matériau. Ceci implique un nombre de Deborahélev́e, d’où l’obtention de la

réponséelastique.

Nous allons̀a pŕesent quantifier exactement la précision de ce sch́ema d’int́egration dans le temps en com-

parant des ŕesultats nuḿeriques avec une solution analytique.

4.1.3 Compression et relaxation d’un bloc viscóelastique
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2 : σxy = 0  et Vx = 0

3 : σyx = 0 et Vy = 0 

Propriétés matériaux

η = 1 Pa.s, ξ = 10 Pa.s

µ = 1 Pa., Ke = 10 Pa.

- Initialement 16 particules
  par éléments finis
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids 
  jusqu'aux termes linéaires

FIG. 4.10 –Pŕesentation des conditions limites de la compression-relaxation d’un bloc viscoélastique et des pa-

ramètres mat́eriaux.

La stabilit́e du sch́ema, que nous avons dévelopṕe, aét́e d́emontŕee dans la section (4.1.2) préćedente. Main-

tenant, il est ńecessaire de quantifier sa précision. Dans ce but, un matériau compressible et viscoélastique

est mod́elisé dans une boı̂te initialement carŕee de cot́e1 m (figure 4.10). La condition limite Lagrangienne

est mod́elisée en utilisant la proćedure d́ecrite au paragraphe 2.6.6. Ce modèle permet de ŕealiser un essai

en compression confinée.

Une fois que la d́eformation longitudinale a atteint une valeur de90%, ce qui correspond̀a une hauteur de

h(t0) = 0, 1 m pour la bôıte, la condition limite en vitesse est supprimée pour observer la relaxation du

mat́eriau.
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Solution analytique La solution analytique est dérivée de la loi constitutive pour le terme en pression :

Ṗ

Ke

+
P

ξ
= −εyy = − Vy

h(t)
= − Vy

h(0) + Vyt
(4.3)

où ξ et Ke sont respectivement les modules de compressibilité de viscosit́e et élastique. Il s’agit d’une

équation diff́erentielle du premier ordre avec second membre. Pendant la phase où la vitesse n’est pas nulle,

la méthode de la variation de la constante est utilisée pour obtenir :

P (t) = λ(t)e−
Ke
ξ

t pour t < t0 (4.4)

où

λ(t) = −
∫ t

0

KeVy

h(t)
e

Ke
ξ

tdt (4.5)

La fonctionλ est nuḿeriquement int́egŕee pour obtenir la solution analytique lors de la phase de compres-

sion.

Lorsque la d́eformation atteint90% à t = t0, la condition limite en vitesse est supprimée et la solution

analytique dans ce cas s’écrit :

P (t) = P (t0)e
−Ke

ξ
(t−t0) pour t > t0 (4.6)

La solution analytique globale pour ce modèle est traćee sur la figure 4.11 avec des cercles.

Dans la section préćedente, il áet́e d́emontŕe que le pas de temps d’advection doitêtre ind́ependant du pas

de temps de la discrétisation du comportement du matériau, pour obtenir un schéma d’int́egration stable.

Dans la pŕesente section, nous montrons la précision de ce sch́ema et plus pŕeciśement, nous donnons une

idée du rapport des deux pas de temps pour obtenir une précision souhait́ee.

Résultats Nous aurions pu fixer∆te et étudier la variation de la réponse nuḿerique en fonction de∆t.

Dans la pratique, chaque matériau viscóelastique poss̀ede un temps de relaxation. En fonction de celui-ci,

l’utilisateur va choisir∆te afin d’obtenir une représentation pŕecise du comportement du matériau. D’autre

part, nous avons déjà vu que pour optimiser le temps de calcul, une borne supérieure pour∆t est calcuĺee

dans le code en fonction du champ des vitesses et de la taille deséléments (2.65).

Dans le cadre de notre modèle,∆t présente une grande variation au cours du temps. Lors de la phase de

compression,∆t va diminuer avec la taille deśeléments puisque la vitesse reste constante. Dans la phase

de relaxation la vitesse est nulle,∆t devient donc th́eoriquement infini. Pouŕeviter cela, nous imposons une

borne suṕerieure de0, 01 s sur∆t.

Pour diff́erentes valeurs de∆te, nous traçons la réponse nuḿerique de la pression au cours du temps sur la

figure 4.11. Nous remarquons que pour des valeurs de∆te suṕerieures oúegales au temps de relaxation,

c’est-̀a-dire10 s (figure 4.11-a) et1 s (figure 4.11-b), les contraintes sont relaxées plus vite que ce qu’elles
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FIG. 4.11 – Pressionà l’intérieur du mat́eriau en fonction du temps pour différentes valeurs du pas∆te de

discŕetisation des effetśelastiques. La courbe avec des cercles est la solution analytique. Les courbes continues in-

dex́ees de (a)̀a (f) sont les ŕesultats des calculs numériques avec les valeurs de∆te suivantes : (a)∆te = 10 s, (b)

∆te = 1 s, (c)∆te = 0, 1 s, (d)∆te = 0, 01 s, (e)∆te = 0, 006 s et (f)∆te = 0, 005 s.

sont construites. Par conséquent, le matériau pŕesente un comportement proche d’un comportement pure-

ment visqueux (nombre de Deborah faible). Par contre, pour des valeurs inférieures au temps de relaxation,

c’est-̀a-dire0, 1 s (figure 4.11-c) et0, 01 s (figure 4.11-d), la pŕecision du ŕesultat est tr̀es satisfaisante tout

au long de la courbe en pression. La précision du ŕesultat est d’autant plus grande que le pas de temps∆te

est petit devant le temps de relaxation, car la discrétisation est de plus en plus fine.

Malheureusement, nous observons pour des valeurs de∆te inférieures au pas de temps d’advection∆t,

c’est-̀a-dire0, 006 s (figure 4.11-e) et0, 005 s (figure 4.11-f), des instabilités nuḿeriques. Plus la valeur de

∆te est faible, plus l’instabilit́e se produira t̂ot dans le calcul. Cette instabilité est identiquèa celle pŕesent́ee

au paragraphe 4.1.2 où le cas particulier∆te = ∆t est trait́e. Lorsque∆te est plus petit que∆t, le calcul

capte des ph́enom̀enesélastiques que la phase d’advection ne capte pasà la m̂emeéchelle de temps, d’òu

l’instabilité. Le sch́ema d’int́egration instable du premier ordre doitêtre coupĺe avec une proćedure de

lissage sur plusieurs pas de temps d’advection pourêtre stabiliśe.

De manìere pratique pour tout utilisateur du codeellipsis, étant donńe le temps de relaxation du matériauà

mod́eliser, nous conseillons de choisir une discrétisation en temps avec un pas∆te inférieur au centìeme du

temps de relaxation pour obtenir une bonne précision de la simulation. De plus, pouréviter des probl̀emes

d’instabilité nuḿerique, il faut sṕecifier comme borne supérieure du pas de temps d’advection∆t, le pas de

la discŕetisation comportementale∆te.

116
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4.1.4 Instabilité de Rayleigh-Taylor
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C. L. 1     Conditions Limites

1 : σyx = 0 et Vy = 0 

2 : σxy = 0 et Vx = 0 

 Propriétés matériaux

Fluide 1 : η = 100 Pa.s, 

 Incompressible, ρ = 1010 kg/m3

Fluide 2 : η = 100 Pa.s, 

 Incompressible, ρ = 1000 kg/m3

Maillage fin

(4*4)*5 niveaux

Pesanteur : g = 10 m/s2

- Initialement 16 particules
  par éléments finis
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids 
  jusqu'aux termes linéaires

FIG. 4.12 –Pŕesentation des conditions limites de l’instabilité de Rayleigh-Taylor et des paramètres mat́eriaux.

Ce type d’instabilit́e est aussi appelé diapirisme et est souvent rencontré en ǵeologie lorsqu’une couche de

mat́eriau ĺeger est recouverte d’un matériau plus dense. La moindre perturbation de l’interface horizontale

entre les deux matériaux va d́eclencher le ph́enom̀ene. Alors que la matière la plus ĺeg̀ere s’́elève dans

la matìere lourde sitúee au-dessus, un diapir (en forme de champignon) de matériau ĺeger se forme. Un

exemple de diapirisme est la formation de dôme de sel, qui se produit car le sel est moins dense que les

autres roches sédimentaires environnantes. Ce processus de fluage, qui peutêtre thermiquement activé,

permet au sel de s’écouler vers le haut, et d’être remplaće par la roche dense se situant initialement au-

dessus.

Toute perturbation par rapportà l’interface horizontale va croı̂tre exponentiellement, c’est-à-dire :

u(t) = u(0)eγt (4.7)

où u(t) est la distance entre le point le plus haut de l’interface par rapportà l’axe moyen etγ est le taux

de croissance de la perturbation. La réponse lińeaire de ce mod̀ele aét́e d́emontŕee par Rayleigh (1900)

et Taylor (1950). Cette instabilité est couramment utilisée comme cas test en dynamique des fluides (van

Keken et al., 1997).

Nous pŕesentons aux figures 4.12 et 4.13 les caractéristiques nuḿeriques et la ǵeoḿetrie simplif́ee de ce

mod̀ele. L’élancement de0, 9142 est choisi car dans cette configurationγ est maximal (van Keken et al.,

1997). La couche de matériau ĺeger est d’́epaisseur moyennedb = 0, 2 m. Nous limitons notréetude au cas

isotherme òu les deux mat́eriaux ont la m̂eme viscosit́e, et òu l’interface est initialement perturbée par une

fluctuation verticale harmoniqueu = 0, 02 × sin(πx/L). Les param̀etres du comportement des matériaux
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H = 1
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FIG. 4.13 –Géoḿetrie du mod̀ele de l’́etude de l’instabilit́e de Rayleigh-Taylor.

sont choisis tels que le nombre de Rayleigh défini comme suit soit́egalà1.

Rb =
∆ρgH3

η
(4.8)

où ∆ρ est la diff́erence de densité entre les deux matériaux etη est la viscosit́e.

Ce cas test est intéressant par deux aspects. Le premier est le taux de croissance en petites déformations de

la perturbation, le second aspect est l’évolution compl̀ete en grandes transformations du matériau ĺeger jus-

qu’au point òu les deux mat́eriaux atteignent un point d’équilibre stable. Les comparaisons entre différentes

méthodes nuḿeriques portent ǵeńeralement sur le taux de croissance initialγ (4.7), sur la valeur maximale

de la vitesse moyennevmoy de la matìere, le temps auquel cette vitesse est atteinte, puis sur la configuration

au tempst = 1500 s. La vitesse moyenne est définie par :

vmoy =

√√√√
n∑

i=1

‖vi‖2

n
(4.9)

où n est le nombre total de nœuds dans le modèle etvi est la vitesse au nœudi.

Dans van Keken et al. (1997), quatre méthodes nuḿeriques sont comparées avec diff́erentes ŕesolutions.

Pour simplifier les comparaisons, nous faisons une moyenne des résultats obtenus sur les grilles grossières
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et une moyenne de ceux obtenus sur les grilles fines. Ces valeurs moyennes sont indiquées ci-dessous.

Grille γ (vmoy)max Temps

Moyenne sur les grilles grossières 0, 01130 0, 003045 212, 14

Moyenne sur les grilles fines 0, 01164 0, 003036 209, 12

1024 éléments 0, 01102 0, 003098 222

4096 éléments 0, 01244 0, 003090 215

Ce tableau contient aussi les résultats obtenus avecellipsissur une grille grossière de1024 éléments et sur

une grille fine de4096 éléments (figure 4.12).

(a) (b)

FIG. 4.14 –Comparaison de la géoḿetrie des mat́eriaux au tempst = 1500 s. (a) Ŕesultat de Christensen (1992) et

(b) résultat avecellipsis.

Les ŕesultats obtenus avec la MEFPIL sont très proches de ceux obtenus avec d’autres méthodes nuḿeriques,

et ceci avec un nombre comparable d’éléments. Pour pouvoir réellement comparer, il aurait fallu disposer

des temps de calcul. En effet, même si les nombres d’éléments sont proches, les méthodes exposées dans van

Keken et al. (1997) utilisent deśeléments finis d’ordre supérieur ou d́ecrivent explicitement l’interface au

cours du temps. Ces ḿethodes peuventêtre tr̀es côuteuses en temps de calcul et en espace mémoire.

La géoḿetrie obtenue (figure 4.14) au temps1500 s est aussi tr̀es proche du ŕesultat juǵe le meilleur parmi

ceux pŕesent́es dans van Keken et al. (1997). Il est notamment important de noter l’obtention de l’anneau

en partie suṕerieure que toutes les méthodes ne peuvent pas reproduire.

Cetteétude nous a permis de comparer la MEFPIL avec les autres méthodes classiques en dynamique des

fluides. La MEFPIL est capable de rivaliser avec des méthodes dont la conception vise tout particulièrement

la mod́elisation dynamique des fluides visqueux.
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 Conditions Limites

1 : σyx = 0  et Vy = 0 

2 : σxy = 0  et Vx = 0

3 : σxy = 0 et Vx = -1 m.s-1 

Propriétés matériaux

Fluide : η = 1 Pa.s, incompressible

Couche : ηb, ξ = 1 Pa.s.

Maillage d'étude
(16*4)*5 niveaux

- Initialement 16 particules
  par éléments finis
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids 
  jusqu'aux termes linéaires

FIG. 4.15 –Pŕesentation des conditions limites du flambement d’une couche baignant dans un milieu visqueux et

des param̀etres mat́eriaux.

4.1.5 Flambement d’une couche baignant dans un milieu visqueux

Les ǵeologues sont ”depuis des siècles” int́eresśes par la formation de pliures dans les roches sédimentaires

et métamorphiques. Ces pliures sont géńeralement attribúeesà l’action de compression due aux mouve-

ments des plaques tectoniques. Mais d’autres paramètres interviennent certainement dans ce processus,

car les ŕesultats sont tr̀es variables. Parmi ces paramètres, nous pouvons noter la température, la pression,

les caract́eristiques ḿecaniques et chimiques des roches, etc ... Dans le présent rapport, nous présentons

uniquement les ŕesultats relatifs̀a des comportements purement visqueux. Uneétude d́etaillée sur les com-

portements viscóelastiques et anisotropes est présent́ee par M̈uhlhaus et al. (2002).

4.1.5.1 Analyse en petites d́eformations

Biot (1965) a calcuĺe le taux de croissanceγ(k) d’une perturbation de nombre d’ondek, d’une fine couche

visqueuse d’́epaisseurh baignant dans un milieu visqueux de plus faible viscosité sous l’action d’une charge

normaleP .

γ(k) =
P

4
k
η + k2

3
ηbh3

(4.11)

où η est la viscosit́e du milieu environnant etηb la viscosit́e de la couche. Pour obtenir la relation (4.11),

plusieurs hypoth̀eses ont́et́e formuĺees. L’amplitude de la perturbationw doit être ńegligeable devant

l’ épaisseur de la couche qui doitêtre ńegligeable devant la longueur d’onde2π/k de la perturbation. De

plus, la couche doit̂etre infiniment plus visqueuse que le milieu environnant.

Dans le mod̀ele nuḿerique, la chargeP est appliqúee par l’interḿediaire d’une condition limite Lagran-

gienne en vitesse. Pour ce modèle, nous avons choisiV = 1 m.s−1, la chargeP vautV,xηbh. D’autre part,

nous aurions pu laisser apparaı̂tre la perturbation au cours du calcul avec les incertitudes numériques, mais
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FIG. 4.16 –Géoḿetrie du mod̀ele nuḿerique.
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FIG. 4.17 –(a) Ŕeponse analytique. Ŕeponses nuḿeriques du mod̀ele pour diff́erentes discrétisation horizontale par

éléments finis, (b)128 et (c)256 éléments. Dans les deux cas, il y a64 éléments finis verticalement.

pour une analyse précise, en fonction de la longueur d’onde, nous préférons sṕecifier initialement l’ampli-

tudew de la perturbation et sa longueur d’onde.

Bien entendu dans la nature, uniquement la longueur d’onde qui correspond au taux de croissance le plus

grand va se d́evelopper. Cependant, pour quantifier pleinement les aptitudes du codeellipsisnous calculons
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le taux de croissanceγ(k) pour chaque nombre d’ondek. Pour cela, nous calculons l’amplitude de la

transforḿee de Fourier sur les vitesses nodales de la ligne moyenne de la couche pour chaque longueur

d’onde de la perturbation. Le taux de croissance estégalà cette amplitude diviśee par l’amplitude initiale

de la d́eformée. La ǵeoḿetrie du mod̀ele nuḿerique est pŕesent́eeà la figure 4.16.

Les taux de croissance obtenus avec deux maillages différents en fonction dek sont traćes sur la figure 4.17.

La comparaison avec la solution analytique (figure 4.17-a) de Biot montre qu’il faut au moins sixéléments

par ṕeriode pour obtenir une bonne réponse du système. Nous avons donc choisi un maillage avec64

éléments suivant la verticale et256 suivant l’horizontale. De plus, nous avons densifié le maillage dans le

sens vertical autour de la couche en faisant varier leur taille. Par conséquent, autour de la couche poury

compris entre1, 4 m et 1, 6 m, nous avons deśeléments pratiquement carrés (∆x = 0, 0235 m et ∆y =

0, 023 m). Dans le reste du maillage, la taille deséléments est∆x = 0, 0235 m et∆y = 0, 1292 m.
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FIG. 4.18 –La courbe continue est la solution analytique. Les courbes en pointillés correspondent aux réponses

du mod̀ele pour diff́erentes amplitudes de la perturbation initiale, (a)w0 = 0, 005 m, (b) w0 = 0, 003 m et (c)

w0 = 0, 001 m.

Le choix de l’amplitude de la perturbation initiale est un compromis entre une borne supérieurew =

0, 005 m (figure 4.18-a)̀a ne pas d́epasser pour v́erifier l’hypoth̀ese de Biot (1965), et une valeur minimale

w = 0, 001 m (figure 4.18-c) pour que le maillage, défini ci-dessus, puisse capter la perturbation. Par

conśequent, d’apr̀es les ŕesultats de la figure 4.18, un bon compromis est une valeur dew = 0, 003 m

(figure 4.18-b).

Pour le mod̀ele ainsi d́etermińe (256 éléments horizontaux etwo = 0, 003 m), nous ŕealisons unéetude

paraḿetrique du taux de croissance, en fonction du nombre d’ondek et du contraste de viscosité r défini

comme le rapport entreηb et η. Les ŕesultats de la figure 4.19 montrent une bonne corrélation des ŕesultats
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FIG. 4.19 –Taux de croissance de la perturbation en fonction du nombre d’onde et du rapportr des viscosit́es entre

la couche et le milieu environnant, (a)r = 103, (b) r = 102,5, (c) r = 102, (d) r = 101,5 et (e)r = 10. Pour chaque

jeu de param̀etres la courbe continue est la réponse analytique et la courbe en pointillés est la ŕeponse nuḿerique.

numériques avec la solution analytique correspondante. Physiquement, plus le contraste de viscosité est

élev́e, plus le taux de croissance estélev́e, et plus le pic de croissance correspondà une grande longueur

d’onde. Ce premier résultat peut expliquer la variation des longueurs d’onde des pliures observées dans la

nature. Par contre, pour obtenir deux longueurs d’onde, il faut tenir compte soit d’une certaine anisotropie,

soit de l’́elasticit́e du mat́eriau. Ces deux cas sont présent́es par M̈uhlhaus et al. (2002).

4.1.5.2 Analyse en grandes transformations et viscoélasticité non linéaires

A présent, que nous avons vérifié la pŕecision des ŕesultats donńes parellipsissur le flambement de matéri-

aux purement visqueux, nous allonsétudier l’́evolution d’une pliure ǵeologique d’un mat́eriau viscóelastique

non linéaire initialement horizontal (figure 4.20-a). Les caractéristiques nuḿeriques du mod̀ele (figure 4.15)

restent inchanǵees. Les caractéristiques ḿecaniques de la poutre sont la viscosité ηb = 103 Pa.s et la

contrainte limiteτplast = 5 103 Pa.

Dans la premìere phase (figure 4.20-b), nous observons un raccourcissement homogène de la couche. Lors

de cette phase les contraintesélastiques s’accumulent dans le matériau. Avec les bruits nuḿeriques, une

perturbation d’onde k, correspondantà celle de plus forte croissance selon Biot, apparaı̂t spontańement

(figure 4.20-c). Tant que le comportement de la matière reste lińeaire, la pliure est de forme sinusoı̈dale. En

continuant le processus de compression, les contraintes vont dépasser le seuil de plasticité (voir annexe B)

là òu la courbure est maximale, et une rupture va apparaı̂tre. Cette rupture (figure 4.20-d) est prise en

compte dans le modèle nuḿerique (annexe B) par la réduction de la viscosité sur les particules qui ont
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(a)

(b)

(c)
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FIG. 4.20 –(a) Configuration initiale. (b) Raccourcissement homogène de la couche, (c) début du d́eveloppement de

l’instabilité, (d) rupture par ŕeduction de l’́elasticit́e aux points de courbure maximale et redressement de la couche

par restitution des contraintesélastiques, et enfin, (e) photo prise dans la nature d’une pliure géologique.

dépasśe la contrainte seuilτplast. Ayant une plus faible viscosité que leurs voisines, ces particules vont subir

une d́eformation beaucoup plus grande, d’où l’impression d’une fissure qui se propage. Le vide entre ces
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particules est comblé par les particules venant du milieu environnant. Enfin, dû à l’élasticit́e, les branches

qui avaient une forme sinusoı̈dale deviennent rectilignes par restitution des contraintes internes (figure 4.20-

d).

Ces ŕesultats nuḿeriques sont̀a comparer avec une des formes possibles de pliures rencontrées dans la

nature (figure 4.20-d).

Sur l’étude des pliures géologiques, la MEFPIL implantée dansellipsisa montŕe toutes ses capacités pour

mod́eliser l’amorçage et la croissance de la pliure, aussi bien que sonévolution en grandes transformations.

Devant l’absence de certitude sur le comportement des matériaux au cours de millions d’années, il est

difficile de pousser plus en avant l’étude sur un cas précis. Une possibilit́e serait de faire l’hypoth̀ese du

mod̀ele de comportement (viscoélastique, anisotropie, etc ...) et d’utiliser une analyse inverse (Wijns et al.,

2001) pour retrouver les paramètres des matériaux.

4.1.6 Couche de cisaillement infinie

Dans cette partie, nousétudions le probl̀eme aux valeurs limites d’uńecoulement unidirectionnel dans une

couche infinie soumisèa un cisaillement. L’infinit́e dans la directionx est obtenue avec des conditions

limites ṕeriodiques. Par conséquent, les valeurs nodales sur le bord de gauche sont identiquesà celles sur le

bord de droite. Cela nous permet d’utiliser un maillage unitaire carré avec, en th́eorie, un seuĺelément dans

la directionx. En fait, une grille carŕee ŕegulìere est utiliśee pour garder l’efficacité du sch́ema multigrille

en utilisant le m̂eme nombre d’́eléments dans les deux directions. En effet, comme démontŕe ci-apr̀es, il

est plus rapide de résoudre un système den2 éléments avec une approche multigrille qu’un système den

éléments avec un solveur direct.

Sur ce mod̀ele nuḿerique, nous testons l’implantation et le comportement des modèles de Cosserat et de

l’anisotropie. Les inconnues du problème sont la vitesse horizontalevx, et selon le mod̀eleétudíe, la vitesse

de rotation de Cosseratωc
z ou la vitesse de rotation du directeurωn

z pour le mod̀ele anisotrope.

Les caract́eristiques nuḿeriques du mod̀ele sont montŕeesà la figure 4.21.

4.1.6.1 Milieu continu de Cosserat

Solution analytique Dans ce paragraphe, nous développons les quatre solutions analytiques possibles

pour un milieu de Cosserat, en fonction de la combinaison des conditions limites prises en compte. Choi

and Mühlhaus (1991) ont d́evelopṕe la solution dans le cas particulier de conditions limites où σ et Ωc

sont tous deux nuls le long des bords horizontaux. Inspirés par ce travail, nouśecrivons les deux́equations

d’équilibre en contraintes et en contraintes couples comme suit :

σxy,y = 0 ⇔ σxy = A et µzy,y + σyx − σxy = 0 (4.12)
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 ou {Vx, Ωc} ou {Vx, µyz}  

 Propriétés matériaux

 η = 1 Pa.s, ηc = 0,5 Pa.s,

 longueur interne l = 0,1 m
 

 incompressible

- Initialement 16 particules
  par éléments finis
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids 
  jusqu'aux termes linéaires

Maillage

(4*4)*5 niveaux

FIG. 4.21 –Pŕesentation des conditions limites de la couche de cisaillement pour un milieu de Cosserat et des

param̀etres mat́eriaux.

v
x ωc

3

FIG. 4.22 –Géoḿetrie et courbes de résultats qui montrent un profil des vitessesvx presque lińeaire et le profil des

vitesses de rotation de Cosseratwc
z.

où A est une constante d’intégration. En utilisant les relations constitutives (3.67), leséquations (4.12) sont

modifiées pour donner :

(η + ηc)vx,y + 2ηcωc
z = A et Mωc

z,yy + (η − ηc)vx,y − 2ηcωc
z = A (4.13)
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Enéliminantvx,y dans ces deux́equations, nous obtenons uneéquation diff́erentielle du second ordre enωc
z

avec un second membre constant.

Mωc
z,yy − 4

ηηc

η + ηc
ωc

z =
2ηc

η + ηc
A (4.14)

En substituant la solutionωc
z dans la premìere relation de (4.13), nous obtenons la solution pourvx.

De manìere ǵeńerale, les deux solutions peuventêtreécrites comme suit :

ωc
z = − A

2η
+ B cosh

y

δ
et vx =

A

η
y − 2Bδ

ηc

η + ηc
sinh

y

δ
(4.15)

où δ est d́efini par

δ2 =
M

4

(
1

η
+

1

ηc

)
=

R2

2

(
1 +

ηc

η

)
(4.16)

La solution analytique est détermińee par les deux constantes d’intégrationA et B qui sont fonction des

conditions limites impośees le long du bord supérieur eny = h. Ci-dessous, nous exprimons les deux

constantes d’int́egration en fonction du jeu de conditions limites appliquées au mod̀ele.

1. Contrainteσ et vitesse de rotation de CosseratΩc donnent :

A = σ et B =

A
2η

+ Ωc

cosh h
δ

(4.17)

2. VitesseV et vitesse de rotation de CosseratΩc donnent :

A = 2η

(
B cosh

h

δ
− Ωc

)
et B =

V + 2hΩc

2h cosh h
δ
− 2δ ηc

η+ηc sinh h
δ

(4.18)

3. VitesseV et contrainte coupleµ donnent :

B =
µδ

M sinh h
δ

et A =
η

h

(
V + 2Bδ

ηc

η + ηc
sinh

h

δ

)
(4.19)

4. Contrainteσ et contrainte coupleµ donnent :

A = σ et B =
µδ

M sinh h
δ

(4.20)

Calculs numériques L’erreur de la ŕeponse nuḿerique par rapport̀a la solution analytique est mesurée le

long d’une seule ligne verticale de nœuds puisque la solution est indépendante dex. L’erreur relative pour

toute valeur nodalev est calcuĺee comme suit :

Err =

∣∣∣∣∣∣∣

1
nv

nv∑
i=1

Vi−vi

Vi

0 si Vi = 0

(4.21)
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où nv est le nombre de nœuds dans la direction verticale etV est la valeur analytique du champv.

Après une analyse de la convergence de la solution numérique vers la solution analytique quand le nombre

d’éléments augmente, nous présentons unéetude relative au modèle de Cosserat lui-m̂eme. Dans cettéetude,

nous nous int́eressons particulièrement̀a la pŕecision du mod̀ele en fonction de la relative importance des

conditions limites en contraintesσ par rapport̀a la condition limite en vitesse de rotation de CosseratΩc.

Une couche infinie de matériau incompressible est cisaillée avec pour conditions limites en partie supérieure

une contrainteσ et une vitesse de rotation de CosseratΩc. En partie inf́erieure, les conditions limites sont

fixesV = 0 (figure 4.22). Les propriét́es du mat́eriau sontη = 1000 Pa.s,ηc = 500 Pa.s et une longueur

internel de0, 1 m, soit un dixìeme de la hauteur de la couche. Les conditions limites sontσ = 105 Pa. et

Ωc = 0 rad.s−1.
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FIG. 4.23 –Logarithme de l’erreur en pourcentage pour la vitesse (a) et pour la vitesse de rotation de Cosserat (b)

en fonction du nombre total d’éléments.

La figure 4.23 montre la convergence habituelle pour la méthode deśeléments finis en fonction de la

discŕetisation de la ǵeoḿetrie. Le point important̀a noter sur ce graphe, est la différence de pŕecision du

résultat pour la vitesse et la vitesse de rotation.

Une premìere explication de ce résultat est en relation avec l’expression des variables cinématiques. En

effet, le probl̀eme est ŕesolu en fonction deγ qui relie la rotation de Cosserat avec le gradient des vitesses.

Par conśequent, l’erreur sur la vitesse et l’erreur sur la vitesse de rotation de Cosserat ne peuvent pasêtre

compaŕees directement. Une autre raison, qui est plus détaillée ci-apr̀es, est duèa la forme de la solution.

Le profil des vitesses est pratiquement linéaire, par contre le profil des vitesses de rotation de Cosserat est

beaucoup plus proche d’une forme hyperbolique. Par conséquent, il est plus facile d’approcher la solution en
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vitesse avec leśeléments bilińeaires, utiliśes dansellipsis, que la solution en vitesse de rotation. Toutefois,

les deux erreurs diminuent de la même manìere avec un nombre croissant d’éléments.

Dans la deuxìemeétude, nous comparons, sur une discrétisation de1024 éléments, les ŕeponses nuḿeriques

obtenues pour diff́erentes valeurs des conditions limites en vitesse de rotationΩc et en contrainteσ. Avec

le mat́eriau, dont les propriét́es ontét́e d́ecrites ci-dessus, nous calculons la vitesse de rotation moyenne

volumique

ωz =
σ

2η
(4.22)

Soit une valeur nuḿerique de50 rad.s−1.
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FIG. 4.24 –Erreur de la ḿethode nuḿerique en pourcentage en fonction de la condition limite en rotation de Cosserat

pour la vitesse (a) et pour la vitesse de rotation de Cosserat (b). L’insertion fournit un zoom sur la région òu l’erreur

est la plus petite pour la vitesse de rotation de Cosserat (b) et la vitesse (a).

La figure 4.24 montre que l’erreur sur la vitesse est, comme montré ci-dessus, plus petite que celle sur la

vitesse de rotation de Cosserat, mais le point important sur cette figure est l’évolution de ces erreurs autour

de la valeurΩc = 50 rad.s−1. Cette valeur correspond exactementà la vitesse de rotation moyenne volu-

mique de la th́eorie classique des milieux continus. Notre conclusion est que les erreurs sont plus faibles

dans les cas òu le milieu continu est proche de la théorie classique pour laquelle la vitesse est linéaire et la

vitesse de rotation constante dans la section. Plus le milieu continu s’éloigne d’un milieu classique, plus le

profil des vitesses et des vitesses de rotation de Cosserat deviennent non linéaires. Pour̂etre plus pŕecis, les

non linéarit́es sont respectivement de la forme d’un sinus hyperbolique et d’un cosinus hyperbolique (4.15).

129



Chapitre 4. Simulations nuḿeriques

Or, dans la ḿethode deśeléments finis avec deśeléments bilińeaires, les valeurs nodales peuventêtre ap-

proch́ees uniquement par des polynômes du deuxième ordre. Par conséquent, plus la configuration est loin

des milieux continus classiques, plus la partie hyperbolique est importante relativementà la partie lińeaire

(ou constante pour les vitesses de rotation), et plus l’erreur est grande. LorsqueΩc prend une valeuŕeloigńee

de50 rad.s−1, les deux courbes tendent vers une valeur asymptotique qui est l’erreur d’approximation des

fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique par des polynômes d’ordre1 sur la grille utiliśee.

En conclusion de cette analyse de l’erreur, nous voudrions attirer l’attention du lecteur sur le fait que, comme

pour la ḿethode classique deséléments finis, quelque soit l’erreur de linéarisation de la solution, un certain

niveau de pŕecision peut toujourŝetre atteint en augmentant le nombre d’éléments -ce qui est notre choix-

ou en choisissant deséléments d’ordre suṕerieur pour augmenter le degré des fonctions d’interpolation.

Comparaison des sch́emas multigrilles Pour finir sur ce cas test, l’efficacité de l’algorithme multigrille

est d́emontŕee en utilisant, pour un nombre donné d’éléments finis, diff́erents nombres de niveaux. Pour

mod́eliser une structure avec, par exemple,1024 éléments, nous avons plusieurs possibilités allant d’une

unique grille avec32 × 32 éléments, jusqu’à la possibilit́e d’utiliser une grille grossière de2 × 2 éléments

et cinq niveaux de grille. Dans tous les cas, les résultats sont les m̂emes puisque la discrétisation spatiale la

plus fine est identique. Cependant, une question légitime est de savoir quelle combinaison est la plus rapide

en temps de calcul.

Sur un cas particulier de la couche de cisaillement, nous relevons le temps de calcul pour différentes

discŕetisations spatiales (nombre d’éléments) et pour diff́erents nombres de niveaux utilisés dans le sch́ema

multigrille. Sur la figure 4.25, chaque courbe continue correspondà l’évolution du temps de calcul en fonc-

tion du nombre d’́eléments pour un nombre donné de niveau.

Toutes les courbes ont uneévolution semblable, mais il est important de noter que plus le nombre de niveaux

est grand, plus l’augmentation du temps de calcul en fonction du nombre d’éléments est ŕeduit. En ŕealisant

une interpolation lińeaire des quatre courbes, le facteur de proportionnalitéα entre le temps de calcult et le

nombre total de degré de libert́en, tel quet = αn, peutêtre trouv́e pour chaque nombre de niveau.

Nombre de niveau 1 2 3 4 5

α 2.73 2.45 2.1 1.37 1.23

Ce tableau d́emontre toute l’efficacit́e d’une approche multigrille. Pour un même nombre d’́eléments, plus

le nombre de niveau est important, plus le temps de calcul est réduit. Par exemple, pour une grille de

102,5 éléments, le temps CPU de calcul est de102,5 s avec1 niveau et de101,5 s avec2 niveaux. Par

conśequent, l’utilisation d’un nombre maximal de niveaux est toujours conseillée. Parall̀element, le niveau

le plus grossier doit̂etre discŕetiśe avec le plus petit nombre possible d’éléments (c’est-̀a-dire quatre, sous

peine de ne plus respecter la condition LBB sur le blocage de maillage).

Cependant, il existe trois limitations dans le choix du nombre de niveaux.
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FIG. 4.25 –Temps de calcul vs. nombre d’éléments. Divers nombre de niveaux sont utilisés : (a)1 niveau, (b)2
niveaux, (c)3 niveaux et (d)4 niveaux.

– Le contour ǵeoḿetrique du maillage le plus grossier doitêtre le m̂eme que celui du maillage de calcul le

plus fin. En d’autres termes, tout point anguleux doit appartenirà la grille la plus grossière. Sinon, une

particule pourrait̂etre int́erieure au maillage fin et extérieure au maillage grossier, c’est-à-dire que des

informations peuvent̂etre perdues lors de la résolution sur cette grille.

– Le maillage grossier doit inclure tous les nœuds intérieurs au maillage òu une condition est imposée. L̀a

aussi, si un nœud avec une condition imposée n’appartient pas̀a la grille grossìere, lors de la ŕesolution

sur cette grille, les conditions internes sont perdues.

– D’autre part, pour les calculs difficiles pour lesquels la matrice constitutive est mal conditionnée, il est

recommand́e de ne pas d́epasser quatre niveaux. En effet, plus le nombre de niveau est grand, plus le

temps pasśe dans les ŕesolutions it́eratives est important relativement au temps de la résolution directe.

Or, pour une matrice mal conditionnée, le taux de convergence des méthodes it́eratives est faible, nous

avons donc int́er̂et à limiter leur usage en diminuant le nombre de niveau du schéma multigrille.

4.1.6.2 Anisotropie

Pour la th́eorie du directeur, que nous avons dévelopṕee au paragraphe 3.4 pour modéliser des matériaux

anisotropes en grandes transformations, il n’est pas possible d’écrire en ǵeńeral la solution analytique, car

la géoḿetrieévolue de manière complexe avec le temps. Cependant, la loi constitutive et l’évolution du di-

recteur peuvent̂etre test́ees śepaŕement. Ensuite, nous supposons qu’ils peuvent fonctionner conjointement,
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FIG. 4.26 –Pŕesentation des conditions limites de la couche de cisaillement d’un matériau anisotrope et des pa-

ramètres mat́eriaux.

comme montŕe sur un exemple particulier d’auto-alignment de particules allongées. La loi constitutive est

vérifiée sur diff́erentes orientations initiales des particules, tandis que l’évolution des directeurs est testée

dans le temps sur un milieu standard anisotrope.

Pour commencer, la solution analytique est calculée pour la bande de cisaillement sur un milieu ortho-

trope standard. Les conditions limites sont présent́eesà la figure 4.26. La relation constitutive donnée à

l’ équation (3.110) pour un matériau finement stratifíe (́epaisseur infiniment plus petite que la longueur) est

réécrite ci-dessous :

σij = 2ηD′
ij − 2(η − ηs)ΛijlmD′

lm − pδij (4.24)

Dans le cas du cisaillement pur :

σxy,y = 0 ⇔ σxy = 2ηεxy − 2(η − ηs)
(
1− 4n2

xn
2
y

)
εxy = σ (4.25)

En int́egrantεxy sur l’épaisseur de la coucheh, l’expression de la vitesse en haut de la couche est trouvée

en fonction de la projection sur l’axey (figure 4.22) de la direction du directeur, soitny

v(h) =
σh

η
(
1 +

(
ηs

η
− 1

) (
1− 4

(
1− n2

y

)
n2

y

)) (4.26)

A partir de cettéequation, nous d́efinissons une vitesse adimensionnelle comme suit :

v̂ =
vη

σh
(4.27)

Nous pouvons, d’ores et déjà, d́efinir une vitesse de rotation de Cosserat adimensionnelle pour la suite de

cetteétude par :

ω̂c =
ωc

zη

σ
(4.28)
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Ces deux vitesses sont utilisées comme valeur de comparaison pour les modèles nuḿeriques.

Pour valider le code avec cette solution analytique, nous réalisons le mod̀ele nuḿerique pŕesent́e à la fi-

gure 4.26.
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FIG. 4.27 – Comparaison de la vitesse adimesionnelle en haut de la couche pour différents types de matériaux

en fonction deny. (a) La ŕeponse nuḿerique d’un milieu classique orthotrope (étoiles) avec la solution analytique

correspondante (trait continu), (b) et (c) milieux classiques isotropes avec une viscosité normale respectivement de

η = 500 Pa.s etη = 1000 Pa.s.

La figure 4.27 repŕesente l’́evolution de la vitesse adimensionnellev̂ en fonction de l’orientation du di-

recteur. La solution analytique (4.26) est représent́ee avec deśetoiles. Les cas de matériaux isotropes (fi-

gures 4.27-b et 4.27-c) sont atteints en tant que cas limites (η = ηs) de l’anisotropie. Ceci explique pourquoi

ny peut toujourŝetre d́efini, bien qu’il n’ait pas de sens pour un matériau isotrope. La courbe 4.27-a atteint

une valeur maximale pourny = 0 et ny = 1 pour lesquelles le matériau est le plus faible (le moins vis-

queux). Cela correspond aux vitesses obtenues pour un matériau isotrope dont la viscosité η estégaleà la

viscosit́e tangentielleηs du mat́eriau anisotrope. Le point où la vitesse est minimale correspondàny = 0.707

ou, de manìereéquivalente,̀a un angle de la stratification de 45 degrés. Cette vitesse est celle d’un matériau

isotrope dont la viscosité est la viscosit́e normale du matériau anisotrope. Donc, un matériau orthotrope est

le plus visqueux lorsque la stratification est parallèleà la contrainte principale positive.

Maintenant que l’́evolution du directeur áet́e test́ee pour un milieu standard sur la solution en vitesse,

plusieurs conditions initiales d’un matériau de Cosserat orthotrope vontêtre investigúees.
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Validation du schéma d’intégration Le probl̀eme d’int́egration mentionńe au paragraphe 3.4.3 est traité

en premier. La solution analytique de ce problème dans la configuration initiale particulièreny = 0, est

dérivée de l’́equation (4.12) en utilisant la relation constitutive pour un milieu de Cosserat orthotrope (pa-

ragraphe 3.4.4). La solution analytique est donnée par :

ωc
z = − σ

ηs

(
1− cosh y

δ

cosh h
δ

)
et vx =

σ

ηs + P
y +

Pσ

ηs(ηs + P )

(
y − δ

sinh y
δ

cosh h
δ

)
(4.29)

où δ est un nouveau paramètre d́efini par :

δ2 =
α∆ηl2(ηs + P )

Pηs

(4.30)

Une solution analytique adimensionelle peut aussiêtreécrite :

ω̂c
z = ωc

z

ηs

σ
=

cosh y
δ

cosh h
δ

− 1 et v̂x =
vxηs

hσ
=

1

1 + P̂

y

h
+

1

1 + 1

P̂

(
y

h
− hδ

sinh y
δ

cosh h
δ

)
(4.31)

où P̂ est un facteur adimensionnel de pénalit́e d́efini par :

P̂ =
P

ηs

(4.32)
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FIG. 4.28 – Vitesse adimensionnelle (gauche) et vitesse de rotation de Cosserat (droite) en fonction du facteur

de ṕenalit́e adimensionnel. La solution analytique (a) est tracée avec la solution nuḿerique donńee par un sch́ema

d’intégration selectif (́etoiles) et avec la solution numérique obtenue par le schéma d’int́egration complet.

Sur la figure 4.28, nous traçons l’évolution dev̂x et deω̂c
z en fonction deP̂ . Les courbes de cette figure

montrent que si le schéma d’int́egration complet est utilisé, alors la solution nuḿerique diverge de la solution

analytique quand le facteur de pénalit́e augmente. Au contraire, le résultat obtenu avec le schéma de sous

intégration suit parfaitement la solution analytique pour tout facteur de pénalit́e.
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La conclusion de cettéetude,à partir des courbes de la figure 4.28, est que l’implantation de la loi de

comportement est correcte car, pour toutes valeurs du facteur de pénalit́e, la solution nuḿerique, lorsqu’elle

est coupĺee au sch́ema d’int́egration selectif, correspond̀a la solution analytique incluant les effets de ce

facteur (4.31). D’autre part, le facteur de pénalit́e adimensionnel doit̂etre suṕerieurà 50 pour donner une

bonne approximation de la valeur analytique qui est obtenue dans le cas limite de l’équation (4.31) quand

P̂ →∞.
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FIG. 4.29 –Pŕesentation des conditions limites du modèle d’auto-alignement des particules anisotropes et des pa-

ramètres mat́eriaux.

Auto-alignement Pour finir avec les matériaux de Cosserat anisotropes, une application d’auto-alignement

de particules allonǵees est montrée. Les conditions limites et les caractéristiques du matériau sont montŕees

à la figure 4.29.

Initialement (figure 4.30-a),̀a chaque particule est attribuée une orientation aléatoire de son directeur com-

prise entre−π
2

et π
2
, ce qui donne un comportement initial isotrope. La bande verticale centrale est un

marqueur pour suivre le profil de déformation en fonction du temps dans la section transverse. A chaque

configuration a, b et c de la figure 4.30 correspond un profil a’, b’ et c’ des isovaleurs denx. Pour le premier

profil (figure 4.30-a’), nous obtenons une isovaleur unique de0, 64. Cette isovaleur correspondà la valeur

moyenne du cosinus de l’orientation du directeur.

Alors que la contrainte de cisaillement est appliquée (figure 4.30-b’), les grains se réorientent parallèlement

à la direction de cisaillement (figure 4.30-b’). Une fois que la position, où la ŕesistance est minimale (nx =

0), est atteinte, les grains demeurent dans la même position. Comme le montre la figure 4.30-c, le matériau

est maintenant fortement anisotropeà cause de l’orientation préférentielle des points d’interpolation.

Notre mod̀ele de comportement est différent de celui analysé par Calvetti F. and J. (1997). Dans notre

cas, il s’agit d’une orientation préférentielle de grains non sphériques, alors que l’analyse expérimentale

de Calvetti F. and J. (1997) a montré que l’anisotropie est induite par un nombre de contact entre grains
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(a) (b) (c)

(a') (b') (c')

FIG. 4.30 –(a) Conditions initiales avec une orientation aléatoire des particules, (b) l’anisotropie se forme et (c)

le mat́eriau est complètement orient́e. Les graphes (a’), (b’) et (c’) sont les isovaleurs de la direction du directeur

correspondant au configuration (a), (b) et (c).

sph́eriques variant suivant les directions.

Nous pouvons dire que ce modèle simpliste peut expliquer qualitativement les phénom̀enes d’anisotropie

induite par un cisaillement tels qu’ils peuvent se retrouver le long des failles sismiques.

4.2 Ecoulements des milieux h́etérogènes

Dans cette partie, nous démontrons la capacité de la MEFPILà mod́eliser des matériaux h́et́erog̀enes. Ceci

est simplement ŕealiśe en attribuant des propriét́es de mat́eriaux diff́erentes̀a chaque particule en fonction

de sa position dans l’espace.

4.2.1 Convection thermique d’un fluide avec des inclusions.

En ǵeophysique, les variét́es chimiques des matériaux sont tr̀es diverses. Ainsi dans une même roche, en

fonction des conditions de température et de pression, les différents constituants peuvent avoir une masse
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FIG. 4.31 –Pŕesentation des conditions limites du modèle de convection thermique d’un fluide avec des inclusions

solides et des param̀etres mat́eriaux.

volumique diff́erente et peuvent se présenter, soit sous forme liquide, soit sous forme solide en fonction de

leur point de fusion respectif. Les forces mises en jeu dans un tel phénom̀ene sont la gravité et les forces du

flux thermique. Un ph́enom̀ene de śedimentation peut ainsiêtre observ́e quand les effets de la gravité sur

les grains solides sont supérieurs aux effets thermiques. Dans le cas contraire, les grains flottent en partie

suṕerieure de ce ḿelange h́et́erog̀ene.

Ce ph́enom̀ene se retrouve en cuisine lors de la cuisson du riz, très śerieusement́etudíee par les japonais

pour concevoir et fabriquer les auto-cuiseurs de riz. Initiallement, en l’absence de flux thermique ascendant,

la densit́e plusélev́ee du riz provoque la sédimentation des grains. Au fur età mesure que la température

s’élève, la masse volumique des grains de riz diminue (les grains gonflent en absorbant de l’eau) et un flux

thermique ascendant s’établit. Lorsque ce flux produit un effort qui compense l’effet de gravité, les grains

commencent̀a s’́elever.

Pour distinguer la phase où les grains śedimentent de la phase où ils suivent le flux thermique, il faut

analyser le nombre adimensionnel de Rayleigh défini par :

Ra =
gρα∆T

ηκ
(4.33)

où g est la gravit́e, ρ est la densit́e de ŕeférence,κ est la diffusivit́e du mat́eriau,∆T est la diff́erence de

temṕerature entre le haut et le bas de la boı̂te etη est la viscosit́e du fluide. La diff́erence de densité dans le

fluide (αρ∆T ) est duèa la variation de temṕerature, et le rapport entre les densités du fluide et du solidèa

temṕeraturéequivalente est notéβ.

La formulation thermoḿecanique (paragraphe 1.1.2.2) est appliquéeà la convection utiliśee comme cas test

par Blankenbach et al. (1989). Les caractéristiques nuḿeriques de ce modèle sont pŕesent́ees̀a la figure 4.31.

Avant de ŕealiser ce calcul, nous déterminons le ŕegime permanent de la convection en l’absence de parti-

cules. Puis, des cristaux solides (β = 10) sont inśeŕes ŕegulìerement dans le fluide visqueux (Ra = 105)
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(a)

(f)(e)(d)

(c)(b)

FIG. 4.32 –Simulation nuḿerique de la śedimentation de cristaux denses et de la remontée de cristaux légers dans

un fluide visqueux en convection. (a) Configuration initiale, (b) sédimentation des cristaux, (c) temps auquel la densité

des cristaux est arbitrairement diminuée, (d) et (e) les cristaux légers remontent, (f) régime permanent stabilisé.

en convection permanente (figure 4.32-a). Avec les paramètres du mod̀ele, les particules vont initialement

sédimenter (figure 4.32-b). Quand les cristaux ont coulé jusqu’au fond (figure 4.32-c), la circulation convec-

tive du fluide se restreint̀a la partie suṕerieure de la couche où il n’y a pas de cristaux. Dans la partie

inférieure de la couche, le fluide percole entre les cristaux solides densément aggloḿeŕes.

Une fois que les particules ont totalement sédiment́e (figure 4.32-c),β est arbitrairement modifíe en0, 5,

ce qui inverse instantanément le contraste de densité entre le fluide et les cristaux. La conséquence est que

les particules vont, les unes après les autres,̂etre entrâınées par le flux thermique ascendant (figures 4.32-d

et 4.32-e). A la fin du calcul, les particules atteignent un nouveléquilibre (figure 4.32-f) au-dessus du fluide

convectif.

Cette simple d́emonstration qualitative montre le potentiel de cette méthode dans la simulation des mouve-

ments de magmas riches en cristaux et plus géńeralement dans la modélisation de mat́eriaux bi-phasiques.

4.2.2 Applications au ǵenie civil : écoulement du b́eton frais

L’ émergence d’adjuvants permettant de fluidifier, sans ajout d’eau, les bétons a permis de concevoir de

nouveaux b́etons qualifíes d’auto-plaçant. Une fois coulés, ils ne ńecessitent plus aucune opération de mise

en place. Ces nouveaux bétons ont permis d’élargir consid́erablement la gamme des formes de coffrages.

En effet, avec les b́etons ordinaires, la vibration limitait, d’une part, les coffragesà des formes simples, et

138



4.2. Ecoulements des milieux hét́erog̀enes

d’autre part l’espacement entre les armatures pour permettre le passage de l’aiguille vibrante. Ces nouveaux

bétons ont donc favorisé l’utilisation de coffrages et de cages de ferraillages beaucoup plus complexes.

Toutefois, il est toujours indispensable d’assurer la bonne circulation du béton pour obtenir un mise en

œuvre homog̀ene. Devant la diversité des formulations, il est nécessaire,̀a notre avis, d’utiliser un outil

numérique pour valider la mise en œuvre de tels bétons dans des coffrages complexes et avec des ferraillages

denses. Entre autre, cela permettra de mettre enévidence d’́eventuels problèmes de blocage de granulats

dans les armatures, de ségŕegation ou de ressuage.

Dans cet objectif, nous nous proposons dans un premier temps de caractériser la rh́eologie du b́eton en

fonction de la rh́eologie du mortier et de la quantité de granulat. La loi de Bingham áet́e utilisée pour

le mortier, car d’apr̀es Hu (1995), cette loi peut représenter correctement une grande variét́e de mortiers,

contrairement̀a d’autres lois plus complexes qui ne s’appliquent qu’à une certaine catégorie (Hu, 1995).

Les deux param̀etres de la loi de Bingham que nous devons caler sont le seuil de cisaillementτ0 et la

viscosit́e plastiqueηp.

4.2.2.1 Phase exṕerimentale

Mortier Un mortier aét́e formuĺe comme suit :

Constituant Quantit́e enkg/m3

Sable 1164

Ciment 535

Eau 276

Filler 267

Superplastifiant 7, 8

Nous effectuons un essai sur un cône d’Abrams pour mortier de hauteur15 cm. Nous mesurons la dimension

de la galette le long de trois diamètres śepaŕes d’un angle de60 degŕes. La moyenne des mesures sur ce

mortier est de30 cm.

Si la mod́elisation nuḿerique de l’essai au cône d’Abrams ne pose, a priori, pas de problème, il en va

diff éremment pour l’́ecoulement dans un entonnoir classique qui présente un grand́etranglement de rapport

26/3. En effet, pour mod́eliser l’inclinaison du bord (figure 4.33-a), il faudrait imposer sur des nœuds

internes au maillage rectangulaire, une relation du typevx = αvy entre les vitesses dans les deux directions

où α est fonction de la ǵeoḿetrie. Malheureusement, cette procédure n’est pas encore possible avecellipsis.

Ne pouvant donc pas imposer des conditions internes ”obliques” sur les vitesses, il faut que les conditions

aux limites en vitesse s’appliquent sur les bords physiques externes du domaineétudíe.

Par conśequent, nous avons conçu le maillage dont la géoḿetrie est d́ecriteà la figure 4.33-b. La base est

un maillage rectangulaire pour lequel, avant tout calcul, nous avons déplaće des nœuds pour décrire les

parties inclińees. Nous gardons en mémoire la matrice locale de rotation qu’a subi le nœud pour pouvoir

imposer une condition limite en vitesse perpendiculairement au bord. Cette conception impose que lors
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FIG. 4.33 –(a) Géoḿetrie de l’entonnoir habituellement utilisé pour mesurer le temps d’écoulement du mortier. (b)

Modèle nuḿerique envisaǵee.

de leur passage dans l’étranglement les particules vont se rapprocher, ce qui ne pose pas de problème.

Par contre,̀a la sortie de l’́etranglement, les particules vont rester proches alors que la taille deséléments

augmente lińeairement avec la géoḿetrie. Ce ph́enom̀ene entrâıne une grande quantité de particules dans

les éléments sous l’étranglement. Mais, plus grave pour le calcul numérique, leśeléments le long du bord

incliné se vident de particules et une zone sans particule se crée. Ce mod̀ele n’est donc pas faisable avec

ellipsisen l’état.

Une autre conception áet́e envisaǵee. Puisque seule la partie en aval de l’étranglement pose des problèmes,

alors nous pouvons modéliser uniquement la partie amont. Dans ce modèle, leséléments finis suṕerieurs

du maillage vont se vider petit̀a petit de leurs particules. Or, la MEFPIL nécessite que chaqueélément

contienne au moins un point d’intégration pour obtenir une matrice de viscosité non nulle. Cette conception

n’est donc envisageable que si un flux de nouvelles particules est imposé en partie suṕerieure pour com-

penser la perte des particules en partie inférieure. Devant les difficultés pour imposer ces flux et attribuer

des propríet́es rh́eologiques aux nouvelles particules, nous n’avons pas poursuivi notreétude dans cette

direction.

Nous avons donc conçu un entonnoir de forme rectangulaire qui permet de modéliser la ǵeoḿetrie par des

conditions en vitesses internes au maillage dont les directions sont parallèlesà l’orientation de la grille. Ce
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mod̀ele permet aussi d’être plus proche des conditions de déformations planes imposées par le code. La

géoḿetrie de ce nouvel entonnoir est représent́eeà la figure 4.34-a.
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FIG. 4.34 –(a) Géoḿetrie de l’entonnoir parallélépip̀edique utiliśe pour mesurer le temps d’écoulement du mortier.

(b) Modèle nuḿerique.

L’entonnoir ainsi d́efini est rempli entìerement de mortier. Lorsque la trappe est ouverte, nous déclenchons

un chronom̀etre qui est arr̂et́e quand l’observateur peut voir la lumière à travers l’ouverture. Les temps

mesuŕes avec une ouverturee de 2 et 3 cm sont respectivement5, 2 et 2, 8 s. Dans le futur, ce procesus

exṕerimental ńecessiterait des aḿeliorations parce qu’il est difficile de juger le temps final de l’écoulement.

D’autre part, la fluidit́e de ce type de mortier est telle que le temps d’écoulement est très court, par

conśequent, l’erreur relative de mesure est grande. Réduire encore plus l’ouverture nous aménerait dans

des dimensions trop proches de la longueur interne (taille des grains de sable) du mortier, et augmenter le

volume de mortier̀a faireécouler reviendrait cher en matériau et manutention. Il faudrait donc mettre au

point unécoulement, non plus en chute verticale, mais le long d’un plan incliné. En fonction de la viscosité,

nous pourrions relever ou abaisser ce plan pour toujours obtenir des temps d’écoulement de l’ordre de10

secondes.

Béton Enfin, nous avons formulé un b́eton dont la base est le mortier décrit ci-dessus. C’est-à-dire que

nous rajoutons des granulats et augmentons la quantité d’eau pour tenir compte de l’absorption. La compo-
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sition d’un tel b́eton est la suivante :

Constituant Quantit́e enkg/m3

Gravier 708

Sable 885

Ciment 407

Filler 203

Eau 216

Superplastifiant 5, 9

Le diam̀etre moyen des gravillons est de8 mm et leur masse volumique de2950 kg/m3. La masse volumique

des gravillons mouilĺes est de3850 kg/m3.

Nous mesurons, suivant le même processus expérimental mis en place pour le mortier, unétalement moyen

de56 cm au ĉone d’Abrams pour b́eton de hauteur30 cm.

4.2.2.2 Calage des param̀etres

Paramètres numériques La loi de Bingham, telle que présent́ee au paragraphe 3.2.3, a une viscosité

infinie à l’origine. Comme nous l’avons vu au paragraphe 2.2.2, les méthodes it́eratives de ŕesolution

convergent lentement pour des matrices de comportement mal conditionnées. Pour cette raison, nous devons

imposer une borne supérieureηmax à la viscosit́e. L’écart maximal entre les viscosités ne doit pas d́epasser

quatre ordre de grandeur pour maintenir un taux de convergence permettant un usage réṕetitif du mod̀ele.

Avant tout calcul, nous devons donc vérifier l’influence des param̀etres nuḿeriques que sontm dans la

loi de Bingham etηmax sur le comportement du mortier. Pour cela, nous utilisons le modèle nuḿerique

repŕesent́e à la figure 4.34-b. Pour cettéetude paraḿetrique, nous choisissons une viscosité Newtonienne

de1 Pa.s pour l’air et une viscosité plastique de100 Pa.s pour le mortier avec un seuil de cisaillement de

100 Pa.

L’ évolution de l’́ecoulement du mortier en fonction du temps est montréeà la figure 4.35. Nous rappelons

que pour ce mod̀ele nuḿerique, nous avons fait une hypothèse forte en utilisant des déformations planes,

alors que le mod̀ele physique est axisyḿetrique.

La figure 4.36 pŕesente l’́etalement en fonction du temps au cône d’Abrams de15 cm de hauteur pour

diff érentes valeurs dem. Toutes autres valeurśetant par ailleurśegales. Pour les faibles valeurs dem (fi-

gures 4.36-c, 4.36-d et 4.36-e), l’étalement continue de varier au cours du temps, car le modèle de Bingham

modifé ne pŕesente pas de transition suffisamment marquée entre les viscosités en-dessous et au-dessus du

seuil de plasticit́e. Par contre, pour les valeurs50 et 100 (figures 4.36-a, et 4.36-b), l’étalement se stabi-

lise rapidement. De plus, les deux courbes respectives sont très proches l’une de l’autre. La conclusion est

qu’une valeur dem = 100 est juǵee suffisante pour représenter le loi de Bingham numériquement. Cette

valeur est donc utiliśee dans le reste de notreétude.

En faisant varier la valeur de la viscosité maximale, nous observons des courbes d’étalement en fonction

du temps tr̀es diff́erentes. Si la courbe 4.37-c atteint un palier, c’est uniquement parce que le mortier a
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(a)

(b)

(c)

(d)

FIG. 4.35 –Diff érentes phases de l’étalement du mortier au cône d’Abrams. (a) Ǵeoḿetrie initiale, (b) et (c) phases

intermédiaires et (d) configuration finale.
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FIG. 4.36 –Evolution dans le temps de l’étalement au ĉone d’Abrams pour un mortier en fonction du paramètrem

de la loi de Bingham modifíee : (a)m = 100, (b) m = 50, (c) m = 20, (d) m = 10 et (e)m = 5.

atteint les limites du maillage. De la figure 4.37, nous concluons que plus la viscosité à l’origine ηmax

est grande, plus le palier atteint est horizontal. En effet, ce palier a pour pente l’inverse de la viscosité à
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FIG. 4.37 –Evolution dans le temps de l’étalement au ĉone d’Abrams pour un mortier en fonction de la viscosité

maximaleà l’origine de la loi de Bingham modifíee : (a)ηmax = 5.104 Pa.s, (b)ηmax = 104 Pa.s et (c)ηmax = 103

Pa.s.

l’origine, puisque pour atteindre ce palier toute la matière doitêtre sollicit́eeà une contrainte inférieureà

celle du seuil de cisaillement. Les résultats obtenus avec la valeur maximale deηmax qui peutêtre prise,

par rapport au taux de convergence, est représent́ee sur la courbe 4.37-a. Ce résultat est juǵe satisfaisant

pour pouvoir mesurer uńetalement, m̂eme si le palier n’est pas parfaitement horizontal. Pour la suite, nous

prenons systématiquement la valeur maximale5.104 Pa.s afin de garder une bonne convergence et obtenir

des ŕesultats stabiliśes dans le temps.

Calage du seuil de cisaillement Lorsque le mortier a fini de s’écouler, toute la matière subit une contrainte

inférieure au seuil de cisaillement. A priori, l’étalement final ne devrait donc pas dépendre de la viscosité

plastique. Pour v́erifier cela, nous ŕealisons une śerie d’essais nuḿeriques avec des valeurs deηp variant de

10 Pa.s̀a100 Pa.s. Le seuil de cisaillementétantégalà130 Pa. La figure 4.38 d́emontre bien que la viscosité

plastique, n’a une influence que sur la vitesse d’écoulement mais dans tous les cas l’étalement final reste le

même.

La conclusion est que seul le seuil de cisaillement a une influence sur l’étalement au ĉone d’Abrams. Une

série de mod̀eles nuḿeriques va, par conséquent, nous permettre de caler la valeur deτ0 de la loi de Bingham

sur ce mortier.

Nous souhaitons atteindre unétalement de30 cm, la courbe la plus proche est donc celle de la figure 4.39-b

qui est ŕealiśee avec un seuil de cisaillement de135 Pa. Le seuil de cisaillement du mortier ainsi formulé
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FIG. 4.38 –Evolution dans le temps de l’étalement au ĉone d’Abrams pour un mortier en fonction de la viscosité

plastiqueηp de la loi de Bingham modifíee : (a)ηp = 10 Pa.s, (b)ηp = 50 Pa.s et (c)ηp = 100 Pa.s.
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FIG. 4.39 –Evolution dans le temps de l’étalement au ĉone d’Abrams pour un mortier en fonction du seuil de

plasticit́e τ0 de la loi de Bingham modifíee : (a)τ0 = 150 Pa, (b)τ0 = 135 Pa, (c)τ0 = 125 Pa et (d)τ0 = 100 Pa.

est donc de135 Pa. Pour comparaison, le logicielBétonlabdévelopṕe au LCPC et basé sur le mod̀ele

d’empilement granulaire, donne une valeur de142 Pa.
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Calage de la viscosit́e plastique Nous calons la viscosité plastique sur le résultat exṕerimental obtenu

sur le temps d’́ecoulement du mortier dans l’entonnoir rectangulaire. Tous les autres paramètres du calcul

sont ceux d́etermińes pŕećedemment, soitm = 100, ηmax = 5.104 Pa.s etτ0 = 135 pa.

Le mod̀ele nuḿeriqueà différents stades de l’écoulement est présent́e à la figure 4.40.

(b) (c) (d)(a)

FIG. 4.40 –Essai nuḿerique de l’́ecoulement du mortier dans un entonnoir. (a) configuration initiale, (b) et (c) deux

configurations interḿediaires et (d)́etat de l’́ecoulement au temps pris comme le temps de fin de l’écoulement.

Le suivi d’un point de la surface libre du mortier en fonction du temps est tracé à la figure 4.41. Nous

observons que le déplacement est rapide au début, et au fur et̀a mesure que le niveau dans l’entonnoir

descend l’́ecoulement ralenti. En effet, plus la quantité de mortier restant dans l’entonnoir est faible, plus

la contrainte due aux forces de gravités est faible au niveau de l’étranglement et plus l’écoulement est

lent. Nous retrouvons nuḿeriquement le m̂eme probl̀eme que lors des expériences pour juger la fin de

l’ écoulement. En effet, comme nous pouvons le remarquer sur la figure 4.41, la courbe est pratiquement

horizontale juste avant que le point de la surface libre traverse l’ouverturey = 0 m. C’est-̀a-dire que si la

fin de l’écoulement est juǵe ày = 0± ε m, la variation sur le temps est très grande. Nous ne sommes donc

pas satisfaits de cette méthode de calage de la viscosité plastique. Id́ealement, il faudrait mesurer un temps

d’écoulement entre deux altitudeséloigńees de la fin de l’́ecoulement. Dans cette partie de l’écoulement

l’incertitude relative serait plus faible puisque la courbe a une pente plus forte. Malheureusement cette

proćedure n’est pas facilèa mettre en œuvre expérimentalement. Nous retiendrons donc pour la viscosité

plastique une valeur voisine deηp = 15 Pa.s. Pour comparaison, le logicielBétonLabdonne une valeur

de67 Pa.s pour une mesure faite au rhéom̀etre. Or, Nachbaur et al. (2001) ont montré que la mesure de la
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viscosit́e des mortiers d́epend fortement du moyen de mesure. Nous pensons d’ailleurs que si nous dispo-

sions d’une version 3D de ce code, nous pourrionsétudier les diff́erents moyens de mesure et confirmer ou

infirmer les hypoth̀eses prises sur la répartition des contraintes pour retrouver la viscosité plastiquèa partir

des efforts mesurés.
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FIG. 4.41 –Déplacement vertical d’un point de la surface libre pour différentes viscosités plastiques : (a)ηp =
20 Pa.s, (b)ηp = 15 Pa.s, (c)ηp = 10 Pa.s et (d)ηp = 5 Pa.s.

Nous pouvons remarquer sur la figure 4.41 qu’une fois que le marqueur de la surface libre a franchi

l’ étranglement, sa vitesse augmenteà nouveau. Il s’agit̀a ce moment l̀a d’une chute libre. Le point finit

par se stabiliser̀a une certaine altitude en surface du fluide reposant dans le fond du récipient.

4.2.2.3 Ecoulement du b́eton

Le mod̀ele nuḿerique du ĉone d’Abrams reste identiquèa celui utiliśe pour le mortier. Maintenant, nous

devons mod́eliser un milieu bi-phasique (béton) qui a une interface avec l’air. Dans un premier temps, nous

devons d́eterminer la quantité de granulats̀a inśerer dans le mod̀ele nuḿerique planà partir des rapports

massiques de l’exṕerience.

Quantit é de granulats Nous faisons l’hypoth̀ese que les granulats sont sphériques et monodisperses de

diamètreφm = 8 mm. Comme nous ne pouvons réaliser qu’unéetude plane, nous considérons que le plan

de l’étude va couper aléatoirement les granulats. Les disques auront donc un rayon aléatoire compris entre
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0 etφm/2 selon la r̀egle

r =
φm

2

√
1− α2 avec 0 ≤ α ≤ 1 (4.36)

Cette relation áet́e programḿee pour sṕecifier aĺeatoirement le rayons des disques. Le rayon moyenà

prendre en compte dans le modèle nuḿerique est dermoy = φm

√
3

4
soit rmoy = 6, 9 mm. Il reste maintenant

à d́eterminer le nombre de particulesà mod́eliser pour obtenir le m̂eme rapport massique entre les gravillons

mouillés et le mortier que nous avions dans l’expérience.

Nous d́efinissons le rapport massique commeétant la masse des granulats mouillésMGranulats +Majout d′eau

sur la masse totaleMtotale. Pour la formulation exṕerimentale, ce rapport vaut2, 85. Pour obtenir cette valeur

dans la formulation nuḿerique, nous devons modéliser90 granulats circulaires de rayon moyen6, 9 mm.

Résultats nuḿeriques La figure 4.42 montre l’́ecoulement du b́etonà différents temps. Nous pouvons

remarquer que la surface libre est plus rugueuse qu’avec le mortier puisque les granulats agissent comme

points durs.

(a)

(b)

(c)

(d)

FIG. 4.42 –Diff érents stades de l’écoulement d’un b́eton au ĉone d’Abrams.

En suivant l’́etalement de la galette en fonction du temps (figure 4.43), nous remarquons que l’allure de la

courbe reste sensiblement identiqueà celle observ́ee pour le mortier.

Toutefois, la viscosit́e élev́ee des granulats entraı̂ne une viscosit́e moyenne beaucoup plus forte que pour

le mortier. La conśequence est que le changement de pente se produit plus tard. Etant donné la nouvelle

échelle de temps, le palier paraı̂t moins horizontal que pour le mortier.
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FIG. 4.43 –Taille de la galette en fonction du temps pour le bétonétudíe.

Le changement de pente se produit pour unétalement de60 cm à un temps de l’ordre de6 s. Ces valeurs

sont proches des valeurs expérimentales (55 cm et5 s). Ces ŕesultats d́emontrent l’importance de pouvoir

mod́eliser un plus grand contraste dans les paramètres des lois de comportement. Ceci peutêtre fait avec

une ŕesolution directe, ce qui nécessiterait des ordinateurs très rapides, ou eńeliminant l’air du mod̀ele, ce

qui permettrait d’accrôıtre de deux ordres les caractéristiques rh́eologiques des granulats.

Malgré des difficult́es de mod́elisation des caractéristiques ḿecaniques des matériaux, malgŕe l’hypoth̀ese

de d́eformations planes et malgré l’hypoth̀ese sur les granulats, nous retrouvons un bon ordre de grandeur

de la rh́eologie d’un b́etonà partir du calage des paramètres rh́eologiques du mortier et de la quantité de

granulats inśeŕes dans le ḿelange.

Comme perspectives de cetteétude, nous nous proposons de comparer les résultats nuḿeriques obtenus

sur l’écoulement du b́eton entre la description explicite des granulats comme nous venons de le voir, et une

description implicite par la th́eorie de Cosserat en spécifiant comme longueur interne du modèle le diaḿetre

moyen des granulats. Enfin, nous pourronsétudier,à uneéchelle plus ŕeduite, les ph́enom̀enes de blocage

entre deux armatures des granulats avec une description explicite.
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Au cours de ce travail de recherche, nous nous sommes intéresśesà la mod́elisation nuḿerique en grandes

transformations de matériaux h́et́erog̀enes dont le comportement dépend du temps. Nous avons vu au pre-

mier chapitre que les ḿethodes existantes possèdent toutes des inconvénients. Certaines ne permettent pas

de d́epasser un certain seuil de déformation, d’autres présentent une grande diffusion des variables de temps

lors de leur d́eplacement dans l’espace. La méthode deśeléments finis avec des points d’intégration Lagran-

giens a donćet́e mise au point par Louis Moresi. Cette méthode combine la versatilité et la robustesse des

éléments finis en formulation Eulérienne avec une description Lagrangienne basée sur des particules. La

coexistence du maillage Eulérien avec un ensemble de points Lagrangiens donne une grande souplesse de

développement. En effet, en fonction du caractère Euĺerien ou Lagrangien d’une variable, elle peutêtre

sṕecifiée comme appartenant aux nœuds ou aux particules. Par contre, la MEFPIL impose de modéliser

tout l’espace òu le mat́eriau consid́eŕe évolue, ce qui peut s’avérer côuteux dans certaines applications et

entrâıne l’usage excessif du matériau ”air”.

Cette nouvelle ḿethode nuḿerique entrâıne certaines adaptations et nouvelles procédures, d́ecrites au cha-

pitre 2, par rapport aux codes auxéléments finis standards. Nous retiendrons aussi que la résolution des

équations discŕetiśees est faitèa l’aide d’un sch́ema de ŕesolutions multigrilles couplé avec des schémas

itératifs. L’avantage est la rapidité pour les cas simples, mais une convergence très lente pour les matrices

mal conditionńees. De plus, dans l’état actuel du code, l’utilisation des multigrilles entraı̂ne un manque de

souplesse dans le choix géoḿetrique deśeléments du maillage. Tous les maillages sont des boı̂tes rectangu-

laires.

Dans le chapitre 3, nous décrivons toutes les lois de comportement qui ontét́e d́evelopṕees et implant́ees

dans le codeellipsis lors de cettéetude. Nous retiendrons que certaines lois sont implantées sans difficultés

(mod̀ele de Cosserat et loi de Bingham), d’autres présentent des difficultés líes aux d́eplacements des points

d’intégration (viscóelasticit́e) et d’autres encore (anisotropie de Cosserat) nécessitent une grande attention

lors de leuŕecriture et lors de leur implantation qui sont deux phases où des difficult́es peuvent apparaı̂tre.

Enfin, le chapitre 4 pŕesente quelques modèles nuḿeriques qui ont́et́e ŕealiśesà des fins d’́evaluation de la

méthode nuḿerique et des lois de comportement implantées. Nous pouvons noter que tous les cas tests sur

un largeévantail de mod̀eles ont́et́e ŕeussis avec succès. La MEFPIL a aussi démontŕe toutes ses capacités

et son potentiel sur l’étude de l’́ecoulement de matériaux h́et́erog̀enes.

Les perspectives de cetteétude sont multiples. Bieńevidemment, une version3D du code permettrait
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d’élargir le champ des applications. Nous pensons notammentà l’étude compl̀ete du coulage du béton frais

dans un coffrage avec une forte densité d’armatures. L’extension en3D est actuellement réaliśee par une

entreprise priv́ee Australienne (VPAC), mais dans un premier temps, uniquement la viscosité Newtonienne

sera implant́ee. Nous retiendrons principalement deux points de la méthodèa aḿeliorer :

– Pour traiter des milieux vraiment hét́erog̀enes, il fautêtre capable de traiter des matrices mal condi-

tionnées. Sur ce th̀eme la recherche peut se développer sur deux axes. Le premier serait d’utiliser d’autres

méthodes de ŕesolution qui puissent traiter un système mal conditionńe, et l’autre axe, serait de suppri-

mer les particules ”d’air” pour gagner environ2 ordres de grandeur sur les paramètres rh́eologiques. Ce

dernier axe de recherche permettrait aussi d’économiser du temps et de la mémoire. En effet, si nous

étions capable de suivre la surface libre du système, alors nous pourrions intégrer les variables unique-

ment sur leśeléments contenant des particules ”intéressantes” du point de vue mécanique. Nous avons

d’ores et d́ejà envisaǵe de d́evelopper cet axe de recherche en couplant la MEFPIL avec une méthode de

type ”levelset” (Moes et al., 2002).

– A la suite de ce travail de thèse, il faut continuer̀a d́evelopper et implanter des lois de comportement

pour élargir encore le spectre des applications de la MEFPIL. Nous pensons tout particulièrement aux

mod̀eles non lińeaires, mais aussià la prise en compte des effets d’inertie.

Quant aux nouvelles applications de cette méthode dans le ǵenie civil et plus ǵeńeralement dans la ḿecani-

que des solides, elles sont multiples et variées. Bien entendu l’étude sur l’́ecoulement du b́eton frais doit̂etre

approfondie, mais nous envisageons aussi d’utiliser cette méthode dans d’autres types d’écoulement comme

les avalanches et les glissements de terrains. Enfin, nous pensons que cette méthode pourrait apporter de

nouvelles possibilit́es pour les problèmes d’interaction en grandes transformations entre un solide ”rigide”

et un solide qui se comporte comme un fluide. C’est par exemple le cas pour le fonçage de pieu dans le sol,

l’impact de missile sur une structure, les procéd́es d’extrusion, la formation de copeau lors de l’usinage de

pièces ḿetalliques, etc ....
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Annexe A

Matrice B

Nous pŕesentons l’́ecriture classique de la matriceB dans le cas des milieux continus classiques en2D :

B =




N ,x 0

0 N ,y

N ,y N ,x


 (A.1)

et en3D :

B =




N ,x 0 0

0 N ,y 0

0 0 N ,z

0 N ,z N ,y

N ,z 0 N ,x

N ,y N ,x 0




(A.2)

Pour les milieux continus d’ordre supérieur tels que les milieux de Cosserat la matriceB se pŕesente en2D

sous la forme :

B =




N ,x 0 0

0 N ,y 0

N ,y 0 N

0 N ,x −N

0 0 N ,x

0 0 N ,y




(A.3)
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et en3D :

B =




N ,x 0 0 0 0 0

0 N ,y 0 0 0 0

0 0 N ,z 0 0 0

N ,y 0 0 0 0 N

0 N ,x 0 0 0 −N

N ,z 0 0 0 N 0

0 0 N ,x 0 −N 0

0 N ,z 0 N 0 0

0 0 N ,y −N 0 0

0 0 0 N ,y 0 0

0 0 0 0 N ,x 0

0 0 0 N ,z 0 0

0 0 0 0 0 N ,x

0 0 0 0 N ,z 0

0 0 0 0 0 N ,y




(A.4)
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Annexe B

Modèle non linéaire

Dans bien des applications géophysiques, la d́eformation totale du matériau devient tr̀es vite infinie, ce qui

entrâıne pour des mod̀eles de comportement linéaire des contraintes infinies. Pouréviter ce ph́enom̀ene, un

mod̀ele de comportement non linéaire áet́e implant́e dansellipsis.

Nous rappelons l’́equation (3.27) de la loi de comportement viscoélastique pour la partie déviatorique des

contraintes.

O
τ

2µ
+

τ

2η
= De

′ + Dv
′ = D′ (B.1)

Pour d́eterminer la viscosité effective, nous modifions (B.1) en introduisant un terme d’élongation plastique

suivant une loi d’́ecoulement de type Prandtl-Reuss :

O
τ

2µ
+

τ

2η
+ λ

τ

2 |τ | = De
′ + Dv

′ + Dp
′ = D′ (B.2)

où λ est un param̀etreà d́eterminer de telle sorte que la contrainte reste sur la fonction seuil, et|τ | est d́efini

par(τijτij/2)(1/2). La loi d’écoulement plastique introduit une non linéarit́e dans la loi constitutive qui, en

géńeral, ńecessite des itérations pour d́eterminer l’́etat d’́equilibre.

Implantation num érique A partir de l’équation (B.2), nous exprimons le taux de contrainte de Jaumann

sous forme de diff́erence finie (dans le référentiel Lagrangien des particules) pour obtenir :

τ t+∆te
[

1

2µ∆te
+

1

2η
+

λ

2 |τ |+
]

= D′t+∆te +
1

2µ∆te
τ t +

1

2µ
(Wtτ t − τ tWt) (B.3)

Aucune modification sur la partie isotrope des contraintes est requise par l’utilisation du critère de Von

Mises. Sur la surface seuil, nous utilisons le fait que|τ | estégalà la contrainte plastiqueτplast du mat́eriau,

pourécrire

τ t+∆te = η′
[
2D′t+∆te +

1

µ∆te
τ t +

1

µ
(Wtτ t − τ tWt)

]
(B.4)
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en utilisant une viscosité effectiveη′ définie par

η′ =
η τplast µ∆te

η τplast + τplast µ∆te + ληµ∆te
(B.5)

Nous d́eterminonsλ en prenant la valeur de|τ t+∆te | égaleà la contrainte de plasticité dans (B.4). Dans ce

cas particulier, nous pouvons aussi obtenirη′ directement par

η′ =
τplast

|D′
eff |

(B.6)

où

D′
eff = 2D′t+∆te +

1

µ∆te
τ t +

1

µ
(Wtτ t − τ tWt) (B.7)

et |D| = (2DijDij)
1/2.

La valeur deλ ou deη′ est modifíee pour permettre aux contraintes d’être redistribúees depuis les points

qui se d́echargent. Ces itérations sont ŕeṕet́ees jusqu’̀a ce que la solution en vitesse reste constanteà la

tolérance pr̀es du calcul. Pour ces itérations, nous ne faisons pas appelà un sch́ema sophistiqúe de type

Newton-Raphson, car les nouvelles non linéarit́es entre deux itérations sont peu nombreuses et de faibles

amplitudes.
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