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Introduction

Les mysteres de I'expansion accélérée de l'univers, vastg@amme . . Cette thése n’a évidem-
ment pas pour ambition de lever le voile sur ce mystere, naigement d’apporter une modeste
contribution a la compréhension de notre univers dont Hawes scientifique remonte a prés de cent
ans. L'histoire pourrait commencer par une observatiolte ces galaxies. Celles-ci s’éloignent les
unes des autres dans un mouvement qui ne leur est pas prope#et c’est I'espace lui-méme qui
se dilate. Ce fait observationnel di a Hubble est un échopteemel a la théorie de la relativité
générale d’Einstein. Lhomme par qui tout commence, ouquesll a en effet permis de concevoir
différemment notre espace et notre temps sous une formaaiatqouvelle. L'univers n’est plus une
entité absolue, héritage de la pensée grecque, notamnilent’@gistote, mais une quantité dyna-
mique reliée a la quantité de matiére et d’énergie qui latttoles L'univers n’est plus I'apanage des
philosophes, mais devient une composante des sciencesmasd# devient donc une science que
I'on peut soumettre a I'expérience et a I'observation. €Cassi que le modéle standard de la cosmo-
logie a pu se construire : un savant mélange de théorie esefgations. Celles-ci ont d’ailleurs été
d’'une importance capitale afin de "baliser" le chemin vethdarie expliquant I'univers. Ainsi, grace
ala cosmologie moderne et a I'observation du premier piastoque dans le spectre des anisotropies
du rayonnement du fond cosmologique, nous avons acquigtitude que la densité de l'univers
est proche de sa densité critique. De plus, les observabimnsiontré que la plus grande partie de
la matiére nous est invisible : la matiére noire. Mais queiedont I'origine de cette matiere ? Et
comment interagit-elle avec le reste de la matiére ? C’eseldes deux grandes intérogations en cos-
mologie. Un spectre infini de questions et de réponses shiattés parmi les cosmologistes. Mais
il y a peut-étre une intérogation encore plus révolutiormémanant de I'observation de la lumino-
sité de certaines étoiles en fin de vie : les supernovae. Ehadf astres nous conduisent a penser
gue l'univers est en expansion acceélérée. Dans le cadretdethéorie standard de la cosmologie
cela implique que l'univers est dominé par une forme incentiénergie, I'’énergie noire. Cette der-
niére peut se concevoir sous diverses formes dont seuléf@qre permettra de distinguer le bon
du mauvais modele. Ainsi cette thése a, entre autre, poud'étitdier différentes contraintes ob-
servationnelles concernant les modéles d’énergie nogex-Ci sont tres nombreux et leurs origines
peuvent remonter a des ages antérieures au probleme dgyl&neire. En effet, trés tot c’est poseé le
probleme de la quantification de la relativité générale weagonduit au développement de modeles
de gravitation modifiée. De plus d’autres motivations, dansut de modifier la théorie, émaneérent
des travaux de Carl Henry Brans et Robert Henry Dicke afin dérecla théorie compatible avec le
principe de Mach ou le concept d'inertie est revue. Cetteribét ses extensions, comme les théories
scalaire-tenseur, sont devenues des candidats prigldgsthéories alternatives a la gravitation. De
plus de nombreuses théories sont nées dont des modéles dgrsvitation non linéaire, i.e. 'addition
de termes d’ordres supérieuks, R, R", R, ,, k""" dans le lagrangien de la théorie. Ce type de
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termes apparaissent dans le lagrangien effectif des #82de cordes et de Kaluza-Klein lorsque le
mécanisme de réduction dimensionnelle est utilisé. Ontatendonc différentes positions théoriques
mais également des observations telles que celles dessuper des anisotropies du fond diffus cos-
mologique, ainsi que les BAO. Toutes ces conclusions reafur’idée d’'un modele ou la gravitation
pourrait ne pas étre simplement décrite par un lagrangiet ave fonction scalaire de la courbuie
Les observations nous permettront donc de comparer leslesodre d’en éliminer certains.




Premiere partie

Modele standard de la cosmologie







CHAPITRE 1
7 . u V4 V4 V4
Eléments de relativité générale
Sommaire
1.1 Limites delarelativité restreinte . . . . . . . . .. ... . 3
1.2 Principedéquivalence . .. .. ... .. ... e 4
1.3 Equationsdelathéorie . ... ... ... .. . .. . ... .. ... 5
1.4 Applicationalacosmologie . . . ... .. . ... . ... ... 6

L a théorie de la relativité générale est une théorie qui pedeelécrire la gravitation en termes

purement géomeétriques. Ainsi Einstein apporte en 1915 éntable révolution de notre concep-
tion de I'espace et du temps. Tandis que I'espace-tempgpétgiu comme un "fond" avec lequel on
n'interagissait pas, i.e. un cadre absolu, Einstein 'imagomme une "matiere" malléable, qui peut
se déformer selon son contenu. L'espace-temps devierst alochamp comme un autre, avec une
dynamique.

1.1 Limites de la relativité restreinte

La relativité restreinte élaborée par Einstein en 1905 aaur put d’introduire le principe de
relativité :

toutes les lois de la physique sont identiques dans tougfésantiels galiléens
y compris la constance de la vitesse de la lumiere.

Ce principe va se traduire mathématiquement par une imegides equations sous les transfor-
mations de Lorentz, qui nous permettent de déterminer tesvalles de temps et d’espace dans une
transformation passant d’'un référentiel a un autre.

Puisque ces référentiels sont identiques il est imposdiblééceler un mouvement rectiligne et
uniforme d’un systeme par une expérience embarquée qugleoh s’agit du principe de relativité.
Cependant, celui-ci ne s’étend pas aux systéemes accéldisgpip le mouvement de tels systemes
peut étre mis en évidence par une expérience.

On est alors en présence de repére absolu puisque ces maiisewe|érés nous donnent la pos-
sibilité de détecter des mouvements absolus. Cette coorlnose pouvant étre acceptée en relativité
restreinte, Einstein en apportera la solution.




4 1. ELEMENTS DE RELATIVITE GENERALE

1.2 Principe d’équivalence

Tout corps possede une masse dite inertiellec’est-a-dire celle que lui procure une accélération
sous 'action d’une force extérieur et une masse gravitattiem,, qui est la constante de couplage
dans la force gravitationnelle. Elle permet donc de déteemliintensité de cette force.

La chute d’un corps va dépendre du rappeffm,. Pourtant, des les premieres mesures de Galilee
aux plus récentes, en passant par celles de E6tvos (1908 ket (1964), aucune différence ne fut
décelée. Aujourd’hui ce résultat reste vrai a une précidmr)—'2. Einstein va prendre en compte ce
lien entre inertie et gravité et en faire une équivalence.

La chute libre des corps est donc indépendante de ces dereller est universelle. Les corps
chutent simultanément lorsqu’ils sont lachés simultaménties’agit du principe d’équivalence faible.

Il en conclut alors que tout champ de gravitation statiquagbrme est équivalent a un référentiel
accéléré dans le vide. C’est le principe d’équivalencergstgin. Il existe un référentiel dans lequel
le mouvement libre d’un corps sera rectiligne et uniformestoun référentiel localement inertiel. Ce
corps doit étre cependant assez faible pour que les inhamda§é du champ gravitationnel soient
négligeables.

Puisque I'on peut définir un repere dans lequel le mouvemanedarticule test est rectiligne et
uniforme, alors son accélération propre est nulle. Cedieghiit par

d?x*
dr?
Maintenant si I'on se place dans un autre référentiel, lssfaamation générale’”(z”) donne alors

=0 our estle temps propre (1.1

d2x* 9z 9Pzt dxe dxP

=0 1.2
dr2 + Oxt Or*0xP dr dr (1.2)
On définit -
ox’ o°xt
v, = ——— 1.3
of Ox+ dx*0zP (1.3)
L'équation (1.2) se réécrit alors
d2x/+ dx' dx’?
v, ——=0 1.4
dr? Tl dr dr (1.4)
De plus la métrique qui était plate auparavant devient
oz 0z
la\
gﬂy(x ) - 7704683:/“ 83:/1/ (15)

Ces équations ne représentent pas grand-chose pour lesiphysle I'époque, mais un ceil averti
(de mathématicien) reconnait en ces équations une géeatin de la théorie. Une structure géo-
meétrique apparait naturellemeny,, est la metrique d’'une variété differentiable a 4 dimensitifis
féomorphe a un espace de Minkowski etlbast la connexion.

Tout un ensemble de connaissances en mathématiques dsiéakassimilé par Einstein, qui le
fera avec I'aide d’un de ses anciens camarades : Marcel @erss Une lettre d’Einstein rappelle a
cette époque son intérét grandissant pour les mathémsatique

Je m’occupe exclusivement du probleme de la gravitatioe etgis maintenant que je
surmonterai toutes les difficultés avec I'aide d’un ami néatlaticien d’ici. Il y a au moins
une chose certaine, c’est que je n’avais jamais travaillésadur de ma vie et j'ai acquis
un grand respect des mathématiques, dont j'avais jusquéagmt, dans mon innocence,




1.3. EQUATIONS DE LA THEORIE 5

considéré les aspects subtils comme un luxe superflu! A eGté gdrobleme, la premiére
théorie de la relativité est un jeu d’enfaht.

Un long travail aménera a la théorie de la relativité gémer@lest alors le 25 novembre 1915
gu’Einstein publie ses équations du champ de la théoriedlsé par Hilbert sous la forme d’'une
action.

Un an plus tard, Karl Schwarzschild trouve une solution a&tyiesphérique des équations d’Ein-
stein.

En 1919, Arthur Stanley Eddington et Frank Watson Dysorfieéti la déviation des rayons lu-
mineux lors de I'éclipse total du Soleil.

Naissait alors I'une des plus grandes théories de la phgsiqu

1.3 Equations de la théorie

Les équations établies par Einstein peuvent étre étakdiekmérivation de I'action d’Einstein-
Hilbert

C4
vV—gRd* S 1.6
167G / ghd'x + (1.6)
ou g est le déterminant de la métrique de notre espace-teRascourbure scalaire de ce méme
espacesS,, est 'action des champs de matiére:¢d vitesse de la lumiére, celle-ci sera omise par la
suite ¢ = 1).
La variation de cette action donne la fameuse équation agdtwvité générale.

S —

1
R, — éRgW = 87GT,, a.7)

ou R, estle tenseur de Ricci definit a partir de la connexion (lestsyjles de Christoffel) ek la
courbure scalaire

1
Ffw = 5 gpo (augua + 6u gou - (%QW) (18)
R, = 0,I,-09,I9,+I9,I", —T7I (1.9)

R = ¢"R, (1.10)

T,, estle tenseur énergie impulsion deéfinit par

2 08,
Ty = ——2 (1.11)
N L
D’aprés les identités de Bianchi, on en déduit la conseymate ce dernier tenseur
vV, T" =0 (1.12)

L'équation de la relativité générale (1.7) indique aloesrement I'égalité entre I'énergie, par I'in-
termédiaire du tenseur énergie-impulsion et la géométiead espace. Selon I'interprétation clas-
sique, le terme de droite de I'équation, i.e. le contenu deivers apporte une modification de la
métrique soit de la géométrie de I'univers. Mais on pouagsi avoir une interprétation "miroir".
En effet rien ne nous empéche a partir de cette équation deivainivers déformé, i.e. une dyna-
mique de I'espace qui engendrerait le terme de droite, aaitdtiere. On voit bien les difficultés a

1 ettre & A. Sommerfeld du 29 octobre 1912, citée in A. Herm&Bmstein/Sommerfeld Briefwechsel
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interpréter ces équations, mais les solutions de cellssront encore plus difficiles a trouver. On ne
connait que trés peu de solutions exactes de la relativitérgie. Cependant, son formalisme et son
apparente simplicité ont permis d’apporter de tres grargfasnses a la physique.

Malgré cela, cette équation de la relativité générale 'alégit" a Einstein. En effet I'univers n’est
plus statique. Il décide en 1917 de rajouter une constamtel@fpallier ce probléme

1
R, — §RgW + Ag,, = 87GT), (1.13)

Cette constante pourrait s’opposer a la gravitation et défm univers statique. Mais cette so-
lution est trés instable, une |égere perturbation conduimmivers vers une expansion ou bien un
effondrement. De plus Edwin Hubble observe en 1929 un dépiant vers le rouge (redshift) des
longueurs d’onde, ce qu’il interpréte comme un éloignerdestgalaxies, soit une expansion de I'uni-
vers. Ceci mit fin a la vie de la constante cosmologique. Caguan son histoire ne s’arréte pas la,

Yy

elle réapparait plus tard pour expliquer I'expansion agéé de I'univers.

1.4 Application a la cosmologie

1.4.1 Principe cosmologique

En opposition avec la position géocentrique, le principgologique stipule que I’'homme n’oc-
cupe pas une place privilégiée. Ainsi I'univers doit étratgdement homogene et isotrope. Ce qui
conduit a la forme de la métrique de Friedmann-LemaitreeRebn-Walker.

dr?
1 — kr?

ds? — —dt? +a2(t)( +1? (d02+sin20d¢>2)) (1.14)

oua(t) est le facteur d’échelle étle terme de courbure.

1 pour un univers fermeé
k= ¢ —1 pourun univers ouvert (1.15)
0 pour un univers plat

1.4.2 Contenu de l'univers

Le tenseur énergie-impulsion permet de représenter latithpa de masse et d’énergie dans
I'espace-temps. Ainsi sous I'hypotheése d’'un fluide parfattenseur prend la forme suivante

T, = (P+puyu, + Py (1.16)

ou P, p etu sont respectivement la pression, la densité et la vitesse tleide.
Les différents types de fluide seront alors différenciésrskd rapport

= 0 pour des particules non-relativistes
P ) =1/3 pour des particules relativistes (1.17)
w = — .
p < —1/3 pour un fluide qui provoquerait une accélération de l'urgver

= —1 pour une constante cosmologique
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1.4.3 Equations de Friedmann

SiI'on considere les équations de la relativité général) (1la métrique (1.14) ainsi que la forme
du tenseur énergie impulsion (1.16) alors nous avons deuati@ns dites de Friedmann

. 2
a 87CG k
" = (‘) = 3 2. (1.18)
a I7G
. - "3 (pi +3F,) (1.19)

2

ou la somme se fait sur tous les éléments matériels de I'tseté! est la fonction de Hubble.

Cette premiere équation va déterminer la "vitesse" d’esioainde I'univers alors que la seconde
va nous informer si l'univers est en accélération ou en @atbn selon le signe de Pour cela on
considére le parameétre de décélératjon —%

Nous savons depuis 1998, que ce parametre est aujourd'taiifaée. que I'univers acceélére.

1.4.4 Paramétres cosmologiques

On définit la densité critiqug. comme la densité qu’aurait un univers homogeéne et isotrope e
expansion pour que sa courbure spatias®it nulle. Soit

 3H?
Pe = GG

(1.20)

Ainsi on va pouvoir définir des quantités adimensionnéesyeprésentent la proportion (par
rapport a la densité critique) de chaque élément dans Busiv

8¢
QO = —=p 1.21
1 3H2 pl ( )
k32
W = ——m (1.22)

La premiére équation de Friedmann se réécrit
i+ =1 (1.23)

Elle apparait comme une équation de contrainte.
De plus I'équation (1.12) nous donne une équation de coaterv

p+3H (p+ P) =0 (1.24)

En définissant le redshifta partir du rapport de la longueur d’'onde de la lumiére au nmbrie
son émissionX) et de sa réceptiomn).
A
142 =20 _ 720 (1.25)
a A
On trouve alors apres intégration en fonctionzde

z 1+w(z/) dz’

p = pyelo T (1.26)
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Soit pour I'équation (1.18)

H2
H}

z 14w, (z') dz

h?(z) = = Qrago(1 4 2)* + Quo(1 + 2)% + Qo(1 + 2)* + Z Qz‘,oegfo 142! (1.27)

ou est un fluide quelconque solution de I'équation (1.24) aweoroe équation d’étaP = wp.

Il s’agit de la fonction de Hubble en fonction du redshift.ti&eexpression est trés intéressante
puisqu’elle nous permet de contraindre les parameétres diglmcomme nous le verrons par la suite.
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L 'apparition de nouvelles étoiles "stellae novae" intriggjdéja dans I'antiquité. Les plus anciennes
références se retrouvent en Asie et notamment chez les i€h@iest seulement axv1€ siecle
gue le monde occidental réalise leur existence. Ensuitdiank (1889-1958) est le premier a établir
une classification et permet ainsi de distinguer les "sapgae" dont il propose le nom. Minkowski

(1895-1976) et par la suite Zwicky (1898-1974) rajouteifierentes sous-classes.

Avant de voir cette classification, il est temps de définiragsts.

Il s’agit de I'apparition d’'une "nouvelle" étoile dans leeti C’est ainsi le moment ou celle-ci
éjecte une grande partie de sa matiéere lors d’'une violeqti®on et cesse ainsi d’exister comme
étoile. Cela marque la fin de son existence en tant qu’entité.

2.1 Classification

Leur intérét aujourd’hui en cosmologie est tres importahés sont considérées comme des chan-
delles cosmologiques. Elles permettent ainsi la mesurdidesmces. Elles sont un sujet de recherche
en tant que telles par I'étude des différents processusqusstrés complexes qui se déroulent lors
de la formation de tels cataclysmes. Tous ces processustéesssants sont hors de mon champ
d’investigation pour I'instant. J'introduirai les diffénts types de supernovae et leur classification.

Cette classification est basée sur la spectroscopie lotaduminosité est maximale. On distingue
alors deux classes selon la présence ou I'absence de rajgaljéne au voisinage du maximum de
luminosité. On définit les supernovae de Typen présence d’hydrogene et celle de Ty son
absence. Par la suite une distinction plus riche appaditrales années 80. La présence (ou absence)
de silicium donne les supernovae de typérespectivement de typb oulc). Toutes ces distinctions
peuvent étre résumées dans la figure (2.1).
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Supernovae ‘ Supernovae a effondrement de
thermonucléaire \ coeur

hydrogéne

Non |
\ Oui
|

silicium
\ II
Oui / *
Ib/c
Ia i

\
\
| hélium
: n(iV \fui
| Ic Ib
FiGc. 2.1 — Classification des supernovae

2.1.1 Supernovae a effondrement de coeur

L'effondrement de cceur est le mécanisme (ou plutdt les nm&Tes) conduisant a I'implosion
de I'étoile en soufflant les couches externes de celle-@side destin des étoiles les plus massives
(M > 8M,). Ces "monstres" énergétiques ont une vie beaucoup plutesajue notre soleil et sont
tres lumineuses. Je vais rappeler brievement les diffésedtipes de leur vie.

Formées majoritairement d’hydrogene a leur naissanceéttéles vont briler ce combustible
en hélium. Il y a alors un équilibre entre la pression integh&a gravitation. Lorsque ce carburant
vient a manquer, I'équilibre est rompu et la gravitationregy tous ses droits. L'étoile s’effondre sur
elle-méme, provoquant alors un réchauffement et une nlgugeimbustion, celle de I'hélium. Tout
comme le mythe de Sisyphe, ce processus va se reproduire arfeadifférence que ¢a ne I'est pas
éternellement. En effet apres la formation du fer, notrédedt@ pourra plus le fusionner, cette réaction
serait endothermique puisque le fer est I'élément ayanetge de liaison la plus importante. L'étoile
a alors une structure en pelures d’oignon, i.e. une streemicouches de plus en plus légére a mesure
que 'on s’éloigne du ceeur.

En se synthétisant, le fer va alourdir le cceur. Lorsque a@laura atteint une masse proche de
celle de Chandrasekhar, la pression des électrons dégémapéut plus s’opposer a la gravitation. Le
cceur s’effondre entrainant une augmentation de températadésintégratiofi inverse est favorisée
(e~ +p — n+v). Les neutrinos s’échappent de I'étoile dont le noyau essadrincipalement composé
de neutrons. Les couches externes continuent a s’effoadrem cceur trés dense et incompressible.
Une onde de choc en retour (rebond) se propage alors du neyaliextérieur. Ce qui entraine une
dislocation de l'astre qui laisse derriere lui une étoileeatrons voire un trou noir.

Ces étoiles sont peu utilisées pour l'instant dans la megesealistances cosmologiques. Cepen-
dant, le plateau de décroissance de la luminosité pour lék@@Kmettrait de les utiliser comme
"chandelle cosmologique" [Hamuy 02] quand la physiqueigwgint ce plateau sera mieux connue.

2.1.2 Supernovae de type la

Dans I'étude qui me concerne, i.e. celle de I'énergie nsieejes les SNla sont utilisées comme
chandelles cosmologiques. Le processus conduisant &téexie d’'une SNla peut étre celui d'une
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naine blanche et d’'un compagnon qui peut étre égalementuireeraine blanche.

Tout commence avec une étoile peu massive qui va briler stnoggne. Lorsque ce combustible
devient rare, cette réaction s’éteint et I'étoile se cartr@n se réchauffant. Ainsi lorsque le coeur
de I'étoile atteintl0®K, I'hélium se met a fusionner a son tour en carbone et oxyganeis que
I'enveloppe d’hydrogéne non brilée se dilate et refrotdést une géante rouge. Au final le centre de
I'étoile, formé de carbone et d’oxygene se contracte (samsis atteindre une température suffisante
pour déclencher les autres réactions) jusqu’a ce que laiprege Fermi des électrons dégénérés vient
s’opposer a la gravitation, ce qui donne une naine blancbkg 0Gjets ont une caractéristique étrange,
plus leur masse augmente plus leur rayon diminue. C’est @@haekhar qui calcula alors la masse,
qui porte désormais son nom, que doit atteindre cet astreqaérson rayon soit nul. Il s’agit donc
d’une limite supérieure a la masse des naines blanches.

On se retrouve alors avec un systéeme binaire formé d’au momsaine blanche. Celle-ci absorbe
de la matiere de son compagnon qui va conduire I'astre adteela masse de Chandrasekhar et ainsi
imploser, ne laissant qu’'un nuage de gaz chaud en expatiiaméme processus est a l'origine des
SNIla (absorption de matiére par une naine blanche puis sigridorsque celle-ci atteint la masse
de Chandrasekhar) qui leur confere alors une grande sidgljtd’ou une tres forte ressemblance des
courbes de luminosité.

Celle-ci est générée par les réactions radioactives [Kerchh] successives

56Ni N 5600 N 56F€

La masse de nickel nous servira par la suite afin de modifiexiddion entre la magnitude et la
distance de luminosité dans des théories ou la constantiéagi@nnelle n’est plus constante.

Ainsiles SNla nous permettent de déterminer la distancet#ig lointaine et donc de prolonger
le diagramme de Hubble. Ces indicateurs de distances dagpendant étre standardisés malgré de
tres grandes similitudes. Les Céphéides permettent quedietsace travail. Ces astres qui sont des su-
pergéantes jaunes ont une relation entre leur période datpri et leur luminosité. Ceci fut mesuré
pour la premiére fois en 1912 par H. Leawitt qui a ainsi débeénxes distances interstellaires et par-
fois intergalactiques. Les supernovae ont 'avantage daineedes distances beaucoup plus grandes.
Cependant, malgré des propriétés trés semblables il pewirydes différences de luminosité au sein
des SNIla. Elles ont donc besoin d’étre standardisées. Catteation de la luminosité intrinséque
des SNla a été realisée avec les plus proches d’entre-gliesnt explosées dans des galaxies ou des
Céphéides avaient permis de connaitre les distances.

Aujourd’hui de nombreux projets sont a la recherche de S i SNLS (SuperNova Legacy
Survey) qui a pour but de découvrir plusieurs centaines da &Nes redshifts entfe2 et 1 afin de
contraindrew.

2.2 Consequences cosmologiques

2.2.1 Distance luminosité

Nous savons, d'aprés les équations de la relativité génémak la géométrie de l'univers est
reliée a son contenu énergétique. En connaissant les clistarn peut ainsi contraindre les différents
parameétres cosmologiques. Ce sera le réle de la distanceniledsité. Celle-ci permet un lien entre
la magnitude absolue (M) et la magnitude apparente (m).

En géométrie euclidienne, pour un objet ayant une lumiéasttinsequel., le flux (luminosité
par unité de surface) est alors défini par

L

 4md?

(2.1)
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oud;, est la distance de luminosité qui est égale a la distancsiglesdans un espace Minkows-
kien statique.

Imaginons un objet avec une luminosité intrinséduqui se trouve a une distance comohtle
par rapport a un observateur @n_énergie lumineuse émise par cet objet pendant un teNipsera
notéeAF alors que ces grandeurs vues par I'observateur sgront notéedt, et AF,. Ainsi les
luminosités observées et intrinseques sont définies rigp@ment par

AE AFE
? At,’ At

Or nous savons (1.25) que
Ao v At, AFE

=N =0 = A ~ AR,

Ainsi
L = L,(1+ z)2 (2.2)

De plus pour la métrique de Robertson-Walker I'élément dtasa spatial est défini par

dS® = a(t)*Si(r) (d6* + sin®0dg) (2.3)
ou
sin(x)  univers fermé
Sk(x) = ¢ sinh(x) univers ouvert (2.4)
X univers plat

Soit une surface totale atteinte par la lumiere de cet asjoeiad’hui

S = 4maSi(r) (2.5)
Nous savons que le flux peut étre défini de fagon intrinsequareF = ﬁ mais on peut
L
également le définir par rapport a I'observateur conime % Soit

dr, = apSk(r)(1+ 2)

Alors, dans le cas d’un univers plat (modéle que j'utilispax la suite)

4 dZ/
dr, = (1 2.6
L ( + Z) o H(Z/) ( )
Cette distance de luminosité est reliée a la magnitude par
~m(z) = M = 5logy () 125 2.7)
no= = Jio Mpe .

Cette derniéere relation est incompléete pour des modélesaléation modifiée ou la constante
gravitationnelle varie dans le temps.

En effet le modéle de [Arnett 82] explique que le maximum dmlarbe de luminosité est propor-
tionnelle a la masse de nickel synthétisée qui est elle-npoportionnelle a la masse de Chandrase-
khar. OrMc;, ~ G2 Ainsi I'énergie émise est proportionnelle.”/>. Cet effet aura pour consé-
quence de modifier la luminosité donc la magnitude. Ainssngaurons plus la méme relation entre
la distance de luminosité et le module de distanckes premiers auteurs [Garcia-Berro 99, Amen-
dola 99b] pensaient que cela pourrait expliquer 'appagignement des étoiles par seulement une
modification de(z, mais les calculs montrent que cette modification est trgmmante.G ne peut




2.3. STANDARDISATION DES SNIA 13

gue tres Iégerement dévier de sa valeur actuelle. Ainsidioa magnitude distance de luminosité
devient

dL 15 Geff
= M+5lo —_— 25+ — 1o —_— 2.8
m(z) + 0100y, (1 Mpc) + 20+ 1 910 (Geﬁ,o (2.8)
oU Gt est la vraie valeur de la "constante" gravitationnelle limtensité gravitationnelle mesu-
rée dans une expérience de type Cavendish.

2.3 Standardisation des SNla

Comme on I'a vu précédemment les supernovae de type la pegiverutilisées comme indica-
teurs de distance puisqu’elles sont considérées commehdesielles cosmologiques. De plus leur
tres forte luminosité permet d’observer de tels objets aekedrandes distances. Ainsi ce sont des
candidats essentiels pour I'analyse de I'énergie noire sadpossible dynamique.

Malgré leur trés grande ressemblance, on observe destiffés. Les différentes équipes d’obser-
vations doivent alors entamer une procédure de standtogisRBour cela [Pskovskii 77] a constaté
une relation dite "brighter-slower" entre la luminositéximaale et la décroissance de cette lumi-
nosité. Plus la supernova est intense au maximum plus l@idéance de sa luminosité sera lente.
Ainsi [Phillips 93] introduisit un parametre caractériséntaux de décroissance de la courbe de lu-
miere. Celui-ci est défini comme la différence entre la magl@ quinze jours apres son maximum et
sa magnitude au maximum de luminosité

A mis = m(tmax + 15 jourS) — m(tmax) (29)

Cette grandeur est fortement corrélée a la magnitude abadon maximum (Fig. 2.2).

Ainsi une correction de la magnitude absolue peut étre teecen suivant cette corrélation basée
sur 'observation.

De plus il y a d'autres parametres d’uniformisation des besr Ainsi, certaines équipes dont le
Supernova Cosmology Projadtilisent un facteur d’étirement, kgretch factor(voir Fig. 2.3). Dans
la bande B, ces deux paramétres sont reliés par I'équatioarga.

ou sz est le stretch factor dans la bande B.

Différentes corrections sont apportées et sont notamrnges aux filtres utilisés, mais également
a l'absorption due aux poussiéres rencontrées qui entriaiingougissement de la lumiére, aux effets
de lentilles gravitationnelles qui peuvent amplifier o@atter la luminosité, etc .

On voit donc que I'observation de nombreuses supernovagedda a permis de définir des cor-
rélations. Celles-ci sont alors utilisées afin de corrigerdourbes de luminosité qui sont altérées par
différents processus décrits plus haut. Les SNla peuverd étre considérées comme de trés bons
estimateurs de distance.

La luminosité est considérée comme maximale pour la bande® observations sont faites en utilisant un filtre
parmi cing bandes spectrales standard nommée U,B,V,Rrlisigfr Bessell [Bessell 90]
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FIG. 2.2 — On voit clairement une corrélation entre la magnitioolue a son maximum et ce para-
metre pour trois bandes spectrales différentes. La cowtiieée de I'article [Hamuy 96]
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FIG. 2.3 — Effet dustretch factorsur les courbes de luminosité. On constate notamment gsdaplu
luminosité maximale de la supernovae est grande plus saidgance est faible. Remarque que nous
avons déja faite et qui permet les corrections. Partantedfagsure ou la dispersion au maximum
est assez importante on arrive a des courbes standardiséesjec une faible dispersion. Tiré de
[PerImutter 99a]
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2.4 Differentes expériences a travers le monde

L'étude des supernovae dans le but de déterminer les paesr@ismologiques est relative-
ment récente. Cette histoire commence dans les années @halesdeux équipes : idigh-z team
(Ries$ [Riess 98] et IsSupernova Cosmology Projg@erimutter)[Perimutter 99b]. Elles vont révo-
lutionner la cosmologie récente par I'observation de Eé@tion de I'univers, ce que I'on appellera
I’énergie noire. Il faut également citer I'équipe Hamuyau Catan-Tololo Survegui a été un "four-
nisseur" de supernovae a faible redshift pour les deux éguipependant, afin de déterminer main-
tenant la possible dynamique de I'énergie noire, il fautirawo plus grand nombre de supernovae et
plus particulierement un plus grand nombre a grand red€idst de cette maniére que sont nées les
expériences de deuxieme génération.

Voici une liste des grands projets de recherche de supegriotravers le monde.

2.4.1 ESSENCE

ESSENCE Equation of State : SupErNovae trace Cosmic Expansaissi appeléthe w pro-
ject’ est un observatoire basé au Chili. Il découle du prdiigh-z teami. Ce projet a pour ambition
de trouver 200 SNla dans un intervalle de reddhift5, 0.75] afin de contraindrey a+0.1 (1 sigma).

2.4.2 SNLS

SNLS (SuperNova Legacy Survey) utilise les données cékecpar le CFHT (Canada France
Hawaii Telescope) & Hawaii. Ce projet est prévu pour un fonoement de cing ans entre 2003 et
2008 pour des redshift compris entre 0.2 et 1, dont le but estétouvrir plusieurs centaines de
supernovae afin de contraindre I'équation d’état de I'éeangire.

24.3 HST

Le HST (Hubble Space Telescope) est un télescope en orhitdrae 600 kilometres d’altitude.
Son lancement date du 24 avril 1990. Cependant, ce télestapant pas pour but la recherche
de supernovae a donc une statistique mauvaise. Il a permimsnaéns de découvrir une dizaine de
supernovae a des redshift supérieuts2aCes données sont utilisées par le prgg8SENCE

244 CSP

CSP (Carnegie Supernova Project) est un projet situé auéthgtévu pour 5 ans (2004-2009).
Son but est de recueillir différentes supernovae dont deéa &hes faibles redshift. Cela permet no-
tamment les normalisations des distances.

2.4.5 SNfactory

SNfactory (The Nearby Supernova Factory) est une expéridant le but est I'étude de 300 su-
pernovae a faible redshift afin de trouver la nature de I@ieenoire. Il s’agit d’'une collaboration
entre les Etats-Unis (Lawrence Berkeley Lab) et la Frard2RPB/CNRS) basé au Mont Palomar (en
Californie) et a Hawaii.
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2.4.6 SDSS

SDSS (Sloan Digital Sky Survey) a une composante recherehgupernovae "SDSS Super-
nova Survey" depuis 2004 dont le but est de connaitre 200 soyee dans un intervalle de redshift
z=101-0.3.

On peut donc constater I'intérét de la recherche de supaenpar le nombre des équipes. Mais
'inconvénient majeur reste la statistique et les systé&uas. Plus on observera de supernovae plus
notre connaissance de I'énergie noire sera précise. Amsiomnbreux projets sont a I'étude. Des
missions spatiales :
— SNAP (SuperNova Acceleration Probe) qui est un projet mai@rtres couteux et dont le lan-
cement, si le projet est retenu, est prévu avant 2020.
— DUNE (Dark UNiverse Explorer) est un projet francais caneat de SNAP (mais moins am-
bitieux) né de I'attente infinie de chercheurs du projet SNAP
Ces missions ont du mal a démarrer notamment par leur cotbieat, c’est pour cela que des
projets au sol sont développés dont le LSST (Large Synoptieey Telescope) basé au Chili et dont
I'ambition est de découvrir plusieurs dizaines de milliéessupernovae.
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3.1 Extraction des parametres cosmologiques

D ans un univers de type Friedmann, la magnitude apparentebjiets astrophysiques peut étre
exprimée en fonction de la distance de luminosité.

m(z) = M —5log, (Ho) 4 25+ 5log, (D) = M + 5log,,(Dy) (3.1)

ol H, est la constante de Hubbl®/ est la magnitude absolue des SN1Apeut étre considéré

comme un facteur de normalisation pour les différentesnosités et);, estla distance de luminosité

indépendante de la constante de Huldje

S ET (J\T/ A ) 62

V%]

ou Sy (x) = sinh(x), z, sin(x) selon que l'univers est ouvert, plat ou ferme.

Comme la courbure spatiale est tres faible, on pourra lage¥giar la suite. D’aprés [Komatsu 08]

—0.0175 < Qo < 0.0085 (3.3)
Ainsi
z dZ/
D, = (1 3.4
L ( +Z)/O h(Z/) ( )
La fonction de Hubble? est définie (1.27) comme suit
H?(z
W(z) = H(g) = Qo1+ 2 + Qago(1+ 2)* + Upi(2) (35)

ou
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z 1+w(z/) dz’

Qpp(z) = Qppge’lo s (3.6)
avec
P 2(1 4 2) @ _ . - .
w(z) = 2E = s(112) ", , Silaradiation est faible (3.7)

PDE 1— (%)2 Qmo(l+ 2)3

ou Ppg etppr sont respectivement la pression et la densité de I'éneggie.n

Afin de contraindre les paramétres du modele, j'utiliseeai données fournies par deux expé-
riences, ESSENCE et SNLS [Riess 06, Wood-Vasey 07]. |l s@gic d’'une liste hybride ou ils ont
normalisés le module de distanecen regardant les supernovae qu’ils avaient en commun [DaVis

Les différents paramétres de notre modele théorique sors ehlculés en minimisant i¢?

N 2
X2(917 0y, ... 7‘9k) _ Z (ﬂth(zi) éuobS(Zi)) (3.8)

T
i=1 g

ou{#;} sont les paramétres de notre modélesst I'erreur sur le module de distance définicomme
suit

pn(zi) = mu(z;) — M = 5log,, <(1 +Zi)/02i h((iz/)) + o (3.9)

ou pp = 25 — 5log,, (Hy) est simplement une constante. Celle-ci est alors considgéme
nuisible puisqu’il faut 'imposer. Il existe deux méthods de marginaliser Ig2, i.e. éliminer cette
constante. On peut se donner la densité de probabilité

P x e X'/? (3.10)

ainsi une intégrale d& par rapport a toutes les valeurs@g(ou bien deH,) permet de redéfinir
une densité de probabilit® indépendante de cette constante.

(110~ 7ig)?
P x / Pe 22 dH, (3.11)

ou H, est la constante de Hubble mesurée par une autre expériemoerdsuppose la distribution
gaussienne.

La deuxieme méthode, utilisé par [Di Pietro 03, Nesserid. 88koz 05], n’est pas une méthode
de marginalisation. Elle consiste a choisir une valeurglanalytiguement. Ces auteurs ont montré
que cette méthode donne les mémes résultats que la masgtiaiiad.1% prés.

Ainsi en définissant = i + p avec

ii = 5logy, <(1+z) /O hc(lj)) (3.12)

on remarque qug? peut se développer sous la forme
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N ~ 2
X2 — Z (p’th(zﬁ) + M;Q MObS(ZZ)) (313)
i=1 t
N ~ 2 N ~ N
i) T 7 7 % 1
DI R D M e RNT) DI S CED)
i=1 i i=1 ' =1
= A+ 2By + COpl (3.15)

avec les définitions évidentes padr B et C.

Il s’agit donc d’un polynéme du second ordre @n Cette fonction est alors simple a minimiser.
Le minimum est atteint pour

B
= —— 3.16
Ho C ( )
Soit pour cette valeur

Vo= A-= (3.17)

2
_ Z ,uth ZZ Mobs(zz))2 _ <ZZ:1 o (3 18)
i=1

N
Z Zzlo-l?

La minimisation de cette équation (3.18) permet de trousemheilleures valeurs pour les diffé-
rents parametres du modégié }.

Pour un modele d’énergie noire aveconstant

h2(2) = Qo1+ 2)% 4 (1 = Qo) (1 + 2)30+w) (3.19)
on trouve & sigma (voir Fig. 3.1)

Qo = 0.31£0.06 w = —1.15%+0.23 (3.20)

Il est aussi intéressant de se poser la question de la regomh de 'équation d’état a partir des
observations [Alam 04a]. Nous connaissons le lien emte¢ H a partir de I'équation (3.7). Ainsi la
connaissance de la fonction de Hubble permet de connatigsmkamique de I'énergie noire.

Pour cela on se donne un ansatz [Alam 04a]

h2(2) = Quo(1+2)° + Ag + A (1 + 2) + Ay(1 + 2)? (3.21)

Cet ansatz est exact pour la constante cosmologigue —1 (A; = A, = 0) ainsi que pour

des modéles d’énergie noire al= —2/3 (A9 = As = 0) etw = —1/3 (4 = A; = 0). ll n’est
pas réellement a considérer comme un développement limaé comme une équation mimant

I'énergie noire a faible et grand redshift. Par la suite ffisde se donner une valeur d&, ,, les

trois paramétresl,, A,, A, sont déterminés par la minimisation g&. Ce qui détermine totalement
la fonction de Hubble et done(z) via I'équation (3.7) (voir Fig. 3.2)

1+ 2 A+ 2451+ 2)
3 Ag+Ai(1+2)+ Ax(1+ 2)?

(3.22)
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01 02 03 04 05
-Qm,O

FIG. 3.1 — Contrainte des supernovae sur un modele d’énergie aa@cw constant et sans courbure.
Le point bleu représente les meilleures valeurs des paraspéts deux contours sont les erreuts a
et2o et les tirets représente le modale’ D M. On voit que I'on peut imaginer des modéles d’énergie
noire avecw < —1. Cependant, on se rend compte des grandes barres d’eresusupernovae ne
peuvent a elles seules apporter des réponses satisfaisanies paramétres du modéle. Il faut avoir
recours a d’autres observations. Celles-ci sont intredwiti chapitre suivant.

Les auteurs ont fait de trés faibles hypothéses, ainsildtadéseste assez robuste. Celui-ci nous in-
dique que I'énergie noire semble avoir une équation d’etaable i.e. que ce n’est pas une constante
cosmologique. De plus, nous voyons que la condition d’éadegpble (WEC) peut étre violéau <

).

Ce dernier résultat fut le fruit du travail de [Caldwell 02]Jigemarqua qu’une valeur importante
de Q.0 (2,0 > 0.2) implique une valeur dev de plus en plus faible et méme inférieure-a. I
I'appela I'énergie fantdme. Ce résultat fat confirmé pargi®3]. Il faut tout de méme indiquer que
dans ces deux cas les auteurs ont fait I'nypothése denstant.

Nous voyons bien que sous certaines conditions la condifi@mergie faible peut étre violée, il
est donc trés intéressant de regarder des modelesstiinférieur &-1. C’est par exemple le cas des
théories dites scalaire-tenseur dont je parlerai par ta.sui

3.2 Anisotropies du CMB

La théorie perturbative de la métrique que je développerahapitre dix, traite des fluctuations
de la température des photons. Nous avons un "transferthéteiation contenue dans la métrique
vers les photons.

Nous avons a I'époque du CMB un univers composé de photongimet électrons dont le
libre parcourt moyen est alors tres faible. A 'époque dwdgtage (qui suit la recombinaison, i.e. la
période pendant laquelle les éléctrons et les noyaux sentgnent) les photons acquiérent un libre
parcours moyen infini. Cette époque devient la surface deeaterdiffusion (des électrons), I'univers
devient transparent. Ce spectre est proche de celui d’ys cmir a la température de725K. Ce-
pendant, ce rayonnement n’est pas tout a fait isotrope peildgnivers n’est pas tout a fait homogene
et isotrope [Sachs 67].




3.2. ANISOTROPIES DUCMB 23

Qo = 0.2 Qo = 0.3 Qo = 0.4

tiré de [Alam 04a]

FIG. 3.2 —L'évolution dew(z) selon le redshift pour différentes valeurs@g (. Sur chaque graphe la ligne
en pointillée représente le model” DM, le trait plein la fonctionw(z) pour les meilleurs parameétres du
modeéle. Le contour en gris clair représente le niveau deamcial o et le contour foncé l'erreur Ao

Je vais développer tres brievement comment calculer lsptopies en température du CMB.
Soit un gaz de photons atl'abscisse curviligne le long de leur trajectoire, aloggiation sur le
4-vecteur énergie-impulsignt est

d ag
— +15p’p” =0 (3.23)

avec

p'=—(1,n) ou n'n’y; =1, ~,; estlamétrique spatial& I'énergie etn’ la ligne de visée
a
(3.24)
qui se réduit dans un univers de Friedmann a

: 1d N
E+HE =0 avec H= —d—a oun est le temps conforme (3.25)
adan
Apres la recombinaison la fonction de distribution des phst qui suivent la statistique de Bose-
Einstein est

1

expE/T) -1 (3.26)

f(o)(naE) =

Celle-ci évolue suivant I'équation de Boltzmann sans sih (équation de Liouville), i.e. que la
dérivée totale d¢ par rapport a\ est nulle.

dfO B of© E,af(o)

_ - 27
X on o5 = (3.27)

Soit en utilisant (3.25)

af© 5 af©
on oF

(3.28)
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ainsi on peut voir quef® = f©(qE). On en conclue quaprés le découplage I'énergie des
photons est "redshiftée" par I'expansion de I'univers caitnx a~!. Soit une évolution de la tem-
pérature d’aprées I'équation (3.26) comffiex a !

Maintenant que nous avons résolu I'équation pour la padiadygéne et isotrope, regardons la
partie anisotrope, i.e. que nous avons décomposé la fordéiaistribution comme

Les deux parties de la décomposition appartienne a deugespas phases différents (cet aspect
des perturbations sera abordé dans le chapitre dix). I6fau construire une fonction dite invariante
de jauge

On peut montrer [Durrer 94] que sous une certaine transfiomde jaugeg f(!) se transforme
selon

85 f©
OF

ce qui permet de construire une autre fonctibrinvariante de jauge solution de I'équation de
Liouville suivante

5fV = 5fD + BE——— (HT + n'T}) (3.30)

OF  OF . OF . 9F _0fO
Y _ @)t ik
o Tor" —EHG U Dt = B

[n'0;(® + V)] (3.31)

ou Ies<3>1“;l,‘C sont les Christofel de la partie spatiale (qui seront damereas nuls)® et ¥ sont
les potentiels de Bardeen, ils apparaissent sous cette foomme des termes de source pour la per-
turbation de la fonction de distribution.

Pour la suite il est plus intéressant d’intégrer cette @eentquation par rapportfiaafin de définir
la brillance du fluide de photons, i.e. I'énergie par unité d’angle sofidsurée par un observateur a
la positionz*.

I = 190+ 1V, 2", n) = 4x / fOEE + 47 / SfYESAE (3.32)
0 0
Ainsi la densité de photons est simplement le monopéle dellarize
< dQ 0 dQ2
py = / —1 soit p¥) = / — IO (3.33)
o A4m o 4m

La brillance permet alors de définir le contraste de tempggdpuisque la densité d’énergie varie
comme la température a la puissance quatre)

i 0T 11w

L'équation (3.31) s’écrit alors pour le contraste de terapée.

; 0
<n 0, - knj k o

Il s’agit de I'équation de Boltzmann pour des particulestiglstes sans collisions, qui exprime
comment les perturbations gravitationnelles apparaistams les fluctuations de température. Afin

) 0 = —n'0y(®+ ) (3.35)
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d’avoir une équation plus réaliste il faut rajouter difié®termes d’interactions dont notamment la

diffusion Thomson et la polarisation de la radiation.

0+ n'00 +n'0;(® + ¥) = interactions

(3.36)

Cependant, comme le principe reste le méme, je ne vais pasq@hpliquer ces équations.
En supposant que I'espace est ﬁﬁzéif;k = 0, on va pouvoir faire une décomposition en mode de

Fouriet

1 .
9(7707)(07”) = W/dBk 9(n07k7n) elXOk

(3.37)

Chaque mode de Fourier peut étre développé en harmoniqéddpdsur la 2-sphére suivante

[es) l

O(no.k.n) = Y > " @y (K,10)Yim(n)

1=0 m=—1

ou les coefficients,,, (k) sont donnés par

am(K) = /dQne(k,n)Ylm(n)
= 470,(K)Yim (K)
Ce développement peut également se faire dans I'espace réel
A — A’k ayy (K)e™
Al = alm( o) = W alm( )e
Ce qui permet de définir le spectre de puissance angulairévtii C

*
<CleCLl/m/> = 5ll/5mm’Cl

(3.38)

(3.39)
(3.40)

(3.41)

(3.42)

Pour un modele donné on peut calculer les coeffici€htst ainsi les comparer aux observations.
Les anisotropies du fond diffus cosmologique ont été mesupéur la premiere fois par le satellite
COBE (COsmic Background Explorer). A partir de 1998 les elgnées BOOMERanG et MAXIMA
ont permis de mettre en évidence les premiers pics acoestidit enfin depuis 2003 le satellite

WMAP nous apporte des mesures précises jusr'd 000 (voir Fig. 3.3)

Les positions des pics acoustiques dépendent du modéleddsmarametres choisis, ce qui per-
met de fixer des contraintes sur ces derniers. Cependaxisti @ne dégénérescence [Efstathiou 99]
sur ces parametres. Nous devons avoir recourt a d’autregierpes afin de les lever. Ainsi, afin
d’illustrer cette dégénérescence il a été introdupdeameétre de shiflR définit comme la variation
du premier pic acoustique pour un mode adiabatique par reppm modele de référence plat et dont

Q, =1.
l(l)
o lref
= 1M
or pour les modes adiabatiques
da

Ts

1™ = mr

1Si 'espace n’est pas plat, la décomposition est un peu plogplquée [Vilenkin 64, Kodama 84]

(nef) avec du : ladistance angulaire et,r, : I'horizon du son

(3.43)
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FIG. 3.3 — Spectre angulaire des fluctuations de températrgauisite de la NASA

ce qui apres quelques calculs que I'on peut retrouver dastafiou 99]

p Q0
R = - |Qk| Zrec = 1089 (3.44)
Sk <H0|Qk‘f - dz ) m

Z

Cependant on retrouve dans la littérature la définition duine parametre de shift que I'on utili-
sera par la suite

b () e

soit dans un espace plat

Zrec dZ/
R = Q. /0 el (3.46)

Le parametre de shiff a été contraint [Wang 06] par les trois années de données daRVM

R = 1.704+0.03 (3.47)

3.3 BAO

Puisque I'univers a une fraction importante de baryonsdatie prédit que les oscillations acous-
tiques dans le plasma primordial seront également "imm@#héans le spectre de puissance de la
matiére non-relativiste [Peebles 70, Bond 84, HoltzmarH8996, Eisenstein 98]. Il s’agit des BAO
(Baryon Acoustic Oscillations). Leur détection dans lecspede puissance des galaxies au faible red-
shift apporte la possibilité de contraindre I'expansion’dieivers et donc les parametres de I'énergie
noire. En particulier, on peut mesurer la quantité suivante

Do) = ((1+ 9 A<z>)3 (3.48)
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FiG. 3.4 — Les différentes couleurs correspondent aux conémsur le modele a partir des données
des supernovae, des BAO et des anisotropies du CMB (via EngdreR (voir 12.1)), en ayant
supposé un modele d’énergie noire sans courbureawanstantTiré de [Davis 07]

oud, est la distance angulaire.

1 1 2 d7
da(z) = Hol & 2) \/msk <V|Qk|/0 m) (3.49)

soit
1 z z d7 1/3
D,(z) = — 752< Q / )} 3.50
@ = 7 e (VO [ 5 (350
Ce qui permet de définir le parametre A
V)
A(z) = Hy D,(z2)—= (3.51)
z
contraint par [Eisenstein 05]
A(0.35) = 0.4694+0.017 (3.52)

Ainsi les observations des supernovae, des anisotropiEdABiainsi que des BAO permettent de
contraindre I'énergie noire. Pour cela on définit la fonetid qu'il suffit de minimiser.

Xz({ez‘}) = X%Nla+ Xi + X%e (3.53)
avecyiyi, définit en (3.18) ef;} les différents paramétres de notre modele.

(A(z = 0.35,{6;}) — 0.469) ., (R({6;}) —1.7)?
0.0172 R 0.032 (3:54)
Sous I'hypothése de constant, on a un modéle cohérent avec le modél® M (w = —1) (voir
Fig. 3.4). Mais on constate également qu’'une déviation tte éerme d’énergie noire est possible.

Ce résultat est renforcé dans le casuo’est plus constant.

Xa =
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Deuxieme partie

Modification de la relativité genérale -
Energie noire
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L a relativité générale est'une des théories les mieux @ésfiElle a notamment permis de calculer

avec précision I'avance du périhélie de Mercure, la cowbless rayons lumineux dans un champ
de gravitation, une explication élégante du déplacemanstleerouge des raies spectrales, ainsi que
de nombreuses prédictions cosmologiques. On I'a bien dejnfiniment grand, donc 'univers,
est le terrain de jeu de la relativité générale. Cependaatfallu compléter par différents modéles
la cosmologie afin de lever certains paradoxes. Il s’agiamotent de I'inflation, c’est-a-dire une
expansion accélérée de l'univers. De nouveau, il semblenque vivions une phase d’expansion
acceélérée. Ainsi tout comme pour I'inflation, il nous fautquéter notre théorie afin d’étre en accord
avec les faits.

La premiére observation et confirmation de cette expansioélérée fut établie par I'observation
des SNla et donc de leur luminosité par deux équipes, caliéigh-Z SN searclet le SuperNovae
Cosmology ProjedRiess 98, Perimutter 99b]. Ce fait expérimental fut condipar I'observation des
anisotropies du CMB, des BAO. Celui-ci est ainsi devenu wréé& "indiscutable”.

Cependant, jusqu’en 1998 le modéle théorique était celun dhivers en expansion décéléré. La
grande question était de savoir si celle-ci serait ou paadite. Assisterons-nous a &ig-Crunch?

Depuis ces observations notre regard a changé. Le bigftauate "enterré" et il faut aujourd’hui
avoir une théorie qui prédit cette accélération de notra@sp

Différents modeles sont possibles. On peut soit rajoute¥l@ment (énergie du vide, champ sca-
laire ...) dans l'univers ou bien modifier la gravitation gan action a quatre dimensions ou bien par
I'ajout de dimensions supplémentaires. J'exposerai queslgnodéles par la suite.
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E instein introduisit en 1917 une constante cosmologijaians ses équations parce qu’il pensait

trouver ainsi un univers fermeé statique qui serait en acaved le principe de Mach, l'inertie n'a
pas de sens dans un univers vide. Cependant, la découvestdudiens d’un univers en expansion
sans constante cosmologique par Friedmann en 1922 et estfgelvation de la fuite des galaxies
par Hubble en 1929 finissent par achever I'existence d’'unsteate cosmologique. Ce qui en donne
I'un des regrets les plus célébres de I'histoire de la seieibe modeéle d’un univers statique venait de
s’effondrer et la constante cosmologique n’avait donc gdluslité. Elle fut "ranger au placard" pour
un petit moment, avant de renaitre.

Cependant, durant toutes ces années elle ne fut pas totdlenidiée. En effet, pour remédier
au probléme de la singularité primordiale dans la solutierd-dedmann, Lemaitre avait développé
en 1927 un modele d’'un univers d’origine statique dans ldguacteur d’échelle est constant avant
de commencer a croitre. C’est seulement en 1968 que Yakasdah Zel'dovich [Zel'dovich 68]
considéra I'importance de la constante cosmologique esarfiaile lien avec I'énergie du vide. En
effet son calcul a une boucle de la fluctuation du vide apm@rnealisation donne un tenseur énergie-
impulsion de I'énergie du vide sous la méme forme que cella denstante cosmologique.

A
%QW
Ainsi venait de naitre le lien entre la constante cosmologief I'énergie du vide, ce qui va poser
certains problemes dont je parlerai par la suite. PourtBimisconcentrons-nous sur les solutions des
éguations en présence du terrme
L'introduction de la constante cosmologique apporte dasgtuations une modification sous la
forme

< Tw/ >vide = (41)

1
R, — QRQW +Ag, = 8nGT,, (4.2)

1 A
RP«” — §ng/ = 8 (T,LW — %guy) (43)
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Ainsi le terme supplémentaire peut étre vu comme un termemigérique” (partie gauche) donc
une modification de I'action d’Einstein-Hilbert ou bien cora un terme de "source" (partie droite),
i.e. un fluide supplémentaire.

Dans les conditions d’un univers homogene et isotropdaimétrique FLRW, on a

TG A k
02 = i+ = — — 4.4
e A
- = - ; + 3P, — 45
- 3 (pi +3P) + 3 (4.5)

2

Ainsi si I'on définie le paramétre de décélération

aa
q = T2 (4.6)
L'équation (4.5) s’écrit alors
Q,
q = Z ?(1+3wi) (4.7)
ou A
Pi
Q, = Qp = — 4.8
On voit que la présence uniquement de matiére conduit a wensren expansion décélérée
O
qg=— (>0 (4.9

2

Alors que la présence d’'une constante cosmologique pesitiaduit a une accélération de I'uni-
vers
g = —Qy (<0) (4.10)
Dans un univers compose de matiére et d’énergie noire sdasne d’'une constante cosmolo-
gique
Q

¢= 5 (4.12)

On voit alors que la présence d’'une constante cosmologigquegntrainer une accélération de
I'univers.

4.1 Age de l'univers

L’'age de l'univers sera calculé par

to 1 da o0 dz
fo = / ar = / ATT(a) :/o 0+ 2H() (*412)

ou H estdonné par (4.4).
Pour un univers dominé par la matiére et la constante cogiguie, on a

1 /OO dz
tg = — 4.13
0 Ho Jo (14 2)y/Quo(l+2)3 + Qo ( )

avec, o+ Qo=1.
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FiG. 4.1 — En bleue I'age de l'univers en milliards d’années emcfion defl,,, dans le modele

ACDM. Enrouge jai représenté I'age des objets les plus vieukxutév/kers. Cette courbe a été faite

H;
pourh = {5& = 0.701

Ainsi on remarque que l'univers est plus vieuxj,, décroit oyet lorsques2, croit. Si l'on a
plus d’énergie noire I'univers est plus agé.

Par I'observation de certaines étoiles pauvres en métgeondonner une borne inférieure a 'age
de l'univers. En effet certains objets dans la voie lactéenpétent de conclure que l'univers a un age
supérieur a 10 milliards d’années.

Ainsi on déduit de (Fig. 4.1), que pour avoir un univers aume@ussi vieux que les objets qui le
composent, une composante d'énergie ndixg { < 0.8 soit{2, > 0.2) est nécessaire.

4.2 Contraintes sur le modele

Les tests observationnels sur ce modele sont nombreux. gandera les contraintes apportées
par les supernovae, les anisotropies du CMB et les BAO.

Comme nous I'avons vu précédemment, les supernovae penndé contraindre la distance de
luminosité donc les paramétres du modeéle via

d
= m—M = 5log, (Wch) +25 (4.14)

On voit clairement I'influence d’'une constante cosmologigur la distance de luminosité (Fig.
4.2). En effet pour une méme mesure de redshift, plus la antestosmologique est importante et
plus la distance de luminosité croit. Ainsi I'objet est pélisigné.

En utilisant la méme definition dy? (3.53), on trouve

Qmo = 0.27 + 0.04 (4.15)

Soit 73% d’énergie noire. Ainsi toutes les observations conduigdatprésence d’énergie noire, qui
dans ce modéle est sous forme d’'une constante cosmologique.

4.3 Problemes de la constante cosmologique

Nous avons vu que Zel'dovich avait réussi a montrer le lietteenonstante cosmologique et
énergie du vide.
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FIG. 4.2 — Distance de luminosité dans un univers plat pour trmidéles différents.

En mécanique quantique, le spectre d’énefgjepour un oscillateur harmonique de pulsation

est 1
E, = hw(n+ 5) (4.16)

L'état de plus basse énergie n’est pas zéro contrairementréétanique classique. Il s’agit de
I’énergie de point zéro, ce qui peut étre interprétée gragerimcipe d’incertitude, une particule ne
peut jamais étre totalement "arrétée".

Un champ quantique libre est vu comme une série infinie diaseiirs harmoniques libres. Ainsi
la densité d’énergie du vide pour un champ scalaire rec@taamtribution infinie des énergies de
point zéro des différents modes d’excitation.

* d3k 1

<Twswe=<p>= [ ooV (4.17)
o (2m)32

Cette fluctuation du vide apporte dans un premier temps desgdinces eh?

Cependant on peut imaginer que I'échelle de Planck apporteut-off* ultraviolet naturelle

Soit

05

G?h
Alors que la mesure de la densité d’énergie associée a ltatnasosmologique est

< Too >vide = ~ 107 GeV* (4.18)

pr ~ 10747 GeV* (4.19)

Soit une différence de 123 ordres de grandeur! Il s’agit cabléme majeure de la constante
cosmologique. Il n’y a pas pour l'instant de modéles résssisa résoudre ce probleme.

Le second probléme est celui de la coincidence. En effentileapansion de l'univers, la densité
d’énergie de la matiére décroit comme?, la densité d’énergie de la radiation décroit cominé
alors que la densité d’énergie associée a la constante tmgmee reste constante. Ainsi il est trés
étonnant d’avoir les densités de matiére et d’énergie rhirsméme ordre de grandeur a des temps
récents.

Ce second probleme est résolu en considérant une constantelogique variable, soit un champ
scalaire.
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CHAPITRE 5

Quintessence

N ous avons vu que la constante cosmologique était le modpladesimple pour expliquer I'ac-

célération récente de 'univers. C’est-a-dire qu’elleidatla forme de I'énergie noire. Cepen-
dant, ce modeéle posséde deux problémes majeurs. Le prodiiti@e-tuning"”, i.e. comment cette
constante cosmologique (ou plutot sa densité d’énergig}glée étre aussi éloignée de I'échelle na-
turelle, celle de Planck. Le second probléme est celui deitecaence : pourquoi cette accélération
est-elle si récente ? Le facteur d’échelle n’est multiptiée par deux entre le moment ou l'univers
accélere et aujourd’hui. Alors que ce rapport est@é entre I'époque de l'inflation et aujourd’hui.
Ainsi ces problemes semblent indiquer gu’'une dynamiquésetgie noire permettrait de résoudre
les problémes de "fine-tuning" et de coincidence.

En 1998, nous avons les premiers articles [Ratra 88, Weit&8] qui décrivent en détail les
conséquences cosmologiques de la présence d’'un champrdesgence. Il s’agit d’'un seul champ
scalaire, décrit par son terme cinétique et un potentiel.

Pour décrire la quintessence on a recours a un champ saalairealement couplé a la gravita-
tion.

S = / d'xv/—gLy = / d*x/—g (—%aﬂqba%—\/(gb)) (5.1)

ouV est le potentiel du champ.
On peut aussi comme en relativité générale définir un teréseargie-impulsion

2 4S8
T, = — — (5.2)
N
Le champg sera considéré par la suite comme seulement dépendant gs,tdams un univers
homogene et isotrope. Ainsi l'identification du tenseurgigeimpulsion avec celui d’un fluide parfait

permet de définir une densité d’énergie et une pressioniassar ce champ.

pe = %¢32+V(¢) (5.3)
Py = LH V() (5.4)

Ce qui permet de définir

142
vy - P B V0)

29 7 719) (5.5)
P 50+ V()
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On voit que le champ de quintessence ne peut décrire le séatédme i.ew < —1 (siV(¢) >
0). Cependant, il peut trés bien décrire une phase accélérée< —1/3 lorsque

&> < V() (5.6)

Afin d’avoir un champ dont le comportement reste proche d& dalne constante cosmologique
i.e.w = —1, il suffit de se placer dans les conditions ou

#* < V(o) (5.7)

Nous sommes alors en présence d’un potentiel plat. Cecéeudiécrit par des paramétres introduit
dans le contexte de l'inflation

2 2
my, 1dV
_ 1dv 5.8
‘ 167 (V do (5-8)
2 2
_ Ml dV
T Vg (5.9)

Il faut alors que I'on se place dans les conditions de "sloli-r
ek 1, In| <1 (5.10)

De plus ce champ scalaire a une dynamique décrite par unéayda Klein-Gordon

b+3Hd=—-V'(¢) = Al (5.11)
do
Ainsi il évolue vers le minimum d& sans avoir encore atteint cet état, sinon on serait dansle ca
d’une constante cosmologique. Différents modéles ontdistauits afin d’avoir un modéle en accord
avec les observations.
Nous avons notamment un potentiel qui permet d’avoir unetisml avec une équation d’état
constante.

Vi(g) = Mle™™ (5.12)

Cette solution est trés importante, car elle estatiracteur Cela signifie que pour une grande
plage de conditions initiales, le champ finira par avoir umportement avec une équation d’état
constante. Mais cette évolution ne signifie pas que l'onnagas de problemes de "fine-tuning"”.
En effet pour avoir une proportion d’énergie noire prochdalgaleurQpz, ~ 0.7 il faudra un
ajustement fin sur les parametres du potentiel.

De plus ce modéle simple et agréable a manipuler disposepdailléeme majeur, celui de ne pas
engendrer d’énergie fantdme. En effet les observationmeu 08] nous permettent de penser que
w peut étre inférieur a1 [Caldwell 02] comme nous I'avons déja signalé. C’est un domgu’il ne
faut donc pas écarter.
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CHAPITRE 6
Champ scalaire en gravitation
Sommaire
6.1 Origineduchampscalaire . ... ... ... ... ... ......... ... 39
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L a théorie de la relativité générale d’Einstein est une ieégrométrique de I'espace-temps, dont

la notion fondamentale est la métrique. Ce qui lui vaut lacdénation de théorie tensorielle.
Nordstm avait avant Einstein essayé de développer une théoriegiavaation basée sur un champ
scalaire (le potentiel Newtonien) sans succes. Par la artdan sera le premier a réunir ces deux
notions, dans une seule et méme théorie dite "scalairedeh<e modéle sera amélioré par Brans
et Dicke [Brans 61] afin qu'il vérifie le principe d’équivalemfaible (WEP). Le lagrangien proposé
alors est

1 w
_ — ad e A1
£ = v (012 0,00) 61)
En comparant ce modele avec I'action de la relativité gdaékefinit par
L = . vV—9g R (6.2)
= 16nG VY '

On voit quey joue le role d&7 !, w est le seul parameétre constant du modéle ainsi que la peésenc
d’un terme cinétique.

6.1 Origine du champ scalaire

Un champ scalaire peut étre généré par différents mécagisme

Historiquement le premier modéle est celui de Kaluza, gaigima un modeéle de la gravitation a
cing dimensions afin de l'unifier a I'électromagnétismet soe théorie "Einstein-Maxwell". Ainsi il
congoit uné®™edimension compactifi€e en un cercle de trés faible rayorie$me physique de haute
énergie permettrait de "voir" cette extra-dimension. 8nltregarde la théorie a quatre dimensions,
alors l'information sur celle-ci est codée par seulememéjeon de cette dimension supplémentaire,
i.e. un scalaire.
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Dans les théories de cordes, une corde fermée posséde urzérodgli est décrit par un tenseur
symétrique de rang deux, i.e. la métrique. Mais l'inte@ttntre les cordes donne un champ scalaire
gui accompagne le graviton, il s’agit du dilaton.

Et enfin, de ces théories de cordes découlent les modelesitearC’est-a-dire que nous vivons
sur une surface atrois dimensions (ou sont confinés legpliasidu modele standard) dans un univers
plus grand (dans lequel peut se déplacer le graviton). Biff§ modeles sont proposés dont celui
de Randall et Sundrum [Randall 99a, Randall 99b], ou un chseafaire apparait et que I'on peut
interpréter comme la distance entre les branes.

Ainsi, d’un point de vue phénoménologique on peut traviadllquatre dimensions avec un champ
scalaire dont I'origine pourrait étre I'un de ces modéles.

6.2 Modele de Brans-Dicke

Je suivrai en grande partie les notations de [Fujii 03]

Cette théorie née de la réflexion de Robert Henry Dicke et Banry Brans en 1961 a la suite
des travaux de Pascual Jordan, a consisté en l'introdudtionchamp scalaire couplé au graviton.
L'une des conséquences importantes, est la variation dmktante de gravitatiofd.

Ainsi ils proposérent un lagrangien sous la forme

Lon = v <¢R - (007 + Lmaﬁér&w)) 6.3)

Il faut remarquer que le terme de matiére ne dépend pas dyxcheataire) mais uniquement des
champs de matiére, ce qui permet de conserver le principgidadence, i.e. la chute universelle des
corps.

Afin d’avoir un terme cinétique plus conforme a ce que I'onpat avoir I’habitude de voir, on
effectue une transformation

| € &2
o = 55@ = 8—wc1> (6.4)
Soit un lagrangien sous la forme
1 1, 1 )
Lep = 16—71'\/__9 <§§(I) R — 56(6@) + Lmatiére(w)) (6.5)
ou
e = Signdw) (6.6)

Ces définitions imposent & d’étre positif, puisque /w est positif. Ce choix est physiquement
réaliste puisqué&.;; ~ 1/¢, ainsi la constante gravitationnelle demeure positive gravité reste
seulement attractive et non répulsive.

Dans le cas od = +1, nous avons un champ scalaire avec un terme cinétique "figireaune
énergie positive. On peut remarquer que dans la limite dyqpaee platy, ~ 17y = —1, on retrouve
alors I'expression classiquie? /2. Cependant le choix= —1 semble étre inacceptable puisqu'il ap-
porte une énergie négative. Ceci n’est pas une contradictaos c’est simplement lié a 'espace dans
lequel on définit nos variables. |l faut faire une transfaioraconforme vers une autre variété afin de
lever I'ambiguité. Je parlerai de cet aspect au prochaipitrea

De plus on remarque que ce qui pouvait paraitre comme unalantg du champ dans le terme
cinétiquew/¢ disparait si I'on redéfinit le champ. Il ne s’agit que d’unefect da & I'écriture em-
ployée.
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La différence majeure avec les théories de quintessent@a@siplage non-minimal pour la théo-
rie de Brans-Dicke. En effet on parle de couplage minimadae I'on peut construire le lagrangien
a partir de celui-ci définit sur un espace de Minkowski pasldsstitutions suivantes

Nw — G, 0, — V, (6.7)
Ainsi si cette substitution peut se faire pour le terme Giyuet
1 1
—5677“”8”@8”(1) — —Qeg“”(’?M(I)(’?VQD (6.8)
Le couplage n’est alors présent que par le tegfheyg"”. On parle alors de couplage minimal.
Cependant nous ne pouvons pas reconstruire le premier {@jmgar cette méthode. En effet

dans un espace de Minkowski la courbure scalaire est nulle.
Cette substitution (construction) est alors impossible

1

C’est pour cela que I'on parle de couplage non-minimal.

6.2.1 Equations du modéle

Si I'on considere la variation de I'action (6.5) par rapp@ia métrique, on a

20G, = T+ T;}; —2 (QWD - Vuvu) ¢ (6.10)
ouG,, estle tenseur d’Einstein.
1
Guw = Ry — QR!JW (6.11)
Le tenseur énergie-impulsion est définit par
2 5Lmatiére
T, = — (6.12)
8 V=9 89"
Le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire est
P 1 2
T, =€ (@L(I)&,q) - §gw,(8<1)) ) (6.13)
et enfinO est I'opérateur d’Alembertien
1
00 = ——0, (V—99"0, (6.14)
\/__g N/( )

la variation de l'action (6.5), par rapport au champ scaldionne une équation de type Klein-
Gordon

0p = =" 7
3+ 2w

On constate donc que le terme de source du champ scalaira gscé du tenseur énergie-
impulsion. De plus cette equation indique bien un couplageanatiere et champ alors que celui-Ci
est absent du lagrangien.

(6.15)
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Ce couplage disparait dans la limite— oo, le champ scalaire n’étant plus couplé, on se retrouve
avec une théorie qui est la relativité générale plus un chamalaire qui pourra jouer le réle de matiére
noire.

Pour finir, nous avons une troisiéme équation, la consenvali tenseur énergie-impulsion.

v, " =0 (6.16)

Cette équation dérive de l'identité de Biandhj,G*” = 0 et elle assure la chute universelle des
corps, c’est-a-dire le principe d’équivalence faible.

6.2.2 Approximation de champ faible

De la méme maniere qu’en relativité générale, I'approxiomatle champ faible se fait en consi-
dérant une perturbation de la physique dans un espace Mah@mv

Guw = Nw + hw/ (617)
¢ = dot+¢ (6.18)

ou ¢, est une constante.
L'équation (6.15) donne dans cette approximation

8w
O¢p = O = —0? 2 = |
6 =00 = -0+ V2 = - (6.19)
dont la solution en temps-retardé est
2 T
- — 33 6.20
¢ 3+2w/ r x ( )

Concernant I'équation (6.10), il faut effectuer différenhangements de variables afin d’arriver a
la solution. Ceux-ci sont les suivants

1
Vo = P — Qnuyh (6.21)
o, = Y (6.22)
1
Yy = Y — %Wuf (623)

Il faut de plus imposer la condition de jauge

9.¢

o, = 6.24
" 624
Ce qui permet de déterminer la solution en temps-retardé
4 [T, 4 14w [T
hy, = — | 22— —n,—>- [ =d? 6.25
g ¢o/ ro ¢o?7“3+2w/7“ : (6.23)

Ainsi si I'on considere une particule ponctuelle de mag&des solutions sont
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2M 1
= — 6.26
¢ %o+ 3+2wr ( )
442w 2M
= -1+ 6.27
Joo o(3 4+ 2w) r ( )
242w 2M
i o= 1+ 6.28
g Bo(3+2w) 7 (6-28)
95 = 0, i#j (6.29)
Ce qui donne une constante gravitationnelle
4+ 2w
= 6.30
ot = 3090 (630)
ou G est la constante qui intervient dans I'action d’Einsteiitbert
L = ! R (6.31)
B I6rnG '

Ainsi dans une expérience de type Cavendish, on mestigrat nonG. On retrouve bien la
limite de la relativité générale en prenant— oo soit Ge — G. De plus on voit que la condition
pour avoir une gravitation attractive est

—-3/2 <w (6.32)

Ce modéle de Brans-Dicke peut étre généralisé en une formggais présenter par la suite.

6.3 Théories scalaire-tenseur

On considére une action sous la forme

1

S = e /d4x\/—_g (F(®)R — Z(9)g" 9,20,® — 2U(®P)) + S [Vm; &0/ (6.33)

ou G* est la constante de gravitation nue, elle ne correspond plasiau couplage mesuré dans
une expérience.

Sm estl'action des champs de matiere, cette fonctionnelleéperd que de la metriqye, et des
autres champs de matiapg,. Cependant, elle ne dépend pas du champ scdlaimuplé au graviton.
Ainsi le principe d’équivalence faible, i.e. la chute uniselle des corps, reste valable.

F(®) est une fonction positive du champ scalaire, ce qui pernafoil’ une énergie du graviton
positive. En effet cette densité d’énergie est

F(®)GY, ol Gj estletenseur d’Einstein (6.34)
Ce qui dans un univers de Friedmann doBR&®) /2, ou H est la fonction de Hubble.

Le lagrangien dépend de trois inconnuésZ et U (le potentiel). Cependant, on peut toujours
redéfinir le champ afin d’avoir deux fonctions. Différentesgmétrisations sont alors possibles dont
deux sont particulierement utilisées.

— Paramétrisation de Brans-Dicke

F®) =0, Z(@)="2" (6.35)

Siw est constant on retrouve le modéle de Brans-Dicke avec @mpelt
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— Paramétrisation simple

F(®) arbitraire Z(P)=1 (6.36)

La variation de cette action par rapport a la metrigpedonne I'équation

1 1
F(®) (RW — 5gWR) = 81G*T,, + Z(®) (6M®8V(I> — §gW(8a<I>)2)
+VH81/F((I)) - gMuDF(q)) - gMuU(q)) (637)

On a une équation de type Klein-Gordon en faisant la vanat®cette méme action par rapport
au champ scalair@

dF dz au
0= ——R— = 2 — .
27(®) 0P dCDR o (0,P) +2d<I> (6.38)
On atoujours la conservation du tenseur énergie-impul§ommes,,, ne dépend pas dk cette

équation reste vraie.

VT =0 (6.39)

Ces équations sont écrites dans la représentation de Jdrd&yit de la représentation dans
lagquelle le principe d’équivalence faible est vraie. ligtade la représentation ou on aura les opé-
rateurs physiques, i.e. les "vraies" grandeurs mesuréesff& dans cette représentation la masse
des fermions sera la méme, puisqu’il N’y a pas ce couplage lavehamp scalair@. Ainsi toutes
les mesures de temps et de distance qui dépendent d’insttsicanstitués de matiére ne seront pas
affectés par la valeur locale du champ scalaire.

Cependant il est parfois plus commode de travailler dangtiia représentations, les calculs sont
alors plus faciles. Pour avoir acces a une autre reprégamtaisuffit d’effectuer une transformation
conforme sur la métrique (Voir Annexe A).

6.3.1 Représentation d’Einstein

Une infinité de représentation sont possibles (Voir Annekavais une seule permet de diagona-
liser le terme cinétique du graviton et celui du champ soalaie. que les degrés de liberté de spin 0
et de spin 2 sont séparés et peuvent étre calculés plusnfecite Cette représentation, permet donc
de simplifier les calculs et I'interprétation de certainsres.

On effectue la transformation suivante

guu = F<(I)>gul/ (640)
L'action (6.33) se réécrit

1

5= 47 G*

_ (R 1_, N
/d4X\/ -8 (Z - §gu a,ugbaud) - V<¢)> + Sm [wnﬁ A2(¢)guu] (641)
ou a été introduit un autre champ scalaire

() -3 2

Le nouveau potentidl” est défini comme suit
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U(®)
Vv = ——~
Dans cette nouvelle représentation les champs de mafig¢resont explicitement couplés au
champ scalairep, via la fonctionA

(6.43)

AQ) = s (6.44)

Les équations précédentes (6.37), (6.38), (6.39) s’atrivaintenant

R,ul/ o §R§,uu = SWG*Tw/ + 28u¢au¢ - gul’<§aﬂﬁa¢aﬁd)) - 2V(¢)§W’ ’ (645)
éd; = —ArG (o) T+ %E;)) , (6.46)
VI = a(6)To,0, (6.47)
ou

do

Les opérateurs surmontes d'un tilde sont definis par ragplarmetrique;,,, .

On remarque clairement pourquoi cette représentation @snméereprésentation d’Einstein
puisqu’on a une séparation du terfReet du champ scalaire dans I'équation (6.45)

En particulier le terme du champ cinétique a un signe négagifjui permet d’avoir une densité
d’énergie positive (signature + ++ soit—§%°d,¢dy¢ — ¢* ). De plus I'équation (6.42) permet de
réellement imposer le caractere positif de I'énergie. Eetefans la représentation d’Einstein, on a
diagonalisé les degrés de spin différents, ainsi si on expdette équation en fonction du temps (ou
duredshif)

§(2)? = 2(1;((;)) +Z(@)% (6.49)

Comme¢ décrit le degré de liberté de la théorie de spin zéro, ce chaanghoit avoir que des
excitations énergeétiques positives, ainsi

¢'(2)> > 0 (6.50)

Cependant, dans la représentation de Jordan, les degrgmd®st mélangés. Cela n’a donc pas
de sens d'imposer ®? > 0. On peut trés bien avoit ®'(z)? < 0 sans avoir de probléme physique
tant quep” > 0.

Onremargue également que lorsque 'on utilise la parasatinin de Brans-Dicke, cette condition

¢2(z) = Z(Z;g))) +Z((I>)§1;(2> (6.51)

1 3\ /9>
= 5 (u)—l— 5) (6) >0 (6-52)

permet de retrouver la condition (6.32),> —3/2.
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6.3.2 Moadification de la constante gravitationnelle

Comme nous I'avons vu pour le modéle de Brans-Dicke (€q)8a0constante” gravitationnelle
qui intervient dans une expérience entre deux corps massssplus une constante. Ainsi de fagon
plus général, nous avons également une variation de laaaesgravitationnelle dans les théories
scalaire-tenseur. Ce qui permet d’apporter des contsagiteles modeles comme nous avons pu le
montrer ave®avid Polarski, André Ranquet et Alexei Starobingksinnouji 06]. Il s’agit principale-
ment de contraintes locales, i.e. dans le systeme solarplu3 nous avons également vu aizavid
Polarski[Polarski 08] que nous avions également une contrainte slmoeléles via la croissance des
perturbations et par I'observation de la luminosité deesupvae.

Ainsi la détermination de cette "vraie" constante graiotaielle est fondamentale. Cela a été
fait [Damour 92] en 1992. |l suffit de faire I'approximatiors dhamp faible afin de pouvoir en déduire
la constante gravitationnelle. Les auteurs I'ont fait eplagant dans la représentation d’Einstein afin
d’avoir un découplage des degrés de liberté de git?.

G*27F + 4 (&)
Geg = G*A* (1 +0?) = — (d¢)2 (6.53)
FozF +3 (%)
Dans cette expression, on peut interpréter le premier téfme comme étant I'échange d’'un
graviton, alors que le secoré A% est I'échange d’un scalaire.
La contrainte la plus importante sur la variation@est [Pitjeva 05b, Pitjeva 053]

Geﬂ",O
Geﬁ,(]
ou 0 correspond a aujourd’hui.

De plus on peut avoir d’autres contraintes du systeme sokapartir des parametres post-newtoniens
définis en théorie scalaire-tenseur [Damour 92] par

= (—0.24+0.5) 107" année’ (6.54)

_ (dF/d)?
PPN = 1—1{7_1_2((“7/(@>2 (6.55)

42F + 3(dF/d®)? d®

= 1+

BrpN (6.56)

7 Yy

Les contraintes dues a la mission Cassini et a I'étude desnéftides des planetes [Bertotti 03,
Pitjeva 05b, Pitjeva 05a, Williams 05] permettent de cdntiee ces parametres

yppy —1 = (21423)-107° (6.57)
Bepn—1 = (0+1)-107* (6.58)

On voit donc des paramétres trés proches de ceux en redajiitérale

Gefi 0
Cependant, une extension de la relativité générale a despshscalaire n’est pas rejetée par les
observations. Dans ce cadre les contraintes (6.54,6.5&rdwent des outils trés intéressants, afin

d’étudier les théories scalaire-tenseur et notammentdaibitité d’avoir de I'énergie fantéme. Ceci
est fait dans I'article suivant.

=0, wen=1, Bepn=1 (6.59)
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We consider the viability of dark energy (DE) models in tlaerfework of the scalar-tensor theory
of gravity, including the possibility to have a phantom DEsatall redshifts: as admitted by super-
nova luminosity-distance data. For smajlthe generic solution for these models is constructed in the
form of a power series in without any approximation. Necessary constraints for DlBéghantom
today and to cross the phantom divide line= —p at smallz are presented. Considering the Solar
System constraints, we find for the post-Newtonian parasigtatypy < 1 andypyo ~ 1 for the
model to be viable, andpy o > 1 (but very close td) if the model has a significantly phantom DE to-
day. However, prospects to establish the phantom behawefddE are much better with cosmological
data than with Solar System experiments. Earlier obtairesailts for aA-dominated universe with
the vanishing scalar field potential are extended to a moreegd DE equation of state confirming
that the cosmological evolution of these models rule thetm\dadels of currently phantom DE which
are viable for smalk can be easily constructed with a constant potential ; howekey generically
become singular at some higherWith a growing potential, viable models exist up to an adry
high redshift.
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7.1 Introduction

A major turning point in cosmology has been reached with dhservationaldiscovery that
our Universe is accelerating now (and has been accelerfimgeveral billion years in the past)
[Riess 98, Perlmutter 99b]. If interpreted in terms of thad&in equations for the evolution of
a Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) cosmaiaigmodels with the (practically) zero
spatial curvature (the latter follows from other argumgrttis means that approximately two thirds
of the total present energy density of matter in our Univéssizie to some gravitationally unclustered
component called Dark Energy (DE).

Observations of high redshift supernova, fluctuationsetibsmic microwave background (CMB)
temperature and other effects tell us that the effectiveggraensityp,  of DE is very close to minus
its effective pressurgpr (see Egs. (7.16,7.17) below for the exact, though conveatjaefinition
of these quantities) and that they are both very weakly dngn@f at all) with time and with the
expansion of the Universe. The physical nature of DE is unknat present, and three main logical
possibilities exist (see [Sahni 00, Peebles 03, Padmand$)&ahni 05, Copeland 06] for reviews).
1. DE is a cosmological constant, as originally suggestdgibgtein, withppp = —ppr = A/87G =
const exactly?

2. Physical DE : DE is the energy density of some new, very Vyaakeracting physical field (e.g., a
quintessence — a scalar fiebdvith some potential’(¢) minimally coupled to gravity).

3. Geometric DE : the Einstein general relativity (GR) egue arenotthe correct ones for gravity,
but we write them in the Einsteinian form by convention, mgttall arising additional terms into the
r.h.s. of the equations and calling them the effective grergmentum tensor of DE.

Of course, this classification is not absolute. In some ¢akedifference between physical and
geometric DE can, in turn, become conventional. E.g., faraminimally coupled scalar field (which
constitutes a specific case of scalar-tensor gravity censitlin this paper), equations of the model
have the same form irrespective of the origin (physical angetric) of this field. Another way of
classifying DE models which is more invariant and, therefanore important from the point of view
of the observational determination of the type of DE is tadivthese models into dynamical, if the
DE description requires a new field degree of freedema(new particle from the quantum point
of view), and non-dynamical in the opposite case. Then alsjgal DE models and many of the
geometric ones belong to the first class, while the cosmoébgionstant itself and some geometric
models fall into the second category, i.e., théR) model with the Palatini variation of its action
whereR is the scalar curvature.

At present, all existing observational data are in agre¢math the simplest, first possibility
(inside~ 20 error bars in the worst case). The case of a cosmologicaktaanis internally self-
consistent and non-contradictive. The extreme smallnedseccosmological constant expressed in
the either Planck, or even atomic units means only that itgrors not related to strong, electro-
magnetic and weak interactions (in particular, to the probbf the energy density of their vacuum
fluctuations) at all. However, in this case we remain with dimeensionless constant only and can not
say anything more (at least, at present). That is why the tiwergossibilities admitting a (slightly)
variable dark energy have been also actively studied angbamed with observational data recently.
Moreover, properties of the present DE are remarkgbblitativelysimilar to those of an "early DE"
that supported an inflationary stage in the early Universe.ilBthe latter case, we are sure that this
early DE was unstable. So, it is natural to conjecture byagyathat the present DE is not stable, too.

On purely phenomenological grounds, one can consider DEelmamith a constant equation
of state parameterpr = ppr/ppre different from—1. However, the latest observational data have

already severely restricted this simplest alternativesipilgy to |1 +wpg| < 0.1 (1o error bars) [Sel-

'h = ¢ = 1is used throughout the paper.
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jak 05, Astier 06, Spergel 07]. Therefore, a viable alteweatio the cosmological constant has to be
looked for among more complicated models with; # const. Such models include quintessence
ones with different potentialg (¢) (see [Sahni 00, Peebles 03, Padmanabhan 03, Sahni 05] fe- num
rous references), models with several minimally coupledesdields (see, e.g., [Blais 04]), those with
direct non-gravitational coupling between DE and dark ergdM) ( [Amendola 00] and following
papers), unified models of DE and DM (the Chaplygin gas modahienshchik 01] and others),
etc. Then, however, it becomes very important to investigfaihere exist models of DE for which
a variablewpr may cross the "phantom divide" linepr = —1 (we call DE "phantom” if it has
wpr(z) < —1 for a givenz and "normal” in the opposite case). Note that the weak erzygglition
(WEC) is violated for phantom DE. This is not possible at atl quintessence models with the stan-
dard kinetic term and hardly possible, i.e., it requires-generic initial conditions, for scalar field
models having a non-standard kinetic terrh-€ssence”) [Vikman 05] (see also [Andrianov 05]).

Indeed, analysis of the recent SNe data with redshifts upsadl .7 (the "Gold dataset" [Riess 04])
using fits containing at least 2 free parameters, e.g., tieatifit (7.78) forwp g in terms of the scale
factor a [Chevallier 01, Linder 03] or the quadratic polynomial fit{9) for ppg in terms of the
redshiftz [Sahni 03a], or with model independent methods, resultsest bts to these data having
a variablewpr that steadily increases for redshifis< z < 1 and crosses the "phantom divide"
somewhere betwedhand0.5 [Alam 04b, Huterer 05, Gong 05, Dicus 04, Hannestad 04, Riap®t
Upadhye 05, Lazkoz 05, Espana-Bonet 05, Xia 06, Zhao 07] (emeever, [Wang 04, Wang 05, Sel-
jak 05, Jassal 06, Dick 06] for a more conservative view — engbnse of returning back to a cos-
mological constant). This statement does not mean that act eesmological constant is excluded
— it is still inside 1 or 20 error bars, as was stated above. Moreover, one should beusuwtith
this result : it may be a consequence of trying to obtain a tw®-@rained graph af ,z(z) from the
luminosity distancel;(z) as has been already emphasized in [Maor 02]. In this respesttlts for
wpp(z) averaged over a range of redshift9).3 (dubbed the {b-probe™ in [Shafieloo 06]) are more
statistically reliable, e.g., the result thap; ~ —1.057507 obtained for the same Gold SNe dataset
in [Alam 04b] for ©2,,, o = 0.3 and the averaging redshift intervdl, 0.414). However, a remarkable
possibility of crossing the phantom divide at recent reftishwhen DE has become the dominant
component of the Universe by its effective energy dendiilyyemains viable. The latest Supernovae
data withz ~ 0.5 [Clocchiatti 06] also admitvp(2) < —1 for z < 0.5, but not for larger redshifts,
as a possible interpretation. Finally, the recent data @ust@ baryon oscillations in the present
matter power spectrum (the Sakharov oscillations) [Eism€5, Cole 05], while strongly restricting
one direction in the plane of parameters for the two-paraméts (7.78,7.79), leave the orthogo-
nal direction practically unconstrained, therefore, pérmng the recent phantom divide crossing (see
Sec. 7.6).

So, if this striking behaviour of DE will be confirmed by futudata, what is the best way to
describe it? One possibility, ghostphantom DE, i.e. a scalar field with the negative sign of its
kinetic term, was first proposed in [Caldwell 02] and trigegba very large wave of publications (see,
e.g., the recent papers [Nojiri 05, Sami 05] for a list of refeces on this topic). However, it has been
long known that theories of this type are plagued by quantistabilities, the most dangerous of those
being the process of creation of two particle+antiparipaés : one of the ghost field and another of
any usual (non-ghost) field (see [Cline 04] for a recent itigason). Moreover, a ghost model of
DE is unsatisfactory even at the classical level : it doeserptain the observed large-scale isotropy
and homogeneity of the Universe ! Just the opposite, e.gthéogiven Hubble constarif, averaged
over angular directions in the sky, we would expect a una&yde very strongly anisotropic with the
anisotropy energy density (i.e., the positive energy dermdilong-wavelength gravitational waves)
being compensated by a large negative energy density ofhibst PE, or of a ghost component of
DE in more complicated multi-component models of this typg( in the two-field realization of
the “quintom” model introduced in [Feng 05, Wei 05]). It issfla classical analogue of the quantum
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instability mentioned above, with the "usual” field being tiravitational one and with the dynamical
quantum instability transformed into the problem of cleakinitial conditions. For this reason, we
are sceptical regarding this approach as a whole.

Fortunately, there is no necessity to introduce a ghostttedckplain possible phantom behaviour
of DE including its phantom divide crossing. As was first emghed in [Boisseau 00], scalar-tensor
theories of gravity allow for this phenomenon. Scalar-temaodels of DE belong to the third class
(geometric DE) according to the classification given abadwes class of models is very rich and in-
teresting. It contains Einstein gravity plus a non-minilpabupled scalar field, as well as the higher-
derivativef(R) gravity, whereR is the scalar curvature, as particular cases, besidesiatidar DE
phantom behaviour and transition to a normal DE. In this pape will concentrate on scalar-tensor
DE models with the latter properties because of tentatieenkational evidence described abéve.
Note that a possible phantom behaviour of DE in scalar-tegisvity has a conventional character.
The reason is that the effective gravitational constéhsandG.g (see Sec. 7.2 below) are generi-
cally time-dependent while the definitions (7.16,7.17}&f DE effective energy density and pressure
assume some constatitwhen writing the left-hand side of equations and splittingit right-hand
side into energy-momentum tensors of non-relativistidengtnainly non-baryonic cold dark matter)
and dark energy. As a result, a part of the Einstein ten§grand the energy-momentum tensor of
dark matter multiplied by a change @y is conventionally attributed to DE. In other words, phan-
tom behaviour of scalar-tensor DE is always ’curvaturaioet!’, in contrast to the ghost DE models
or other models like those considered in [Aref’'eva 05, RulvaB6] where it may occur in the flat
space-time already.

The possibility to get both a phantom DE and the phantom digrdssing in scalar-tensor gravity
is related to the fact that this theory has two arbitrary awtpendent functions(®) andU (®) (see
the Lagrangian (7.1) below). Throughout this work we assspagial flatness though this prior while
well motivated theoretically can be challenged [Polar&}i Bs has been shown in [Boisseau 00], two
different types of observations, e.g., determination efltiminosity distance and the inhomogeneity
growth factor in the non-relativistic component as funeti®f redshift, are necessary and sufficient
for the total reconstruction of the microscopic Lagrandiani) of scalar-tensor gravity. However, as
shown in [Esposito-Farese 01], a partial reconstructiomgushe luminosity distance data only could
yield interesting information, too. In that case some agstion about one of the functions(®) and
U(®) has to be made, so that only one unknown function in the ntois Lagrangian (7.1) remains
to be found. Clearly, many different partial reconstructstrategies are possible and we explore some
of them here with the aim to investigate which DE models inasegnsor gravity are viable.

It has been found in [Esposito-Farese 01] thadominated universes with a vanishing potential
U are ruled out as they lead to singular universes alreadyrgtloe redshiftsz ~ 0.7 (see also
the recent paper [Perivolaropoulos 05]). Of course, cotappleegular but non-accelerating solutions
do exist in this case. Among models with a non-zero potebtjadne concrete example of a model
with the phantom divide crossing was constructed in [Péaiapoulos 05] where the functiodg ®)
andU(®) were given in the parametric form as functionszofip to = ~ 3. More examples for a
non-minimally coupled scalar field{(®) = F;, — £®?) with a non-zero potentidl’ were investigated
in [Luo 05], also forz < 2. In the present paper, we make a next step and extend thedts regwo
directions : first, by constructing a generic solution faalac-tensor DE models far < 1 in the form
of a power series in ; second, by investigating and numerically integrating emhthese solutions
up to largez >> 1. The latter task appears to be necessary since, though DEdsshinant for: > 1
as compared to non-relativistic non-baryonic dark mattet lsaryons, its model itself may become
intrinsically contradictory for large, namely,F or > may become negative for an unfortunate choice

2The third possibility to get a phantom DE including the pleantdivide crossing which is based on braneworld
models [Sahni 03b] (see also the recent paper [ChimentoAdb})ot be discussed here.
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of U(®). Itis also crucial to check that any DE model has the correatgr-law behaviour for large
z [Amendola 07b].

Finally, for the scalar-tensor theory of gravity, it is wielown that the present value gg(z =0)
is severely restricted from Solar System tests of post-Neiah gravity (i.e. by the measured values
of the post-Newtonian parameters). For this reason, there been stated that the present phantom
behaviour in scalar-tensor models of DE requires large ataiufine tuning and, thus, is unnatural
[Torres 02,Carroll 05a]. Therefore, itis important to istigate this problem in more detail to quantify
what amount of fine tuning (and of what kind) is necessary feigaificantly phantom behaviour of
DE, and to determine the relation between this behaviouresults of Solar System tests of gravity.

The paper is organized as follows. In Sec. 7.2 we define ahtifiess related to our scalar-tensor
DE model and present the background evolution equations.

In Sec. 7.3 we derive the general integral solution for thendjty F'(z). In Sec. 7.4 we consider
solutions in which DE scales as some power of the FLRW scaterfa(¢) and show their existence
for DE of the phantom type (the latter requires a non-Zéf®)).

In Sec. 7.5 we consider the smalbehaviour of our model and find conditions for the violation
of the WEC by DE today and for the phantom boundary crossirsgat| =. In Sec. 7.6 the general
reconstruction of a microscopic model is considered andlbiservational constraint from the acoustic
oscillations in the matter power spectrum is discussedem 3.7 we consider the reconstruction for
a constant potential more specifically and show that the iMmt®mes singular at some redshift that
cannot be arbitrarily high once we have chosen a specifictiequaf statewpz. In Sec. 7.8 non-
constant potentials are considered and a model which is@syically stable for large is presented.
Sec. 7.9 contains conclusions and discussion.

7.2 Background evolution

In this section we review the background evolution equatioma spatially flat FLRW universe. We
consider a model where gravity is described by a scalapteéhsory and we start with the following
microscopic Lagrangian density in the Jordan frame

L=- <F(<I>) R~ Z(®) g““&uq)&V@) — U(®) + Lun(g) - (7.1)

SincelL,, is not coupled teb, the Jordan frame is the physical one. In particular, femm@asses are
constant and atomic clocks measure the propertimé. The quantityZ (&) can be set to eithdror
—1 by a redefinition of the field, apart from the exceptional cag€®) = 0 when the scalar-tensor
theory (7.1) reduces to the higher-derivative gravity theg® + f(R). In the following, we will write
all equations and quantities for the cdse-= 1. For our purposed,,, describes non-relativistic dust-
like matter (baryons and cold dark matter) as we are intedest low redshift { < z.,) behaviour
only. Here,z., denotes the equality redshift when the energy densitieswofralativistic matter and
radiation are equal. In such a model, the effective Newt@vitational constant for homogeneous
cosmological models is given by

Gy = (87F)™ % (7.2)

As could be expected7y does not have the same physical meaning as in General Rg|aine
effective gravitational constani.g for the attraction between two test masses is given by
F + 2(dF/d®)?

Gz =G .
TN F 4 3(dF/dd)?

(7.3)

on all scales for which the field is effectively massless [Boisseau 00] afRid> 0. The condition
G.¢ > 0is one of the stability conditions of the scalar-tensor th€@.1), it means that the graviton




52 7. SCALAR-TENSORMODELS OFNORMAL AND PHANTOM DARK ENERGY

is not a ghost. In fact, even at the purely classical levélag been shown in [Starobinsky 81] that a
generic solution of (7.1) may not smoothly cross the boundar = 0. Instead, a curvature singu-
larity forms at this boundary which generic structure hasnbalso constructed in [Starobinsky 81].
This condition combined with another stability conditi@eé Eq. (7.10) below) results il > 0, so
Gy > 0, too.

We will write all equations in the Jordan frame using (7.Jpe8alizing to a spatially flat FLRW
universe

ds* = —dt* + a*(t) dx*, (7.4)

the background equations are as follows :
P2 :
3FH? = %ﬁ~§+U—3HF, (7.5)
—2FH = pp+®*+F—HF. (7.6)
The evolution equation of the scalar fiebdcan be obtained from the two equations (7.5,7.6). Elimi-

nating the quantityp? by combining these equations, we obtain a master equatichdajuantity?’
which takes the following form when all quantities are exgsel as functions of redshift

4 6 2(Inh)’
FI/ 1 h I F/ _
i [(n ) 1+z} +{(1—1—2)2 142

6u
— mF@ QU,O + 3 (1 + Z) h_2F0 Qm,O s (77)

where a prime denotes the derivative with respect smd we have introduced the quantities=
Hio, Quo = ?)F‘OJ—OHQ andu = U% The index0 denotes the present moment here and below. The
0

(dimensionless) relative energy densfty, , is defined through?,,, = 2~,. Once the master

— 3FgH?"
equation (7.7) is solved faf', we get the algebraic equation fof(z) : ’
(I)IQ F/ F Fou FO (1+Z)
— = — Quo— ————= Qo - 7.8
6 1tz (1422 (xzp2m2 vo 2 0 (7.8)
The second stability condition of the scalar-tensor gyatl) is
For? 3

WBD = N2zl > 50 (7.9)

where®” is found from (7.8). Inequality (7.9) just expresses theitpity of the energy of the (he-
licity zero) scalar partner of the graviton, i.e. the pediyi of the kinetic energy of the scalar field in
the Einstein frame (see e.g. [Esposito-Farese 01] for metagld)

3 F/ 2 (I)/2
¢&z—(—> +—>0 (7.10)

with @ taken from (7.8). With theZ = 1 parametrization, we cannot reconstruct the funcfig®)

When—% < wpp < 0since®”? becomes negative in this case. Indeed, these allowed vegatiies
of wgp correspond to the parametrization choie= —1 in Eq.(7.1). TheZ = 1 parametrization
allows us to consider consistently only cases for whid¢h> 0, or equivalentlywzp > 0. However,
the condition (7.9) withd”? given by (7.8) is the true condition that the theory is welhéesd and
it remains valid even fo’? < 0. This is best understood in the Brans-Dicke parametrinafio=

$, Z = =22, where one can reconstruct the two functidns- 0 andwpp > —g from (7.7), (7.8),
(7.9). For®”? > 0 and F > 0, the inequality (7.9) is satisfied automatically. The isdtun of the
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FiG. 7.1 — Several quantities are displayed for the model withupatrization (7.78) witlhw = 1 +

wog = —0.2andf = w, = 0.4, while F; = 0 and Q&ZU;O = %’ff = 0.97585. The curves shown

represent the following (rescaled) quantities in funcdmedshift : Fﬁo (solid), 10 x ®" (dotted),
10 x ¢ (dashed) and.1 x wpp (dot-dashed). It is seen thag, and®’? become negative at~ 10.
The model remains valid beyond~ 10 until z ~ 18 as long asupp > —32 or equivalentlyy? > 0.
So, we see that the model remains valid for a large intervaredy® < 0. Of course, it is impossible
to reconstructd in this interval using theZ = 1 parametrization. Note that? becomes negative
beforez,, ~ 22 whereF’(z,,) = 0, in accordance with (7.77).
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range—% < wpp < 0is not of purely academic interest and can be important winerconsiders the
reconstruction of DE models far in the past. We illustrate #ith a specific example in Fig. 7.1.

Solar System experiments constrain the post-Newtonianpetersy» y andSpy today(for these
quantities, we drop here the subscript

(dF/d®)?
= 1- 7.11
PN F +2(dF/d®)? "’ (7.11)
1 F(dF/d®) dy
- — 7.12
Ben A2F + 3(dF/d®)? dd (7.12)
as well as the quantitg%. The best present bounds are :
vpy —1 = (2.1£23)-107°
Bpy—1 = (0£1)-107*
Geto _ (—=0.2£05)-1072 y 1. (7.13)
Geff,O

where the first bound was obtained from the Cassini missi@nt{ii 03] and the other two from
high precision ephemerides of planets [Pitjeva 05b, Ritf#a] (the second bound has been recently
confirmed by the Lunar Laser ranging [Williams 05] — theirualspy — 1 = (1.2 £ 1.1) - 1074).
As a consequence of the smallness gf; — 1, the Brans-Dicke parameter; , satisfiedodaythe
inequality
WBD,o > 4% 10%. (714)

The resulting bound oA”(0) is very stringent
£(0) ¢'(0)

NI == ST (7.15)

However, as was discussed in [Boisseau 00], the quantjty need not be so large as (7.14) in the
past, though one can deduce a looser inequality applying ugdshiftz < 1 with fairly reasonable
assumptions. From (7.8, 7.15) we can derive the allowederafignitial valuesF’(0) and we find

1

|[F"(0)] ~ wpp o andQpgo — Que > 0, the result that we will recover in Sec. 7.5 when performing
the smallz expansion of all quantities. The peculiar cd$€0) = 0 together with2pr o — Qo > 0
corresponds to pure General Relativity today f = o00).

As noted above, supernova observations permit DE to be gflthatom type, with the equation
of state parametew,r < —1 at small redshifts. This is a strong motivation for consitgrDE
models in the framework of the scalar-tensor theory of gyaWlore generally, at present there is
much interest in models with modified gravity of which the lac@ensor theory is a well known
representative. In scalar-tensor DE models, a meaningfulition of energy density and pressure of
the DE sector requires some care (see also [Torres 02] foradetkexplanation). Let udefinethe
energy densityz and the pressung,x in the following way :

3Ky H> = pm+ ppE (7.16)

—2FyH = pm+ ppE+PpE - (7.17)

This just corresponds to the (conventional) represemtatithe true equation for scalar-tensor gravity
interacting with matter in th&insteinianform with the constantzy = Gy () :

1
RHV — §R Guv = 87TGO (T,Lva + T,ul/,DE) . (718)
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With these definitions, the usual conservation equatiotiepp

ppe = —3H(ppe + ppE) - (7.19)
If we define the equation of state parameter; through
_ PpE

WpE = — , (7.20)
PDE
the time evolution of the DE sector is given by
z 1 /
pou(2) = €(z) = exp {3/ dz' l@] : (7.21)
PDE.0 0 142

Using (7.16,7.17), one gets
%(1 +Z)dlnH -1

dz
WpE = s (722)
— g—é Qmp(l + 2)3
where
0, =L (7.23)
3H2F,

Then EQ.(7.16) can be rewritten as
h?(2) = Qo (1 +2)° + Qppro €(2) (7.24)

whereQpp o = 1 — (2, ¢ by definition. The condition for DE to be of the phantom type,s < —1,
can be obtained from (7.22). It reads [Sahni 00, Boisseau 00]

dh?

— <30, (1+2)%. 7.25

T <30 (1+2) (7.25)
This inequality is modified in the presence of spatial cuk@fPolarski 05]. As was first emphasized

in [Boisseau 00], the scalar-tensor gravity allow for pleamDE. Indeed, for these models
ppE +ppp = P2+ F — HF +2(F — Fy) H , (7.26)

hence the weak energy condition for DE can be violated (sse[@brres 02]). Moreover, as it will be
shown below, the weak energy condition may be violated ewethe sum of DE and non-relativistic
matter, i.e. for the whole right-hand side of Egs. (7.18diaeg todh/dz < 0. However, such a strong
violation corresponding tayy = wpg(0) < (1 — Q,,0)"' & —1.4 is not supported by the existing
data (though not completely excluded either).

The relation between the Hubble parameter and the lumindisitance in scalar-tensor gravity is
the same as in GR:

hl(z) = <?L+(ZZ)) . di(z) = Hy Dy(2) . (7.27)

However, as discussed in [Amendola 99b, Garcia-Berro 98tadaaga 02, Riazuelo 02], when using
supernova data to obtail; (z), one has to take into account the dependence of the Chakdsaase
mass onG.g, SO that the Snla peak luminosity appears tobéG .o (z)/Ger o)~/ As shown in
[Boisseau 00], the full reconstruction of the functiakis?), U(®) requires two independent types
of observations d;,(z) or another function of that probes the background evolution, and the growth
factor of matter perturbation$,,(z)/p.(z) at some comoving scale much less than the Hubble
scale, too. On the other hand, as emphasized in [Espogsies€-81], one can already obtain powerful
constraints from a partial reconstruction usibg(z) only. Such a partial reconstruction is possible
when some additional condition is imposed on eitheor U. This is the way we adopt in Sec. 7.7 :
we reconstruct the functiof’ for a given Hubble parametédi (=) and a constant potential and
investigate whether the resulting model is viable. Befardbarking on such partial reconstructions,
we derive first an integral form of the general solution of &q7).

Note that the definitions af;,(z) and Dy, (z) are interchanged in [Chevallier 01] and [Polarski 05].
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7.3 The master equation forF’

Let us now consider the master equation (7.7) and preseggritsral solution in an integral form.
This will allow us to understand general properties of sohs, in particular, their dependence on
initial conditions. The first step is to note that one solntdthe homogeneous equation (7.7) (without
source term) is given by

Fo (1+2)%. (7.28)

This suggests us, following [Esposito-Farese 01], to ohiae the functiory defined as follows

F
B) (14227014 2), (7.29)
Fy
in terms of which Eq.(7.7) becomes
" ! p! 6U 3
f + (hl h) f = m QU,O + ﬁ Qm,O y (730)

where we have introduced the variable= 1 + z. Due to the absence of any term proportionafto
in accordance with (7.28,7.29), Eq. (7.30) is easily irdégnl formally, and its general solution has
the integral form

' -1 T / z’ " "
f(x):1+[—2+ (x )] d;L N 6QU,0/ dx / u(z") dz
1 1

£, h(z') 2" h(2")
T Ay z’ dz"
30, — - 7.31
* / h<:c'>/1 @y 3D

A nontrivial dependence on initial conditions is througle tecond term only. We see that for
a given initial valueF’(z = 0), this term is proportional to the dimensionless luminosiistance
d;. Due to Eq. (7.15), we havg/(z = 1) = —2 + L2E=9L ~ _9 indicating that we must start

Fo wBD,0

today, on observational grounds, very close to GR. Heneeséitond term of the general solution
is bound to be negative and it is this term that will possiblgip the quantityf(z) downwards for
increasing:. Finally, the corresponding quantity is trivially obtained using (7.29). If wehoosel/

to be constant, we can implement the reconstruction of tleeascopic Lagrangian. By inspection of
(7.7) for constant/, we find the asymptotic solution

F(z)=Cy 2>+ Cy a2 + Fy (7.32)

in complete agreement with (7.31) setting- 1. We can now proceed with the general reconstruction
scheme [Boisseau 00, Esposito-Farese 01] andifind, and hence(®), by integration of (7.8). This
would finally give usF'(®).

Let us come back to the solution (7.28). It corresponds t@#rametrizatior¥ = —1 with

1 3
F((I)) == —(I)z , WBp — —=, (733)
6 2
where® is defined up to some constant. From (7.33) it is seen thasttigion is unphysical in view
of (7.9), see [Esposito-Farese 01]. It is interesting tAe&3) corresponds to a conformally coupled
scalar field in the Jordan frame satisfying

. . R
b+ 3Hd + 0 =0. (7.34)
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7.4 Scaling solutions

Let us now consider the so-called scaling solutions for WID& scales as some poweraf
ppp < a7, (7.35)

which attracted a lot of interest previougllearly, for these solutions DE has an effective barotropic
(constant) equation of state, viz.
wDE:—1+’y, (736)

and we can readily write formally the general scaling solutyy substituting
h? = Qo (1+2)° + Qpro (14 2)™7, (7.37)

into the integral expression (7.31). We emphasize thatdiviss the general scaling solution irres-
pective of any limiting case and for an arbitrary potentilag only assumption is that of the spatial
flatness. Using (7.31) and (7.37), general analytic exgresdor F'(z) can be obtained only for the
casesy = 1, 4/3 (see Appendix).

In analogy with a minimally coupled scalar field (quintess®na scaling solution satisfies

PDE + PDE
PDE

However, in contrast to the minimally coupled scalar fieldecwith a positive potential, (7.38) does
not imply 0 < ~ < 2, in particulary can be negative which corresponds to phantom DE.

To get insight into the ability of scalar-tensor DE modelptoduce various equation of state
parametersvp g, it is instructive to study first scaling solutions in the abse of dust-like matter
(pm = 0). In this way, a lower limit onwp g for realistic solutions withp,, # 0 can be obtained.
These scaling solutions can also be considered as desgth®nasymptotic future of our universe

when(,, — 0 andQpg — 1. Thena(t) « [t|? with ¢ = % For phantom (or, super-inflationary)
solutions,g < 0 and then the momert= 0 corresponds to the 'Big Rip’ singularity [Caldwell 02,
Starobinsky 00].

It is straightforward to check that such scaling solutioas exist only when = a®? with
o = const. This form of F' corresponds to a constant Brans-Dicke paramesgr= - for Z(®) = 1.
Further on, we assume that> 0 for stability of the theory. The two scaling solutions in tranishing
potential case (the pure Brans-Dicke theory) are [O’ Haildh

1+34/1+ & 1+ = F4/1+ &
D] o ", r=— -, q= >0. (7.39)

9 q -
8(1+ ) 4(1+ %)

Hence it is not possible to get a sca