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Introduction

Une image, dans sa conception la plus vaste, peut se définir comme la représentation
planaire d’une scéne tridimensionelle ou d’une idée. Cette définition englobe aussi bien
les peintures rupestres de Lascau que certaines peintures modernes contemporaines. En
informatique les images sont obtenues grace a la juxtaposition d'un ensemble de points
colorés appelés pixels. Le niveau de gris ou la couleur d’un pixel sont usuellement re-
présentés par un entier (pour les images en niveaux de gris) ou un triplet d’entiers (pour
les images couleurs). Une image informatique est donc représentée griace & un ensemble
de valeurs entiéres : une telle image est appelée image numérique. Dans la suite du
présent travail, nous ne considérerons que des images numériques, ce qualificatif sera donc
omis et le terme “image” désignera implicitement une image numérique. Afin de former
une image “sans trou”, la juxtaposition des pixels doit former un pavage d’une partie du
plan. Les pavages les plus connus sont les pavages par triangles, hexagones et carrés (voir
figure 0.1). Les pavages hexagonaux ont longtemps été utilisés sur les écrans de télévisions.
En informatique, les images numériques utilisent principalement les pavages carrés. Nous
nous limiterons donc & ce type de pavage et une image sera considérée comme un tableau
rectangulaire composé de pixels carrés.

pavage triangulaire pavage hexgagonal pavage carré

Figure 0.1: Trois pavages du plan.

L’apparition de I'informatique et les nouvelles capacités de traitement et de calcul qui
en ont découlées ont permis d’automatiser un grand nombre d’opérations effectuées aupa-
ravent par des opérateurs humains. L’ensemble des opérations usuellement appliquées a
une image sont regroupées sous le terme d’analyse d’images; celle-ci comprend 'extrac-
tion d’informations pertinentes sur 'image ainsi que le traitement et I’'interprétation de ces
informations. Dans le cadre d’un traitement informatique de ’analyse d’image on distingue
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usuellement deux types de traitements. Les traitements de bas nivau qui manipulent es-
sentiellement les valeurs numériques des pixels et les traitements de haut niveaux qui
manipulent des symboles. Partant d’une photographie satellite un traitement de haut ni-
veau regroupera certains pixels de I'image en leurs affectant une étiquette identique (route,
ferme, parking, etc.). Le lien entre les traitements de bas et haut niveaux est réalisé grace
a une étape fondamentale de I'analyse d’image appelée I’étape de segmentation.

Le but de la segmentation est de partitionner I’image en un ensemble de groupes de
pixels connexes et homogenes. Un tel groupe de pixels est appelé une région de l'image.
L’homogénéité est généralement calculée a partir des valeurs des pixels. On peut, par
exemple, regrouper tous les pixels dont la distance est inférieure & un seuil. Le postulat
sous-jacent de cette étape est que des groupes de pixels homogénes appartiennent au méme
objet. On espére donc & partir des régions obtenir les objets ou des parties des objets
présents dans I'image. La segmentation idéale est bien sir celle qui crée une région pour
chaque objet.

Cette segmentation “idéale” est un objectif tres difficile et certainement impossible &
atteindre. Par exemple si l'on segmente une image représentant une chaise, doit-on avoir
une seule région représentant la chaise ou plusieurs régions décomposant la chaise avec ses
pieds, son dossier, etc.? La réponse & une telle question varie en fonction de 1'utilisateur
et du domaine concerné. Faute d’une définition mathématique précise du terme d’objet
de nombreux chercheurs ont développé des algorithmes de segmentation restreints a des
domaines trés précis. Par exemple, lors du développement d’un algorithme de segmenta-
tion d’images satellites on définira précisément le concept de route et I'algorithme sera
construit de fagon & regouper les pixels correspondant & cette définition. Afin d’élargir le
domaine des algorithmes de segmentation, on les munit souvent d’un ensemble de para-
metres permettant de modifier 1égérement leur comportement et donc de les adapter &
des types d’images légeérements différents. Toutefois, ’adaptibilité induite par ce type de
procédé reste faible et les parameétres doivent souvent étre adaptés & chaque image.

Les premiéres images traitées par ordinateur ont longtemps été des images en niveau de
gris. L’évolution du matériel (augmentation de la place mémoire disponible, baisse du prix
des scanners couleurs, etc.) n’a permis que récemment de manipuler “confortablement” des
images couleurs. Avec I'appartition de ce nouveau type d’image de nombreux chercheurs
ont tenté d’adapter leurs travaux, réalisés dans le cadre d’images en niveaux de gris,
aux images couleurs. Malheureusement, une couleur est alors souvent considérée comme
la juxtaposition de trois composantes plutot que comme une entité & part entiere. En
particulier, les algorithmes de segmentation de ce type tiennent rarement compte de la
vision humaine des couleurs et manipulent I'image comme un signal sans tenir compte de
la perception que nous en avons.

Le présent travail fut initié en collaboration avec l'entreprise Archéoscopie. Cette en-
treprise disposait de nombreuses photos de peintures murales. Le traitement de ces images
par un archéologue comprenant une étape de segmentation, cette entreprise s’est adressée
a nous pour automatiser ou du moins faciliter ce travail fastidieux. L’objectif de la these
était de présenter un logiciel résolvant au moins en partie les problemes cités dans les
paragraphes précédents. Ce logiciel devait donc :

e Traiter I'information couleur non comme la somme de trois composantes mais comme
une information & part entiére.
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e Créer des méthodes suffisamment générales pour pouvoir s’appliquer sur tout type
d’image.

e Permettre une segmentation suffisamment souple pour pouvoir guider le processus
manuellement ou insérer facilement des connaissances de ’expert.

Bien que la société Archéoscopie ait déposé son bilan au début de ma thése nous avons
exploré le domaine de la couleur et de la segmentation d’images en gardant ces trois
objectifs. De fait, hors du cadre de l'archéologie, ces trois critéres s’ils sont respectés
permettent a tout utilisateur d’obtenir rapidement la segmentation qu’il désire et ce quel
que soit le type d’image.

Nous allons présenter la, démarche suivie pour atteindre ces objectifs en décomposant
I’exposé en deux grandes parties.

La premiere partie a pour objet 1’étude des ensembles de couleurs. Cette partie est
composée de trois chapitres :

e Le chapitre 1 étudie les ensembles de données pondérées, ensembles qui apparaissent
naturellement lorsque I'on étudie I’ensemble des couleurs d’une image.

e Le chapitre 2 permet d’approfondir la notion de couleur et d’étudier différents mo-
deles utilisés pour représenter une couleur.

e Le chapitre 3 étudie différentes méthodes permettant d’extraire les principales cou-
leurs d’une images.Ces méthodes sont usuellement appelées des méthodes de quan-
tification.

La seconde partie est consacrée a la segmentation proprement dite. Elle se compose de
5 chapitres.

e Le chapitre 4 permet de définir plus précisément les relations entre les pixels. Il
permet, en particulier de présiser la notion d’adjacence entre pixels. Ceci permet de
définir plus formellement la notion de région.

e Le chapitre 5 permet d’acquérir une vision d’emsemble de la plupart des méthodes de
segmentation. Nous préciserons en particulier la problématique posée par la segmen-
tation et les avantages et inconvénients des différentes méthodes. Nous étudierons
en outre les différentes structures de données utilisées en segmentation et 1'incidence
de celles-ci sur les méthodes de segmentation.

e Le chapitre 6 décrit la structure de données que nous avons utilisée pour nos algo-
rithmes de segmentation. Nous décrivons également dans ce chapitre un ensemble
de primitives permettant de modifier cette structure de données.

e Finalement, le chapitre 7 décrit un ensemble de méthodes de segmentation basées
sur notre modele de contours.
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Chapitre 1

La couleur

1.1 Définition de la couleur

L’étude de la couleur est tres différente de celle de la lumiére. Cet état de fait est résumé
par Kandinsky lorsqu’il déclare : “La couleur est la touche. L’oeil est le marteau. L’ame
est le piano aux cordes nombreuses. ... Il est donc clair que ’harmonie des couleurs doit
reposer uniquement sur le principe de l’entrée en contact efficace avec l’ame humaine”.
En effet, si 'impression de couleur est bien provoquée par la lumiére, phénomeéne physique
mesurable, ce signal est traité et transformé par notre oeil et notre cerveau pour aboutir
a la sensation finale de couleur. L’ensemble des transformations subies par le signal initial
est si complexe que les mesures de ’énergie lumineuse rentrant dans 1’oeil ne rendent que
trés imparfaitement compte de la perception colorée. Il est donc important de saisir que
toute mesure de la couleur ne permet que d’approximer la vision humaine. Il est ainsi
parfois inutile de complexifier un algorithme, si ’accroissement de ses performances n’est
pas perceptible visuellement.

Les études menées en neuro-sciences et en colorimétrie permettent d’apréhender plu-
sieurs points importants. Le signal lumineux qui excite I'oeil peut étre considéré comme
un mélange d’ondes électromagnétiques sinusoidales se propageant toutes a la vitesse de la
lumiére ¢ (¢ & 3 108m/s). Ces ondes ou composantes spectrales peuvent étre caractérisées
par leurs longueur d’onde A et leurs puissance P,. Un signal lumineux peut donc étre
décrit par une fonction P(A) qui associe & chaque longueur d’onde la puissance du signal
associé. Ce signal lumineux excite des récepteurs photo-sensibles situés sur la rétine.

Les cellules photo-sensibles sont composées de cones et batonnets. Les batonnets sont
sensibles & de faibles niveaux de lumiére mais n’atteignent le maximum de leur puis-
sance qu’a des intensités lumineuses modérées. Les batonnets permettent une vision mono-
chromatique; ce sont eux qui interviennent lors de la vision nocturne. Les cones ont une
sensibilité assez faible et sont responsables de la vision diurne. Les cones se répartissent en
trois familles de sensibilités spectrales différentes (L pour Long, M pour Middle et S pour
Short). Chaque type de cone est donc sensible & une gamme de longueur d’onde particu-
liere et est associé a la perception d’une couleur. Ainsi, si I'oeil re¢oit une lumiere de faible
longueur d’onde (aux alentours de 450 nanomeétres), donc si 'on excite essentiellement
les cones S, le sujet percevra une couleur bleue. De méme si 'oeil regoit une lumiere de

13



LA COULEUR

longueur d’onde moyenne (entre 500 et 600 nm), il percevra une couleur verte. Enfin les
longues longueurs d’ondes (entre 600 et 700 nm) correspondent & la perception du rouge.
La combinaison des signaux émis par ces trois types de cones permet la vision colorée.
Cette décomposition du spectre lumineux en trois composantes est & la base de la colori-
métrie. Le but de la colorimétrie est de décrire un ensemble de couleurs grace & plusieurs
(généralement trois) composantes réelles. Ces composantes sont habituellement déduite
de la décomposition spectrale de la lumiére. Nous allons dans la section suivante décrire
brievement les principaux espaces de couleur utilisés en quantification et segmentation.

1.2 Les principaux espaces de couleur

Un espace de couleur est établi en fixant trois couleurs (A), (B), (C) appelées couleurs
primaires. Soit (1)) une couleur correspondant & un signal mono-chromatique de longueur
d’onde ) et de puissance 1 Watt. Les lois de Grassman [DG80] nous indiquent que 1’on peut
obtenir la méme sensation visuelle que celle obtenue avec la couleur 1, en superposant les
couleurs (A), (B), (C) avec des coefficients ay, by et ¢). On a alors :

(1x) = ax.(4) + bx.(B) + ex.(C)

Soit & présent une couleur (D) de décomposition spectrale Py. La couleur (D) peut étre vue
comme une somme de couleurs (1)) pondérée par les coefficients P()). Plus précisément
ona:

700
(D) = P(X)(1x)dA
400
On a donc :
(D) = [130 PO)(ax-(4) +bx-(B) + ex.(C))dA

= (I3 PO)axdX) (4) + (i35 POYbrA) (B) + (fii PW)erd) (C)

On pose alors :

On obtient donc :
(D) = A.(A) + B.(B) + C.(C)

La couleur (D) est obtenue grace & la somme des couleurs (A), (B) et (C) pondérée
par les coefficients A, B et C. Si les trois coefficients A, B, C sont positifs on parlera
de syntheése additive. Inversement si I'un des trois coefficients est négatif, on parlera de
synthése soustractive. La synthése soustractive est utilisée en peinture ou en imprimerie.
L’informatique graphique utilise quant & elle la syntheése additive. Nous nous limiterons
donc & cette derniere. Les lois de Grassman permettent de combiner les coefficients de
deux couleurs pour obtenir une troisieme couleur. [’ensemble des opérations définies par

14
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ces lois permet de définir un espace vectoriel réel de base {(A4), (B),(C)}. Une premiere
fagon de définir un espace de couleur consiste donc & choisir les trois couleurs primaires qui
formeront la base de I’espace vectoriel. On peut également creer un espace de couleur en
définissant une matrice de changement de base definie sur un espace de couleur prédéfini.

1.2.1 Le modéle RGB

Le modéle de couleur sans doute le plus connu en informatique graphique est le modele
RGB. Ce modele est basé sur le fait que ’on peut reconstituer une large gamme de couleurs
selon une synthése additive de trois primaires : le rouge (R) (pour Red), le vert (G) (pour
Green) et le bleu (B) (pour Blue).

L’intérét d’une telle démarche est qu’elle modélise ne serait-ce qu’approximativement
le systéme visuel de perception des couleurs. On peut en effet associer la composante R
aux grandes longueurs d’ondes, la composante G aux moyennes et la composante B aux
courtes longueurs d’onde.

Ce modele a été adopté des 1931 par la Commission internationale de ’éclairage (CIE)
afin de caractériser la réponse visuelle la plus commune aux observateurs, d’ou la défini-
tion d’un observateur de référence appelé ’observateur de référence colorimétrique CIE
1931. Cette notion d’observateur de référence permet d’établir une base commune & toute
recherche. On a pu ainsi définir quelles étaient les courbes r), gy et by de mélange des
couleurs primaires physiques pour cet observateur standard (voir Figure 1.1). Au vu de

0,38
0,271

sensibilité relativd,l T

-0,1 t t t t >

400 500 600 700 A(nm)
Figure 1.1: Courbes de mélange des couleurs primaires RGB pour l’observateur standard CIE

1931.

ces courbes il apparait que certaines couleurs, en particulier les bleu-vert (450-550 nm),
ne peuvent étre reproduites par synthése additive. En effet pour obtenir la couleur corres-
pondant & une lumiére mono-chromatique de 500 nm il faut ajouter des lumieres bleu et
verte et retrancher une lumiere rouge. Ceci sort donc du cadre de la synthése additive.

1.2.2 Le modeéle XYZ

Pour pallier & cet inconvénient, la CIE a établi en 1931 un espace colorimétrique basé
sur trois nouvelles primaires (X), (Y) et (Z). L’espace de couleur induit par ces trois

15
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primaires permet de représenter toutes les couleurs par synthése additive. Si une couleur
C est représentée dans 1’espace RGB par :

(C) = R.(R) + G.(G) + B.(B)

ou (R), (G), (B) représentent les trois primaires, alors cette couleur sera représentée dans
Iespace XY Z par :
C)=X.(X)+Y.(Y)+ Z.(2)

avec :
X 0.166 0.125 0.093 R
Y | =] 0060 0327 0.006 |*| G
VA 0.000 0.004 0.46 B

3

Le systéme XY Z est peu utilisé en tant que tel et sert souvent d
RGB et des systéemes plus évolués.

interface entre le systéme

Partant du systeme XY Z de nombreux travaux de recherche ont tenté d’établir une
métrique uniforme des différences de couleur percues. Intuitivement, définir une métrique
uniforme consiste & définir une distance d telle que si d(C1, Cy) = d(C1, C3), les couleurs Cy
et C3 paraissent & la méme distance de la couleur Cy. De méme si d(C1, C2) = 2d(C1, C3) la
couleur C3 doit paraitre deux fois plus éloignée de C; que la couleur Cj. Il est rapidement
apparu qu’'une telle distance ne pouvait étre définie dans Iespace XY Z(voir [Wri4l]).
Pour remédier & cet inconvénient de nombreuses recherches ont été menées pour établir
un nouveau systéme de représentation qui cette fois serait uniforme. Ces recherches n’ont
malheureusement pas abouti. Alain Trémeau [Tre93] a montré que la vision des couleurs
obéissait plus & une géométrie Riemannienne qu’euclidienne. Or plonger un espace de
Rieman dans un espace euclidien nécessite de passer de la dimension n & la dimension m
avec :

n(n + 1)

2

L’espace de couleur étant de dimension 3 on ne peut donc espérer obtenir une distance eu-
clidienne uniforme qu’en passant en dimension 6. On peut toutefois construire des espaces
de dimension 3 approximativement uniformes tel que les espaces L*u*v* et L*a*b*.

1.2.3 Les modeéles L*u*v* et L*a*b*

L’espace L*u*v* se déduit de I’espace XY Z & l’aide de la transformation suivante :

1
o) 16(35)° —16 si > 001
903.3 - si - < 0.01

L* représente la luminosité. Les coordonnées chromatiques u* et v* sont définies par les
équations suivantes.

* __ *(p 0 _ o1 r__ 414X

u* = 13L* (v — u),) avec u' = XTIy 7
* N o

v =13L*(v' — v,,) avec v’ = g5y

Les coordonnées X, Yy, Zy, ul, et v}, sont celles du blanc de référence noté W.
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La coordonnée L* du modele L*a*b* est définie de la méme fagon que dans le modeéle
L*u*v* les deux autres variables sont définies par :

o = 500 [f (X%) —f (Yiw)]
B = 500 [f (%) —f (z%)]

avec :

ol

f(r) = r si r > 0.008856
7.787r + & sir < 0.008856

La distance entre deux couleurs (C1) et (C3) de coordonnées (L7, u,v}), (L5, us, vs) dans
le systeme L*u*v* et (L}, a},by), (L3, ad, bs) dans le systéme L*a*b*est alors définie comme
la distance euclidienne :

d(C1,Cp) = \/(Lf — L5)2 + (uf — u3)2 + (v — v)?

dans le systéme L*u*v* et

d(C1, Cp) = (L} — L3)? + (at — a5)? + (b — b3)?
dans le systeme L*a*b*.

Suivant une étude menée sur le sujet par Pointer [Poi81], il semble qu’aucun des deux
espaces CIE L*a*b*et L*u*v* ne soit plus uniforme que 'autre (voir section 1.2.2). Nous
avons donc arbitrairement choisi I'espace L*u*v* légerement plus simple & implémenter.
La conversion entre les espaces RGB et L*u*v* impose de passer par ’espace XY Z, de
calculer une racine cubique et d’effectuer plusieurs divisions. Cette transformation implique
donc souvent un surcoiit de calcul non négligeable.

1.2.4 Le modele [11513

L’espace I 1513 introduit par Otha et al. [OKS80] répond & une approche totalement diffé-
rente. Otha, Kanade et Sakai ont cherché 1’espace de couleurs présentant le plus d’intérét
pour la segmentation d’images. Ils ont constaté que 1’on obtenait de bons résultats en
utilisant ’espace de couleur défini par les trois axes de plus grande variance de ’ensemble
de couleurs associé & 'image. Un résultat bien connu en analyse de données établit que
ces axes correspondent aux vecteurs propres de la matrice de covariance de ’ensemble de
couleurs associé & 'image. Ces trois axes sont représentés sur la figure 1.2.

Les tests établis par Otha et confirmés par nos propres expériences (voir Table 1.1
) montrent que les vecteurs propres d’une image “naturelle” s’écartent tres peu de trois
directions constantes. Le terme “image naturelle” s’oppose ici & “image de synthése”. On
désignera par “image naturelle” une image habituellement pergue par I'oeil.

On constate sur la Table 1.1 que le vecteur propre de plus grande valeur propre V;
peut étre approximé par le vecteur (%, %, %) Ce vecteur définit un axe vectoriel corres-
pondant & la luminosité. Le second vecteur propre V5 peut quant & lui étre approximé par
(%,0, —%) Ceci correspond & l'opposition rouge-bleu. Le dernier vecteur propre V3 peut
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Figure 1.2: Multi-ensemble associé a l’image Lenna. Les vecteurs propres sont notés Vi, Va et
V3 dans lordre décroissant de leurs valeurs propres. La longueur des vecteurs est proportionelle d
leurs valeur propre.

Vi Vo V3
R G B R G B R G B
Zelda 0.38 | 0.33 | 0.27 || 0.44 | 0.25 | -0.30 || -0.06 | 0.45 | -0.47
Lenna 0.35 | 0.40 | 0.23 || 0.44 | 0.16 | -0.39 || -0.20 | 0.40 | -0.39
Fleurs 0.41 | 0.38 | 0.20 || 0.32 | 0.01 | -0.67 || -0.36 | 0.47 | -0.16
Anemone | 0.31 | 0.37 | 0.31 || 0.49 | 0.01 | -0.48 || -0.26 | 0.45 | -0.28
Mandrill | 0.18 | 0.34 | 0.47 || 0.68 | -0.02 | -0.28 || -0.15 | 0.52 | -0.32

Moyennes | 0.33 | 0.36 | 0.3 0.47 | 0.08 | -0.42 | -0.21 | 0.46 | -0.32
o 0.09 |1 0.03 | 0.11 || 0.13 | 0.12 | 0.16 | 0.11 | 0.04 | 0.12

Table 1.1: Les vecteurs propres V7, V5 et V3 sont ordonnés dans 1’ordre décroissant de leurs
valeurs propres. Leurs coordonnées sont exprimées dans ’espace RGB pour chacune des
images tests Lenna, Zelda, Fleur, Anemone et Mandrill. Les moyenne et les écart types
calculés sur chacune des coordonnées sont affichés sur la derniére et I’avant derniére ligne.
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étre approximé par : (—i, %, —i) ce qui correspond a l'opposition vert-violet. Ces trois
vecteurs fournissent une nouvelle base permettant de définir un nouvel espace de couleur
déduit de ’espace RGB par la transformation suivante :

L = Btg4B
I, =R-B
I, = 2G—(2R+B)

Etant donnés une image naturelle et son multi-ensemble associé, les axes I; I3 et I3 sont par
construction proches des vecteurs propres de la matrice de covariance du multi-ensemble.
Ceci a deux conséquences intéressantes en analyse d’image.

e Les variances des axes I, I et I3 seront importantes. En terme d’analyse de données
un axe de forte variance correspond & un axe contenant beaucoup d’information.

e Les covariances entre les axes I, Iy et I3 seront faibles. Ceci signifie que chaque
axe contient un seul type d’information. Par exemple I'axe R du systéme RGB
contient une information de luminance ('intensité du rouge) et une information de
chrominance. Cette double information luminance/chrominance est partagée entre
l’axe I qui code la luminance et les axes I et I3 codant la chrominance (Voir [SB85]
pour plus de détails sur ce point).

Le systeme I 1513 contient donc un axe représentant la luminosité et deux axes repré-
sentant la chromaticité. Remarquons que les axes I et I3 ont été multipliés par un facteur
2. Ceci permet de renforcer I'importance de la chromaticité par rapport & la luminosité
afin d’étre plus en adéquation avec la vision humaine.

1.2.5 Le modele H,HyH;

Le modele I;I5135 permet d’obtenir des axes de coordonnées proches des trois axes de
plus grande variance d’une image naturelle. Cet espace permet donc d’expliciter trois axes
importants pour ce type d’images. Ces axes ne correspondent toutefois pas forcément aux
directions privilégiées de la vision humaine. Les travaux de Levine [Lev85] confirmés par
de récentes découvertes en neuro-science(voir [LIF95]) montrent que les signaux émis par
les comes L, M et S sont recombinés dans le cerveau pour former trois signaux représentant
les opposition “rouge/vert”, “bleu/jaune” et “blanc/noir”( voir figure 1.3).

Ces directions privilégiées sont mises en évidence dans ’espace HiHoHj3 déduit de
I’espace RGB par la transformation suivante :

H =R+G
Hy,=R-G
H3:B_R—5G

Calculer les distances dans I’espace HiHoHs permet donc d’utiliser trois axes privilé-
giés de la vision humaine. De plus, la conversion entre les espaces RGB et Hy HyH3 définie
par le systéme ci-dessus est extrémement simple et peut donc étre calculée efficacement.
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Figure 1.3: Modéle de Lévine de la vision Humaine.

1.2.6 Le modele YIQ

Le modele YIQ est une variante du modele RGB établie par le NTSC! pour rendre plus
efficace la transmission des signaux de télévision et la compatibilité avec les écrans noir
et blanc. La composante Y contient l'information concernant la luminosité de 'image.
L’information chromatique est quant & elle codée par les axes I et () correspondant res-
pectivement aux oppositions cyan-orange et magenta-bleu. La relation entre les modeles
YIQ et RGB est la suivante :

Y 0.30 059 0.11 R
I =] 060 —-0.27 —-032 | x| G
Q 0.11 -0.52 0.31 B

1.3 Conclusion

Chacun des espace de couleur que nous venons de voir posséde un ensemble d’avantages et
d’inconvénients. Il est impossible de privilégier un espace de couleur et le choix d’un espace
dépend des contraintes de la méthode envisagée. Par exemple, une application privilégiant
la quantité d’information contenue dans chaque axe de coordonnée choisira des espaces
tels que YIQ ou I1I»15. Une application privilégiant ’adéquation entre I’espace utilisé et
la vision humaine choisira plutét les espaces L*u*v*, L*a*b* ou HiHyH3. Enfin, I’espace
RGB peut étre choisi si Papplication ne posséde pas de contraintes particuliéres ou si le
temps de calcul est une contrainte importante de celle-ci.

!National Television Standards Committee
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Chapitre 2

L’erreur quadratique

Une image étant vue comme un tableau de valeurs, elle peut étre abordée selon deux
aspects : en considérant la répartition spatiale de I’ensemble des valeurs (telle valeur est
située & coté de telle autre dans le tableau) ou en considérant I’ensemble des valeurs sans
considération spatiale. Dans ce chapitre, nous allons étudier un ensemble de concepts et
de théorémes permettant d’associer un ensemble de mesures & un ensemble de valeurs.
En particulier nous allons introduire la notion d’erreur. L’erreur associée a un ensemble
de valeurs permet de mesurer son homogénéité. Une image dont toutes les valeurs sont
identiques possédera une erreur nulle et sera donc trés homogene. Inversement une image
composée d’'une multitude de valeurs trés différentes possédera une erreur élevée, ce qui
signifiera, que 'image est trés hétérogene.

2.1 Multi-ensemble

De fagon treés générale un multi-ensemble est un élément de P(IR") x F(IR",IR), ou P(IR")
désigne ’ensemble des parties de IR” et F(IR",IR) I’ensemble des applications de IR™ dans
IR. Un multi-ensemble est donc un couple (C, f) ol C est un sous-ensemble de IR" et f une
application de IR" dans IR. Cette définition étant un peu trop générale pour nos besoins,
nous avons adopté la définition suivante :

Définition 1 Soit PB(IR") l’ensemble des parties bornées de R"™. Nous définissons MEy,
l’ensemble des multi-ensembles de IR", comme suit :

ME, ={(C, f) € PB(R") x f(IR",]Pur)/f‘]Rn_C == 0}

En d’autres termes, un multi-ensemble est la donnée d’un ensemble borné et d’une appli-
cation réelle positive nulle hors de cet ensemble. Sauf mention contraire, tous les ensembles
considérés dans ce chapitre seront des ensembles discrets. D’un point de vue informatique,
les multi-ensembles peuvent étre vus comme une extension de la notion d’histogramme
a des espaces de dimension n. La fonction associée 4 un ensemble est souvent appelée la
fonction de fréquence ou de distribution. L’application de ce concept & l'image est
assez immédiate. En effet, si nous considérons une image I, on peut y associer un ensemble
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C, égal & I’ensemble de valeurs v associées aux pixels de 'image. Nous pouvons alors dé-
finir f(v) comme le nombre de fois ol le n-uplet (v1,...,v,) apparait dans 'image. Par
exemple, dans le cas d’une image couleur, f(0,0,0) représente le nombre de pixels noirs
contenus dans l'image. La fonction de fréquence associe un poids & chaque élément du
multi-ensemble. Ces poids peuvent étre utilisés pour définir les moments, la moyenne ou
la variance d’'un multi-ensemble.

Définition 2 Soit ME, 'ensemble des multi-ensembles de R™. On définit sur ME,, les
fonctions My, M, et M, appelées moments d’ordre 0, 1 et 2 par :

ME, —= R
M"( (C.f) = Toecf®)

ME, — TR"
M ( (C.f) = Xiec fW)(v1,...,v5)
M ME, — TR"
(G ) » T f)(@h. .., 02)

ot (v1,...,v,) sont les n coordonnées du vecteur v.

11 est bien siir possible de définir des moments d’ordres supérieurs, mais les ordres 0, 1
et 2 seront suffisants pour notre étude. Afin d’alléger les notations on omettra généralement
la fonction de fréquence lors du calcul de I'image d’un multi-ensemble. L’image de (C, f)
par M,, M, ((C, f)) sera donc notée plus simplement M,(C). On peut remarquer que
M, (C) également noté |C| représente un scalaire alors que M, (C) et M,(C) sont des
vecteurs de IR™ ou n est la dimension de l'espace dans lequel est plongé I'’ensemble C.
Usuellement cette dimension est égale & 1 pour les images en niveaux de gris et 3 pour
les images couleurs. A partir des moments, on définit la moyenne et les variances d’un
multi-ensemble de la facon suivante :

Définition 3 Avec les notations précédentes, les fonctions moyenne et variance sont
définies sur ME, par :

ME, — R"
(- o
Vie{l,...n}, war; ( C,f) 11\\4420(((2’); — 12(0);

ot M,(C); et u(C); représentent respectivement la 1™ coordonnée de M, (C) et u(C).

La fonction var; nous permet de mesurer la variance d'un multi-ensemble le long d’un
axe et peut servir & mesurer I’homogénéité d’un multi-ensemble. La mesure d’homogénéité
que nous allons utiliser, appelée erreur quadratique, peut étre vue comme une extension
de la variance pour les dimensions supérieures & 1.
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Définition 4 L’erreur quadratique d’un multi-ensemble (C, f) notée SE(C) est don-
née par :

SE(C) = f()llv - u(O)|

veC

L’erreur quadratique d’un multi-ensemble (C, f) est donc une mesure de P'écart des élé-
ments de C par rapport & la moyenne p(C). Si nous appliquons ce concept a I'image,
la moyenne p(C) représente le niveau de gris moyen (ou la couleur moyenne) de I'image
et SE(C) représente 1'écart de 1’ensemble des couleurs de I'image par rapport & cette
moyenne.

Des calculs relativement simples montrent que I'erreur quadratique peut s’exprimer en
fonction des moments et des variances. De fait nous avons, pour un multi-ensemble (C, f)
donné :

M, (C);

SB(0) = Y Ma(C): ~ 3

= M,(C) Zvan(C) (2.1)
i=1 1=1

L’erreur quadratique d’un multi-ensemble (C, f) peut donc également étre vue comme la
somme de ses variances pondérée par le cardinal de (C, f). Cette pondération permet de
tenir compte du fait qu'une méme erreur est a priori plus importante si elle se produit sur
un grand ensemble que sur un petit.

Jusqu’a présent nous avons vu la définition d’un multi-ensemble et les différentes me-
sures que I'on peut associer & celui-ci. Les multi-ensembles peuvent également étre combi-
nés pour créer de nouveaux multi-ensembles.

Définition 5 Soit (C1, f1) et (Ca, f2) deuz éléments de ME,. La somme, l'union, l'in-
tersection et la différence de (C1, f1) et (Cq, f2) sont définies comme suit:

(C1, f1) + (Co, fo) (C1UCo, f1 + f2)

(C1, /1) U(Cs, f2) = (C1UCh,max(fi, f2))

(C1, f1) N (Ca, fo) = (C1NCoymin(fy, f2))
) —( ) (

C — Oz, max(0, fi — f2))

La combinaison de plusieurs multi-ensembles prend tout son intérét en segmentation
lorsque 'on manipule une image partitionnée en régions. Supposons par exemple que
P'on désire fusionner deux régions R; et Ro adjacentes dans 'image. Les multi-ensembles
(Ci, f1) et (Cy, f2) correspondant & Ry et Ry ne sont a priori pas distincts. Le multi-
ensemble correspondant & la fusion des régions R; et Ry est alors égal & la somme des
multi-ensembles (Cy, f1) et (Ca, f2). Inversement, si on désire partitionner une région R en
deux sous-régions R; et Ro, nous avons la relation : (C, f) — (C1, f1) = (Ca, f2) ou (C, f)
désigne le multi-ensemble associé & R. Le probléme est alors d’évaluer I'erreur quadratique
de I'union ou de la différence de deux multi-ensembles. Un premier pas vers ’évaluation
de l'erreur quadratique est donné par la proposition suivante:
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Proposition 1 Soient {(C1, f1),...,(Cp, fp)} un ensemble de multi-ensembles de MEy,
et C=3%"r (Ci,fi). Ona:

Vi € {0,1,2} M;(C) = iMi(Cj)
j=1

Preuve:

Nous allons établir la propriété pour le cas p = 2, le cas général s’en déduisant tri-
vialement par récurrence. Afin de simplifier, on notera dans cette démonstration v° la

constante 1, v! le vecteur v et v? le vecteur (v?,...,v2) si v est égal & (vy,...,v,). Soit

rvn

donc (C1, f1) et (Cy, f2) deux multi-ensembles de ME, et C = (C1, f1) + (Ca, f2). Nous
avons pour tout 7 dans {0, 1,2} :

MZ(C) = Z’UEC1U02 i (IU)IUZ. + fQ(U)’UZ ] ] ‘
= Yweci-0, 1OV +Xec,—or F2(0)0" + Xiecine, [1(0)v" + fa(v)v! ,
= 211601—02 fl (.IU)UZ + 21)601002.]01 (IU)UZ + ZveCz—Cl fQ(IU)/UZ + EUEClmCQ fQ(U)UZ
= ZvECl fl (IU)IUZ =+ 2’0602 fZ(fU)IUZ
M;(C) = M;(C1)+ M;(C)
O

Une propriété importante de la moyenne se déduit trivialement de ’additivité des mo-
ments :

Lemme 1 Soit (C1, f1) et (C2, f2) deuz éléments de ME,,. On a :

|C1|p(Ch) + |Co|u(C2)
O+ C) =
(G +Co) |C1| + |Cal

Corollaire 1 Soit (C1, f1), (Ca, f2) et (C, f) = (C1, f1) + (Ca, f2) des éléments de ME,,.

Ona:

_ |C1| + |Co|
(&1

_ |C1| + |Ce|

:u’(Cl) _H(CQ) |C2|

((Cr) — p(0)) ((C) = p(C2))

Preuve:

En utilisant le lemme 1 on a :
Ci| + |C C) — |Ci|u(C Cy| +|C
W(C1) — p(Co) = w(Ch) — (IC1] +[Co[)u(C) = [Crlp(C1) _ [Cu] +|Ch|

| (&1
De méme :
1 2
O

L’additivité des moments et le lemme précédent nous permettent de définir un théo-
reme important permettant d’exprimer ’erreur quadratique de la somme de deux multi-
ensembles.
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Théoréme 1 Soit (Cy, f1) et (Ca, f2) deuzr multi-ensembles de ME,, L’erreur quadratique
du multi-ensemble (C, f) = (C1, f1) + (Ca, f2) est donnée par l’équation suivante :

|C1]|Ca

SE(C)=SE(Cy) + SE(Cy) + ————
( ) ( 1) ( 2) ‘Cl‘+|C2|

I14(C1) — 1(Ca)|I? (2.2)

Preuve:

Sinous utilisons ’équation 2.1, I’erreur quadratique du multi-ensemble (C, f) s’exprime
de la fagon suivante :

)
SE(C) = ZM —M|é?)z
= ZM — |C|u(C);

En utilisant la proposition 1 et le lemme 1 nous obtenons :

SE(C) = 3" My(Ch): + Ma(C)i — [Clu(Ci + Ca?

i=1
n 2
(IC1]p(C1)i + |Ca|p(Cy))
= D M:(Ch)i + M;(C2)i — (|C1] +|Ca)
> Z Z (IC1] +1Ce))”
Si nous rajoutons et enlevons ﬁ S M, 2(Cy); et ﬁ S, M,%(Cy); & la somme, nous

obtenons :

(IC1|(Ch); + |Co|u(Ca);)?
|C1| + |Co|

SE(C) = SE(C1) + SE(Cy) + 3. [CLl(CL)? + [Calu(C)? —

i=1
Le développement du carré présent en fin d’égalité donne :

i1 |C1]|Ca|u(C1)F 4 |C1|Calu(Ca)? — 2|C1||Calp(Ch)ip(Ca);

SE(C) = SE(C:)+ SE(Cs) +

|Cy| + |Co|
~ SB(C))+ SE(Cy) + ‘éﬁlﬂfﬁﬂz 2+ W(C2)? — 20(C)u(Cos
= SE(C)) + SE(Cy) + ‘ éﬁlﬁélz 1(C2):)°
SB(C) = SB(C) + SB(Ca) + 5 e lln(Cn) = (Gl

2.2 Etude de la partition d’un multi-ensemble

Un cas particulier important est le cas o deux multi-ensembles disjoints sont munis de
la méme fonction de distribution. Cette propriété permet de simplifier grandement les
opérations sur les multi-ensembles.
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Proposition 2 Soient (C1, f) et (Ca, f) deux multi-ensembles munis de la méme fonction
de distribution. S1 C1 N Cy = 0 alors on a :

(Claf)+(027f) = (Cl,f)U(CQ,f):(ClLJCQ,f)
(Cl,f)m(CQaf) = (ClnCQaf)
(C1, f) = (Co, f) = (C1—=0Cyf)

Remarque 1 La simplification constatée dans la proposition 2 vient essentiellement du
fait que les multi-ensembles manipulés sont disjoints. Le fait qu’ils possédent la méme fonc-
tion de distribution peut étre considéré comme une conséquence de leur caractére disjoint.
En effet, si deur multi-ensembles disjoints (C1, f1) et (Co, fo) ne possédent pas la méme
fonction de fréquence, on considére généralement les multi-ensembles (C1, f) et (Co, f)
avec :

I =Xc, J1+ Xe, /2

ot X désigne la fonction caractéristique.

Les multi-ensembles (C1, f1) et (Ca, f2) sont alors confondus avec les multi-ensembles

(C1, f) et (Ca, f)-

Un ensemble de multi-ensembles disjoints est obtenu notamment dans le cas ol un
multi-ensemble C' est partitionné en n sous multi-ensembles {C1,...,Cy}. La fonction de
distribution restant la méme pour tous les ensembles formant la partition, elle est souvent
omise et ’on note le multi-ensemble (C, f) simplement C.

Comme nous ’avons vu, l'erreur quadratique SE(C) mesure ’homogénéité de 1’en-
semble C. Afin de mesurer I’homogénéité d’une partition {C1,...,C,} on définit I’erreur
quadratique d’une partition de la facon suivante :

Définition 6 Soient (C1, f),...,(Cp, f) des éléments de ME,, tels que :

C:U€:1Ci
V@i, j) €{1,...,p}> i#£j=CinC;j=10

On définit alors ’erreur quadratique de la partition notée E(C) par :

La partition de C en sous-ensembles minimisant E(C) est un probléme NP complet
pour des espaces de dimension supérieure & un [WZ91]. Dans le cas mono-dimensionnel,
donc pour des images en niveaux de gris, Wong, Wan et Prusinkiewicz ont élaboré un algo-
rithme permettant de trouver la partition optimale avec une complexité en O(NlogN) [WWP89].
Le cas général de p multi-ensembles dans un espace de dimension n étant trop complexe, on
simplifie le probléme en étudiant le cas p = 2. On peut alors générer un nombre quelconque
de multi-ensembles en divisant récursivement ceux-ci en deux sous-multi-ensembles. La
partition obtenue n’est généralement pas celle qui minimise ’erreur quadratique globale
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définie par la définition 6, toutefois cette heuristique donne généralement de bons résul-
tats si le découpage de chaque multi-ensemble en deux sous-multi-ensembles minimise
suffisamment ’erreur quadratique. De plus des méthodes itératives telles que les nuées
dynamiques [Did71] permettent ensuite de faire converger la partition initiale vers la par-
tition optimale.

Afin de simplifier un peu plus le probléme nous allons tout d’abord étudier le cas mono-
dimensionnel avec p = 2 et voir quels résultats établis dans ce cas particulier peuvent se
généraliser a des dimensions supérieures.

2.2.1 FEtude de la dimension 1

Dans ce cas trés particulier le multi-ensemble (C, f) peut se voir comme un histogramme,
avec C' = {0,1,2,...,255} et f une fonction de C dans IR dénombrant le nombre de fois
oll un niveau de gris donné est présent dans I’image. Le probleme est alors de trouver
un niveau de gris t° divisant I'intervalle {0,...,255} en deux multi-ensembles C; et Co
tels que SE(C;) + SE(C3) soit minimum. Wong [WWP89] a construit un algorithme
lindaire permettant de trouver cette valeur optimale de t. Dans le méme article Wong
donne 1’énoncé d’un théoréme (non démontré) dont certaines propositions restent valable
en dimension 3. Ce théoréme peut s’énoncer de la fagon suivante:

Théoréme 2 Soient ([0,1], f) un multi-ensemble de dimension 1 avec f continue et t
un réel de Uintervalle [0,1] partitionnant C en deuz multi-ensembles C1(t) et Ca(t) de

moyenne p1(t) et po(t). On définit g(t) = MM et y(t) = g(t) —t. On a alors les
propositions suivantes :

1. py et pg sont des fonctions croissantes vérifiant pour tout t de intervalle [0,1] :
0 < p(t) <t < po(t) <1.

2. Siy(t) >0 ( respectivement y(t) < 0) alors y(g(t)) > 0 (respectivement y(g(t)) <0)
et il n'eziste pas de point t° dans Uintervalle [t, g(t)[ tel que y(t°) = 0.

3. On a My(Cy(t)) = My(C2(t)) si et seulement si g(t) = p . Ot p désigne la moyenne
de ([0, 1], f).

4. La valeur optimale de t appartient d Uintervalle [£, L]

20 2
5. Soient t1 <ty dans Uintervalle [0,1]. Si y(t1)y(t2) < 0 alors il existe au moins un t°
dans [ty,t9] tel que y(t°) = 0.

Preuve:

Voir annexe section 7.7 O

Remarque 2 Les propositions 1 a 8 peuvent étre étendues au cas discret. Les propositions
4 et § font elles plus spécifiguement appel a la continuité de la fonction de distribution f.
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2.2.2 Extension a la dimension 3

Nous avons vu que l'erreur quadratique d’un multi-ensemble partitionné en deux sous-
multi-ensembles s’exprime par la formule :

E(C) = SE(Cl) + SE(CQ) avec C = C1 U Cy (2.3)

Il peut étre intéressant d’exprimer l'erreur de la partition en fonction de l’erreur qua-
dratique du multi-ensemble (C, f). Cette nouvelle formulation, conséquence directe du
théoréme 1, est une extension en trois dimensions d’un théoréme initialement établi par
Wong [WWP89] dans le cas mono-dimensionnel.

Lemme 2 FEn utilisant les notations précédentes, lerreur quadratique d’une partition d’un
ensemble C = Cy U Cy peut s’exprimer sous la forme :

|C1|

E(C) = SE(C) - 51

Ik(C1) — w(O)I? (2.4)

Preuve:

Nous avons grace au théoréme 1 la relation suivante :

[C1[|Cs] 2
SE(C) = SE(C1)+ SE(C2) + (= |#(C1) — u(C:
() = SB(CY) + SB(C2) + gy () — (o))
Donc : GG
Cl 02 2
SE(C) =E(C)+ 7 In(C1) — u(C:
On a également par le corollaire 1 :
C1| +[Co]\?
(e - ue|? = (L2 s — oy

En combinant ces deux équations on obtient :

SE(C) = B(C) + %nu(a) (O

Si nous faisons passer %H p(C1) — p(C)||? au second membre, on obtient 1’égalité recher-
chée : i
Cq
E(C) = SE(C) - @IIM(CA) —u(O)?
O

Remarque 3 Ce théoréme reste valable pour deux éléments quelconques de ME,. Ce
théoréme étant principalement utilisé dans le cadre d’une partition nous avons simplement
Jugé plus logique de le placer dans ce cadre.
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Comme nous ’avons déja mentionné, le découpage d’un multi-ensemble s’effectue sou-
vent en considérant un de ses sous-ensembles et en faisant croitre celui-ci jusqu’a obtenir
une partition qui induit une erreur quadratique minimale. Du fait de la complexité du
probléme on ne choisit généralement pas la partition qui minimise globalement 1’erreur
quadratique, mais plus simplement la partition induisant une erreur quadratique mini-
male sur un ensemble de partitions envisagées. La partition la plus couramment utilisée
est la partition par plans. Le multi-ensemble est alors découpé en deux sous-ensembles de
par et d’autre du plan. Le nombre de plans susceptibles de couper un multi-ensemble étant
encore trop grand, on restreint les possibilités en fixant la normale & celui-ci. L’ensemble
des partitionnements possibles est alors égal au nombre de plans paralléles susceptibles de
couper le multi-ensemble. Ce type de découpe utilise la projection d’un multi-ensemble
définie de la facon suivante :

Définition 7 Soit (C, f) un élément de ME,,. La projection de (C, f) sur l’aze vectoriel
défini par le vecteur i € R"™ est égale a ([m, M|, F) € ME1 avec :

m = minv.n
veC

M = maxv.n
veC

Dt = {UEC/Uﬁ:t}
F(t) = ) f()

VvEDy

La découpe du multi-ensemble 1D ([m, M|, F) au point t € [m, M] induit un partitionne-
ment de (C, f) en (Ct, f) et (C, f) — (Ct, f) avec :

Cir={vel [vi<t}
ou v.7t désigne le produit scalaire des vecteurs v et 7. La variable ¢ joue dans ce cadre le

role d’une abscisse le long de la direction 7. L’abscisse t,,; du plan minimisant 'erreur
quadratique est alors donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3 Avec les notations de la définition 7, soit la fonction g définie sur [m, M]
par :

6(t) ) 2 . i u(gma M]aF))
g(ﬂZmHM(ﬂ‘MH avec g((t)) - I%Lt)

l’abscisse curviligne du plan minimisant l’erreur quadratique de la partition est égale a:

topt = arg terﬁg%g(t) (2.5)

ot arg max g(t) désigne une valeur de t réalisant le mazimum de g(t).

La fonction 6(t) est une fonction croissante bornée par zéro et par un.

Preuve:
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Si nous réécrivons ’expression de ’erreur quadratique de la partition en fonction des
nouvelles notations nous avons :

B(C) = SE(C) - %Ilu(t) ol (2.6)

En divisant le numérateur et le dénominateur de la fraction par |C| il vient :

é(t)
1-6(t)

E(C) = SE(C) - lu(t) = ul* = SE(C) — 9(t) (2.7)
L’erreur quadratique SE(C) étant constante, E(C) est minimum lorsque ¢(t) est maxi-
mum. De plus, nous avons pour tout ¢ de Uintervalle [m, M] :

Vte[m,M] Cth=>|Ct|S|C|
vt,t' € [m, M2 t<t' = C,CCy=|C<|C}

Donc § est bien une fonction croissante a valeurs dans [0, 1].
a

Remarque 4 Si nous faisons évoluer t de m a M, §(t) représente la proportion de don-
nées déja parcourues.

La nouvelle formulation de I’erreur quadratique de la partition fournie par le lemme 2
permet de manipuler des quantitées plus réduites. De plus I'expression donnée par le
théoréme 3 permet de préciser le comportement de ’erreur quadratique de la partition en
fonction de t. Le théoréme suivant fournit un encadrement de g(¢).

Théoréme 4 Soient (C, f) un élément de ME,, i un vecteur normé, non nul de R".
Awvec les notations précédentes nous avons :

S’il existe B € [m, M] tel que §(B) = 5 alors :
JAeR",aeR /Vte[m,M] L(t) <g(t) <U(®)

avec : 2
U(t) =4(t)(1 —(sf(t))IIAII s
L(t) = Xim, 8] J4‘175@)0‘ T Xig,m17508) @

ot X représente la fonction caractéristique.

Vt € [m, M] {

Preuve:

1) C étant borné, on peut définir deux vecteurs y! et 72 tels que :

Yo eC Vie{l,...,n} v <v; <2 (2.8)
On a de plus :
Mi(Gy) = Y vif (v) (2.9)
vEC}
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f étant une fonction positive, on a :
Vie{l,...,n} %'|C| < Mi(Cy)i < 7*|Cyl (2.10)

Ou M;(Cy); désigne la ™€ coordonnées de Mi(Cy). Si nous désignons par C — Cy le
complémentaire de C; dans C, un raisonnement analogue nous donne ’équation :

Vi€ {1,...,n} % (IC| = |C|) < Mi(C — Co)i <H|(IC] = |Cil) (2.11)

Si Pon introduit la fonction §(t) = % ces deux équations s’ écrivent :

7itd(t) < M1|(Cc‘t)" < 7i%5(t)
vie{l,...,n} (2.12)

yH(1 = 8(t)) < MU <21 - o(2))

A présent, si nous exprimons le vecteur p(t) — p en fonction de M;(Cy) et M1 (C — Ch), il
vient :

 M(Cy)  M(C)
p(t) —p = Cy| o |C]
e L9
= |Ct|(M1(Ct) |C|M1(C))
1
= ] (M (Cy) — 8(t) M1 (O))
1

- W((l — 8(t)) M1 (Cy) — 8(t) M1 (C — Cy))
_ 11— M(C)  M(C-0)
WOk = e e T o

Or en utilisant les encadrement définis par les équations 2.12 on a pour tout ¢ de ’ensemble

{1,...,n}:
AH(1-o@) < U mEE < 4201 4()
- a) < Mo’ o e e
On a donc :
Vie {1,...,n} (1=38®)(v — ) < (u(t) — )i < (1= 8(1) (%7 — ) (2.13)
On a donc, pour tout 7 dans {1,...,n} :
(u(®) = w)il < @ =8@) (7 — %) (2.14)

€

ou |(u(t) — p);| désigne la valeur absolue de la i€ coordonnées du vecteur p(t) — p. Si

nous posons A = 42 — v! on obtient :
() = ull” < (1 = 6(2))* || Al (2.15)
En combinant, cette derniére équation et ’expression de g(¢) on obtient 1'inégalité recher-

chée, & savoir :

g(t) < 8()(1 = 8())IIAlI? (2.16)
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2) Soit C' = ([m, M], F) la projection sur I'axe 7 du multi-ensemble (C, f) (voir dé-
finition 7). Soit ¢ un réel appartenant & Uintervalle [m, M]. Ce réel partitionne le multi-
ensemble [m, M] en deux multi-ensembles mono-dimensionnels C (t) = ([m, t], F') et C2(t) =
(Jt, M], F). A chacun de ces sous-multi-ensembles correspond une moyenne définie & partir
de la fonction F' notées respectivement 71 (t) et r2(¢). Nous pouvons également définir une
fonction ¢’ telle que :

; M (Ci(2))
|C1(2)]
La fonction ¢’ est I’analogue de la fonction § définie précédemment. Du fait de la cons-

truction de la fonction F' un fort lien existe entre les partitions des multi-ensembles C' et
C'. De fait nous avons les égalités suivantes :

[m,M] — R
5,(

() = ()
Vt € [m, M] r(t) = wpi(t).7 (2.17)
’1"2(t) = ug(t).’l’_i

En effet nous avons :

M M
=3 Fa@) =Y. ¥ ) (2.18)

T=m €D,

Or, nous avons également de fagon triviale C' = L]iVI:m D,, donc :
M
IC=3" > flw)=) flv)=]C] (2.19)
T=my€Dy veC

de méme, nous avons C; = | [._ = D, et donc C;(t) = |Cy|. De plus :

M (C)ii = (Xyecvf(v))-i
= Xyecv-if(v)
= Y t(Xsen, f(2))
= SMyp(t)dt

M (C).tm = My(C)
On montre de méme que (M;(Cy)).n = M1(C1(t)) et (M1(C — Cy)).n = M1(Cy(t)). De
simples divisions permettent alors de vérifier les égalités 2.17.
Les fonctions § et ¢’ étant égales, 3 est une valeur médiane de I’histogramme C’. Nous

pouvons donc appliquer la proposition 3 du théoréme 2. On a donc :

1+ T2
2

B)=r
ou r désigne la moyenne de 1’ensemble C’. Soit « défini par :

Ja=(r—r)(B) = (rs ~)(8) > 0

Nous savons grace & la proposition 1 du méme théoreme 2 que r1 et r sont deux fonctions
croissantes. Donc r — r1 est une fonction décroissante tandis que 79 — 7 est croissante. Les
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deux fonctions se rencontrant au point 8. On a donc :

Vte[m,B] r—r1>Va
Vte[B,M] ro—1 >

On montre également facilement & partir du corollaire 1 que :

é(t)
1-6(t)

2= L=00)

|ry —r

En combinant cette égalité aux inégalités précédentes on obtient :

vt € [m, ] PG =7l > 2P
vt €]8, M] %Hﬁ 2 = 13((1()75) lre — 7|2 > lg(i()t)a

Or, on a également :

vt € [m, M] (ri(t) —r)? = ((u(t) — p)-7)? < [|n(t) — pl?

On obtient donc bien les inégalités recherchées, & savoir :

vt e mfl o gl - ulP 2 2o
Ve [ M] o lutt) — ulP > S5
Ces deux inégalités peuvent se factoriser de la fagon suivante :
90) > Xim gy T80+ Xp,00) 50
o) > L)

Remarque 5 Si on ne peut définir une valeur médiane B les inégalités précédentes restent
valables si l’on prend :

(r =r1)(B) + (r2 = 7)(B)
2

B = max{t € [m, M]/é(t) < %} et /o =

De plus si § est strictement croissante, on peut alors réaliser le changement de variable
u=0d(t). A ce moment la, la fonction G = god ! est encadrée par une parabole et par une
courbe composée de deuzr bouts d’hyperboles. Plus précisément l'on a (voir Figure 2.1) :

1—u

a < G(u) <u(l—u)||Al?

U

Cet encadrement sera utilisé dans le chapitre 3.
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G@)

U

0.5 0

Figure 2.1: g(t) est encadrée par une parabole et une courbe composée de deuz partie d’hyperboles.
Toutes ces courbes sont paramétrisées en & et atteignent leur mazimum pour § = %

2.3 Mesure de ’homogénéité d’un multi-ensemble de cou-
leurs

L’homogénéité d’un multi-ensemble (C, f) est calculée gace a 'erreur quadratique (voir

définition 4) :
= f@)lle—n@)]?
ceC

L’erreur quadratique d’un multi-ensemble de ME,, est donc relative & une base de IR"
et & la métrique définie sur celui-ci. Si nous définissons un multi-ensemble (C, f) dans
un espace de couleurs E, on obtient un élément de MEj3. L’erreur quadratique de (C, f)
calculée dans I’espace F n’est a priori pas comparable avec I'erreur quadratique du méme
multi-ensemble calculée dans un autre espace. Si nous calculons, par exemple, 'erreur
quadratique dans un espace déduit de E par une matrice A, I'erreur quadratique dans
Pespace d’arrivée sera égale a :

= fle (C) A A(e — 1(0))

ceC

ou A! représente la transposé de la matrice A.

Donc, & moins que la matrice A ne soit diagonale, les erreurs quadratiques calculées
dans deux espaces de couleurs différents ne sont pas comparables.

L’espace L*u*v* étant approximativement uniforme, il semble logique de 1'utiliser
comme espace de référence et de calculer les erreurs quadratiques dans cet espace. Ceci est
impossible pour deux raisons. Tout d’abord, I'’expérience nous a montré que ’erreur qua-
dratique calculée dans ’espace L*u*v* n’est pas plus pertinente que ’erreur quadratique
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calculée dans les espaces RGB, 11213 ou HyHoH3. De plus, si un algorithme manipule des
multi-ensembles dans un espace de couleurs donné, il utilisera la métrique de cet espace.
Il est donc illogique de mesurer les performances d’'un algorithme en mesurant 1’erreur
quadratique dans un espace donné si l'algorithme tend, par exemple, & minimiser 1’erreur
quadratique & ’aide d’une autre métrique. La construction d’un algorithme travaillant sur
des multi-ensembles de couleurs impose donc le choix préalable d’un espace de couleurs.
De plus les mesures de performances de cet algorithme devront utiliser le méme espace de
couleurs.
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Chapitre 3

La quantification d’images
couleurs

3.1 Objectifs

Le principal objectif des méthodes de quantification d’images couleurs est de réduire le
nombre de couleurs de I'image originale en créant une distorsion minimale entre 'image
quantifiée et I’image originale. Plus formellement, considérons une image I, nous pouvons
y associer le multi-ensemble (C, f) ou C représente ’ensemble des couleurs présentes dans
I'image et f(c) le nombre de pixels de couleur ¢ dans I. La quantification de I en K
couleurs, avec K < |C| et usuellement K << |C|, consiste & sélectionner un ensemble de
K couleurs représentatives et a remplacer chaque pixel de 'image originale par sa
couleur représentative la plus proche. L’ensemble des couleurs représentatives {ci,...,cx}
est communément appelée la table de couleurs. La fonction qui associe & chaque couleur
de l'image sa couleur représentative est appelée la fonction d’inversion de table de
couleurs et est notée Q.

La quantification d’image peut étre utilisée pour afficher une image comportant un
nombre important de couleurs, comme les images 24 bits sur des terminaux ne pouvant
en afficher qu’un nombre réduit. Plus généralement la quantification de couleurs peut étre
vue comme un processus permettant une compression des données de I'image. Il est géné-
ralement possible de construire une image extrémement proche de 1’original avec moins de
256 couleurs. Malgré leurs faibles taux de compression les algorithmes de quantification
restent trés populaires. Wu [Wu92] a souligné une importante raison de cette popularité
en remarquant que ces heuristiques combinées avec des tables de couleurs matérielles per-
mettent un décodage de I'image en temps réel. L’aspect de la quantification d’images qui a
motivé notre étude sur ce sujet est la compression d’information. En effet, la quantification
d’une image en K couleurs nous permet de trouver les K couleurs les plus significatives
de celle-ci. Cette propriété sera utilisée dans plusieurs algorithmes de segmentation que
nous étudierons par la suite.
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3.2 Choix d’un espace de couleurs pour la quantification

Jusqu’a présent il n’a pas été effectué de tests systématiques des avantages et inconvénients
des différents espaces de couleurs pour les algorithmes de quantifications. Ceci est sans
doute dii & la grande diversité de ces algorithmes. Une telle démarche a été adoptée
par Otha [OKS80] dans le cadre des algorithmes de segmentation. Ceci 1’a conduit &
la définition de l'espace I1 1515 (voir section 1.2.4).

Cette absence d’avantages évidents d’un espace de couleurs vis & vis des autres est
illustrée sur la figure 3.1 ou I'image test Lenna a été quantifiée en 16 couleurs avec le
méme algorithme de quantification utilisant différents espaces de couleurs. Les images 3.1-
(b), 3.1-(c), 3.1-(e) et 3.1-(f) ont respectivement été obtenues par des quantifications dans
les espaces RGB, YIQ, L*u*v*, I IsI35 et HiHoHs, 'image 3.1-(a) représentant I'image
originale. Bien que 1'utilisation d’espaces de couleurs différents induise des images finales
différentes, il est difficile d’établir des critéres visuels objectifs permettant de privilégier
une image.

Faute d’une étude exhaustive des avantages et inconvénients des différents espaces
de couleurs pour la quantification la plupart des méthodes de quantification ne font que
préconiser un espace de couleurs. Les espaces de couleurs les plus recommandés sont les
espaces RGB, YIQ, L*u*v* etL*a*b*( voir section 1.2). L’espace RGB est souvent choisi
pour sa simplicité. De plus de nombreux formats d’images codent la couleur de chaque
pixel dans cet espace. Utiliser celui-ci pour la quantification évite donc de convertir les
coordonnées de chaque pixel. L’espace YI(Q se déduit facilement de I'espace RGB. Il
permet de plus de séparer l'information de luminance de I'information de chrominance.
Les espaces uniformes L*u*v* et L*a*b* séparent également ces deux types d’informations.
Ils présentent en outre ’'avantage d’étre plus en adéquation avec la vision humaine. Les
conversions de I'espace RGB aux espaces L*u*v* ou L*a*b* sont les plus coliteuses des
transformations vues au chapitre 1. Ces espaces de couleurs sont donc essentiellement
utilisés par des algorithmes privilégiant la qualité des images obtenues au détriment des
temps de calculs.

3.3 Utilisation de ’erreur quadratique

Nous avons vu au chapitre 2 que l'erreur quadratique SE(C) d’un multi-ensemble (C, f)
permet de mesurer I'homogénéité de (C, f). De méme lerreur quadratique d’une parti-
tion permet de mesurer I’homogénéité des ensembles formant la partition. L’utilisation de
Perreur quadratique pour la quantification repose sur le fait qu’une partition en un en-
semble de multi-ensembles homogénes fournira une image quantifiée visuellement proche
de Toriginal. Une des justifications de ce postulat repose sur la propriété suivante :

Proposition 3 Soient I une image de taille m x n, (C, f) le multi-ensemble associé a
I et I' l’image issue de la quantification de I en K couleurs. Si l’ensemble des couleurs
représentatives {ci,...,cx} vérifie :

Vie{l,...,K} ¢ =pu(Q () (3.1)
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Figure 3.1: Quantification de l’image tes%sLenna dans différents espaces de couleurs
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alors Uerreur quadratique de la partition de (C, f) peut s’exprimer de la fagon suivante:
m n
E(C) =33 ller(ig) —en (i i)
i=1j=1

01 ¢cr(3,7) et cp(i,j) représentent les couleurs du pizel (i,j) dans les images I et I'.

Preuve:
On a pour tout pixel (z,7) de I’ :

cr (Za]) = Q(Cl(’l,]))
Donc,

imy gt ller (i, g) —er (i, 4)I7 = iy iy ller (6, 5) — Q(er(d,9)) 17
Yeec lle = Qe)|?

Yict Yeeq-i(e) lle — il ?

= Zzlil Zclel(ci) ||C - M(Q_l(ci)||2

Ce qui est la formulation de I'erreur d’une partition fournie par la définition 6.

a

La pré-condition 3.1 étant généralement vérifiée I'erreur de partition peut se voir
comme la somme pixel & pixel des différences de couleurs au carré entre 1'image origi-
nale et I'image quantifiée. Il est toutefois dangereux de voir I'erreur quadratique comme
une fonction de distance entre I’image originale et I'image quantifiée. Ceci est confirmé
par expérience suivante. L’image 3.3-(a) est obtenue & partir de I'image 3.2 par une
quantification en 8 couleurs. L’image originale 3.2 comporte 15 738 couleurs. Si nous ap-
pliquons ’algorithme de tramage (ou dithering) de Floyd-Steinberg [FS76] sur I'image
quantifiée 3.3-(a) nous obtenons I'image 3.3-(b) qui est visuellement beaucoup plus proche
de I'image originale 3.2. L’erreur quadratique de I'image 3.3-(b) est pourtant plus élevée
que celle de 'image 3.3-(a), la différence relative entre les deux erreurs étant d’environ
30%. Ce phénomene a priori surprenant est dii au fait que 'algorithme de tramage a brisé
la partition créée par ’algorithme de quantification. La nouvelle partition créée par I’al-
gorithme de tramage tient compte de propriétés locales de I'image ce qui n’est pas pris
en compte dans 'erreur quadratique. Les multi-ensembles créés par 1’étape de tramage ne
sont plus forcément connexes et sont a priori moins homogenes. L’erreur quadratique de
ces multi-ensembles est donc plus importante que celle produite par les multi-ensembles
issus de la quantification. Orchard [OB91] a défini une erreur quadratique pondérée per-
mettant de tenir compte des propriétées locales de I'image durant 1’étape de quantification.
Orchard remplace dans la définition de l'erreur quadratique (voir définition 4) la fonction
de fréquence f par la fonction de fréquence pondérée W, ou W(c) est définie comme
une somme d’attributs calculés localement sur tous les pixels de couleur ¢ de I'image.
Dans ce cadre, I'erreur quadratique définie au chapitre 2 peut se voir comme un cas par-
ticulier d’erreur quadratique pondérée ou I’attribut d’un pixel de couleur c est égal a 1.
Cette fonction de pondération permet de donner plus de poids aux couleurs de I'image
majoritairement situées dans des régions sensibles aux erreurs de quantification.
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Figure 3.2: Rochers : image originale

Figure 3.3: Application de Ualgorithme de Floyd-Stenberg sur l'image de gauche
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3.4 Création de I'image quantifiée

Nous avons vu dans la section 3.1 que l'objectif d’un algorithme de quantification est
de partitionner le multi-ensemble (C, f) contenant ’ensemble des couleurs de I'image en
un ensemble de multi-ensembles {(C1, f),...,(Ck, f)}. Partant de cette partition, 1'on
construit un ensemble de couleurs représentatives {ci,...,cx} défini par :

Vie{l,...,K} ¢ =p(C;)

La fonction @ définie dans la section 3.1 associe & chaque couleur de I'image sa couleur
représentative la plus proche. On a donc :

Q(c) = ATgMinze{cl,...,cK}||z - C”

ou ArgMin renvoie 'argument réalisant le minimum.

La fonction @ peut se définir & I’aide d’un diagramme de Voronoi 3D [Ber94, Aur91,
CP95]. Dans ce cas Q(c) est égal a la couleur représentative ¢; si ¢ appartient a la cellule
de Voronoi associée & ¢;. Une fois le diagramme de Voronoi effectué le calcul de la fonction
Q s’effectue en temps constant. Thomas [Tho91] a proposé en 1991 un algorithme per-
mettant de construire le diagramme de Voronoi 3D associé & K couleurs représentatives.
Cet algorithme construit une partition de ’espace de couleurs et réclame généralement de
longs temps de calcul. Thomas réduit ’occupation mémoire et les temps de calcul en ne
considérant que les 5 bits de poids fort des composantes R, G, B de chaque couleur. Toute-
fois, malgré cette simplification, ’algorithme de Thomas réalise le diagramme de Voronoi
correspondant & 256 couleurs représentatives en environ 24 secondes. Le temps nécessaire
& un algorithme de quantification pour quantifier une image étant généralement inférieur
a la minute le surcoiit en temps induit par 1’utilisation de l'algorithme de Thomas est
important.

Une fagon “naive” de calculer Q(c) consiste a calculer pour chaque couleur représenta-
tive {c1,...,cx} la distance a la couleur c et de prendre la couleur représentative la plus
proche. Heckbert [Hec82] a amélioré cette recherche exhaustive en partitionnant 1’espace
des couleurs en N sous-cubes. Cette partition permet, de rejeter a priori certaines couleurs
représentatives de la recherche exhaustive. Les mesures expérimentales faites par Heckbert
montrent que les K tests nécessaires & la recherche “naive” sont dans ce cas ramenés a %

tests. Toutefois, malgré cette amélioration la complexité de la fonction Q reste linéaire.

La partition de I’espace de couleurs induite par ’algorithme de quantification ne cons-
titue généralement pas un diagramme de Voronoi. Toutefois, des expériences réalisées par
Wu [WZ91] montrent que si l’algorithme de quantification produit une faible erreur de
partition, les cellules de Voronoi peuvent étre approximées par les multi-ensembles cons-
truit par 'algorithme de quantification. Donc si 1’algorithme de quantification partitionne
I’ensemble des couleurs de I'image (C, f) en K multi-ensembles {(C1, f),...,(Ck, f)} la
couleur représentative Q(c) d’une couleur c sera égale a u(C;) si et seulement si ¢ appar-
tient & C;. 1l est alors souvent possible d’utiliser les structures de données induites par
les algorithmes de quantification pour rechercher efficacement le multi-ensemble contenant
une couleur donnée. Par exemple, la structure de données induite par les algorithmes de
Wu [WZ91] ou de Wan et al. [WWP88] permet de retrouver la couleur représentative Q(c)
d’une couleur ¢ grace & un algorithme de complexité O(log,(K)).
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3.5 Classification des algorithmes

Une premieére approche pour définir une table de couleurs consiste & fixer I’ensemble des
couleurs représentatives {ci,...,cx} de fagon & couvrir un large spectre de couleurs. On
parle dans ce cas de quantification uniforme , ’ensemble des couleurs représentatives est
prédéterminé [GAW90, Pae91] et reste identique pour chaque image & quantifier. Il est bien
évident que si le nombre de couleurs finales est réduit (K = 8 ou 16) ce type d’algorithme
donne des résultats nettement moins intéressants qu’une quantification construisant un
ensemble de couleurs représentatives adapté a chaque image. Les algorithmes de ce type
seront appelés algorithmes de quantification adaptative. Ces algorithmes partitionnent
le multi-ensemble (C, f) associé & 'image en un ensemble {(C4, f), ..., (Ck, f)} d’éléments
de ME&j. Ils associent ensuite & chaque multi-ensemble (Cj, f) une couleur représentative

u(Ci).

Ces méthodes peuvent grossiérement se scinder en deux grandes familles. La premiére
utilise une approche ascendante. Ces algorithmes sélectionnent K couleurs de I'image
afin d’initialiser K multi-ensembles, avec K le nombre de couleurs finales. Les autres
couleurs de l'image sont alors lues et fusionnées aux K multi-ensembles courants selon
différentes heuristiques [GP90, XJ94]. De telles méthodes n’essaient généralement pas de
minimiser l'erreur de partition (voir définition 6) et s’appuient sur des heuristiques qu’il
est souvent difficile de justifier d’un point de vue théorique.

Les approches descendantes ont quant a elles été beaucoup plus explorées [Hec82,
WWP88, WZ91, Wu92, BBA94]. Ces méthodes initialisent un multi-ensemble (C, f) &
partir de 'image et partitionnent celui-ci jusqu’a obtenir K multi-ensembles formant une
partition de (C, f). Comme nous I’avons vu dans la section 2.2, trouver le partitionnement
idéal en K multi-ensembles minimisant 1’équation de la définition 6 est un probléeme NP
complet pour des images couleurs. Selon Anderberg [And73] le nombre de partitionne-
ments possibles est égal a % Efio(—l)K _iC}'(z"C‘ ol K est le nombre final de couleurs
et (C, f) le multi-ensemble associé & I'image. L’algorithme trivial testant chaque parti-
tionnement n’est donc pas réaliste et des heuristiques de découpe doivent étre employées.
Balasubramanian [BBA94] réalise un histogramme 1-D suivant une des composantes de
Pimage (voir définition 7) puis partitionne (C, f) par des plans perpendiculaires & cet axe
en N7 multi-ensembles. Il sélectionne ensuite un autre axe de découpe, et redécoupe chaque
multi-ensemble perpendiculairement & cet axe grace & des histogrammes 1D calculés sur
chacun des Ni multi-ensembles. Il obtient ainsi Ny multi-ensembles. Une derniére itéra-
tion de ce processus fournit les N3 = K multi-ensembles finaux. Cette méthode semble
prometteuse mais laisse de nombreuses questions en suspend. Tout d’abord on ne connait
pas, sauf & faire une énumération exhaustive, la séquence optimale d’axes suivant lesquels
on doit réaliser le partitionnement. De plus I’extension de résultats valables pour K proche
de Vinfini & des valeurs de K comprises entre 4 et 256 semble pour le moins hasardeuse.
Enfin, cet algorithme travaillant avec un ensemble d’histogrammes 1D tient a priori moins
compte de I'information 3D des couleurs qu’un algorithme travaillant directement sur les
données 3D. Une autre méthode présentée par Wu [Wu92] utilise la programmation dy-
namique pour partitionner le multi-ensemble (C, f) en xk multi-ensembles (k < K). Les
multi-ensembles restants sont alors récursivement découpés en deux jusqu’a obtenir les K
multi-ensembles finaux. Le probleme dans ce cas est de définir la valeur optimale de k.
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3.6 Etude détaillée de P’approche descendante

La plupart des algorithmes de quantification basés sur une approche descendante [Hec82,
WWP88, WZ91, Wu92, BBA94] initialisent un multi-ensemble (C, f) & partir de I'image
et subdivisent (C, f) récursivement en deux jusqu’a obtenir K multi-ensembles formant
une partition de (C, f). Le découpage récursif consiste & choisir un multi-ensemble parmi
les multi-ensembles déja créés et a le découper en deux. Ce processus doit étre itéré K + 1
fois de facon a obtenir les K multi-ensembles finaux. Le découpage de chaque multi-
ensemble est réalisé par un plan appelé plan de découpe orthogonal & une direction
appelée direction de découpe. Ce processus peut se subdiviser en 4 étapes élémentaires
communes a tous les algorithmes de cette famille :

1. La sélection d’une stratégie de découpe.
2. La sélection du multi-ensemble & découper.
3. La sélection d’une direction de découpe.

4. La recherche de la position du plan de coupe orthogonal 4 la direction de coupe.

Les heuristiques utilisées lors de ces 4 étapes nécessitent un stockage approprié du multi-
ensemble 3D associé & I'image. Nous allons & présent étudier ces heuristiques et les struc-
tures de données utilisées pour stocker le multi-ensemble associé a I'image.

3.6.1 Sélection de la stratégie de découpe

Une stratégie de découpe possible consiste & découper récursivement (C, f) jusqu’a I’'ob-
tention des K multi-ensembles finaux. Cette séquence de découpes peut étre représentée
par un arbre binaire complet (un arbre dont chaque noeud posséde exactement deux fils).
Cet arbre est appelé ’'arbre de découpe (voir Figure 3.4).

Figure 3.4: Arbre de découpe représentant une stratégie de découpe de (C, f) en 5 multi-ensembles.

Le nombre de découpes possibles par cette stratégie est donc égal au nombre d’arbres
binaires complets possédant exactement K feuilles soit : %021&;1_1) [FGS90]. Ce nombre
est trop important pour envisager une énumération exhaustive de toutes les stratégies.
Chou et al. [CTM89], Lin et al [LSC91] et Balasubramanian et al. [BA91] ont suggéré de

créer un arbre intermédiaire avec N feuilles (o1 K < N << %021&;1_1)) et d’élaguer cet
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arbre de facon a ne conserver que les K feuilles qui conduisent & une erreur quadratique
minimale. Selon Wu [WZ91] cette stratégie implique un surcout trop important par rapport
a lamélioration apportée. Il recommande donc de ne générer que les K multi-ensembles
nécessaires.

3.6.2 Sélection du multi-ensemble & découper

La stratégie la plus simple pour sélectionner le multi-ensemble & découper a été énoncée
par Heckbert [Hec82]. Cette stratégie consiste & découper le multi-ensemble de plus grand
cardinal. Cette stratégie peut étre grandement améliorée en utilisant l’erreur de la parti-
tion (voir définition 6). Wan et al. [WWP88] ont proposé de sélectionner le multi-ensemble
d’erreur quadratique maximale. Cette stratégie repose sur le fait que I'erreur quadratique
de la partition est définie comme la somme des erreurs quadratiques des multi-ensembles
formant cette partition. Donc en découpant le multi-ensemble dont la contribution & la
somme est la plus importante, on espére faire diminuer celle-ci. Une stratégie 1égérement
différente a été proposée par Wu [WZ91]. Celui-ci découpe le multi-ensemble dont la parti-
tion va entrainer la plus grande diminution de ’erreur quadratique. Cette stratégie repose
sur le raisonnement suivant :

Supposons que le multi-ensemble (C, f) contenant ’ensemble des couleurs de 'image a
été découpé k fois en k + 1 multi-ensembles {(Co, f),...,(Ck, f)}. L’erreur E(C) associée
a la partition est alors égale a Ef:o SE(C;). Supposons & présent que le prochain multi-
ensemble & découper soit C; et considérons Cil et CE les deux multi-ensemble issus du
découpage de C;. L’erreur associée a la partition aprés le découpage est alors égale a :

E(C) = SE(C}) + SE(C?) + Xk: SE(C;)
J=0,j#1

Le découpage du multi-ensemble (C;, f) a donc modifié¢ E(C) de SE(C}) + SE(C?) —
SE(C;). On peut remarquer que le théoréme 1 assure que SE(C}) + SE(C?) — SE(C;)
est négatif et donc que l'erreur de la partition est effectivement décroissante. L heuristique
consistant & couper le multi-ensemble dont le découpage entrainera une décroissance maxi-
mum de I'erreur de la partition est donc a priori meilleure que celle consistant & couper
le multi-ensemble d’erreur quadratique maximale. Toutefois cette heuristique impose de
couper & chaque itération chaque multi-ensemble afin de détecter celui qui réduira ’erreur
au maximum. Cela implique que ’on va générer plus de multi-ensembles que nécessaire.
De plus, selon Wu, cette heuristique ne fait diminuer I’erreur quadratique globale que de
fagcon marginale.

Il apparait ainsi que découper le multi-ensemble d’erreur quadratique maximum &
chaque étape soit une bonne heuristique permettant de réaliser un bon compromis entre
le temps de calcul et la diminution de Ierreur de la partition.

De plus cette stratégie peut s’implémenter de maniére trés efficace en utilisant 'arbre
de découpe. Il suffit d’associer & chaque noeud de I’arbre un pointeur sur la branche
comportant la feuille d’erreur quadratique maximale. A chaque découpe de multi-ensemble,
deux fils sont rajoutés au noeud correspondant et le pointeur est mis & jour le long du
chemin menant de ce noeud a la racine de I’arbre. Cette méthode permet donc de retrouver
rapidement, & chaque étape de l'algorithme, le multi-ensemble d’erreur maximum. Des
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études expérimentales nous ont montré que bien que ’arbre produit par les stratégies de
Wan [WWP88] et Wu [WZ91] ne soit pas parfaitement équilibré le temps de recherche du
multi-ensemble & découper est quasiment logarithmique.

3.6.3 Sélection de axe de découpe d’un multi-ensemble

Une fois que le multi-ensemble & découper a été sélectionné, il faut choisir la normale
du plan qui va couper celui-ci. La décroissance de l'erreur de la partition induite par la
coupe étant égale & SE(C}) + SE(C?) — SE(C;), le meilleur plan de découpe est celui qui
minimise la somme SE(C}) + SE(C?). Malheureusement nous ne disposons pas d’outils
mathématiques permettant de calculer le plan optimal et une énumération de tous les plans
possibles est 14 encore irréaliste. On simplifie donc le probléme en déterminant d’abord la
normale au plan qui défini I'axe de coupe puis la position du plan sur cet axe.

Un choix simple de I’axe de coupe a été proposé par Heckbert [Hec82]. Celui-ci propose
de découper ’axe de coordonnée sur lequel le multi-ensemble & découper est le plus étendu.
Wu [WZ91] a étendu cette idée en choisissant la direction de plus grande variance du multi-
ensemble. Cette direction est donnée par le vecteur propre associé a la plus grande valeur
propre de la matrice de covariance du multi-ensemble & découper. Ce vecteur est plus
simplement appelé ’axe principal du multi-ensemble. La justification de cette heuristique
apparait clairement lorsque ’on examine I’équation 2.1 que nous rappelons ci-dessous :

3
SE(C) = M,(C) Zvam(()’) (3.2)
i=1

Si ’on effectue un changement de repére en prenant pour nouvelle base la base des vecteurs
propres, I’équation 3.2 devient :

SE(C) = M,(C)>_ A (3.3)

eme

ou \; représente la 4 valeur propre et est égale 4 la variance du multi-ensemble le long
1€™€ vecteur propre.

de la direction définie par le ¢

Si nous découpons le multi-ensemble perpendiculairement & un axe, nous allons faire
décroitre majoritairement la variance suivant cette axe. L’idée de base de I’heuristique de
Wu consiste & supposer que ’on obtient une plus grande décroissance de I’erreur quadra-
tique en faisant décroitre en priorité la plus grande des variances, c’est & dire en coupant
perpendiculairement & ’axe principal. Néanmoins, méme si elle est tres souvent vérifiée
pour des images réelles cette heuristique peut étre mise en défaut. En effet, considérons
Pexemple de la figure 3.5 ou le multi-ensemble (C, f) est défini par:

{(,V/7),i € {1,2,..,10}} U {(i, —V/7),i € {1,2,..,,10}}
1 VzeC

Q
|

f(z)

Dans cet exemple, la matrice de covariance de (C, f) est alors égale & :

825 0
0 7
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Figure 3.5: Les points noirs sont les éléments de (C, f) dont laze principal est le vecteur Z.

Ceci signifie que 1’axe principal de (C, f) est le vecteur #. Pourtant si nous découpons
(C, f) perpendiculairement au vecteur Z, 'erreur quadratique SE(C) ne décroitra que de
6,25 alors qu'un découpage perpendiculaire & 4 entraine une diminution de 7. Dans ce cas,
I’axe principal du multi-ensemble est donc orthogonal & la direction de coupe optimale.
C’est donc la direction la plus éloignée de I'optimum.

Outre qu’elle ne conduit pas nécessairement 3 la meilleure solution, I’heuristique de
Wu implique plusieurs contraintes algorithmiques :

e Le fait de couper perpendiculairement & une direction variable complique le traite-
ment des données nécessaire au découpage. Par exemple, avant d’effectuer un dé-
coupage, l'algorithme de Wu doit trier les données de chaque multi-ensemble suivant
leur projection sur la direction de coupe.

e Le découpage d’un multi-ensemble réclame le calcul de la matrice de covariance du
multi-ensemble et le calcul de la plus grande valeur propre de cette matrice. Le
calcul du vecteur propre associé s’effectue par une méthode itérative ce qui s’avere
relativement cotiteux.

3.6.4 Sélection du plan de coupe

Une fois sélectionné le multi-ensemble & découper (C, f) et I’axe de coupe A nous devons
définir la position du plan de coupe le long de I’axe A. La stratégie la plus simple est encore
une fois proposée par Heckbert [Hec82]. Celui-ci propose de couper (C, f) par un plan
médian, c’est & dire un plan tel que |C| = |Cs] ou C; et Cy sont les deux multi-ensembles
issus de la découpe de (C, f).

Cette stratégie peut étre grandement améliorée en tenant compte de l'erreur de la
partition. En effet, soit m et M les deux extrémités de (C, f) le long de l'axe A (voir
Figure 3.6 et définition 7) et ¢ un réel de l'intervalle [m, M]. Le plan orthogonal & A et
de position ¢ sur 'axe A découpe (C, f) en deux multi-ensembles (Cy, f) et (C — Cy, f).
L’erreur associée a cette partition est égale & :

E,(C) = SE(Cy) + SE(C - C)) (3.4)
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axe A

Figure 3.6: Le multi-ensemble sélectionné est découpé orthogonalement & l’aze de coupe A posi-
tionné a la coordonnée t sur l'axe A.

Wu [Wu92] a donné une autre formulation de l'erreur de la partition :

<||M1(Ct)||2 4 IM.(C) _Ml(Ct)||2>

— 2_
E(C) =" f) vl Mo(Cy) My(C) — My(C})

veC

(3.5)

Cette nouvelle formulation est plus efficace puisqu’elle ne fait apparaitre que le multi-
ensemble C; que nous allons faire évoluer jusqu’a trouver la valeur ., minimisant E;(C).
Cette formulation présente toutefois quelques inconvénients. Tout d’abord elle impose de
manipuler des grands nombres tels que les moments d’ordre un au carré. Du point de
vue pratique, la présence de grands nombres oblige & stocker les variables sur des entiers
ou réels longs qui ralentissent l’algorithme. De plus, cette formule se préte peu a des
manipulations et peut donc difficilement étre optimisée.

Wan et al. ont simplifié ’équation 3.5 en minimisant non pas l'erreur de la partition
mais la somme des variances var4(C;) et vars(C — Cy). Intuitivement cette simplifica-
tion revient & approximer le multi-ensemble (C, f) par sa projection sur I'axe A (voir
définition 7). Afin de limiter la perte d’information liée & cette simplification Wan et al.
définissent A comme ’axe principal de (C, f). Le point 4 du théoréme 2 permet alors de
limiter la recherche de 2,y a 'intervalle [’”Tm, ’#] Cette approche permet donc de limi-
ter I'intervalle de recherche mais ne permet pas d’obtenir la position du plan minimisant
Perreur de la partition.

Le calcul de la valeur t,,; par les méthodes de Wu ou de Wan et al nécessite le cal-
cul des moments M,(C;) et M, (C;) pour ¢t appartenant a Uintervalle [m, M]. Ces mo-
ments peuvent étre calculés rapidement griace & la propriété suivante. Supposons que
le multi-ensemble (C, f) défini par C = [a1,a2[X[b1, beo[X[c1, 2| doit étre découpé per-
pendiculairement au premier axe de coordonnée. Pour tout ¢ nous avons alors : Cy =
[a1,t[x[b1, ba[X[c1, c2]- Sinous définissons :

D, = {t} X [bl,bg[x[cl,CQ[
C peut se définir comme I'union des D;. Le multi-ensemble (C, f) étant discret, I'intervalle

[a1,a9] est égal & {a1,a1+1,...,a2} et les moments peuvent étre calculés incrémentalement
par les formules suivantes :

M;(Cat1) = M;(Dy)

vi € {0,1,2} { Vt €la + 1,b], M;(Ci11) = M;(Cy) + M;(Dy) ()
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Les moments du multi-ensemble (C,,,, f) peuvent donc étre calculés incrémentalement
grace aux équations 3.6. Les moments du multi-ensemble (C' — C,,,, f) se déduisent des
moments de (C,,,, f) par la proposition 1 sur I'additivité des moments. Une fois les mo-
ments des deux multi-ensembles calculés on peut calculer leurs moyennes, leurs variances
et leurs erreurs quadratiques grace a la définitions 3 et a 1’équation 2.1. Les moments,
moyennes et erreurs quadratiques de chacun des multi-ensemble sont ensuite stockés dans
les feuilles de I'arbre de découpe correspondant aux multi-ensembles.

3.6.5 Stockage du multi-ensemble associé a ’image

Nous avons vu dans les précédentes sections que le calcul de la valeur ,,; déterminant la po-
sition du plan de coupe nécessite le calcul des moments M;(D;). L'efficacité de I’algorithme
est donc en grande partie déterminée par la méthode permettant d’accéder a I’ensemble
des couleurs de I'image contenues dans D;. Une des premieres méthodes envisagées pour
calculer les moments de D; a été l'utilisation d’une matrice tri-dimensionelle T' telle que
T:][7][k] soit égal au nombre de pixels de couleur (i, j, k) contenus dans I'image. En uti-
lisant une telle structure, les moments M;(D;) sont obtenus en calculant les moments sur
deux dimensions de la matrice, la troisieme étant fixée & t. Un premier probléme induit par
I'utilisation de cette structure de données est la taille mémoire. En effet, stocker 1’ensemble
des couleurs affichables sur une image 24 bits nécessite (256)3 x taille(entier) = 64Mo.
Une solution & ce probléme proposée par Heckbert [Hec82] consiste & effectuer une pré-
quantification en ne conservant que les 5 bits de poids fort de chaque composante, la taille
mémoire nécessaire est alors égale & 128 Ko. Cette pré-quantification permet de résoudre le
probléme de la taille mémoire mais entraine une perte d’information sensible, notamment
si on quantifie en plus de 256 couleurs. De plus, 'utilisation d’une matrice pour stocker
la fréquence d’apparition de chaque couleur implique de stocker ’ensemble des couleurs
affichables alors que seules les couleurs présentes dans I’'image nous intéressent. Qutre un
gaspillage de place mémoire cette structure de données implique une perte de temps induite
par la considération de couleurs qui n’appartiennent pas a I'image. Finalement ’'utilisation
d’une matrice impose de stocker des espaces cubiques. Une matrice est donc utilisable si
I’on quantifie dans I’espace RG B qui est contenu dans un cube. Elle devient en revanche
inutilisable si I’on travaille dans un espace déduit de I’espace RGB par une transformation
non orthogonale. De fait, la taille nécessaire pour stocker le parallélogramme englobant la
transformée dans ’espace H1HsH3 du cube RGB en 24 bits est de 512Mo. Cette taille
est réduite & 8Mo si 'on effectue une pré-quantification en 15 bits. De plus, au temps
perdu en considérant des couleurs qui n’appartiennent pas a 'image, s’ajoute dans ce cas
le temps passé & considérer des triplets ne correspondant pas & des couleurs affichables.

La méthode adoptée par Wu [WZ91, Wu92] et Wan et al. [WWPB88] consiste & stocker
I’ensemble des couleurs de I'image ainsi que leurs fréquences d’apparition dans un tableau
uni-dimensionnel V. Cette méthode résoud le probleme de la taille mémoire de I’histo-
gramme. Toutefois, bien que suffisante pour les algorithmes de Wu et Wan, cette méthode
ne permet pas un calcul rapide des moments des ensembles D;. En effet, I'algorithme
de Wu coupant chaque multi-ensemble par rapport a son axe principal, il est impossible
de structurer les données lors de l'initialisation de l’algorithme. Ceci impose de trier les
données suivant 1’axe principal avant chaque découpe d’un multi-ensemble (C, f).
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3.7 Un algorithme de quantification basé sur une division
récursive des multi-ensembles

Nous avons vu, dans la section 3.5 que les algorithmes de quantification basés sur une di-
vision récursive du multi-ensemble (C, f) peuvent se décomposer en 4 étapes principales.
L’ensemble des choix et heuristiques utilisés pour résoudre chacun de ces points déter-
mine le rapport qualité/temps de calcul de chaque algorithme. Le terme qualité désignant
dans ce contexte I'importance de I'erreur de partition de 'image finale. Nous allons & pré-
sent proposer un nouvel ensemble de choix et d’heuristiques permettant d’obtenir un bon
rapport qualité/temps de calcul.

3.7.1 Choix de I’espace de couleurs

Nous avons vu dans la section 3.2 qu’il n’existait pas d’espace de couleurs de référence pour
la quantification. Aucun des espaces de couleurs usuellement utilisé (RGB, YIQ,L*u*v*)
ne présentant d’avantage déterminant vis & vis des autres espaces de couleurs, nous avons
choisi d’utiliser 'espace H1 HoHj3. Les avantages de cet espace pour la quantification sont
les suivants :

e [l se déduit facilement de ’espace RG'B usuellement utilisé pour coder les images.

e Les trois axes de coordonnées correspondent & trois directions privilégiées par la
vision humaine.

Cet espace permet de tenir compte de notre sensibilité aux couleurs sans impliquer les
cotiteuses transformations induites par 1'utilisation de ’espace L*u*v*. Le choix de cet
espace peut donc se concevoir comme un compromis entre I’espace RGB et I'espace L*u*v*.

3.7.2 Choix de la stratégie de découpe et du multi-ensemble a découper

Nous avons vu dans la section 3.5 que les deux premieres heuristiques & définir pour ce type
d’algorithme sont celles déterminant la stratégie de découpe et le choix du multi-ensemble
& découper a chaque étape de l'algorithme. Les expériences que nous avons menées ont
confirmé les observations de Wu [WZ91, Wu92] (voir section 3.6.1 et 3.6.2). Nous avons
donc décidé de générer uniquement K multi-ensembles et de découper & chaque étape le
multi-ensemble d’erreur quadratique maximum.

3.7.3 Notre sélection de I’axe de découpe

Nous avons vu dans la section 3.6.3 que couper le multi-ensemble perpendiculairement a
son axe principal ne conduisait pas nécessairement & la solution optimale. De plus cette
stratégie impose de trier les données de chaque multi-ensemble préalablement & tout dé-
coupe. Elle nécessite également le calcul de la matrice de covariance et de ’axe principal
du multi-ensemble & découper.
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Ces inconvénients nous ont conduit & étudier une stratégie consistant & couper chaque
multi-ensemble uniquement par rapport aux axes de coordonnées, en choisissant celui des
trois fournissant la plus grande variance. Cette méthode donne généralement des résultats
légerement moins bons que ceux obtenus en coupant perpendiculairement & ’axe principal
(voir Table 3.1) mais permet de supprimer le calcul du vecteur propre, de remplacer le
calcul de la matrice de covariance par trois calculs de variances et enfin de trier les données
suivant chacun des trois axes une fois pour toute lors de l'initialisation de ’algorithme.

Zelda, 16 620 | 608 | 2%
256 71 61 14%
Lenna 16 || 375 | 370 | 1%
256 62 56 9%
Fleurs 16 1128 | 1105 | 2%
256 || 137 131 5%
Anemone | 16 || 944 | 909 | 4%
256 166 154 7%
Mandrill | 16 596 573 4%
256 94 88 5%
Moyenne | 16 | 742 | 725 | 2%
256 92 85 7%

(1) : HyHyHj axes fixes
(2) : HyHyHj3 axe principal
(3) : différence relative des erreurs

Table 3.1: Erreurs quadratiques calculées sur six images aprés une quantification en 16
et 256 couleurs & axes fixes (colonne 1) ou & axe principal (colonne 2). Les erreurs qua-
dratiques sont calculées dans I'espace HyHoHs. Les pourcentages affichés colonne (3) sont
relatifs & la colonne 2.

3.7.4 Notre sélection du plan de coupe

Notre algorithme convertit donc I’ensemble des données de 'image dans 1'espace Hy HoH3.
Ces données sont représentées par un multi-ensemble (C, f) que 1'on désire partitionner
en un ensemble de multi-ensembles {(C1, f),...,(Ck, f)}. L’algorithme fait évoluer cette
partition en choisissant le multi-ensemble d’erreur quadratique maximum et en le décou-
pant par un plan orthogonal & I’'axe Hy, Ho ou H3 de plus grande variance. Une fois I'axe
de coupe choisi, il est nécessaire de déterminer la position du plan de coupe perpendiculaire
a cet axe.

Nous avons vu dans la section 3.6.4 que la formulation de I’erreur de la partition donnée

par Wu [WZ91] induisait la manipulation de nombres importants et se prétait peu a des
optimisations. Nous avons donc utilisé la formulation donnée par le Théoréme 3 ( voir
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chapitre 2) que nous rappelons ci-dessous.

9 = 25l - pl
topt = arg max ¢(t) avec t) = C 3.7
pt gte[m,M]g() g((t)) - /@t) (3.7)
e

Cette nouvelle formulation permet d’utiliser des nombres plus petits stockables sur des
réels courts.

Le calcul de t,,; a I'aide des équations 3.5 ou 3.7 nécessite de parcourir I'intervalle
[m, M]. L’équation 3.7 permet, en conjonction avec le théoréme 4, d’optimiser le calcul de
topt :

Théoréme 5 Avec les notations précédentes :

F0min €)0,1[ / 0(topt) € [0, Omin]

Nous pouvons donc arréter la recherche de t,,; dés que 6(t) > Opmin-
Preuve:

Nous savons par le théoréme 3 que la fonction J est croissante. Puisque nous recherchons
un maximum de g, nous pouvons sans perte de généralité supposer § strictement croissante.

On peut alors définir le changement de variable z = §(¢). Si nous définissons la fonction
G(z) = go 6~ 1(x) le théoréme 4 peut se reformuler de la facon suivante :

Ve € [0,1] L(x) < G(x) <Ux) avee { Oley = =t = alAle

Xo,d @ X1 @

11—z

ou x désigne la fonction caractéristique.

Soit U’ la restriction de U & l'intervalle [3,1]. U’ est strictement décroissante, donc
bijective, de plus G est majorée par U, donc G([0,1]) C U'([0,1]). On peut donc définir la
fonction P (voir Figure 3.7) :

Soit :

Omin = in, P(x)

U’ étant décroissante on a :

-1 — -1
6m'm U (mlg[%,}i] G(‘T)) U (G(é(topt))

d’ou
U,((smm) = G((stopt)
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Figure 3.7: Illustration de la fonction P et du calcul de i .

et
Vzx G](smm, 1] G(-’IJ) < UI(-T) < Ul(amin) = G((s(tom))

d’ou finalement : §(Zopt) € [0, dpmin]
Od

Cette derniére formule permet une réduction de l'intervalle de recherche toute théo-
rique. En effet, si nous savons qu’il est inutile de continuer la recherche au dela de 6, le
calcul de d,,;, impose de traverser tout l'intervalle de recherche. Ce dernier probleme est
résolu par la proposition suivante :

Proposition 4 Awvec les notations précédentes :

Vz € [0,1] (:v > Mingyeo,qP(y) = = > 6min)

Preuve:

Si nous définissons :
Yo = ArgMinyE[O,w}P(y)
T = mingepq) P(y)
On a:
U'(w0) = G(yo) < G(8(topt)) = U’ (6min)
U’ étant décroissante on a :
x> 2o > Omin
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L’algorithme de recherche de la valeur ¢,,; peut donc se ramener aux points mis en
évidences dans la Figure 3.8.

determiner _t,,; ()
Debut
maz =0
Pour tout t de 1’intervalle [m,M]
evaluer ¢(t)
si (g(t) > max)
maz = g(t)
topt =t

mettre a jour min = miny ¢, P(5(t))
si (4(t) > min)
retourner t,p¢
Fin Pour
Fin

Figure 3.8: Algorithme de recherche de la valeur top.

La valeur §,,;, étant supérieure & % nous devons parcourir l'intervalle [m, M] au moins

jusqu’a ce que §(t) = % La fonction de fréquence liée & I'image intervenant dans le calcul
de la fonction §, la réduction de l'intervalle de recherche dépendra de 'image. De plus,
chaque itération de 'algorithme traitant un nouveau multi-ensemble le gain variera d’une
itération & lautre. Des expériences nous ont montré que lors de quantifications en 16
couleurs, 'intervalle de recherche était réduit d’environ 10%.

Puisque G est minorée par la fonction L non nulle sur |0, 1[, Perreur de la partition
Ei(C) est strictement inférieure & I'erreur quadratique SE(C') pour tout ¢ tel que d(t) €
10,1[. Ce résultat peut s’interpréter comme la preuve qu’un multi-ensemble est mieux
représenté par deux points que par un seul, ce qui est intuitivement évident. Les cas
extrémes § = 0 et § = 1 correspondent aux positions du plan de coupe telles que le
multi-ensemble C; est vide ou égal & C. Dans ce cas le multi-ensemble (C, f) n’est pas
découpé. On peut également remarquer que puisque les fonctions U et L atteignent leur
maximum pour §(t) = 3 le maximum de g(¢) a de fortes chances d'étre atteint pour ¢
proche de 5*1(%). Cette valeur de t correspond & la position médiane du plan de coupe
sélectionnée par Heckbert [Hec82] (voir section 3.6.4). De ce point de vue, I’heuristique
employée par Heckbert peut étre vue comme une approximation des méthodes minimisant
I’erreur quadratique de la partition.

3.7.5 Notre structure de données

Nous avons vu dans la section 3.6.5 que le multi-ensemble 3D correspondant a l'image
était usuellement stocké dans une matrice 3D T ou dans un tableau unidimensionnel V.
L’utilisation du tableau V' introduite par Wu [WZ91] nécessite moins de place en mémoire
que 'utilisation du tableau 3D T'. Toutefois cette structure de données ne permet pas un
acces efficace aux données des multi-ensembles D; (voir section 3.6.4) et implique un tri
d’une partie du tableau V avant chaque découpe.
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Afin de structurer I’ensemble des couleurs de I'image nous reprenons le tableau V utilisé
par Wu [WZ91, Wu92] et Wan et al [WWP88]. On trie ensuite le tableau V' suivant chacun
des axes de coordonnées cq, ¢y et c3. Le résultat de ces tris est stocké dans trois tableaux
Ind.,, Ind., et Ind.,. Les tableaux Ind., ne contiennent pas les couleurs de I'image mais
simplement des indices du tableau V' (voir Figure 3.9).

v bezeas || ]

—

Ind,, :A:_l:llll

Ent
e Min cl Max cl
Ind,, I s
Entre I |

e Min ¢2 Max c2

Ind [ T 1
- o —

Entrec, lMlL c|3 — I1\/Iauc c3

Figure 3.9: L’ensemble des couleurs de l’image est trié suivant chaque aze.

On a alors la propriété suivante :
Vi € {1,2,3} V(k,1) € [Min;, Maz;]* k <1 = V[Ind,,[k]].c; < V[Ind,,[l].c;

ou Min; et Max; sont les coordonnées minimale et maximale des éléments du multi-
ensemble sur 'axe ¢;.

On obtient alors dans les tableaux Ind., des plages d’indices référencant des cellules
de V possédant une méme valeur sur ’axe ¢;. On trie donc chacune de ces plages suivant
¢2. On applique le méme traitement aux tableaux Ind., et Ind., dont les plages sont triées
suivant ¢;. On définit enfin trois tableaux Entre.,, Entre., et Entre., nous permettant
d’accéder directement au début d’une plage donnée. Ces tableaux vérifient la propriété
suivante :

Vj €{1,2,3} Vke€ [Minj, Max;] V12> Entrec[k] V[Ind[l]].c; >k
Supposons que D; soit défini par :
Dt = {t} X [mQ,MQ[X[mg,M;;[

Trouver ’ensemble des couleurs de 'image contenues dans D; s’effectue alors en trois
étapes :

1. Trouver I’ensemble des couleurs vérifiant (¢; = t) grace a Entre;,. Cet ensemble
constitue une plage codée de facon continue dans Ind.,. Le début et la fin de la
plage ont respectivement pour indice Entre,, [t] et Entrec, [t + 1] — 1.
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2. Chercher par dichotomie dans la plage précédemment définie les indices j vérifiant
mg < V[j].ca < Ma. Ces indices sont stockés de facon continue dans Ind,, .

3. Parcourir ’ensemble des indices j trouvés a 1’étape 2 pour ne retenir que ceux véri-
fiant m3g < V[jl.cs < Ms.

Cette structure de données permet donc :

e de stocker et traiter uniquement les couleurs effectivement présentes dans 'image,

e d’accéder trés rapidement aux données nécessaires a 1’algorithme de partitionnement.

3.7.6 Evaluation de I’heuristique proposée

Nous avons vu qu’un algorithme de quantification basé sur une division récursive du multi-
ensemble associé & 'image doit itérer quatre processus élémentaires jusqu’a ’obtention du
nombre de multi-ensembles désirés.

1. Trouver le multi-ensemble & découper parmi les multi-ensembles créés aux itérations
précédentes.

2. Sélectionner un ensemble d’axes de coupe possibles.
3. Choisir un critere pour sélectionner 1’axe de coupe.

4. Déterminer le plan de coupe normal & I’axe de coupe.

En accord avec cette décomposition les principales méthodes de quantification présentées
dans les sections précédentes sont résumées dans les colonnes 1 4 3 du tableau 3.2.

La premiere méthode est la coupe médiane classique présentée par Heckbert [Hec82].
Cette méthode résumée sur la colonne 1 du tableau 3.2 découpe le multi-ensemble initial
en K multi-ensembles {C,...,Ck} de cardinal |C;| approximativement égaux. Elle n’a
donc pas & calculer les moments M, et M, des multi-ensembles C; et est la moins cotiteuse
des méthodes présentées dans le tableau 3.2. Lorsque le nombre de couleurs est supérieur
ou égal a 256 la différence entre I'image quantifiée et I’image originale est peu perceptible.
Ce dernier point explique en partie le fait que I'algorithme de découpage médian reste
plus populaire que de nombreuse méthodes plus sophistiquées. Cette popularité s’explique
également par 1'aspect fondateur de cette méthode élaborée en 1982. Toutefois lorsque 1’on
quantifie en moins de 32 couleurs les performances de 'algorithme se dégradent et 1’on
obtient des images de moins bonne qualité que celles obtenues en utilisant des algorithmes
plus sophistiqués. Ce fait est illustré sur la Planche 3.10 ou I'image 3.10-(a) semble avoir
perdu des couleurs importantes de ’image.

L’heuristique de Wan et al. [WWP88] résumée colonne 2 utilise ’erreur quadratique a

chacune des étapes de l'algorithme. La principale simplification opérée par cet algorithme
est effectuée lors du choix du plan de coupe o Wan et al. approximent le multi-ensemble
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112134
Choix du multi-ensemble Erreur quadratique *x | x| *
Cardinal
Choix d’un ensemble d’axes Axes de coordonnées * *
Axe principal * | %
Choix de I'axe Plus grande longueur *
Plus grande variance * | % | *x
Choix du plan Plan médian *
Minimisation de la variance *
Minimisation de 'erreur * | %

(1) : Méthode de Heckbert
(2) : Méthode de Wan and Wong
(3) : Méthode de Wu
(4) Méthode proposée.

Table 3.2: Ce tableau résume les principales heuristiques employées par les algorithmes de
quantification basés sur une division récursive du multi-ensemble de départ.

par sa projection sur I’axe principal. L’ensemble des heuristiques utilisées par Wan et
al. permettent d’obtenir des images quantifiées proches des images originales lorsque le
nombre de couleurs représentatives est supérieur & 32 couleurs. En dessous de ce nombre
I’algorithme préserve les principales couleurs de 'image. Néanmoins, des défauts visuels
comme des “cassures” de dégradés montrent alors clairement ’aspect quantifié de I'image
(voir Image 3.10-(b))

L’heuristique de Wu [WZ91] est résumée sur la colonne 3 de la table 3.2. Cette méthode
donne une image quantifiée proche de I'image originale pour des quantifications utilisant
au moins 64 couleurs. Si 'on utilise moins de 64 couleurs la méthode de Wu préserve
les couleurs les plus importantes de I'image sans empécher une dégradation visuelle de
I'image quantifiée (voir Image 3.10-(c)). Cette méthode effectue le calcul de la matrice de
covariance de chaque multi-ensemble et trie les données de celui-ci avant chaque découpe.
En raison de ces traitements la méthode de Wu est la plus cotiteuse des méthodes présentées
dans le tableau 3.2.

Les tests résumées dans la table 3.3 montrent que 1'utilisation d’axes fixes permet de
diminuer les temps de calcul d’environ 35%. Ce gain est & mettre en paralléle avec 'ac-
croissement de 'erreur quadratique provoquée par l'utilisation d’axes fixes. On constate
sur la table 3.3 que l'erreur quadratique ne s’accroit que de 2% pour une quantification
en 16 couleurs et de 7% pour une quantification en 256 couleurs. Ces pourcentages sont
relatifs & 'erreur quadratique de la méthode qui coupe perpendiculairement & 1’axe prin-
cipal. L’augmentation de 7% pour une quantification en 256 couleurs est relativement peu
importante, puisque pour un tel nombre de couleurs il est difficile d’apprécier visuellement
la différence entre deux algorithmes de quantification.
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Temps E

‘ Image ‘ Taille ‘ K 1 ‘ 2 3 ‘ 4 ‘ 5
Zelda 704x574 | 16 | 42 | 1°06 | 620 | 608 | 2%
256 | 52 | 1’41 71 61 | 14%

Lenna | 512x480 | 16 | 29 47 375 | 370 | 1%
256 | 36 | 1'15 || 62 56 9%

Fleurs 462x416 | 16 43 | 1’18 || 1128 | 1105 | 2%
256 | 49 | 2°06 137 131 5%
Anemone | 722x471 | 16 | 1’13 | 2°00 || 944 | 909 | 4%

3.10 256 | 1°26 | 3’05 166 154 7%
Mandrill | 510x480 | 16 36 | 1’00 | 596 573 | 4%
256 | 41 1’34 94 88 5%
Moyenne 16 44 | 1’14 || 742 725 2%
256 | 52 | 1’56 92 85 7%

(1) Temps requis par I’heuristique utilisant des axes fixes dans I'espace HiHyH3

(2) Temps requis par I’heuristique utilisant les axes principaux dans I’espace Hi{ HoHj3
(3) : Erreur quadratique obtenue en utilisant les axes fixes dans 1’espace H; HoHgy

(4) Erreur quadratique obtenue en utilisant les axes principaux dans 1’espace HiHoHg
(5) Difference relative des colonnes 3 et 4

Table 3.3: Cette table montre le temps requis (colonne 1 et 2) et lerreur quadratique
obtenue (colonne 3 et 4) par deux algorithmes. Le premier coupe les multi-ensembles
perpendiculairement & leur axe de coordonnées de plus grande variance, le second coupe les
multi-ensembles perpendiculairement & leur axe principal. Les pourcentages de la colonne
(5) sont relatifs aux résultats de la colonne (3).

57



LA QUANTIFICATION D’IMAGES COULEURS

)
(a) : Algorithme d’Heckbert (b) : Algorithme de Wan et al.

(c) : Algorithme de Wu (d) : Notre algorithme

Figure 3.10: Image Lenna quantifiée par 4 algorithmes différents en 16 couleurs dans l’espace
H,H>Hs.
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3.8 Une méthode de quantification basée sur une approche
découpe-fusion

Nous avons vu dans la section 3.5 que les méthodes de quantification adaptatives pouvaient
se scinder en deux grandes familles :

1. Les méthodes de fusion [GP90, XJ94] qui analysent ensemble des pixels de I'image
en les fusionnant aux K clusters qui formeront la partition finale.

2. Les méthodes de découpe [Hec82, WWP88, WZ91, Wu92, BBA94] qui partitionnent
le multi-ensemble (C, f) des couleurs de 'image en K multi-ensembles.

Dans cette section nous proposons une nouvelle approche basée sur une étape de dé-
coupe suivie d’une étape de fusion. Cette approche a suscité de nombreux travaux [HP75,
HP76, CMVMS86, Lee86] en segmentation mais n’a jusqu’a présent pas été appliquée aux
problémes de quantification.

Le principe de I'algorithme est le suivant : on effectue en premier lieu une quantification
uniforme basée sur une partition implicite du cube RGB. Ainsi le multi-ensemble (C, f)
des couleurs de I'image est partitionné en N multi-ensembles. Ces multi-ensembles sont
alors fusionnés de facon a obtenir la partition finale en K multi-ensembles. La fusion de
deux multi-ensembles (C1, f1) et (Cq, f2) est définie comme le multi-ensemble (C, f) avec
C=CiUCy et f=f1+ fo. L’opération de fusion correspond donc & 'opération somme
définie au chapitre 2 (voir définition 5).

3.8.1 Description de I’algorithme

Notre méthode utilise une quantification uniforme pour produire N multi-ensembles avec
N plus grand que le nombre de multi-ensembles finaux K. Elle fait ensuite appel & un
algorithme de fusion utilisant une structure de données spécifique appelée Graphe d’Ad-
jacence de Multi-ensembles (GAM) par référence aux Graphe d’Adjacence de
Régions utilisés dans les algorithmes de segmentation [BGK™89]. Nous avons implémenté
le GAM avec une matrice triangulaire inférieure comportant W éléments. Le GAM
est initialement composé de N noeuds, chaque noeud correspondant 4 un multi-ensemble.
Le but de I'algorithme de fusion est de minimiser ’erreur de la partition donnée par la
définition 6. Nous stockons donc dans chaque noeud des parameétres permettant une mise
a jour efficace de 'erreur de la partition aprés la fusion de deux multi-ensembles. Ensuite,
afin d’obtenir les K multi-ensembles finaux, nous effectuons N — K fusions. A chaque
étape, nous sélectionnons les deux noeuds dont la fusion produira la plus petite augmen-
tation de l’erreur de la partition. Pour cela, nous valuons chaque aréte du GAM par
laugmentation de I'erreur quadratique induite par la fusion des deux noeuds partageant
cette aréte. L’ensemble des arétes d’un noeud résultant de la fusion de deux noeuds est
égal 4 I'union des arétes des deux noeuds (voir Figure 3.11). En termes de graphes cette
opération est appelée une contraction d’arétes.

A chaque étape de fusion la détermination des deux noeuds a fusionner peut s’effectuer
sur I’ensemble des couples de noeuds, auquel cas le GAM correspond a un graphe com-
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Figure 3.11: Contraction d’une aréte du GAM.

plet (un graphe ou tous les noeuds sont reliés par une aréte) ou sur I’ensemble des noeuds
correspondant & des multi-ensembles adjacents. Il est bien évident que si nous considérons
les relations d’adjacence nous restreignons I’ensemble des couples considérés. L’erreur fi-
nale de la partition doit donc étre plus importante. Ceci est confirmé par les expériences
résumées Table 3.4. Les temps requis par notre algorithme avec un GAM complet ou
avec un GAM restreint par ’adjacence des multi-ensembles étant & peu pres équivalents
nous avons choisi d’utiliser un GAM complet (voir Table 3.5). Nous avons de plus utilisé
I’algorithme utilisant le GAM complet sur plusieurs images sans observer d’aberrations
visuelles dues 4 la fusion de multi-ensembles non-adjacents.

Remarque 6 Les temps équivalents constatés Table 3.5 sont sans doute dus a ['utili-
sation de la méme structure de données pour les deux types de fusions. Etant donné le
temps moyen de quantification d’une image avec les deuz approches (environ 2 secondes),
nous avons préféré privilégier la diminution de l'erreur de la partition. L’utilisation d’une
structure de données plus adaptée au graphe restreint induit par les relations d’adjacences
permettrait sans doute d’obtenir des temps nettement inférieurs. Si ces temps étaient in-
férieurs au quart de seconde, il serait alors envisageable d’utiliser notre algorithme pour
lanimation de séquences d’images.

L’algorithme peut se ramener aux points suivants :

3.8.2 Valuation des arétes du GAM

Nous avons vu que chaque aréte du graphe est valuée par I’augmentation de I'erreur de
la partition induite par la fusion des deux noeuds partageant cette aréte. Afin de calculer
cette augmentation il nous faut calculer 'erreur quadratique d’un multi-ensemble issu
de la fusion de deux multi-ensembles. En vertu du théoréme 1, I'erreur quadratique du
multi-ensemble (C, f) = (C1, f1) + (C2, f2) est égale a :

[eAlled I(C1) = (O P

E(C)=E(Cy) + E(Cs) + Ci+10
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decoupe_et_fusionne ((C, f), N, K)
{
Generer N multi-ensembles grace a la quantification uniforme.
Initialiser un graphe (G a partir de ces multi-ensembles
tant que(N > K)
{
Trouver l’arete minimale de G : (nodel,node2)
Fusionner les noeuds nodel et node2
N=N-1
}
}
Figure 3.12: Principales étapes de notre algorithme.
E 1 2
Lenna || 254 | 257
Zelda | 402 | 396
Girl 313 | 278
House || 147 | 144
| Mean | 279 | 268 |
(1) : Notre algorithme avec un GAM déduit de la 26-connexité des multi-ensembles

(2) : Notre algorithme avec un GAM complet

Table 3.4: Cette table montre la diminution de I'erreur de la partition induite par 'utili-
sation d'un GAM complet. Les erreurs de cette table ont été calculées dans I’espace RGB
et obtenues a partir de 2048 multi-ensembles initiaux.

S 1 2
Lenna || 2.4 | 2.2
Zelda || 3.6 | 3.3

Girl 1.1 0.9
House || 0.9 | 0.8

| Mean 2.0 | 1.8 |

(1) : Notre algorithme avec un GAM déduit de la 26-connexité des multi-ensembles
(2) : Notre algorithme avec un GAM complet

Table 3.5: Cette table montre les temps nécessaires a la quantification d’une image avec
un GAM complet et un GAM utilisant la 26-connexité des multi-ensembles. Ces temps
ont été obtenus pour 2048 multi-ensembles initiaux.
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Ou p; et pg sont les moyennes des multi-ensembles (Cy, f1) et (Co, f2). Si nous définissons
E, comme 'erreur de la partition aprés p fusions, on a alors le théoreéme suivant :

Théoréme 6 Soit E, l'erreur quadratique de la partition aprés p fusions. La suite E,
avec p € {1,...,N — K} peut étre définie comme suit :

1Ci,11Cj, | o
Eyi1=Ey+ eIy |||#ip - ,Ujp||2 = Ep + A(Zpajp)

|Ci, | +1C},

ot iy et jp représentent les deux noeuds fusionnés a l’étape p.

Preuve:

Evident au vu de la définition 6 et du théoréeme 1.
|

Donc & chaque étape de l'algorithme, la fusion des noeuds i et j va augmenter 'erreur
de la partition de A(%, j). Nous valuons donc chaque aréte d’extrémités i et j par A(z, ).
Sile GAM est implémenté & ’aide d’une matrice triangulaire inférieure G, ’étape d’ini-
tialisation consiste & affecter & chaque cellule G[i][j] la valeur A(i, 7). Lors de la premiére
étape de fusion les deux noeuds ni et no qui doivent étre fusionnés sont définis par :

(n1,m2) = ArgMing jyequ,..,N}{1,....i-1} Gl2][7] (3.8)

ou ArgMin renvoie I'argument réalisant le minimum.

Nous avons optimisé cette recherche en ajoutant au tableau G un tableau Min défini
par :
Vi€ {l,...,N}Minl[i] = ArgMinjcq,. i-1)Gli][J]

L’équation 3.8 devient alors:

(n1,m2) = (ArgMinie (s nyGlil[Minfi]], Min[na))

Si nous invalidons le noeud n9, la mise a jour de la matrice G nécessite d’invalider la
ligne et la colonne ngy et de mettre a jour la ligne et la colonne n;. De plus nous devons
également mettre & jour la valeur Min[i] si Min[i] est égal & ng ou si la mise & jour de la
ligne et de la colonne n; a changé le minimum d’une ligne.

Si nous examinons le théoréme 6, on constate que le calcul de la fonction de valuation
A nécessite pour chaque noeud la moyenne et le cardinal du multi-ensemble associé. La
moyenne pouvant se déduire facilement du moment d’ordre 1 et du cardinal (voir défini-
tion 3), nous avons préféré stocker dans chaque multi-ensemble ses moments d’ordre 0 et 1.
Les moments d’un multi-ensemble issus de la fusion de deux multi-ensembles se calculent
alors simplement par I'additivité des moments définie par la propriété 1 au chapitre 2.

La fusion de deux noeuds peut donc se décomposer comme suit :
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fusionne noeuds (G, noeud;,noeuds)
{
|Cnoeud1| = |Cnoeud1| + |Cnoeud2|
M, (Cnoeudl) =M, (Cnoeudl) + M, (Cnoeudg)
M= M, (Cnoeudl)/|cnoeud1|
Utiliser G, p and |Choeud;| pour mettre a jour
les aretes partagees par noeud; ou noeuds
Mettre a jour le tableau Min

Figure 3.13: Fusion des noeuds node; et nodes.

3.8.3 Inversion de la table de couleurs

Nous avons vu dans la section 3.8.1 que l'algorithme peut se décomposer en deux étapes :
la génération de N multi-ensembles {C1,...,Cy} par I'algorithme de découpe uniforme
et la fusion de ces multi-ensembles pour obtenir les K méta multi-ensembles finaux
{MC,,..., MCk} (chaque méta multi-ensemble M C; est représenté par un multi-
ensemble C; contenant des informations de fusion suplémentaires).

Nous avons vu dans la section 3.4 que l'inversion de table de couleurs est réalisée par
la fonction @Q qui affecte a chaque couleur de I'image sa couleur représentative la plus
proche. Si {c1,...,cx} représente I’ensemble des couleurs représentatives, I'image Q(c)
d’une couleur ¢ est définie par :

Q(C) = A""gMian{cl,...,cK}Hz - C”

Ce calcul peut étre réalisé par une recherche exhaustive du minimum de ||z — ¢|| pour
tout z dans {ci,...,ck}. On peut alléger ce calcul en utilisant un diagramme de Voronoi
(voir Thomas [Tho91]) ou en rejetant a priori certaines couleurs représentatives qui ne
peuvent réaliser le minimum (voir Heckbert [Hec82]). On peut également approximer ce
calcul en affectant & chaque couleur ¢ la moyenne de son multi-ensemble englobant.

Dans cette section nous présentons deux algorithmes d’inversion de table de couleurs.
Le premier approxime la fonction @ en affectant chaque couleur a la moyenne de son méta
multi-ensemble englobant. La seconde fournit une fonction @ presque toujours égale a la
solution exacte fournie par une recherche exhaustive. Les deux algorithmes sont basés sur
le méme prétraitement. Ce prétraitement permet de trouver le méta multi-ensemble M C;
englobant le multi-ensemble C; avec une seule indirection.

Afin de réaliser cette indirection nous ajoutons un index canonique a chaque multi-
ensemble. L’index canonique d’un multi-ensemble C; est initialisé & son index ¢. Lorsque
nous fusionnons deux multi-ensembles C; et C; toutes les informations de fusion sont
stockées dans le multi-ensemble de plus grand indice. Donc, si nous fusionnons le multi-
ensemble C1 avec C'3 puis C3 avec C5 on a :

C.canonique = 3, C3.canonique = 5, C5.canonique = 5
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Donc les multi-ensembles C1, C3 et Cs ont été fusionnés et I'information de fusion est
conservée dans Cy. Partant du multi-ensemble C, on doit exécuter deux indirections pour
retrouver le multi-ensemble conservant les informations de fusion. Ces indirections peuvent
étre supprimées grace a ’algorithme suivant :

Fixer_canonique (NN)
{
Pour i =N a 0
{
7 = C;.canonique
C';.canonique = Cj.canonique
}
}

Figure 3.14: Suppression des indirections.

Apres l'algorithme Fixer_canonique tous les multi-ensembles qui ont été fusionnés
dans un méme méta-multi-ensemble partagent le méme index canonique. Les méta-multi-
ensembles peuvent donc étre définis de la facon suivante :

Vie{l,...,K} MC; = L] C
{k)C'y .canonique=i}

Notre premier algorithme d’inversion de table de couleurs décompose le calcul de I'image
Q(c) d’une couleur ¢ en deux opérations. Tout d’abord il trouve le multi-ensemble C;
généré par 'algorithme de découpe uniforme qui contient la couleur c. Ensuite, étant donné
le multi-ensemble C; il trouve le méta multi-ensemble M C; qui contient C;. L’index
de ce méta multi-ensemble est égal a C;.canonique. Ces deux opérations conduisent &
lalgorithme inverse_colormap (voir Figure 3.15) qui calcule I'image par la fonction @
de toutes les couleurs de I'image.

inverse_colormap ()
Pour chaque couleur ¢ de 1’image
C; = quantificationuniforme_donne multi_ensemble ()
k = Cj.canonic
Ecrire la couleur representative c; associe a Cjy
dans 1’image quantifiee.

Figure 3.15: Algorithme d’inversion de table de couleurs.

Pour chaque couleur de I'image, le multi-ensemble englobant généré par 1’algorithme
de découpe uniforme est retrouvé avec seulement deux multiplications. Le calcul de Q(c)
s’effectue donc & l'aide de deux multiplications et d’une indirection. La complexité de la
fonction @ est donc constante. De plus I’algorithme Fixer_canonique (voir Figure 3.14)
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a une complexité égale & O(N). Des valeurs typiques de N étant de 'ordre de 1024 ou
2048, N est négligeable par rapport a la taille de l'image et le sur-cotit en temps induit
par l'algorithme Fixer_canonique est également négligeable par rapport au calcul de Q(c)
pour toutes les couleurs de l'image.

Notre second algorithme d’inversion de table de couleurs peut étre vu comme une
adaptation & notre structure de données de 'algorithme de limitation de la recherche
exhaustive décrit par Heckbert [Hec82]. L’idée de base de cet algorithme est que les couleurs
mal classifiées par I'algorithme inverse_colormap appartiennent & des multi-ensembles
situés sur la frontiere des méta multi-ensembles. Donc pour chaque multi-ensemble C;
nous calculons la liste L; définie par :

L; = {Cj.canonique} U {Cj.canonique | C; adj C; et Cj.canonique # Cj;.canonique}

ou adj est une relation d’adjacence entre les multi-ensembles générés par l'algorithme
de découpe uniforme. I’algorithme de découpe uniforme fournit une partition du multi-
ensemble initial en un ensemble de cubes. Donc, les 6,18 et 26 connexités des voxels [And92]
peuvent étre utilisées sur les multi-ensembles générés par 1’algorithme de découpe uniforme.

En d’autres mots, L; contient la liste des méta multi-ensembles adjacents au multi-
ensemble C;. Nous modifions alors ’algorithme inverse_colormap de la facon suivante :

inverse_colormap_ameliore ()
Pour chaque couleur c de 1’image
C; = quantificationuniforme_donne multi_ensemble()
k = ArgMinyer,;|lc — cpl|
Ecrire la couleur representative c; associee a MC}
dans 1’image quantifiee.

Figure 3.16: Amélioration de l’algorithme inverse_colormap.

Les expériences résumées table 3.6 montrent que le second algorithme n’obtient pas
les mémes résultats que l'algorithme de recherche exhaustive. Toutefois la plus grande
différence entre les erreurs obtenues par I’algorithme inverse_colormap_ameliore et I’al-
gorithme de recherche exhaustive n’excede pas 0,5. Cette différence représente 0,14% de
Perreur produite par notre algorithme et est donc négligeable. L’utilisation de la 26 con-
nexité des multi-ensembles induit de plus faibles erreurs que l'utilisation de la 18 con-
nexité. Toutefois, une fois encore, les différences entre les erreurs produites par les deux
algorithmes sont négligeables et 1'utilisation de la 18 connexité induit des temps de cal-
cul légérement inférieurs & l'utilisation de la 26 connexité (voir Table 3.7). Nous avons
donc décidé d’utiliser la 18 connexité des multi-ensembles. La taille moyenne des listes
L; est affichée pour chaque image test sur la Table 3.8. Cette table montre que la taille
moyenne des listes L; est égale a 1,65 si ’on utilise la 18 connexité des multi-ensembles et
16 couleurs représentatives. Notre algorithme d’inversion de table de couleurs devra donc
effectuer approximativement 1,65 test par pixel pour créer 'image finale.
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E 1 2 3
Lenna || 224.42 | 224.509 | 224.51
Zelda | 347.95 | 348.42 | 348.43

Girl 250.81 | 250.91 | 250.94
House || 125.27 | 125.31 | 125.36

(1) : Algorithme de recherche exhaustive
(2) : inverse_colormap.ameliore en utilisant la 26-connexité des multi-ensembles
(3) : inverse_colormap_ameliore en utilisant la 18-connexité des multi-ensembles

Table 3.6: Erreur de la partition dans ’espace RGB produite par notre algorithme avec
trois algorithmes d’inversion de table de couleur.

s 1 2 3
Lenna | 8.68 | 3.92 | 3.71
Zelda || 13.92 | 6.35 | 5.92

Girl 278 | 1.73 | 14
House || 2.58 | 1.33 | 1.25

| Mean || 7.00 | 3.33 | 3.07 |

(1) : Algorithme de recherche exhaustive
(2) : inverse_colormap.ameliore en utilisant la 26-connexité des multi-ensembles
(3) : inverse_colormap.ameliore en utilisant la 18-connexité des multi-ensembles

Table 3.7: Temps en secondes requis par notre algorithme avec trois différentes fonctions
d’inversion de table de couleur.

| L] 1| 2
Lenna || 2.3 | 1.98
Zelda || 2.14 | 1.78

Girl 1.78 | 1.53
House || 1.37 | 1.33

| Mean [ 1.89 | 1.65 |

(1) : 26-connexité des multi-ensembles
(2) : 18-connexité des multi-ensembles

Table 3.8: Taille moyenne des listes L; avec différentes relations d’adjacence. La taille des
listes L; represente le nombre de tests nécessaires pour calculer 'image Q(c) d’une couleur
c.
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3.8.4 Expériences

Nous avons comparé nos algorithmes de quantification avec les algorithmes présentés par
Wan et al. [WWP88] et Wu [WZ91]. Des mesures sur le temps, 'erreur quadratique et
la qualité visuelle des images obtenues ont été effectuées sur les quatre images tests :
Lenna, Zelda, Girl et House. Afin de faciliter le discours nous noterons decoupe fusion
notre algorithme de quantification combiné avec 1’algorithme d’inversion de table de cou-
leurs inverse_colormap (voir Figure 3.15). Notre algorithme combiné avec ’algorithme
inverse_colormap_ameliore (voir Figure 3.16) sera noté decoupe fusion ameliore.

Les expériences résumées Table 3.9 montrent que le temps moyen requis par 1'algo-
rithme decoupe_fusion pour quantifier les quatres images tests est approximativement
égal & 1,8 secondes. Ce temps est égal & 34,2 secondes pour 1'algorithme de Wu [WZ91] et
14,5 secondes pour I’algorithme de Wan et al [WWP88]. Donc, I’algorithme decoupe_fusion
est approximativement 20 fois plus rapide que ’algorithme de Wu et 8 fois plus rapide que
I’algorithme de Wan et al. Le temps moyen requis par ’algorithme decoupe _fusion ameliore
est égal 3.1 secondes. L’algorithme decoupe fusion_ameliore est donc 8 fois plus rapide
que 'algorithme de Wu et 5 fois plus rapide que ’algorithme de Wan et al.

S 1 2 3 4
Lenna || 3.7 | 2.2 | 26.9 | 63.6
Zelda || 5.9 | 3.3 | 19.0 | 42.8

Girl 1.4 109 | 6.3 | 16.7
House || 1.2 | 0.8 | 5.7 | 13.8

[ Mean [[3.1]1.8]14.5][34.2 |

[y

Algorithme decoupe_fusion_ameliore avec N = 2048
Algorithme decoupe_fusion avec N = 2048
Algorithme de Wan et al.

Algorithme de Wu

NN N N
W N
— N

Table 3.9: Temps en secondes requis par nos algorithmes et ceux de Wan et Wu pour
quantifier les quatres images en 16 couleurs. Le temps moyen pour les quatres images est
affiché sur la derniere ligne.

Nous avons comparé I’erreur quadratique produite par nos algorithme & celles produites
par les algorithme de Wu [WZ91] et Wan et al. [WWP88]. Ces mesures sont rassemblées
dans la Table 3.10. L’erreur produite par I'algorithme decoupe_fusion se situe générale-
ment entre P’erreur produite par I'algorithme de Wan et celle produite par ’algorithme
de Wu. L’algorithme decoupe_fusion améliore l'erreur produite par Wan d’environ 2%.
L’erreur produite par Wu est quand & elle inférieure & celle produite par notre algo-
rithme d’environ 4%, ces pourcentages étant relatif & Ierreur produite par I’algorithme
decoupe_fusion. Pour les quatres images tests, les plus faibles erreurs ont été obtenues
avec l’algorithme decoupe fusion ameliore. L’écart entre la moyenne des erreurs pro-
duites par cet algorithme et celle produite par 1’algorithme de Wu est égal a environ 8%
de lerreur produite par 'algorithme decoupe fusion ameliore. Cet écart monte & 15%
lorsque ’on compare ’algorithme decoupe fusion ameliore avec 'algorithme de Wan et
al.
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Le ratio qualité/temps de l’algorithme decoupe_fusion est contrdlé par le nombre
N de multi-ensembles initiaux. Les expériences résumées dans les Tables 3.11 et 3.12
montrent que le temps requis par I’algorithme decoupe_fusion est une fonction croissante
de N tandis que l’erreur de la partition décroit pour des valeurs croissantes de N. La
place nécessaire au stockage de la demit matrice codant le GAM est égale a M%Z
Donc le nombre N de multi-ensembles initiaux permet de contréler simultanément le ratio
qualité/temps et la place mémoire occupée par 1’algorithme.

Ce phénomene est un peu plus complexe avec 1’algorithme decoupe fusion_ameliore
Les expériences résumées dans les Tables 3.13 et 3.14 montrent que ’algorithme inverse_colormap_ameliore
(voir Figure 3.16) introduit de petites irrégularités dans la décroissance de l'erreur pour
des valeurs croissantes de N (voir Table 3.14). De plus, pour de petites valeurs de N
(typiquement 128 ou 256) le nombre de multi-ensembles totalement inclus dans un méta
multi-ensemble est faible. Ce dernier point implique que pour de faibles valeurs de N le
nombre de méta multi-ensembles adjacents & un méme multi-ensemble est élevé. Pour
chaque multi-ensemble C; nous stockons ’ensemble des index des méta multi-ensembles
adjacents & C; dans une liste L; (voir section 3.8.3), donc la taille des liste L; est une
fonction décroissante de N (voir table 3.15). Si nous notons |L| la taille moyenne des
listes L;, 'algorithme inverse_colormap_ameliore (voir Figure 3.16) doit effectuer envi-
ron |L| tests pour calculer la couleur représentative de chaque couleur de 'image. Le temps
requis par 'algorithme inverse_colormap_ameliore est donc une fonction décroissante
de N. On a donc deux phénomeénes en compétition pour des valeurs de N croissantes :
la complexité croissante de I'algorithme de fusion et la complexité décroissante de I'al-
gorithme d’inversion de table de couleurs. Ceci explique pourquoi les temps requis par
I’algorithme decoupe_fusion_ameliore diminuent pour des valeurs de N croissantes dans
Iintervalle [128,1024]. Aprés N = 1024 la taille des listes L; devient stable et le temps
requis par l'algorithme devient une fonction croissante de IN. Ces irrégularités interdisent
un contrdle efficace du ratio qualité/temps. Nous avons donc décidé d’utiliser ’algorithme
decoupe _fusion ameliore avec une valeur fixe de N. Les expériences résumées dans les
Tables 3.13 et 3.14 montrent que les valeurs N = 1536 et N = 2048 fournissent de bons
ratios qualité/temps lorsque le nombre final de couleurs est inférieur & 16.

La qualité visuelle des images produites par nos algorithmes a été comparée aux images
produites par les algorithmes de Wu et Wan et al. Nous avons quantifié 'image test Lenna
avec 16 couleurs. Les résultats de ces expérimentations sont affichés sur la Planche 3.17.
L’image 1 est I'image originale, 'image 2 a été obtenue grace a l'algorithme de Wan et
al. et 'image 3 grace a l'algorithme de Wu. L’image 4 a été obtenue grace a 1’algorithme
decoupe_fusion avec 2048 multi-ensembles initiaux tandis que 'image 5 a été obtenue
avec l'algorithme decoupe_fusion_ameliore avec 2048 multi-ensembles initiaux. L’image
obtenue grace a 'algorithme de Wan (voir 'image 2) a plusieurs défauts : Les dégradés du
bras, du front et de la joue ont été brisés en trois ou quatre plages de couleurs uniforme. De
plus un défaut apparait sur la poutre en haut & droite de I'image. La détérioration des dé-
gradés a été atténuée sur les images 3, 4 et 5 respectivement obtenues avec I’algorithme de
Whu, I'algorithme decoupe fusion et ’algorithme decoupe fusion ameliore. Le dégradé
de la joue a été légérement mieux préservé par 'algorithme de Wu (image 3) et le défaut
de la poutre a disparu sur les trois images. Finalement, la balance des couleurs semble étre
légérement mieux préservée par notre algorithme (images 4 et 5) que par 1'algorithme de
Wu (image 3) (voir en particulier les plumes du chapeau de Lenna).

68



LA QUANTIFICATION D’IMAGES COULEURS

E 1 2 3 4
Lenna || 224 | 257 | 260 | 241
Zelda || 348 | 396 | 384 | 367

Girl || 250 | 278 | 293 | 285
House || 125 | 144 | 156 | 132

| Mean [ 237 | 268 | 273 | 256 |

(1)

(2)

(3) Algorithme de Wan et al.
(4) Algorithme de Wu

Algorithme decoupe_fusion_ameliore avec N = 2048
Algorithme decoupe_fusion avec N = 2048

Table 3.10: Erreur calculée dans I’espace RGB produite par nos algorithmes et ceux de
Wan et Wu pour quantifier les quatre images en 16 couleurs. La moyenne des erreurs pour

les quatre images est affichée sur la derniere ligne.

N
s 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048
Lenna || 1.59 | 1.6 | 1.61 | 1.79 | 2.2
Zelda || 2.65 | 2.64 | 2.66 | 2.85 | 3.3
Girl | 0.42 | 0.43 | 0.45 | 0.56 | 0.9
House || 0.42 | 0.43 | 0.76 | 0.51 | 0.8

Table 3.11: Temps en secondes requis par 1’algorithme decoupe_fusion pour quantifier les

images tests en utilisant N multi-ensembles initiaux.

N
E 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048
Lenna || 468 | 301 | 285 | 261 | 257
Zelda || 432 | 408 | 403 | 406 | 396
Girl 686 | 302 | 299 | 291 | 278
House || 360 | 174 | 174 | 143 144

Table 3.12: Erreurs dans I’espace RGB produites par ’algorithme decoupe _fusion utili-

sant N multi-ensembles initiaux.

s N
128 | 256 | 512 | 1024 | 1536 | 2048
Lenna || 4.79 | 4.2 | 3.85 | 3.64 | 3.67 | 3.75
Zelda || 7.92 | 6.86 | 6.04 | 5.72 | 5.77 | 5.93
Girl 1.2 | 1.08 | 1.16 | 1.05 | 1.19 | 1.38
House || 1.16 | 1.06 | 1.21 | 1.02 | 1.14 | 1.14

Table 3.13: Temps en secondes requis par l'algorithme decoupe_fusion_ameliore pour

quantifier les images tests en utilisant N multi-ensembles initiaux.
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3.8.5 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section deux algorithmes de quantification basés sur une
approche découpe-fusion. Le premier de ces algorithmes : decoupe_fusion produit des
images dont l'erreur est généralement située entre les erreurs produites par I’algorithme
de Wan [WWPB88|] et l'algorithme de Wu [WZ91]. Le temps requis par cet algorithme
pour effectuer la quantification d’une image est généralement égal au vingtiéme du temps
requis par l'algorithme de Wu et au huitiéme du temps requis par 1’algorithme de Wan.
De plus, le temps requis par cet algorithme peut étre réduit en réduisant le nombre N de
multi-ensembles initiaux utilisés par I’algorithme de fusion.

Le second algorithme decoupe_fusion_ameliore fournit de plus faibles erreurs que
les algorithmes de Wan [WWP88] et Wu [WZ91]. Nos expériences ont montré qu’avec
16 couleurs finales, I’erreur produite par notre algorithme est 8% plus faible que I'erreur
obtenue par Wu et 15% plus faible que celle obtenue par Wan. Cet algorithme effectue la
quantification d’une image environ 8 fois plus rapidement que ’algorithme de Wu et 5 fois
plus rapidement que ’algorithme de Wan et al.

L’efficacité de ces algorithmes peut étre expliquée par leurs décomposition en une étape
de découpe suivie par une étape de fusion. L’étape de découpe est réalisée griace au pro-
cessus de découpe uniforme qui est extrémement simple et efficace. Cet algorithme réduit
le nombre de données & traitrer. La perte d’information induite par ce prétraitement est
controlée par le nombre N de multi-ensembles initiaux générés par l'algorithme de découpe
uniforme. Cette réduction du nombre de données permet d’appliquer une heuristique de
fusion plus complexe, et donc plus précise que les heuristiques habituellement utilisées par
les algorithmes s’appliquant a 1’ensemble des pixels de l'image.

128 | 256 | 512 | 1024 | 1536 | 2048
Lenna || 324 | 252 | 245 | 221 | 219 | 224
Zelda || 386 | 357 | 357 | 357 | 346 | 348

Girl || 374 | 256 | 257 | 257 | 256 | 250
House || 276 | 135 | 133 | 122 | 126 | 125

Table
3.14: Erreurs dans ’espace RGB produites par ’algorithme decoupe fusion ameliore
utilisant N multi-ensembles initiaux.
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Figure 3.17: Différentes quantifications de Lenna en 16 couleurs
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|L| N

128 | 256 | 512 | 1024 | 1536 | 2048
Lenna || 5.4 | 4.0 | 3.1 | 24 2.1 1.9
Zelda || 4.9 | 3.7 | 2.9 | 2.2 1.8 1.7
Girl 54 133 |27 19 1.6 1.5
House || 5.2 | 3.6 | 3.0 | 2.3 1.9 1.7

Table 3.15: Taille moyenne des listes L; générées par [lalgorithme
inverse_colormap_ameliore avec N multi-ensembles initiaux. La taille de la table de
couleur est fixée a 16.
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Chapitre 4

Notations et définitions de base

Dans I'introduction de ce travail nous avons défini une image comme un tableau rectan-
gulaire composé de carrés de cotés 1 appellés pixels. Par convention nous dirons que le
centre du pixel d’indice (4, j) dans ce tableau & pour coordonnées (7, j) dans un repére dont
Iorigine se situe au centre du premier pixel du tableau et dont les axes sont paralléles aux
cotés des carrés (voir Figure 4.1).

0)

~y

Yy

Figure 4.1: Azes de coordonnées associés ¢ une image.

Nous pouvons donc associer a chaque indice (4, j), un carré de coté 1 centré en (i, j)
et associer & chaque pixel le couple (i,j) correspondant aux coordonnées de son centre.
Une image peut donc se définir comme un ensemble de pixels ou un ensemble de couples
d’entiers. Si l'on utilise cette derniere définition I'image est considérée comme un sous
ensemble fini du plan Py défini par :

Py ={(i,j) € Z x L}
ou Z désigne I’ensemble des entiers relatifs.
Ces deux définitions de 'image étant duales on confond généralement les deux et un

pixel sera souvent confondu avec son centre. On parlera ainsi du pixel (4, j), du point (i, j)
ou du pixel de centre (3, 7).
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4.1 La connexité

Définition 8 Deuz pizels p et p' sont dits 4-voisins si et seulement si:

|.’L'p —.Tp/| + ‘yp —yp/| =1

Définition 9 Deuz pizels p et p' sont dits 8-voisins si et seulement si:

maX(|-’Up - :Cp/|, |yp - yp’|) =1

Définition 10 Soient deux points p, g d’une image I. Un chemin de p a q est une
séquence de points p = pg,P1,---,Pn = q telle que p; est un voisin de p;+1 pour tout ¢ dans

{1,...,n}.

Cette définition fournit deux types de chemins selon la relation de voisinage envisagée. On
parlera ainsi de chemins 4-connexe (respectivement 8-connexe) lorsque tout point est
un 4-voisin (resp. 8-voisin) du point suivant.

Définition 11 Un chemin C sera dit simple si et seulement si tout point p de C posséde
au plus deux voisins appartenant a C.

Définition 12 Un chemin C = pg,p1,--.,pn sera dit fermé si ses deuzr extrémités sont
égales au méme point, donc si py = P

Définition 13 Soit S un ensemble de pizels d’une image I. On dira que deuz pizels p et
q sont connectés dans S s’il existe un chemin de p d q dont tous les points appartiennent

as.

On peut noter que nous avons a nouveau deux définitions en une seule. Rosenfeld [Ros79]
a montré que la relation précédente est une relation d’équivalence. Cette derniére propriété
permet de définir les régions :

Définition 14 Soit S un ensemble de pizels d’une image I. L’ensemble S défini une
région si et seulement si tous les points de S sont connectés entre eux.

On parlera ainsi de région 8-connexe ou de région 4-connexe selon le voisinage
utilisé.

Définition 15 Soir S un ensemble de pizels d’une image I, les classes d’équivalences
définies par la relation “est connecté dans S” sont appelées les composantes connexes
de S.
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Donc, une composante connexe est forcément une région. Inversement, étant donné un
ensemble S de référence, une région incluse dans S n’est pas forcément une composante
connexe de celui-ci.

Définition 16 Soit I une image, (C, f) le multi-ensemble associé a I et P = {(C1, f),...,(Ck, f)}
une partition de (C, f). La partition de ’image associée a P est définie comme [’en-
semble {S1,...,Sk} avec :

Vie{l,....,K} Si={pel/ I({p)ecC;}

ou I(p) représente la valeur du pizel p.

Si nous effectuons une quantification de 'image I en K couleurs, S; représentera donc
I’ensemble des pixels de couleur représentative u(C;).

Définition 17 Soient I une image, (C, f) son multi-ensemble associé et {S1,...,Sk} la
partition de l’image associée ¢ une partition de (C, f). La partition de l’image en
régions 4-connexes (Tesp. 8-connexes) associée a la partition {S1,...,Sk} est égale a
I’ensemble des composantes connexes des ensembles S;.

La notion d’adjacence est induite par la notion de voisinage utilisée. Si nous utilisons
des voisinages 4-connexes, les régions de la partition seront définies comme 1’ensemble des
groupes de pixels 4-connexes dont la valeur appartient au méme multi-ensemble.

4.2 Frontiéres de régions

La définition des régions induit la notion de frontiéres de régions. Lorsqu’on cherche a
définir de facon formelle cette notion, on se heurte rapidement & plusieurs problémes. On
définit classiquement la frontiére d’une région 8-connexe R comme ’ensemble des points
de R dont au moins I'un des 4-voisins n’est pas élément de R. Dans ce cas, la frontiére
de la région est composée d’un ou plusieurs chemins 8-connexes. De maniere duale, on
définit la frontiere d’une région 4-connexe R comme I’ensemble des points de R dont au
moins 'un des 8-voisins n’est pas élément de R. Dans ce cas, la frontieére de la région est
composée d’un ou plusieurs chemins 4-connexes. Ces deux définitions posent le probléme
bien connu de la transposition du théoréme de Jordan dans le plan discret [CM91]. De
plus, aucune de ces définitions ne vérifie le fait que deux régions adjacentes partagent une
portion de frontiere.

Pour résoudre ces difficultés, Brice et Fennema [BF70] ont introduit la notion de che-
min inter-pixels. Ces chemins sont définis dans un plan appelé le plan demi-entier
dont les propriétés ont été étudiées par J.P. Domenger [Dom92].

Définition 18 Le plan demi-entier P1 est l’ensemble des points du plan réel dont les
2
coordonnées sont de la forme :

1 1
x:k+§;y:k'+§ avec (k, k') € Z?
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On a donc :
_ . l . l . . 2
P% —{(z+2,j+2), avec (i,7) € Z }

Les relations de voisinage entre les points demi-entiers sont les mémes que celle dé-
finies pour les points entiers. On parlera donc de chemin demi-entier 4-connexe ou
8-connexe. On définit en plus une relation de demi-voisinage entre les points entiers et
demi-entiers :

Définition 19 Soit p un point entier et p' un point demi-entier. Les points p et p' sont
demi-voisins si :

1
[op = 2yl = lyp — 1yl = 5
Cette définition nous permet de définir les frontieres d’une région R de I'image.

Définition 20 Un point demi-entier est appelé point frontiére si au moins deuz de ses
demi-voisins appartiennent d des régions différentes.

Définition 21 Soit R une région de limage I. La frontiére de R est l’ensemble des
points frontiéres dont au moins un demi-voisin appartient ¢ R (voir Figure 4.2).

O O O O O O O O O
O OC|l® @€/O O O O O
O O O|l® @ € O O O
O O O|l® @ @ @ O O
O Cle @ @6 6 06 0 O
O Cle @ @ @6 06 0 O
O OCle @ @ @ 6 O O
O OCle @ ®@ @ € O O

(@)
(@)
(@)
([ ]
(@)
([ ]
([ ]
([ ]
(@)

cle® @€/O O O O O O
cl®e® @O O O O O O
O O O O O O O O O

Figure 4.2: Ezemple de frontiére dans le plan P%.

Les points demi-entiers peuvent se voir comme les coins d’un pixel (voir Figure 4.2).
Deux points demi-entiers 4-voisins sont séparés par un coté de pixel. Domenger [Dom92]
a montré que tout chemin simple fermé du plan P: sépare le plan entier Py en deux
composantes discretes. Cette propriété est ’analogue 2discret du théoréme de Jordan. Elle
permet de définir indifféremment une région 4 partir de I’ensemble de ses pixels ou & partir
de sa frontiere. Ce dernier point est fondamental pour le modele décrit dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Les algorithmes de segmentation

5.1 Introduction

L’image a longtemps été considérée comme une représentation planaire d’objets, de per-
sonnages ou de scénes tridimensionnels. L’apparition de l'informatique et de nouveaux
capteurs (images infrarouges, ultraviolets, IRM, rayon X,...) a transformé cette notion en
la notion plus vaste de collection d’informations. L’informatique, par sa capacité a traiter
un grand nombre de données fut rapidement utilisée pour analyser, traiter et enfin inter-
préter 'ensemble des informations contenues dans une image. Le but de ces traitements
étant de construire a partir des données constituant I’image une représentation symbolique
des objets qui la constituent. L’ensemble de ces traitements est souvent regroupé sous le
terme d’analyse d’image.

La reconnaissance de routes sur des images satellites constitue un exemple caractéris-
tique d’analyse d’image. Un programme réalisant ce genre d’opérations devra, par exemple,
réaliser les opérations suivantes:

Extraire de 'image un ensemble d’objets susceptibles d’étre des routes.

Eliminer tous les objets qui ne sont pas des routes.

Extraire des parametres des objets restant : localisations, carrefours, longueurs, ...

Identifier chaque route (Nationale 3, Départementale 22, ...)

La premiére étape de ce type de processus est appelée I’étape de segmentation. Cette
étape est une étape fondamentale de tout processus d’analyse d’image puisqu’elle permet
de constituer des objets & partir des données brutes de I'image. La segmentation est donc
le premier niveau d’abstraction permettant & I’ordinateur de manipuler des relations entre
des objets plutot que les donnés brutes de I'image. Une définition formelle d’un algorithme
de segmentation a été donné par Horowitz et Pavlidis [HP76, HP75].

Définition 22 Soit X le domaine de l'image et f la fonction qui associe a chaque pizel
une valeur f(z,y). Si nous définissons un prédicat P sur l’ensemble des parties de X. La
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segmentation de X est définie comme une partition de X en n sous-ensembles {S1, ..., Sp}
tels que :

1 X =% S
2. Vie{l,...,n} S; est conneze.
3. Vie{l,...,n}P(S;) =vrai

4. Vi, j€{1,...,n}* | S; est adjacent ¢ S; eti+# j= P(S;US;) = fauz

Le prédicat P est utilisé pour tester '’homogénéité des ensembles S;. Ces sous-ensembles
S; constituent les régions de I'image X. Une segmentation de l'image est donc sa dé-
composition en un ensemble de régions homogenes, le critére d’homogénéité P restant a
déterminer. Zucker [Zuc76] a résumé les conditions de la définition 22 comme suit : la
premiére condition implique que tout pixel de I'image appartienne & une région. Cela si-
gnifie que l'algorithme de segmentation ne doit pas se terminer avant d’avoir traité tous les
points. La seconde condition implique que toute région doit étre connexe, donc les pixels
d’une région doivent étre contigus. La contiguité des pixels étant induite par le voisinage
défini sur 'image. La troisieme condition implique que chaque région doit étre homogene.
Enfin, la quatrieme condition est une condition de maximalité indiquant que la fusion de
deux régions ne doit pas étre homogene. Il est important de remarquer que le nombre n
de régions formant la partition de 'image reste indéterminé. Il peut donc exister plusieurs
segmentations possibles pour un prédicat P donné.

La définition 22 étant un peu trop restrictive, beaucoup d’algorithmes de segmentation
ne retiennent que I’idée sous-jacente & la définition, c’est a dire la décomposition en régions
homogenes.

Extraire des régions homogenes d’une image peut s’effectuer par deux approches duales.

e Approche Régions : les méthodes utilisant ce type d’approche essaient de fixer un
critére de similarité entre les pixels de fagon & pouvoir les rassembler en régions
homogenes. Les variations entre les différentes méthodes utilisant cette approche
se situent essentiellement dans la définition du prédicat P & partir du critére de
similarité et dans I'utilisation de P pour construire les régions finales.

e Approche Frontiére : plutét que de chercher un critére de similarité entre pixels, ces
méthodes cherchent plutét la frontiere des régions, c’est & dire I’ensemble des pixels
adjacents et dissemblables, d’oi1 le nom usuel de Détection de contours. Ces
méthodes ne fournissent généralement pas de contours fermés ce qui nécessite une
étape supplémentaire dite de fermeture de facon & obtenir des frontieres fermées
définissant les régions.

Suivant la méthode employée, il est souvent plus intéressant de considérer I'image dans
un formalisme particulier, comme par exemple :

e Un processus stochastique.
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Un vecteur aléatoire (I[0,0], I[0,1],...,I[n,m]) si la taille de I'image I est n x m.

Une surface 3D (dans le cas d’un signal mono-dimensionnel).

Un ensemble de données liées par des contraintes géométriques.

La discrétisation d’un signal continu.

Nous allons & présent étudier les principales familles de méthodes utilisées en segmen-
tation. Nous étudieront par la suite les structures de données utilisées par ces algorithmes
ainsi que I'incidence du choix d’une structure de données sur une méthode de segmentation.

5.2 Les principales méthodes de segmentation

5.2.1 Les méthodes de détection de contours

Ces méthodes tentent de trouver les frontieres entre les régions. Le postulat commun a
toutes les méthodes de cette famille est que deux pixels adjacents et de valeurs trés diffé-
rentes n’appartiennent pas a la méme région. Les différences entre les diverses méthodes se
situent sur la quantification du “différent”, du “trés”, et bien évidemment sur la maniére
de trouver deux pixels trés différents.

5.2.1.1 Les opérateurs différentiels

Ces méthodes considérent généralement I'image comme la discrétisation d’un signal con-
tinu 2D. On a donc :
I=Qof

ou I est 'image discrete, f le signal continu, et ) un opérateur d’échantillonage. La
recherche de contours dans I (donc de sauts de valeurs) se caractérise dans f par des
maxima de la dérivé. On introduit donc 'opérateur différentiel D. Nous verrons dans
la section 5.2.6 comment I'information couleur peut étre traitée par ce type d’approche.
La plupart des méthodes de détection de contours étant plus spécifiquement dédiées au
traitement d’images mono-dimensionnelles, nous allons dans cette section nous limiter a
ce cas. Nous supposerons de plus que f appartient & C?(IR?,IR), 'ensemble des fonctions
continuement deux fois différentiables de IR?dans IR. L’ensemble des fonctions susceptibles
de donner une méme discrétisation I étant important cette dernieére condition n’est pas
trés restrictive.

La différentielle de f peut donc s’exprimer de la fagon suivante :

Df(p)n = ¥ (p).ng + % (p).ny = lim f(p) = fp + (hng, hny))

h—0 h

(5.1)

Df(p).n est donc la dérivée de f dans la direction n (comme seule la direction de n nous
intéresse, on peut prendre ||n|| = 1). Si nous introduisons 'opérateur gradient défini par :

o (§)
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L’équation 5.1 s’écrit :
Df(p)n=v/f(p)en (5.2)

Ou e désigne le produit scalaire.

On a, de plus, par I’équation 5.2 :

max |Df(p).n| = max [V f(p) en| = ||V f(p)l

[Inll=1 lIn||=1
Donc, en tout point la norme du gradient permet de connaitre la variation maximum de
la différentielle. De plus le maximum étant atteint pour n colinéaire & 7 f(p) la direction
du gradient donne la direction de plus grande variation de la fonction f.

Les directions de variation de f correspondant & des maxima de la différentielle de f,
on peut également chercher ces directions par les zéros de la différentielle seconde de f. Si
Dy f désigne cette différentielle seconde, on a :

2 2 2
Daf(p)-n = 55 () nems + 5 (p)my.ny + 25 (p).namy (5.3)

La fonction f présentera une variation locale suivant une direction n, si & n fixé la fonction
D f(p).n présente un maximum local. Ce maximum local se traduira, toujours a n fixé,
par un zéro de la fonction Dy f(p).n en ce point.

Afin d’alléger les calculs on cherche les zéros du laplacien plutét que les zéros de la
différentielle seconde. Le laplacien de la fonction f, noté Af est défini par :

Af(p) =4 ) + 3h )

Le laplacien étant invariant par rotation, le calcul des zéros du laplacien ne fait pas in-
tervenir la direction n de plus grande variation de D f(p). L’utilisation du laplacien évite
donc de calculer le gradient en plus de la différentielle seconde.

Les zéros du laplacien ne correspondent généralement pas aux zéros de Dsf(p).n,
toutefois Marr [MH80] a montré qu’il y avait coincidence entre les zéros des deux fonctions
au point p si les variations d’intensité étaient linéaires sur la ligne de passage par zéro et
sur les lignes paralléles dans un voisinage de p. Le laplacien peut donc étre vu comme une
bonne approximation de la différentielle seconde.

5.2.1.2 Les opérateurs de convolution

Dans les cas usuels, la fonction f comporte souvent du bruit. Ce bruit peut parasiter la
détection des contours de f en créant des sauts de valeurs artificiels. Un moyen simple de
diminuer le bruit est de convoluer la fonction f avec un filtre passe-bas. La convolution
de deux fonctions f et g de IR?dans IR?définit la fonction f * g :

frow = [ [T s —wy-va= [ [T f@—wo— ot oa

Le filtre passe-bas le plus connu est sans doute la gaussienne notée G et définie par :

1 22

202

G(z) =

e
oV 2T
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Le parameétre o controle I'aplatissement de la gaussienne et permet donc de contrdler la
puissance du filtre. Une forte valeur de ¢ induit un fort lissage et vice-versa. La convolution
d’un signal avec la gaussienne s’effectue en limitant celle-ci & un support fini [—M, M|
avec :

Ve € [-M, M| G(z)<e
On peut remarquer que la valeur M, est une fonction croissante de o, donc plus ’on voudra

lisser le signal plus I’on devra agrandir le support [— M., M,] de la gaussienne.

Une des principales raisons de la popularité de la gaussienne est sa séparabilité. Si
G(z,y) représente une gaussiennne 2D on a :

G(z,y)

2
1 =z _ _
202 ¢ 202

Glz,y) = —75=9(x)9(y)
Donc si nous convoluons une fonction 2D f avec G, on a :

[*G(z,y) = fj_;s fj—fs flx —u,y — v)G(u,v)dudv

= e [ fla =,y — v)g(u)g(v)dudy

o 127r o
= 75 )l 9(W)f #y g(z — u,y)du

- 1 ff:oo g(u) (fj;oo flz—u,y— v)g(v)dv) du

FxGzy) = —J=g% fy9(z,y)

ou #; et *, représentent les convolutions par rapport aux variables = et y.

La convolution de f avec la gaussienne 2D G peut donc étre réalisée grace a deux
convolutions de signaux 1D. Ceci permet d’utiliser deux convolutions avec des masques
1D [-M., M,] plutét qu’avec un masque 2D de taille [~ M., M.]?>. Convoluer une image
comportant m pixels avec une gaussienne dont la taille du masque est égal a n réclame
donc O(2mn) opérations, I'utilisation d’un masque 2D réclamant quant & elle O(mn?)
opérations.

Une des propriétés essentielles du produit de convolution, en segmentation, est la pos-
sibilité de placer alternativement la dérivée sur un membre ou sur I’autre. Plus précisément
on a :

Propriété 1 Soient f et g deuz fonctions de IR dans R, si f ou g est k fois différentiable
alors fxg lest également. De plus si f et g sont toutes deux au moins k fois différentiables
on a :

(fx9)® = (f®) x g =+ (4

Donc si G* f représente I'image filtrée par une gaussienne, le gradient de I'image filtrée
peut tout simplement s’effectuer en calculant la convolution de f avec le gradient de G,
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VG qui peut étre précalculé une fois pour toutes. De méme le filtrage d’une image par
une gaussienne G, puis le calcul de son laplacien peuvent s’effectuer griace & une seule
convolution AG x f.

5.2.1.3 Passage au discret

La transposition de ces méthodes au modele discret se fait par I'approximation des dif-
férentielles partielles de la fonction f. Si I'on utilise les différences finies 1’on obtient par
exemple :

RN S
%(ZJ)“E(%J)ZI(hLl,])—I(z,j)
Gk, 5) ~ 21(i,5) — T(i+1,5) — I(i — 1,5)

Des méthodes plus évoluées [Pre70, Kir71] approximent le gradient par une convolution
avec un masque 3*x3. Dans le cas discret et pour un masque M & support fini, la convolution
de M avec I est définie par :

M« I(i,5) =Y > M- k][j—1]
k=—pl=—q

Marr et al. [MH80] et Huertas et al. [HMS86] approximent les zéros de la différentielle
seconde en convoluant I'image avec le laplacien de la gaussienne. Une approche légere-
ment différente introduite par Cocquerez [CD85] consiste a utiliser un filtre passe-bas non
linéaire [NM79] suivi d’une dérivation.

5.2.1.4 Les opérateurs optimaux

Canny [Can86] modélise un contour C' comme la superposition d’un saut d’amplitude S
et d’un bruit blanc B.
C(z) = SoS(z) + B(x)

La fonction S est modélisée par la fonction Xy |,y out X est la fonction caractéristique.

Suivant ce formalisme, le détecteur de contour idéal h est celui qui, convolué a C
présente un maximum en 0. Cette contrainte n’étant pas suffisante pour déterminer h,
Canny impose trois conditions supplémentaires & son détecteur de contour :

e Une bonne détection
e Une bonne localisation

e Une faible multiplicité des maxima diis au bruit.

La formalisation de ces trois conditions impose a la fonction h de respecter I’équation
différentielle suivante :

2h(z) — 22\ K" (z) + 220h®) (z) + A3 = 0
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Les conditions aux limites imposées & la fonction h permettent de fixer les parameétres
A1, A2, A3. Les conditions imposées par Canny permettent d’obtenir une fonction & support
fini [-M, M] :

h(0) =0 ; K(M)=0 ; B'(0)=S8 ; W(M)=0

Malheureusement, ces conditions donnent une fonction h trés coiiteuse a implémenter.
Partant de ce constat Deriche [Der87] a défini d’autres conditions aux limites donnant &
la fonction A un support infini :

h(0) =0 ; h(+o0)=0 ; AK(0)=S ; h'(+00)=0

Ces conditions initiales donnent la fonction :

" ( R - R
z = ce lsinwe
L’analyse des critéres donnés par Canny [Can86] montre que les meilleures performances
du filtre sont obtenues pour w tendant vers 0. On obtient & ce moment 13 h(z) = Cze |
avec C = wc. Le parametre C' est un parametre de normalisation, le parametre « controle
quant a lui la sensibilité de I'opérateur de détection de contour. Une augmentation de «
favorise la détection au détriment de la localisation et vice-versa. Le parametre « joue ici,
exactement le méme réle que le parameétre o dans la définition du gradient de la gaussienne.

Deriche construit a partir de h une fonction de lissage 1D [ définie par :
X
I(z) = / h(x)dz = ba|z| + 1)e=W
0

On définit alors la fonction de lissage 2D L(z,y) par :

L(z,y) = l(z)l(y)

La fonction L joue ici le role de la gaussienne, et le filtrage de I'image s’obtient en convo-
luant celle-ci avec L. Une fois 'image lissée, on peut calculer son gradient ou son laplacien.
Ces deux opérations s’effectuent en convoluant I'image avec le gradient ou le laplacien de
L.

L’avantage des opérateurs de Deriche par rapport a ceux de Canny vient du fait que
les techniques de la transformée en z [Der87], appliquées a la fonction L et & ses dérivées
permettent de calculer de fagon récursive la convolution des opérateurs de Deriche avec
I'image. Si, par exemple, nous effectuons la convolution d’un signal mono-dimensionnel
z(m) avec la fonction échantillonnée [(m), le signal final y(m) se déduit des équations
suivantes [DC87] :

yt(m) = apz(m)+az(m—1)—byt(m —1) — boy™(m — 2) m=1,....M
y (m) = agz(m+1)+azz(m+2)—by (m+1)—by (m+2) m=M,...,1
y(m = y+(m)+y_(m) m=1,...,M

ou M représente la taille du signal et ou les coeflicients a; et b; se déduisent du parameétre
a.

L’application de I'algorithme décrit par les équations précédentes nécessite 8 opérations

par point quel que soit la valeur de a. Les filtres de Deriche présentent donc les avantages
suivants :

85



LES ALGORITHMES DE SEGMENTATION

e [ls s’appuient sur une étude théorique permettant de juger et comparer différents
détecteurs de contours.

e Leur expression, plus simple que la gaussienne, permet, grace & la transformée en z,
d’obtenir une définition récursive de la convolution. Cette récursivité permet d’effec-
tuer 'opération de convolution en un nombre fixe d’opérations par point de I'image,
indépendamment du parametre a.

Shen et Castan [SC92, CZS89] ont adopté une démarche similaire & celle de Canny [Can86].
Les différences entre les deux méthodes portent sur la formalisation des criteres décrivant
un détecteur de contour optimal. La fonction obtenue par Shen est égale & Be=? Izl Cette
fonction permet de définir des opérateurs de lissage, de gradient et de laplacien et d’effec-
tuer une transformée en z [Mon90] permettant une implémentation récursive.

5.2.1.5 Mise en oeuvre

Les recherches des points de contours & partir du gradient, des zéros de la dérivée seconde
ou des zéros du laplacien sont tres similaires. La démarche générale de ces trois méthodes
peut se décomposer comme suit [CP95] :

La recherche a partir du gradient

Calculer le gradient en chaque point de I'image

Créer I'image de la norme du gradient.

Extraire les maxima locaux dans la direction du gradient.

Effectuer un seuillage & effet hystérésis (voir ci-dessous) de 'image des maxima
locaux.

La recherche a partir de la différentielle seconde

Calculer Dy f(p).n pour tout point p de I'image (n représente la direction du gradient,
donc la direction de plus grande variation de la différentielle premiére).

Rechercher les passages par zéros de D, f(p).n dans la direction n.

Créer I'image des passages par zéros et de la norme du gradient.

Effectuer un seuillage a effet hystérésis de I'image des maxima locaux.

La recherche a partir du laplacien

e Calculer le laplacien.

e Rechercher les passages par zéros du laplacien.
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e Créer 'image des passages par zéros et de la norme du gradient.

e Effectuer un seuillage a effet hystérésis de 'image des maxima locaux.

Le seuillage a effet hystérésis consiste & ne conserver que :

e Les points dont la norme du gradient est supérieure & un seuil haut (sh).

e Les points dont la norme du gradient est supérieure & un seuil bas (sb avec sb < sh)
et appartenant & un bout de contour dont au moins un point posséde une norme du
gradient supérieure a sh.

Ce type de seuillage permet de diminuer le nombre de bouts de contour non fermés.

5.2.1.6 Conclusion

Les méthodes de détection de contours permettent d’obtenir trés rapidement (de I'ordre de
la seconde) un ensemble de contours qui serviront de base & des algorithmes de fermeture
de contours. En raison de leur caractere local, ces méthodes doivent diminuer le bruit en
appliquant un filtre passe-bas comme la gaussienne ou les filtres de Deriche [Der87] et
Shen [SC92]. L’utilisation de ces filtres pose le probleme du réglage des parameétres. Si ’on
filtre trop, on risque de “rater” des bouts de contours importants alors que si on ne filtre
pas assez, I’on risque de se retrouver avec une quantité de contours non significatifs. De plus
un méme contour peut avoir deux localisations 1égérement différentes pour des filtrages
voisins. Un début de solution & ce dernier probleme a été apporté par Witkin [Wit84] dans
le cas de signaux mono-dimensionnels mais & notre connaissance, il n’a pas pu étre étendu
aux images 2D. Williams [WS90] a toutefois utilisé une partie des travaux de Witkin pour
calculer les déplacements d’un contour de type “escalier” en fonction du filtrage. Cette
étude lui fournit des informations supplémentaires utilisées lors de 1’étape de fermeture de
contours.

De plus le caractére local de ces méthodes rend difficile 'insertion du concept de
régions. Il est par exemple délicat d’insérer dans des algorithmes de détection de contours
des régles telles que :

e Cette région homogene contient des détails significatifs, il faut donc baisser le para-
metre de lissage a 'intérieur de celle-ci.

e On est en train de créer la frontiére entre deux régions de couleurs moyennes données.
Ce pixel possédant une couleur éloignée de ces moyennes ne peut correspondre qu’a
du bruit.
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5.2.2 Les méthodes d’agrégation de pixels

5.2.2.1 Introduction

Le méthodes d’agrégation de pixels (ou croissance de régions) sélectionnent des groupes
de pixels de I'image appelés germes. Ces germes, éventuellement réduits & un pixel sont
généralement placés dans les zones les plus homogénes de I'image. Les algorithmes d’agré-
gation font ensuite croitre les germes en agrégeant les pixels de l'image aux germes les
plus proches géométriquement ou photométriquement.

Ces algorithmes produisent donc une partition de 'image en régions et se décomposent
en deux étapes [CG84] :

e La création des germes initiaux qui peut se faire & ’aide du gradient, de la variance
ou de tout autre critere.

e La croissance des germes qui s’effectue en affectant chaque pixel de 'image & un
germe.

La croissance des germes s’effectue généralement grice a un prédicat & deux arguments
appelé Oracle. Ce prédicat permet de décider si un pixel p doit ou non appartenir & un
germe g. A une étape k de 'algorithme, I’oracle peut décider de I’agrégation d’un pixel & un
germe g en fonction des attributs du germe g ou en fonction des attributs des pixels agrégés
a g a létape k — 1. Cette derniére heuristique permet d’obtenir des régions qui présentent
un changement continu d’homogénéité. Un cas typique de ce genre de phénoménes est
obtenu avec les dégradés, la région contenant le dégradé n’est pas homogene mais toute
découpe de cette région apparaitrait artificielle.

La méthode de partage des eaux par immersion [DL78, VS91] constitue un bon exemple
d’algorithme d’agrégation. Cette méthode peut se décomposer comme suit :

1. Obtenir une image des gradients & partir de I'image a segmenter.

2. Initialiser les germes correspondant aux pixels de plus bas gradient dans ’image des
gradients. Marquer ces pixels.

3. A l'étape i :

e Sélectionner les pixels non marqués de plus bas gradient.
o Marquer les pixels sélectionnés.
e Agréger 4 un germe tout pixel sélectionné et adjacent & celui-ci.

o Initialiser de nouveaux germes a partir des pixels sélectionnés restant.

4. Répéter le point 3 tant qu’il reste des pixels non marqués.
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5.2.2.2 Les algorithmes d’Unir-Trouver

Dillencourt et al. [DST92] ont remarqué en 1992 que les problémes d’agrégation pouvaient
se ramener & un probléme d’union d’ensembles disjoints. En effet, I’étude d’ensembles
disjoints pose deux problemes :

1. Si on se donne un élément et un ensemble d’ensembles disjoints, trouver ’ensemble
qui contient 1’élément.

2. Si on se donne deux ensembles disjoints unir ces deux ensembles en un seul.

La complexité théorique des meilleurs algorithmes de ce type est en O(a(n, m)m) [Tar79]
ol « est une fonction & croissance treés lente et ou n et m (n < m) représentent respecti-
vement le nombre d’opérations Trouver et Unir.

Ces algorithmes choisissent arbitrairement un élément d’un ensemble et le définissent
comme représentant canonique de l’ensemble. Les autres éléments sont alors rattachés
a 1’élément canonique par une structure arborescente. L’agrégation d’un élément & un
ensemble ou 'union de deux ensembles s’effectue alors simplement en rattachant la racine
d’un des deux ensembles & un noeud de l'autre ensemble. Cette opération est effectuée
par lalgorithme Uni. Partant d’une feuille d’un arbre de hauteur A on doit effectuer h
indirections avant d’obtenir le représentant canonique de I’ensemble. Ces indirections sont
supprimées au moyen de I’algorithme 5.1 (voir également la Figure 5.2).

TrouveCompresse (p)
{
si ( racine(p) )
return p;
sinon
{
p.parent = TrouveCompress(p.parent)
return p.parent
}
}

Figure 5.1: Algorithme de compression de chemins.

Cet algorithme rattache directement & la racine tous les noeuds situés entre une feuille
et la racine. Cette compression de chemin peut étre étendue & un arbre entier grice &
Palgorithme Aplatit qui remonte tous les noeuds d’un ’arbre au niveau de la racine.

Les algorithmes Uni, TrouveCompresse, Aplatit et le critéere Oracle permettent de
définir des algorithmes efficaces de segmentation par agrégation. L’algorithme proposé par
Fiorio [FG94, FG96] illustre une utilisation possible de ces primitives (voir Algorithme 5.3)

Un des principaux avantages de cet algorithme est sa rapidité. En effet d’aprés Fio-

rio [FG94, FG96] I'algorithme 5.3 permet d’obtenir la segmentation d’une image 256 x 256
en 0,8 secondes sur une station de travail courante.
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Figure 5.2: Compression du chemin de p d la racine.

Segmente (Image I)
{
Initialiser chaque pixel comme la racine d’un arbre (un germe)
Adapter le traitement pour la premiere ligne.
Pour i = 2 a hauteur(I)
{
traitement special pour la premiere colonne
Pour j=2 a largeur(I)
{
gauche = TrouveCompresse(I[i][j-11)
haut = TrouveCompresse(I[i-1][j])
courant =TrouveCompresse(I[i][j])
si (Oracle(gauche,courrant))
Uni(gauche, courant)
si (Oracle(haut,courant))
Uni(haut,courant)

}

Aplatit (ligne i)

Figure 5.3: Algorithme de type Unir-Trouver.
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5.2.2.3 Conclusion

Les algorithmes d’agrégation de pixels permettent de partitionner rapidement une image
en un ensemble de régions. Les contours définis implicitement sont donc naturellement
fermés. Le probleme majeur de ces méthodes vient de l'initialisation. En effet lors des
premieres itérations de ce type d’algorithme les germes sont composés de trés peu de
pixels. Les caractéristiques que le prédicat Oracle extraira de ces régions sont peu fiables.
De plus les premieres agrégations de pixels basées sur ces informations peuvent influencer
les agrégations suivantes. Fiorio [FG94, FG96] limite ce probléeme en imposant & tous les
germes d’avoir approximativement le méme cardinal.

5.2.3 Les méthodes de fusion
5.2.3.1 Introduction

Une variante des algorithmes d’agrégation consiste a créer une partition de l'image en
régions puis a fusionner les régions adjacentes en fonction d’un critére d’homogénéité. Les
principales différences entre les méthodes d’agrégation et les méthodes de fusion sont les
suivantes :

e [’ensemble des germes initiaux forme une partition de l'image.

e Chaque région a une taille supérieure au pixel.
Ces différences en apparence mineures distinguent deux méthodologies :

e Les méthodes d’agrégation de pixels qui considérent chaque pixel afin de I'agréger a
un germe.

e Les méthodes de fusion qui considérent un ensemble de couples de régions et fusion-
nent les régions adjacentes en fonction d’un critére d’homogénéité.

Les méthodes de fusion utilisent donc un algorithme de segmentation permettant d’obte-
nir un ensemble de régions homogenes partitionnant 1’'image. Partant de cette partition,
ils fusionnent les régions adjacentes jusqu’a ce qu’aucun couple de régions ne vérifie le
critere d’homogénéité. Ce critere permet de définir un prédicat Fusionne indiquant si
deux régions doivent étre fusionnées ou non. A la différence du prédicat Oracle vu dans la
section 5.2.2, le prédicat Fusionne prend en parametres deux régions et renvoie un booléen.

5.2.3.2 Le Prédicat de Beveridge

Le prédicat Fusionne de Beveridge [BGK89] est basé sur un critére d’homogénéité uti-
lisant beaucoup de parameétres des régions. Il permet donc d’avoir un apergu des criteres
usuellement utilisés par les algorithmes de fusion. La définition du critére d’homogénéité
de Beveridge utilise les données suivantes :
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e La moyenne p; du multi-ensemble associé & une région 7 (sa couleur ou son niveau
de gris moyen).

e l’écart type o; d’une région 3.
e Le nombre de pixels |R;| d'une région R;.
e le contour JR; d’une région R;.
e Le périmetre [0R;| d’une région
e La longueur de la frontiére commune & deux régions ¢ et j : [0R; N IR;|.
Le critére de Beveridge peut se décomposer en trois fonctions Sgim, Ssize €6 Sconn- L€ critére

Ssim permet de mesurer la similitude de deux régions. Dans le cas mono-dimensionnel
celui-ci est défini par :

Cp ooy i — ]
Ssim (B, Bj) = max(1,o; + ;)

Beveridge étend ce critére aux images couleurs par la formule suivante :

MaTpe(i,... 34 iy, = Kyl
max(1,0; + 0;)

Ssim (Ria Rj) =

ou p;, et pj, représentent la k*me composante des vecteurs u; et ;. Les écarts-types o;
et o sont dans ce cas calculés le long de I'axe d’intensité.

La mesure de similarité S, représente le rapport entre la différence des deux moyenne
et la somme des écart-types. Si Sgim(R;, Rj) = 0, cela indique une tres forte propension
a la fusion. Ce cas se produit si les deux régions ont exactement la méme moyenne. Si
Ssim(Ri, Rj) = 1 on se trouve en présence de deux régions ayant une attitude neutre vis
a vis de la fusion. Dans ce cas les deux moyennes sont éloignées de deux fois U“LTU” Des
valeurs de S, supérieures 4 1 contrindiquent la fusion des deux régions.

Le second criteére S, permet d’indiquer la taille approximative des régions finales. Si
nous notons la taille optimum 7,,;, la fonction S;,. est définie par :

Ssize(Ri, R]) = min 2.0, M
Topt

Une valeur typique de T,,; pour des images 256 X 256 est de ’ordre de 50. Encore une fois
une valeur de Sg;,. proche de 0 signifie qu'une des deux régions a une taille trés inférieure
a la taille optimum. La fusion est alors recommandée. Une valeur de S, proche de 1
indique que la plus petite des deux faces est proche de la taille optimum. Ce genre de
valeur indique une neutralité du parametre Sg;,¢ vis a vis de la fusion. Des valeurs de S,;,¢
proche de 2 ou égale & 2 indique que les deux faces ont une surface supérieure a la surface
optimum. Dans ce cas la fusion est déconseillée.

Le dernier parameétre Sconn permet de mesurer la longueur de I'intersection de deux
régions. Cette mesure correspond a 'idée intuitive que deux régions partageant un long
contour sont de bons candidats & la fusion. S..y,, est défini comme suit :

C(RZ‘,Rj) si % < C(RZ‘,Rj) <2
L si c(R;,R;) < %

sinon

Sconn (Ria Rj) =

DN no|
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ou c¢(R;, R;) est défini par :

min(|6R;|, |6R;])
4|(5Ri N (5Rj|

C(Ria R]) =

La fonction S.y, aura pour valeur 1 si elle est appliquée a deux carrés adjacents par un
coté. Elle décroit au fur et & mesure que la frontiere commune s’agrandit et croit si la
frontiére entre les deux régions se réduit.

Beveridge unit les trois critéres Sgim, Ssize €t Sconn €n un seul critere S par la formule
suivante :

S(Ri, Rj) = Ssim(Ri, Rj)\/ Ssize(Ri, Rj)Sconn(Ri, R;)

La racine carrée appliquée sur la mesure Ss;,. exprime 'importance relative de ce critére
par rapport aux deux autres. Le prédicat Fusionne peut alors étre construit a partir du
critére S de la fagon suivante :

Fusionne(R;, R;) = vrai <= S(R;, R;) = (k,l)el?lif.,NP S(Rg, Ry)

ol N représente le nombre de régions.

11 est bien évident que les critéres S, Sgim, Ssize €6 Sconn sont basés sur des heuristiques
et ne tentent pas de fournir un résultat optimum. Toutefois, les expériences menées par
Beveridge semblent montrer que le critére S et son prédicat associé Fusionne fournissent
de bons résultats sur une grande variété d’images.

5.2.3.3 L’algorithme de Brice et Fennema

Brice et Fennema [BF70] ont été les premiers & introduire les algorithmes de fusion. Leur
algorithme appelé algorithme phagocyte est basé sur le potentiel des points de contour. Le
potentiel d’un point peut par exemple se définir comme le gradient calculé en ce point. On
peut alors définir la force d’un segment définissant la frontiére entre deux régions comme la
somme des potentiels des points du segment. Ceci nous permet d’attacher deux attributs
a un segment S :

e Sa longueur |S| égale au nombre de points du segment.

e Sa faiblesse |S|,, égale au nombre de points du segment dont le potentiel est inférieur
& une constante o.

Si nous définissons |dR;| comme le périmétre de la région i, donc comme la somme des
longueurs des segments définissant R;, l'algorithme phagocyte peut se décomposer comme
suit :

Cet algorithme fusionne donc toutes les régions dont la frontiere possede un faible
potentiel. Le parametre Wil:lﬂ%l) permet de comparer la faiblesse du segment au péri-
metre des deux régions R; et R;. Ce parametre normalisateur permet de ne pas fusionner
en priorité les petites régions au détriment de régions plus importantes possédant des fron-
tieres de potentiel faible relativement a leur taille. Le parameétre 61 permet de controler
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phagocyte ()

{

Pour toutes regions R;, R;

Sij =d0R; N 5Rj

. [Sij|w
81 Cammeriemy <01

fusionner R; et R; en supprimant S;;

Figure 5.4: Algorithme phagocyte de Brice et Fennema.

I’algorithme phagocyte. Si 61 est trop faible de nombreuses régions trés similaires restent
non fusionnées, tandis que si 6; est trop important ’algorithme risque de fusionner trop
de régions et de supprimer des contours importants de ’image.

5.2.3.4 Conclusion

Les algorithmes de fusion sont trés similaires aux algorithmes d’agrégation de pixels. La
différence principale se situe dans la définition de prédicat utilisé. Les méthodes d’agré-
gation définissent l'oracle comme un prédicat qui prend en parametre une région et
un pixel et indique si le pixel doit étre agrégé ou non & la région. Le prédicat Oracle
des algorithmes de fusion prend en parameétre deux régions et indique si celles-ci doi-
vent étre fusionnées ou non. Les méthodes de fusion sont souvent utilisées comme post-
traitement [HP75, HP76, CP79, PRW82] afin de supprimer des régions insignifiantes créées
par l'algorithme de segmentation.

Si nous reprenons le formalisme de la définition 22, la démarche d’un algorithme de
fusion peut se décrire de la fagon suivante :

e Pour un ensemble de régions {S1, ..., S,} vérifiant les points 1 & 3 de la définition 22,

e fusionner toutes les régions S;, S; qui ne vérifient pas le point 4.

Les régions résultant de 1'algorithme ne vérifient plus forcément le point 3. Un par-
titionnement vérifiant simultanément les points 3 et 4 peut étre obtenu en alternant le
découpage des régions ne vérifiant pas 3 et la fusion des régions ne vérifiant pas 4. Ce type
de méthode sera étudié dans la section 5.2.5.
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5.2.4 Les méthodes de division

5.2.4.1 Introduction

Les méthodes de division utilisent le fait que de nombreuses informations contenues dans
I'image restent présentes dans le multi-ensemble associé a I'image. Par exemple, I'image
couleurs d’un coucher de soleil sur la mer induira un multi-ensemble 3D (C, f) avec de
fortes fréquences dans le rouge (pour le soleil) et le vert sombre (pour la mer). Si nous parti-
tionnons (C, f) en deux multi-ensembles regroupant les rouges et les verts, le regroupement
dans une méme région des pixels dont la couleur appartient au méme multi-ensemble (voir
définition 17) donnera une segmentation correcte de I'image.

Un grand nombre d’algorithmes de segmentation étant basés sur le partitionnement
de multi-ensembles 1D (ou histogrammes) nous allons tout d’abord étudier les principales
méthodes utilisée pour le partitionnement d’histogramme. Les méthodes de division de
multi-ensembles 3D seront étudiées dans la section 5.2.6.

Le partitionnement d’un multi-ensemble 1D consiste & définir un ensemble de seuils
{Ty,...,Tn} découpant lintervalle [m, M] du multi-ensemble en N intervalles. Le par-
titionnement de l'intervalle [m, M| induit naturellement une partition du multi-ensemble
([m, M], f) en N multi-ensembles {([To, T1], f),---,[Tn—1,Tn], f)}. La définition des seuils
peut étre basée uniquement sur ’histogramme ou utiliser le voisinage des pixels ou encore
utiliser simultanément ’histogramme, le voisinage et la position des pixels. Weszka [WesT78]
a défini 3 types de seuillages :

e Les seuillages globaux basés uniquement sur I’histogramme.

e Les seuillages locaux basés sur ’histogramme et sur un voisinage de chaque point de
I'image.

e Les seuillages dynamiques qui tiennent simultanément compte de ’histogramme, du
voisinage d’un point et de sa position dans I'image.

5.2.4.2 Les seuillages globaux

Ce type de seuillage basé uniquement sur I'histogramme peut & nouveau se décomposer
en deux grandes familles.

e Les méthodes basées sur ’homogénéité des multi-ensembles formant la partition

e Les méthodes décomposant ’histogramme en pics et vallées.

La décomposition d’un histogramme en pics et vallées repose sur ’assomption que la
distribution des niveaux de gris d’une région suit approximativement une loi gaussienne.
Si par exemple 1’on construit 'histogramme d’un désert en milieu de journée, I’'on obtient
un ensemble de niveaux de gris “proches” du niveau de gris moyen du sable et un autre
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Figure 5.5: Un histogramme bi-modal.

ensemble centré sur le niveau de gris du ciel. On obtiendra donc ’histogramme de la
Figure 5.5.

On observe que cet histogramme présente deux pics correspondant aux deux objets de
la scéne et un seuil entre ces pics. L’ensemble des niveaux de gris situés entre deux seuils
est appelé un mode. Un seuil correspond intuitivement au centre de la vallée entre deux
pics. Il peut se caractériser plus formellement de la fagon suivante :

Définition 23 Soit ([m, M], f) un multi-ensemble avec f deuz fois dérivable. La valeur s
appartenant & [m, M| sera appelé un seuil si :

8 (s)=0 et 24(s) >0

Le multi-ensemble étant généralement discret et bruité, la définition 23 ne peut étre appli-
quée immédiatement. Bhattacharya [Bha67] définit les seuils comme les limites supérieures
de décroissance de la suite In(f(n)) — In(f(n — 1)) avec n € [m, M] (voir Figure 5.6).

Bartels [Bar79] a amélioré cette méthode en approximant les modes compris entre
chaque seuil par des fonctions gaussiennes. Cette méthode lui permet d’améliorer itéra-
tivement la partition obtenue par Bhattacharya. Enfin, la méthode adoptée par Papa-
markos [PG94] peut étre vue comme le symétrique de celle adoptée par Bhattacharya et
Bartels. Papamarkos détermine d’abord les pics de I'histogramme puis approxime les val-
lées entre les pics par des fonctions rationnelles. Le minimum de ces fonctions rationnelles
entre chaque pic fournit ensuite les différents seuils.

Une autre solution consiste a lisser le signal par un filtre passe-bas. Cette méthode
permet de diminuer le bruit présent dans la fonction f. De plus, la convolution avec un
filtre passe-bas nous donne un signal d’une classe au moins égale & celle du filtre (voir
proposition 1). Si l'on effectue le lissage en convoluant le signal avec une gaussienne on
peut utiliser 1'étude de Witkin [Wit84] pour définir le parameétre de lissage optimum. La
donnée de ce parametre permet alors d’utiliser la caractérisation des seuils fournie par
la définition 23. Cette approche a été utilisée par Lim [LLI0] et Celenk [Cel90] pour la

segmentation d’images couleurs.
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Figure 5.6: Définition des seuils par la méthode de Bhattacharya.
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Une autre approche consiste a partitionner le multi-ensemble en N multi-ensembles
tels que erreur de la partition (voir définition 6) soit minimale. Minimiser ’erreur de la
partition impose de définir les multi-ensembles les plus homogenes possible. Nous avons vu
au chapitre 2 que la partition optimale d’un multi-ensemble pouvait étre trouvée avec un
algorithme de complexité O(NlogN) ou N est le nombre de multi-ensembles formant la
partition. Ce type de méthodes développées par Fisher [Fis58] et Wong [WWP89] imposent
de fournir & l’algorithme le nombre de multi-ensembles formant la partition. Ce dernier
point impose, soit de demander a l'utilisateur de fournir cette information, soit de res-
treindre ces algorithmes & des classes d’images ou N est connu a priori. Fukunaga [Fuk72],
Nagy [Nag68] et Andrews [And72] ont défini des criteres basés sur la maximisation d’un
parametre 8 permettant de minimiser ’erreur de la partition tout en minimisant 1’écart des
multi-ensembles les uns par rapport aux autres. Le caractére 8 permet de mesurer la qua-
lité d’une partition. Le nombre optimal de multi-ensembles N est alors défini comme celui
qui maximise 8. La définition de £ la plus couramment utilisée est donnée par I’équation
suivante :

N
B(N) = Ex(C)A(N) avec A(N) = [lux — poll?
=1

ou Ey (C) représente l'erreur de la partition du multi-ensemble (C, f) en N multi-ensembles,
1o la moyenne de (C, f) et uy la moyenne de chacun des multi-ensembles formant la par-
tition.

Le parametre S est toujours positif, de plus si la partition est réduite & un seul multi-
ensemble, on a A(1) = 0, donc (1) = 0. De méme si 'on partitionne le multi-ensemble
(C, f) en M multi-ensembles ou M est le nombre de points distincts de C, chaque multi-
ensemble de la partition est réduit & un point. Son erreur quadratique est donc nulle et
Perreur de la partition (somme des erreurs quadratiques des multi-ensembles) est égale-
ment nulle. On a donc :

B(M) = Ep(C).A(M) = 0.A(M) =0
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La fonction 8 est donc positive ou nulle et s’annule en 1 et en M. Elle passe donc au
moins par un maximum. On peut montrer [CA79] que § atteint un maximum lorsque :

En(C) = A(N)

La valeur de N réalisant cette derniere égalité est prise comme valeur optimale.

5.2.4.3 Les seuillages locaux

Nous avons vu précédemment que le bruit présent dans l'image perturbe les méthodes
globales. Ces méthodes diminuent les effets du bruit en lissant 1’histogramme. 11 est éga-
lement possible de lisser I'image puis de travailler avec I’histogramme de l'image lissée.
On peut enfin incorporer la notion de voisinage dans le calcul de I’histogramme. C’est
cette derniére démarche qui a été adoptée par Mardia et Hainsworth [Mar88]. Ceux ci
approximent ’histogramme de ’image par la somme de gaussiennes de méme écart type
o et de moyenne u;. Les seuils sont alors définis par :

Sij = it 1 + o’ ln|0j|
2 pi —pj |Gl
ou p; et pj sont les moyennes de deux gaussiennes consécutives et C; est le ¢™¢ multi-
ensemble de la partition. On a donc p; = u(C;). Le caractére local de la méthode de Mardia
et Hainsworth vient de I’amélioration de ce premier partitionnement de I’histogramme par
Iintroduction d’un parameétre Y défini en chaque point par :

Ve Vy
Y, jl= > > Ak - k]G~ 1)
k=—V, 1=V,

La variable Y est donc définie en chaque point comme la convolution de I'image avec un
masque . Ce masque étant un filtre passe-bas, la distribution Y se rapproche plus d’une
distribution gaussienne que ’image originale I.

Mardia et Hainsworth définissent alors une matrice de covariance R permettant d’ap-
proximer par une gaussienne la distribution de Y (z) pour x appartenant & C;. La méthode
est basée sur le fait que Y (C;) est plus proche d’une gaussienne que la distribution initiale
de Cj. Partant de cette approximation on définit de nouveaux seuils sj; par :

2.1t
= pitpy o Ry, |Gl
2 pi — i |Gl
ot 7/ est le vecteur unidimensionnel défini par : 7' = (v[- V][V |, Y[ Vzl[-Vy+1], - - -, 7[Va, V3 ])
On obtient alors une nouvelle partition et ’on peut itérer le processus jusqu’a stabilisation.

La méthode de relaxation-gradient de Bhanu [BF82, BP87| permet de partitionner un
multi-ensemble en deux lorsque celui-ci ne présente pas de caractére bi-modal marqué.
Cette méthode est basée sur le raisonnement suivant : si 'image est composée de régions
comportant plus de huit pixels, la partition optimale du multi-ensemble (C, f) en (Cy, f)
et (Ca, f) doit vérifier :

vpd 1) € Cr = |I(Vs(p)) N Ci| > |1(Vs(p)) N Cy|
I(p) € C2 = |I(Vg(p)) N Ca| > [I(Vg(p)) N Ch|
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ou Vg désigne le voisinage 8-connexe d’un point.

Enoncé de fagon moins formelle, cela signifie que si un point appartient & un multi-
ensemble Cj, la majorité de ses voisins appartient & C;. Bhanu définit donc deux vecteurs
de probabilité. Un vecteur P indiquant la probabilité pour un point s d’appartenir a C
ou Cy. Ce vecteur est défini par :

P(s) = ( ig; Ez; ) avec Pg, (s) + Po,(s) =1

Et un vecteur ) appelé vecteur de compatibilité est défini par :

_ [ Qeuls) _1
Q(s) = ( Q; () ) avec Qi(s) =g > Poi(t)

tEVg(s)

Pour chaque pixel s la valeur : 'P(s)Q(s) = P, Qc, (s) + Po,Qc, (s) indique la probabilité
que le pixel s appartienne & 'un ou ’autre des multi-ensembles et la compatibilité de ce
choix avec les pixels voisins. Si nous numérotons les pixels de I'image de 1 & M, le critere
a maximiser est égal a :

M
J = Z tP(S,')Q(SZ') (54)

Bhanu déduit ensuite de I’équation 5.4 un systéme itératif permettant de faire converger
la suite P"(s) vers le vecteur de probabilité maximisant J.

5.2.4.4 Les seuillage dynamiques

Les méthodes de seuillage global et local permettent d’obtenir de bons résultats lorsque
I'image est composée d’un nombre réduit de régions de niveaux de gris moyen suffisamment
éloignés. Lorsque I'image comporte un nombre important de régions de niveaux de gris
moyen treés proches le multi-ensemble associé & 'image présente des pics et des vallées peu
marqués. Ceci peut rendre la détection des seuils trés difficile voire impossible.

Une solution & ce probléme consiste & combiner les caractéristiques (position, gradient,
laplacien) des points de 'image avec le multi-ensemble. Watanabe et al. [Wat74] utilisent
Iinformation de gradient pour détecter les seuils. En effet & chaque niveau de gris z nous
pouvons faire correspondre ’ensemble S, des pixels dont le niveau de gris est égal & z. Les
valeurs de z correspondant & des vallées proviennent souvent des zones frontieres entre les
régions. Ces zones correspondent dans I'image & des zones de fort gradient. Donc, le niveau
de gris z tel que la somme des gradients calculés sur S, est maximum doit correspondre
au centre d’'une vallée, donc & un seuil. Watanabe définit donc la fonction :

d(z) = Y [IVI(s)]

SES,

ou ||\7I(s)|| représente la norme du gradient au point s.

Dans le cas d'un histogramme bi-modal Watanabe définit le seuil comme le z maximi-
sant d(z).
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Hertz [HS88] utilise 'information gradient d’une fagon différente. Il partitionne I'image
en un ensemble de blocs puis calcule un histogramme sur chaque bloc. Il associe ensuite &
chacun de ces blocs un ensemble de seuils et partitionne chaque bloc en régions & 1’aide de
ces seuils. Cette partition en régions & l'intérieur de chaque bloc lui permet de comparer
deux images de contours : I'image IS issue de la partition en région et 'image IG obtenue
a partir de I'image I par un opérateur gradient. Les pixels des deux images correspondant
a des contours sont marqués a +1. L’image différence ID = IG — IS est alors utilisée pour
modifier les seuils a I'intérieur de chaque bloc. Les regles utilisées pour ces modifications
sont les suivantes :

e Si un bloc de ID comporte beaucoup de —1 et de +1 cela signifie que nous avons
trouvé le bon nombre de seuils mais que ceux-ci sont mal placés. On utilise alors le
bloc correspondant dans IG pour modifier les seuils.

e Si un bloc contient beaucoup de pixels & —1 et peu & +1 cela signifie qu'un faux seuil
a été défini dans I’histogramme du bloc. On élimine alors le seuil le moins significatif
de la liste des seuils.

e Si un bloc comporte un beaucoup de pixels a +1 et peu & —1 cela signifie qu’un seuil
nécessaire est absent. On introduit donc un nouveau seuil en utilisant IG.

L’aspect dynamique de la méthode de Hertz vient de la décomposition de I'image en
blocs. On peut remarquer que tout I'algorithme présuppose que 'image des contours IG
est correcte, donc que le gradient n’a pas introduit de contours insignifiants et n’a pas
“raté” de contours importants.

Chow, Kaneko [CKT72] et Nakagawa [NRT79] utilisent également le partitionnement de
I'image en blocs. Leur méthode consiste a calculer un histogramme sur chaque bloc de
Pimage puis & approximer celui-ci par la somme de deux (méthode de Chow) ou trois
(méthode de Nakagawa) gaussiennes. Dans le cas d’une approximation bi-modale, donc &
deux gaussiennes le seuil de I’histogramme est défini comme la valeur s minimisant ’erreur

de classification. Le seuil s vérifie I’équation :

1 1,4 B2 M1 B2 M1 Pp201
(0% U%)S (0% U%)S 0% O'% n(p102) (5.5)

ou p; et po sont deux parametres issus de 'approximation de I’histogramme par deux
gaussiennes et p1,u2 ,01 et oo désignent les moyennes et écart-types des deux gaussiennes.
Le seuil s défini par 1’équation 5.5 est affecté au centre de chaque bloc. Les blocs pour
lesquels il est impossible de définir une approximation bi-modale recoivent un seuil égal &
la moyenne des seuils des blocs voisins. Chaque pixel de 'image recoit alors un seuil défini
par interpolation bilinéaire & partir des seuils des blocs avoisinant. Si I désigne I'image
originale et IT I'image des seuils, I'image I B issue de la partition est définie par :

0 si I[3,j] > IT[i, j]
1 sinon

IBli, j] ={

Si 'on approxime I'histogramme de chaque bloc par trois gaussiennes il faut alors définir
une seconde image I'T'2 correspondant au seuil entre la deuxieme et troisieme gaussienne.
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5.2.4.5 Les méthodes de division récursive

L’ensemble des méthodes vues dans cette section permettent de décomposer une image en
régions & partir du multi-ensemble associé a celle-ci. Nous avons vu que lorsque I'image
est trop complexe l'information contenue dans le multi-ensemble est trop pauvre pour
permettre une segmentation efficace de I'image. L’intégration de caractéristiques locales de
I'image par les méthodes de seuillage dynamique permet de résoudre en partie ce probleme.
Toutefois la décomposition de I'image en blocs coupe quelquefois artificiellement une région
(voir Figure 5.7).

bloc 1 bloc 2

<

Figure 5.7: Une région a cheval sur deuz blocs.

Dans l'exemple de la Figure 5.7 le bout de la région R appartenant au bloc 1 est
trop minoritaire dans le bloc pour créer une valeur de seuil ce bout de région disparaitra
donc de la région R. Ce genre de phénomenes crée des artéfacts en forme de rectangle
dans I'image segmentée, laissant ainsi deviner la méthode utilisée pour obtenir I'image des
contours. Ce probléme est partiellement résolu par la méthode de Hertz [HS88]. Toutefois
cette méthode suppose que l'on posséde déja une bonne segmentation en gradient ce qui
pose d’autre problemes. Beveridge [BGK™89] diminue ce probléme en faisant se recouvrir
partiellement les blocs. Beveridge utilise des blocs de 16 x 16 pixels, chaque bloc recouvrant
25% de ses voisins. Ce recouvrement permet de tenir compte dans chaque bloc des bouts
de régions se trouvant dans les blocs voisins. Cette méthode ne supprime toutefois pas le
probléme et Beveridge doit combiner la partition des blocs avec un post-traitement [Koh84]
(voir figure 5.8).

La méthode de division récursive permet de s’affranchir des problémes liés au manque
d’information contenue dans le multi-ensemble global. De plus ces méthodes peuvent s’ap-
pliquer & d’autres partitions que les partitions par blocs. Elles permettent donc de s’affran-
chir des problemes liés & ce genre de partitionnement. Le principe général d’un algorithme
de division récursive est le suivant :

1. Calculer le multi-ensemble de 'image.

2. Partitionner le multi-ensemble.

3. Calculer la partition de 'image induite par la partition du multi-ensemble.

I

. Pour chaque région ainsi définie calculer son multi-ensemble.

5. Si un multi-ensemble généré en 4 est partitionnable, revenir en 2.
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Figure 5.8: Segmentation d’un paysage par la méthode de Beveridge. Les artéfacts en forme de
rectangle sont partiellement corrigés

Les méthodes de division récursive ont été abondamment explorées [OPR78, CAT9,
Lee86, LL90, Cel90]. Ce type de méthode peut se voir comme une focalisation de 1'atten-
tion. La premiére partition du multi-ensemble découpe 1'image en ses zones principales.
Par exemple, les zones claires et sombres, dans le cas d’un multi-ensemble 1D bi-modal.
Les itérations suivantes se concentrent sur les régions définies aux étapes précédentes et
enrichissent leurs description en les partitionnant en plusieurs sous-régions. Les principales
différences entre ces méthodes s’établissent sur les deux points suivants :

e La facon de partitionner les multi-ensembles.

e La structure de données utilisée pour gérer les régions issues des découpages succes-
sifs.

5.2.4.6 Conclusion

Les méthodes de division partitionnent le multi-ensemble associé a 'image et déduisent de
cette partition une partition de I’image en régions. Lorsque la classe d’images & segmenter
est simple, des méthodes de seuillage global ou local permettent d’obtenir des résultats sa-
tisfaisants. Pour des images plus complexes 'information contenue dans le multi-ensemble
associé a I'image n’est plus suffisante pour permettre une bonne segmentation de I'image.
Les techniques de seuillage dynamique permettent de rajouter des informations plus lo-
cales comme le gradient ou le laplacien. Les techniques de seuillage dynamique par bloc
permettent de définir des multi-ensembles locaux plus exploitables que le multi-ensemble
global. L’utilisation de blocs induit toutefois des problémes de coupure de régions cotiteux
a résoudre. Les méthodes de division récursive permettent de passer d’une description
globale de I'image a une description plus locale et plus riche. L’inconvénient majeur de
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ce type de méthode est son irréversibilité. En effet, une région partitionnée & tort lors
des premiéres étapes de l’algorithme ne sera jamais refusionnée en une seule région. Cet
inconvénient sera supprimé par les méthodes de division et fusion.

5.2.5 Les méthodes de division et fusion
5.2.5.1 Introduction

Les méthodes de division et fusion introduites par Horowitz et Pavlidis [HP75, HP76]
combinent des méthodes de division récursive et de fusion. Si nous nous référons a la
définition 22, les méthodes de division partent d’une partition de 'image et découpent ses
régions jusqu’a ce que toutes les régions vérifient le critere d’homogénéité :

Vie{l,...,n} P(S;) =vrai (5.6)

ou n représente le nombre de régions. Ces méthodes ne testent pas la maximalité des
régions définie par le point 4 de la définition 22. Ces méthodes produisent donc souvent
une sur-segmentation de I’image en créant de nombreuses petites régions sans signification.

Inversement, les méthodes de fusion partent d’une image sur-segmentée et fusionnent
les régions jusqu’a ce que toutes les régions vérifient le critére de maximalité, a savoir :

Vi,j € {l,...,n}* i#j= P(S;US;) = faux (5.7)

Ces méthodes ne testant pas le point 3, risquent de fusionner abusivement plusieurs régions
et donc de perdre des contours importants de I'image. On parle dans ce cas de sous-
segmentation.

Les méthodes de division et fusion permettent de tenir compte simultanément des équa-
tions 5.6 et 5.7 et donc de produire une image segmentée respectant les quatre conditions
de la définition 22 définissant une segmentation.

5.2.5.2 Description de la méthode

Le processus de découpe-fusion peut étre exprimé de fagon plus visuelle en définissant un
arbre de partition. Un arbre de partition est associé a4 une partition de I'image et doit
vérifier les points suivants :

e L’image I est la racine de I’arbre.

e Les successeurs d’un noeud correspondant & une région R de 'image sont associés
aux régions partitionnant R.

e Les feuilles de I’arbre correspondent aux plus petites régions pouvant étre considérées
(dans le pire des cas, les pixels).

La figure 5.9 représente un arbre de partition et la partition de I'image associée. Une

103



LES ALGORITHMES DE SEGMENTATION

Figure 5.9: L’arbre de partitionnement correspondant o une partition dl’image.

segmentation correspond donc & la sélection d’un ensemble de noeuds tels qu’il existe un et
un seul noeud sélectioné par branche. Une telle sélection définit une coupure [Pav77, HS79]
(voir figure 5.10).

o  Noeuds appartenant a la coupure

e Noeuds n’appartenant pas a la coupure

Figure 5.10: Coupures de l’arbre vérifiant les point 3 et 4 de la définition 22.

La méthode générale de division-fusion peut se décomposer de la fagon suivante :

1. Partitionner 'image en un ensemble de régions de tailles fixes, créer I’arbre de par-
tition associé.

2. Découper toutes les régions R; telles que P(R;) = fauz en sous-régions. Ces régions
sont considérées non homogenes (voir définition 22).

3. Fusionner les régions R;, R; telles que P(R; U R;) = vrai (voir définition 22). Les
régions fusionnées doivent avoir un pére commun dans ’arbre de partition.

4. Revenir au point 2 jusqu’a ce qu’aucune région ne puisse étre découpée ou fusionnée.

5. Fusionner toutes les régions adjacentes R;, R; telles que P(R; U R;) = vrai (voir
définition 22). Ces fusions ne sont plus restreintes par la structure d’arbre.

La partition initiale de 'image effectuée au point 1 est construite sans analyser I'image.
Elle peut donc étre effectuée trés rapidement. L’analyse de I'image n’est effectuée qu’a par-
tir du point 2, pour décider quelles régions doivent étre découpées ou fusionnées. L’intérét
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de cette partition initiale apparait clairement si nous examinons l’arbre de partition. Soit
lq et I; les niveaux de partitionnements nécessaires pour obtenir le partitionnement final
en n’exécutant que des découpes ou que des fusions. Ces niveaux correspondent & des hau-
teurs dans Parbre de partition (voir Figure 5.11). Un algorithme de découpe pur devra

coupure correspondant & la segmentation finale
nbg  nombre de découpes

nby  nombre de fusions

Figure 5.11: Niveauz de partitionnements initiouz des algorithmes de découpes ou de fusion.

sélectionner une partition initiale de niveau au plus égal a [;. De méme un algorithme de
fusion devra partir d'un niveau au moins égal a [;. Un algorithme de découpe-fusion peut
partir d’un niveau intermédiare Iy (I < ly < l,). Cet algorithme devra exécuter moins
d’opérations de découpes et de fusions que les algorithmes de découpe pure ou de fusion
pure (voir Figure 5.12).

nbd

coupure correspondant & la segmentation finale
nbg  nombre de découpes

nby  nombre de fusions

Figure 5.12: Nombre de découpes et de fusions nécessaires d un algorithme de type découpe-fusion.

L’utilisation du prédicat P interdit aux algorithmes de division-fusion de reformer des
faces fusionnées a une étape précédente. De méme, il est impossible de fusionner des faces
créées par une découpe. Le nombre de régions pouvant étre générées par I'algorithme de
découpe ou fusionnées par 'algorithme de fusion étant borné par la taille maximum de
Parbre de partition, les méthodes de division-fusion ne peuvent entrer dans des boucles
infinies.
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Les points (3) et (5) d’un algorithme de découpe-fusion distinguent les fusions res-
treintes par l'arbre de partitionnement et les fusions non restreintes. Cette distinction
entre deux types de fusions est liée & des contraintes algorithmiques. Si ’arbre de parti-
tionnement posseéde une structure “simple”, il est souvent facile de déterminer rapidement
un sous-ensemble de ’ensemble des faces voisines d’une région. Cette distinction permet
donc de distinguer un algorithme de fusion restreint mais plus rapide d’un algorithme de
fusion plus général mais plus cotliteux. Celui-ci est donc appliqué en fin de traitement. Il est
important de remarquer que 'arbre de partition ne peut rester simple que si les découpes
successives ne brisent pas sa structure. L’algorithme de découpe doit donc également pro-
duire des partitionnements simples de chaque région.

C’est cette derniére option qui a été retenue par Horowitz. Celui-ci crée la partition
initiale définie au point 1 en découpant ’image en quatre blocs puis chaque blocs en
quatre sous-blocs jusqu’a obtenir un ensemble de blocs de taille voulue. L’arbre de parti-
tionnement associé a une telle partition est un arbre quaternaire, appelé quadtree (voir
Figure 5.13).

N

/

Figure 5.13: Un arbre de partitionnement de type quadtree.

Nous verrons plus en détail ce type de données au chapitre 6. L’utilisation d’un quad-
tree plutét qu’un arbre de partitionnement général induit les simplifications suivantes sur
I’algorithme de découpe-fusion :

1. Découper I'image en N? blocs carrés.
2. Découper tout bloc non homogeéne en quatre sous-blocs.

3. Si quatre blocs By,B9,B3,B4 possédent le méme pere dans le quadtree et vérifient
P(ByUB3yU B3 U By) = vrai, fusionner les quatre blocs en un seul. Les informations
(taille, variance,...) de ces blocs sont stockées dans leur peére.

4. Revenir au point 2 tant que ’on peut appliquer les points 2 ou 3.

5. Fusionner tous les couples de blocs adjacents (Bi, Bg) vérifiant P(B; U By) = vrai.

Un des problemes majeur de la technique d’Horowitz vient de 1'utilisation de blocs.
Comme nous I’avons mentionné dans la section 5.2.4, le partitionnement par blocs crée des
artéfacts en forme de rectangle (voir Figure 5.8) dans 'image segmentée. Chen et Pavli-
dis [CP79] ont légérement corrigé ce probléme en découpant I'image en blocs carrés, chaque
bloc chevauchant 50% des blocs voisins. Comme nous ’avons vu dans la section 5.2.4, cette
solution diminue les artéfacts de 'image segmentée sans toutefois résoudre complétement
le probleme.

106



LES ALGORITHMES DE SEGMENTATION

5.2.5.3 Conclusion

Les méthodes de division et fusion ont été abondamment explorées [HP75, HP76, CP79,
PRW82, Bro82, CMVMS86]. Ces méthodes alternent des découpes et des fusions de régions
de fagon & partitionner I'image en un ensemble de régions vérifiant les quatre points de
la définition 22. Les avantages de cette méthode sur les méthodes de découpe pure ou de
fusion pure sont les suivants :

e Les algorithmes de découpe-fusion initialisent généralement un ensemble de régions
grace a une découpe uniforme de I'image. Ceci permet d’obtenir la partition finale
plus rapidement qu’un algorithme de découpe pure ou de fusion pure.

e Le fait de pouvoir alterner des découpes et des fusions crée un degré de liberté
suplémentaire permettant, a priori, d’obtenir une meilleure segmentation qu’une
méthode n’utilisant que des découpes ou que des fusions.

Ces qualités des algorithmes de découpe-fusion sont toutefois limitées par des con-
traintes algorithmiques. De fait, la partition initiale utilisée par les algorithmes de découpe-
fusion est généralement une partition par blocs. Les algorithmes de découpe et de fusion ne
remettant pas en cause cet aspect bloc des régions initiales, la segmentation finale présente
souvent des artéfacts en forme de rectangle. Un autre probléme de cette méthode est la
non-unicité de la solution. En effet pour un bloc B; donné, il existe plusieur blocs B; tels
que P(B; U B;) = vrai. L’ordre dans lequel on effectue les fusions a une grande influence
sur le résultat final. Cheevasuvit et al. [CMVMS86] réduisent ce probléme en calculant pour
chaque bloc quatre regroupements (voir Figure 5.14) et en effectuant celui qui crée le bloc
le plus homogene. Cette méthode ne résout toutefois pas les problemes liés & la partition
par bloc.

B11 Bis | Bis Bi1, Bi2, B21, B2

B2, Bi3, B2z, Bas

Bs1, B2z, Bsi, B3

B33, Bas, B3z, B33

Figure 5.14: Regroupements de blocs envisagés par Cheevasuvit.

5.2.6 Meéthodes pour traiter ’'information couleur

5.2.6.1 Introduction

Nous avons vu, dans les sections précédentes, différentes méthodes utilisées pour segmenter
une image. La plupart de ces méthodes ont été congues pour des images en niveaux de gris.
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Les méthodes d’agrégations ou de fusions s’adaptent généralement trés bien au passage
en trois dimensions induit par la couleur. En effet ces méthodes utilisent les attributs des
régions (moyenne, taille,...) et des pixels (couleur ou niveau de gris) qui se transposent
trés facilement aux images couleurs (voir par exemple la section 5.2.3.2). Les méthodes
de détection de contours et de découpe s’adaptent en revanche plus difficilement. Les
principales difficultés liées & I'introduction de la couleur sont les suivantes :

e La disparition de la notion d’ordre dans IR que 1’on ne retrouve pas dans IR3.

e Le nombre de partitionnements possibles d’un sous-ensemble de IR? qui est beaucoup
plus important que le nombre de partitionnements d’un segment de IR.

Nous allons voir dans les sections suivantes les différentes approches employées pour ré-
soudre ces problémes.

5.2.6.2 La couleur et les algorithmes de détection de contours

Nous avons vu dans la section 5.2.1 qu’une méthode classique de segmentation d’image
consiste & considérer une image en niveau de gris comme la discrétisation d’une fonction
f de IR? dans R. A ce moment 13 les contours de I'image sont définis comme les maxima,
de la différentielle premiere D f ou les zéros de la différentielle seconde Dy f.

Si nous appliquons la méme démarche & ’analyse d’images couleurs, une image I est
considérée comme la, discrétisation d’une fonction f de IR? dans IR®. Nous avons alors :
; R? - R?
($,y) = (f1($7y)ajé(way)afé($ay))

La différentielle premiére de f en p dans la direction n s’écrit alors :

[e)
%(p)m + 63—f1(10)-ny
Df(p)-(na,ny) = | Y2(p)-nz + G2(p)my
9, [e)
8L (p).nz + G2(p)ny
Comme dans le cas mono-dimensionnel, nous recherchons les fortes valeurs de la différen-

tielle premiére. Cette différentielle étant cette fois-ci un vecteur de IR?, nous calculons le
carré de sa norme :

S(p,n) = [|IDf(p)-(na;ny)||> = Eng”® + 2Fngny + Gny® (5.8)
avec
afi\2 ] af; o > af:\2
B=Y (%) r=X%% ¢=2(%)
i=1 i= i=1

L’équation 5.8 nous donne la norme de la différentielle premiere dans la direction n. Cette
mesure nous indique s’il existe ou non un contour au point p dans la direction n. L’exis-
tence d’un contour en p indépendamment de n s’évalue en cherchant le maximum de
l’équation 5.8 pour n appartenant & la boule unité (seule la direction de n nous intéresse).
Si nous posons n = (cos(f), sin(6)) les extrema de I’équation 5.8 sont atteints pour :

0_1 y <2F)
0—2arcan E-C
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Le maximum correspondant est égal a :

_E+G+(E-G)?+4F?

Mz, y) 5

= S(p, (cos(0p), sin(6p)))

La valeur A peut étre vue comme ’extension du concept de gradient aux images couleurs.
En effet, on constate facilement que dans le cas mono-dimensionnel, A est égal au carré
de la norme du gradient. Il est donc naturel de considérer les passages par zéro de la
différentielle de la fonctions S, au point p, dans la direction n. Cette derniére valeur est
donnée par ’expression suivante :

Ds(p).n = Ey(p)na” + (2Fx(p) + Ey(p))nzny + (Go(p) + 2F,(p))neny, + Gy(p)n;

ou B, EyF,, F, et Gy, Gy représentent les dérivées partielles de E, F' et G par rapport
arety.

La valeur Dg(p).n représente ’extension de l'opérateur laplacien aux images multi-
dimensionnelles.

L’ensemble des techniques que nous venons de présenter semblent avoir été découvertes
en paralléle par Zenzo [Zen86] et Cumani [Cum89, Cum91, CGGI1]. Zenzo approxime
I'image en chaque pixel par trois fonctions linéaires (une pour chaque composante). Ces
approximations lui permettent de calculer les dérivées partielles et d’en déduire la valeur
de X et l’angle pour lequel le maximum est réalisé. Chapron [Cha92| utilise les filtres
de Deriche [Der87] pour calculer les dérivées partielles de I'image. Il combine ensuite ces
dérivées pour obtenir la fonction A\. Cumani [Cum89, Cum91, CGG91] donne un ensemble
d’outils théoriques permettant d’exploiter les passages par zéros de la fonction Dg(p).

5.2.6.3 Les méthodes de division basées sur les multi-ensembles 1D

Comme nous ’avons vu, les méthodes de découpes ont d’abords été étudiées pour des
multi-ensembles mono-dimensionnels (voir section 5.2.4). De nombreux auteurs ont tenté
d’adapter ces méthodes aux espaces a plusieurs dimensions. Il s’agit alors de projeter un
multi-ensemble 3D sur un axe (voir définition 7 chapitre 2). Le multi-ensemble 1D construit
a partir de cette projection permet de définir un ensembles de seuils appartenant & I’axe.
Partant de ces seuils, on définit une partition du multi-ensemble 3D en coupant celui-ci par
les plans orthogonaux a I’axe et passant par les seuils. Deux approches ont étés proposées
pour effectuer cette projection.

Ohlander [Ohl75] projette le multi-ensemble 3D sur son axe principal. Il utilise ensuite
une approche pics-vallées (voir section 5.2.4.2) avec une approximation bi-modale pour
découper le multi-ensemble 1D en deux modes. Les plans passant par les seuils définissent
ensuite la partition du multi-ensemble 3D. L’axe principal d’un multi-ensemble est celui
qui porte le plus d’information, il est donc logique de calculer les seuils par projection sur
celui-ci. Toutefois, comme nous I’avons montré dans la section 3.6.3, une coupe orthogonale
a l'axe principal ne conduit pas nécessairement au résultat optimal en terme d’erreur de
partition.

Une autre méthode consiste a couper orthogonalement aux axes de coordonnées. Cette
technique a été utilisée par Lim [LL90]. Celui-ci défini un ensemble de seuils indépendament
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sur les trois axes. Le partitionnement 3D est alors défini par ’ensemble des plans orthogo-
naux aux axes de coordonnées et passant par les seuils. Ohlander et al. [OPR78] calculent
un histogramme suivant chaque axe de coordonnée, puis coupent le multi-ensemble per-
pendiculairement & I’axe dont ’histogramme associé posséde un seuil trés caractéristique.
Ohlander fournit sept critéres permettant de mesurer la qualité d’un seuil. Le critére le
plus important étant la différence de hauteur entre le seuil et les pics avoisinants. Il crée
ainsi un partitionnement de 'image et applique récursivement son algorithme sur les ré-
gions créées jusqu’a ce qu’aucun histogramme ne présente de seuil caractéristique. Une
approche légérement différente a été adoptée par Celenk [Cel90]. Celui-ci coupe le multi-
ensemble 3D successivement suivant chacun des trois axes en recalculant les projections
aprés la premiére découpe. La partition d’un multi-ensemble (C, f) peut, par exemple se
dérouler de la facon suivante :

1. Sélectionner ’axe de coordonnée X7 présentant les deux meilleurs seuils. En déduire
deux modes sur I’histogramme 1D. La coupure de (C, f) par deux plans orthogonaux
a X; définie une partition de (C, f) en (C1, f) et (Co, f).

2. Calculer les projections de (C1, f) sur X, et X3. En déduire des valeurs de seuil et
un partitionnement de (C1, f). Le multi-ensemble (C1, f) est alors redéfini comme
le produit cartésien de l'intervalle défini & I’étape 1 et des deux meilleurs modes sur
les axes X5 et X3. Faire de méme avec (Cy, f).

3. Soit (Cs3, f) = (C, f) = (C1, f) = (Ca, f). Si une des projections de (Cs, f) a un aspect

bimodal alors revenir au point 1.

Beveridge [BGK™89] effectue une segmentation sur chaque composante, I'image seg-
mentée est alors définie par la somme des contours trouvés lors des trois segmentations.
La sur-segmentation produite par ce procédé est supprimée par une étape de fusion.

La méthode de Balasubramanian [BBA94] décrite dans la section 3.5 développe 1'idée
de recalcul d’histogramme introduite par Celenk. Cette méthode est basée sur la minimi-
sation de 'erreur de la partition et recalcule les projections aprés chaque découpe.

L’ensemble des méthodes descendantes vues dans le chapitre 3 peuvent également
étre vues comme des adaptations de la méthode de Wong [WWP89] (voir chapite 2) aux
multi-ensembles 3D. Nous retrouvons la distinction entre les méthodes coupant perpen-
diculairement & l'axe principal [WWP88, WZ91, Wu92| et les méthodes comme celles
décrites dans la section 3.7 qui découpent orthogonalement aux axes de coordonnées. Ces
méthodes nécessitent de connaitre a priori le nombre de multi-ensembles devant former la
partition. Toutefois les méthodes de divisions récursives [WWP88, WZ91, Wu92, BB95]
permettent de faire évoluer le nombre de multi-ensembles formant la partition. On peut
donc arréter le partitionnement lorsqu’un critére comme S (voir section 5.2.4.2) indique
que 'on a atteint le nombre optimal de multi-ensembles.

5.2.6.4 Les méthodes de division basées sur les multi-ensembles 3D

Les méthodes de division ne faisant pas appel & des techniques de projection sur des axes
sont peu nombreuses et généralement basées sur des techniques issues de ’analyse de
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données. La plus populaire de ces méthodes est sans doute la méthode des nuées dyna-
miques mentionée dans la section 3.5. Cette méthode nécessite de connaitre le nombre K
de multi-ensembles formant la partition. Elle peut se décomposer de la fagon suivante :

1. Choisir au hasard K éléments (v1,...,vx) du multi-ensemble (C, f).

2. Affecter chaque élément de (C, f) a I’élément v; le plus proche. On crée ainsi une
partition en K multi-ensembles ((C1, f),...,(Ck, f)). Cette étape revient & créer la
fonction @ définie dans la section 3.1 & partir des éléments (vy,...,vK).

3. Calculer la moyenne p(C;) de chaque multi-ensemble (Cj, f).

4. Définir 'ensemble (w1, ..., wg) tel que w; est I’élément de (C, f) le plus proche de
u(Ci).

5. S’il existe un élément v; tel que v; # w;, pendre comme nouvel ensemble de départ
(w1,...,wk) et revenir au point 1.

Cette méthode fut appliquée pour la premiére fois aux problemes d’analyse d’image
par Diday [Did71, DLPT82]. Comme nous I’avons vu dans la section 3.1, cette méthode
converge vers le minimum local le plus proche du vecteur initial (v1,...,vg). L'égalité
entre les éléments v; et w; pouvant étre longue a obtenir, on remplace généralement le test
d’arrét par :

max__|lv; — w;|| <€
ie{1,...,K}

Le parameétre e permettant de contréler le rapport temps/qualité de I’algorithme.

Les nuées dynamiques ont été utilisées par Coleman [CA79]. Celui-ci associe a chaque
pixel un ensemble d’attributs tel que 'intensité, la couleur, la texture, etc. Il applique
ensuite une méthode d’analyse en composantes principales pour supprimer les attributs
redondants. I1 applique ensuite les nuées dynamiques avec un nombre de multi-ensembles
K croissant. Le parametre 8 vu dans la section 5.2.4.2 lui permet de déterminer la valeur
optimale de K.

Les méthodes de nuées dynamiques convergeant vers un minimum local, il peut étre
utile d’utiliser une heuristique permettant de trouver un vecteur initial (v1, ..., vx) proche
de la solution optimale. L’ensemble des méthodes de quantification vues dans le chapitre 3
permettent d’obtenir un ensemble (v1,...,vg) de couleurs représentatives. Ces heuris-
tiques ne permettent pas d’obtenir le minimum de ’erreur de la partition, qui peut d’ail-
leurs étre atteint pour plusieurs ensembles de couleurs représentatives. Elle permettent
toutefois d’obtenir une solution initiale proche d’un “bon” minimum. Cette solution peut
ensuite étre améliorée par les nuées dynamiques.

Nous avons vu dans la section 3.8 une méthode de partition basée sur une approche
découpe-fusion du multi-ensemble 3D. Cette méthode permet d’obtenir la partition finale
tres rapidement (entre deux et six secondes). De plus les expériences résumées dans la
section 3.8.3 montrent que la solution obtenue est trés proche de la solution optimale. Il est
donc généralement inutile d’affiner la solution en itérant la méthode des nuées dynamiques.

D’autres méthodes de découpe telle que la classification ascendante hiérarchique [DLPT82]
ou la méthode des K-plus proches voisins [PS88] sont plus spécifiquement dédiées a des
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multi-ensembles de taille plus réduite que les multi-ensembles associés aux images couleurs.
Ces méthodes sont en conséquence peu utilisées en analyse d’image.

5.2.7 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre un ensemble de méthodes de segmentation et les extensions
de ces méthodes au traitement des images couleurs. Il ressort de cette étude qu'’il est
impossible de privilégier une approche au détriment des autres. En effet, les méthodes de
détection de contours utilisant des criteres locaux fourniront de bons résultats lorsque les
frontieres entre les régions sont franches. En revanche, ce type de méthodes donne des
résultats beaucoup moins intéressants lorsque les transitions entre les régions deviennent
plus floues. Inversement, I’approche régions fournit de bons résultats lorsque I’image est
composée de régions de caractéristiques assez différentes. L’approche régions pourra donc
séparer deux régions de parametres différents méme si la frontiere entre celles-ci est assez
floue. En revanche, cette approche peut découper artificiellement des régions si celles-ci
présentent un aspect dégradé.

Une solution a ce probléme se trouve sans doute dans les méthodes faisant collaborer
I’approche régions et ’approche contours. On peut par exemple imaginer un algorithme de
découpe-fusion utilisant un critére de fusion similaire & celui de Beveridge [BGK™89] (voir
section 5.2.3.2), donc faisant intervenir des parameétres des régions et de leurs frontiéres.
L’algorithme de découpe de cette méthode pourrait alterner des méthodes de division
(voir section 5.2.4) et des méthodes de détection de contour lorsque les régions présen-
tent des détails significatifs tout en étant trop homogenes pour une approche basée sur
le multi-ensemble associé a la région. Nous verrons dans le chapitre 6 une structure de
données suffisamment souple pour permettre la collaboration entre différentes méthodes
de segmentation.

5.3 Les structures de données habituellement utilisées en
segmentation

5.3.1 Structures de base

Une des premiere structure de données utilisée en segmentation est le tableau de la-
bel [FV92, Suk83, Nic95]. Cette structure est définie par un tableau d’entiers appelés
labels tels que tous les pixels appartenant & une méme région de I'image partagent le
méme label. Inversement, deux pixels appartenant & des régions différentes ont obligatoi-
rement des labels différents. Cette structure est bien adaptée aux opérateurs s’appliquant
a 'image entiere tels que les opérateurs morphologiques. Toutefois, cette structure de don-
nées est peu adaptée aux algorithmes de découpes récursives qui doivent changer les labels
des régions nouvellement créées a chaque itération. De plus les frontiéres entre régions
sont implicitements définies comme les cotés des pixels de label différent. Les parametres
attachés aux frontieres des régions (voir sous-section 5.2.3.2) sont donc cotiteux & calculer
puisqu’ils nécessitent le recalcul de la frontiére des régions.
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Les différentes régions composant une image peuvent également étre définies a 1’aide
d’une transformation par axe médian (MAT en abrégé) [Lev70, RP68, RK82]. A
chaque pixel p, nous pouvons associer I’ensemble des carrés de taille paire centrés en P.
Ces carrés ont leurs cotés paralléles aux axes et sont inclus dans la région contenant P.
Soit Sp le carré de taille maximale de cet ensemble. Le carré Sp est appelé carré maximum
si il n’existe pas de point () dans Sp tel que Sp est contenu dans Sg. Chaque région de
I'image peut alors étre représentée par une union de blocs maximum (voir Figure 5.15).
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Figure 5.15: Définition de la région 1 par des blocs mazimauz.

Pour une région R représentée par un ensemble de carrés {Si,...,S,}, la frontiére de
R est définie comme 'ensemble des parties de cotés de carrés {b1,...,b,} tels que chaque
b; appartient & un et un seul des carrés de ’ensemble {S1,...,S,}. Les recouvrements &

partir de carrés maximum doivent étre mis & jour apres chaque opération de découpe ou
de fusion. On peut remarquer que si nous ne tentons pas de préserver I'aspect maximal
du recouvrement de chaque région, le recouvrement de deux régions adjacentes peut étre
simplement défini comme I'union des carrés recouvrant chaque région. Les transformations
par axe médian permettent donc des calculs efficaces sur une partition fixe de 'image et
peuvent étre utilisés pour réaliser des opérations de fusions. Cependant cette structure de
données est peu adaptée aux algorithmes de découpes récursives ou aux algorithmes de
type découpe-fusion qui doivent réaliser un nombre important de découpes.

Les tableaux de labels ou les MAT ne fournissent pas une représentation explicite
des frontiéres des régions. Donc un traitement s’effectuant sur la frontiére d’une région
devra reconstruire celle-ci. Il est possible de coder explicitement les contours des régions,
en stockant par exemple la séquence de pixels d’une région adjacents & au moins un pixel
d’une autre région. Un tel contour peut étre repésenté par un de ses points et une séquence
de déplacements [Fre61]. (voir Figure 5.16).

Un important défaut des frontiéres définies par une séquence de pixels provient de leur
inconsistence topologique (voir chapitre 4). Ce probléme peut étre résolu en utilisant les
frontieres inter-pixels (voir Figure 5.17).

Cette approche a été introduite par Brice et Fennema [BF70] lors de la définition de leur
algorithme phagocyte (voir sous-section 5.2.3.3). Plusieurs topologies discrétes permettant
d’étudier cette représentation ont été proposées [KKM90, Kov89, Fio95]. La frontiére d’une
région est définie comme un chemins fermé 4-connexe de points demi-entiers [Dom92]. Ces
points appartiennent au plan P% (voir chapitre 4). On peu montrer qu'un chemin fermé

de P% vérifie le Théoréme de Jordan (voir chapitre 4). De plus tout chemin fermé peut étre
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Figure 5.17: Méme région que dans la Figure 5.16 mais définie par des chemins inter-pizels.

décomposé en un ensemble de segments définis comme les chemins de longeur maximum
séparant deux régions. Les extrémités des segments sont appelés des noeuds [BD96a). 11
est possible de coder la géométrie des frontiéres avec un tableau B de taille (M +1)x (N+1)
ol M x N est la taille de I'image. Chaque entrée dans le tableau code le voisinage d’un
point frontiere. Sur ’exemple de la figure 5.17 nous avons B[P] = {1,2}. Un segment
peut donc étre codé en stockant uniquement un de ses noeuds et le déplacement initial.
Les autres points du segment sont retrouvés en lisant les déplacements successifs dans
le tableau B. La représentation inter-pixels permet des calculs rapides des parametres
des frontieres des régions ou des intersections de régions. Toutefois, cette représentation
ne fournie qu'une définition implicite des régions et 'extraction de parametres de celle-ci
peut étre cotliteux. Par exemple, calculer I’ensemble des régions contenues dans une région
R nécessite de parcourir I’ensemble des pixels de R.

5.3.2 Structures hiérarchiques

Les structures de données décrites dans la sous-section précédente peuvent souvent étre
combinées pour produire de nouvelles structures. Ces structures permettent de concevoir
des algorithmes manipulant des concepts plus complexes. En particulier il peut étre in-
téressant de traiter I'image & différents niveaux de résolution. Les structures de données
permettant cette multi-résolution sont appelées des structures hiérarchiques. Partant
d’un niveau de résolution assez bas, la partition de I'image est affinée de niveau en niveau
jusqu’a atteindre le niveau de résolution de I'image. Ces structures sont surtout utilisées
par les algorithmes de découpes récursives ou de découpe-fusion (voir section 5). De plus,
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lorsqu’elles sont implémentées sur des machines paralleles, ces méthodes permettent de
traiter simultanément plusieurs niveaux de résolution.

Les pyramides de matrices [Bro82, TK80, JM92] (voir Figure 5.18) ou M-pyramides

permettent d’obtenir une description multi-résolution de I'image. Une M-pyramide peut
étre définie comme suit :

Définition 24 Une M-pyramide est une séquence (M (L), M(L—1),...,M(0)) de tableauz
tels que M (L) représente l’image originale. M(L-1) est une version de M (L) de résolution
deuz fois moindre et ainsi de suite jusqu’a M (0) qui n’est constitué que d’un pizel.

Le passage de M (L) a M(L — 1) est généralement effectué en affectant a chaque pizel
de M(L — 1) la moyenne de quatre pizels de M(L).

Level 0

Level L

Figure 5.18: M-pyramide associée a une image originale de taille 2' x 2.

Si l’algorithme de segmentation doit accéder fréquemment & différents niveaux de réso-
lution, il est plus facile de définir la pyramide en terme d’arbre plutét qu’en terme de
tableaux. Les arbres-pyramides notés également T-pyramides correspondent & la trans-
position en termes d’arbres des données contenues dans une M-pyramide. Leur définition
peut étre formulée de la fagon suivante :

Définition 25 Une T-pyramide est un ensemble de p-noeuds (k,i,j) avec 0 < k < L,
0<i<2L—1,et0<j <2l —1. Chaque p-noeud correspond & un pizel de la M-
pyramide. Le noeud (k,i,7) correspond au pizel (i,7) de l’image M (k) dans la M-pyramide
(M(L),M(L —1),...,M(0)). Le pére d’un p-noeud (k,i,7) est égal a (k—1,[i/2],[7/2])
ot [z] représente le plus grand entier inférieur ou égal 4 x.

Chaque feuille de la T-pyramide représente un pixel de 'image originale. Si nous associons
a chaque feuille I’indice de la région qui contient le pixel associé, nous pouvons avoir un
noeud dont tous les fils possédent le méme indice. Ces fils peuvent donc étre représentés
par leur peére sans perte d’information. Donc la T-pyramide peut étre élaguée de fagon a ce
qu’aucun noeud ne posseéde de fils partageant un méme indice. La T-pyramide n’est alors
plus équilibrée et I’arbre correspondant est appelé un quadtree [RK82, Sam80, DRH80].
Les rotations de 90 degrés et les opérations bouléennes telles que le complément, 1'union,
Iintersection peuvent étre effectuées avec des quadtrees en des temps proportionnels au
nombre de noeuds du quadtree.

Les M-pyramides, T-pyramides et quadtrees, sont principalements dévolus aux algo-
rithmes de découpes récursives (voir section 5). Ils permettent donc de calculer facilement
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les fils ou les ancétres d’une région définie & un niveau de récursion. De plus les paramétres
d’une région & un niveau donné peuvent étre déduis des parametres du niveau inférieur.
Cela ne nécessite alors qu'un seul parcours de I’ensemble des pixels de la région. Toute-
fois, le calcul des frontiéres d’une région ou la détermination de I’ensemble de ses voisins
nécessite des algorithmes cotiteux. Hunter et Steiglitz [HS79] ont congu une structure dé-
rivée des quadtree appelée quadtree-1ié qui permet de calculer efficacement ’ensemble des
feuilles adjacentes & un bloc donné.

5.3.3 Le graphe d’adjacence de régions

Comme nous I’avons vu précédement, les structures hiérarchiques sont principalement dé-
volues aux algorithmes de découpes récursives. Ils ne permettent donc pas une implémenta-
tion efficace des algorithmes de fusion (voir chapite 5). De fait, le calcul de ’adjacence des
régions avec une structure arborescente implique I'utilisation d’algorithmes complexes. Les
algorithmes de découpe-fusion utilisent donc une structure hiérarchique pour les étapes de
découpe et de fusion-restreinte (voir sous-section 5.2.5) puis créent une nouvelle structure
pour effectuer les fusions non restreintes. L’incompatibilité entre ces deux structures est
la raison pour laquelle les algorithmes de découpe-fusion ne peuvent alterner des étapes
de découpe avec des étapes de fusion non restreintes.

La structure de données habituellement utilisée pour effectuer les fusions non res-
treintes est le Graphe d’Adjacence de Régions noté RAG. Chaque noeud de ce graphe
représente une région de 'image segmentée et deux régions sont reliées par une aréte si
elles sont adjacentes (voir figure 5.19).

z e

Figure 5.19: Graphe d’adjacence d’un ensemble de régions.

La fusions de deux régions r; et ro nécessite la mise & jour des noeuds correspondant
dans le RAG en contractant ’aréte reliant les deux noeuds. Les deux noeuds nq et no
sont fusionnés est le noeud résultant est relié aux noeuds qui étaient adjacents & ni ou
ngy. Les arétes multiples (arétes reliant deux fois les mémes noeuds) sont suprimées (voir
Figure 5.20).

‘/\./\‘ ‘/\./\‘
3 /_2 ‘4 3 /_2 4,3
(] / [ ]
1 o __o 1 °
5 6 6

Figure 5.20: Fusions de deux régions dans le graphe d’adjacence.

Le graphe d’adjacence de régions peut étre implémenté grace a des tas [M.w84], des
listes d’adjacence ou des demi-matrices de bouléens. Si nous implémentons le RAG au
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moyen d’un tableau de bouléens, la fusion de deux noeuds 7 et j nécessite d’invalider la
ligne et la colonne 7 et de mettre a jour la ligne et la colonne j.

Le graphe d’adjacence peut étre utilisé en conjonction avec une tableau de description
de régions. Chaque entrée de ce tableau contient des parametres des régions. Ces para-
metres sont mis & jour lors des fusions successives et sont utilisés pour affecter un poids
a chaque aréte du graphe. Ce tableau peut contenir, par exemple la couleur moyenne de
chaque région. Dans ce cas l'algorithme de fusion fusionnera deux régions ri et ro si et
seulement si :

e Les régions ry et o sont adjacentes dans le graphe.

e La distance entre les deux couleurs moyennes des régions 71 et 7y est minimale.

Les parametres tels que la moyenne ou la variance peuvent étre efficacement mis & jour
durant les fusions successives.

Le graphe d’adjacence de régions permet de coder efficacement les relations d’adjacence
entre régions. De plus les relations d’adjacence et la plupart des parametres de régions
peuvent étre mis a jour efficacement durant les fusions successives. Toutefois la découpe
d’une région r en un ensemble de régions {r1,...,r,} implique :

e De supprimer la région r dans le RAG.
e De parcourir les régions {ri,...,r,} afin d’insérer les noeuds et les arétes correspon-

dant aux adjacences entre les régions.

La mise & jour de RAG aprés une opération de découpe implique trop de calculs. Cette
structure est donc réduite aux opérations de fusions.
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Chapitre 6

Représentation d’images
segmentées par Frontiere
inter-pixels et cartes planaires

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les structures de données utilisées en seg-
mentation doivent gérer deux problémes : 1’aspect géométrique qui décrit la forme des
régions et 'aspect topologique qui décrit les relations de voisinage ou d’inclusion des ré-
gions. Les modeles vus précédement sont essentiellement dédiés a I'un ou l'autre de ces
problémes. Le modeéle que nous allons présenter dans ce chapitre est basé sur un niveau
géométrique et un niveau topologique coopérant pour donner une représentation unifiée
de I'image segmentée. Les bases de ce modele ont été introduites par différents travaux
dis a J.P Braquelaire, J.P. Domenger et P. Guitton [BP91, Dom92, BD96a, BD96b] dans
une perspective d’édition d’images. Aprés avoir décrit les fondements du modele, nous
décrirons les fonctionnalités que nous avons ajoutées afin de 1’étendre & la problématique
de la segmentation.

6.1 Définition du modéele

6.1.1 Le niveau géométrique

Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’une région peut étre indifféremment définie par
I’ensemble de ses pixels ou par sa frontiere. Si 'image comporte plusieurs régions, il est
nécessaire de décomposer leur frontiere en noeuds imposés et en segments. Intuitive-
ment, les segments représentent les intersections entre les régions tandis que les noeuds
sont les points de jonction entre plusieurs régions (voir Figure 6.1).

Définition 26 Un noeud imposé est un point de P1 possédant au moins trois demi-
2
voisins dans des régions distinctes.
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Définition 27 Soit R [’ensemble des points-frontiéres de l'image segmentée. Un point-
frontiére n sera appelé un noeud s’il vérifie une des conditions suivantes :

e 1 est un noeud iMposé.

e n est un point-frontiére. Tout point-frontiére p # mn connecté ¢ n dans R (voir
definition 13) n’est pas un noeud imposé.

En d’autres termes, un noeud est soit un noeud imposé, soit un point-frontiére situé sur
un contour qui ne posséde pas de noeud imposé.

Définition 28 Un chemin 4-conneze C = (P1,...,P,) de P% est appelé segment si :

o Tous les points de C sont des point- frontiére.
o Le chemin C comprend au plus deuz noeuds situés a ses extrémités.

o Tous les points du chemin excepté les extrémités sont distincts.

V(i,j) €{l,...,n}*i<jetP=P;=i=1letj=n

S7

51 Ry

¥ |
S S6

S11

S4

S9

® Noeuds imposés

O Noeuds non imposés

Figure 6.1: Noeuds imposés et segments d’une image.

Les segments sont habituellement utilisés pour définir la frontiere d’une image. On dira
qu’une frontiére est la concaténation d’un ensemble de segments. Les noeuds peuvent étre
vus comme des aiguillages permettant de passer d’un segment a ’autre. Dans I’exemple de
la figure 6.1, la frontiére de la région R; est définie comme I’ensemble des points-frontiéres
appartenant aux segments si, so et s7. Les trois noeuds situés aux extrémités de ces
segments permettent de nous aiguiller de s; & so puis de so & s7. Les noeuds qui ne sont
pas imposés peuvent étre vus comme des raccords entre deux segments Ainsi une frontiére
définie a partir d’un seul segment comportera obligatoirement un noeud symbolisant le
lien entre le dernier et le premier point du segment (voir par exemple le segment s1; sur
la figure 6.1)
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Définition 29 Un ensemble de segments est dit complet, si tout point-frontiére appar-
tient a au moins un segment.

Un ensemble complet de segments permet donc de représenter I’ensemble des frontiéres
d’une partition.

Le niveau géométrique peut étre défini comme un couple (N, S) ot S représente un
ensemble complet de segments et A ’ensemble de noeuds. Chaque segment contient ses
deux extrémités ainsi que le premier et dernier déplacement du segment (notés respective-
ment Fm(s) et L'm(s)). Les autres points du segment sont retrouvés a 1’aide du tableau
B (voir section 5.3.1 et Figure 5.17). Coder les deux extrémités plutét qu’une seule permet
de parcourir le segment dans un sens ou dans 'autre. De son c6té, un noeud comprend
ses coordonnées ainsi que I'identificateur d’un des segments dont une extrémité est égale
au noeud (ceci sera explicité dans la section 6.1.3).

6.1.2 Le niveau topologique

Le niveau topologique est basé sur les cartes planaires [Tut63] :

Définition 30 Une carte planaire est la décomposition du plan euclidien en un ensemble
fini de points V et un ensemble fini . de courbes ouvertes de Jordan. Les extrémités de
chaque courbe appartiennent a V. Les ensembles E et V définissent un ensemble de régions
simplement connexes dont les frontiéres sont incluses dans 'union des éléments de E et
V' (voir Figure 6.2).

o Eléments de V
—— FEléments de E

Figure 6.2: Un exemple de carte planaire.

Les cartes planaires peuvent étre efficacement représentées par des cartes combina-
toires [Cor75]. Une carte combinatoire est un couple de permutations (o, ) définies sur
un ensemble d’étiquettes appelées brins. L’ensemble des brins est noté B. La permutation
a est une involution sans point fixe. Chaque brin représente une demi-aréte de la carte
planaire. Chaque cycle de a (b, a(b)) représente une aréte de la carte. Chaque cycle de o
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est la séquence de brins rencontrés en tournant dans le sens positif (inverse de celui des
aiguilles d’une montre) autour d’un sommet (voir Figure 6.3). Les cycles de o représentent
donc les sommets de la carte planaire. Nous confondrons désormais ces deux notions et
le terme “sommet” représentera indifféremment le sommet de la carte planaire et le cycle
de ¢ associé. Une solution bien adaptée au codage des brins consiste a représenter ceux-ci
par des entiers positifs et négatifs. On définit alors la permutation « par :

Vbe B a(b) = —-b

Ces conventions ont été utilisées dans ’exemple de la figure 6.3.

'y
5 -5
T =4 v 6 0= (37_271)(_67_172)(_57_476)(57 _374)
-3
Vbe{1,...,6} a(b)=-beta(-b)=>b
3h A

<
2

= ]

< >
a >
1 2

Figure 6.3: Carte combinatoire associé & une carte planaire.

Le cycle d’un brin b par une permutation 7 est noté 7*(b). Par exemple, dans ’exemple 6.3
le cycle du brin —4, noté o*(—4) est égal & (—4,6,—5). On a donc o*(—4) = o*(6) =
o*(—5).

Définition 31 Le cardinal d’un sommet o*(b) noté
de brins composant le cycle o*(b).

o*(b)| est défini comme le nombre

Les faces d’une carte planaire sont définies par ’ensemble des arétes qui les délimitent.
Dans le cas d’une carte combinatoire une face est déterminée si nous connaissons un brin
de chaque aréte. La permutation a nous permet ensuite de déterminer l’autre brin de
laréte. Les faces d’une carte combinatoire correspondent aux cycles de la permutation
¢ = o o a. Nous confondrons désormais ces deux notions et le terme “face” désignera
indiférement les faces de la carte planaire et les cycles de la permutation (.

Remarque 7 Le choiz a(b) = —b induit la relation suivante entre ¢ et o :

Vb e B ¢p(b) = o(-b)

Dans l'exemple de la figure 6.4, le toit est défini par les arétes (4, —4) et (5,—5). Le
cycle de ¢ correspondant au toit est égal a ¢*(—4) = ¢*(5) = (—4,5). Les cycles ¢*(4) et
©*(—5) correspondent au mur et & extérieur de la maison.

Définition 32 Le cardinal d’un sommet o*(b) relativement & une face o* (V') est
noté |o*(b)|p=p) et est défini comme le nombre de brins appartenant simultanément auz
deuz cycles.
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¥No

o =(3,-2,1)(=6,—1,2)(—5, —4,6)(5, —3,4)

4
! & Y= (_47 5)(4767_173)(172)(_57_37_27_6)
p(—4) =ocoa(-4) =0(4) =5
A
+
1 -1 2

Figure 6.4: Ajout de la permutation .

Dans ’exemple de la figure 6.4 nous avons :

0" (=4) |+ (5) = [(—4,6, =5)(5,-4) = 1

Afin de pouvoir désigner les faces d’une carte combinatoire nous associons une étiquette
a chaque brin. Nous créons donc une fonction d’étiquetage de face )\ constante sur
chaque cycle de ¢.

Définition 33 Une fonction \ définie sur un ensemble de brins B, sera appelée une fonc-
tion d’étiquetage de face si et seulement si elle vérifie la propriétée suivante :

Vb,b' € B A(b) = A(V') < ¢*(b) = " ()

Définition 34 Etant donné une fonction d’étiquetage de faces A\ , l'image de B par A
notée F est appelé l’ensemble des etiquettes de faces

Remarque 8 §i l'on définit la relation d’équivalence sur B :
b~ b e @t (b) = " (V)

l’ensemble des cycles de B peuvent se voir comme des classes d’équivalence modulo cette
relation. La fonction d’étiquetage de face X peut alors se voir comme une projection cano-
nique de B sur l’ensemble des classes d’équivalences.

Afin d’accéder rapidement au cycle d’une face & partir de son étiquette, nous définissons
également une fonction d’étiquetage inverse A\ ~!:

Définition 35 Soit A une fonction d’étiquetage de face, on dira que \~' est la fonction
d’étiquetage inverse associée a A si et seulement si :

VFEF b=XA"1(f) =V € o' () A\¥) = f
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La fonction A~! associe & chaque étiquette de face un brin du cycle correspondant. I1 est
important de noter que la fonction A~! n’est pas I'inverse de la fonction A qui n’est pas
bijective. Plus précisément, nous avons les relations suivantes :

vV f E.’F'Ao)\_l(f) = f
et
Vb eB )\_10>\(b) € ¢*(d)

Remarque 9 Le cycle d’une face d’étiquette f est égal a o*(A71(f))

¢ = (—4,5)(4,6,—1,3)(1,2)(=5, —3, -2, —6)
¢’ = (1")(-1)
& -5
> - & =XQ1)
] 4 -4 y 6 o ’ n g
3 I’CI f¢' = A(-1")
‘ 1 mére(A(—1")) = A(3)
f -6 filles(\(3)) = {\(-1")}
-2

[ /
A
no v

Figure 6.5: Introduction des faces incluses.

Si nous utilisons une orientation positive pour la permutation ¢ tous les cycles de ¢,
excepté un sont orientés dans le sens des aiguilles d’une montre [Cor75]. Les faces orientées
dans le sens des aiguilles d'une montre sont appelées des faces finies. L’ensemble des
faces finies d’une carte (@, ) est noté Fi(p). La face orientée dans le sens positif est
appelée la face infinie et est notée f2°. La face infinie de 'exemple 6.4 correspond au
cycle ¢*(1) = (1,2). Un inconvénient du modele des cartes combinatoires est qu’il ne
permet pas de gérer les faces incluses. En effet pour une carte (¢, @), si nous insérons une
aréte (b, —b) qui ne coupe aucune aréte de la carte (¢, @) nous créons une nouvelle carte
(¢',a') (voir Figure 6.5). Le modele des cartes planaires ne nous permet pas de connaitre
dans quelle face de la carte (¢, a) se situe la nouvelle carte (¢',a'). Par exemple dans
la figure 6.5, les substitutions ¢, o, o et les fonctions A\, A\~! ne nous permettent pas de
décider si la fenétre est située sur un mur, sur le toit ou & I'extérieur de la maison. La
position d’une carte par rapport & une autre réclame des informations géométriques. Ce
genre d’information ne peut donc étre ajouté au modele qu’en liant la géométrie et la
topologie.

6.1.3 Lien entre la géométrie et la topologie

Nous avons vu dans la section 6.1.1 que ’ensemble des points-frontieres d’une image seg-
mentée pouvait étre structuré en noeuds et segments. Les segments décrivant la frontiere
entre les régions et les noeuds étant définis comme les extrémités des segments. D’un autre
coté, une carte planaire est constituée d’un ensemble d’arétes reliées par des sommets.
L’idée fondamentale du modéle consiste & faire correspondre :

e Les noeuds et les sommets.
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e Les segments et les arétes.

e Les régions et les faces.

Partant d’'une partition d’une image, on construit sa représentation géométrique en créant
p noeuds et g segments. On crée alors un sommet pour chaque noeud et une aréte pour
chaque segment. Une aréte relie deux sommets si et seulement si les noeuds correspondants
sont les extrémités du segment correspondant a aréte. On peut montrer [Dom92] que les
graphes ainsi constitués sont bien des cartes planaires, donc des cartes combinatoires.
La figure 6.6 représente l’ensemble des cartes combinatoires associées & une partition de
I'image.

=y

-5
4
3 Y
rd, |

-1’

~ A
~Y

A
e Y

BRSO e
EEELOOIS e

Figure 6.6: Cartes planaires associées da une partition de l’image.

L’association entre les brins et les segments est faite en stockant 1’ensemble des seg-
ments dans un tableau indexé par les brins positifs. Le segment d’indice 4 correspond donc
a laréte (4, —4) de la carte planaire. Inversement, on stocke dans chaque segment le brin
positif de son aréte. On peut donc trouver le segment s, a partir de son brin positif b et
retrouver le brin b & partir du segment s;.

Remarque 10 Par convention, nous dirons que le segment sy associé au brin b relie
le noeud associé au sommet o*(b) au noeud associé a o*(—b). Le segment non-orienté
associ€ a 'aréte (b, —b) sera noté S(b,—b)- Par exemple, sur la figure 6.6, nous dirons que
le segment s4 part du noeud associé au sommet (4,5,—3) et atteint le noeud associé au
sommet (—4,6,—5).

Un noeud contiendra ses coordonnées et un brin appartenant au cycle du sommet
correspondant au noeud. Dans I'exemple de la figure 6.4 le noeud associé au sommet
(—4,6,—5) contiendra, par exemple, le brin 6. Ce numéro de brin correspond a I’identifi-
cateur mentionné dans la section 6.1.1.

Nous avons vu que chaque face d’une carte planaire était associée & un cycle de .

Pour une face f, le cycle *(A7!(f)) = (by,...,b,) défini I'ensemble des brins de la face.
Par construction, pour tout ¢ dans {1,...,n—1} le dernier point de s, est égal au premier
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point de sp,,, tandis que le dernier point de s, est égal au premier point de sp, . On
peut donc construire le chemin Cy = sp, @ sp, @ ... @ sp, ou @ représente l'opération
de concaténation de segments. Le chemin C; est un chemin fermé, composé uniquement
de points-frontieres. On vérifie facilement [Dom92] qu’il existe une région R; de 'image
segmentée telle que tout point de Cy a au moins un demi-voisin dans R;. Le chemin Cy
constitue donc une frontiere de la région Ry (voir définition 21). La région Ry est appelée
la région associée a la face f. Un algorithme relativement simple permet de retrouver la
face correspondant & une région & partir d’'un point de la région. On peut donc associer
une région & chaque face, parcourir I’ensemble des pixels d’une région associée a une face,
retrouver une face & partir d’un des pixels de la région associée.

Remarque 11 FEn raison de l'orientation de o et de la convention définie dans la Te-
marque 10, tous les points de la région Ry associce d la face f, se trouveront da droite des
segments orientés Sy, et donc a droite de la frontiere Cj.

Nous avons vu qu’une carte (@, ) définit un ensemble de faces finies {fi,..., fn} et
une face infinie f2°. La frontiere C foo voit tous les pixels des régions Ry, a sa gauche.
)

Cette région est donc définie comme le complémentaire dans le plan entier Py de I'union
des région Ry,. On a donc :

n
Ry = Py~ | J Ry, 6.1
o =Po H i (6.1)

Définition 36 On dira qu’une région finie R inclut la région infinie Rfoo (on notera
)

Rff;o CR)si:

n
URfiCR

i=1

Dans I'exemple de la figure 6.5, la région infinie correspondant a ’extérieur de la fenétre
est incluse dans la région correspondant au mur.

Par extension, on dira qu’une face finie f de la carte planaire contient une face infinie
[5° si et seulement si :
Rro CR
fo f

On définit alors les fonctions meére et filles comme suit :

Définition 37 Soit {(¢1,1),.--,(p,, an)} un ensemble de cartes planaires liées au par-
titionnement d’une image.

e La meére d’une face infinie f2° est égale a la face f qui Uinclut.

o Les filles d’une face finie f sont les faces infinies {f33, ..., ff;ﬁ} incluses dans f.

Les deux fonctions mere et filles permettent de structurer un ensemble de cartes planaires.
Elles nous indiquent en particulier si une face inclut ou non des face infinies. Ceci nous
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Figure 6.7: Angle entre deuz déplacements.

permet, par exemple, de stocker le fait que la carte représentant la fenétre est contenue
dans la face représentant le mur (voir Figure 6.5).

Nous avons vu également qu’une face finie était parcourue dans le sens des aiguilles
d’une montre alors qu’une face infinie était parcourue dans le sens positif. Cette propriété
peut étre utilisée pour caractériser les régions finies ou infinies & partir du niveau géo-
métrique. On compte pour cela le nombre de “virages” a gauche ou a droite le long de
la frontiere d’une région R. On définit donc une fonction d’angle sur les codes de Free-
man [Fre61] (voir figure 6.7). L’angle entre deux directions d; et dg sera noté (di,dz). On
peut constater sur la figure 6.7 que la fonction d’angle vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 5 Soient di et dy deux déplacements du code de Freeman, on a :

(dr,do) = —(da, dy)
(d1,da) = —(di ™", ds)
(dy,d2) = —(d1,dy™1)

ot dfl représente le déplacement opposé a la direction d.

Cette fonction d’angle permet d’associer un index de courbure 3 chaque segment
grace a la définition suivante :

Définition 38 L’index de courbure d’un segment orienté s reliant le noeud n au noeud
n' par une suite de déplacements (dy,...,d,) est égal d :

or(s) = Y1y (di1, d;) sin#n

or(s) = Y7o (di1,d;) + (dp,dy)  sin=n'

L’index de courbure d’un segment peut s’étendre a la frontieére d’une région R par la
définition suivante :
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Définition 39 Soit C' la frontiere d’une région R définie comme la concaténation des
segments (81,...,8p). L’indezx de courbure de C est défini par la formule suivante :

—

or(C) = (Z or(s;) + (Lm(si),/ﬁ\’m(siﬂ))) + (Lm(sy), Fm(s1))
i=1

ot Fm(s) et Lm(s) désignent les premiers et derniers déplacements du segment (voir
section 6.1.1).

Par construction, nous avons un brin pour chaque segment orienté et une frontiére de
région pour chaque face. On parlera donc de 'index de courbure d’un brin b notée or(b),
et de l'index de courbure d’une face f notée or(f). On confondra donc or(b) et or(sy),
Fm(b) et Fm(spy), Lm(b) et Lm(sy), or(f) et or(Cy).

Le caractere fini ou infini d’une région est alors déterminé par le théoreme suivant :

Théoréme 7 Soit (¢, ) une carte liée a un partitionnement d’une image, on a :
Vf € Fi(p) or(f) = 4
or(fF) = —4
Preuve:

Voir [Dom92] O

Corollaire 2 Soit s, un segment fermé associé au brin b. L’orientation de sy est égale a
4 ou —4.

Preuve:
8p étant un segment fermé, il définit une région. On a donc par construction :
@(b) =bou p(—b) =—b
Si, par exemple, ¢(b) = b, on a :
or(\(b)) = or(sy) € {4,—-4}

L’index de courbure de sp est donc égal & 4 ou —4. O

Définition 40 Soient un noeud n et un déplacement d tels que le voisin py de n dans
la direction d soit un point-frontiére. La fonction X appliquée au couple (n,d) renvoie le
déplacement d' tel que le voisin py de n dans la direction d' est un point-frontiére. Le point
pa est le premier point-frontiere rencontré en tournant autour de n dans le sens positif a
partir de pg (voir Figure 6.8).
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Pd

Figure 6.8: L’image du couple (n,d) par la fonction X est égal o d'.

La fonction X est I’analogue au niveau géométrique de la permutation o. De fait, on a
par construction :

Vn = (p,b) e N Vb’ € o*(b) X(p, Fm(sy)) = Fm(sq))

La donnée d’un segment induisant la donnée de ses noeuds-extrémités, on notera souvent
Y (Fm(sp)) plutdt que X(n, Fm(sp)) ot n est le noeud associé au sommet o*(b).

6.1.4 Conclusion

Nous avons vu dans cette section les bases du modele définies par J.P Domenger [Dom92].
Ce modele permet de structurer 'ensemble des régions issues d’un algorithme de segmen-
tation gréace a leurs frontiéres définies dans le plan P% et & un ensemble de cartes planaires.
Si I'on désire integrer ce modele & un algorithme de segmentation il nous faut rajouter un
ensemble de méthodes permettant de découper une région en sous régions ou au contraire
de fusionner deux régions. Dans le cadre d’une représentation par frontiere ceci revient
a inserer ou supprimer des segments. Nous nous sommes donc intéressé a 1’évolution de
la structure de données lors d’insertions ou de suppressions de segments. Une partie des
résultats concernant 'insertion de segments ayant été traitée par J.P Domenger [Dom92],
nous ne reprendrons ici que les insertions de noeuds décrites dans la section suivante.
Nous avons en revanche dévelopé 1'étude de certains cas d’insertion tres fréquents en seg-
mentation et congu ’ensemble des méthodes permettant la suppression des segments. Ces
méthodes seront décrites dans les sections suivantes.

6.2 Insertion et suppression de noeuds et sommets

6.2.1 Introduction

Nous avons vu dans la section précédente que notre modeéle définit implicitement chaque
région de 'image segmentée par sa frontiere. La frontiere d’une région est obtenue par la
concaténation des segments qui la délimite. Si nous ajoutons un noeud n & un segment
s nous coupons le segment s en deux sous-segment s’ et s”. Cette opération ne modifie
pas la frontiére des régions associées a s. Donc, la coupure du segment s a complexifié la
structure de données sans modifier la partition de 'image segmentée, le noeud n réalisant
cette coupure est appelé un noeud artificiel.
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Définition 41 Un noeud n est dit artificiel, si son cardinal est égal a 2 et si il existe un
autre noeud connecté a n dans l’ensemble des points-frontiéres.

D’un point de vue topologique, un noeud artificiel est un noeud dont le sommet associé
o*(b) est différent de (b, —b).

Définition 42 La structure de données est dit minimale si elle ne comporte pas de
noeuds artificiels.

Si la structure de données est minimale, la frontiere de deux régions adjacentes est
définie par un seul segment. Toutefois, cette minimalité bien que souhaitable est trop res-
trictive pour certains algorithmes. En effet, les algorithmes de suppression ou d’insertion
de segments peuvent rendre la structure temporairement non-minimale. Par exemple, 1’in-
sertion d’un nouveau segment s d’extrémités p et p’ commence par la création de deux
nouveaux noeuds aux points p et p’. Avant 'insertion de s la structure ne sera pas mi-
nimale puisque les noeuds n, et ny n’ont pas nécessairement un cardinal plus grand que
2. Plutot que de travailler sur une structure de données minimale, les algorithmes vont
supposer une propriété plus faible de la structure de données nommeée la cohérence.

Définition 43 La structure de données sera dite consistante si la permutation o ne
posséde pas de point fize. Donc si :

Vbe B o(b) £b

La cohérence de la structure de données interdit des arétes (b, —b) telles que b ou —b sont
des points fixes de 0. Ces arétes sont appelées des arétes pendantes.

Définition 44 Une aréte (b, —b) est appelée une aréte pendante si et seulement si :

o(b) =b ou o(—b) = —b

Les arétes pendantes apparaissent typiquement avec des méthodes de segmentation de
type detection de contour (voir chapitre 5). Ces arétes ne définissent pas des régions et
sont donc automatiquement rejetées par le modele.

Remarque 12 Un algorithme de détection de contour doit donc opérer une fermeture
de contours avant d’inserer les segments dans le modéle. Une autre solution consiste a
refermer les segments autours de leurs pizels extrémité. Dans ce cas, la fermeture de
contour peut s’effecuter a l’intérieur de notre modéle.

Il existe un autre type d’aréte qui ne définit pas de régions. Il sagit des arétes qui
connectent soit deux faces infinies de méme face mére, soit une face mere et une de ses
filles (voir Figure 6.9). Ces arétes sont appelées des arétes de connexion.
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Définition 45 Une aréte (b, —b) est appelée une aréte de connexion si et seulement
st :

A(b) = A(—b)

Les brins b et —b sont dans ce cas tous deuz éléments de o(A\~1(b)). Les brins b et —b sont
alors appelés des brins doubles

Figure 6.9: L’insertion de l’aréte de connezion e. suivi par linsertion de l'aréte ey permet de
découper la région trouée.

Ces arétes de connexion sont nécessaires pour découper une région comportant un trou.
La figure 6.9 représente les deux type d’arétes de connexion. L’ aréte de connexion e. &
tout d’abord été insérée dans la structure de données. Aprés I'insertion de I'aréte ey une
nouvelle face est crée et e, n’est plus une aréte de connexion.

6.2.2 Insertion de noeuds

Afin d’éviter des arétes pendantes, I'insertion d’un nouveau segment dans la structure de
données implique que les deux extrémités soient des noeuds. Il faut donc créer les noeuds
avant 'insertion du segment.

Sy

Figure 6.10: Cette figure repésente l'insertion du noeud n, au point p. La création du noeud
découpe le segment s en s' et s'. Les brins b et —b associés 4 s sont utilisés par s' et la nouvelle
aréte (b', —b") est utilisée par s".

La création d’un nouveau noeud au point p appartenant au segment s découpe s en
deux nouveaux segments s’ et s”. Si le segment s est associé & ’aréte (b, —b) nous associons
a ' Daréte (b, —b). Ceci permet de limiter les modifications de la structure de données :
seule une nouvelle aréte correspondant & s” est alors insérée.
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La découpe de s s’effectue de la fagon suivante. Nous ajoutons un drapeau & ’entré
p du tableau B de fagon a pouvoir 'identifié comme un noeud. Nous ajoutons ensuite le
noeud n, = (p,b) dans 'ensemble des noeuds. Nous transformons alors la permutation o
et la fonction A définies sur B respectivement en o’ et \' :

a(=b) =o(-b) (o1 (=b) =-V
a(=b) =V N (-b") = A(-b)
a) =-b N () = \(b)

La découpe du segment s n’induit pas de modification de la subdivision. Le noeud n,
permettant de découper s est un noeud artificiel (voir définition 41). Les noeuds artificiels
apparaissent naturellement apres la supression d’un segment ou avant l'insertion d’un
nouveau segment. Les noeuds artificiels créés avant l'insertion d’un segment deviennent
imposés (voir définition 26) aprés l'insertion effective du segment. Inversement, les noeuds
artificiels créés par la suppression d’un segment doivent étre explicitement supprimés.

6.2.3 Suppression de noeuds

Nous avons vu que les arétes de connexion et les noeuds artificiels n’avaient pas d’intéret
pour la représentation de la subdivision. Donc, plusieurs structures de données peuvent
représenter la méme partition mais toutes ces structures peuvent étre ramenées a la struc-
ture minimale en enlevant les arétes de connexion et les noeuds artificiels. La suppression
d’une aréte de connexion sera traitée dans la section 6.4. Nous présentons & présent deux
opérations utilisées pour réduire la taille de la structure de données : la supression de
noeuds et l'extension d’'un segment.

Soit 7 un noeud artificiel associé au sommet o*(b'), ce noeud peut étre supprimé
de la structure de données sans modifier la partition. La suppression de noeud artificiel,
implique la concaténation des segments sy _y) €t S(5(y),—o(p'))- Sinous posons b” = —a (b')
le segment issue de la concaténation sy est égal & : s _y) @ S(,—p)- On peut remarquer
que cette concaténation contient la concaténation des deux segments orientés sy et s_pr. 11
faut donc concaténer les couples de segments de méme orientation. On aura par exemple
sy = Sp D sy dans ce cas on a : S_pr = S_p D s_p. Afin de réduire les modifications
de la structure de données nous associons a sy 'aréte pré-existante (b, —b). Les
modifications de la permutation o et de la fonction A~! sont alors les suivantes (voir
Figure 6.10) :

L’extension d’un segment consiste a étendre le segment en supprimant ces noeuds
extrémités s’ils sont artificiels. La suppression de noeuds est itérée tant que les deux
noeuds extrémités sont artificiels. L’extension du segment s, _y) crée un nouveau segment

! .
5(b,—b) tel que :
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b; = (pZ:(b), 0<i<m
s'(b,_b) = S(b_py—b_p) D -DS(—b,p)D- - - DBS (b, —b) AVEC § b = ¢"(-=b), —n<—-i<0
|o*(bi) | = 2, -m<i<n

I’extension d’un segment peut étre effectuée plus rapidement que l'itération des suppres-
sions de noeuds artificiels en mettant a jour directement les sommets o*(—by,,) et o*(—b_p,)
de la facon suivante :

o'(cH(=b_pn)) =D H o' (0 (=bom) =0
a'(-b) = o(—b_p) o' (b) = o(—bm)

Les noeuds artificiels sont simplement supprimés et leurs brins libérés. L’extension d’un
segment préserve la cohérence de la structure de données.

6.3 Insertion de segments

Le modele congu par J.P. Domenger et J. P. Braquelaire [Dom92] était initialement dédié a
la syntése d’images 2D. Nous ’avons donc adapté a la segmentation. Comme nous 1’avons
mentioné dans la section 6.1.4 la plupart des méthodes d’insertion de contours ont été
dévelopées par J.P Braquelaire et J.P Domenger [Dom92] (voir également [BP91, BD96b]).
La plus grosse partie de notre travail sur les insertions de segments & porté sur les liaisons
8-connexe entre deux régions (voir Figure 6.11). Ce cas peut fréquent en édition d’image se
produit fréquement lorsque ’on traite des segments issues d’une segmentation . Au niveau
topologique ce cas correspond & deux faces possédant un seul sommet et aucune aréte en
commun. De telles faces sont appelées des faces tangentes.

Figure 6.11: Liaison 8-connexe entre deux régions et carte associée.

6.3.1 Outils théoriques pour l’insertion de faces tangentes

Une liaison 8-connexe entre deux régions est caratérisée par l’existence d’'un sommet,
appelé sommet d’étranglement d’une face f.

Définition 46 On dira qu’un sommet S = o*(b) est un sommet d’étranglement pour

f si et seulement si :
1 =4 et |5y € {2,3)
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La figure 6.11, nous permet d’illustrer le premier cas : si nous prenons S = (—1,1,—2,2)
et f = (—1,—2), nous avons bien |S| =4 et |S|; = 2. Le cas |S| = 4 et |S|; = 3 permet
de tenir compte de la configuration illustré figure 6.12.

-5
Ag I:l
-6 5

3 A_4

LY

Figure 6.12: Un ezemple de cas tangent.

On peut vérifier sur cet exemple que les brins 1, —1 et 3, —3 appartiennent & une
méme face. Ces brins doubles ne définissent pas une partitionnement en régions (voir
définition 45).

Si I'on considére une carte sans brin double, donc si I'on suppose que ’ensemble des
contours formant la partition d’une image ont été rajoutés la définition d’un noeud d’étran-
glement se simplifie de la fagon suivante :

Théoreéme 8 Soit (p,a) une carte sans brin double, S un sommet de la carte (o, ) et f
une face de cette carte. S est un noeud d’étranglement pour f si et seulement si |S|p = 2.

Preuve:

voir annexe section 7.8 O

Proposition 6 Soit b un brin appartenant a B. Si |0*(b)| =4 et o(b) = —b ou o(—b) =b
alors o*(b) est un sommet d’étranglement pour ©*(b).

Preuve:

Suposons que o(b) = —b. Le cardinal du sommet o*(b) étant égal a 4 il existe deux
brins b; et —b,, tels que :

0* (b) = (b7 _b7 bla _bn)
Ona:
o(=b) = o(B) = b
Donc —b définit une face et —b ¢ ¢*(b). On a donc :
LM QIPRORE

De plus :
o(bn) =b= b€ ¢*(by) .
b)| x> 2
ob) = b = b€ o*(b) = o*(by) [ lo*(0) |+ (5) >
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On a donc :
lo*(b)| = 4 et |o*(b)| =) € {2,3}

Le sommet o*(b) est donc bien un sommet d’étranglement pour ¢*(b). O

La définition 46 nous permet de caractériser un sommet d’étranglement, le théoréme 8
nous donne une caractérisation plus simple si la carte ne comporte pas de brin double. Nous
sommes donc en mesure de détecter la création d’un sommet d’étranglement au fur et a
mesure de l'insertion de segments dans le modele. La définition 46 et le théoréme 8 ne nous
donnent toutefois pas la liste des modifications du modele entrainée par la création d’un
noeud d’étranglement. D’importants éléments de réponse a cette question sont apportés
par le lemme suivant :

Lemme 3 Soient (o, ) une carte combinatoire et f = (by,...,b,) une face de cette carte.
Soit f' = (b,b1,...,by) la face défine dans la carte (o', a’) déduite de la carte (o, a) par
lajout du brin b. On a alors :

. ()= b
e o'*(b) est un noeud d’étranglement pour f’.

e or(f') =or(f)+or(b) +4

Preuve:

On a |6*(b1)| > 2, 'ajout d’un nouveau brin, ne pouvant enlever de brins & un noeud,
ona: |[oc™(b1)| > 2 et {b1,—by} C 0™ (b1). De plus :

o'(bp) =b=d'(=by) =b=be ™ (b)
(p’(b) =b = O"(—b) =b=>-be O"*(bl)

Donc, |o"*(b1)| > 4. les cycles étant de taille au plus 4, on a forcément :|o"*(b1)| = 4. De
plus les quatre éléments de o' (by) sont : {b, —b, by, —b,}. On a donc :

U,*(bl) — O',*(b) — O_I*(_b) — o,l*(_bn)

Déterminons & présent le cycle o™ (b1). L’on sait déja que o/(—b) = by et o'(—b,) = b. 11
nous faut donc calculer ¢'(b1) et o’(b). o’ étant bijective on a :

o'(b) & {b1,b} = o'(b) € {—b, —b,}

Sio'(b) = —b, on a:
o?(b) =o'(=b,) =b

ce qui n’est pas possible, car on aurait alors :
a™*(b) = (b, —by,) # o™ (b1).

On a donc ¢'(b) = —b. La bijectivité de ¢’ nous impose alors : o/(b1) = —b,. Le cycle de

b1 est donc égal & :
0" (b1) = o™ (b) = (b, —b, b1, —by)
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On a donc :
#(=b) = o' (b) = —b

Le cyle (—b) définit une face, le brin —b n’appartient donc pas a f’ et 0" (b)|p < 3. De
plus les brins b et b; appartiennent simultanément & f’ et au sommet ¢ (b). On & donc :

0" (0)| = 4 et o™ (b)| € {2,3}
Le sommet o/*(b) est donc bien un sommet d’étranglement.

Nous avons déja établi les égalités suivantes (voir Figure 6.13) :

o™ (b)] = 4
a?(—b ) =-b
o (b) =
On a donc (voir définition 40) :
A, ‘w
— >
-b —bn
V by
Figure 6.13:

Fm(-b) = Fm(o™(-b,)) = S(Fm(o(-b,)) = S2(Fm(-b,))
Le cardinal du cycle |c*(b)| étant égal &4 4 on a :
Fm(-b) = Z?(Fm(—b,)) = Fm(-b,) ' = Lm(b,) (6.2)
La notation Frm(—b,)~! représente ici le déplacement opposé au déplacement Fm(—b,).

On obtient de méme :
m(b;) = Lm(-b) = Fm(b)_1 (6.3)

Or, par définition de 'index de courbure (voir définition 39)

—

r(b) + (Lm(b), Fm(by)) + (S or(bi) + (Lm(bims), Fm(b)))
)

or(f') = o m
+ (Lm(by), Fm(b)) — (Lm(b), Fm(b)

On obtient donc :

or(f) = or(f) +or(t) — (Lm(b) Fm(by)) + (Lmi(by), Fm(b))
+ (Lm(b), Fm(by)) — (Lm(b), Fm(b))
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En tenant compte des équation 6.2 et 6.3 on obtient :

—

or(f') = or(f)+ or(b)/: (Fm(-b), Fm(b)~1) + (Fm(—g)TFm(b))

—

+ (Fm(=b)~1, Fm(b)~1) + (Fm(=b)~1, Fm(b))

or(f') = or(f)+or(b) + (Fm(=b), Fm(b)) — (Fm(b), Fm(-b))

— —

+ (Fm(-b), Fm(b)) — (Fm(-b), Fm(b))

or(f') = or(f) +or(b) — 4(Fm(b), Fm(-b))
Or |o™(b)| = 4 et o(b) = —b donc :
(Fm(b), Fm(-b)) = 1

On a donc :
or(f') = or(f) +or(b) +4

Le lemme 3 va nous permettre de décrire les transformation & apporter au modele lors
de l'insersion d’un sommet d’étranglement. En effet, soit (¢, @),(¢9, @), (¢, @) trois cartes
planaires.

e (¢, @) une carte réduite & une seule aréte, donc telle que : ;(b) = b;¢,(—b) = —b
e (9, ) une carte quelquonque.

e ¢ la composée de ¢y, p, telle que 'on rajoute le brin b dans une face fo = (b1,...,by)
de (¢,, @) de fagon & obtenir la face f3 = (b,b1,...,by).

Soit f; = (—b) 'une des deux cartes de la carte (p;, ). La connaissance de I'orientation
de f; permet de décomposer la création d’un noeud d’étranglement en 2 cas :

Théoréme 9 Awvec les conditions et notations précédentes :

1. Si fi € Fi(p,)

(a) f2 € Fi(p,) = f3 € Fi(p)
(b) fa=fgs = f3=fF

2. Si fr =[5 alors :

fa=1g; et f3 € Fi(p)

Preuve:

Ona:VfeF(p)or(f) e {4 -4}
De plus d’aprés le lemme 3 :

or(f3) = or(f2) + or(b) + 4
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1. Si f1 € Fi(ep,
ona: or(fi) =or(-b)=4= or(b) = -4
Donc :

or(f3) = or(f2)

Les faces fo et f3 ont la méme orientation. Donc, si fo est finie f3 le sera également.
Inversement si fo est infinie, f3 est infinie. On dit dans ce cas que f3 hérite de
Porientation de fs.

2. Slf1: o<13 On a:
’ or(fi) = or(—=b) = -4 = or(b) =4

On a donc :

or(f3) =8+ or(f2)

L’orientation d’une face ne pouvant étre égale qu’a 4 ou —4, on a :

or(f2) = —4= fa=fg et
or(fs) =4= f; € Fi(p)

Ce théoréme et le lemme précédent permettent de déterminer quelles faces devien-
nent finies ou infinies lors de la création d’un noeud d’étranglement. Un représentation
graphique des trois cas du théoréme 9 est donnée figure 6.14.

T | |
N

—b

2

Figure 6.14: Illustration des trois cas du téoréme 9.

Remarque 13 La décomposition de linsertion d’un sommet d’étranglement en trois cas
peut étre obtenue en remarquant qu’une carte posséde une seule face infinie. On a alors :
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e f1 et f3 sont finies.
e f1 est finie et f3 infinie.

o f3 est finie et f1 infinie.

L’information suplémentaire fournie par le théoréme 9 et la possibilité de décider dans
quel cas l’on se trouve en fonction des paramétres des deux cartes 4 combiner.

6.3.2 L’insertion de faces tangentes

Si nous reprenons les notations de la section précédente, I'insertion d’un noeud d’étran-
glement va transformer le noeud (b1, —b,) en (b, —b, b1, —b,) (voir Figure 6.13). Pour un
algorithme de segmentation, cette insertion correspond au cas oi1 I’on a inséré un ensemble
faces et ou on désire ajouter une autre face f; = (—b) tangente & une face déja insérée fo.
Nous supposons implicitement qu’il y a correspondance entre la géométrie et la topologie,
donc que nous avons :

B(Fm(sy)) = Fm(s,g) = Fm(s_) (6.4)

Si ce n’est pas le cas, nous devons inverser le role de b et —b. Nous suposerons dans la
suite de cette section que I’équation 6.4 est vérifiée.

Nous transformons alors ¢ en ¢’ de la fagon suivante :
a'(b)=—-b; o'(=b) =by; o'(=b,) =D (6.5)

La fonction ¢ restant inchangée pour tous les autres brins. La transformation de ¢ est
induite par celle de o.

Les fonctions A et A~! sont alors mises & jour en rajoutant une nouvelle étiquette [
pour la face f; = (=b). On a alors :

N(=b) = 1
X)) = Alba)
AN = b

La mise a jour des fonctions mere et filles nécessite d’utiliser la décomposition en trois
cas définie dans le théoreme 9. Le caractere fini ou infini de f; est testé simplement par le
signe de or(b). La finitude de f2 est supposée connue. De plus I'étiquette de f3 est égal a
celle de fs.

6.3.3 Cas l.a: f; et f, sont finies

Dans ce cas nous savons par le théoréme 9 que fs est finie. Il nous faut alors tester
si fi n’englobe pas des faces qui étaient auparavant incluses dans f5. Il nous faut donc
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I3

fa o

l.a

Figure 6.15: Découpe d’une face finie.

parcourir ’ensemble filles(f2) et tester pour chacune de ces faces la face englobante. Soit
X, [0} 1a liste des faces de filles(fs) incluses dans fi. On met & jour les fonctions
¥1 Pn J

d’inclusion de la facon suivante :

mere(f°) = fi Vie{l,...,n}

filles(\(—b)) {fed, -, [}
filles(\(b)) filles(A(b)) — {f,---, [}

Il est intéressant de remarquer que si le segment s, & une longueur inférieure & 12 on
peut étre certain que Ry ne peut inclure d’autres régions. Dans ce cas 'on n’a pas a
tester filles(f2). Cette remarque permet de limiter le nombre de tests d’inclusion. Ceci est
particulierement utile dans le cas d’images trés bruitées ou de nombreuses régions d’un
pixel sont rajoutées.

6.3.4 Cas 1.b: f; est finie et f, infinie

1.b

Figure 6.16: Découpe d’une face infinie.

Dans ce cas la nouvelle face f3 est également infinie. La face finie f; peut englober
des faces précédement englobées par la mere de fy. Soient { PP g } Pensemble des
faces incluses dans f; et m la meére de la face fo (m = meére(A\(b;))). On met & jour les
fonctions mere, filles de la facon suivante :

mere(f°) = fivie{l,...,n}
filles(A(=b)) = {fo%,-- . foo}
filles(m) = filles(m) — {f,..., oo}
Comme dans le cas 1.a, on peut assurer que 'ensemble {27, ..., fo° } est vide si la longueur

du segment est inférieure ou égale a 12.
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6.3.5 Cas 2 : f; est infinie

f

2

Figure 6.17: Création d’une nouvelle face infinie.

Nous savons grace au théoreme 9 que fo était forcément infinie et que f3 est une face
finie. Ce cas correspond & la supression d’une face infinie f5 et & la création d’une nouvelle
face infinie fi. Ceci se traduit dans la mise & jour des fonctions meére et filles de la facon
suivante.

Soient

e m = mere(A(by))

o {f32, ..., foo} les faces infinies contenues dans filles(m) et inclues dans f3.
ona:
mere(A(=b)) = m
mere(A(b)) = NULL
mere(f2°) = Mb)Vie{l,...,n}
filles(\(b)) = {fos--for}
filles(m) = filles(m) U{A(=b)} — {A (), fo5,---» foo}

Le positionement de meére(\(b)) & NULL signifie que A(b) n’a pas de mére. C’est donc
une face finie. Cette fois ci, la face A\(b) ne peut contenir de faces incluses si la longueur
du segment s, est inférieure ou égale & 16.

6.4 Effacement de segments

6.4.1 Introduction

Nous avons vu dans la section précédente un ensemble de méthodes permettant de modifier
une partition en rafinant des régions déja créées. Une autre facon de modifier la partition
d’une image, consiste & supprimer des segments de la structure de données. La suppression
de segments peut étre utilisée pour fusionner un ensemble de régions ou pour supprimer une
région existante. La suppression d’un segment doit preserver la cohérence de la structure
de données (voir définition 43), et donc ne pas créer d’arétes pendantes.
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6.4.2 L’algorithme SUPPRESS EDGE

Soit sp un segment dont les moeuds extrémités n et n' sont respectivement associés aux
sommets o*(b) et o*(—b). La suppression de s, décroit de 1 le cardinal des noeuds n et n’
si ils sont différents et de 2 §’ils sont égaux. La suppression du segment s crée donc une
structure inconsistante dans deux cas :

Sin et n' sont différents et si 'un des deux est un noeud artificiel. Supposons que n soit
artificiel, dans ce cas la suppression de l'aréte (b, —b) crée 'aréte pendante (o(b), —o(b)).
Afin de preserver la cohérence de la structure de données nous ne supprimons donc que
les segments dont les extrémitées ne sont pas des noeuds artificiels. La validation de cette
précondition impose un pré-traitement pour étendre le segment (voir section 6.2 et Fi-
gure 6.19-a).

La structure de données peut également devenir inconsistante aprés la suppression de
sp si n et n' représentent le méme noeud de cardinal 3. Dans ce cas, 1'on a :

0" ()| =3 et (o?(b) = —b ou 0*(=b) = b)

Supposons, par exemple, que le noeud 7 soit associé au sommet o*(b) = (b, o(b), —b). Alors
la suppression de 1’aréte (b, —b) crée I’aréte pendante (o(b), —o(b)). Pour éviter les arétes
pendantes I'aréte (o(b), —o (b)) doit étre effacé avant I’aréte (b, —b) (voir Figure 6.19-b).
Ces traitements sont résumés dans l'algorithme SUPPRESS EDGE défini dans la figure 6.18.

SUPPRESS_EDGE(brin b)

{

Traitements preliminaires

si(|o*(b) |=2 ou | 6*(-=b) |=2) alors
etendre s

si(o?(b) = —b et |o*(b) |[=3 ) alors
SUPPRESS EDGE (o (b))

si(o*(=b)=b et |o*(d) |=
SUPPRESS _EDGE (o(—b))

Fin des pretraitements

Enlever effectivement (b, —b)

3 ) alors

Figure 6.18: L’algorithme SUPPRESS_EDGE enléve l’aréte (b, —b). Pour éviter des arétes pendantes
des traitements préliminaires peuvent étre effectués.

Proposition 7 L’ algorithme SUPPRES EDGE g une récursivité d’au plus un.

Preuve:

Soit b le brin passé en argument de SUPPRESS_EDGE. Supposons que o2(b) = —b et
o*(b)| = 3. L’algorithme SUPPRESS_EDGE a une récursivité plus grande que un si et seule-
g g
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o(b) by
< - =
b —b
(a) (b) (c)
—»=b —» =t
b ? ' b f '
_ = — |
(d) (e) ()
(a) Configuration initiale
° Noeuds

— - Segments traités

Figure 6.19: Cette figure montre le déroulement de l’algorithme SUPPRESS_EDGE sur une configu-
ration particuliére. L’algorithme est lancé sur laréte (b, —b).

ment si :
o?(—o(b)) = o(b) ou a®(b) = —o(b)
On a alors :
o*(=a(0) = o) (o*(@(®)=3) | o*(®) = -ob) (lo*(d)=3)
—a(b) = o*(b) (o*(b) = —b) b = —o(b)
—o(b) = —b —b = o(b) (=b = o2(b))
o(b) b o(b) = b

Puisque (b, —b) n’est pas une aréte pendante et que ’extension du segment ne produit pas
d’arétes pendantes on a : o(b) # b. Donc la récursivité de I’algorithme est au plus d’un. O

Remarque 14 1 est également possible de supprimer le test o*(b) = 3 dans l’algorithme
SUPPRESS_EDGE. Dans ce cas l’algorithme supprimera également des arétes de connezion
inutiles pour un partitionnement. On peut montrer que cette nouvelle version de [’algo-
rithme a également une récursivité d’au plus un.

L’algorithme SUPPRESS EDGE préserve la cohérence de la structure de données puisqu’il
supprime effectivement une aréte que si les deux sommets extrémités ont un cardinal nul
ou au moins égal a 2 aprés la suppression. Nous allons & présent présenter les modifi-
cations de la structure de données induites par la suppression effective d’une aréte. Les
méthodes que nous allons présenter permettent de réaliser la derniére ligne de I'algorithme
SUPPRESS_EDGE, elles doivent donc étre utilisées en conjonction avec celui-ci.
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6.4.3 Suppression effective de segments

Nous allons dans cette section étudier I'effacement effectif d’un segment s, ;). Les noeuds
extrémités sont notés m et n'. Le noeud n est associé au sommet o*(b) tandis que le
noeud n' est associé au sommet o*(—b). Dans tous les algorithmes présentés dans cette
section nous supposerons que l'ordre d’effacement effectif du segment viens de I’algorithme
SUPPRESS EDGE. L’effacement du segment conservera donc la cohérence de la structure de
données.

6.4.3.1 Cas:n=n'et |oc*(b)| =2

Si nous avons n = n' alors le sommet associé & n contient les brins b et —b. Puisque
Palgorithme SUPPRESS_EDGE nous & autorisé & effacé le brin b, le noeud n aura un cardinal
égal & 0 ou 2 aprés 'effacement. Le noeud n & donc un cardinal égal & 2 ou 4.

Si le cardinal de n est égal a 2 sont rang deviendra égal & 0 aprés la suppression et
n est supprimé. Dans ce cas nous avons o(b) = —b et o(—b) = b. Donc nous pouvons
simplement enlever le cycle (b, —b) de la structure de données en libérant les entrées b et
—b du tableau 0. Le noeud n est également libéré. Supposons que A\(b) est la face finie et
A(—b) la face infinie. La relation d’inclusion se met alors & jour de la fagon suivante :

filles'(mere(\(—b)))
mere'(])

filles(mere)(—b)) U filles(A(b)) — {\(—b)}
mére(A(—b)), Vi € filles(A(b))

6.4.3.2 Cas:n=n'et|oc"(b)| =4

Si le cardinal de n est égal & 4. Les brins b et —b sont ou ne sont pas consécutifs dans le
cycle o*(b).

Si b et —b sont consécutifs dans o*(b). Alors le sommet o*(b) est un sommet d’étran-
glement (voir définition 46 et proposition 6). Si nous reprenons les notations du lemme 3
le cycle o*(b) s’ écrit :

a* (b) = (ba _ba b17 _bn)

Nous avons déja o(b1) = —by,. Les modifications & apporter a la permutation o se limitent
donc & (voir Figure 6.13) :

o'(—by) = by

De plus nous avons, ¢(b,) = b, donc A(b,) = A(b). Si A~1(A(b)) est égal & b il suffit de
positionner A~ (A(b)) & by,. La mise & jour des relations d’inclusions nécessite d’utiliser la
décomposition en trois cas définie dans la remarque 13.

e Si A(b) et A(—b) sont des faces finies (cas 1.a, voir Figure 6.15).
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On libere Iétiquette A(—b). Si A~1(A(b)) = b on positionne A~1(A(b)) & ¢(b). On met
ensuite & jour les relations d’inclusions de la fagon suivante :
filles'(A\(b)) = filles(A\(b)) U filles(\(—b))
mere’([) = A(b), VI € filles(A(—b))
e Si A\(b) est infinie et A(—b) est finie (cas 1.b, voir Figure 6.16).

On supprime & nouveau A(—b) de la structure de données. On repositionne également
A" H(A(B)) si A1(A(b)) = b. On met ensuite & jour les relations d’inclusions :

filles'(mére(\(b))) = filles(meére(A(b))) U filles(A(—b))
mere’([) = meére(A(b)), VI € filles(A(-b))
e Si A\(b) est finie et A\(—b) infinie (cas 2, voir Figure 6.17).
L’étiquette A(—b) n’est pas libéré mais affecté au cycle de A(b). On a donc :
Vo' € o*(b) A(b') = A\(-b)
De plus si A~1(A(—b)) est égal & —b, on positionne A~1(\(b)) & ¢(b). On libére alors
Pétiquette A(b). Les relations d’inclusions se mettent & jour de la fagon suivante :

filles'(mére(\(—b))) = filles(mere(\(—b))) U filles(\(b))
mere' (1) = mere(A(-b)), VI € filles(A(b))

Si [0*(b)| = 4 et b et —b ne sont pas consécutifs dans o*(b). Ce cas est représenté
sur la figure 6.20. La supression de 1’aréte (b, —b) va supprimer une face finie et modifier le
cycle de la face infinie. Supposons que ¢*(b) correspond & la face finie et p*(—b) a la face
infinie. Les brins appartenant au cycle de ¢*(b), vont devenir des brins de la face infinie
A(=b). On parcourt donc, le cycle ¢*(b) afin de ré-étiqueter ses brins & A(—b). La mise
a jour de la permutation o et de la fonction A~! est alors effectué grace aux affectations
suivantes :

On libere ensuite I’étiquette A(b) et on met & jour les relations d’inclusions :

filles'(m) = filles(m) U filles(\(b))

mere/(l) = m, Vi€ filles(A(b)) } avec m = meére(A(~b))

6.4.3.3 Cas:n#n'

Supposons a présent que n # n'. La suppression de (b, —b) dans la structure de données
va modifier la permutation ¢ de la fagon suivante :

o' (07 (B) = a(b) ; (07 (=b) = a(-b)

La mise a jour des relations d’inclusions peut étre décomposée en deux cas selon que
laréte (b, —b) est ou non une aréte de connexion (voir définition 45).
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.
]

Figure 6.20: Les brins b et —b ne sont pas consécutifs dans o*(b).

Al
\ &d

Si l’aréte (b,—b) est une aréte de connexion. La suppression de laréte (b, —b)
découpe le cycle ¢*(b) en deux cycles ¢*(a(b)) et ¢"™*(o(—b))-

b) o(b)
.

loo

Figure 6.21: L’aréte (b, —b) connecte une face d sa mére.

Si A(b) est une face finie, alors (b, —b) connecte une face mére & une de ses filles
(voir Figure 6.21). Apres la suppression de (b, —b) la face mere est égale & ¢™*(o(b)) ou
¢"*(o(=b)). La détermination de la face meére se fait grace a I'index de courbure (voir
définition 39). Supposons que la face d’index de courbure positif soit ¢ (o (b)). Dans ce
cas @™ (a(b)) est une face finie et les brins de la face ¢"*(o(—b)) sont indexés avec une
nouvelle étiquette [,,. Cette étiquette correspond & la nouvelle face infinie. Les relations
d’inclusions sont mises a jour de la fagon suivante :

filles'(\(b)) = filles(A\(d)) U {lxo}

méll‘e’(loo) = A(b)
ATTO0) = o)
A M) = o(-b)

Si A(b) est une face infinie, alors (b, —b) connecte deux faces de méme meére (voir
Figure 6.22).

Les deux cycles ¢"*(a(b)) et ¢"™*(o(—b)) définissent des faces infinies. Les brins appar-
tenant & @™ (o (b)) restent arbitrairement étiquetés avec A(b) tandis que les brins du cycle
©*(0(—b)) sont associés & la nouvelle étiquette /.. Les relations d’inclusions sont alors
mises & jour de la facon suivante :

filles'(mére(\(b))) = filles(mere(A(b))) U {lo}
mérl'e’(loo) = mere(A(b))

A A0) = o(b)

AH(D) = o(-b)
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b —b
s® a(=b)
o(® o(~b)
—
A A(b) loo

Figure 6.22: Dans ce cas Uaréte (b, —b) connecte deux faces soeurs.

Si ’aréte (b, —b) n’est pas une aréte de connexion. La suppression de (b, —b) induit
la suppression d’une face finie. Dans ce cas les cycles ¢*(b) et ¢*(—b) sont fusionnés. Nous
distinguons & nouveau deux sous-cas en fonction du caractére finie ou infinie des cycles

¢ (b) et ©*(=b).

a(b) o(b)

o(=b) (~b)

Figure 6.23: L’aréte (b, —b) est partagée par deux faces finies.

Si A(b) et A(—b) sont deux faces finies, la suppression de 'aréte (b, —b) étend la région
associée a une des deux faces en la fusionnant a la région associé a ’autre face. Supposons,
par exemple que nous étendions la région associé & létiquette A(b). Dans ce cas, la face
A(—0) est libérée et I'on obtient une nouvelle région associé a A(b) et de domaine I'union
des domaines des deux régions. Nous changeons, donc les étiquettes des brins du cyle
©*(—b) en les affectant & A(b) et les filles de A(—b) deviennent les filles de A(b). Ceci se
traduit par les équations suivantes :

A() = Ab) V' € " (A1 (A(-D)))
XTHAGB) = o)

filles'(\(b)) = filles(\(b)) U filles(\(—b))
mere'(l) = A(d); Vi€ filles(\(—b))

Si une des face A(—b) ou A(b) est infinie. Nous utilisons la fonction mére pour déterminer
la face infinie. Supposons que A(b) soit infinie et A(—b) finie. La face A\(—b) sera supprimée
de la structure de données et les brins de ¢*(—b) seront ré-étiquetés avec A(b). Soit m 13
mere de la face A(b). La structure de données est mise & jour comme suit :

filles'(m) = filles(m) U filles(\(=b))
mere'(l) = m, Vi€ filles(A(-b))
AYA®) = a(b)
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Figure 6.24: L’aréte (b, —b) sépare une face finie et une face infinie.

6.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une struture de données permettant de représenter la
partition d’une image en régions. Afin de pouvoir intégrer des algorithmes de segmentation
a cette structure de données nous avons complété les méthodes d’insertion de segments
définies par J.P Domenger [Dom92] et défini un ensemble de méthodes permettant la
suppression de segments dans la structure de données. Ces deux fonctionalités : insertion et
suppression de segments, permettent de découper ou de fusionner un ensemble de régions
et sont donc & la base des algorithmes de segmentation (voir chapitre 5). Nous allons
dans le chapitre suivant présenter un ensemble de méthodes de segmentation utilisant ce
modele ainsi que plusieurs fonctionalités permettant de définir facilement des algorithmes

de segmentation & I'aide de cette structure de données.
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Chapitre 7

Utilisation du modele pour la
segmentation

7.1 Architecture de ’application

L’application que nous avons développée se compose d’un noyau codant le modeéle de
contour décrit dans le chapitre précédent et d’un ensemble d’applications structurées en
couches autour du noyau (Voir Figure 7.1).

Interface

Segmentation

Figure 7.1: Structure de l’application.

La couche “noyau” gere la structure de données décrite dans la section 6.1. Elle gere
également les insertions et suppressions de segments ( voir sections 6.2, 6.3 et 6.4).

Un certain nombre de fonctionnalités ont été prévues dans et autour du noyau afin

de faciliter la conception et le développement d’algorithmes de segmentation. Nous allons
étudier ces fonctionnalités en précisant les conventions et notations utilisées dans notre
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application.

7.1.1 La couche “découpe”

Les algorithmes de découpe prennent une face f en parametre et retournent un ensemble
de faces correspondant & la découpe de la région R;. Un algorithme de découpe se décom-
pose en trois phases : initialisation de 1’algorithme de découpe, génération des segments,
fermeture de I'algorithme.

7.1.1.1 Initialisation de P’algorithme de découpe

Cette premiere étape consiste a extraire un ensemble d’attributs de la région R;. On
peut par exemple calculer le multi-ensemble associé & la région, la couleur moyenne de la
région ou tout autre parametre utile & la segmentation. Cette opération est réalisée grace
a la fonction du noyau : contour_set_apply_function. Cette fonction prend une fonction
fournie par I'utilisateur en paramétre et I’applique & I’ensemble des pixels de la région R;.

7.1.1.2 L’algorithme de découpe

Cette étape utilise les parametres définis a I’étape précédente pour générer un ensemble de
segments partitionant la région R;. Si les parametres issus de I’étape d’initialisation per-
mettent de définir une partition implicite de la région Ry une fonctionnalité du noyau per-

met de générer automatiquement ’ensemble des segments correspondant & cette partition.
Cette fonctionnalité est réalisée grace a la fonction contour_set_set_same_cluster_criterion.
Cette fonction utilise une fonction booléenne fournie par I'utilisateur. Cette fonction boo-
léenne prend en parametre la position et la couleur de deux pixels adjacents et renvoie un
booléen indiquant si les deux pixels appartiennent ou non & la méme région. L’ensemble

des segments est donc généré automatiquement a partir de cette fonction.

7.1.1.3 Fermeture d’un algorithme de découpe

Cette étape permet de libérer I’ensemble des données allouées lors de I’étape d’initialisa-
tion. En effet, les données devant étre utilisées lors de ’étape de découpe proprement dite,
ne peuvent étre libérées en fin d’initialisation. L’étape de fermeture qui suit la génération
des segments correspondant & la partition implicite de Ry permet de libérer ces données.

7.1.1.4 Conclusion

Les algorithmes de découpe se décomposent donc généralement en trois parties. Cette
décomposition et les fonctionnalités du logiciel qui I'accompagnent s’adaptent particulie-
rement bien aux algorithmes de découpe basés sur une partition du multi-ensemble. Dans
ce cas l'on dira que deux pixels appartiennent & des régions différentes si leurs couleurs
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appartiennent & des multi-ensembles différents. Notre expérience nous a montré que I’en-
semble des fonctionnalités fournies par le logiciel permettent d’intégrer un algorithme de
découpe globale (voir chapitre 5) en quelques heures voire quelques minutes. Les fonctions
du noyau contour_set_memorize_inserted _faces et contour_set_give_inserted_faces
permettent alors d’obtenir ’ensemble des faces créées par un algorithme de découpe.

7.1.2 La couche “fusion”

Les algorithmes de fusion travaillent sur un ensemble de faces {f1,...,fn}. A chaque
étape d’un algorithme de fusion deux faces f; et f; sont fusionnées. Dans sa forme la plus
générale I'algorithme de fusion impose qu’au moins une des deux faces f; ou f; appartienne
a{fi,..., fn} Généralement les fusions sont restreintes a 'ensemble {f1,..., f,}. Les deux
faces f; et f; appartiennent dans ce cas a {fi,..., fn}. Nous verrons dans la section 7.4
Pintérét de cette généralisation. Les algorithmes de fusion utilisent deux types de voisinage
définis & partir des cartes planaires :

Définition 47 Soit deux faces fi1 et fo d’étiquettes Iy et la, on dira que f1 est un voisin
extérieur de fy si et seulement si :

e (A ) / —be " (A Hh))

La relation de voisinage extérieur notée Ry permet de définir le voisinage exterieur
d’une face f. Ce voisinage noté Veyt est défini par :

Vezt(f):{flej:/fl Rext f}

Autrement dit, deux faces sont voisines extérieures si elles partagent une aréte (b, —b). Un
exemple de voisinage extérieur est représenté sur la figure 7.2.

- : Voisins extérieurs de f.

Figure 7.2: Un exemple de voisinage extérieur.

La définition 47 ne permet pas de tenir compte des faces incluses. Ainsi dans ’exemple
de la figure 7.2 aucune des faces définissant le carré inclu dans la face f n’est voisine de f.
La définition suivante généralise la notion de voisinage et permet de résoudre ce probleme.

Définition 48 Soit deux faces f1 et fo appartenant & deuz cartes (p1,01) et (¢q,a2), f1
sera dit voisin de fo si et seulement si :

o (p1,a1) = (g, a2) et f1 est un voisin extérieur de fo ou
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e f1 est un voisin extérieur de f&‘; et mére(f&"l) = f9 ou

e fo est un voisin extérieur de f&‘; et mére(f(z"z) = f1.

Le voisinage d’une face f induit par cette relation sera appelé le voisinage général de f et
noté Vy(f). La relation associée est notée Ry .

Le voisinage général d’une face f est donc égal & son voisinage extérieur auquel on
rajoute ’ensemble des voisinages extérieurs de ses filles. Le voisinage extérieur et le voi-
sinage général sont obtenus grace aux fonctions contour_set_complete face_adjacence
et contour_set_give_included faces.

Un exemple de voisinage général est représenté sur la figure 7.3.

- : Voisins de f.

Figure 7.3: Une exemple de voisinage général.

Remarque 15 Les voisinages extérieurs et généralisés ne suffisent pas a euzx seul a dé-
finir une topologie sur F. Toutefois, si nous associons d chaque face f, les ensembles
d’ensemble :

Bezt(f) = {{f}a{Wf U{f} avec Vf, € Wf f, Rext f}}
Bo(f) = {{rH{WyU{f}t avecVf' € Wy f' Ry f}}

nous définissons deuzr ensembles de wvoisinages fondamentauz, induisant deux topologies
sur f. On a alors :

VU € Bet(f) U—{f} C Vexr(f)
VfE]:{VUEBg(tf) v-{1} ¢ U

Les voisinages extérieurs et généralisés sont en quelque sorte les plus gros voisinages de
leurs topologies respectives.

Si nous désignons par S(fi, f2) un critéere de similarité entre les faces fi et fo (voir sec-
tion 5.2.3) et par V(f) le voisinage (extérieur ou généralisé) d’une face f le schéma général
d’un algorithme de fusion est donné par 1’algorithme 7.4.

L’algorithme fusionne deux_faces mentionné dans I’algorithme fusion (voir Figure 7.4)

réalise la fusion effective des faces f et f’ en enlevant les segments qui définissent la fron-
tiere entre les régions Ry et Ry. Si V(f) désigne le voisinage général de f, ces segments
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fusion(liste de faces L)
{
faire
{
trouver f et f' telles que
S(f, ) = MznfleLMznﬁEV(ﬁ)S(fl:f2)
si(S(f, f') > e
terminer 1’algorithme
fU[f' = fusionne deux_faces(f, f')
enlever f et f' de L
inserer fU f’ dans L
}
tant que (vrai)
}

Figure 7.4: Schéma général d’un algorithme de fusion.

correspondent aux brins b tels que :

A(b) =1let A(—=b) =1 ou
A(b) =1 et mere(A(—b)) =1' ou (7.1)
A(b) =" et mere(A(—b)) =1

ou [ et I’ correspondent aux étiquettes des faces f et f'.

Une fonctionnalité de notre logiciel permet de déterminer cet ensemble de brins. Ceux-
ci sont ensuite supprimés grace aux méthodes vues dans la section 6.4. Si f et f' sont les
deux faces fusionnées, 1’étiquette de la face correspondant & la nouvelle région Ry U Ry se
déduit trés facilement des étiquettes de f et f' grace & la proposition suivante.

Proposition 8 Soit deuz faces finies et voisines d’étiquettes | et I'. La suppression des
brins vérifiant l’équation 7.1 crée une nouvelle face finie d’étiquette " avec :

" c {l,l,}

De plus, si 1" =1 alors

e so0it I' ne correspond plus a un cycle de @, on dit dans ce cas qu’il est indéfini,

e soit I’ correspond au cycle d’une face infinie, on dit dans ce cas qu’il est infini.

Inversement, nous dirons que 1" est fini et défini.

Cette proposition se vérifie facilement en examinant la mise & jour de la fonction A
lors des effacements de brins détaillés dans la section 6.4. On constate en effet que chaque
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fois que la suppression d’un brin implique la fusion de deux faces 1’étiquette de la nouvelle
face est égale & une des étiquettes des deux faces fusionnées.

L’étiquette de la nouvelle face est donc calculé rapidement en déterminant la face
d’étiquette infini ou indéfini parmis les deux faces fusionnées.

Remarque 16 Cette proposition s’étend trés facilement par récurrence a la fusion d’un
ensemble de faces finies d’étiquettes {l1,...,l,}. Dans ce cas seule une des étiquettes [;
reste définie et finie.

Du fait de la définition des voisinages extérieur et général, nous avons la propriété
suivante :

V(f,fYeF* feV(f)e fleV(f)

ou V(f) désigne le voisinage général ou extérieur de la face f.

Bien qu’intellectuellement satisfaisante cette symétrie des voisinages présente un in-
convénient pour les algorithmes de fusions. En effet si I’algorithme de fusion est lancé sur
Vensemble L = {f1, fo,..., fn} et si fi € V(f2) le couple fi, fo sera considéré deux fois.
Une fois lorsque I'on consideérera les voisins de f; et une autre fois lorsque 1’on déterminera
les voisins de fs. On peut remédier & ce probléme en considérant la définition de voisinage
suivante :

Définition 49 Soient deuz faces fi et fo d’étiquettes l1 et lo, on dira que f1 est le voisin
restreint de fo si et seulement si :

b>0et —be p* (A 1))
Fbep* (A1) / { ou
mere(A(—b)) = A(l2)

Le voisinage restreint d’une face f est noté Vyes(f)

Un exemple de voisinage restreint est représenté sur la figure 7.5.

- Voisinage restreint de f.

Figure 7.5: Un exemple de voisinage restreint.

On vérifie facilement que le voisinage restreint d’une face f vérifie les propriétés sui-

vante :
Vf eF fl € Vres(f) = f ¢ Vres(fl)
Vf,f’e]- ngf, <~ fle‘/;"es(f)oufevres(fl)
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La propriété 7.1.2 nous assure qu’'un algorithme de fusion utilisant le voisinage restreint
n’envisagera pas deux fois le méme couple de faces. La propriété 7.1.2 permet d’assurer
qu’un algorithme de fusion avec voisinage restreint se restreignant & des fusions dans
{f1,-.-, fn} examinera tous les couples de faces (f;, f;) tels que f; Ry f;. En effet, si 'on
a fi Ry fj on a alors f; € Vies(fj) ou fj € Vies(fi) le couple (f;, f;) sera donc examiné
lors de I’évaluation des voisins restreints de f; ou de f;. Cet algorithme obtiendra donc
les méme résultat qu’avec le voisinage général tout en examinant chaque couple (f;, f;)
vérifiant f; R, f; une fois et une seule. En revanche si I’on ne restreint pas les fusions a
{f1,-.., fn} Palgorithme ne considérera pas les faces f vérifiant la propriété suivante:

Fe{l,....,n} ]/ fi € Vies(f)
et

Vie{l,...,n} f&Vres(fj)

Ceci peut amener ’algorithme de fusion & conserver des faces non significatives, qui ne
pourront étre fusionnées avec aucune des faces {f1,..., fn}. Une telle face sera considérée
si I’algorithme de fusion utilise le voisinage général.

7.1.3 La couche “segmentation”

Dans le contexte de notre application les algorithmes de segmentation désignent des algo-
rithmes de plus haut niveau que les algorithmes de découpe ou de fusion. Un algorithme
de découpe se limite & générer un ensemble de faces & partir d’'une face passée en para-
metre. Inversement, un algorithme de fusion fusionne un ensemble de faces {f1,..., fn}
pour générer p faces avec p < n. Par contre un algorithme de segmentation a pour objec-
tif d’enchainer de facon adaptative une suite de découpe et/ou de fusions. Par exemple,
un algorithme de division récursive (voir chapitre 5) peut étre considéré comme un al-
gorithme de segmentation puisqu’il a pour objectif d’enchainer de facon récursive une
suite de découpes. Un algorithme de segmentation doit étre capable de sélectionner les
faces & découper ou fusionner ainsi que de choisir les algorithmes de découpe ou de fusion
les mieux adaptés. La plupart des algorithmes de segmentation existant utilisent un seul
type d’algorithme de division et de fusion. Notre structure de données permet par sa sou-
plesse d’utiliser plusieurs algorithmes de découpe et fusion permettant de s’adapter aux
différentes situations. Ce “pilotage” des algorithmes de découpe ou de fusion peut étre
effectué par la couche segmentation ou directement par I'utilisateur a partir de la couche
“interface”.

7.1.4 La couche “interface”

La couche interface permet de diriger les algorithmes de segmentation, de découpe et de
fusion. On peut, par exemple, désigner interactivement une région de I’image, la segmenter,
la fusionner avec une région adjacente, supprimer un ensemble de faces, etc. L’intérét
de cette couche est double. Tout d’abord le fait de diriger la segmentation permet de
concentrer les algorithmes de segmentation sur les régions intéressantes pour I'utilisateur.
Ceci permet un gain de temps appréciable sur de grosses images. De plus, la fusion et la
découpe interactive des faces permettent & 1'utilisateur d’obtenir la segmentation désirée.
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En effet, pour une méme image deux utilisateurs différents peuvent s’intéresser & des détails
différents et un algorithme de segmentation fournissant tous les détails suceptibles d’étre
demandés par les utilisateurs produira obligatoirement une sur-segmentation. Editer une
image sur-segmentée pour enlever les détails non désirés est un travail fastidieux. Notre
application permet de réduire ou de supprimer cette étape.

7.1.5 Attributs attachés a une face et un segment

L’ensemble des attributs affectés aux régions d’une image peut se décomposer en trois
grandes catégories (voir [CP95] pour plus de détails) :

e Les attributs géométriques de la région (périmetre, courbures, surface, parallélo-
grame englobant, ...).

e Les attributs du multi-ensemble associé a la région (moyenne, variance, texture, ... ).

e Les attributs faisant intervenir la valeur et la position des pixels (gradient moyen le
long d’un segment, courbure surfacique d’une région, ...).

Les attributs géométriques sont souvent utilisés dans des étapes postérieures a la segmen-
tation pour reconnaitre des régions de forme caractéristique. Les informations de surface
et de courbure peuvent étre utilisées pour identifier une région, par exemple la région
correspondant au coeur sur une image IRM.

Les attributs du multi-ensemble associé 4 une région sont utilisés pour la reconnaissance
de forme et pour la segmentation. On peut par exemple chercher une région correspondant
a un objet de couleur caractéristique, fusionner deux régions de couleur moyenne proche
ou découper une région si son erreur quadratique est trop importante.

Les attributs faisant intervenir les valeurs des pixels et leurs positions sont souvent
utilisés pour la segmentation. Le gradient moyen le long d’un segment peut par exemple
étre utilisé pour fusionner des régions possédant un faible gradient le long de leurs fron-
tiéres communes (voir par exemple Beveridge [BGK™89] section 5.2.3.2, ou Brice et Fen-
nema [BF70] section 5.2.3.3).

L’ensemble des attributs pouvant étre attachés & une région ou a un segment est donc
trés important. Chaque application sélectionne un ensemble d’attributs en fonction de ses
objectifs. Nous avons donc attaché aux régions et segments les attributs les plus couram-
ment utilisés tout en prévoyant des fonctionnalités permettant de calculer facilement les
attributs d’une région ou d’un segment.

Les attributs attachés & une région sont les moments M,, M,, M, du multi-ensemble
associé a la région. Le moment M, permet de connaitre le nombre de pixels de la région.
Les moments d’ordre un et deux permettent de calculer la couleur moyenne, la variance
ou lerreur quadratique du multi-ensemble associé & une région (voir définitions 3 et 4).
Soit (C’Rf, fRf) le multi-ensemble associé a la région Ry, afin de simplifier les notations
nous adopterons les conventions suivantes.
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e Les moments M;((Cry, fr,)) de la région Ry seront notés M;(Ry).
e La couleur moyenne de la région x((Cr,, fr,)) sera notée u(Ry)

o L'erreur quadratique SE((Cr;,, fr,)) sera notée SE(R;)
Les attributs attachés a un segment sont :

e Sa longueur définie par le nombre de déplacements du segment (nombre de points
du segment moins un). La longueur d’un segment s est notée |s|.

e La somme des distances entre les couleurs des pixels de part et d’autre du segment.
Cette somme de distances entre couleurs peut se formaliser comme suit :

Définition 50 Soit s un segment défini par un point Py et une suite de déplacements
(do,---,dyp). On défini la suite de points (Py, Py, ..., P,y1) telle que P;y1 est le voisin de
P; dans la direction d;. A chaque couple (P;,d;) correspondent deuz pizels C'Z-l, C’f demi-
voisins de P; et P,y1 (voir Figure 7.6). Les suites (C§,...,CL) et (CZ,...,C2) permettent
de définir le gradient d’un segment de la facon suivante :

grad(s) = 3" d(I(C}). 1(C2))

=1

ot I(Cij) représente la valeur du pizel Cij et d(.,.) la distance euclidienne définie dans le
multi-ensemble associé a l'image.

Pn+1

cl
dg dq 8

Py | P1 P; Pig—
(o

Figure 7.6: Calcul de la somme des distances entre les pizels de part et d’autre du segment.

Le gradient d’un segment et sa longueur permettent de calculer son gradient moyen défini
par :
— rad(s
grad(s) = 9|7|()
S

Afin de limiter le nombre de calculs, les attributs d’un segment ou d’une région ne
sont calculés qu’en réponse a une requéte explicite de I'utilisateur ou d’un algorithme.
L’attribut résultant de ce calcul est alors conservé dans la face ou le segment afin d’éviter
une redondance de calcul lors des prochaines requétes. Cependant si un segment ou une
région conservant des attributs déja calculés est découpé, les attributs des nouvelles régions
ou des nouveaux segments engendrés ne seront calculés qu’a la suite d’une requéte. En
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revanche la concaténation de deux segments (voir section 6.2) ou la fusion de deux régions
(voir section 7.1.2) entraine une mise & jour immédiate des attributs si ceux-ci avaient déja
été calculés.

Si nous désignons par s; et so les deux segments concaténés et par s; @ s le segment
résultant, on a :
|s1 @ so| = |s1] + |s2]
grad(si1 @ s2) = grad(s1) + grad(ss)

De méme, si Ry, désigne la région résultant de la fusion des régions Ry, et Ry, on a :
Vi €{0,1,2} M;(Rpuyp,) = Mi(Rp,) + Mi(Ry,)

Ce dernier résultat correspond & la transcription de la proposition 1 avec nos nouvelles
notations.

La mise a jour des attributs des segments et des régions est donc extrémement rapide.
Cette mise & jour est effectuée seulement si les attributs des deux segments concaténés ou
des deux faces fusionnées sont valides. Dans le cas contraire, si un des deux segments ou
une des deux faces posséde des attributs invalides, les attributs du segment ou de la face
résultante seront également marqués invalides.

Les attributs que nous avons attachés aux faces et segments ne permettent d’obtenir
qu’un nombre restreint d’attributs. Si I'utilisateur désire calculer ses propres attributs de
région ou de segment il peut :

e Passer une fonction au noyau qui sera appliquée & tous les pixels d’une face (voir
contour_set_apply_function section 7.1.1)

e Obtenir I’ensemble des points composant un segment.

Ces deux fonctionnalités permettent & ’utilisateur de calculer facilement ses propres at-
tributs de segments ou de régions.

7.2 Algorithme de découpe

Notre algorithme de découpe utilise la décomposition en trois phases décrite dans la sec-
tion 7.1.1. Il est basé sur ’algorithme de quantification découpe_fusion vu dans la sec-
tion 3.8. Cet algorithme réalise une partition uniforme du multi-ensemle (Cr,, fr,) associé
a la région R puis fusionne ces multi-ensembles pour obtenir les K multi-ensembles finaux.

7.2.1 Choix du cardinal de la partition

Dans le cadre de la quantification la valeur K est fixée par I'utilisateur. En revanche pour
un algorithme de segmentation cette valeur doit étre déterminée automatiquement. Intui-
tivement la valeur optimum de K est la valeur nous permettant de générer le plus grand
nombre de régions valides, une région valide étant une région uniforme de taille maximale

157



UTILISATION DU MODELE POUR LA SEGMENTATION

(voir définition 22). Chaque multi-ensemble formant la partition induit la création de une
ou plusieurs régions, donc si nous augmentons le nombre de multi-ensembles finaux K
nous augmentons le nombre de régions. En revanche, plus nous augmentons le nombre
de multi-ensembles, plus nous augmentons le risque de créer un multi-ensemble induisant
des faces non significatives. La valeur optimum de K établit donc un compromis entre le
nombre de régions significatives et le risque de création de faces non-significatives. Nous
avons vu dans la section 5.2.4.2 que la fonction 8 permettait d’obtenir une valeur de K
réalisant un tel compromis. On a en effet :

B(p) = Ep(Cr;)A(p) avec A(p) =D lluk — poll®
=1

Maximiser I'erreur de partition E,(Cr f) tend & créer peu de multi-ensembles. Inversement,
maximiser A(p) tend & maximiser le nombre de multi-ensembles. La valeur optimum de /3
fournit un compromis entre ces deux tendances contradictoires.

L’approche que nous avons choisie est 1égérement différente. Plutét que d’utiliser un
seul critere nous créons tout d’abord la plus grande partition dont 1’erreur est inférieure
& un certain pourcentage a; de erreur quadratique du multi-ensemble de départ. Cette
premiere partition vérifie donc :

Ep(CRf) < alsE(CRf) (7.2)
Partant de cette partition nous fusionnons ensuite les multi-ensembles C; et C; tels que :
11(Cs) — u(C))||? < ag.var

ol ao représente un pourcentage fixé par 1'utilisateur et var la variance des moyennes
w(C;) définie par :

1.2 1 &
var = — 3 |(Cy) — pol|? avec po = ~ 3~ (i)
P Pim

La partition finale {(C1, f), ..., (Ck, f)} vérifie donc :
Vi, € {1, K || 4(Co) — (G2 > ag-var (7.3

La fusion des multi-ensembles de moyenne proche est effectuée aprés la création de la
partition. On ne peut donc, en toute rigueur, supposer que ’on a simultanément les con-
ditions 7.2 et 7.3. Toutefois, du fait du choix des parameétres a; et «g, la fusion des
multi-ensembles de moyennes proches est rarement effectuée. De plus cette fusion modi-
fie généralement assez peu l'erreur de partition finale. On supposera donc que les deux
conditions 7.2 et 7.3 sont simultanément vraies.

La condition 7.3 exprime une notion de maximalité similaire & la condition (4) de la
définition 22. Elle permet de ne pas générer de faces voisines de couleurs moyennes ou de
niveaux de gris trop proches. Ceci permet de traiter quelques cas simples de texture [Gag83,
Gag87]. En effet les textures d’une image naturelle de type mur ou herbe sont souvent
composées de couleurs proches. La condition 7.3 permet de les regrouper en un seul multi-
ensemble.
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Les parameétres a; et ag permettent & I'utilisateur de contréler le nombre de faces géné-
rées par I'algorithme de découpe. On souhaite dans un soucis de simplicité que 1'utilisateur
n’ait & manipuler qu’un seul parametre. L’expérience nous a conduit & poser :

K-1
2K

o= = g
ou K désigne le nombre de multi-ensembles formant la partition. La valeur par défaut
de « est égale & 30%. Cette valeur a donnée de bons résultats sur nos images tests. Sur
quelques images des valeurs de « inférieures ( de l'ordre de 15 & 20%) permettent d’obtenir
un nombre plus important de détails tout en conservant des faces valides.

Nous avons comparé la valeur de K fournie par les conditions 7.2 et 7.3 & celle fournie
par le critére 3. Les deux criteres ont fourni des valeurs approximativement équivalentes
sur I'’ensemble des tests effectués. Les valeurs de K fournies par ces deux critéres sont
généralement égale & 2,3 ou 4.

7.2.2 Déroulement de l’algorithme de découpe

Notre algorithme utilise donc la fonction contour_set_apply fonction pour calculer le
multi-ensemble associé & la région et découper celui-ci en N multi-ensembles. La valeur de
N est fixée & 2048. Nous avons vu dans la section 3.8 que cette valeur permet d’obtenir
une bonne partition lorsque le cardinal de celle ci est peu élevé ( inférieur & 16).

La création du multi-ensemble, sa partition et les fusions de multi-ensembles sont ef-
fectuées durant la phase d’initialisation de 'algorithme de découpe. La partition résultant
de cette premiere étape permet de définir la fonction d’inversion de table de couleur @ (voir
sections 3.4 et 3.8.3). On utilise ensuite la fonction contour_set_same_cluster criterion
en définissant une fonction qui renvoie vrai si les couleur des deux pixels passés en para-
metre possedent la méme image par la fonction @, donc si :

QU(P)) = QU(P))

ou P, et P, sont les deux pixels passés en parameétre et I(F;) la couleur du pixel P;.
L’ensemble des segments correspondant & la partition implicite définie par la fonction Q
est alors généré automatiquement.

La phase de fermeture de I'algorithme de découpe permet de libérer le tableau de multi-
ensembles généré lors de linitialisation. La matrice stockant le GAM (voir section 3.8.1)
a quant & elle été libérée a la fin de 1’étape d’initialisation.

7.2.3 Caractérisation des régions générées par ’algorithme de découpe

Soit {(C1, f),---,(Ck, f)} la partition du multi ensemble (Cg,, fr,) associée & la région

8

Ry. Nous pouvons associer a chaque multi-ensemble (Cj, f) les régions {R1,..., R}

)

issues de la décomposition 4-connexe de Q~((C;, f)) (voir définition 17). Si (CRfj ) fRfj
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désigne le multi-ensemble associé a la région R.;, on a assez trivialement :

7

p
C’Laf Z CRfjafR

=1

Donc :
Vi€ {L,-...p} SB(Cr,. Ix,,)) < SB(C: )

Si de plus I'on a (voir équation 7.2) :

K
EK(C) = ZSE((C’Laf)) < QISE((CRfafRf))
i=1

On a alors :
Vi € {1, .p} SB((Cr . fr,,)) < a1 SB((Cr,, ) (7.4

L’erreur quadratique des faces générées est donc inférieure & a1 SE((Ck;, fr,))- Ceci cor-
respond intuitivement au fait que les régions découpées sont plus homogene que la région
initiale. Le paramétre oy permet de controler cette homogénéité.

Un exemple de découpe est représenté sur la figure 7.7 ou I'image Lenna a été décou-
pée en un ensemble de faces vérifiant I’équation 7.4. On peut remarquer l'existence de
nombreuses petites faces non significatives. Celles-ci seront supprimées par 'algorithme
de fusion.

7.3 Algorithme de fusion

7.3.1 Un premier critere de fusion

Notre algorithme de fusion est basé sur I'erreur quadratique. Partant d’un ensemble de
faces {f1,...,fn} nous fusionnons & chaque étape les deux faces f, f’ dont la fusion
créera la face la plus homogeéne parmi toutes les fusions envisagées. Une premiere approche
consiste a définir f et f’ de la fagon suivante :

(f,f) Arng,e{l n}M'mf"eV (f )SE(Rf U Rfu) (7.5)

ou ArgMin est un argument réalisant le minimum.

Il est important de remarquer que seule une des deux faces fusionnées appartient
obligatoirement & {f1,..., fn}. Si par exemple, f appartient & {f1,..., fn} alors que f’
n’y appartient pas la face fusionnée f U f’ est substituée & f dans I’ensemble {f1,..., fn}-
La face f U f’ peut donc étre & nouveau fusionnée avec les faces de son voisinage. Ce
phénomene agrandi le domaine U}_; Ry,. Ce domaine peut se voir comme le domaine
“d’intervention” de I’algorithme de fusmn On peut limiter celui-ci en marquant ’ensemble
des faces suceptibles d’étres fusionnés. L’équation 7.5 devient alors :

(f, f’) = ATgMiniE{l,---,n}Minf”evg(fi) / marqué(f”)SE(Rfi U Rfu)

On dit dans ce cas que I'algorithme de fusion est restreint a I’ensemble des faces marquées.

160



UTILISATION DU MODELE POUR LA SEGMENTATION

On a d’apres le théoréme 1 :

R¢||Rp
SB(Ryup) = SE(Ry)+ SE(Ry) + A(S.f') wvee AU £) = b (R =y )

Donc,
SE(Ryus) = SE(Ry) et SE(Rysuyp) = SE(Ry)

Donc la fusion augmente 1'inhomogénéité des faces. Le processus de fusion se poursuit
jusqu’a ce que :

Minie{L---,Tl}Minf”eVg(fi)SE(Rfi URjs) > a’SE(Rfo)

ol o est une constante fixée par I'utilisateur et Ry, une face de référence. Nous détaillerons
le choix de cette face dans la section 7.4.

Intuitivement, le processus de fusion augmente I’'inhomogénéité des faces jusqu’a ce
que celle ci dépasse une certaine limite.

7.3.2 Amélioration du critére

La méthode ci-dessus présente un inconvénient lorsque toutes les fusions créent des faces
d’erreur quadratique proche de la limite o/ SE(Ry, ). En effet, si nous considérons une petite
face homogene mais non significative inclue dans une face d’erreur quadratique proche de
la limite. La fusion entre ces deux faces ne pourra étre effectuée si 'augmentation de
Perreur, bien que minime, dépasse la limite. L’algorithme de fusion conservera donc des
faces non significatives. Intuitivement, ’on voudrait pouvoir dire que si une des deux faces
contribue peu a 'erreur quadratique de la face fusionnée, on doit fusionner ces deux faces
méme si Perreur quadratique finale dépasse la limite. I’information pertinente est donc
plus la contribution de chaque face & 'erreur quadratique finale que I'erreur en elle méme.
Nous avons donc remplacé le critere SE(Ryyp) = SE(Ry) + SE(Ry) + A(f, f') par :

E'(Ry, R}) = Min(SE(Ry), SE(Ry')) + A(f, f')
En effet, la valeur SE(Ry) + A(f, f') peut se voir comme I'augmentation de ’erreur qua-
dratique de Ry provoquée par la fusion avec Ry. Inversement SE(Ry ) + A(f, f') définit
l'augmentation de I'erreur de Ry provoquée par la fusion avec Ry. La fusion sera donc
effectuée si la contribution d’une des deux régions a l'erreur finale est marginale.
Les deux faces fusionnées & chaque étape sont donc définie par :

(f, 1) = A'rgM'iniE{l,...,n}Minf”evg(fi)EI(Rfi7Rf”)

L’ensemble du processus de fusion se déroule alors comme décrit précédement avec le
nouveau critére E'(Ry, Ryr).

Un exemple de fusion utilisant ce nouveau critere est présenté sur la figure 7.8. L’en-
semble des faces fusionnées et représenté sur la figure 7.7.
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7.3.3 Comparaison de notre critére et de celui de Beveridge

Le critere de Beveridge [BGK T89] (voir section 5.2.3.2) utilise la taille, la couleur moyenne
et la frontiere de chaque région. Le critéere E' permet de tenir compte de la taille, de la
couleur moyenne et de I’homogénéité des régions fusionnées. En effet, le parametre A peut
se voir comme la distance entre les couleurs moyennes des deux régions pondérée par la
taille de celles ci. Le parametre Min(SE(Rf), SE(Ry)) permet d’assurer que les deux
régions fusionnées resteront homogenes. Nous avons préféré ne pas intégrer la frontiére des
régions dans le critére de fusion. En effet, la taille, I’homogénéité, ou la couleur moyenne
d’une région sont des parametres globaux faisant intervenir I’ensemble des pixels de la
région. La longueur ou le gradient moyen de la frontiére séparant deux régions est en
revanche un parametre plus local. Nous avons donc décidé de séparer le traitement de ces
deux types d’information. Les parametres globaux sont utilisés dans le critére de fusion.
Les parametres locaux comme le gradient moyen de deux régions peuvent étre utilisés
aprés l'algorithme de fusion pour fusionner les faces dont la frontiére commune possede
un faible gradient.

7.3.4 Mise a jour des parametres lors de la fusion

Nous avons vu dans la section 7.1.5 que les moments M,, M, et M, étaient attachés aux
faces et automatiquement mis a jour lors de la fusion de deux régions. Ces paramétres
seront donc calculés pour chaque face lors de la premiere étape de I’algorithme. Ils seront
ensuite automatiquement mis & jour au cours des différentes fusions. Le critére utilisé
par notre algorithme de fusion est basé sur le cardinal, la couleur moyenne et I’erreur
quadratique de chaque région, ces parameétres se déduisant facilement des moments d’ordre
zéro, un et deux (voir définitions 3 et 4). Le surcoiit imposé par le calcul de ces parameétres
est donc extrémement faible.

7.4 Algorithme de découpe-fusion

7.4.1 Algorithme de découpe-fusion simple

Notre algorithme de découpe-fusion prend une face f et découpe celle-ci grace a l'algo-
rithme de découpe décrit dans la section 7.2. Il génére ainsi n faces {f1,..., fn} qui sont
alors fusionnées grace a l'algorithme décrit dans la section 7.3. L’algorithme de fusion est
dans ce cas restreint aux faces {fi,..., fn}. Toutes les faces fusionnées appartiendront
donc & {fi,..., fu}. Soit {f1,..., fp} I'ensemble de faces produites par I'algorithme, ces
faces vérifient (voir sections 7.2.3 et 7.3) :

' SE(Ry,) < aSE(Ry,) (1)
Vie{l,...,p} { SE(R;J Za'SE(RffO) (2)

L’algorithme de découpe-fusion décompose la région de départ Ry, en régions plus ho-
mogenes. L’homogénéité des régions produites par l'algorithme est controlée par les pa-
rametres a et . Il peut sembler a priori anormal de borner ’homogénéité des faces
produites par I'algorithme. Ce choix peut se justifier de deux fagon. Tout d’abord une
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Figure 7.7: Découpe de I'image Lenna

Figure 7.8: Fusion des faces de la figure 7.7-b
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région significative n’est pas forcément tres homogene. De plus l’expérience nous a montré
que I'application directe de I’algorithme découpe-fusion avec un critére d’homogénéité trop
important produit de nombreuses faces non significatives. Le respect des conditions (1) et
(2) assure que les régions produites par I’algorithme seront significatives.

L’étape de découpe qui nous assure la condition (1) est suivie par ’étape de fusion
qui fusionne toutes les faces ne respectant pas la condition (2). On ne peut donc pas
assurer qu’une fusion ne produira pas une région violant la condition (1). Toutefois, I’écart
important entre o et o permet de limiter fortement ce risque. Nous supposerons donc que
les conditions (1) et (2) sont vrais simultanément.

Afin de simplifier I'utilisation de notre algorithme nous ne conservons qu’un seul pa-
rametre. Des mesures expérimentales nous ont conduits & poser :

, 1
“ = 120¢

Le parameétre « est le parametre controlé par I'utilisateur et fixé par défaut a 30%.

7.4.2 Algorithme de découpe fusion itératif

I’algorithme de découpe-fusion simple permet de trouver les principales régions d’une
image. L’algorithme permettra par exemple de détourer un personnage par rapport au
fond. Une idée assez naturelle consiste a itérer cet algorithme de fagon a obtenir plus de
détails. Dans notre exemple précédent, on peut souhaiter que 1’algorithme raffine la région
représentant le personnage de fagon & obtenir le visage, le corps, les vétements, etc....
Ce processus est réalisé par 'algorithme de découpe-fusion itératif. Celui-ci raffine un
ensemble de faces jusqu’a ce que leurs homogénéitées satisfassent un certain critere. Il
applique donc l'algorithme de découpe fusion simple sur une face fy passée en parameétre.
Ceci induit la création de p; faces {fi,..., fp, }. L’algorithme cherche alors la face d’erreur
quadratique maximum parmi les faces {fi,..., fp, } et réapplique 'algorithme de découpe-
fusion simple sur celle ci. Cette seconde itération crée ps faces qui se rajoutent aux faces
déja générées pour former 'ensemble {fi,..., fp,4p,—1}. Ce processus est itéré jusqu’a ce
que P'erreur quadratique de toutes les faces soit inférieure & §SE(Ry,). Si nous utilisons
la valeur de « par défaut les faces générées par l’algorithme ont une erreur quadratique
inférieure & 10% de Derreur quadratique de la face initiale. Ceci permet généralement
d’obtenir la majorité des régions présentes dans ’image. Des itérations de ’algorithme de
découpe-fusion simple permettent ensuite a 1'utilisateur de détailler certaines régions.

Supposons qu’a I'étape i de l'algorithme p faces aient été générées (on a donc p =
Efc;ll pr — i+ 1). L'algorithme de découpe produit alors p; faces {fi,..., fp; }. Nous géné-
ralisons I’étape de fusion en autorisant les fusions entre les faces f; € {f1,..., fp,} et les p
faces générées par I'algorithme de découpe-fusion itératif. Soit { f1,..., fp+p;,—1} I’ensemble
des faces générées aux étapes précédentes concaténé aux faces générées par I'algorithme
de découpe. A chaque étape de I’algorithme de fusion on fusionnera les deux faces f et f’
telles que :

(f: ") = Arngke{1,...,p¢}Mmf”GVg(fk)ﬂ{fl,...,fp+pi_1}El(Rfk , Ryr)

Intuitivement 1'algorithme de découpe fusion itératif peut se comparer 4 un processus de
focalisation d’attention. L’algorithme détermine les principales zones composant la région
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a segmenter puis se focalise sur chacune d’entre elles afin de la raffiner. Si par exemple
I’on examine un personnage, on commencera par extraire le personnage du fond, on dira
ensuite qu’il porte un jean bleu et une chemise verte et on ne s’intéressera aux détails du
visage ou des vétements qu’en fin de processus.

La possibilité de fusionner les faces que I'on vient de générer avec ’ensemble des faces
déja créées permet de corriger des faces erronées générées lors des premieres étapes de
Palgorithme. Si nous reprenons le parallele avec la focalisation d’attention se concentrer
sur une face permet de la raffiner et de corriger des détails qui avaient été initialement
mal pergus. Le fait de restreindre ces fusions aux faces générées par 'algorithme permet
de limiter les corrections aux faces en cours de traitement. Les faces suceptibles d’étre
fusionnées qui ne sont pas en cours de traitement sont les faces qui étaient voisines de
la face initiale fy. Ces faces sont supposées correctes et n’ont donc pas a étre modifiées.
Si nous reprenons l’exemple précédent, 1'algorithme de découpe fusion itératif lancé sur
la chemise du personnage s’autorisera & fusionner des faces représentant des détails de
la chemise, amis ne supprimera pas de frontiéres entre le personnage et le fond, celles-ci
étant supposées correctes. De plus, les criteres relatifs & Rz n’auraient plus de sens si 'on
incorporait & I'algorithme de fusion des faces extérieures & cette région.

decoupe _fusion(face fy)
{
ensemble de faces L’,L =
face fmaz = fO
faire
{
decoupe (f_-mazx)
L' + faces crees par 1’algorithme de decoupe
fusionne(L’)
mettre a jour L et ajouter L' a L
fma,z = ATgMaxfELSE(Rf)
SE(R;p0.) < a
} tant que( SE(R.) >3)

Figure 7.9: Notre algorithme de découpe-fusion.

7.4.3 Comparaison avec les algorithmes de découpe-fusion classique

Notre algorithme de découpe fusion itératif raffine donc une face passée en parameétre
jusqu’a ce que toutes les faces générées soient suffisament homogénes par rapport a la face
initiale. Notre algorithme se distingue des algorithmes de découpe-fusion classiques sur les
points suivants :

e Les faces générées par 'algorithme de découpe sont de forme quelconque. Cela évite
tous les problemes mentionnés dans la section 5.2.4.5 liés & une partition uniforme.

e [étape de fusion utilisée par notre algorithme n’est plus restreinte par la structure
de données. La distinction entre les fusions restreintes et générales introduite par Ho-
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rowitz [HP75, HP76] n’a donc pas lieu d’étre dans notre contexte (voir section 5.2.5).

e L’algorithme de découpe-fusion n’est plus une étape finale de I’algorithme de segmen-
tation. En effet les algorithmes utilisant une partition uniforme doivent étre appliqués
sur une image rectangulaire ou de taille 2 x 2% (voir sections 5.2.4.5 et 5.2.5). Notre
algorithme peut étre appliqué sur une face de forme quelquonque. On peut donc
I’appliquer sur des faces générées par d’autres algorithmes ou raffiner avec d’autres
algorithmes des faces générées par celui-ci.

Figure 7.10: Résultat de l’algorithme de découpe fusion itératif sur Lenna (voir figure 7.7-a)

7.5 Segmentation et chemins euclidiens

Nous avons vu dans la section 6.1.1 que I’ensemble des segments délimitant les régions
sont définis dans le plan Pi. Un segment est donc composé de points aux coordonnées
demi-entieres et ne peut étré affiché tel quel a I’échelle 1. 11 faut le translater par exemple
de (—%, —%) pour pouvoir le représenter dans l'espace image. Comme c’est un chemin
4-connexe, il apparait crénelé a affichage (voir Figure 7.11a).

Pour améliorer la visualisation du contour d’une région, nous avons utilisé les chemins
euclidiens développés par Vialard [BV95, VB95, Via96, BLV96]. La construction du chemin
euclidien associé & un contour discret s’effectue en associant un point réel & chaque point
discret du contour. Chaque point réel appartient au carré de coté 1 centré sur le point
discret associé (voir Figure 7.12). Ce carré est appelé la cellule associé au point discret.

Le chemin euclidien associé & un chemin de P: devient ainsi un polygone dont les

2
sommets ont des coordonnées réelles. En visualisant ce polygone ( par une discrétisation
de type Bresenham), on obtient un affichage 8-connexe plus agréable & 1’oeil (comparer
les figures 7.11a et 7.11b).

La visualisation d’une région relativement petite peut nécessiter d’agrandir la partie
correspondante de I'image. Dans ce cas on peut tracer les contours discrets comme des pas
horizontaux et verticaux séparant les pixels (voir la partie gauche de la figure figure 7.13).
Cependant 'effet d’escalier est accentué et la forme des contours devient difficile & perce-
voir. Le passage au chemin euclidien associé permet de bien visualiser un contour méme
fortement zoomé. Pratiquement, il s’agit simplement de multiplier les coordonnées des
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Figure 7.11: Sur I'image de gauche sont superposés & I'image, les contours demi-entiers
obtenus par segmentation translatés dans le plan de I'image. Sur I'image de droite ont été
tracés les chemins euclidiens correspondants.

. « |7 e

w
]
q

Figure 7.12: Points euclidiens associés a trois points discrets.
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points euclidiens par le coefficient d’échelle avant de tracer les segments de droites reliant
deux & deux ces points. La figure 7.13 montre les contours discrets et euclidiens a ’échelle
10 d’une des régions du cerveau de la figure 7.11.

Figure 7.13: Agrandissement d’une des régions de la figure figure 7.11 d léchelle 10.

Le probleme est maintenant de trouver comment associer un ensemble de chemins
euclidiens & ’ensemble des contours d’une image.

La premiere idée est tout naturellement d’associer un chemin euclidien CEy & chaque
frontiere C; de la partition. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne préserve pas
le fait que deux régions adjacentes ont une portion de frontiére commune. Les contours
discrets de deux régions adjacentes partagent en effet un ou plusieurs segments. Soit deux
régions adjacentes Ry, et Ry, partageant le segment s;;. Soit C'Ey, le chemin euclidien
associé au contour Cy, de la région Ry, et CEy, le chemin euclidien associé au contour
Cy,; de la région Ry,. Le segment s;; est parcouru deux fois pour calculer CEy, et CEy,.
Il y a donc deux points euclidiens associés a chaque point discret de s;;. Si les points
euclidiens associés au segment s;; lors du parcours de Cy, sont tous distincts des points
euclidiens associés au méme segment lors du parcours de Cy;, on a CEy, NCEy, = () alors
que Cp, N Cy; # B (voir figure 7.14).

Figure 7.14: Les chemins euclidiens associés auz deux régions adjacentes ne s’intersectent pas.

Pour résoudre ce probléme, nous associons & chaque point de contour la moyenne des
points euclidiens qui lui sont associés au cours des différents parcours. Les points résultants
sont bien des points euclidiens associés aux points discrets. En effet, un point euclidien est
par définition situé dans la cellule du point discret correspondant. La moyenne de plusieurs
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points euclidiens associés & un point discret est donc aussi située dans la cellule du point
discret. On associe ainsi un ensemble de chemins euclidiens & ’ensemble des contours de
I'image.

La définition d’un chemin euclidien assure qu’un contour discret et son chemin euclidien
associé traversent exactement la méme suite de cellules. Donc si deux portions de contours
ont une intersection vide, les chemins euclidiens associés ont aussi une intersection vide.
Réciproquement, la technique de moyennage que nous venons de décrire garantit que les
intersections entre contours sont préservées lors du passage aux chemins euclidiens. Il n’y
aura donc pas d’incohérences lors de 'affichage des contours d’une partition : la frontiere
commune & deux régions sera représentée par une seule courbe.

La méthode retenue permet de donner une visualisation lissée des contours résultant de
la partition d’une image en tenant compte des interactions entre contours adjacents. Elle
a été intégrée a notre logiciel afin d’améliorer la visualisation des contours des différentes
régions.

Nous avons obtenu le dernier exemple (voir figure figure 7.15) & partir d’une image
d’insecte. L’image segmentée a été éditée pour ne conserver que les contours définissant
Pinsecte. L’image en haut & droite correspond & ’affichage des contours discrets a I’échelle
1. Les contours lissés sont obtenus en zoomant & 1’échelle 4 les chemin euclidiens associés
aux contours discrets des différentes régions (la technique de moyennage n’a donc pas été
utilisée pour cette figure). La figure 7.16 montre une antenne de l'insecte & I’échelle 10
ainsi que la portion de I'image lui correspondant & la méme échelle.

7.6 Exemple d’utilisation du logiciel

Notre application permet de sélectionner un segment ou une face. La sélection d’une face
permet de raffiner celle ci & 1'aide des algorithmes de découpe, découpe-fusion simple
ou découpe-fusion itératif. L’algorithme de découpe est rarement utilisé au niveau de
Pinterface, on utilise plutot les algorithmes de découpe-fusion plus évolués. Le choix entre
I’algorithme de découpe-fusion simple et itératif dépend essentiellement du nombre de
détails présents dans la face. Ainsi on utilise généralement 1’algorithme de découpe-fusion
itératif pour obtenir une premiére segmentation. Celle-ci est ensuite raffinée & 'aide de
Palgorithme de découpe-fusion simple. La sélection des segments est essentiellement utilisée
pour fusionner interactivement des régions. De plus, cette édition des segments peut étre
alternée avec des opérations de raffinage de régions.

Les planches 7.17,7.18 et 7.19 représentent une session de notre logiciel. Afin de bien
mettre en évidence I’affinage progressif de I'image tous les affinages de faces ont été explo-
rés grace a l'algorithme de découpe-fusion simple. On obtient tout d’abord une premiere
segmentation de Lenna (voir image 7.17-(a)) & 'aide de cet algorithme. Le résultat de
cette premieére étape est affiché sur 'image 7.17-(c), I'image 7.17-(b) représentant le ré-
sultat de ’étape de découpe. On sélectionne ensuite la face contenant le chapeau (voir
image 7.17-(d) afin d’affiner celle-ci grace a l’algorithme de découpe fusion simple. Ceci
permet de compléter celui-ci (voir image 7.17-(f)). L’image 7.17-(e) représente encore une
fois le résultat de ’algorithme de découpe. Nous sélectionnons ensuite I'image contenant
la partie gauche de I'image (voir image 7.18-(a)) afin de la rafiner (voir image 7.18-(b)).
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Figure 7.15: Visualisation des contours d’un insecte. L’image initiale est de taille 139 x 200 pizels.

Figure 7.16: Détail de la figure figure 7.15 : agrandissement a I’échelle 10 de ’antenne supérieure
de linsecte et affichage a la méme échelle du chemin euclidien associ€ a son contour.
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L’image 7.18-(c) est issue de I'image 7.18-(b) en enlevant tous les segments composant les
objets extérieurs & Lenna. Afin d’affiner le haut du contour du chapeau, nous supprimons
le segment correspondant et relancons 1'algorithme de découpe fusion sur la face créée par
cette suppression (voir image 7.18-(d)). L’image résultante est affichée image 7.18-(f). La
encore I'image 7.18-(e) représente le résultat de ’algorithme de découpe. La planche 7.19
correspond a des affinages successifs du visage a 1’aide de fusion et raffinages de faces.
L’image 7.19-(a) est obtenue & partir de I'image 7.18-(f) en rafinant la face représen-
tant le visage. L’image 7.19-(b) est obtenue & partir de I'image 7.19-(a) par suppression
des segments qui découpe le visage en plusieurs régions d’intensité moyenne différente.
L’image 7.19-(c) est obtenue & partir de 'image 7.19-(b) en affinant la face correspondant
au toupet de lenna. L’image 7.19-(d) est obtenue & partir de I'image 7.19-(c) en affinant
la chevelure et l'oeil droit de Lenna. L’image 7.19-(e) est obtenue & partir de I'image pré-
cédente en affinant le chapeau. Cette image est enfin éditée afin de supprimer certains
segments non significatifs (voir image 7.19-(f).
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Figure 7.17: Un exemple de session de notre application
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Figure 7.18: Un exemple de session de notre application, suite.
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Figure 7.19: Un exemple de session de notre application : suite et fin
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Nous avons vu dans l'introduction qu'une image est composée de pixels, chaque pixel
étant associé & 1 (respectivement 3) valeurs entiéres permettant de coder son niveau de
gris (resp. sa couleur). Le sujet de notre travail étant la segmentation d’image couleurs,
nous avons naturellement décomposé celui-ci en deux parties :

La premiére partie nous a permis d’établir un certain nombre de propriétées des en-
sembles de données ( voir chapitre 2). Le chapitre 1 nous a permis de définir plus préci-
sément le concept de couleur et d’utiliser les notions du chapitre 2 pour les ensembles de
couleurs. Le chapitre 3 a utilisé ces résultats pour définir deux algorithmes de quantification
permettant de réduire le nombre de couleurs d’une image tout en préservant au maximum
Pinformation qu’elle contient. Ces algorithmes ont les caractéristiques suivantes :

e Le premier algorithme décrit dans la section 3.7 établit un compromis entre différent
algorithmes de quantification. Il permet d’obtenir des résultats proches de ceux ob-
tenus avec les meilleurs algorithmes en beaucoup moins de temps (environs 1,5 fois
plus vite).

e Le second algorithme (voir section 3.8) est basé sur une approche découpe-fusionne
qui jusqu’ici a été peu utilisé en quantification. Les deux versions de cet algorithme
permettent soit d’obtenir de bon résultats avec des temps interactifs, soit d’obtenir
des résultats meilleurs que ceux obtenus avec les meilleurs algorithmes de quantifi-
cation en des temps presque interactifs ( de ’ordre de la dizaine de seconde).

La seconde partie est consacrée 4 la segmentation. Aprés avoir rappelé quelques notions
de base pour la segmentation (voir chapitre 4), nous avons proposée une classification des
algorithmes de segmentation (voir chapitre 5) et des structures de données usuellement
utilisées par ceux-ci (voir chapitre 5.3). Cette étude de “I’état de I’art” nous & amené a
utiliser une structure de données initialement définie par J.P Domenger [Dom92] pour
I’édition d’images 2D. Les principales modifications que nous avons di apporter a cette
structure de données pour 'adapter aux probléemes de segmentation sont les suivantes :

e Nous avons développé certains cas d’insertion de segments peu fréquents en édition
d’image mais inévitables en segmentation. La complétions des méthodes d’insertion
de segments permet de partitionner une image en région et de rafinner itérativement
une région.

e Nous avons défini un ensemble de primitives permettant de supprimer un ensemble
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quelconque de segments de la partition. Ces primitives permettent de supprimer une
région ou de fusionner deux régions.

Gréace & cette structure de données et aux primitives qui lui sont associées nous avons
construit une ensemble de fonctionnalités permettant de définir rapidement un algorithme
de segmentation (voir chapitre 7). Nous avons ensuite utilisé ces fonctionnalités afin de
définir plusieurs algorithmes de segmentation basés sur les méthodes de quantification vues
au chapitre 3 et les résultats du chapitre 2.

Les résultats que nous avons obtenu permettent de dessiner deux axes de recherche.
Comme nous ’avons vu I'approche découpe-fusionne a été peu exploré jusqu’a présent.
Cette approche donnant des résultats prométeurs nous nous proposons de la développer
suivant deux axes :

e Essayer d’autres heuristiques de découpe du multi-ensemble associé a l'image (par
exemple une montée des eaux 3D).

¢ Raffiner 'heuristique de fusion des multi-ensembles issus de 1’étape de découpe (voir
section 3.8.1).

Nous avons jusqu’a présent peu explorer ces deux voies. Le seul résultat que nous ayons
obtenue est 'inadéquation de ce type d’algorithme avec les méthodes de découpe vues
dans la section 3.6. Il est en effet apparu que I’heuristique de fusion est alors trop simple
pour améliorer sensiblement les résultats de ces algorithmes. De plus le temps de fusion
se rajoute alors au temps de découpe rendant 1’algorithme excessivement lent.

Nous avons vu dans le chapitre 7 que le noyau et ’ensemble des couches développées
autour de celui-ci permettent :

e de structurer les résultats d’'une découpe,
e de définir rapidement des algorithmes de découpe ou de fusion,

o d’extraire rapidement des parametres pertinents des régions.

Toutes ces fonctionnalités permettent de définir facilement des algorithmes de segmenta-
tion. Nous avons vu que dans sa formulation la plus générale un algorithme de segmentation
extrait un ensemble d’attibuts de chaque face afin de sélectionner 1’algorithme de découpe
ou de fusion & appliquer. Un algorithme de segmentation peut donc s’exprimer & 1’aide
d’une suite de conditions de type :

Si(caractrisation[i)({f1,---, fn}))
Appliquer Traitement[i]({f1,..., fn})

ou caractrisation|i]({f1,. .., fn}) désigne un test sur les parametres des faces {f1,..., fn}-
Le test de caractérisation peut se décomposer en un ensemble de conjonctions ou disjonc-
tions chaque test pouvant prendre une ou plusieurs faces en parameétres.
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On voit donc apparaitre le concept de régles de segmentation. Une régle prend en
parametre une ou plusieurs faces et leur applique un traitement adéquat. Le but de la
précondition est de caractériser la ou les faces a traiter. Par exemple, une face homogene
présentant des détails significatif peut étre caractérisé par :

ax ||I(P) — I(P")|? t SE(Ry) <
pma 1)~ I(P)|P > c et SE(Ry) < a
On pourra donc utiliser pour découper cette face un algorithme de découpe qui exploite le
fait que la face & découper est homogene. Nous avons par exemple, développé un algorithme
de découpe qui approxime le multi-ensemble (Cr,, fr,) d’une région R par une gaussienne
3D. Intuitivement, cela revient & postuler que la majorité des couleurs de (Cr IR j) sont

“proches” de la moyenne y de (Cr,, fr,). On partitionne donc (Cr;, fr,) en deux multi-
ensembles (C1, f) et (Ca, f) tels que :

2
lle=pll

Clz{cech/ei a2 <a}

lle—pll?

Co={c€Cg, /e 7 >a}

ol o désigne la 1’écart type du multi-ensemble (Cg IR f).

Inversement, une face inhomogene peut étre caractérisée par :
SE(Ry) > «

On peut dans ce cas lui appliquer un algorithme de découpe plus général comme celui
décrit dans la section 7.2.

L’ensemble des caractéristiques pouvant étre attaché & une face est trés important,
on peut décrire les faces homogenes sans détails, les faces homogenes contenant des dé-
tails les faces inhomogeéne, etc. ... Il nous a semblé peut judicieux d’intégrer un ensemble
de caractéristiques a I'application. En effet cet ensemble ne pourrait contenir toutes les
caractérisations souhaitables par un utilisateur. De plus la modification de certaines ca-
ractéristiques comme la définition du bruit ou d’une face représentant un détail nécessite
d’intervenir dans le code de I'application ce qui peut rapidement devenir extrémement
lourd si ’on manipule de nombreuses caractéristiques.

Nous prévoyons donc, dans les développements futurs de notre application, de laisser &
I'utilisateur la possibilité de définir un ensemble de régles dans un fichier texte. Ce fichier
sera interprété lors du lancement de notre application. L’ensemble des regles définies a
partir des caractéristiques de régions constitue ce que nous appelons un algorithme de
méta-segmentation. [’ensemble des regles peut alors étre utilisé pour la segmentation
d’une image.
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7.7 Preuve du théoréme 2

1) Montrons tout d’abord que p1 et uo sont deux fonctions croissantes. On a :

t
i (t) = % (7.6)

On a donc :

Ly _ @) Jo f(@)de — f() g 2f (z)dz
# I

On a de méme : )

; [ (= t)f(z)dz >0
1 -_

([ f(2))?

Les fonctions p1 et puo sont donc toutes deux croissantes. Donc la fonction g moyenne de

deux fonctions croissantes est une fonction croissante. De plus :

(7.7)

fgf(:v)dav _
0 < pi(t) < tifgf(w) t

De méme:

2) Supposons que l'on ait y(t) > 0, ou c’est équivalent g(¢) > ¢, on & alors g%(t) > g(t)
soit y(g(t)) > 0. De méme :

Supposons & présent que :
Fto € [t,9()] / g(to) = to (7.8)
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g étant croissante, on a donc :

Or l'on sait que :
t <to<g(t)

On obtient donc :
g(t) <ty < g(t)

Ce qui constitue une contradiction évidente. Donc en résumé:

vt € [0,1] y(t) # 0= y(t)y(g(t)) > 0et Vt' € [t,g(t)] y(t') #0

3) Supposons qu’il existe ¢; dans l'intervalle [0, 1] tel que :
Mo(Cy(t1)) = Mo(Ca(t1))
Posons pour simplifier les notations :

q1 = My(C1(t1))
q2 = Mo(Ca(t1))
q= MO([O’ 1])

On a par la proposition 1 g1 + g2 = q et donc ¢ = ¢ = %. De plus :

2 [t

i) = /0 of (z)dz
1

ialty) = 3 / o] (2)dz

Donc :

ot = 1L 20) = 2 o) =

(7.12)

(7.13)

Réciproquement, une transposition des résultats du corollaire 1 aux notations utilisées

dans cette démonstration donne :

@’ (n — pi(t))?
@’ (u — pa(t1))?

Donc,
(b= p2(t1))® _ (p—m(t))?
q %

(7.14)

Or par hypothése, u est & égale distance de uy et ps, donc I'on obtient ¢; = ¢» ce qui

constitue 1’égalité recherchée.
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4) Soit E(t) Perreur quadratique de la partition (voir définition 6), on a :

E(t) = /0 @ — (1) fla)de + / (o — ()’ fla)d (7.15)

Perreur quadratique définie par une fonction de fréquence continue est dérivable et admet
un minimum sur l'intervalle [0, 1]. Un simple calcul de dérivée nous donne :
M1+ p2
B(t) = 2f (t)(pa (1) — p2 (D) (75— — 1)
E'(t) = 2f(t) (u1(t) — p2(t)y(?)

La fonction f est toujours positive ou nulle, de plus on a par la proposition 1 :
Vit €[0,1] 0 < pa(t) <t < pso(t) (7.16)

Donc, un minimum de E(t) ne peut étre atteint que pour un zéro de y(t) accompagné
d’un changement de signe. Or, un prolongement par continuité des fonctions p1 et o par
I'inégalité 7.16 permet d’établir que:

p1(0) =0 et p2(0) = p
pi(1) = pet po(1) =1

Donc, en utilisant la proposition 2, il vient :

y0)=5>0 = y§) >0 etV'ec[0,5] y)#0
y)=£1 <0 = yBh) <0 et V' € 1] y(t) #0

Donc, y ne peut s’annuler que sur lintervalle [§, “TH] Comme 1'on sait par ailleurs que
Perreur quadratique admet au moins un minimum sur [0, 1], on peut affirmer que la valeur

optimale de ¢ appartient & I'intervalle [£, '“;L—l]

5) évident, puisque l'on utilise une distribution continue, et que par conséquent g et y
sont deux fonctions continues.

7.8 Eléments de théorie des cartes

Nous allons dans cette section donné quelques lemmes, théorémes et propositions utiles
pour comprendre et manipuler des cartes combinatoires. Afin d’alléger les notations nous
noterons ¢*(b) N f I'ensemble des brins appartenant simultanément au sommet o*(b) et &
la face f.

Nous allons commencé par démontrer un théoréme trés général permettant de carac-
tériser les brins doubles.

Théoréme 10 Soit (¢, ) une carte combinatoire, b un brin de cette carte et f une face
de F(p), alors :

|0'*(b)‘f >3= a{bl,bg} C U*(b) Nf / b1 # by et {_bl,_bZ} cf
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Preuve:

Donc : |o*(b)| € {3,4}.

e Si|o*(b)| = 3.

0'*(b) = (bl,bg,bg) avec {bl,bg,bg} cf

Donc :

f
e~ (b3) = —07(b3) = —bo —by € p*(b3) = f
On a donc : by # by et {—by,—bo} C f
e Si|o*(b)| = 4.

Puisque |0*(b)|f > 3, les éléments de o*(b) N f seront forcément consécutifs dans le
cycle o*(b), on a donc :

U*(b) = (bl,bQ,bg,b4) avec {bl,bg,bg} C f

@ (b2) = —0 7 (b2) = —by ) N ( —by € p*(b2) =

On applique alors le méme raisonement que pour |o*(b)| = 3 ce qui nous fournit le
méme résultat.

Corollaire 3 Soit (¢, ) une carte et f une face de cette carte. Si f ne posséde pas de
brins double, on a :
Vbe flo*(b)f <2

Preuve:

Si la face ne comporte pas de brins double on ne peut pas trouver deux brins distincts
by et bo tels que {b1,b2} C o*(b) N f et {—b1, —b2} € f. La contraposé du téoréme 10 nous
fournit alors le résultat, a savoir :

0" (b)]y <2

O

Lemme 4 Soit (p, @) une carte combinatoire, b un brin de la carte et f une face de (¢, ).
Si f ne posséde pas de brins doubles on a :

{bl,bz} C U*(b) nNf= O’(bl) # by et O'(bz) # by

Autrement dit, si l’on supprime les brins doubles d’une face, les brins de celle ci ne peuvent
étre consécutifs sur un sommet.
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Preuve:

Si o(by) = by alors ¢~ !(bg) = —0_1(ba) = —b1. Le brin b; est donc un brin double de
f ce qui est rejeté par hypotheése. O

Corollaire 4 Sous les méme hypothése :

(b1, by} C o*(B) N f = |0 (b)| = 4

Preuve:

Puisque b; et by ne sont pas consécutifs dans le cycle o*(b), il existe forcément deux
brins s’intercalant entre b; et bo. On a par exemple :

O'*(b) = (b, b1 , b’, bg)

Le sommet o*(b) comporte donc bien quatre brins. O

7.8.1 Preuve du théoréme 8

11 sagit de démontrer la proposition suivante :

Proposition 9 Soit (¢, ) un carte, f une face de cette carte et b un brin de f. Si f ne
comporte pas de brins double on a :

0% (0) = 4 et [o* ()| € {2,3} & |07 (b)[; =2

Preuve:

On sait, par le corollaire 3 que si f ne comporte pas de brins double on a : |o*(b')|f < 2
pour tout brin &' de f. Il suffit donc de démontrer que :

lo*(0)] = 4 et |07 (b)|f =2 & o7 (b)|; =2
La premiere implication est évidente, il nous suffit donc de montrer que :
o ()lf =2=|o"(b)| =4

Or cette derniére implication nous est donnée par le corollaire 4. O

7.8.2 Plusieurs propositions ayant trait aux cartes combinatoires
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Lemme 5 Soit (p,a), une carte combinatoire et b un brin de cette carte. Si le sommet
o*(b) ne comporte aucun brin double alors :

—beo*(b) = o(b) =—-bouo(-b)=b

Autrement dit, si l'on exlue les brins doubles et si deux brins opposés appartiennent auz
méme sommet alors ils sont consécutifs dans le cycle du sommet.

Preuve:

Supposons que o(b) # —b et o(—b) # b. On a alors :
o (b) = (b’ bla _ba b2)

Donc :
by = @(—b) =0c(b) = b1 € *(-b)
De méme :

¢(=b1) = o(b1) = b= —b1 € ¢"(-b)

by est donc un brin double de o*(b) ce qui est contraire & I’hypothése. O

Corollaire 5 Sous les mémes hypothéses :
—beo*(b) = [¢"(b)| =1 ou |p*(=b)| =1

Donc un des brins b ou —b défini une face.

Preuve:

Sio*(b)=—bona:
p(=b) = a(b) = ~b = p(~b) = (~b)

Lemme 6 Soit (¢, a) une carte, b un brin de cette carte et f une face de F(p). On a :

0" ) s =1 —a"(®)ls

—o*(b) désigne ici, l'opposé de l’ensemble des brins de o*(b).
Preuve:

e Montrons tout d’abord que : ¢ ~(o*(b) N f) C (—o*(b)) N f.
Soit b€ o*(b) N f,on a: ¢ 1(b) = —o !(b). Donc :

o H(b) € =" (b) Np*(b) = (—o* (b)) N f
On a donc :

p o ®)N ) C (=" (B) N f
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e Réciproquement, montrons que ¢((—o*(b)) N f) C o*(b)N f
Soit &' € (—a*(b)) N f, on a b’ = —b" avec b’ € o*(b). De plus :

o(t) = o(=b) = o(t") = o)) =o(b") € 5™ (b) N f
On a donc :
p((=o*(B) N f) Co(®)n f
@ est une fonction bijective. Les deux inclusions ci dessus montrent que sa restriction a

(=o*(b)) N f définie une bijection de (—o*(b)) N f sur o*(b) N f. On a donc :

lo* () N fl = [(=o" (b)) N /]

Autrement dit :

0" ()5 = | =" (b)ly

Théoréme 11 Soit (p, ) une carte, f une face de cette carte et b un brin de f. Si f ne
comporte pas de brins doubles on a :

lo*(b)f=2=Vea*(b)Nnf—o)ef
Dis autrement, si une face “part” d’un sommet avec un brin b’ elle y reviendra par le brin

—a(b).

Preuve:

Soient by et by les deux brins de o*(b) N f, on a d’aprés le corollaire 4 deux autres brins
b3 et by tels que :
o (b) = (bla b3a b2, b4)

De plus d’aprés le lemme 6 : |(—o(b)) N f| = 2. La face f ne comportant pas de brins
double on a —by & f et —by & f. Donc :

(=" (®) N f ={=bs, ~ba} = {—0(b1), —o(b2)}

Les deux brins —o(b1) et —o(be) appartiennent donc & f. O
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