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Résumé Cette thèse est une contribution expérimentale à l’étude de la
convection thermique en régime laminaire, transitoire et turbulent pour un
fluide à seuil en écoulement dans une conduite cylindrique ou annulaire. Le
fluide utilisé est une solution de carbopol neutralisée. En régime laminaire,
l’écoulement unidirectionnel d’un fluide à seuil est caractérisé par la présence,
dans la partie centrale, d’une zone isovitesse. La fin du régime laminaire,
déterminée à partir des mesures de pression et de vitesse, est retardée par
la présence d’un seuil d’écoulement. Le début de la transition se manifeste
par des instabilités en présence d’une zone isovitesse stable. Ce régime par-
ticulier n’est observé que pour le fluide à seuil. Par la suite, des bouffées
turbulentes envahissant toute la section de la conduite, sont obtenues et
comparées à celles pour un fluide newtonien. En régime turbulent, les effets
dus aux caractères rhéofluidifiants et élastiques des fluides utilisés sont mis
en évidence. Enfin, l’évolution du coefficient de transfert de chaleur dans les
différents régimes est déterminée montrant clairement l’effet des propriétés
rhéologiques.

Mots clés transition laminaire-turbulent, écoulement en conduite, cylin-
drique, annulaire, fluide à seuil, mesures dans les écoulements, convection

Abstract This work is an experimental contribution to the study of ther-
mal convection in laminar, transitional and turbulent flow of a yield stress
fluid in a cylindrical or annular pipe. The fluid used is a neutralized solution
of carbopol. For one-dimensional shear flows, the fully established laminar
velocity profile of yield stress fluid is characterized by a central plug region.
According to the pressure and velocity measurements, a delay in transition
is observed for the yield stress fluid. The beginning of transition appears by
instabilities in presence of a stable plug flow. This peculiar regime has been
found only for the yield stress fluid. After that, turbulent spots filling the
pipe section are obtained and compared to that for newtonian fluids. In tur-
bulent flow, only the shear-thinning and elastic effects of the fluids used are
observed. Finally, the evolution of the heat transfer coefficient is determined
in the different regimes showing the effects of the rheological properties.

Key words laminar-turbulent transition, pipe flow, annular flow, yield
stress fluid, flow measurements, convection
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Je remercie très chaleureusement Chérif Nouar qui m’a dirigé pendant ces
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d’avoir accepté avec sympathie le rôle des rapporteurs. Je remercie Jean Des-
roches et Olivier Scrivener d’avoir accepté de faire partie du jury.
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Table des matières

Nomenclature vii

Introduction 1
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C coefficient d’énergie cinétique : C =

∫ 1

0

( u
U

)3
ηdη −
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y position radiale à partir de la paroi m
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χ le critère de stabilité de Mishra et Tripathi −

ω fonction : ω = 1− 2

[
(1− a)2
m+ 3

+
a (1− a)
m+ 2

]
−



TABLE DES MATIÈRES xi
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RL nombre de Reynolds critique issu de l’analyse de stabilité linéaire

Reg nombre de Reynolds généralisé : Reg =
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1

Introduction

0.1 Problématique industrielle

Le forage d’un puits est suivi des opérations de tubage et de cimentation.
Des descriptions détaillées de ces opérations sont données par Nguyen [92]
et Nelson [91]. La cimentation (cf. figure 1) consiste en la mise en place d’un
laitier de ciment approprié à une cote donnée du puits dans l’espace annulaire
entre les tubes et la paroi rocheuse. En fait, un fluide intermédiaire (“spacer”)
et le laitier de ciment sont injectés depuis la surface dans la partie centrale
du tube. Les deux fluides remontent dans l’espace annulaire (entre le tube et
la paroi rocheuse), déplaçant ainsi les boues de forage. Ces fluides 1 ont un
comportement rhéologique complexe : ils sont rhéofluidifiants et possèdent
une contrainte seuil d’écoulement. Les objectifs de cette opération sont mul-
tiples : la consolidation, l’isolation et le nettoyage du puits. La mâıtrise de
ce procédé, fondamental pour une exploitation durable et efficace du puits,
passe par la connaissance de la structure du champ dynamique. Il s’agit donc
du déplacement d’un fluide à seuil par un autre fluide à seuil. La qualité de
déplacement des boues de forage est meilleure et le nettoyage des puits est
plus efficace lorsque l’écoulement des fluides considérés est turbulent. Il est
donc nécessaire de prédire le régime d’écoulement des fluides injectés. On
est particulièrement intéressé par (i) les conditions critiques de transition et
(ii) les caractéristiques de l’écoulement turbulent d’un fluide à seuil dans une
conduite cylindrique et annulaire.

La connaissance de la structure du champ thermique est tout aussi im-
portante, dans la mesure où elle contrôle la prise du ciment dans l’espace
annulaire. Le temps de prise du ciment est lié à sa température qui, elle

1. La sélection de ces fluides est imposée par les spécificités du puits. Par exemple,
les fluides “spacer” sont principalement constitués d’eau ou d’huile. Ils contiennent des
particules, des polymères, . . .
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Fig. 1 – Cimentation d’un puits d’après Allouche et al. [6]

même, dépend du coefficient de transfert de chaleur entre le fluide et les
parois en présence. Les objectifs du travail présenté dans ce rapport sont :
(i) déterminer la structure de l’écoulement en régime laminaire, transitoire
et turbulent en conduites cylindrique et annulaire, (ii) préciser les condi-
tions critiques de transition, (iii) fournir des lois de perte de charge pour
les trois régimes d’écoulement, et enfin, (iv) déterminer la répartition des
températures et les coefficients de transfert de chaleur.

Dans ce qui suit, une étude bibliographique sur les écoulements et la
convection thermique pour des fluides à seuil est présentée afin de dégager les
problèmes les plus pertinents et ainsi préciser la problématique scientifique de
ce travail. En guise d’introduction à l’étude bibliographique, un paragraphe
sur la rhéologie des fluides à seuil et les modèles utilisés est nécessaire.

0.2 Fluides à seuil

De façon simplifiée, les fluides à seuil sont des fluides qui ne s’écoulent pas
tant que la contrainte appliquée est inférieure à une contrainte seuil, notée
τ0 . La contrainte seuil est due, au niveau microscopique, à l’existence d’un
réseau de liaisons entre les éléments constitutifs du matériau. Ces liaisons sont
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la conséquence des interactions 2 entre toutes les espèces moléculaires consti-
tuant le fluide. Bird et al. [16] donnent une liste de matériaux présentant
une contrainte seuil d’écoulement, celle-ci va des boues de forage au sang, en
passant par les produits cosmétiques.

Au repos, le solvant est piégé par une structure tridimensionnelle. Le
matériau se comporte alors comme un gel. On distingue deux types de gels :
(i) les “gels chimiques” pour lesquels les liaisons sont fortes, par exemple les
liaisons covalentes et (ii) les “gels physiques” pour lesquels les liaisons sont
faibles, par exemple les liaisons hydrogènes. Les expériences présentées dans
ce manuscrit ne concernent que le cas des gels physiques tels que la gélatine
ou les solutions de Carbopol 940 neutralisées.

Des essais de fluage permettent de mettre en évidence le comportement
du matériau suivant que la contrainte appliquée est inférieure ou supérieure
à la contrainte seuil. La figure 2(a) montre un résultat des essais de fluages
effectués à l’aide d’un rhéomètre fonctionnant à couple imposé sur une so-
lution de Carbopol à 0,2% en masse. Lorsque la contrainte est inférieure
à la contrainte seuil, la déformation γ est principalement élastique. Dans le
domaine de l’élasticité linéaire, les mesures de déformation donnent une com-
plaisance de la phase gel de l’ordre de 103 Pa. Pour une valeur de contrainte
supérieure à la limite élastique τe (τ > τe), différentes étapes sont observées.
Par exemple, sur la courbe de la figure 2(b) correspondant à une contrainte de
8 Pa, le matériau subit d’abord une déformation élastique (OA), suivie d’une
déformation plastique (AB), un fluage visqueux (BC), puis la phase de pré-
rupture (CR) et enfin la rupture au point R. On peut s’aider de la courbe
|γ̇| (t) pour déterminer ces différentes étapes. Certains auteurs définissent
alors deux contraintes seuil, l’une correspondant à la déformation élastique
limite et l’autre à la rupture.

Considérons maintenant l’écoulement unidirectionnel d’un fluide à seuil
dans une conduite de section quelconque. De façon simplifiée, deux zones
sont distinguées : l’une (i) où τ > τ0 et le matériau s’écoule comme un fluide
visqueux et l’autre (ii) où τ ≤ τ0 et le matériau se déplace comme un bloc
solide. Cette description est l’image classique retenue dans la littérature.
Dans certaines situations telles que celles correspondantes aux écoulements
établis, la connaissance de la loi de comportement à l’équilibre est suffisante.

2. Une description des différents types d’interactions (répulsions et/ou cohésion à courte
ou longue portée : forces d’origine électrostatique, liaisons hydrogène, forces de dispersion :
van Der Waals) des différents types de fluides (fluides purs, dispersions, gels) sont présentés
par Cabane et Hénon [21] et Larson [72]
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Fig. 2 – Essais de fluage pour une solution de Carbopol à 0,2%. (a) Evolu-
tions de γ (t) pour des contraintes appliquées de 0,5, 1, 2, 4, 6, 8 et 16 Pa.
(b) Evolution simultanée de γ (t) et |γ̇| (t) pour l’essai de fluage à 8 Pa.
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La figure 3 donne un résultat de l’évolution de la contrainte, τ , en fonction
du gradient de vitesse en écoulement de cisaillement simple obtenu à partir
d’essais rhéométriques sur une solution de Carbopol à 0,2% et un sirop de
glucose. Des relations empiriques sont proposées pour décrire l’évolution de
τ (γ̇). Trois modèles sont souvent utilisés : le modèle de Bingham, le modèle
de Herschel-Bulkley et le modèle de Casson.

En utilisant, le critère de von Mises, les équations constitutives sont
données par :
Le modèle de Bingham :

D = 0 ; τ
1/2
II ≤ τ0 (1)

τ = 2

(
τ0√
4DII

+KB

)
D ; τ

1/2
II > τ0 (2)

Le modèle de Herschel-Bulkley :

D = 0 ; τ
1/2
II ≤ τ0 (3)

τ = 2

(
τ0√
4DII

+K (4DII)
n−1

2

)
D ; τ

1/2
II > τ0 (4)

Le modèle de Casson :
D = 0 ; τ

1/2
II ≤ τ0 (5)

τ = 2

(
τ0√
4DII

+KC +

(
KCτ0√
4DII

)1/2)
D ; τ

1/2
II > τ0 (6)

où KB est la viscosité plastique dans le modèle de Bingham, K et n sont res-
pectivement la consistance et l’indice de structure dans le modèle de Herschel-
Bulkley, KC est la consistance dans le modèle de Casson. D est le tenseur des
taux de déformations, τ le tenseur déviateur des contraintes. Les scalaires
DII =

1
2
(tr D2) et τII =

1
2
(tr τ 2) sont les seconds invariants des tenseurs D

et τ , respectivement. D est définit par D = 1
2

[
∇V + (∇V)T

]
où V est le

vecteur vitesse.
Dans ces modèles : (i) le matériau est supposé se comporter comme un

solide indéformable lorsque τ
1/2
II ≤ τ0, (ii) la viscosité apparente tend vers

l’infini lorsque le cisaillement tend vers zéro, c’est à dire au voisinage de
l’interface. En fait, l’utilisation des modèles précédents est compliquée dans
la mesure où elle nécessite la connaissance à priori de la position de l’inter-
face. Pour contourner les difficultés liées d’une part à la détermination de la
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position de l’interface et d’autre part au comportement de la viscosité au voi-
sinage de celle-ci, des modèles régularisés sont introduits. Ceux-ci consistent
globalement à remplacer le comportement solide indéformable par un com-
portement Newtonien correspondant à un fluide de très grande viscosité.
Parmi les modèles utilisés, on cite le modèle de Papanastasiou [107] :

τ = 2

(
K +

τ0
(
1− exp

(
−m√4DII

))
√
4DII

)
D (7)

oùm est un paramètre qui prend des valeurs très élevées (m > 10) permettant
de se rapprocher le plus possible du modèle de Bingham. On peut remarquer
que les modèles régularisés ne sont, en fait, qu’une perturbation des modèles
de Bingham ou de Herschel-Bulkley. Ils permettent la détermination de la
structure de l’écoulement d’un fluide à seuil dans des situations plus ou moins
complexes. Cependant, il faut s’assurer que le comportement rhéologique de
la zone isovitesse n’a pas un rôle fondamental sur les conditions d’écoulement.
En effet, pour certains problèmes tels que ceux rencontrés en stabilité, les
résultats issus des modèles régularisés peuvent être différents de ceux obtenus
par le vrai modèle de Bingham.

0.3 Etude bibliographique

0.3.1 Ecoulement laminaire

L’écoulement de Hagen-Poiseuille d’un fluide à seuil est caractérisé par la
présence d’une zone isovitesse au centre de l’écoulement. Le matériau dans
cette zone isovitesse est considéré comme un solide indéformable d’après le
modèle de Bingham ou de Herschel-Bulkley. La dimension de cette zone ne
dépend que du nombre de Bingham B ou de Herschel-Bulkley Hb (le rap-
port entre la contrainte seuil et une contrainte visqueuse nominale). Bird et
al. (1983) [16] ont donné les expressions des profils de vitesse dans le cas
d’écoulements unidirectionnels, dans des géométries simples (conduite cylin-
drique, canal plan, conduite annulaire, ...).

0.3.2 Transition laminaire-turbulent

La détermination des conditions critiques de transition ainsi que les mé-
canismes de transition pour des fluides à seuil ont été peu abordés dans
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la littérature. Ceci est probablement lié aux difficultés rencontrées dans le
traitement de la zone isovitesse en régime transitoire. Les études relevées ici
portent essentiellement sur la détermination du nombre de Reynolds critique
à partir duquel on quitte le régime laminaire. Sur cet aspect, les études
peuvent être classées en études (i) théoriques, (ii) phénoménologiques et (iii)
expérimentales. Pour ce qui est des mécanismes de transition pour un fluide
à seuil, il n’existe pas, à notre connaissance, de travaux sur ce point. A
titre de référence, une synthèse des études effectuées dans le cas des fluides
Newtoniens est donnée. En fait, même dans ce dernier cas, le problème n’est
pas encore résolu.

0.3.2.1 Condition de transition

Etudes théoriques Une analyse linéaire de stabilité de l’écoulement de
Poiseuille d’un fluide de Bingham vis à vis de perturbations infinitésimales
bidimentionnelles a été effectuée par Frigaard et al. (1994) [46]. L’analyse
linéaire effectuée montre que le mouvement de la zone non-cisaillée n’est pas
modifié par une perturbation infinitésimale. D’un point de vue physique, ce
résultat est tout à fait cohérent dans la mesure où une perturbation infi-
nitésimale ne peut pas modifier le mouvement d’un solide indéformable de
dimension finie. Tout se passe donc comme si la zone non-cisaillée est un so-
lide indéformable qui se déplace à vitesse constante. Finalement, les auteurs
aboutissent à une équation de Orr-Sommerfield modifiée, qu’ils résolvent
avec un choix approprié de conditions aux limites à l’interface pour rester
consistent avec le modèle Newtonien. Les résultats obtenus par les auteurs
indiquent que le nombre de Reynolds critique, basé sur la viscosité plastique,
augmente avec B. En plus, cette variation semble linéaire lorsque B À 1.
Kabouya et Nouar (2003) [65] ont effectué une analyse de stabilité linéaire
de l’écoulement de Poiseuille d’un fluide de Bingham dans une conduite an-
nulaire vis à vis de perturbations infinitésimales axisymétriques. L’analyse
conduit à une équation d’Orr-Sommerfeld dans chacune des zones fluides in-
ternes et externes séparées par la zone isovitesse. Les équations sont résolues
en considérant qu’à l’interface τ = τ0 et donc DII = 0. Les résultats ob-
tenus indiquent que l’écoulement d’un fluide de Bingham est linéairement
stable. Dans le cas de Hagen-Poiseuille, il n’a pas été jugé pertinent de faire
une analyse linéaire de stabilité puisque dans le cas d’un fluide Newtonien,
l’écoulement est stable. En outre, la présence d’un seuil contribue à la stabi-
lité de l’écoulement.
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Si l’on reprend l’hypothèse d’un comportement de type solide indéformable
lorsque τ ≤ τ0 , alors l’écoulement de Hagen-Poiseuille d’un fluide à seuil
peut être considéré comme un écoulement composé Couette-Poiseuille où le
cylindre extérieur est fixe et le cylindre intérieur se déplace avec une vitesse
constante. Ce problème a été examiné par Preziosi et Rosso (1990) [114] pour
un fluide Newtonien. Les résultats numériques indiquent que l’écoulement
est linéairement stable pour un rapport de rayon supérieur à 0,1. Ceci vient
confirmer le résultat de la stabilité linéaire d’un écoulement de Hagen-Poiseuille
d’un fluide à seuil. On peut considérer que ceci est vrai pour tous les modèles
de fluides à seuil qui supposent un comportement de type solide indéformable
lorsque τ ≤ τ0

Une analyse non-linéaire de stabilité basée sur la méthode des énergies
effectuée par Nouar et Friggard (2001) [100] indique que le nombre de Rey-
nolds assurant une stabilité globale, Rg, augmente lorsque B crôıt. En outre,
lorsque B À 1, les auteurs montrent que Rg = O

(
B1/2

)
. Il est important de

noter que dans cette analyse, l’effet de la contrainte seuil a été réduit à la mo-
dification de la zone où l’écoulement est cisaillé et à la modification du terme
d’inertie. La méthode des énergies a été reprise récemment par Frigaard et
Nouar (2003) [47] dans le cas d’une perturbation infinitésimale tridimentio-
nelle. Le nombre de Reynolds critique augmente avec B et Rg = O

(
B3/4

)

lorsque B À 1. Cependant, les valeurs obtenues pour le nombre de Reynolds
critique sont inférieures aux résultats expérimentaux (au moins d’un ordre de
grandeur). Ceci est dû au fait que la condition de stabilité de la méthode des
énergies impose que l’énergie cinétique de la perturbation est une fonction
strictement décroissante au cours du temps.

PSfrag replacements
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Finalement, les seules données théoriques disponibles actuellement rela-
tives à l’écoulement de Poiseuille d’un fluide à seuil sont (i) stabilité linéaire :
RL →∞ et (ii) Rg = O

(
B3/4

)
lorsque B À 1
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Etudes phénoménologiques La littérature scientifique propose des cri-
tères phénoménologiques permettant de prédire le nombre de Reynolds de
transition laminaire-turbulent. On retient (par ordre chronologique) Hed-
ström (1952), Metzner et Reed (1955) [81], Ryan et Johnson (1959) [119],
Hanks (1969)[54], Mishra et Tripathi (1971) [85] et Slatter (1999) [128]. Ces
critères sont présentés et comparés aux résultats théoriques par Nouar et
Frigaard [100]. Ces critères divergent lorsque l’on s’écarte suffisamment du
comportement non-Newtonien. La même observation est faite par Brand et
al. (2001) [20]. Dans le cas des fluides de Bingham, Nouar et Frigaard [100]
ont comparé les critères phénoménologiques à deux critères théoriques : il
s’agit du nombre de Reynolds critique au delà duquel l’écoulement est cer-
tainement instable (borne supérieure) et le nombre de Reynolds critique au
dessous duquel l’écoulement est certainement stable (borne inférieure). Un
critère phénoménologique est dit admissible lorsqu’il se trouve entre les deux
bornes théoriques. Les résultats montrent que pour B À 1, seul le critère
de Hanks vérifie cette condition. Lorsque B = O(1) ou B < 1, ce qui est le
cas le plus fréquemment rencontré, tous les critères satisfont les conditions
théoriques. Dans ce cas, seule l’expérience permettra d’indiquer le critère le
plus pertinent.

Etudes expérimentales On considère d’abord le cas des conduites cylin-
driques. La détermination des conditions critiques pour les fluides à seuil a
été effectuée essentiellement à travers les mesures de perte de charge : Hed-
ström (1952) [59], Metzner et Reed (1955) [81], Hanks (1962) [50, 51, 53]. Le
nombre de Reynolds critique est le nombre de Reynolds à partir duquel les
mesures expérimentales commencent à s’écarter de la solution théorique la-
minaire. Les résultats expérimentaux de Hanks [51] montrent clairement que
le nombre de Reynolds critique, ReB, pour des fluides de Bingham, basé sur
la viscosité plastique, augmente avec le nombre de Hedström (He = BReB).
En outre, les résultats expérimentaux semblent être en accord avec le critère
de Hanks jusqu’à un nombre de Hedström de 105.

A partir de la fin des années 80, des mesures de vitesse pour des fluides
à seuil ont été effectuées par Vélocimétrie Laser Doppler à effet Doppler
(VLD) : Abbas et Crowe (1987) [1], Park et al. (1889) [108], Escudier et
Presti (1996) [39]. Les auteurs constatent une forte augmentation du taux
de fluctuation de la vitesse au voisinage de la transition, avec néanmoins
un maximum inférieur à celui obtenu pour un fluide Newtonien. Afin de
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Fig. 4 – Evolution du nombre de Reynolds de transition en fonction
du rapport de rayon par la méthodes des énergies et quelques résultats
expérimentaux d’après Joseph et Carmi [64]. Les résultats expérimentaux
sont tirés de Hanks [52]

comprendre les mécanismes de transition, Escudier et Presti [39] ont mesuré
des profils de vitesse lors de la transition. Ils observent une forte dissymétrie
des profils de vitesse avec à priori une zone bouchon bien définie. Ce résultat
étonnant n’a pas été observé par d’autres auteurs (Park et al. [108]).

Pour ce qui est des écoulements en conduite annulaire, Hanks (1963)
[52] détermine l’évolution du nombre de Reynolds de transition pour un
fluide Newtonien en fonction du rapport des rayons. Il valide son résultat
par quelques mesures expérimentales. Selon Hanks, le nombre de Reynolds
de transition est maximum pour un rapport de rayon de rayon de 0,15. Ceci
est conforté par l’analyse non-linéaire de stabilité basée sur la méthode des
énergies de Joseph et Carmi (1969) [64] (cf. figure 4). Des profils de vitesse
pour plusieurs fluides non-Newtoniens ont été réalisés par Escudier et al.
(1995) [38] ; des dissymétries du profil de vitesse ont été observées, malheu-
reusement, les données ne sont pas suffisantes pour conclure. De plus, des
mesures de vitesse et de perte de charge pour des fluides Newtoniens et des
fluides rhéofluidifiants ont été effectuées dans le cas d’une conduite annulaire
excentrée. Nouri et al. (1993) [102] mettent en évidence l’augmentation du
coefficient de frottement avec l’excentricité de la conduite annulaire. On n’a
pas relevé de résultats traitant les trois régimes d’écoulement pour des fluides
à seuil dans une conduite annulaire.

Il est clair qu’à ce niveau, il est difficile de conclure sur le nombre de
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Reynolds de transition. Des données expérimentales supplémentaires sont
nécessaires. Pour ce qui est des mécanismes de transition pour un fluide à
seuil, il n’existe pas d’études sur ce point. La difficulté fondamentale réside
dans la caractérisation du comportement de la zone isovitesse.

0.3.2.2 Mécanismes de transition

A défaut d’études sur les mécanismes de transition pour des fluides à
seuil, on utilise comme référence celles décrites pour un fluide Newtonien.
Sur ce point, la littérature est très abondante depuis les expériences de Rey-
nolds en 1883 [116]. Le grand nombre de travaux théoriques, numériques
et expérimentaux est dû à l’écart, non encore expliqué, entre les résultats
théoriques et expérimentaux. Dans ce qui suit, une tentative de synthèse
des différents résultats est donnée. On commence par considérer le cas “sim-
ple” de la stabilité de la couche limite sur une plaque plane. La figure 5
schématise le scénario de transition laminaire-turbulent. A partir d’une cer-
taine position axiale, les ondes linéaires de Tollmien-Schlichting traduisant
l’instabilité linéaire apparaissent. Leurs amplitudes augmentent dans le sens
de l’écoulement. A partir d’un certain seuil, ces ondes deviennent instables
vis à vis d’une perturbation tridimensionnelle. Une structure en forme de

∧

est observée. Cette structure évolue jusqu’à obtension de spots de turbulence.
Ces étapes ont été observées expérimentalement par Mishioka et al. (1975)
[93] et mises en évidence numériquement par Kleiser et Zang (1991) [69].

Le scénario précédent basé sur les instabilités linéaires est inapproprié
dans le cas de l’écoulement en conduite cylindrique dans la mesure où l’écou-
lement de Hagen-Poiseuille est considéré comme linéairement stable. Un pas-
sage brutal vers les spots de turbulence est observé expérimentalement. On
parle alors de transition de type “bypass” [88] dans la mesure où on évite
(“bypass”) les premières étapes de la transition décrites pour une couche
limite sur une plaque plane.

Une explication possible de ce type de transition a été proposée au début
des années 90 par Trefethen et al. (1993) [135] et reprise ensuite par Schmid et
Henningson (1994) [121]. Ces auteurs se basent sur le fait que les opérateurs
(tel que l’opérateur de Orr-Sommerfeld) qui interviennent dans les équations
linéarisées gouvernant les perturbations, ne sont pas auto-adjoints. Les fonc-
tions propres ne sont pas orthogonales vis à vis d’un produit scalaire déduit de
l’expression de l’énergie cinétique. Ainsi, même si l’écoulement est linéairement
stable, l’énergie de cette perturbation peut augmenter sur des temps courts et
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Fig. 5 – Schéma illustrant le scénario de transition depuis l’amplification
des instabilités linéaires jusqu’à la formation des spots de transition d’après
White [141]

Fig. 6 – Schéma illustrant la théorie “transient growth”
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ensuite tendre vers zéro. Ce phénomène peut être illustré de façon schématique
par la figure 6. Il est montré comment la somme de deux vecteurs u1 et u2
non orthogonaux peut augmenter sur des temps courts alors que |u1| et |u2|
décrôıssent dans le temps. Cette augmentation d’énergie peut être suffisam-
ment importante pour induire des effets non-linéaires (le développement de
spots de turbulence). Finalement, il faut retenir de ce scénario que la transi-
tion est gouvernée par des phénomènes linéaires.

D’un point de vue expérimental, les travaux les plus intéressants sont ceux
deWygnansky et Champagne (1973) [144] et Draad et al. (1998) [32] dans une
conduite cylindrique. Il s’agit d’installations expérimentales, conçues avec
beaucoup de précautions, permettant de maintenir l’écoulement laminaire
jusqu’à des nombres de Reynolds de 105. En fait, il existe deux types distincts
d’expériences : (i) les expériences où des perturbations sont introduites dans
la zone d’établissement de l’écoulement et (ii) celles où des perturbations sont
introduites dans un écoulement de Poiseuille complètement développé. Pour
le premier type d’expériences, Wygnanski et Champagne [144] ont montré que
la transition dépend de l’amplitude de la perturbation introduite à l’entrée
de la conduite. Ces auteurs ont trouvé deux types de structures turbulentes :
les “puffs” lorsque Re ∼ 2700 et les “slugs” lorsque Re ∼ 3000 (cf. figure 7).
Pour ce qui est du second type d’expériences, Draad et al. [32] perturbent
un écoulement de Poiseuille complètement développé. Les perturbation sont
introduites au moyen d’aspirations/inspirations périodiques de fluide aux pa-
rois de la conduite. Ainsi, pour de faibles fréquences, la vitesse relative cri-
tique (amplitude de la perturbation permettant de déclencher la transition)
varie en Re−1. Lorsque les auteurs ajoutent du polyacrylamide (PAMH) par-
tiellement ionisé, le fluide devient rhéofluidifiant (la viscosité varie entre 1 et
20 fois celle de l’eau) et élastique. Un retard à la transition a été observé.
En fait, pour une perturbation donnée, le nombre de Reynolds critique a
augmenté.

Finalement, on peut considérer que la transition démarre avec l’apparition
de la première bouffée turbulente. Le régime transitoire est caractérisé par
des séquences intermittentes de bouffées turbulentes et d’écoulements lami-
naires. Lorsque les séquences turbulentes sont prépondérantes, l’écoulement
est turbulent.
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Fig. 7 – Visualisation des bouffées turbulentes (a) “puff” ; (b) “slug” d’après
Shan et al. [125]

0.3.3 Ecoulement turbulent

Un écoulement turbulent dans une conduite est un cas d’écoulement tur-
bulent avec paroi. L’écoulement turbulent pleinement développé se compose
de deux zones (cf. figure 8) : une zone interne d’épaisseur δt (où l’écoulement
s’ajuste pour devenir un écoulement purement visqueux près de la paroi jus-
qu’à devenir un écoulement purement inertiel au bord de la zone interne),
et une zone externe où les contraintes turbulentes dominent. Dans la zone
interne, il existe trois sous-couches : une sous-couche laminaire visqueuse ad-
jacente à la paroi d’épaisseur δv, une sous-couche turbulente d’épaisseur δt−δb
et une couche intermédiaire (zone tampon) entre la sous-couche laminaire et
la sous-couche turbulente d’épaisseur δb − δv

L’écoulement turbulent d’un fluide non-Newtonien en conduite est un cas
particulier de turbulence en écoulement avec paroi. En effet, il apparâıt dans
la zone interne (et plus particulièrement dans la sous-couche turbulente) une
compétition entre les forces d’inertie (issus de l’énergie cinétique du fluide)
et les forces de viscosité qui vont dépendre de la position à la paroi.

Classiquement, en turbulence, une description statistique des équations
de la mécanique des fluides conduit à une système d’équations ouvert. Des
modèles simples à une équation ont été proposé par Clapp (1965) [25]. Malin
(1997) [78], [79] et [80] propose la fermeture des équations par des méthodes
à deux équations de type k − ε. D’après ces modèles, il apparâıt, dans la
zone tampon, une augmentation de l’intensité de turbulence. Ceci n’est pas
clairement quantifié dans les études expérimentales de Park et al. [108] ou
Escudier et Presti [39].
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0.3.4 Transfert thermique

On considère maintenant le problème du transfert thermique entre les
parois chauffées d’une conduite et un fluide à seuil en écoulement. La présence
d’un seuil induit une augmentation du gradient de vitesse pariétal, donc une
augmentation du transfert thermique par rapport à un fluide Newtonien.
Une autre particularité des fluides considérés est que le nombre de Prandtl
(i.e. le rapport entre la diffusion de quantité de mouvement et la diffusion
thermique) est important (Pr > 1000). Le transfert de chaleur entre la paroi
chauffée et le fluide en écoulement peut être caractérisé par un coefficient de
transfert adimentionnel, le nombre de Nusselt :

Nu =
hD

λ
(8)

où h est le coefficient de transfert thermique, D le diamètre de la conduite
et λ la conductivité thermique du fluide.

0.3.4.1 Convection forcée en régime laminaire

Une analyse d’échelle des différents mécanismes de la convection ther-
mique permet d’obtenir un ordre de grandeur de la longueur d’établissement
du régime thermique. En effet, pendant un temps ‘t’, la chaleur se propage
par conduction dans le fluide selon une distance égale à (αt)1/2, où α est la
diffusivité thermique. Durant ce temps ‘t’, une particule de fluide se déplace
axialement d’une distance de l’ordre de Ut. Le temps ‘tL’ nécessaire pour
que la conduction atteigne l’axe de la conduite est tL = O (R2/α). Un ordre
de grandeur de la longueur d’établissement du régime thermique est alors
L = O (UR2/α). Par exemple, pour de l’eau en écoulement dans une conduite
de 2 cm de rayon à une vitesse débitante de 1 m/s, L ∼ 3000 m. Ainsi, le
régime dynamique est considéré comme établi et le champ thermique en
développement le long de la zone de chauffage. En prenant comme limite
une densité de flux de chaleur uniforme à la paroi, la figure 9 montre à titre
d’exemple l’évolution du nombre de Nusselt le long de la zone de chauf-
fage. Trois zones peuvent être distinguées. Une première zone (1) dite région
d’entrée thermique correspondant au développement du régime thermique.
Une seconde zone (3) correspondant à l’établissement du régime thermique.
Enfin, une zone intermédiaire (2) entre les deux précédentes.

La convection thermique en régime laminaire pour des fluides à seuil ou
des fluides rhéofluidifiants dans des conduites cylindriques et annulaires a
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été étudiée expérimentalement par Scirocco et al. (1985) [124] et Nouar et al.
(1994) [94]. Les études numériques de Nouar et al. (1995) [95] pour un fluide
de Herschel-Bulkley thermodépendant en écoulement dans une conduite cy-
lindrique sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. La convection
thermique d’un fluide à seuil thermodépendant dans une conduite annulaire
avec rotation du cylindre intérieur est également analysée numériquement et
expérimentalement par Nouar et al. (1998) [97].

0.3.4.2 Convection forcée en régime transitoire et turbulent

Le transfert thermique en régime transitoire ou turbulent pour des fluides
rhéofluidifiants et des fluides à seuil a fait l’objet de plusieurs travaux (Tho-
mas (1960) [134], Yoo (1974) [146], Scirocco (1985) [123] et Wangskarn et
Ghorashi (1990) [139]). Il s’agit principalement de mesures de perte de charge
et de température de paroi. Des analogies entre le transfert de quantité de
mouvement et le transfert de chaleur sont utilisées pour décrire les résultats.
Il n’existe pas d’études mesurant le flux de chaleur issu de la turbulence
pour des fluides rhéofluidifiants ou à seuil. Des résultats supplémentaires sont
nécessaires afin d’estimer ces flux et de pouvoir fournir des modèles fiables.

0.4 Problèmatique scientifique

Suite à l’analyse bibliographique, les problèmes suivant ont été dégagés :

– Parmi les différents critères phénoménologiques, quel est celui qu’il faut
utiliser?

– L’écoulement peut-il être instable en présence d’une zone isovitesse.

– Comment se comporte la zone isovitesse lors de la transition laminaire-
turbulent?

– Que peut-on dire sur les mécanismes de transition pour un fluide à
seuil? Les mécanismes sont-ils très différents de ceux des fluides New-
toniens?

– Quel est l’effet du comportement rhéologique sur l’écoulement turbu-
lent?

– Quel est l’effet du comportement rhéologique sur la convection ther-
mique en régime transitoire et turbulent?
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Le présent rapport se propose d’apporter une contribution expérimentale
(et donc quantitative) quant à l’effet de la contrainte seuil sur (i) les condi-
tions de transition, (ii) l’écoulement turbulent et (iii) la convection ther-
mique en régime laminaire, transitoire et turbulent. L’analyse bibligraphique
montre que la transition laminaire-turbulent dans une conduite cylindrique
est un phénomène non-linéaire qui dépend fortement des conditions limites.
Le choix du modèle rhéologique est déterminant. Cette thèse présente des
mesures visant à donner des idées pour de futures approches théoriques ou
numériques.

Le chapitre 1 présente l’installation expérimentale et les techniques de
mesure. Le comportement rhéologique des fluides utilisés y est aussi décrit.
Le chapitre 2 est consacré au rappel des propriétés de l’écoulement lami-
naire. Le chapitre 3 présente les résultats obtenus en régime transitoire. Les
résultats expérimentaux sont analysés afin de déterminer les conditions cri-
tiques de transition et de comprendre les mécanismes de transition. Le cha-
pitre 4 présente la description statistique du régime turbulent en conduite.
Enfin, le chapitre 5 présente les résultats de l’étude du transfert thermique
pour différents régimes d’écoulement.
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Chapitre 1

Installation expérimentale,

techniques de mesures et

fluides utilisés

Ce chapitre est structuré en trois paragraphes. Le premier présente l’ins-
tallation expérimentale et les deux veines d’essais utilisées (la conduite cylin-
drique et la conduite annulaire). Le second paragraphe décrit l’instrumenta-
tion des deux veines d’essais ainsi que les techniques de mesures employées.
Enfin, le troisième paragraphe est consacré aux fluides utilisés et à l’analyse
de leur comportement rhéologique.

1.1 Installation expérimentale

L’installation expérimentale utilisée est schématisée sur la figure 1.1.
L’écoulement est assuré au moyen d’une pompe volumétrique (3) à rotor
excentré (Moineau 45 I 5). Le débit, Q, est réglable jusqu’à 0,008 m3/s (soit
480 l/min) avec une précision de 1%. Un bac pressurisé de 50 litres (6), placé
en amont de la veine d’essai et deux manchons antivibratoires (2) permettent
de limiter la transmission des vibrations de la pompe au châssis qui supporte
la conduite. L’ensemble de la veine repose sur un berceau constitué par un fer
profilé en C, qui assure l’alignement, entre eux, des divers éléments. En plus
des vannes manuelle (5), un circuit de dérivation (12) permet de contrôler
le débit avec précision dans la veine principale. Une grille (7) assure l’ho-
mogénéisation de l’écoulement lors de son entrée dans la veine. Un thermo-
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expérim
en

tale,
profi

le
de

vitesse
et

systèm
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couple renseigne sur la température à l’entrée de la veine. La température
du fluide est maintenue constante avec une précision de 0,2oC, à l’aide d’un
échangeur tube/calandre CIAT (4), capable d’évacuer jusqu’à 10 kW . Cet
échangeur est alimenté par un mélange thermostaté d’eau et de glycol. Le
bac d’alimentation (1) peut contenir jusqu’à 150 litres des 300 litres de fluide
nécessaires au fonctionnement optimal de l’installation.

1.1.1 Première veine d’essai

La première veine d’essai est une conduite cylindrique d’une longueur
totale de 5 m et de rayon R = 15 mm. Elle se compose de trois parties :

– La première en PVC de longueur 80 diamètres contribue à l’établissement
du régime dynamique.

– La seconde partie est la zone de chauffage (8). Elle est constituée de
six tubes en cuivre de diamètre D = 0,03 m et de longueur 0,36 m, sur
lesquels a été bobiné un fil coaxial chauffant (Thermocoax) compre-
nant un fil conducteur en Nickel-Chrome placé dans une gaine en acier
inoxydable ; le fils est isolé de la gaine par de la magnésie. L’ensemble
des cylindres en cuivre est efficacement isolé par une couche d’air et un
enveloppe de polyméthacrylate de méthyle (Plexiglass).

– La troisième partie, de longueur 1,8 mètres, est en Plexiglass. Elle per-
met la mise en œuvre de la VLD. En outre, elle comporte deux prises
de pression.

Pour les fluides à seuils considérés, c’est à dire dont le comportement
rhéologique peut être décrit par le modèle de Herschel-Bulkley, la longueur
d’établissement, L, est, d’après Froishteter et Vinogradov [48], donnée par :

L

R Reg
=

0,23

n0,31
− 0,4a avec Reg =

ρU2−nRn

K
(1.1)

où ρ est la masse volumique, U la vitesse débitante et a est le rapport de
la contrainte seuil sur la contrainte pariétale. La relation (1.1) résulte d’une
corrélation des résultats numériques de la résolution des équations du mou-
vement munies des hypothèses de Prandtl et en adoptant un modèle à deux
viscosités. Il est clair que l’hypothèse d’une zone solide indéformable n’est
pas compatible avec l’existence d’un gradient sur l’axe de la conduite. Ce
paradoxe a déjà été souligné par plusieurs auteurs : Wilson et Taylor [142]
et Khatib et Wilson [5]. Les mesures de vitesse ont été effectuées à 4,5 m
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(267R) de l’entrée. D’après la relation (1.1), cette distance est suffisante pour
assurer l’établissement de l’écoulement 1.

1.1.2 Seconde veine d’essai

Lors des essais en conduite annulaire, la partie encadrée en pointillées
sur la figure 1.1 est remplacée par la conduite annulaire shématisée par la
figure 1.1.2. La veine d’essai est consituée de deux cylindres coaxiaux sur une
longueur totale de 3,8 m. Les diamètres de tubes intérieur et extérieur sont
respectivement 22,1/25,4 mm et 60,3/63,5 mm soit un espace annulaire de
17,45 mm, un diamètre hydraulique de 34,9 mm. Le rapport d’aspect de la
conduite est η1 = 0,421. Comme précédemment, trois parties peuvent être
distinguées :

– La première de longueur 0,1 m en Plexiglas permet de raccorder le bac
préssurisé à la conduite annulaire. L’entrée de la conduite annulaire se
fait à l’aide d’un cône.

– La seconde partie de longueur 3 m en acier inoxydable est la zone de
chauffage.

– La troisième partie en Plexiglas est réservée aux mesures de vitesse à la
sortie de la zone de chauffage. Des prises de pression ont été rajoutées.

1.2 Techniques de mesures

1.2.1 Instrumentation de la première veine d’essai

1.2.1.1 Mesure des débits

Un débitmètre électromagnétique (Endress+Hauser modèle Promag 33F)
(11) est placé en aval de la veine d’essai. L’erreur commise sur la mesure de
débit n’excède pas 1% de l’étendue de mesure (0 à 400 l.min−1).

1.2.1.2 Mesure des pertes de charge

Les deux prises de pression, notées (9) sur la figure 1.1, de 4 mm de
diamètre, situées à 3,9 et 5,1 m de l’entrée de la conduite amont, sont uti-
lisées pour la détermination des pertes de charge. Ces prises sont reliées à

1. Par exemple, pour un fluide avec τ0 = 10 Pa, K = 2 Pa.s−n et n = 0,5 à Re′ = 3000
(U = 6,25 m/s, Reg = 960, Hb = 0,25 et a ' 0,1) donc d’après (1.1), L = 235R < 267R
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de vitesse et système de coordonnées

un transmetteur de pression différentiel (Druck LPX 9481). La précision du
transmetteur est estimée à 0,25% de la valeur maximale de l’étendue de
mesure (103 Pa). Les mesures de pression deviennent très délicates par la
présence d’un seuil d’écoulement. Pour obtenir des mesures correctes, on uti-
lise des chambres cylindriques reliés aux prises de pression. Les chambres
cylindriques et les tubes de raccordement menant au transmetteur sont rem-
plis d’un fluide Newtonien.

1.2.1.3 Mesure des vitesses

Les mesures de vitesse axiale sont effectuées dans un plan horizontal situé
à 4,5 m de la section d’entrée de la conduite à l’aide d’une châıne de mesure
VLD (10) commercialisée par Dantec (FlowLite system). La châıne comprend
essentiellement une source Hélium-Néon (longueur d’onde 632,8 nm) de 10
mW , un analyseur de signal Dantec BSA 57N11 Enhanced Burst System, et
un micro-ordinateur Optiplex GXA110 (pour le pilotage avec le logiciel BSA
Flow Software 1.4). Les paramètres optiques sont les suivants : la séparation
initiale des deux faisceaux est égale à 38,4mm, la distance focale de la lentille
de sortie est de 160 ou 80 mm. Les longueurs des volumes de mesure dans



26 Chapitre 1. Installation expérimentale, . . .

la direction radiale sont respectivement 651 ou 166 µm, avec des diamètres
respectifs de 77 ou 39 µm. La lentille dont la distance focale est de 80 mm
est dédiée aux mesures de vitesse près de la paroi. Les écoulements sont ense-
mencés avec des particules sphériques creuses (de diamètre 10 µm de manière
à pouvoir travailler efficacement en rétro-diffusion). On peut montrer, en sup-
posant que le mouvement des particules est gouverné par le frottement avec
le fluide environnent, que la fréquence limite de suivi du mouvement par les
particules est de 1 MHz (Durst, Melling et Whitelaw [34]).

En général, l’intégration des données du signal VLD dans le volume de
mesure conduit à des erreurs sur la vitesse. Ceci est particulièrement re-
marquable près de la paroi où les variations de la vitesse le long du vo-
lume de mesure sont maximales. Durst, Jovanović et Sender [35] ont validé
expérimentalement (en comparant des mesures VLD avec différentes tailles
de volume de mesure et des mesures par film chaud) les expressions suivantes :

umes = u+
d2

32

(
d2u

dy2

)
(1.2)

u′2mes = u′2 +
d2

16

(
du

dy

)2
(1.3)

où umes est la vitesse mesurée et d est le diamètre du volume de mesure.
Les mesures de fluctuation de la vitesse présentés dans ce manuscrit sont
corrigées à l’aide de l’expression précédente (1.3).

Pour chaque campagne de mesure, les acquisitions de vitesse ont été ef-
fectuées à des fréquences de l’ordre de 100 Hz à 1 kHz. Chaque série de
mesure comporte 40000 points avec des fenêtres de mesure de l’ordre de huit
fois l’écart type de la distribution de vitesse. Les erreurs de mesures ainsi
obtenues sont estimées à 0,5% pour la vitesse moyenne, 1% pour le taux de
fluctuation, 2% pour le moment d’ordre trois (facteur de dissymétrie) et 4%
pour le moment d’ordre quatre (facteur d’aplatissement). La sonde VLD (10)
est posée sur un banc permettant un déplacement radial avec une résolution
spatiale, prenant en compte les erreurs de positionnement et d’alignement
angulaire du volume de mesure, de 30 µm.

1.2.1.4 Mesure des températures

Chaque élément chauffant comprend en paroi huit thermocouples Chromel-
Alumel de diamètre 1 mm. Cinq de ces thermocouples sont régulièrement es-
pacés le long d’une génératrice sur la paroi supérieure. Ils permettent de
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déterminer l’évolution de la température de paroi le long de la conduite
chauffée. De plus, dans une section (au milieu de chaque tronçons), trois
thermocouples supplémentaires situés à 90 degrés l’un de l’autre permettent
de vérifier si la convection naturelle doit être prise en compte ou pas. L’en-
semble de ces thermocouples (40) est relié à une centrale de mesure thermique
Solartron Logger 3430 de Schlumberger. Cet appareil comprend 70 voies
d’entrée et une compensation de soudure froide. La précision est de 0,2oC.
La scrutation des différentes voies se fait à l’aide d’un logiciel d’exploitation
SA20/70/120 LTC20W version F.03

1.2.1.5 Mesure des flux de chaleur

Le système de chauffage est le même que celui utilisé par Scirocco [123],
[124] et Fagla [43]. Il s’agit d’un chauffage pariétal par effet Joule à densité
de flux de chaleur constante sur une longueur totale de 2,16 m. Les éléments
chauffants sont alimentés électriquement au moyen d’un autotransformateur
triphasé (Variac) réglable. La puissance fournie est mesurée à l’aide d’un
wattmètre (AOIP).

1.2.2 Instrumentation de la seconde veine d’essai

1.2.2.1 Mesure des pertes de charge

La conduite annulaire possède deux prises de pression notées (9) sur la
figure 1.1.2. Ces prises sont de 4 mm de diamètre, distantes de 0,5 m, situées
à 3,2m de l’entrée de zone de chauffage et reliées au transmetteur de pression
différentiel.

1.2.2.2 Mesure des flux de chaleur

Le système de chauffage est le même que celui décrit par Läı [71] et Nouar
et al. [99]. Les deux cylindres sont chauffés par passage direct de courant
électrique dans les parois du tube. Neuf ailettes en acier inoxydables ont été
soudées sur les tubes, en trois positions axiales différentes (entrée, milieu et
sortie de la veine en acier), afin (i) d’assurer la coaxialité des deux cylindres et
(ii) de permettre le passage du courant électrique du cylindre extérieur (relié
aux connexions électriques) au cylindre intérieur. Les densités surfaciques de
flux de chaleur φp1 et φp2 imposées respectivement sur les cylindres intérieur
et extérieur sont dans un rapport égal à 0,94. La résistivité électrique du
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tube en acier inoxydable (de type 316L) varie avec la température suivant :
ρelec = 7,4.10−7 [1 + 85.10−5 (T − 20)] avec T en oC et ρelec en Ωm. Lorsque
la température de paroi augmente de 20oC à 80oC, ρelec augmente de 5%.
Pour tout les essais expérimentaux, ρelec est calculé à la température de pa-
roi moyenne. Le système d’alimentation électrique comprenant un autotrans-
formateur réglable, un transformateur abaisseur de tension d’une puissance
de 15 kVA, relié à la conduite annulaire par deux connexions métalliques et
des barres de cuivre. Ainsi, la puissance électrique provenant du réseau (380
volts alternatif monophasé) peut être modulée par l’intermédiaire de l’auto-
transformateur. Pour une puissance électrique maximale (potentiomètre de
l’autotransformateur positionné sur 100%), la tension passe de 380 à 8,5 volts
entre le circuit primaire et le circuit secondaire du transformateur, et l’inten-
sité est pas conséquent très élevée au niveau des tubes en acier inoxydable
(supérieure à 1 kA). La tension aux bornes de la conduite annulaire est me-
surée à l’aide d’un voltmètre digital précis à 0,01 volt près. Läı [71] estime
l’erreur sur la mesure des flux de chaleur à 6%

1.2.2.3 Mesure des températures

L’évolution de la température de paroi est déterminée à l’aide de 30 ther-
mocouples de type Chromel-Alumel placés à 13 positions axiales différentes.
Dans les onze premières positions, deux thermocouples sont placés : un en
haut de la conduite, l’autre en bas. Dans les deux dernières positions, quatre
thermocouples sont placés à 90 degrés l’un de l’autre. Comme dans le cas de
la conduite cylindrique, le but est de vérifier s’il est nécessaire de prendre
en compte la convection naturelle. Les positions axiales sont choisies sur
la base de la solution de Lévêque

(
T − Te ∝ x1/3

)
afin que les mesures de

températures soient uniformement réparties sur une courbe en fonction de
log (x)

1.2.3 Rhéométrie

La caractérisation rhéologique des fluides de travail est effectuée à l’aide
d’un rhéomètre AR-2000 (TA Instrument) fonctionnant à couple imposé.
Trois géométries sont utilisées : une première géométrie cône/plan en acier
(angle : 0,5 degré, diamètre : 40 mm et troncature : 15 µm), une seconde
géométrie cône rugueux/plan en aluminium (angle : 1 degré, diamètre : 60
mm et troncature : 24 µm) et une troisième géométrie cône/plan en acry-
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lique (angle : 1,1 degré, diamètre : 60 mm et troncature : 33 µm) réservée
spécifiquement aux mesures de temps de relaxation, aux tests de fluages et
aux tests d’oscillations, afin de minimiser les effets d’inertie (Baravian et
Quemada [9, 10]). La température du plan est contrôlée (±0,1oC) à l’aide
d’une cellule à effet Peltier.

1.3 Fluides de travail

Trois types de fluides ont été retenus : (i) un fluide à seuil, (ii) un fluide
rhéofluidifiant de façon à distinguer l’effet de la rhéofluidification de l’effet
du seuil, et (iii) un fluide de référence Newtonien. Les fluides utilisés sont :

– des solutions aqueuses de 0,1 à 0,2% en masse de Carbopol 940 de B.F.
Goodrich, comme fluides à seuil.

– des solutions aqueuses de 1 à 2% de CarboxyMethylCellulose (CMC
7M1C) d’Hercules Aqualon, comme fluides rhéofluidifiants.

– une solution de sirop de glucose à 76% produit par Cerestar, comme
fluide Newtonien.

Les solutions de Carbopol et de CMC ont déjà été utilisés par plusieurs
auteurs (Barnes [12], Escudier et al. [39], Yoo [146], Nouar et al. [97], . . . ).
Leurs comportements rhéologiques, leur transparence optique (facilitant les
mesures par VLD) et la non-toxicité sont les propriétés qui ont influencé
notre choix.

1.3.1 Préparation

La solution de Carbopol est préparée dans des récipients de 25 litres d’eau
déminéralisée. Ce polymère possède une masse moléculaire de 2,1 Mg/mol.
La poudre de Carbopol est versée progressivement dans le vortex créé par un
agitateur (Heidolph) à pales (la vitesse de rotation, ici pouvant aller jusqu’à
2000 tours par minutes, influe sur la rhéologie du fluide d’après Baudonnet
et al. [14]). Afin d’obtenir une bonne dispersion, l’agitation est maintenue
ensuite pendant 30 minutes. La solution obtenue est acide avec un pH de
l’ordre de 3. La solution est neutralisée à l’aide d’une solution de soude. La
neutralisation s’accompagne d’un processus de gélification. Cette transition
sol-gel a pour origine un déploiement de longues châınes qui consituent ce
polymère et c’est seulement par un effet d’encombrement et d’enchevêtrement
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de ces longues châınes déployées que le gel parvient à se structurer. Le pH
est contrôlé à l’aide de papier pH.

La solution de CMC est obtenue par un simple mélange de poudre de
CMC dans de l’eau déminéralisée. La masse moléculaire de ce polymère est
de 0,3 Mg/mol

Le sirop de glucose est obtenu par le mélange du sirop dans l’eau.
Les solutions sont préparées dans des récipients de 25 litres. Pour un

fonctionnement optimal de l’intallation expérimentale, il est nécessaire de
préparer 300 litres de fluide. Quelques millilitres de Formaldehyde sont ajoutés
afin de limiter la dégradation bactériologique des produits.

1.3.2 Analyse rhéologique

1.3.2.1 Viscosité de cisaillement

Les mesures en cisaillement simple ont été effectuées sur une gamme de
taux de cisaillement proche de celle rencontrée dans la conduite (dans le
cas d’une conduite cylindrique : 0,1 < γ̇ < 4000 s−1 et dans le cas de la
conduite annulaire 0,1 < γ̇ < 1000 s−1). La figure 1.3 présente l’évolution de
la viscosité apparente et de la contrainte pour les trois fluides selectionnés en
fonction du taux cisaillement. Le comportement de la solution de Carbopol
à 0,2% est bien décrit par le modèle de Herschel-Bulkley (3) et (4). Ceci est
confirmé par différents auteurs Roberts et Barnes [117] et Nouar et al. [95]. Il
est important de noter que les paramètres rhéologiques obtenus (τ0, K et n)
résultent d’une régression linéaire des résultats expérimentaux par le modèle
considéré. Le comportement de la solution de CMC à 2% est bien décrit par
le modèle de Cross :

µ− µ∞
µ0 − µ∞

=
1

1 + (kγ̇)m
(1.4)

Le comportement de la solution de CMC à 2% et le comportement de la
solution de Carbopol à 0,2% sont similaires pour de forts taux de cisaillement.

Pour ce qui est de l’effet de la température, la figure 1.4(a) donne des
courbes d’écoulement pour une solution de Carbopol à 0,2% à différentes
températures 10 < T < 90◦C. Elle met clairement en évidence la ther-
modépendance du comportement rhéologique d’une solution de Carbopol. La
figure 1.4(b) montre l’évolution des paramètres rhéologiques en fonction de
température. La contrainte seuil varie faiblement vis à vis de la température
comme l’a observé Forrest et al. [45]. L’indice de structure varie aussi très
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faiblement (2%). Le fluide est thermodépendant essentiellement au travers de
la consistance : K (T ) = K0 exp (−bT ). Le paramètre de thermodépendance
b diminue lorsque la concentration augmente, ceci a également été mis en
évidence par Näımi et al. [90]. Pour le fluide testé, b vaut 0,011◦C−1. A titre
de comparaison, pour l’eau b ' 0,02◦C−1

Les résultats dans la conduite annulaire ont été obtenus avec des solutions
de Carbopol à 0,1% et de CMC à 1%. On a conservé la même installation
expérimentale (la même pompe) et, simplement, la conduite cylindrique a
été remplacée par une conduite annulaire. En fait, la section de passage est
multipliée par 3,3. C’est pourquoi, pour atteindre un écoulement turbulent,
il faut “réduire” la viscosité des fluides utilisés et donc la concentration en
polymère. La figure 1.5 présente les courbes d’écoulement pour une solution
de Carbopol à 0,1% et une solution de CMC à 1% à différentes température.

1.3.2.2 Tests d’oscillations

La détermination des temps de relaxation peut également être effectuée
en soumettant le matériau à une sollicitation périodique. Une contrainte si-
nusöıdale de faible amplitude est imposée : τ = τε exp (iωt), la réponse en
déformation est également sinusöıdale, avec un déphasage δ par rapport à
la déformation : γ = γε exp (iωt+ δ). La contrainte et la déformation sont
reliées par un module de cisaillement complexe G∗ tel que :

τ (t) = G∗ (ω) γ (t) et G∗ = G′ + iG′′ (1.5)

où les parties réelles et imaginaires de G∗ sont respectivement le module de
conservation (associé à la réponse élastique) et le module de perte (associé à
la réponse de type visqueux).

En pratique, après avoir vérifié le domaine de viscoélasticité linéaire, on
impose une contrainte de 0,1 Pa. Une comparaison avec des données à 1 Pa,
également dans la région linéaire, montre un bon accord et confirme que les
propriétés viscoélastiques observés sont indépendantes de la contrainte dans
la région linéaire. Le module de stokage (G′) et le module de perte (G′′) sont
tracés dans la figure 1.6 pour de la solution de CMC à 2% et la solution de
Carbopol à 0,2%. Les résultats obtenus sont cohérents avec ceux de Escudier
et al. [41] pour la solution de CMC à 2% et avec ceux de Kim et al. [68] et
Baudonnet et al. [14] pour la solution de Carbopol à 0,2%. La comparaison
entre les résultats des différents fluides indique que pour de faibles fréquences,
l’élasticité est plus importante pour la solution de Carbopol à 0,2% que pour
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la solution de CMC à 2%. En fait, pour de faible contraintes, on analyse
la phase gel de la solution de Carbopol à 0,2%. Pour la solution de CMC
à 2%, les deux modules sont du même ordre de grandeur et augmentent
continuement avec la fréquence. Ceci peut s’interpréter par une distribution
assez large des temps de relaxation. Ces temps de relaxation correspondent
au différents modes de déformation des châınes de polymères. Pour la solution
de Carbopol à 0,2%, il apparâıt une bande de fréquence dans laquelle G′ et
G′′ sont constant. Ce plateau est typique du comportement d’un gel dû à un
enchevêtrement de polymères. Kim et al. [68] montrent que l’augmentation
de la température diminue l’élasticité (G′) du gel.

1.3.2.3 Première différence de contrainte normale

D’après Barnes et al. [11], on peut considérer qu’un liquide est très visco-
élastique lorsque la première différence de contrainte normale N1 (= τxx−τyy
dans un écoulement de cisaillement simple) est supérieure à la contrainte de
cisaillement (N1 > τ). Ce critère a été utilisé par Escudier et al. [40]. En fait,
cette première différence de contrainte normale est dûe à une anisotropie
de la structure interne du fluide. Au repos, la macromolécule en solution a
l’aspect d’une “pelote” contenue dans une enveloppe sphérique. Lorsqu’elle
est soumise à un cisaillement suffisamment fort, cette pelote se déforme en
un ellipsöıde dont le grand axe a tendance à s’orienter dans la direction de
l’écoulement. L’élasticité du polymère a tendance à ramener cet ellipsöıde
vers une forme sphérique. La force de rappel est maximale dans la direction
de l’écoulement et elle est responsable de l’apparition d’une compression le
long de l’écoulement. C’est cela qui donne lieu à une différence de contrainte
normales.

De plus, Barnes et al. [11] montrent que N1(τ) suit une loi puissance
indépendante de la concentration et de la température pour tous les fluides.
Les données de la figure 1.7(a) permettent d’écrire les relations suivantes :
N1 = 0,163 τ 1,41 pour la solution de CMC à 2% et N1 = 0,085 τ 1,63 pour la
solution de Carbopol à 0,2%. Ainsi, la solution de CMC à 2% peut être dite
très viscoélastique pour τ > 88 Pa et la solution de Carbopol à 0,2% pour
τ > 111 Pa. De ce point de vue, la solution de CMC à 2% est plus élastique
que la solution de Carbopol à 0,2%. Les caractéristiques de la contrainte nor-
male N1(γ̇) sont donnés dans la figure 1.7(b)

Finalement, il faut retenir que (i) la viscosité en cisaillement simple de
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la solution de Carbopol à 0,2% est bien décrite par le modèle de Herschel-
Bulkley, (ii) le temps de relaxation de la solution de Carbopol à 0,2% est de
l’ordre de 0,1 seconde et (iii) à faibles contraintes, la solution de Carbopol à
0,2% se comporte comme un gel ; à fortes contraintes, la solution de CMC à
2% et la solution de Carbopol à 0,2% sont très viscoélastiques (à très fortes
contraintes, la solution de CMC à 2% est même plus viscoélastique que la
solution de Carbopol à 0,2%).

Remarques Les propriétés rhéologiques de ces solutions (principalement
pour les solutions de Carbopol) évoluent au cours du temps (dégradation
chimique et mécanique). Aussi, un essai rhéologique de cisaillement simple
est effectué avant et après chaque étude expérimentale. Chaque résultat est
donné avec les paramètres de viscosité de cisaillement correspondants.

La masse volumique, la conductibilité thermique et la capacité calorifique
des solutions de polymères sont supposées celles pour l’eau, compte tenu des
faibles concentrations utilisés. La masse volumique du sirop de glucose est
1,2 fois celle de l’eau.
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Chapitre 2

Régime laminaire

Ce chapitre détermine les caractéristiques de l’écoulement de Poiseuille
d’un fluide à seuil en écoulement laminaire isotherme dans une conduite
cylindrique ou annulaire. Le comportement du fluide est supposé être décrit
par le modèle de Herschel-Bulkley. Les profils de vitesse axiale et les lois de
perte de charge théoriques sont comparés aux mesures expérimentales.

2.1 Ecoulement de Poiseuille d’un fluide de

Herschel-Bulkley en conduite cylindrique

Bird et al. (1983) [16] ont donné les expressions des profils de vitesse
dans le cas d’écoulements unidirectionnels dans une conduite cylindrique. En
régime dynamique établi, les équations du mouvement se réduisent à :

0 = −dp
dx

+
1

r

d

dr
(rτ) (2.1)

avec :
du

dr
= 0 ; |τ | ≤ τ0 (2.2)

τ = sgn

(
du

dr

)
τ0 + sgn

(
du

dr

)
K

∣∣∣∣
du

dr

∣∣∣∣
n

; |τ | > τ0 (2.3)

L’intégration de l’équation (2.1) en utilisant les équations constitutives
(2.2) et (A.2) et moyennant les conditions limites (i) d’adhérence à la paroi



38 Chapitre 2. Régime laminaire

et (ii) de continuité des contraintes à l’interface sol-gel donne :

u =
R

m+ 1

( τp
K

)m

(1− a)m+1 ; 0 ≤ η < a (2.4)

u =
R

m+ 1

( τp
K

)m

(1− a)m+1
[
1−

(
η − a
1− a

)m+1
]

; a ≤ η ≤ 1 (2.5)

où η = r/R, m = 1/n, a = r0/R = τ0/τp est la dimension réduite de la
zone isovitesse et τp est la contrainte pariétale. En introduisant U , la vitesse
débitante, les relations précédentes (2.4) et (2.5) peuvent se mettre sous la
forme :

u

U
=

n

n+ 1

(
Hb

a

) 1
n

(1− a)n+1
n ; 0 ≤ η < a (2.6)

u

U
=

n

n+ 1

(
Hb

a

) 1
n [

(1− a)n+1
n − (η − a)n+1

n

]
; a ≤ η ≤ 1 (2.7)

où Hb est le nombre de Herschel-Bulkley (ou de Bingham généralisé). C’est le
rapport entre la contrainte seuil et une contrainte visqueuse nominale définit
par :

Hb =
τ0R

n

KUn
=

τ0

K
(
U
R

)n (2.8)

Globalement, l’écoulement de Poiseuille d’un fluide à seuil est caractérisé par
la présence de deux phases. Une phase liquide à |τ | > τ0 au contact avec
la paroi et une phase solide ou gel où |τ | ≤ τ0 dans la partie centrale de la
conduite. A l’interface entre les deux zones, on a |τ | = τ0. De part et d’autre
de cette isovitesse, le fluide est cisaillé, la viscosité décrôıt de l’interface à
la paroi. En outre, la viscosité apparente tend vers l’infini au voisinage de
l’interface.

La dépendance de a vis à vis de Hb et de n est déterminée à l’aide de
l’équation de continuité globale :

∫ 1

0

u

U
ηdη =

1

2
(2.9)
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On montre que :

0 = (1− a) 3n+1
n − 3n+ 1

n
(1− a) 2n+1

n +
(2n+ 1) (3n+ 1)

2n2
(1− a)n+1

n

+
(3n+ 1) (2n+ 1) (n+ 1)

2n3

( a

Hb

) 1
n

(2.10)
Cette équation est résolue numériquement en utilisant la méthode de Newton.
Les comportements asymptotiques de a lorsque Hb→ 0 ou lorsque Hb→∞
sont données par :

a ∼
(

n

3 + n

)n

Hb− 1

2n+ 1

(
n

3 + n

)2n−1
Hb 2 lorsque Hb→ 0 (2.11)

a ∼ 1− c1
(

1

Hb

) 1
1+n

+ c2

(
1

Hb

) 2
1+n

lorsque Hb→∞ (2.12)

c1 =

(
1 + n

n

) n
n+1

; c2 =
2n2

(2n+ 1)(n+ 1)
c21

La figure 2.1 représente a en fonction de Hb pour trois valeurs de n : 0,1, 0,5
et 1. Les traits en pointillés représentent les expressions (2.11) et (2.12) de
a(Hb). Cette figure permet de déterminer la dimension de la zone plastique
connaissant les constantes rhéologiques du fluide, le rayon de la conduite et
le débit. Il convient de retenir que la structure de l’écoulement d’un fluide de
Herschel-Bulkley ne dépend que de Hb et de n.

La figure 2.2 donne un exemple de profil de vitesse axiale mesuré pour
une solution de Carbopol à 0,2%. Le profil de vitesse expérimental est en bon
accord avec la solution théorique représentée en trait continu. Il faut remar-
quer qu’il est difficile à partir des profils expérimentaux de délimiter la zone
isovitesse. Des traits verticaux indiquent la dimension théorique de la zone
plastique. En fait, la zone isovitesse est environnée par une zone à très faible
gradient de vitesse correspondant à un fluide de très forte viscosité apparente.
A titre de comparaison, des profils expérimentaux et théoriques de vitesse
pour un fluide rhéofluidifiant (une solution de CMC à 2%) et pour un fluide
Newtonien (un solution de sirop de glucose) sont également représentés. L’er-
reur maximale entre les vitesses mesurées et les vitesses théoriques ne dépasse
pas 2%. Pour les différents essais expérimentaux, le profil de vitesse axiale
mesurée est symétrique. On se contentera par la suite de donner uniquement
des demi profils.
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La figure 2.3 présente l’évolution des profils de vitesse d’une solution de
Carbopol à 0,2% pour trois débits différents (ce qui correspond à trois va-
leurs différentes de Hb). La dimension de la zone isovitesse diminue au fur
et à mesure que Hb diminue, comme cela est d’ailleurs indiqué par la figure
2.1. Encore une fois, le profil théorique est en bon accord avec les mesures
expérimentales.

Dans cette étude, on utilise le coefficient de frottement de Fanning, f :

f =
2τp
ρU2

=
16

Re′
(2.13)

où Re′ est le nombre de Reynolds de Metzner et Reed [81]. Pour les fluides
purement visqueux, les expressions détaillées permettant de calculer Re′

sont données dans l’annexe B. Dans le cas d’un fluide de Herschel-Bulkley,
l’équation (2.13) permet d’écrire :

Re′ =
16

f
=

16
2τp
ρU2

=
8a

Hb

ρU2−nRn

K
=

8aReg
Hb

(2.14)

où Reg est le nombre de Reynolds généralisé de Schowalter [122] et a peut
être donné par la relation (2.10).

La figure 2.4 présente l’évolution de f en fonction de Re′ pour une so-
lution de Carbopol à 0,2% dans une gamme de Re′ de plus de trois ordres
de grandeurs. A titre de comparaison, les résultats pour une solution de
CMC à 2% et un sirop de glucose sont également représentés. Les résultats
expérimentaux sont en très bon accord avec la relation 16/Re′.

2.2 Ecoulement de Poiseuille en conduite an-

nulaire

L’intégration de l’équation (2.1) donne :

τ =
R2
2

dp

dx

(
η − λ20

η

)
(2.15)

où η = r/R2 et λ0 est la position radiale adimensionnelle rapportée à R2 où
la contrainte est nulle. La normalisation de τ par τ0 donne :

τ

τ0
=
R2
2τ0

dp

dx

(
η − λ20

η

)
=

1

∆

(
η − λ20

η

)
(2.16)
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Les positions des interfaces (cf. figure 2.5) internes et externes notées res-
pectivement r− et r+ sont déterminés par |τ (r±)| = τ0. Ceci conduit aux
relations suivantes :

λ+λ− = λ20 (2.17)

λ+ − λ− = ∆ (2.18)

où λ+ =
r+
R2

et λ− =
r−
R2

La résolution de l’équation (2.16) munie des conditions de non glissement
aux parois et des équations constitutives (A.1) et (A.2) conduit à :

u− = R2

( τ0
∆K

)m
∫ η

η1

η−m
(
λ20 − η∆− η2

)m
dη ; η1 ≤ η ≤ λ− (2.19)

u+ = R2

( τ0
∆K

)m
∫ 1

η

η−m
(
η2 − η∆− λ20

)m
dη ; λ+ ≤ η ≤ 1 (2.20)

où u− est la vitesse axiale dans la zone comprise entre le cylindre intérieur (η1)
et l’interface interne (λ−) ; u+ est la vitesse axiale dans la zone comprise entre
l’interface externe (λ+) et le cylindre extérieur et λ0 est la limite vers laquelle
λ− et λ+ tendent lorsque τ0 tend vers zéro. La position λ0 est déterminée en
résolvant :

∫ λ0

η1

η−m
(
λ20 − η2

)m
dη −

∫ η1

λ0

η−m
(
λ20 − η2

)m
dη = 0 (2.21)

En utilisant la continuité des vitesses en λ− et λ+ soit u− (λ−) = u+ (λ+)
ainsi que l’expression de la conservation du débit, on arrive à :

u−
U

=
1− η21
Q∗

∫ η

η1

η−m
(
λ20 − η∆− η2

)m
dη ; η1 ≤ η ≤ λ− (2.22)

u+
U

=
1− η21
Q∗

∫ η

η1

η−m
(
η2 − η∆− λ20

)m
dη ; λ+ ≤ η ≤ 1 (2.23)

où Q∗ = Q (∆K)m/πR32τ
m
0

En suivant la démarche adoptée par Fordham et al. [44], on pose :

f (η) = η−m
[∣∣(η2 − λ20

)∣∣−∆η
]m

(2.24)
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Le problème revient à déterminer simultanément λ+ et λ− tels que :

F (λ−,λ+) =

∫ λ−

η1

fdη −
∫ 1

λ+

fdη (2.25)

G (λ−,λ+) = Q∗ −
∫ 1

λ+

η2fdη +

∫ λ−

η1

η2fdη (2.26)

Le système composé des équations (2.25) et (2.26) est résolu par la méthode
de Brent [113]. Au préalable, λ0 est donné par (2.21). Finalement, la procédure
de détermination de λ+ et λ− est la suivante : (1) on se donne λ− dans l’inter-
valle [η1,λ0]. On calcule λ+ tel que F (λ−,λ+) = 0 (2) ayant λ+, on détermine
λ− tel que G (λ−,λ+) = 0. Le processus est itéré jusqu’à convergence. Une
fois λ− et λ+ calculés, le profil de vitesse axiale (2.19) et (2.20) est déterminé
par intégration numérique.

De manière similaire au cas de la conduite cylindrique, il apparâıt que
l’écoulement de Poiseuille d’un fluide à seuil dans une conduite annulaire est
caractérisé par la présence d’une zone isovitesse. L’épaisseur adimentionnelle
de la zone isovitesse est définie par :

a =
r+ − r−
R2 −R1

=
λ+ − λ−
1− η1

=
∆

1− η1
Le nombre de Herschel-Bulkley est défini par :

Hb =
τ0 (R2 −R1)n

KUn

La figure 2.6 présente l’évolution de la dimension de la zone isovitesse en
fonction du nombre de Herschel-Bulkley pour η1 = 0,1 et 0,9. La dimension
de la zone isovitesse dépend de η1, n et Hb. Il apparâıt en fait une très faible
dépendance de a vis à vis de η1. Les courbes pour η1 = 0,1 et η1 = 0,9
sont quasiment confondues. Pour déterminer la position des interfaces λ+
et λ− dans l’espace annulaire, la figure 2.8 a été rajoutée. Elle donne λ0 en
fonction de η1 pour trois valeurs de l’indice de structure. Ainsi, connaissant
les paramètres rhéologiques, le rapport des rayons et le débit, on a, par la
figure 2.7, ∆ = λ+−λ− et par la figure 2.8, λ0 = λ−λ+, ceci permet d’évaluer
λ+ et λ−

Un exemple de profil de vitesse axiale obtenu pour une solution de Carbo-
pol à 0,1% est représenté sur la figure 2.9. Il est comparé au modèle théorique
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basé sur le modèle de Herschel-Bulkley. La position théorique des interfaces
λ− et λ+ est représenté par des traits verticaux. Enfin, les valeurs numériques
montrent une légère dissymétrie du profil de vitesse axiale qui est d’autant
plus marquée que η1 ou n est faible

A titre de comparaison, le profil expérimental et théorique pour un fluide
rhéofluidifiant est également présenté. Il s’agit d’une solution de CMC à 1%
dont le comportement est décrit par le modèle de Ostwald. On peut noter
que l’indice d’écoulement, n, de la solution de CMC à 1% est proche de un
que l’indice d’écoulement de la solution de Carbopol à 0,1%. Le profil de
vitesse axiale de la solution de Carbopol à 0,1% est plus dissymétrique que
la profil de vitesse axiale de la solution de CMC à 1%. De plus, les profils
expérimentaux sont en bon accord avec les profils théoriques.

A titre d’information, on considère le cas d’un fluide de Ostwald. La loi
de comportement s’écrit :

τ = sgn

(
du

dr

)
k

∣∣∣∣
du

dr

∣∣∣∣
n

(2.27)

Le profil de vitesse est donné par :

u−
U

=
1− η21
M

∫ η

η1

η−
1
n

(
λ20 − η2

) 1
n dη ; η1 ≤ η ≤ λ0 (2.28)

u+
U

=
1− η21
M

∫ 1

η

η−
1
n

(
η2 − λ20

) 1
n dη ; λ0 ≤ η ≤ η1 (2.29)

M =

∫ λ0

η1

η2−
1
n

(
λ20 − η2

) 1
n dη −

∫ 1

λ0

η2−
1
n

(
η2 − λ20

) 1
n dη (2.30)

La position où la vitesse est maximale λ est donnée par : u− (λ0) = u+ (λ0)

∫ λ0

η1

η−
1
n

(
λ20 − η2

) 1
n dη −

∫ η1

λ0

η−
1
n

(
η2 − λ20

) 1
n dη = 0 (2.31)

L’intérêt de ces résultats réside dans le fait que l’écoulement d’un fluide de
Ostwald correspond à l’écoulement d’un fluide de Herschel-Bulkley pour le-
quel l’effet de la contrainte seuil tend à disparâıtre.
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Pour ce qui est du coefficient de frottement, il est donné par :

f =
2τA
ρU2

; τA =
R1τp1 +R2τp2

R1 +R2

τA est la contrainte pariétale moyenne sur les deux parois, et τp1 et τp2 sont
les contraintes pariétales au niveau des cylindres extérieur et intérieur respec-
tivement. En reprenant la même démarche proposée par Kozicki et al. [70],
on définit un nombre de Reynolds Re′ tel que : fRe′ = 16. La figure 2.10
compare les résultats expérimentaux à la relation 16/Re′. L’erreur maximale
ne dépasse pas 2%.

2.3 Conclusion

Un bon accord est observé entre les relations théoriques issus des modèles
utilisés (Herschel-Bulkley) et les mesures expérimentales de vitesse et de
perte de charge. Ceci qualifie l’installation expérimentale et les méthodes
expérimentales utilisées, et nous autorise à explorer la structure de l’écoulement
à des nombres de Reynolds plus importants.
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Chapitre 3

Transition laminaire−turbulent

Dans le chapitre précédent, on a rappelé le calcul du profil de vitesse
axiale et du coefficient de frottement pour un fluide de Herschel-Bulkley
dans une conduite cylindrique ou annulaire en écoulement laminaire. Ce
chapitre présente quelques éléments permettant de caractériser la transi-
tion laminaire-turbulent. Dans une première partie, on présente des critères
phénoménologiques permettant de déterminer un nombre de Reynolds de
transition. Ces critères sont d’un intérêt pratique. Ils sont comparés entre
eux et sont étendus au cas de la conduite annulaire. Dans une seconde par-
tie, le nombre de Reynolds de transition est déterminé à partir des résultats
expérimentaux. Un critère phénoménologique est validé et une corrélation
déterminant le nombre de Reynolds critique est fonction de la dimension de
la zone isovitesse est proposée. Enfin, dans une troisième partie, on analyse
les résultats expérimentaux afin de déterminer les mécanismes de transition.
En particulier, on s’intéresse à l’effet de la présence de la zone isovitesse et à
son influence sur le développement des instabilités. Les bouffées turbulentes
qui apparaissent lors de la transition en conduite cylindrique sont décrites et
comparées à celles obtenues pour un fluide Newtonien.

3.1 Critères phénoménologiques

Les critères phénoménologiques visent à prédire le nombre de Reynolds de
transition pour des fluides non-Newtoniens purement visqueux. L’approche
générale consiste à définir un rapport adimensionnel entre deux grandeurs
physiques qui contrôlent la stabilité de l’écoulement. La valeur critique de
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Fig. 3.1 – Nombre de Reynolds critique (basé sur la viscosité plastique) en
fonction du nombre de Bingham : comparaison entre différents critères (1)
Metzner et Reed ; (2) Hedström ; (3) Hanks ; (4) stabilité intégrale ; (5)
Slatter ; (6) stabilité conditionnelle. D’après Nouar et Frigaard [100]

ce rapport est connue, ou peut être calculée, pour un fluide Newtonien. Il
est ensuite admis que cette valeur critique est la même pour tous les fluides.
Plusieurs critères phénoménologiques ont été proposés dans la littérature.
On retient (par ordre chronologique) les critères de Hedström (1952), Metz-
ner et Reed (1955) [81], Ryan et Johnson (1959) [119], Hanks (1969) [54],
Mishra et Tripathi (1971) [85] et Slatter (1999) [128]. La comparaison entre
les nombres de Reynolds critiques issus de ces différents critères montre une
divergence lorsque l’on s’écarte suffisament du comportement Newtonien.
Dans le cas des fluides de Bingham en écoulement dans une conduite cylin-
drique, Nouar et Frigaard (2001) [100] ont comparé (cf. figure 3.1) les critères
phénoménologiques à deux critères théoriques : il s’agit du nombre de Rey-
nolds critique au delà duquel l’écoulement est certainement instable (critère
de stabilité intégrale : borne supérieure) et le nombre de Reynolds critique
au dessous duquel l’écoulement est certainement stable (critère de stabilité
conditionnelle : borne inférieure). Un critère phénoménologique est dit ad-
missible lorsqu’il se trouve entre les deux bornes théoriques. Les résultats
montrent que pour B À 1, seul le critère de Hanks vérifie cette condition.
Lorsque B = O(1) ou B < 1, ce qui est le cas le plus fréquement ren-
contré, tout les critères satisfont les conditions théoriques. Dans ce cas, seule
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l’expérience permettra d’indiquer quel critère utiliser. Dans ce qui suit, on
rappelle les définitions des critères dans le cas d’un fluide de type Herschel-
Bulkley dans une conduite cylindrique ou annulaire.

3.1.1 Critères phénoménologiques pour un écoulement

en conduite cylindrique

3.1.1.1 Critère de Metzner et Reed

En se basant sur un ensemble de mesures expérimentales sur plus d’une
vingtaine de fluides, Metzner et Reed [81] ont constaté qu’à la transition,
le coefficient de frottement f est pratiquement égal à 0,0076 soit 16/2100.
Le critère de Metzner et Reed est donné simplement par f = 0,0076 (où
Re′ = 2100) pour tous les fluides visqueux.

3.1.1.2 Critère de Hedström

Ce critère a été établi initialement pour des fluides de Bingham. La mise
sous forme adimentionelle de l’équation de conservation du débit donne :

f =
16

ReB
+

16

6

He

Re2B
− 16

3

1

f 3
He4

Re8B
(3.1)

où le nombre de Reynolds est définit par ReB = ρUD/K, le nombre de
Hedström par He = BReB = τ0UD

2/K2 et B le nombre de Bingham est
donné par : B = τ0D/KU . On suppose que pour un nombre de Hedström
donné, le nombre de Reynolds de transition est atteint à l’intersection entre
les courbes de frottement laminaire et turbulent (cf. figure 3.2). Il est admit
qu’en régime turbulent, l’effet de la contrainte seuil peut être négligée, et la
relation de Nikuradse peut être utilisée.

1√
f
= 4,0 log

(
Re
√
f
)
− 0,4 (3.2)

Cas d’un fluide de Herschel-Bulkley Ce critère est étendu aux fluides
de type Herschel-Bulkley par Malin [80] en utilisant :

16

f
= Re′ = 8ρRnU2−n

(
n

1 + 3n

)n
σ

K
(3.3)
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Fig. 3.2 – Coefficient de frottement f en fonction du nombre de Reynolds
pour différents nombres de Hedström d’après Hedström [59]

σ = (1− a)1+n

[
(1− a)2 + 2a (1− a) 1 + 3n

1 + 2n
+ a2

1 + 3n

1 + n

]n
(3.4)

En régime turbulent, on considère que la zone isovitesse est négligeable. La
relation suivante a été établie et validée pour des fluides de Ostwald par
Dodge et Metzner [31] :

1√
f
=

4,0

n0,75
log
(
Re′f

2−n
2

)
− 0,4

n1,2
(3.5)

3.1.1.3 Critère de Ryan et Johnson

En s’inspirant de l’équation de Reynolds-Orr [33], Ryan et Johnson [119]
définissent un critère, Z, basée sur le rapport entre l’énergie transférée par
l’écoulement de base vers la perturbation et l’énergie dissipée par frottement,
moyennant l’hypothèse que l’échelle de temps caractéristique du mouvement
transversal d’un particule fluide (due à la perturbation) sur une distance δy
est du même ordre de grandeur que (du/dy)−1 où du/dy est le cisaillement



3.1 Critères phénoménologiques 59

de l’écoulement moyen. Tous calculs faits ;

Z =
ρuR

τp

(
−du
dr

)
(3.6)

Z est nul à la paroi et sur l’axe, il passe par un maximum à la position rmax.
La valeur de Zmax peut être calculée pour un fluide Newtonien à la transition,
on trouve : Zmax = 808 pour rmax = R/

√
3. Il est ensuite admis que pour les

fluides visqueux, la transition laminaire turbulent a lieu lorsque le rapport
entre l’énergie transférée par l’écoulement de base et l’énergie dissipée par
frottement est égal à 808.

Le critère de Hanks [54] conjecture que les conditions de transition sont
liées au développement possible de structures tourbillonnaires. Ainsi à partir
des équations de Navier-Stokes, Hanks postule que le critère de transition est
donné par :

K =
|ρ∇× (V ×V)|

∇ · τ (3.7)

Dans le cas d’un écoulement stationnaire ρ∇× (V ×V) = ρ∇ (V2/2) et on
retrouve le critère de Ryan et Johnson [119].

Cas d’un fluide de Herschell-Bulkley La position critique, où est cal-
culé le critère de stabilité local, est :

r

R
= (1− a)

(
1

2n+ 1

) n
n+1

+ a (3.8)

Le critère de stabilité locale à cette position donne :

4Zmax
a

2
n
−1

(1− a) 2
n
+1

= n

(
1

2 + n

) 2+n
1+n

Heg (3.9)

Heg =
ρD2

τ0

( τ0
K

) 2
n

(3.10)

Heg est le nombre de Hedström généralisé. A partir de l’expression (3.9),
on détermine a, puis la vitesse débitante critique et le Reynolds critique
correspondant.
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3.1.1.4 Critère de Mishra et Tripathi

Mishra et Tripathi [85] proposent un critère basé sur le rapport entre une
énergie cinétique moyenne, Em, et la contrainte pariétale. Contrairement au
critère précédent, ici, le développement des instabilités ne dépend pas d’une
position critique. Ce critère est également “initialisé” par rapport aux valeurs
standard obtenues pour les fluides Newtoniens. Le paramètre de transition
est défini par :

χ =
1

πR2Uτp

∫ R

0

(
ρu2

2

)
2πrudr =

Em

τp
=
CρU 2d
τp

=
2C

f
=
CRe′

8
(3.11)

où C est le coefficient d’énergie cinétique :

C =

∫ 1

0

( u
U

)3
ηdη (3.12)

En considérant un fluide Newtonien et Rec = 2100, on arrive à :

Re′c =
2100

C
(3.13)

Cas d’un fluide de Herschel-Bulkley

C =
1

ω3

[
a2

2
+ (1− a)2

(
1
2
− 1
3m+5

− 3
3+m

+ 3
2m+4

)

+a (a+ 1)
(
1− 1

3m+4
− 3
2+m

+ 3
2m+3

)
]

(3.14)

ω = 1− 2

[
(1− a)2
m+ 3

+
a (1− a)
m+ 2

]
et m =

1

n
(3.15)

3.1.1.5 Critère de Slatter

Slatter [128] propose un critère spécifique aux fluides à seuil. L’idée est de
ne pas considérer la zone plastique au centre de l’écoulement, dans la mesure
ou elle est considérée comme un solide indéformable et de ce fait ne participe
pas à l’échange d’énergie entre l’écoulement de base et la perturbation. Ainsi,
seule la zone où le fluide est cisaillé est prise en considération. Tout se passe
donc comme s’il s’agissait de l’écoulement dans une conduite annulaire ou
le rayon du cylindre intérieur se déplaçant à la vitesse maximale est égal
au rayon de la zone plastique. On définit alors Dann, Sann, Uann et Qann le
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diamètre hydraulique, la section, la vitesse débitante et le débit volumique
de la zone annulaire non cisaillée délimitée par la paroi et la zone plastique.
On définit également D0, S0, u0 et Q0 qui sont respectivement le diamètre,
la section, la vitesse et le débit volumique de la zone plastique. Ainsi,

Uann =
Qann

Sann

=
Q−Q0
S − S0

=
D2U −D20u0
D2 −D20

= u0
ω − a2
1− a2 (3.16)

Slatter définit ensuite un nombre de Reynolds basé sur la viscosité effective
de la zone cisaillé :

ReSl =
8ρU2ann

τ0 + k
(
8Uann

Dann

)n (3.17)

Lors de la transition laminar-turbulent, ReSl = 2100. En combinant (3.16) et
(3.17), on détermine la dimension de la zone isovitesse lors de la transition.
Finalement, il vient :

Re′ = 2100
a

ϕ2

[
1 +

1

Hb

(
4ϕ

1− a

)]
avec ϕ =

1− a2

ω

1 + a2
(3.18)

3.1.2 Critères phénoménologiques pour un écoulement

en conduite annulaire

L’extension du critère de Metzner et Reed [81] au cas de l’écoulement en
conduite annulaire implique simplement f = 0,0076 (et donc Re′c = 2100)
pour tous les fluides.

L’extension des critère au cas de l’écoulement en conduite annulaire ne
concerne que les critères de Ryan et Johnson [119] et de Mishra et Tripa-
thi [85]. En effet, pour ces critères, il faut considérer les profils de vitesse
en conduite annulaire donnés dans le chapitre précédent. Il est à noter que
le critère de Ryan et Johnson permet de définir deux nombres de Reynolds
critiques correspondant à deux positions critiques distinctes : l’une “proche”
du cylindre intérieur et l’autre “proche” du cylindre extérieur. Cependant le
nombre de Reynolds critique lié à la position critique “proche” du cylindre
intérieur est inférieure au nombre de Reynolds critique lié à la position cri-
tique “proche” du cylindre extérieur. Dans cette étude, on ne considère que
le nombre de Reynolds critique lié à la position critique “proche” du cy-
lindre extérieur. Lorsque le rapport des rayons de la conduite annulaire tend
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vers un, les deux nombres de Reynolds critiques se rejoignent. Les extensions
des critères de Ryan et Johnson [119] et Mishra et Tripathi [85] au cas de
l’écoulement en conduite annulaire sont déterminées numériquement.

3.1.3 Comparaison entre les différents critères

Dans ce qui suit, on se propose de comparer le nombre de Reynolds cri-
tique issu des différents critères en fonction du nombre de Herschel-Bulkley,
Hb. On rappelle que les critères phénoménologiques ne dépendent que de
n et Hb. La figure 3.3 donne l’évolution de Regc

et Re′c en fonction de Hb
pour n = 0,5 et 1 dans une conduite cylindrique. La figure 3.3(a) doit être
comparée avec la figure 3.1 obtenue pour un fluide de Bingham. Lorsque l’on
utilise le nombre de Reynolds ReB

1 ou Reg
2, on peut remarquer que le critère

de Ryan et Johnson donne un nombre de Reynolds critique croissant avec B
ou Hb. Par contre, lorsque l’on utilise Re′ 3, le nombre de Reynolds critique
obtenu par le critère de Ryan et Johnson diminue avec n et Hb. On peut re-
marquer également que lorsque n = 1 et Hb→ 0, tous les critères convergent
vers Re′c = 2100 sauf le critère de Hedström. Enfin, lorsque Hb À 1, les
critères de Mishra et Tripathi et celui de Slatter tendent vers une limite, les
autres critères divergent.

Pour ce qui concerne les critères en conduite annulaire, la figure 3.4 donne
l’évolution de Re′c en fonction de Hb pour n = 0,7 et 1. La figure 3.4(a) est
donnée pour une conduite annulaire ayant η1 = 0,4 et la figure 3.4(b) pour
une conduite ayant η1 = 0,8. L’étude de sensibilité du rapport des rayons, η1,
est en accord avec la figure 4 et donc les résultats de Hanks [52] et de Joseph
et Carmi [64].

3.2 Critères expérimentaux

Dans la section précédente, on a donné le résultat de l’évolution des
critères phénoménologiques pour des fluides de type Herschel-Bulkley dans
une conduite cylindrique et annulaire. Maintenant, on s’intéresse aux résultats

1. Le nombre de Reynolds pour un fluide de Bingham basé sur la viscosité plastique
2. Reg est donné par (A.7) est la généralisation de ReB

3. Le passage de Reg à Re′ se fait à l’aide de la relation (2.14) déterminée dans le
chapitre précédent
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expérimentaux. Cette section se propose de déterminer le nombre de Rey-
nolds critique à partir des mesures de perte de charge et de vitesse. Le
nombre de Reynolds de transition est défini comme le nombre de Reynolds à
partir duquel les mesures expérimentales s’écartent des relations théoriques
données dans le chapitre précédent. Trois types de mesures sont utilisés :
(i) les mesures de pression moyenne : f , (ii) les mesures de vitesse moyenne
sur l’axe : uc/U et (iii) les mesures de fluctuation de la vitesse moyenne

sur l’axe : urms/uc

(
avec urms =

√
u′2
)
. Chacun de ces trois types de me-

sures est représenté en fonction du nombre de Reynolds Re′ : f(Re′) (figure
3.6), uc/U(Re′) (figure 3.8(a)) et urms/uc(Re

′) (figure 3.8(b)). A partir d’un
nombre de Reynolds critique Re′c les valeurs expérimentales quittent la solu-
tion ou la valeur théorique laminaire. Pour le taux de fluctuation de la vitesse
sur l’axe, on considère que lors de la transition laminaire-turbulent, le taux
augmente significativement. En régime laminaire, le taux de fluctuation de
la vitesse sur l’axe est faible (≈ 1%). On considère successivement le cas de
la conduite cylindrique puis le cas de la conduite annulaire.

3.2.1 Cas de la conduite cylindrique

A partir des mesures expérimentales du coefficient de frottement, de la
vitesse axiale au centre de la conduite et du taux de fluctuation correspon-
dant, les conditions critiques de transition (Re′c) ont été déterminées et sont
récapitulées dans le tableau 3.1. Ces données concernent trois fluides dont
les comportement rhéologique est indentique dans les figures 3.6, 3.8(a) et
3.8(b). Pour comparaison, on a reporté dans le même tableau les résultats
issus de l’exploitation des critères phénoménologiques.

Il apparâıt que les critères de Mishra et Tripathi et celui Ryan et Johnson
sont les plus en accord avec les résultats expérimentaux. La rhéofluidification
et la présence d’une contrainte seuil retardent l’apparition de la transition ;
comme l’ont déjà observé Pinho et Whitelaw [111], Park et al. [108] et Escu-
dier et Presti [39]. Les résultats du tableau 3.1 montrent également que pour
les fluides sans contrainte seuil (le sirop de glucose et la solution de CMC à
2%), le nombre de Reynolds critique évalué à l’aide des taux de fluctuation
de la vitesse sur l’axe est plus faible que celui obtenu à l’aide de la vitesse sur
l’axe ou la perte de charge. La méthode basée sur l’analyse des fluctuations
est plus sensible pour détecter le début de la transition que les deux autres
méthodes. Cependant, pour la solution de Carbopol à 0,2%, le nombre de
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Fluides Critères expérimentaux Critère phénoménologiques

f(Re′)
uc

U
(Re′)

urms

uc

(Re′) Mishra Hanks Slatter

sirop de glucose 2100 2050 1800 2100 2100 2100

CMC à 2% 2500 2300 2100 2230 2268 −
Carbopol à 0,2% 2700 2550 3300 2485 2380 1907

Tab. 3.1 – Nombres de Reynolds critique donnés par les critères
expérimentaux et phénoménologiques pour trois fluides testés dans la conduite
cylindrique. Le sirop de glucose est un fluide Newtonien (de viscosité 50
mPa.s). Le comportement de la solution de CMC à 2% est décrit par le
modèle de Cross (µ0 = 67,1 mPa.s, µ∞ = 4,28 mPa.s, k = 1,12 ms et
m = 0,68) et le comportement de la solution de Carbopol à 0,2% est décrit
par le modèle de Herschel-Bulkley (τ0 = 2,3 Pa, K = 1,9 Pa.sn et n = 0,5)

Fluides Critères expérimentaux Critère phénoménologiques

f(Re′)
uc

U
(Re′)

urms

uc

(Re′) Mishra Hanks Slatter

CMC à 1% 1600 1550 1550 2740 4050 −
Carbopol à 0,1% 1600 1400 1400 2872 4150

Tab. 3.2 – Nombres de Reynolds critique donnés par les critères
expérimentaux et phénoménologiques pour deux fluides testés dans la conduite
annulaire. Le comportement de la solution de CMC à 1% est décrit par le
modèle de Ostwald (k = 74,74 mPa.sn et n = 0,9) et le comportement de
la solution de Carbopol à 0,1% est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley
(τ0 = 0,4 Pa, K = 0,14 Pa.sn et n = 0,7)
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Reynolds critique d’après le critère de fluctuation est plus élevé que celui
déduit des critères de vitesse sur l’axe ou celui déduit de la perte de charge.
Ce cas sera étudié en détails dans la suite.

Dans la figure 3.5, on représente Re′c en fonction de Hb. Les points
expérimentaux correspondent aux valeurs du nombre de Reynolds de transi-
tion la plus faible (parmis les trois critères expérimentaux) et on compare les
valeurs obtenus pour différents fluides aux critères phénoménologiques. Mal-
heureusement, pour les fluides utilisés Hb est compris entre 0,1 et 0,3 et ne
permet pas de valider de manière incontestable un critère phénoménologique.
On peut remarquer que le nombre de Reynolds critique augmente avec Hb.
Si on suppose que dans l’écoulement d’un fluide, le transfert de l’énergie
entre l’écoulement de base et la perturbation ne peut se faire que dans la
zone isovitesse, on peut définir R̃e′c = Re′(1− a)n′ = 2200 (d’après les points
expérimentaux de la figure 3.5).

3.2.2 Cas de la conduite annulaire

Pour le cas de la conduite annulaire, le tableau 3.2 récapitule les nombres
de Reynolds critiques donnés par les critères phénoménologiques et les nombres
de Reynolds critique obtenus d’après les mesures. On remarque que les me-
sures de vitesse sur l’axe donnent des nombres de Reynolds de transition plus
faibles que les mesures de perte de charge.

Concernant les critères phénoménologiques, ils prédisent des nombres de
Reynolds de transition plus élevés que dans le cas d’une conduite cylin-
drique. De plus, les résultats experimentaux sont largement en dessous des
prédictions. En conclusion, les critères ne sont pas fiables en conduite annu-
laire. Ceci peut s’expliquer par le fait que dans la pratique, cette géométrie
peut donner des instabilités de type Swirling (cf. Jones et al. [62]).

3.3 Caractéristiques de la transition

Dans cette troisième partie, on analyse en détail les résultats expérimentaux
afin de déterminer les mécanismes de transition. En particulier, on s’inté-
resse à l’effet de la présence de la zone isovitesse et à son influence sur le
développement des instabilités.
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3.3.1 Cas de la conduite cylindrique

3.3.1.1 Pertes de charge

La figure 3.6 présente l’évolution du coefficient de frottement de Fanning
en fonction du nombre de Reynolds de Metzner et Reed pour les trois fluides
considérés (une solution de Carbopol à 0,2%, une solution de CMC à 2% et
un sirop de glucose). La loi de Hagen-Poiseuille (fRe′ = 16) est représenté
par un trait continu. A titre d’information, la loi de Blasius 4 ainsi que des
lois de Dodge et Metzner (3.5) sont représentées.

3.3.1.2 Profils de vitesse

La figure 3.7 présente l’évolution du profil de vitesse du régime lami-
naire (a) jusqu’au régime turbulent (e) pour une solution de Carbopol à
0,2%. Lorsque l’on augmente le nombre de Reynolds, le profil de vitesse
expérimental (b − d) s’écarte du profil théorique laminaire correspondant.
Les profils (a), (b), (c) et (d) sont accompagnés du profil de vitesse laminaire
dans les mêmes conditions de débit (en traits continus ou pointillés). Le profil
turbulent (e) et le modèle représenté (en trait continu) seront détaillés dans
le prochain chapitre.

3.3.1.3 Vitesse sur l’axe

Concernant la transition, la figure 3.8 montre l’évolution de la vitesse sur
l’axe pour trois fluides testés. Différentes étapes peuvent être déterminées.
Dans le cas d’un fluide Newtonien, une diminution brutale de la vitesse adi-
mensionnelle sur l’axe est observée pour 2000 < Re < 3000. Ensuite, pour
Re > 3000, le rapport atteint des valeurs proche de celles données par la
littérature (Pinho et Whitelaw [111]). Dans le cas de la solution de CMC
à 2%, l’évolution de la vitesse sur l’axe est similaire à celle obtenue pour
un fluide Newtonien. Dans le cas d’un fluide de Herschel-Bulkley, l’évolution
de la vitesse adimensionnelle sur l’axe peut être décrite en trois étapes (ces
trois étapes sont délimités par Re′c1 , Re

′
c2

et Re′c3). Dans une première étape
(Re′c1 < Re′ < Re′c2 , ici Re

′
c1

= 2550 et Re′c2 = 3300) , le rapport décrôıt
légèrement lorsque le nombre de Reynolds augmente. Dans une seconde étape
(Re′c2 < Re′ < Re′c3 , où Re′c3 = 4000), la chute significative du rapport est

4. La loi de Blasius
(
f = 0,078Re−1/4

)
est une approximation de la loi de Nikuradse

(3.2) valable pour des fluides Newtoniens
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observée puis dans une troisième étape (Re′ > Re′c3), la décroissance de uc/U
devient faible. Les traits verticaux représentent Re′c1 et Re′c2 .

3.3.1.4 Taux de fluctuation sur l’axe

L’analyse du signal de vitesse sur l’axe donne accès au taux de fluctua-
tion. L’évolution du taux de fluctuation du signal de vitesse sur l’axe en fonc-
tion Re′ est représentée sur le figure 3.8(b). Les limites Re′c1 et Re′c2 donnés
précédemment sont également représentés par des traits verticaux. Dans le
cas d’un fluide Newtonien, à partir de Re = 1800, le taux de fluctuation
de la vitesse axiale quitte le niveau laminaire (1%) et augmente fortement
jusqu’au maximum de 12% à Re = 2500. A titre de comparaison, Park et
al. [108] trouvent un maximum de 11% pour une solution de glycérine et
d’eau. Ensuite, le taux de fluctuation décrôıt rapidement et atteint 5% à
Re = 2800. Une allure similaire est obtenue pour la solution de CMC à 2%
et celle de Carbopol à 0,2%, cependant le maximum est respectivement 10%
à Re′ = 2900 et 7% à Re′ = 3700. Escudier et Presti [39] trouvent un maxi-
mum d’environ 6% et Park et al. [108] un maximum de 5% pour un mélange
de solvant “Stoddard” et d’eau minérale, dont le comportement est décrit
par le modèle de Herschel-Bulkley : τ = 10 Pa, K = 0,17 Pa.sn, n = 0,63
et Hb = 2,85. Notons que le pic de taux de fluctuation de la vitesse axiale
est plus faible que pour les fluides Newtoniens lors de la transition. En fait,
le maximum du taux de fluctuation dépend de la différence du rapport uc/U
en régime laminaire et uc/U en régime turbulent. Dans le cas des fluides
de Herschel-Bulkley, cette différence est bien moins prononcée que pour des
fluides Newtoniens. De plus, le pic de taux de fluctuation de la vitesse axiale
correspond au point d’inflection de la courbe uc/U(Re′). Il est également
important de remarquer que le niveau des fluctuations reste globalement la-
minaire pour Re′c1 < Re′ < Re′c2 . En fait, le profil de vitesse a quitté la
solution laminaire, mais sur l’axe de la conduite l’écoulement est laminaire
dans le sens où les fluctuations sont à un niveau laminaire.

3.3.1.5 Profils de taux de fluctuation

Le résultat précédent peut également être observé à la figure 3.9. Cette
figure donne des profils de taux de fluctuation de la vitesse pour quatre
valeurs de Re′. Il s’agit des profils de taux de fluctuation de la vitesse axiale
correspondant aux profils de vitesse de la figure 3.7. Près de la paroi, le
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taux de fluctuation augmente fortement. En effet, la fluctuation de la vitesse
reste faible, mais la vitesse locale est petite près de la paroi. Le premier
nombre de Reynolds (Re′ = 100) est représentatif du régime laminaire. Tous
les profils obtenus pour Re′ < Re′c1 sont semblables à ce premier profil.
Le second profil obtenu à Re′ = 3200, correspond à la première étape de
la transition (Re′c1 < Re′ < Re′c2 , le profil de vitesse a quitté la solution
laminaire et le taux de fluctuation est laminaire sur l’axe). Ici, encore une fois,
au cœur de l’écoulement, le taux de fluctuation reste au même niveau qu’au
régime laminaire et augmente légèrement à l’extérieur de cette zone. Ainsi,
l’écoulement peut être instable en présence d’une zone isovitesse. Ce profil
particulier et reproductible n’a pas été obtenu pour des fluides Newtoniens
ou rhéofluidifiants. Le troisième profil est mesuré à Re′ = 3600, soit dans
la seconde étape de la transition (Re′c2 < Re′ < Re′c3). Dans cette étape, le
taux de fluctuation augmente dans toute la section comme pour les fluides
Newtoniens. Le dernier profil est obtenu à Re′ = 3800. Il correspond au cas
ou le niveau de fluctuation est maximum dans toute la section.

3.3.1.6 Caractéristiques du régime transitoire

En fait, la première étape de la transition (Re′c1 < Re′ < Re′c2) peut
être détectée expérimentalement à l’aide du signal de vitesse. La figure 3.11
présente l’évolution de la vitesse en r/R = 0,65 en fonction du temps. Il
apparâıt des basses fréquences, c’est pourquoi nous appelerons ce régime :
“régime à basses fréquences”. On peut penser que ces basses fréquences sont
liées aux pertubations qui n’ont pas assez d’énergie pour “casser” la zone
plastique.

Encore une fois, lors de la première étape de la transition, la vitesse sur
l’axe reste à un niveau laminaire. A partir de Re′ = Re′c2 , des bouffées tur-
bulentes sont observées expérimentalement. La figure 3.12 est un exemple de
signal de vitesse en fonction du temps pour Re′ = 3600. A partir de ce signal,
un zoom sur une bouffée turbulent est extrait et donné à la figure 3.13(a). A
l’intérieur de la bouffée turbulente, la zone plastique est “cassée” à cause des
importantes variations de la vitesse. A titre de comparaison, la figure 3.13
présente également des bouffés de turbulence pour la solution de CMC à 2%
(figure 3.13(b)), le sirop de glucose (figure 3.13(c)) et le résultat donné par
Darbyshire et Mullin [28] pour de l’eau (figure 3.13(d)). On retiendra que la
variation de vitesse entre la phase laminaire et la phase turbulente dépend
du caractère non-Newtonien.
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Fig. 3.10 – Vitesse axiale sur l’axe en fonction du temps pour une solution
de Carbopol à 0,2% (τ0 = 2,3 Pa, K = 10 Pa.s−n et n = 0,32) à Re′ = 3200
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Fig. 3.11 – Vitesse en fonction du temps en r/R = 0,65 pour une solution
de Carbopol à 0,2% (τ0 = 2,3 Pa, K = 10 Pa.s−n et n = 0,32) à Re′ = 3200
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Fig. 3.12 – Vitesse sur l’axe en fonction du temps pour une solution de
Carbopol à 0,2% (τ0 = 2,3 Pa, K = 10 Pa.s−n et n = 0,32) pour Re′ = 3600
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d’après Darbyshire et Mullin [28]



78 Chapitre 3. Transition laminaire−turbulent

10
2

10
3

10
4

10
−3

10
−2

10
−1

PSfrag replacements

Carbopol à 0,1%
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3.3.2 Cas de la conduite annulaire

3.3.2.1 Pertes de charge

La figure 3.14(a) présente l’évolution du coefficient de perte de charge en
fonction de Re′ pour une solution de Carbopol à 0,1% et pour une solution
de CMC à 1% dans une conduite annulaire. Le comportement de la solution
de CMC à 1% peut être décrit par le modèle de Ostwald (k = 74,74 mPa.sn

et n = 0,9). Le comportement de la solution de Carbopol à 0,1% Carbopol
est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley (τ0 = 0,4 Pa, K = 0,14 Pa.sn

et n = 0,7). On observe que la transition est bien moins “brutale” que pour
un écoulement dans une conduite cylindrique. Dans cette représentation, on
observe un léger effet de la rhéofluidification de la solution de Carbopol à
0,1%.

3.3.2.2 Taux de fluctuation

L’évolution du taux de fluctuation de la vitesse axiale à la position où
la contrainte est nulle en fonction du nombre de Reynolds est présenté à la
figure 3.14(b). Cette mesure est un indicateur de la transition plus net que
les mesures de perte de charge. En régime laminaire, le taux de fluctuation de
la vitesse axiale est de l’ordre de 2 à 3%. Ces valeurs de taux de fluctuation
en régime laminaire sont plutôt élevées et s’expliquent par les conditions
d’entrée ou les ailettes le long de la conduite.

Lors de la transition, on obtient des maximums de taux de fluctuation de
6,5 et 7% respectivement pour la solution de Carbopol à 0,1% et la solution
de CMC à 1%. Ces résultats sont en accord avec ceux de Escudier et al. [38]
qui trouve des maximums du même ordre pour des fluides rhéofluidifiants
(n = 0,7, 0,5 et 0,3) dans une conduite annulaire (η1 = 0,5). Les nombres de
Reynolds utilisés par ces auteurs sont basés sur la viscosité pariétale. Escudier
et al. [38] trouvent que, pour des fluides rhéofluidifiants, la transition est
retardée.

3.4 Conclusion

Ce chapitre a étudié la transition laminaire-turbulent pour un fluide à
seuil de type Herschel-Bulkley dans une conduite cylindrique et annulaire.
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D’un point de vue phénoménologique, des diagrammes représentant le
nombre de Reynolds critique, Re′c, en fonction de l’indice de l’écoulement, n,
et du nombre de Herschel-Bulkley, Hb, (pour la conduite cylindrique et annu-
laire) sont donnés. Ces diagrammes permettront de déterminer (très rapide-
ment) le nombre de Reynolds critique (d’après les critères phénoménologiques)
pour un fluide à seuil (de type Bingham ou Herschel-Bulkley) dans une
conduite (cylidrique ou annulaire). Ces résultats sont confrontés aux résultats
expérimentaux. On retient que le critère Mishra et Tripathi [85] et le critère
de Ryan et Johnson [119] sont acceptables pour le cas de la conduite cylin-
drique. Dans le cas de la conduite annulaire, les critéres phénoménologiques
prédisent des nombres de Reynolds critiques plus important que pour la
conduite cylindrique et les résulats expérimentaux indiquent des nombres de
Reynolds de transition bien plus faibles. Finalement pour la conduite annu-
laire, le problème reste ouvert.

D’un point de vue expérimental, on a déterminé le nombre de Reynolds
critique à partir de trois critères expérimentaux : (i) la mesure de pression,
(ii) la mesure de la vitesse moyenne et (iii) la mesure de la fluctuation de
la vitesse. Chaque critère expérimental donne des valeurs différentes. Pour
des fluides sans seuil, l’analyse des taux de fluctuations de la vitesse axiale
sur l’axe est la méthode la plus sensible. La comparaison avec le fluide
rhéofluidifiant et le fluide Newtonien indique que le nombre de Reynolds de
transition augmente avec la rhéofluidification et la présence d’une contrainte
seuil. Un diagramme présentant le nombre de Reynolds critique en fonction
de Hb permet de donner le nombre de reynolds critique en fonction de la di-
mension de la zone cisaillée telle que : R̃e′c = Re′(1−a)n′ = 2200. On rappelle
que le fluide est également élastique, même si d’après Barnes [11], cet effet
est faible. A ce sujet, plusieurs auteurs Paterson et Abernathy [106], Blonce
[18], et Draad et al. [32] montrent (théoriquement et expérimentalement)
que l’élasticité déstabilise l’écoulement. De ce point de vue, le retard à la
transition observé, pour les fluides utilisés, est minimisé.

D’un point de vue des mécanismes de transition, l’analyse des différents
résultats indique que dans la cas d’un fluide à seuil, dans une première étape,
les instabilités apparaissent près de la paroi, alors que la zone centrale de
l’écoulement reste laminaire (le taux de fluctuation de la vitesse axiale est
similaire à celui d’un écoulement laminaire alors que 2550 < Re′ < 3300 pour
le Carbopol à 0,2%). Dans une seconde étape, des bouffées turbulentes sont
observées. Les bouffées turbulentes obtenues pour les fluides rhéofludifiants
et les fluides à seuil présentent des similarités avec celles obtenus pour un
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fluide Newtonien. Cependant, la principale différence est la variation de la
vitesse entre la phase laminaire et la phase turbulente qui dépend du caractère
non-Newtonien du fluide.
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Chapitre 4

Ecoulement turbulent

Le précédent chapitre indique que, lors de la transition, la zone isovitesse,
qui caractérise l’écoulement laminaire d’un fluide à seuil, est détruite à cause
des importantes variations de la vitesse. Ainsi, la structure de l’écoulement
turbulent du fluide à seuil ne peut dépendre que de son caractère rhéoflui-
difiant et élastique. En effet, pour les forts débits, pour les fluides à seuil
utilisés, la première différence de contrainte normale devient du même ordre
de grandeur que les contraintes de cisaillement et l’élasticité ne peut être
négligée.

Ce chapitre est organisé en trois paragraphes. Le premier paragraphe
donne les équations de conservations de masse, de quantité de mouvement
et d’énergies moyennées après application de la décomposition de Reynolds.
Le but étant de faire ressortir des termes supplémentaires qui n’existent pas
pour un fluide Newtonien et dont la modèlisation reste délicate. Le seconde
paragraphe présente les résultats expérimentaux de coefficient de frottement
et de vitesse dans une conduite cylindrique. Les résultats pour le fluide à seuil
sont comparés aux résultats obtenus pour le fluide rhéofluidifiant et le fluide
Newtonien. La comparaison montre clairement que le caractère élastique ne
peut pas être négligé. Le cas de la conduite annulaire est présentée dans le
troisième paragraphe.

4.1 Equations moyennées

Afin de montrer qualitativement l’effet de la rhéofluidification des solu-
tions sur l’écoulement turbulent, les équations de conservation de masse et
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de quantité de mouvement sont rappelées :

∇ ·V = 0 (4.1)

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = −∇p+∇ · τ (4.2)

où V est le vecteur vitesse, t le temps, ρ la masse volumique, p la pression et
τ le tenseur des contraintes pour un fluide rhéofluidifiant. Dans ce qui suit,
on s’inspire largement de Bailly et Comte-Bellot [7] qui traite le cas d’un
fluide Newtonien et de Pinho [112] qui traite le cas d’un fluide Newtonien
généralisé.

Equations moyennées On décompose les vitesses et la pression en une
grandeur moyenne et une fluctuation :

V = V +V′ ; p = p+ p′ (4.3)

( ) désigne la valeur moyenne et ( )′ la quantité fluctuante. En appliquant la
décomposition de Reynolds (4.3), l’équation de conservation de masse (4.1)
et l’équation de quantité de mouvement (4.2) deviennent :

∂ui

∂xi

= 0 (4.4)

ρ
∂ui

∂t
+ ρuj

∂ui

∂xj

= − ∂p

∂xi

−
∂
(
2µDij + 2µ′D′

ij − ρu′iu′j
)

∂xj

(4.5)

Cette équation met en évidence trois types de contrainte : (i) 2µDij la con-
trainte dûe à la viscosité moléculaire, (ii) −ρu′iu′j la contrainte de Reynolds

et (iii) 2µ′D′
ij un nouveau terme : la contrainte dûe au couplage entre les

fluctuations de la viscosité moléculaire et les fluctuations du cisaillement.
D’après Oliveira et Pinho [103], on peut montrer par une analyse d’échelle
que, dans la cas d’un écoulement bidimensionnel, le terme 2µ′D′

ik peut être
négligé devant le terme 2µDik

Energie cinétique du champ moyen On se propose maintenant d’exa-
miner l’équation qui gouverne l’énergie cinétique du mouvement moyen. Cette
équation s’obtient en multipliant l’équation de Navier-Stokes moyennée (4.5)
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dans la direction i par la composante de vitesse ui ; ainsi, l’équation de trans-
port pour l’énergie cinétique du champ moyen s’écrit donc :

∂

∂t

(
ρui

2

2

)
+ uj

∂

∂xj

(
ρui

2

2

)
=

(a)︷ ︸︸ ︷
ρu′iu

′
j

∂ui

∂xj

−

(b)︷ ︸︸ ︷
2µDij

∂ui

∂xj

−

(c)︷ ︸︸ ︷
2µ′D′

ij

∂ui

∂xj

− ∂

∂xi

(uip)
︸ ︷︷ ︸

(d)

− ∂

∂xj

(
uiρu′iu

′
j

)

︸ ︷︷ ︸
(e)

+
∂

∂xj

(
2uiµ̄Dij

)

︸ ︷︷ ︸
(f)

+
∂

∂xj

(
2uiµ′D′

ij

)

︸ ︷︷ ︸
(g)

(4.6)

Dans l’équation précédente, il apparâıt deux nouveaux termes : (c) et (g)
et les termes Newtoniens sont modifiés. Dans le membre de gauche de cette
équation, on a la dérivée en suivant l’écoulement moyen de l’énergie cinétique
du champ moyen. A droite, (a) exprime la puissance interne dans le mou-
vement moyen des tensions de Reynolds. Ce terme représente un échange
d’énergie entre mouvement moyen et fluctuant. (b) et (c) expriment la dissi-
pation dans le mouvement moyen respectivement dues à la viscosité moyenne
et à la viscosité fluctuante. Les termes de diffusion par l’écoulement moyen
(d), (e), (f) et (g) sont respectivement les puissances extérieures des forces
de pression moyenne, des tensions de Reynolds, des efforts de la viscosité
moyenne et des forces dues au couplage entre les fluctuations de la viscosité
moléculaire et les fluctuations du cisaillement.

Pour interpréter correctement le terme de transfert entre le champ moyen
et le champ turbulent, on peut d’écrire l’équation de l’énergie cinétique tur-
bulente.

Energie cinétique turbulente moyenne L’énergie cinétique moyenne
du champ fluctuant ou énergie cinétique turbulente moyenne, notée k, est
définie par :

k =
1

2

(
u′2 + v′2 + w′2

)
=

1

2
u′iu

′
i (4.7)

L’équation qui gouverne les contraintes de Reynolds se déduit de l’équation
de l’énergie cinétique turbulente. Les détails de calculs sont donnés dans
l’annexe C. Il vient ainsi :

∂
(
ρk
)

∂t
+uk

∂
(
ρk
)

∂xk

= −
(a)︷ ︸︸ ︷

ρu′iu
′
j Dij −

(b)︷ ︸︸ ︷
2µD′2

ij −
(c)︷ ︸︸ ︷

2µ′D′
ij Dij −

(d)︷ ︸︸ ︷
2µ′D′2

ij −

(e)︷ ︸︸ ︷
∂

∂xj

(
u′jp

′
)
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− 1

2

∂

∂xj

(
ρu′iu

′
ju

′
i

)

︸ ︷︷ ︸
(f)

+
∂

∂xj

(
2µu′iD

′
ij

)

︸ ︷︷ ︸
(g)

+
∂

∂xj

(
2µ′u′i Dij

)

︸ ︷︷ ︸
(h)

+
∂

∂xj

(
2µ′u′iD

′
ij

)

︸ ︷︷ ︸
(i)

(4.8)
Cette équation (4.8) contient quatre nouveaux termes : (c), (d), (h) et (i)
et les termes Newtoniens sont modifiés. Dans le membre de gauche de cette
équation, on a la dérivée en suivant l’écoulement de l’énergie cinétique tur-
bulente moyenne du champ fluctuant. A droite, (a) est le terme de transfert
entre le champ moyen et le champ turbulent. (b), (c) et (d) représentent les
dissipation dans le mouvement fluctuant respectivement dues à la viscosité
moyenne (b) et à la viscosité fluctuante (c) et (d). Les termes de diffusion de
l’énergie cinétique turbulente (e), (f), (g), (h) et (i) sont respectivement par
les fluctuations de pression (e), de vitesse (f), des contraintes visqueuses (g)
et des forces dues au couplage entre les fluctuations de la viscosité moléculaire
et les fluctuations du cisaillement (h) et (i).

Une analyse de l’ordre de grandeur des différents termes, conduite par
Pinho [112], indique quels termes doivent être modèlisés. Ceci aboutit à un
modèle k − ε où ε est la dissipation (les termes (b), (c) et (d)).

4.2 Ecoulement en conduite cylindrique

L’écoulement turbulent, à faible nombre de Reynolds, s’analyse à l’aide
des mesures de perte de charge, des mesures de vitesse axiale (moyenne, fluc-
tuation, moments d’ordre supérieur) et des contraintes turbulentes (déduites
des mesures de vitesse). Dans le cas de la conduite cylindrique, les fluides
testés sont : (i) une solution de Carbopol à 0,2% (le fluide à seuil), (ii) une
solution de CMC à 2% (un fluide rhéofluidifiant) et (iii) un sirop de glucose
(un fluide Newtonien de référence). Les paramètres des écoulements présentés
dans cette section sont donnés dans le tableau 4.1. Le nombre de Reynolds
utilisé dans cette section est le nombre de Reynolds Rep basé sur la viscosité
pariétale. En fait, la contrainte pariétale est mesurée et ensuite la viscosité
pariétale est déterminée à partir de la courbe d’écoulement µ (γ̇), obtenue à
partir des essais rhéologiques en cisaillement simple.
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Symboles Fluides f (×10−3) uτ (m/s) yτ (mm) Rep Re′

¥ sirop de glucose 10,34 0,415 0,104 4000 4000

◦ CMC à 2% 5,95 0,456 0,054 10000 5000

H Carbopol à 0,2% 5,98 0,405 0,053 11000 5000

Tab. 4.1 – Caractéristiques des écoulements turbulents dans la conduite cy-
lindrique. La viscosité du sirop de glucose est de 50 mPa.s. Le comportement
de la solution de CMC à 2% est décrit par le modèle de Cross (avec µ0 = 67,1
mPa.s, µ∞ = 4,28 mPa.s, k = 1,12 ms et m = 0,68). Le comportement de
la solution de Carbopol à 0,2% est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley
(τ0 = 6,3 Pa, K = 2,2 Pa.sn et n = 0,5)

4.2.1 Mesure des pertes de charge

L’évolution du coefficient de frottement f en fonction du nombre de Rey-
nolds, basé sur la viscosité à la paroi, est présentée sur la figure 4.1(a). Les
mesures pour la solution de sirop de glucose sont en bon accord avec la loi
de Nikuradse (3.2) pour Re > 3000. Pour la solution de Carbopol à 0,2%,
les résultats expérimentaux sont sous-estimés par la corrélation de Dodge et
Metzner [31] (4.9). La différence ne dépasse pas 10% pour 4500 < Rep < 9000.
Concernant la solution de CMC à 2%, l’évolution du coefficient de perte
de charge est pratiquement identique à celle obtenue pour la solution de
Carbopol. En fait, pour ces deux fluides, les indices de rhéofluidification
sont très proches dans la gamme de gradient pariétaux correspondant à
4000 < Re′ < 7000. A titre d’information, la loi de Virk [138] donnée par
l’équation (4.10) est également représentée.

1√
f
= 1,737n0,25 ln

(
4n

3n+ 1
Rep

√
f

)
+

4,8164

n0,75
(1− n)− 0,4

n1,2
(4.9)

1√
f
= 19,0 log

(
Re
√
f
)
− 32,4 (4.10)

Pour déterminer si un fluide est réducteur de frottement, on définit des co-
efficients de réduction de frottement DR (Drag Reduction en anglais) :

DRN (%) =
f − fN
fN

× 100 ; DRE (%) =
f − fR
fR

× 100 (4.11)
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où fN et fR sont respectivement le coefficient de frottement pour un fluide
Newtonien et le coefficient de frottement pour un fluide rhéofluidifiant à
un nombre de Reynolds de paroi donné. DRN vaut (au maximum) 30 et
35% respectivement pour la solution de Carbopol à 0,2% et pour la solution
de CMC à 2%. La réduction de frottement dûe à l’élasticité s’évalue avec
DRE, qui vaut (au maximum) 25 et 10% respectivement pour la solution
de Carbopol à 0,2% et pour la solution de CMC à 2%. La figure 4.1(b)
présente les même données que précédemment dans un diagramme de type
Prandtl-Karman, c’est à dire f−1/2 en fonction de log

(
Rep
√
f
)
. Ce type de

diagramme est plus communément utilisé lorsqu’on s’intéresse aux fluides
réducteurs de frottement.

4.2.2 Mesure par VLD

4.2.2.1 Profil de vitesse moyen

L’écoulement turbulent pleinement développé en présence d’une paroi se
décompose en deux région selon le degré d’influence de la viscosité : une zone
interne et une zone externe où les contraintes turbulentes dominent. Dans ce
qui suit, on se place uniquement dans la zone interne où on ne considère que
la sous-couche laminaire visqueuse et la sous-couche turbulente :

Sous− couche
laminaire :

0 ≤ y+ ≤ y+v u+ = y+ (4.12)

Sous− couche
turbulente :

y+b ≤ y+ ≤ y+t u+ = At ln y
+ + Bt (4.13)

avec, u+ = u/uτ ; y
+ = y/yτ , où uτ et yτ sont respectivement l’échelle ca-

ractéristique de vitesse et de longueur dans la zone interne. Elles sont données
par :

uτ =

(
τp
ρ

) 1
2

; yτ =

(
ρFu2−n

τ

K

)−
1
n

avec F = 1− τ0
τp

(4.14)

Les constantes A et B sont déterminées expérimentalement. Le profil de
vitesse est représenté sur la figure 4.2(a). Pour le fluide Newtonien (le sirop de
glucose), la loi logarithmique qui décrit correctement nos mesures de vitesse
est u+ = A ln y+ + B avec A = 2,5 et B = 6,5. Dans la littérature, on
utilise souvent B = 5,5. Cet écart s’explique par le fait que nous sommes
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dans un écoulement turbulent à faible nombre de Reynolds (Re′ = 4000). La
constante utilisée (6,5) est en bon accord avec celles de Patel et Head [105],
Den Toonder et Nieuwstadt [29] et Baillet et Comte-Bellot [7]. Concernant
l’effet de la rhéofluidification sur le profil de vitesse. Dodge et Metzner [31]
donnent le profil de vitesse suivant :

u+ = 5,657n0,25 log y+− 0,566

n1,2
+
3,475

n0,75

[
1,96 + 0,816n− 1.628n log

(
3 +

1

n

)]

(4.15)
Ces profils ont été obtenus expérimentalement par Dodge et Metzner [31] et
retrouvé numériquement par Malin [79, 80] et Cruz et Pinho [27]. Ils sont
représentés sur la figure 4.2(a).

Afin de mieux décrire les résultats expérimentaux, on utilise :

Sous− couche
laminaire :

0 ≤ y+ ≤ y+v u+ = y+ (4.16)

Sous− couche
inertielle :

y+b ≤ y+ ≤ y+t u+ =
At

n
ln y+ + Bt (4.17)

L’axe de la conduite correspond à y+c ≈ 144 pour le sirop de glucose, y+c ≈ 270
pour la solution de CMC à 2% et y+c ≈ 283 pour la solution de Carbopol à
0,2%. Pour la solution de glucose, le profil de vitesse normalisé est en accord
avec la relation linéaire : u+ = y+ lorsque 0 < y+ < 5 et la relation logarith-
mique : u+ = 2,5 ln y++6,5 pour y+ > 30. Pour ce qui concerne les solutions
de Carbopol à 0,2% et de CMC à 2%, les profils de vitesse normalisés sont bien
décrits par les relations (4.17) lorsque y+ > 30, avec Bt = 6,5 et At = 1,77 et
1,89 respectivement. Ici, un modèle à loi puissance est utilisé pour représenter
le comportement de la CMC dans la gamme de gradient pariétal considérée.
On trouve un indice de rhéofluidification équivalent de 0,62. Enfin, à titre
d’indication, l’asymptote de Virk est également représentée :

u+ = 11,7 ln y+ − 17,0 (4.18)

4.2.2.2 Profil d’intensité de turbulence

La figure 4.2(b) représente l’intensité de turbulent axiale (rapportée à
la vitesse de frottement) en fonction de y+. Elle augmente depuis la paroi,
elle atteint un maximum puis décrôıt. Pour le sirop de glucose, les résultats
expérimentaux sont en accord avec ceux de Durst et al. [35], le pic d’inten-
sité de turbulence est de 2,6 à y+ ' 12. Pour la solution de CMC à 2%
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et celle de Carbopol à 0,2%, le pic est d’intensité plus élevé que pour un
fluide Newtonien. Ceci s’explique par la réduction de uτ . Ces résultats sont
en accord avec ceux de El Karkri [37]. De plus, ceci est également prédit
numériquement de Malin [79] et Cruz et Pinho [27]. Ces derniers auteurs
montrent que pour des fluides fortement viscoélastiques, le maximum d’in-
tensité de turbulence s’éloigne de la paroi. Les mesures de vitesse pour les
solution de CMC et de Carbopol sont difficiles à réaliser lorsque y+ < 10 (en
fait, y+ = 10 correspond à y ≈ 0,2 mm). C’est pourquoi, on recense peu de
données expérimentales à faibles y+.

4.2.2.3 Profil de moments d’ordre supérieur

Les moments d’ordre supérieur de la vitesse axiale sont également appelés
le facteur de dissymétrie, S, et facteur d’aplatissement, F . S et F sont définit
par :

S =
u3

u2
3/2

; F =
u4

u2
2 (4.19)

Les figures 4.3(a) et 4.3(b) représentent l’évolution de S et F en fonction de
y+. En écoulement près de la paroi, les moments d’ordres supérieur sont signi-
ficativement différents de ceux correspondant à une distribution de probabi-
lité Gaussienne (S = 0 et F = 3). Encore une fois, les résultats expérimentaux
de Durst et al. [35] et Den Toonder et al. [29] sont en accord avec les résultats
obtenus pour le sirop de glucose. Il faut noter que pour les autres fluides
testés, il n’apparâıt pas d’effet significatif de la rhéologie sur l’évolution des
moments d’ordres supérieur en fonction de y+.

4.2.2.4 Spectres

Le spectre normalisé de la fluctuation axiale de vitesse sur l’axe de la
conduite en fonction du nombre d’onde pour les trois fluides est donné à
la figure 4.4. Pour le fluide Newtonian, nos résultats sont en accord avec
ceux de la littérature (Eggels et al. [36]) avec une pente (−5/3) pour des
nombres d’onde suffisament grands. Des résultats similaires sont obtenus pour
les fluides non-Newtoniens.
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4.3 Ecoulement en conduite annulaire

Concernant les mesures de perte de charge et de vitesse en régime turbu-
lent dans la conduite annulaire, on présente des résultats pour une solution de
CMC à 1%, dont le comportement est proche de celui d’un fluide Newtonien,
et des résultats pour une solution de Carbopol à 0,1% présentant un seuil
d’écoulement faible. En effet, pour la conduite annulaire utilisée, les débits
obtenus n’ont pas permis d’atteindre le régime turbulent pour une solution
de Carbopol à 0,2%. Plutôt que de changer la pompe, on décide de dimi-
nuer la concentration des solutions de polymères. Les paramètres des profils
présentés dans cette section sont donnés dans le tableau 4.2.

Symboles Fluides f (×10−3) uτ (m/s) yτ (mm) Rep Re′

◦ CMC à 1% 9.55 0,14 0,13 4300 1800

H Carbopol à 0,1% 11,32 0,17 0,08 6300 2200

Tab. 4.2 – Caractéristiques des écoulements turbulents en conduite cylin-
drique. Le comportement de la solution de CMC à 2% est décrit par le modèle
de Ostwald (k = 74,74 mPa.sn et n = 0,9). Le comportement de la solution
de Carbopol à 0,1% Carbopol est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley
(τ0 = 0,4 Pa, K = 0,14 Pa.sn et n = 0,7)

4.3.1 Mesure des pertes de charge

La figure 4.5 présente l’évolution du coefficient de frottement f en fonction
du nombre de Reynolds pariétale pour de l’eau, une solution de CMC à 1% et
une solution de Carbopol à 0,1%. D’après les mesures de perte de charge, il
n’apparâıt aucune réduction de frottement par rapport à un fluide Newtonien.
Ceci est dû aux faibles caractères non-Newtoniens des fluides utilisés.

4.3.2 Mesure par VLD

4.3.2.1 Profil de vitesse moyen

La figure 4.6(a) présente des profils de vitesse pour de l’eau, pour une
solution de CMC à 1% et une solution de Carbopol à 0,1%, ainsi que les lois
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CMC à 1%
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de Dodge et Metzner ((4.9) pour n = 0,7 et 1) et la loi de Virk (4.18). Les
profils de vitesse peuvent être décrits par (4.16) et (4.17) avec Bt = 6,5 et
At = 1,75 et 2,15 respectivement pour la solution de Carbopol à 0,1% et la
solution de CMC à 1%. La position de contrainte nulle correspond à y+c ≈ 70
pour la solution de CMC à 1% et y+c ≈ 110 pour la solution de Carbopol à
0,1%. Le profil de vitesse de la solution de Carbopol à 0,1% est en accord
avec la loi de Dodge et Metzner ((4.9) avec n = 0,7 et 1). Il semble donc que
pour un solution de Carbopol à 0,1%, il n’y a pas d’effets de réduction de
frottement.

4.3.2.2 Profil d’intensité de turbulence

La figure 4.6(b) présente le profil d’intensité de turbulent axiale en fonc-
tion de y+. Le pic d’intensité de turbulence est plus important pour la solution
de Carbopol à 0,1% que pour la solution de CMC à 1%. De plus, le maxi-
mum de taux de fluctuation de la vitesse axiale pour la solution de Carbopol
à 0,1% est plus important que pour de l’eau (ce résultat est troublant). Les
profils de vitesse de la solution de CMC à 1% et la solution de Carbopol à
0,1% sont probablement en régime transitoire (les nombres de reynolds sont
assez faibles). Une étude expérimentale plus complète tenant compte de l’in-
fluence du nombre de Reynolds pour des fluides plus rhéofluidifiants (et plus
élastique) est donnée par Escudier et al. [38].

4.4 Conclusion

Ce chapitre montre des mesures de pression et de vitesse pour des fluides
Newtoniens, rhéofluidifiants et à seuil dans une conduite cylindrique et annu-
laire. Les mesures réalisées concernent des écoulements turbulents à faibles
nombres de Reynolds. Dans la conduite cylindrique, pour une solution de
Carbopol à 0,2% et une solution CMC à 2%, les effets élastique ne sont pas
négligeables.

Il existe des mesures pour les vitesses moyennes et les intensités de turbu-
lence pour des conduites annulaires excentrées de Nouri et al. [102] et Ogino et
Kimura [104]. L’excentricité induit une augmentation du frottement pariétal
jusqu’à 22% et une redistribution des intensités de turbulence.
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Chapitre 5

Convection thermique

Ce chapitre traite de la convection thermique pour des fluides à seuil
de type Herschel-Bulkley en écoulement dans une conduite cylindrique ou
annulaire. La paroi de la conduite est soumise à une densité de flux de cha-
leur uniforme. On présente l’évolution du coefficient de transfert de chaleur
pour une large gamme de nombre de Reynolds allant du régime laminaire au
régime turbulent. Le premier paragraphe traite de la convection thermique
laminaire. Les équations qui gouvernent le problème sont rappelées, une so-
lution théorique est proposée et des résultats expérimentaux sont confrontés
à ceux obtenus théoriquement. Le nombre de Reynolds critique de transition
déterminé à partir des mesures de température est comparé à celui obtenu
à partir des mesures en situation isotherme. On s’attend à retrouver des
résultats similaires dans la mesure où la convection thermique est gouvernée
par la dynamique de l’écoulement. Le troisième paragraphe est consacré à la
convection thermique en régime turbulent.

5.1 Convection thermique en régime laminaire

On considère l’écoulement d’un fluide de type Herschel-Bulkley dans une
conduite cylindrique ou annulaire. En situation isotherme et en régime établi,
l’écoulement est caractérisé par une zone centrale non-cisaillée dont la dimen-
sion ne dépend que de l’indice de structure et du nombre de Herschel-Bulkley.
A partir de la section d’entrée, la paroi est soumise à une densité de flux de
chaleur uniforme. Une couche limite thermique se développe alors le long de
la zone de chauffage.
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ordonnées

5.1.1 Cas de la conduite cylindrique

Pour les fluides considérés, le nombre de Prandtl (c’est à dire le rapport
entre la diffusivité de quantité de mouvement et la diffusivité thermique) est
supposé suffisamment important pour considérer que le régime dynamique est
quasi-établi dans chaque section de la conduite cylindrique et que le champ
thermique est en développement le long de la zone de chauffage. Un schéma
du problème ainsi que le système de coordonnées utilisé sont donnés par la
figure 5.1. Le nombre de Péclet thermique est définit par :

Pe = RePr =
UD

ν0

ν0
α

=
D2/α

D/U
=

temps de diffusion thermique

temps de convection thermique
(5.1)

où ν0 la viscosité cinématique apparente et α la diffusivité thermique du
fluide. Pe est suffisamment élevé (Pe > 1000) pour négliger la diffusion
axiale devant la diffusion transversale (Johnston [61]). Pour ce qui est de la
longueur d’entrée thermique L, on montre par une simple analyse d’échelle
des différents termes de l’équation de l’énergie que L/R = O (Pe) . La
zone intéressante pour la convection thermique pour des fluides à seuil et
en général pour des fluides non-Newtoniens concerne principalement la zone
d’entrée thermique.

Dans cette étude, les effets de convection naturelle ainsi que les effets
de dissipation visqueuse sont négligés. Encore une fois, il est possible de
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montrer par une simple analyse d’échelles que, dans notre cas, les effets de la
convection naturelle peuvent être négligés. En effet, au voisinage de la section
d’entrée, la paroi est “tapissée” d’une couche limite thermique sur toute la
circonférence. Les forces de poussée accélèrent le fluide à l’intérieur de cette
couche. Si le nombre de Prandtl est élevé, l’équation du mouvement azimutal,
permet d’écrire l’équilibre entre les forces de poussée et de frottement. En
outre, près de la section d’entrée, l’équation de l’énergie exprime un équilibre
entre la convection thermique axiale et la conduction normale à la paroi.
Après un simple calcul algébrique, on arrive à :

w

U
≈ Grg
Reg

(
X+

ΠϕN

)(
1− a

Πn−1ϕn−1
N

)
(5.2)

où Grg est le nombre de Grashof 1, ϕN est le gradient pariétal de vitesse
adimensionnel pour un fluide Newtonien, X+ et Π sont définis dans la suite.
Typiquement, Gr . 104. Ainsi, au bout de la conduite, on trouve, dans le cas
le plus favorable à la convection naturelle, que la particule fait au maximum
1/4 de tour. Pour ce qui concerne les effets de dissipation visqueuse et compte
tenu de nos conditions expérimentales (dimensions de la conduite, densités
de flux de chaleur imposables et propriétés physiques des fluides utilisés),
une rapide estimation du nombre de Brinkman 2 ne permet pas d’obtenir des
valeurs significatives.

Le problème décrit précédemment est gouverné par les équations sui-
vantes :

∇.V = 0 (5.3)

ρ (V.∇)V = −∇p+∇.τ (5.4)

ρCp (V.∇)T = λ∇2T (5.5)

où T est la température, Cp et λ sont respectivement la chaleur spécifique
à pression constante et la conductivité thermique 3 et où le tenseur des

1. Le nombre de Grashof Grg = ρ2gβ (∆T )R3/µ2

0
où g est l’accélération gravitation-

nelle, β le coefficient d’extension thermique et µ0 une viscosité apparente, identique à celle
utilisée dans la définition de Reg

2. Le nombre de Brinkman Br = µ0U
2/(Rφp) où µ0 une viscosité apparente et φp la

densité de flux de chaleur uniforme. Le nombre de Brinkman caractérisant les effets de
dissipation visqueuse varie entre 10−4 et 10−2

3. La chaleur spécifique à pression constante Cp et la conductivité thermique λ sont
considérées égales à celles du solvant (l’eau) dans la mesure où les concentrations de po-
lymères sont faibles. Des indications sur l’évolution de λ (T ) pour des solutions de Carbopol
sont données par Loulou et al. [75]
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contraintes τ est donné par :

τ = 2

(
τ0√
4DII

+K (4DII)
n−1

2

)
D ; τ

1/2
II > τ0 (5.6)

Dans la zone d’entrée thermique, il est naturel de considérer respective-
ment le rayon R, la vitesse débitante U , ρU 2, et Rφp/λ comme échelles ca-
ractéristiques de longueur, de vitesse, de pression/contrainte et de température.
On définit alors :

η =
r

R
; X =

x

R
; û =

u

U
; P =

p

ρU2
; Θ =

λ (T − Te)

Rφp

(5.7)

Sous forme adimensionnelle, les équations gouvernant le problème sont
alors données par :

∇.V̂ = 0 (5.8)

(
V̂.∇

)
V̂ = −∇P +∇.τ̂ (5.9)

(
V̂.∇

)
Θ =

1

Pe
∇2Θ (5.10)

Pour ce qui est des équations constitutives sous forme adimensionnelle, elles
sont données par :

τ̂ =
2

Reg

(
Hb

ˆ̇γ
+ ˆ̇γn−1

)
D̂ ; τ̂

1/2
II >

Hb

Reg
(5.11)

Concernant les conditions aux limites, on suppose, à l’entrée de la zone
de chauffage, le profil de température uniforme Θ = 0 et le régime dyna-
mique établi. Sur l’axe, le gradient de température, le gradient de vitesse et
la composante radiale de vitesse sont nuls : ∂Θ

∂η
= ∂û

∂η
= v

U
= 0. A la paroi,

des conditions de non glissement sont utilisées avec une densité de flux de
chaleur constante ∂Θ

∂η
= 1

A ce niveau, deux cas sont considérés : le premier K = Constante et le
second K = K (T ).



5.1 Convection thermique en régime laminaire 103

Cas non thermodépendant : K = Constante L’équation de l’énergie se
réduit à :

û
∂Θ

∂η
=

1

Pe

(
∂2Θ

∂η2
+

1

η

∂Θ

∂η

)
(5.12)

avec les conditions limites suivantes :

0 ≤ η ≤ 1 ; X = 0 ; Θ (η,X) = 0 (5.13)

η = 0 ; X ≥ 0 ;
∂Θ

∂η
= 0 (5.14)

η = 1 ; X ≥ 0 ;
∂Θ

∂η
= 1 (5.15)

L’équation (5.12) munie des conditions aux limites peut être résolue par une
méthode aux différences finies ou par la méthode de séparation des variables.
Au voisinage de la section d’entrée, la couche limite thermique est très fine
et moyennant les hypothèses de Lévêque [143], on montre que :

Θ = (αX)1/3H (η̃) (5.16)

avec η̃ =
1− η

(αX)1/3
et α =

9

ΠϕN

où ϕN est le gradient pariétal de

vitesse adimensionnel pour un fluide Newtonien, Π est le rapport du gradient
pariétal de vitesse pour le fluide non-Newtonien rapporté au gradient pariétal
de vitesse pour un fluide Newtonien dans les mêmes conditions de débit et
H (η̃) vérifie l’équation différentielle :

H ′′ + 3η̃2H ′ − 3η̃H = 0 (5.17)

avec H ′ (η̃ = 0) = −1 et lim
η̃→∞

H = 0

La solution est donnée par :

H (η̃) =
2

3Γ (5/3)
e−η̃3 − η̃

[
1− 2

Γ (5/3)

∫ η̃

0

ξe−ξ3dξ

]
(5.18)

La valeur de H (0) = 0,738488 est utile pour le calcul du coefficient de trans-
fert de chaleur pariétal.

Le nombre de Nusselt qui caractérise le transfert entre la paroi chauffée
et le fluide en mouvement est défini par :

Nu =
hD

λ
=

φp

∆T

D

λ
(5.19)
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où ∆T = Tp − Te et h est le coefficient d’échange convectif local.
Après substitution et tout calcul fait, on montre que :

Nu = 2,71

(
9X+

ΠϕN

)−1/3

(5.20)

où X+ est le nombre de Cameron : X+ =
X

Pe
=

x

R

1

Pe
. Π est le rapport

entre le gradient de vitesse pariétal pour un fluide de type Herschel-Bulkley
et le gradient de vitesse pariétal pour un fluide Newtonien dans les même
conditions de débit.

Π =
1

4ω

m+ 1

1− a
La température de paroi est alors donnée par :

Θp =
1

2,71

(
9X+

ΠϕN

)1/3
(5.21)

Cas thermodépendant : K = K (T ) On a supposé que la thermodépendance
du comportement rhéologique du fluide est due à la seule variation de K avec
la température. Il est supposé que K (T ) = K0 exp (−bT ). La décroissance
de la consistance K au voisinage des parois chauffées induit un déplacement
radial des particules fluides de la zone centrale vers les parois. L’écoulement
est alors accéléré au voisinage des parois et décéléré dans la partie centrale de
la conduite. Il s’ensuit un aplatissement du profil de vitesse. L’augmentation
du gradient pariétal de vitesse peut être caractérisé par le rapport ∆ définit
par :

∆ =

(
∂û

∂η

)

η=1(
∂û

∂η

)

η=1; b=0

(5.22)

En adoptant les hypothèses de lubrification et en reprenant la même démarche
que dans le paragraphe précédant, on montre que :

Nu = 2,71

(
9X+

∆ΠϕN

)−1/3

(5.23)

Θp =
1

2,71

(
9X+

∆ΠϕN

)1/3
(5.24)
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Pour la détermination de ∆, on suppose que les couches limites thermiques
sont suffisamment fines pour que le gradient de pression et donc la contrainte
pariétale ne soient pas modifiés. En d’autres termes, cela revient à suppo-
ser que l’augmentation du gradient pariétal de vitesse est compensé par la
diminution de la viscosité apparente :

∆ ≈
(
Kη=1; X+=0

Kη=1; X+

)1/n
= exp

[
b

n
(Tp − Te)

]
≈ 1 +

b

n
(Tp − Te) (5.25)

La différence de température Tp−Te peut être calculée en utilisant la solution
de Lévêque (5.16).

∆ ≈ 1 +
Pn

n

(
9X+

ΠϕN

)1/3
H (0) (5.26)

où Pn = bRφp/λ est le nombre de Pearson. Il est intéressant de noter que le
caractère thermodépendant du fluide est d’autant plus marqué que le fluide
est rhéofluidifiant. Ce résultat a déjà été signalé par Mizushina et al. [86].

On conclut cette partie théorique en donnant, dans la figure 5.2, l’évolution
du nombre Nusselt en fonction de X+ pour différentes valeurs du rapport Π
et du nombre de Pearson, Pn. Cette figure illustre bien le fait que le coef-
ficient de transfert de chaleur est amélioré d’une part par la comportement
rhéologique et d’autre part par la thermodépendance. Ce dernier aspect se
manifeste d’autant plus que l’on s’éloigne de la section d’entrée.

5.1.2 Résultats expérimentaux et comparaison avec la

théorie

Vitesse axiale Des profils de vitesse axiale ont été mesurés à la sortie de
la zone de chauffage pour une solution de Carbopol à 0,1% Moudachirou [89]
et Nouar et al. [94]. Ils ont été comparés aux profils obtenus en situation
isotherme. La thermodépendance du fluide se manifeste par une augmen-
tation du gradient de vitesse à la paroi. Ceci induit un aplatissement du
profil de vitesse (cf. figure 5.3). Il est clair que cet aplatissement est d’au-
tant plus important que le nombre de Pearson est élevé ou que le nombre de
Péclet est faible. Afin d’évaluer cet aplatissement, la figure 5.4(a) présente
l’évolution de la vitesse sur l’axe rapportée à la vitesse débitante, uc/U , à la
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d’après Nouar et al. [94]
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n = 0.41 et b = 0,009oC−1)

sortie de la veine, en fonction du nombre de Péclet, Pe, en écoulement avec
et sans chauffage. En situation de chauffage, la vitesse sur l’axe est moins
importante qu’en situation isotherme (par exemple pour Pe = 105000 ou
Reg = 20, uc/U = 1,47 pour φp = 0 et uc/U = 1,42 pour φp = 10 kW.m−2

soit une variation de 4%). Compte tenu des propriétés de thermodépendance
des fluides testés, à partir d’un nombre de Péclet de 400000 (ou Reg = 200),
l’aplatissement du profil de vitesse devient négligeable. En fait, lorsque l’on
applique une densité de flux de chaleur pariétal, l’écoulement est décéléré
dans la zone centrale autour de l’axe (Nouar et al. [97]) :

d
(
u
U

)

dX
∝ Pn

(
9XPe

ΠϕN

)−1/3

(5.27)

Cette décélération est d’autant moins importante que le nombre de Péclet est
élevé. Sur la figure 5.4(b), on vérifie que : [(uc)Pn=0 − (uc)Pn] /U ∝ Pe−1/3

Remarque La décélération de la zone isovitesse n’est pas compatible avec
le modèle de Herschel-Bulkley qui suppose un comportement de type solide
indéformable.
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Champ thermique - Coefficient d’échange Dans les expériences présentées
ici, le nombre de Nusselt est donné par :

Nu =
φp

Tp − Tm

D

λ
(5.28)

Tp et Tm sont respectivement la température de paroi et la température de
mélange dans la section considérée. Par un simple bilan, on a :

Tm =
2

R

φp

ρUCp

x+ Te (5.29)

La figure 5.5(a) présente l’évolution de la température de paroi Tp en
fonction de la distance à l’entrée de la zone de chauffage x pour une solution
de Carbopol à 0,2% sous une densité de flux de chaleur φp uniforme. Les
solutions théoriques déduites des relations (5.21) et (5.24) sont également
données. La figure 5.5(b) présente l’évolution du nombre de Nusselt, Nu, en
fonction du nombre de Cameron,X+. Encore une fois, les solutions théoriques
issues des relations (5.20) et (5.23) sont représentées. Pour cette solution de
Carbopol à 0,2% dans ces conditions d’écoulement (Hb = 0,86, Reg = 2 et
Pe = 13400), le caractère non-Newtonien (Π = 1,58) et les effets de ther-
modépendance (Pn = 1,9 et 1,26 < ∆ < 2,7) sont correctement décrits. La
figure 5.6 représente l’évolution du nombre de Nusselt en fonction du nombre
de Cameron X+ pour différents débits. Les caractéristiques des différents
écoulements sont données dans le tableau 5.1. La thermodépendance ne se
manifeste que pour des valeurs de X+ > 5.10−3, donc lorsque la couche li-
mite est suffisament développée. Lorsque la vitesse augmente, les forces de
frottement deviennent plus importantes, le nombre de Herschel-Bulkley et a
diminuent. L’épaisseur de la couche limite thermique, δT , peut être estimée
à partir du profil de température (5.21) par :

δT
R

= 0,738

(
9X+

ΠϕN

)1/3
(5.30)

Les effets de thermodépendance sont également faibles lorsque le débit est
important. En effet, l’essai (.) à Reg = 650 est proche de la solution non
thermodépendante (5.20). Finalement, comme Pe est très élevé, les couches
limites sont très fines. A titre d’exemple, pour un nombre de Reynolds Reg =
1000, l’épaisseur n’est que de 0,5 mm au bout de la zone de chauffage (à 2,16
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Hb a Reg Pe Prg Π δT/R

+ 0,350 0,143 13 81 863 6212 1,48 0,0842

¤ 0,222 0,097 77 248 497 3227 1,43 0,0589
H 0,143 0,065 424 726 468 1713 1,41 0,0413
. 0,128 0,059 652 951 913 1461 1,40 0,0379

Tab. 5.1 – Caractéristiques des écoulements et des couches limites thermiques
pour une solution de Carbopol à 0,2% (τ0 = 16,3 Pa, K = 9,2 Pa.s−n et
n = 0,41) dans une conduite cylindrique sous une densité de flux uniforme
(φp = 21,4 kW.m−2) pour les résultats présentés dans la figure 5.6

m de l’entrée). Pour atteindre le régime thermique complètement développé,
il faut X+ = O(1) soit une longueur de 1 800 m.

Le domaine de validité des relations précédentes ainsi que nombre de
Nusselt en régime thermique établi pour un fluide de type Herschel-Bulkley
sont donnés dans l’annexe D.

5.1.3 Cas de la conduite annulaire

Les équations qui gouvernent le problème (1.1) à (1.3) sont similaires à
celles établies dans le cas de la conduite cylindrique. Concernant les condi-
tions aux limites, on suppose qu’à l’entrée de la zone de chauffage, le profil
de température est uniforme Θ = 0 et le régime dynamique est établi. Les
cylindres intérieur et extérieur de rayons R1 et R2 sout soumis à une densité
de flux de chaleur constante, respectivement φp1 et φp2 (cf. figure 5.7).

Le fluide considéré est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley. Deux
cas sont également considérés : le premier K = Constante et le second K =
K (T ). Ici, les échelles caractéristiques de longueur et de température sont
respectivement R2 et R2φp2/λ. Les conditions limites sont les suivantes :

η1 ≤ η ≤ 1 ; X = 0 ; Θ = 0

η = η1 ; X ≥ 0 ;
∂Θ

∂η
= − 1

1− η1

η = 1 ; X ≥ 0 ;
∂Θ

∂η
=

1

1− η1
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Le transfert thermique entre la paroi extérieure chauffée et le fluide dépend
du gradient de vitesse à la paroi. Pour un fluide Newtonien, l’évolution du
nombre de Nusselt en fonction de X+ dans la région d’entrée d’une conduite
annulaire est donnée par Worsøe-Schmidt [143] :

Nu = 1,034

[
X+

(1− η1)ϕN

]−1/3
(5.31)

Cas non thermodépendant : K = Constante L’influence de la loi de
comportement du fluide est prise en considération en multipliant le nombre
de Nusselt Nu par Π1/3, où Π est le rapport du gradient de vitesse pour
le fluide de type Herschel-Bulkley rapporté au gradient de vitesse pour un
fluide Newtonien équivalent dans les mêmes conditions de débit.

Nu = 1,034

[
X+

(1− η1)ΠϕN

]−1/3
(5.32)

avec

ϕN = −
2
(
2 + 1−η1

ln η1

)

1 + η21 +
1−η2

1

ln η1



112 Chapitre 5. Convection thermique

et

Π = −(1−∆− λ20)
m

Q∗

(1− η21)
(
1 + η21 +

1−η2
1

ln η1

)

2
(
2 +

1−η2
1

ln η1

)

Cette méthode a été vérifiée expérimentalement pour des fluides de Ostwald
par Tanaka et Mitsuichi [131] et par Joshi et Bergles [63].

Cas thermodépendant : K = K (T ) L’augmentation du gradient pariétal
de vitesse peut être caractérisé, comme dans le cas de la conduite cylindrique,
par le rapport ∆ définit par (5.22) et déterminé par (5.26). En adoptant les
hypothèses de lubrification, on montre que :

Nu = 1,034

[
X+

(1− η1)∆ΠϕN

]−1/3
(5.33)

5.1.4 Résultats expérimentaux

Champ dynamique Des profils de vitesse avec et sans chauffage pour des
solutions de Carbopol ont été obtenus par Läı [71] et Nouar et al. [97]. La
thermodépendance du fluide se manifeste également par une augmentation
des gradients de vitesse à la paroi. Cela induit un aplatissement du profil de
vitesse.

Champ thermique - Coefficient d’échange Les parois de la conduite
annulaire sont soumises à des densités de flux uniformes φp1 et φp2 respecti-
vement pour la paroi intérieure et extérieure. Dans cette thèse, on s’intéresse
uniquement, pour des raisons purement techniques, au transfert entre la paroi
extérieure chauffée et le fluide en mouvement, qui est caractérisé par Nu2 :

Nu2 =
h2Dh

λ
=

φp2

Tp2 − Tm

Dh

λ
(5.34)

où h2 est le coefficient d’échange convectif local, Dh = 2 (R2 −R1) est le
diamètre hydraulique, Tp2 est la température de paroi du cylindre extérieur
dans la section considérée et Tm est la température de mélange dans la section
considérée calculée par le bilan thermique suivant :

Tm =
2π (φp1R1 + φp2R2)

ρQCp

x+ Te (5.35)
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La figure 5.8(a) présente l’évolution de la température de paroi Tp2 en
fonction de la distance à l’entrée de la zone de chauffage, x, pour une so-
lution de Carbopol à 0,2% (τ0 = 10,3 Pa, K = 0,85 Pa.s−n, n = 0,63 et
b = 0,019oC−1) pour trois densités de flux de chaleur φp2 constantes (1,15,
4,15 et 6,65 kW.m−2). La répartition des thermocouples le long du tube per-
met d’accéder aux mesures des températures de paroi en haut et en bas de
la conduite. Les écarts entre la température supérieure et inférieure du tube
extérieur n’excèdent pas 2oC vérifiant ainsi que la convection naturelle peut
être négligée. Les évolutions théoriques de Tp2 (x) sont également données.
Les solutions théoriques sont en accord avec les résultats expérimentaux, en
effet, l’erreur maximale est inférieure à 5%. Ces résultats confirment ceux
de Läı [71]. En outre, ce dernier présente des mesures de pertes de charge
pour des fluides Newtoniens et non-Newtoniens thermodépendants avec et
sans chauffage. La figure 5.8(b) présente l’évolution du nombre de Nusselt,
Nu2, en fonction du nombre de Cameron, X+. Encore une fois, les solutions
de Lévêque sont représentées. Les écarts entre les mesures expérimentales et
les solutions théoriques ne dépassent pas 5%. Les erreurs observées pour les
faibles valeurs de X+ sont dues aux conditions d’entrée dans la conduite
annulaire qui ne permettent d’obtenir un profil de vitesse complètement
développé.

5.2 Convection thermique en régime transi-

toire

Dans ce qui suit, on présente les résultats expérimentaux de l’écoulement
d’un fluide à seuil dans une conduite cylindrique ou annulaire dont les parois
sont chauffées avec une densité de flux de chaleur uniforme. On augmente
progressivement le débit (et donc le nombre de Reynolds) jusqu’à l’apparition
de la turbulence. L’évolution des températures de paroi et des coefficients
d’échange en fonction de la distance à l’entrée et du nombre de Reynolds
sont analysées.

5.2.1 Cas de la conduite cylindrique

La figure 5.9 montre l’évolution de la température à la paroi en fonc-
tion de la distance à l’entrée pour différents nombres de Reynolds. Pour



5.2 Convection thermique en régime transitoire 115

Re′ ≤ 3000, les solutions théoriques (5.23) permettent de décrire correcte-
ment l’évolution de la température le long de la zone de chauffage. A partir de
Re′ = 3000, les résultats expérimentaux s’écartent de la solution théorique
laminaire. Pour Re′ = 5000 et 8200, la température de paroi (représentée
par des lignes en pointillés) est pratiquement constante à partir d’une po-
sition axiale de l’ordre de 10D. Une autre façon de représenter les mêmes
mesures (sous forme adimentionnelle) est de tracer l’évolution du nombre de
Nusselt local, Nu, en fonction de X+ (cf. figure 5.10). Sous cette forme, la
transition du régime laminaire avec une loi de transfert thermique de type
Nu ∝ (X+)

−1/3
à une loi de transfert thermique indépendante de X+ est

facilement identifiable. Pour les forts nombres de Prandtl, l’écart entre les
températures de paroi et de mélange sont faibles. Ceci explique la forte dis-
persion des points expérimentaux pour Re′ = 5000 et 8200. En observant des
profils Nu(X+) pour Re′ = 3200, 3500, 3800 et 4100, on peut penser que la
transition dépend de la distance à l’entrée. Pour clarifier ce point, la figure
5.11 représente l’évolution du nombre de Nusselt local pour les positions :
X = 36, 72, 108 et 144 en fonction du nombre de Reynolds Re′ pour deux
solutions de Carbopol. Les extensions des solutions théoriques de Lévêque en
régime laminaire sont données en fonction de Re′. A titre de comparaison,
on a également représenté une loi inspirée de la loi de Dittus-Boelter [30] :

Nu ∝ Re′
0,8

(5.36)

Pour chaque position, on relève (i) le nombre de Reynolds Re′
L
à partir duquel

les mesures expérimentales quittent la loi de transfert thermique laminaire et
(ii) le nombre de Reynolds Re′

T
à partir duquel les mesures évoluent selon une

loi turbulente en Re0,8. Les résultats sont consignés dans le tableau 5.2. On
remarque que le nombre de Reynolds Re′

L
n’évolue pas de façon significative

avec la position.
A partir de X = 72, les résultats expérimentaux indiquent que le régime

thermique transitoire s’étend sur une gamme de nombre de Reynolds : 3000 <
Re′ < 4000. Pour X = 36, le régime thermique transitoire n’est pas en-
core complètement établi. Le régime de transfert n’est turbulent que si la
couche limite thermique atteint la zone de turbulence. La figure 5.11 présente
l’évolution du nombre de Nusselt moyen 4 Nu en fonction du nombre de Rey-
nolds Re′. Il existe des résultats dans la littérature concernant l’écoulement en
régime transitoire pour des fluides Newtoniens. Les résultats expérimentaux

4. On considère une moyenne spatiale sur la longueur de la zone de chauffage
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Fig. 5.9 – Evolution de la température de paroi en fonction de la distance
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Symboles + ¤ + ¤ + ¤ + ¤

X 36 36 72 72 108 108 144 144

Re′
L

3200 3500 3000 3200 3000 3200 3000 3200

Re′
T

5100 4700 4000 4300 3800 4000 3800 4000

Tab. 5.2 – Nombres de Reynolds de transition du régime thermique lami-
naire au régime thermique turbulent. Ces résultats : (+) pour la solution de
Carbopol à 0,1% (τ0 = 1 Pa, K = 0,53 Pa.s−n et n = 0,6) et (¤) pour la
solution de Carbopol à 0,2% (τ0 = 6,3 Pa, K = 2,37 Pa.s−n et n = 0,5) sont
relatif à la figure 5.11

et numériques donnés par Huiren et Songling [60] indiquent que le trans-
fert thermique pour des fluides Newtoniens en régime transitoire est plus
faible (au moins un ordre de grandeur sur Nu) et la transition a lieu pour
2000 < Re < 4800

La comparaison des nombres de Reynolds critiques de transition ther-
mique avec ceux obtenus en régime dynamique isotherme indique que le
nombre de Reynolds critique issu des pertes de charge (2700) est proche
de celui obtenu dans les mesures de température (3000). C’est un résultat
prévisible puisqu’il s’agit de mesures pariétales. Le nombre de Reynolds
correspondant au maximum du taux de fluctuation de la vitesse sur l’axe
de la conduite (Re′ = 3700) correspond quasiment à une phase de transi-
tion thermique bien avancée (la fin de la transition thermique correspond à
Re′ = 4000). Ce résultat n’est pas étonnant dans la mesure où l’épaisseur de
la couche limite thermique est faible et d’autre part la thermodépendance de
la rhéologie n’est pas très forte. Finalement, tout ceci montre que le transfert
de chaleur est piloté par la structure de l’écoulement.

5.3 Convection thermique en régime turbu-

lent

La décomposition de Reynolds a été appliquée à la vitesse, à la pression
et à la température. L’équation de conservation de la quantité de mouvement
et l’équation de la chaleur sont ensuite moyennées. On s’inspire largement de
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Bejan [15] où le cas d’un fluide Newtonien est traité. Ainsi,

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+

∂

∂y

(
µ
∂u

∂y
− ρu′v′

)
(5.37)

ρCp

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
=

∂

∂y

(
λ
∂T

∂y
− ρCpv′T ′

)
(5.38)

−ρu′v′ et −ρCpv′T ′ sont des contraintes et des flux supplémentaires issus
des équations moyennées. Pour résoudre ces équations, on a besoin d’une
fermeture pour la corrélation des vitesses −u′v′ et pour −v′T ′ :

−ρu′v′ = ρνt
∂u

∂y
la contrainte turbulente (5.39)

−v′T ′ = αt
∂T

∂y
le flux de chaleur turbulent (5.40)

νt et αt sont deux propriétés de l’écoulement : la diffusivité de quantité de
mouvement turbulente et la diffusivité thermique turbulente.

On peut définir une contrainte totale, τ , et un flux total, φ , par :

τ

ρ
= (ν + νt)

du

dy
(5.41)

φ

ρCp

= (α + αt)
dT

dy
(5.42)

Modèles de turbulence - Profils de vitesse Pour déterminer les diffu-
sivités νt et αt , on peut utiliser un modèle de type longueur de mélange :

O (u′) = O (v′) = lm
du

dy
(5.43)

Ainsi,

νt = l2m

∣∣∣∣
du

dy

∣∣∣∣ ≥ 0 soit encore ν+t =
(
l+m
)2
∣∣∣∣
du+

dy+

∣∣∣∣ (5.44)

La viscosité turbulente est rapportée à la viscosité pariétale et la longueur
de mélange est rapportée à yτ . On obtient alors le terme de corrélation des
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vitesses, exprimé à partir des variables de paroi :

−u
′v′

u2τ
=
(
l+m
)2
∣∣∣∣
du+

dy+

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

ν+t

du+

dy+
(5.45)

La première idée consiste à considérer que la longueur de mélange lm varie
linéairement avec y . Pour un fluide Newtonien, on obtient (expérimentalement) :
lm = κy , où κ = 0,4 est la constante de Von Karman

Le modèle précédent n’est pas satisfaisant en pratique. Le modèle le plus
connu est celui de Van Driest :

l+m = κy+
(
1− e−y+/A+

)
(5.46)

En ne considérant que les termes du premier ordre de la relation (??), on
arrive à :

y

R
− 1− u′v′

u2τ
+
du+

dy+
= 0 (5.47)

Comme précédemment, on va rester dans la zone à tension totale constante,
c’est à dire suffisamment près de la paroi pour négliger y/R devant 1. Cela
n’est pas très restrictif puisque la zone logarithmique est incluse. Dans ces
conditions, l’équation gouvernant le profil des vitesses moyennes près de la
paroi s’écrit :

du+

dy+
=
−1 +

√
1 + 4 (l+m)

2

2 (l+m)
2 (5.48)

Des profils de vitesse sont obtenus en intégrant numériquement l’équation
(5.48). Les paramètres κ et A+ sont ajustés par rapport aux résultats expéri-
mentaux du chapitre précédent.

Profils de température On définit une température adimentionelle à
l’aide des propriétés de paroi :

T+
(
y+
)
=
(
Tp − T

) ρCpuτ

φp

(5.49)
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La distribution de température s’obtient alors rapidement à partir de la
relation (5.42) :

ν

α + νt

∂T+

∂y+
= 1 (5.50)

En définissant Prt =
νt
αt

et en intégrant d’abord dans la sous-couche

visqueuse laminaire (où νt est négligeable) puis dans le noyau turbulent (où
νt est prépondérant), on arrive à :

y+ < y+I T+ = Pr y+ (5.51)

y+ > y+I T+ =
Prt
κ

ln
y+

y+I
+ Pr y+I (5.52)

Pour de l’eau, on trouve expérimentalement Prt = 0,9, κ = 0,41 et y+I = 13,2.
Les résultats expérimentaux de Sofialidis et Prinos [129] sont en accord
avec les résultats précédents. Théorie et expériences se confortent mutuel-
lement. Pour ce qui concerne notre installation expérimentale, les profils de
température en écoulement turbulent n’ont pas été réalisables pour des rai-
sons techniques. Les vitesses des fluides sont importantes (supérieur à 10
m/s) et l’installation d’un support difficilement envisageable.

Analogies de transfert de quantité de mouvement et de transfert de

chaleur En considérant le régime turbulent établi, on peut faire l’hypothèse
que tous les gradients longitudinaux des vitesses moyennes et des moments
caractéristiques sont nuls. L’équation de la chaleur (5.38) devient :

ρCpu
∂T

∂x
=

1

r

∂ (rφ)

∂r
(5.53)

On intègre (5.53) entre 0 et r et entre 0 et R :
∫ r

0

ρCpu
∂T

∂x
rdr = rφ (5.54)

∫ R

0

ρCpu
∂T

∂x
rdr = Rφp (5.55)

Le rapport des deux équations ci-dessus donne :

φ

φp

= N
(
1− y

R

)
avec N =

2

r2

∫ r

0

ρCpu
∂T

∂x
rdr

2

R2

∫ R

0

ρCpu
∂T

∂x
rdr

(5.56)
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On considère une densité de flux de chaleur uniforme, donc φ est indépendante
de x. Le gradient de température longitudinal est indépendant de r.

N =

2

r2

∫ r

0

ρCpurdr

2

R2

∫ R

0

ρCpurdr

(5.57)

Il s’agit du rapport entre u sur une section de rayon r et u sur la section du
noyau turbulent. En fait, puisque l’épaisseur de la couche visqueuse est très
fine (la sous-couche laminaire est au moins deux ordres de grandeur plus fine
que le rayon de la conduite). Ainsi, une approximation consiste à prendre :
N ∼= 1 et donc :

φ

φp

∼= 1− y

R
(5.58)

Donc, la densité de flux a une distribution similaire à celle de la contrainte,
c’est à dire linéaire depuis la paroi jusque l’axe. Cette observation est le
point de départ de l’analyse qui lie le nombre de Stanton, St, au coefficient
de frottement f . En effet,

τ

τp
= 1− y

R
(5.59)

En divisant (5.59) par (5.58) et en utilisant les définitions (5.41) et (5.42),
on arrive à :

ν + νt
τp

du =
Cp (α + αt)

φp

dT (5.60)

Maintenant, on imagine que la section de la conduite est composée de deux
régions distinctes : (i) une région annulaire près de la paroi (0 < y < yI)
où ν À νt et α À αt et (ii) un disque au centre (yI < y < R) où ν ¿ νt
et α ¿ αt . En intégrant la relation (5.60) depuis y = 0 jusque y = yI , en
négligeant νt et αt, on obtient :

ν

τp
uI =

Cpα

φp

(
T I − T0

)
(5.61)

où uI et T I sont les moyennes à y = yI . Ensuite, on intègre la relation (5.60)
entre y = yI et y = ym où ym est choisi de telle sorte que T (ym) soit égale à
la température moyenne Tm et u (ym) est approximativement U , le résultat
de la seconde intégration est :

νt
τp

(U − uI) =
Cpαt

φp

(
Tm − T I

)
(5.62)
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En éliminant T I des équations (5.61) et (5.62), en utilisant la définition
du coefficient de frottement (τp = ρu2τ ), le fait que h

(
Tp − Tm

)
= φp et la

définition du nombre de Stanton St, on trouve :

St =
Nu

RePr
=

f/2

Prt + (uI/U) (Pr − Prt)
(5.63)

Une simplification de cette relation est la corrélation de Chilton-Colburn :

StPr2/3 ∼= f

2
(5.64)

Elle a été validée expérimentalement pour des écoulements de Blasius (sur
une plaque plane pour des fluides Newtoniens 0,6 < Pr < 60). En considérant
un raisonnement empirique, Dittus et Boelter (1930) [30] ont proposé une
corrélation (pour les fluides Newtoniens) qui est très utilisée en transfert
thermique :

Nu = 0,0243Re0,8Pr0,4 (5.65)

Sa validité est reconnue pour 0,7 < Pr < 160 et Re > 104. On peut noter que
la relation de Colburn (5.63) est proche de la corrélation de Dittus-Boelter
(5.65) si f ∝ Re−0,2 (c’est l’approximation de Blasius).

Clapp [25] a mené une étude théorique et expérimentale pour des fluides
de Ostwald. Les valeurs expérimentales qu’il a déterminées pour des nombres
de Reynolds variant entre 5100 et 27000 sont toutes supérieures à celles
prévues par l’étude thermique. En revanche, ses résultats sont assez bien
corrélés par une formule de Chilton-Colburn modifiée :

Nu = 0,023(9350)0,8(1−
1

nn )Re′
0,8
n Pr′

0,4
(5.66)

pour Re′ compris entre 8000 et 15000. D’autres modèles turbulents visant
à déterminer des lois de transfert pour des fluides non-Newtoniens ont été
testés par Wangskarn et Ghorashi [139] (pour des fluides de Ostwald) puis par
Kawase et Moo-Young [66] (pour des fluides de Bingham). Malheureusement,
la différence entre les modèles et les données expérimentales peut atteindre,
selon les auteurs, de 20 à 40%.

Yoo [146], constatant que le nombre de Nusselt pour ces fluides purement
visqueux est plus élevé que pour un fluide Newtonien à même nombre de
Reynolds généralisé (Re′), propose de corréler ces résultats et ceux alors
disponibles par :

St = 0,0152Re−0,155p Pr−2/3p (5.67)
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où Rep et Prp sont le nombre de Reynolds et le nombre de Prandtl basés sur
la viscosité de paroi. Ceci a été validé sur plusieurs fluides pour des nombres
de Reynolds de 3000 à 90000.

Finalement, il existe quelques résultats pour le transfert thermique en
convection forcée en écoulement turbulent pour des non-Newtoniens pure-
ment visqueux. Il apparâıt des grosses différences selon les auteurs. Dans
ce qui suit, des résultats supplémentaires sont présentés et comparés à ceux
précédemment cités. Les résultats sont exposés en fonction de Re′ et Rep
de manière à déterminer la meilleure représentation et ainsi l’influence de la
rhéofluidification sur le transfert thermique. Enfin, le coefficient de diffusion
turbulente Prt est estimé afin de déterminer la distribution de température.

5.3.1 Cas de la conduite cylindrique

La figure 5.12(a) présente l’évolution du nombre de Nussselt Nu en fonc-
tion du nombre de Reynolds Re′ pour un fluide Newtonien (une solution de
CMC à 1% de viscosité 12 mPa.s), un fluide de Ostwald (CMC n ≈ 0,8
d’après Scirocco [123]), et deux fluides de Herschel-Bulkley : (i) Carbopol
à 0,1% (τ0 = 1 Pa, K = 0,53 Pa.s−n et n = 0,6) et (ii) Carbopol à 0,2%
(τ0 = 6,3 Pa, K = 2,37 Pa.s−n et n = 0,5) en écoulement turbulent dans une
conduite cylindrique sous une densité de flux de chaleur uniforme (φp = 21,3
kW.m−2). Le fait que (i) les résultats pour le fluide Newtonien sont en ac-
cord avec la corrélation de Dittus-Boelter (5.65) (l’erreur maximum est de
20% et est probablement dûe à des pertes thermiques) et (ii) les résutats
pour les fluides rhéofluidifiants (n = 0,5 et n = 0,6) sont cohérents avec ceux
de Scirocco [123] (fluide rhéofluidifiant n ≈ 0,8) qualifie nos mesures. Les
corrélations de Clapp [25] (où le nombre de Prandtl généralisé Pr′ est re-
calculé pour chaque Re′) décrivent qualitativement nos mesures. Comme l’a
remarqué Yoo [146], pour Re′ donné, le nombre de Nusselt pour des fluides
purement visqueux est plus élevé que pour des fluides Newtoniens.

La figure 5.12(b) présente l’évolution du nombre de Nussselt Nu en fonc-
tion du nombre de Reynolds Rep basé sur la viscosité pariétale. Evidemment,
pour les fluides rhéofluidifiants, les nombres de Reynolds basés sur la visco-
sité de paroi sont bien plus important que les Re′ correspondants. Bien que
l’on observe une augmentation du nombre de Nusselt avec le caractère non-
Newtonien (l’indice n), il est difficile de distinguer l’influence des paramètres
rhéologiques du nombre de Prandtl.

Afin de s’extraire de l’effet du nombre de Prandtl, la figure 5.13 présente
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Fig. 5.12 – Comparaison entre (a) Nu (Re′) (b) Nu (Rep)
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l’évolution de StPr2/3 en fonction du nombre de Reynolds. La corrélation de
Chilton-Culburn (5.64) n’est pas valable. La figure 5.13(a) présente StPr ′2/3

en fonction de Re′ et la figure 5.13(b) présente l’évolution du nombre de
Stanton StPrp

2/3 en fonction de Rep . A titre d’indication, les lois de Dodge
et Metzner (4.9) (avec n = 1, 0,6 et 0,5) et de Virk (4.10) sont représentés.
Ces courbes semblent indiquer que la représentation en terme de Rep est plus
pertinente. Malheureusement, les donnés disponibles ne permettent pas de
déterminer quantitativement l’analogie. Cependant, il apparâıt que le trans-
fert thermique en régime turbulent est très largement réduit. On peut penser
que les effets viscoélastiques jouent un rôle important.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudie la convection thermique en régime lami-
naire, transitoire et turbulent pour un fluide de Herschel-Bulkley. Dans le
premier régime, il a été montré que dans la région d’entrée thermique, une
simple extension de la solution de Lévêque peut rendre compte des résultats
expérimentaux obtenus. Il convient surtout de retenir que les épaisseurs de
couche limite thermique sont très faibles. Aussi, pour nos conditions de tra-
vail, la thermodépendance de la rhéologie n’a aucun effet sur les conditions
de transition.

En régime transitoire, les résultats expérimentaux montrent que le nombre
de Nusselt s’écarte progressivement de la solution laminaire, lorsque le nombre
de reynolds augmente. La gamme des nombres de Reynolds sur laquelle s’ef-
fectue la transition est similaire à celle déterminée en situation isotherme.

En régime turbulent, les évolutions du nombre de Nusselt moyen Nu
sont représentées en fonction de Rep et en fonction de Re′. Les résultats
expérimentaux de Nu (Rep) est inférieur au cas Newtonien. Finalement, il
est montré que l’analogie de Chilton-Colburn ne peut pas s’appliquer pour
les fluides utilisés.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, on a étudié expérimentalement l’écoulement et le trans-
fert thermique d’un fluide à seuil dans une conduite (cylindrique ou annu-
laire), dans les régimes laminaire, transitoire et turbulent. Le fluide à seuil
testé est une solution de Carbopol (neutralisée) dont le comportement (en
cisaillement simple) est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley. Afin de
mettre en évidence l’influence de la contrainte seuil, on présente, pour com-
paraison, des résultats pour un fluide rhéofluidifiant (une solution de CMC)
et pour un fluide Newtonien (un sirop de glucose).

Les résultats expérimentaux en terme de pression, vitesse et température
sont comparés entre eux et analysés afin de dégager des conclusions répondant
aux objectifs présentés dans l’introduction. Celles-ci sont ici listées en traitant
successivement le cas du régime laminaire, transitoire et turbulent.

En régime laminaire :

– La structure de l’écoulement (laminaire et isotherme) d’un fluide à seuil
est bien connue. La rhéologie en cisaillement simple du fluide à seuil
utilisé est décrite par le modèle de Herschel-Bulkley. La résolution des
équations de conservation, en tenant compte de ce modèle, permet de
déterminer la dimension de la zone isovitesse, le profil de vitesse et
la contrainte pariétale. Cette thèse présente, dans le chapitre 2, des
résultats expérimentaux validant à nouveau ce modèle.

– En régime laminaire, le transfert thermique dans la région d’entrée
d’une conduite est bien décrit par les extensions de la solution de
Lévêque (Nouar et al. [94, 95, 97]). Ces extensions, qui prennent en
compte le caractère non-Newtonien et la thermodépendance du fluide,
sont validées par des résultats expérimentaux.

Le régime laminaire est bien vérifié, on examine ensuite les conditions de
transition vers l’état turbulent.

– D’un point de vue phénoménologique, les critères déterminant un nombre
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de Reynolds de transition ont été étendus au cas des fluides de type
Herschel-Bukley en écoulement dans une conduite cylindrique et an-
nulaire. Ces résultats sont présentés sous forme de diagrammes. Il
apparâıt que seul le critère de Hanks [54] satisfait les considérations
théoriques d’après Nouar et Frigaard [100]. Les résultats expérimentaux
présentés dans cette thèse valident les critères de Hanks [54] ou Ryan
et Johnson [119] et Mishra et Tripathi [85] pour une conduite cylin-
drique. Les critères phénoménologiques ne sont pas validés dans le
cas d’une conduite annulaire. Finalement, on peut retenir des essais
expérimentaux que le nombre de Reynolds critique peut se mettre sous
la forme (1− a)n′ Re′ = 2200. Ceci s’interprète en considérant l’effet de
la contrainte seuil comme une réduction de l’espace.

– D’un point de vue expérimental, une serie de méthodes (3) sont présentés
pour déteminer le nombre de Reynolds critique. (1) les mesures de perte
de charge (on considère le nombre de Reynolds de transition à partir
duquel les résultats expérimentaux s’écartent de la loi théorique), (2) la
mesure de la vitesse moyenne (temporelle) sur l’axe ou encore (3) la me-
sure du taux de fluctuation sur l’axe. Pour un même fluide, le nombre
de Reynolds de transition donné par l’analyse du taux de fluctuation
sur l’axe est inférieur au nombre de Reynolds de transition donné par
les mesures de perte de charge (mesures moyennes et pariétales).

– D’un point de vue des mécanismes de transition, au début de la tran-
sition, l’évolution du profil de vitesse axiale ainsi que l’évolution du
taux de fluctuation de la vitesse axiale montrent que les instabilités
sont confinées dans une zone annulaire près de la paroi pour le fluide à
seuil testé. Cette zone annulaire, instable au début de la transition, cor-
respond (d’après l’analyse spectral) à une zone “à basses fréquences”.
On peut considérer qu’il s’agit de perturbations issus de la paroi qui
n’ont pas une énergie suffisante pour “cassé” la zone isovitesse. Ceci
est consistent avec les résultats de Vallette [137] qui obtient lors de
la transition turbulent-laminaire le maintien des structures à basses
fréquences avant l’établissement d’un régime purement laminaire.

Dans les suivantes étapes de la transition, des bouffées de turbulence
sont observés, détruisant ainsi la zone isovitesse. On a montré que la
variation de vitesse entre la phase laminaire et la phase turbulente
dépend du caractère non-Newtonien des fluides utilisés. Finalement, à
ce niveau, les mécanismes de transition sont très proche de ceux pour
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un fluide Newtonien.

– Concernant le transfert thermique, les mesures de température indiquent
clairement comment la transition dynamique laminaire-turbulent gou-
verne le transfert thermique. Le changement de régime par intermit-
tences s’observe également sur les mesures de température.

Les expériences en régime turbulent consistent en la détermination des
lois de perte de charge, la détermination de la distribution statistique de la
vitesse et la détermination des lois de transfert thermique.

– Les mesures de perte de charge et les mesures vitesse sont comparées
aux lois de Dodge et Metzner. Ainsi, les fluides utilisés sont réducteur de
frottement avec une coefficient de réduction de frottement de 30%. En
régime turbulent, il n’y a pas de différence majeures entre l’écoulement
du fluide à seuil et l’écoulement du fluide rhéofluidifiant.

– Les résultats présentés dans ce rapport donnent l’évolution du co-
efficient de transfert thermique en fonction du nombre de Reynolds
généralisé et en fonction du nombre de Reynolds basé sur la viscosité de
paroi. Suivant la représentation, on observe une augmentation ou une
réduction du transfert avec le caractère non-Newtonien du fluide. Les
lois de transfert thermique sont fortement influencés par le fort nombre
de Prandtl de ces fluides. Les analogies de Chilton-Colburn pour le
transfert thermique ne sont pas valables. Finalement, on recommande
d’utiliser le nombre de Reynolds basé sur la viscosité de paroi pour
décrire l’écoulement et le transfert thermique en régime turbulent d’un
fluide rhéofluidifiant ou à seuil.
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Annexe A

Mise sous forme

adimensionnelle du modèle de

Herschel-Bulkley

Le modèle de Herschel-Bulkley en situation unidimensionnelle dans un
système de coordonnées cylindrique s’écrit :

∂u

∂r
= 0 ; |τ | ≤ τ0 (A.1)

τ = sgn

(
∂u

∂r

)
τ0 + sgn

(
∂u

∂r

)
K

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
n

; |τ | > τ0 (A.2)

où τ0 la contrainte seuil, K la consistance, n l’indice de structure et sgn est
la fonction signe.

En utilisant le critère de Von Mises, les équations constitutives pour le
modèle de Herschel-Bulkley sont données par :

D = 0 ; τ
1/2
II ≤ τ0 (A.3)

τ = 2

[
τ0√
4DII

+
K

(√
4DII

)1−n

]
D ; τ

1/2
II > τ0 (A.4)

où D est le tenseur des taux de déformations, τ le tenseur des contraintes.
Les scalaires DII =

1
2
(tr D2) et τII =

1
2
(tr τ 2) sont les seconds invariants des

tenseurs D et τ , respectivement. D est définit par D = 1
2

[
∇V + (∇V)T

]
où
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V = (v,u)T est le vecteur vitesse. Il est naturel de considérer le rayon R, la
vitesse débitante U et ρU 2, comme échelles caractéristiques de longueur, de
vitesse et de pression/contrainte respectivement. Les équations constitutives
sous forme adimensionnelle deviennent :

D̂ = 0 ; τ̂
1/2
II ≤

Hb

Reg
(A.5)

τ̂ =
2

Reg

(
Hb

ˆ̇γ
+ ˆ̇γn−1

)
D̂ ; τ̂

1/2
II >

Hb

Reg
(A.6)

avec ˆ̇γ est le gradient adimensionnel. Les nombres adimensionels de Reynolds
généralisé Reg et de Herschel-Bulkley Hb sont définis par :

Reg =
ρU2−nRn

K
; Hb =

τ0R
n

KUn
(A.7)

Remarque : si n = 1, on retrouve le cas d’un fluide de Bingham. Si τ0 = 0,
on retrouve le cas d’un fluide de Ostwald.
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Annexe B

Détermination du nombre de

Reynolds de Metzner et Reed

Une définition d’un nombre de Reynolds applicable pour tous les fluides
quelque soit la géométrie est souhaitable afin de comparer les résultats avec
ceux de la littérature : par exemple, Metzner et Reed [81], Hanks [51, 52]. La
définition du nombre de Reynolds retenue est celle basé sur les travaux de
Metzner et Reed [81] et Kozicki et al. [70].

En considérant l’écoulement en régime établi d’un fluide non élastique
dans une conduite de section circulaire, on montre que la contrainte de ci-
saillement, τ , varie linéairement de zéro sur l’axe jusqu’à τp à la paroi :

Rτ = rτp (B.1)

En écrivant la définition du débit volumique que l’on intègre par partie et
que l’on combine avec la relation précédente, on arrive à :

Q

πR3
=

1

τ 3p

∫ τp

0

τ 2f(τ)dτ (B.2)

C’est la relation de Rabinowitsch où f (τ) = −du/dr est la loi rhéologique du
fluide. Cette relation générale entre la perte de pression et le débit volumique
peut également s’écrire sous une autre forme après dérivation :

(
−du
dr

)

p

= τp
d (8U/D)

dτp
+ 3

(
8U

D

)
(B.3)
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En introduisant des différentielles de logarithmes, on arrive à l’expression de
Rabinowitsch-Mooney :

f (τp) = −
(
du

dr

)

p

=

(
8U

D

)
d [ln (8U/D)]

d [ln (τp)]
+ 3

(
8U

D

)
(B.4)

Koziki et al. [70] indiquent que cette relation peut être généralisée à des
conduites de section quelconques (annulaires, rectangulaires, triangles, ...).
On définit alors :

τA =
1

c

∮

c

τp ds (B.5)

où c est la circonférence de la conduite, s la section. Les relations (B.3) et
(B.4) deviennent :

f (τA) = aτA
d (2U/Rh)

dτA
+ b

(
2U

Rh

)
(B.6)

où Rh est un rayon hydraulique 1 et (a,b) sont deux paramètres géométriques
pouvant être évaluer en considérant le cas d’un fluide Newtonien. La relation
précédente peut être intégrée et on obtient :

2U

Rh

=
τ
−b/a
A

a

∫ τA

τ0

τ b/a−1f (τ) dτ (B.7)

La vitesse maximale est donnée par :

umax

Rh

=
1

aτA

∫ τA

0

f (τ) dτ (B.8)

A partir de (B.7) et (B.8), on détermine les paramètres géométriques a et b
en considérant le cas d’un fluide Newtonien.

Metzner et Reed [81] ont étendu la définition du coefficient de frottement
de Fanning, f , définissant ainsi le nombre de Reynolds Re′ :

f =
2τp
ρU2

=
16

Re′
(B.9)

1. Dans le cas d’un conduite cylindrique ce rayon hydraulique Rh est égal à R/2
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La relation (B.6) implique que τp est une fonction unique de la quantité
8U/D. Par conséquent, on peut postuler que :

τp = k′
(
8U

D

)n′

(B.10)

Ainsi :

Re′ =
ρU2−n′Dn′

8n′−1k′
(B.11)

avec n′ et k′ définis par :

n′ =
d [ln (τp)]

d
[
ln
(
8U
D

)] (B.12)

et

k′ = τp

(
8U

D

)−n′

(B.13)

La relation (B.4) permet de définir explicitement n′ et k′ :

n′ =

∫ τA

τ0

τ b/a−1f(τ)dτ

τ
b/a
A f(τA)−

b

a

∫ τA

τ0

τ b/a−1f(τ)dτ

(B.14)

k′ = an
′

τ
bn′/a+1
A

[∫ τA

0

τ b/a−1f(τ)dτ

]−n′

(B.15)

L’analyse du cas d’un fluide Newtonien en utilisant les relations (B.7) et
(B.8) permet d’obtenir les paramètres géométriques a et b :

– Conduite cylindrique :

a =
1

4
b =

3

4
(B.16)

– Canal plan :

a =
1

2
b = 1 (B.17)
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– Conduite annulaire :

a+ b =
(1− η1)2

1 + η21 − 1−η1

ln 1/η1

(B.18)

b =
(1− η1)2

4
[
1− 1−η2

1

2 ln 1/η1

(
1− ln

1−η2
1

2 ln 1/η1

)] (B.19)

où η1 est le rapport d’aspect. Par exemple, pour η1 = 0,421 : a = 0.490
et b = 0.992

Application : Dans une conduite cylindrique, les expressions de k ′ et n′

pour différents modèles sont :

– Pour un fluide de Oswald :
n′ = n (B.20)

k′ = k

(
3n+ 1

4n

)n′

(B.21)

– Pour un fluide de Bingham :

n′ = 1− 4

3

τ0
τp

(B.22)

k′ = τp K
n′

{
τp

[
1− 4

3

(
τ0
τp

)
+

1

3

(
τ0
τp

)4]}−n′

(B.23)

– Pour un fluide de Herschel-Bulkley :

n′ =
(1− a) + 2a(1−a)(1+m)

2+m
+ (1−a)2(1+m)

3+m

m+ 1− 3(1− a)
[
a2 + 2a(1−a)(1+m)

2+m
+ (1−a)2(1+m)

3+m

] (B.24)

k′ =

(
km

4

)n′ (τ0
a

)1−n′m {
(1− a)1+m

[
1+

2(1−a)(1+m)
a(2+m)

+
(1−a)2(m+1)

a2(3+m)

]}−n′

(B.25)

On vérifie bien que n′ et k′ se simplifie pour retrouver les résultats obtenus
pour les lois de Oswald, Bingham et Newton.
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Annexe C

Equation de transport de

l’énergie cinétique turbulente

Ces calculs s’inspirent de Pinho [112]. L’équation de transport de l’énergie
cinétique turbulente peut s’obtenir de deux façons différentes : (i) en écrivant,
d’abord, l’équation qui gouverne les contraintes de Reynolds −ρu′iu′j ou (ii)
en considérant l’équation initiale de Navier-Stokes régissant le mouvement
moyen et fluctuant :

ρ
∂ (ui + u′i)

∂t
+ρ (uk + u′k)

∂ (ui + u′i)

∂xk

= −∂ (p+ p′)

∂xi

+
∂
[
2 (µ+ µ′)

(
Dij +D′

ij

)]

∂xk

(C.1)
et l’équation moyennée du mouvement moyen pour la même i-ème compo-
sante que l’on multiplie par la vitesse instantannée (ui + u′i) :

ρ (ui + u′i)

[
∂ (ui + u′i)

∂t
+ ρ (uk + u′k)

∂ (ui + u′i)

∂xk

]
=

(ui + u′i)

(
− ∂p

∂xi

− ∂p′

∂xi

)
+ (ui + u′i)

∂

∂xk

[
2 (µ+ µ′)

(
Dij +D′

ij

)]
(C.2)

On soustrait (C.1) à (C.2), le résultat est moyenné, on arrive à :

ρu′i
∂u′i
∂t

+ ρuku′i
∂u′i
∂xk

+ ρu′iu
′

k

∂ui

∂xk

+ ρu′iu
′

k

∂u′i
∂xk

=

−u′i
∂p′

∂xi

+ 2u′i
∂
(
µD′

ik + µ′Dik + µ′D′

ik

)

∂xk

(C.3)
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Ensuite, on introduit l’énergie cinétique turbulente k. D’après la symétrie de
D′

ij et u′iu
′
j, on a les expressions générales suivantes :

D′

ijAij =
∂u′i
∂xk

Aij

u′iu
′

k

∂ui

∂xk

= u′iu
′

k Dik

De plus,
∂

∂xk

(
uiµD′

ik

)
= u′i

∂

∂xk

(µD′

ik) + µD′

ik

∂u′i
∂xk

u′i
∂p′

∂xi

=
∂

∂xi

(
u′ip

′
)
− p′∂u

′
i

∂xi

=
∂

∂xi

(
u′ip

′
)

Finalement, on arrive à :

∂
(
ρk
)

∂t
+ uk

∂
(
ρk
)

∂xk

= −ρu′iu′j Dij − 2µD′2

ij − 2µ′D′
ij Dij − 2µ′D′2

ij

−1

2

∂

∂xk

(
ρu′iu

′
iu

′

k

)
− ∂

∂xi

(u′ip
′)+

∂

∂xj

(
2µu′iD

′
ij

)
+

∂

∂xj

(
2µ′u′i Dij

)
+

∂

∂xj

(
2µ′u′iD

′
ij

)

(C.4)
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Annexe D

Domaine de validité des

solutions de Lévêque et

transfert thermique en régime

thermique établi

D.1 Cas de la conduite cylindrique

D.1.1 Domaine de validité

Les extensions de la solution de Lévêque (5.20), (5.23) et (5.33) ne sont
valables que dans la zone d’entrée thermique

(
X+ < X+

1

)
. Pour une position

axiale donnée, l’épaisseur de la couche limite thermique diminue lorsque le
gradient pariétal augmente (5.30). En fait, tous les profils de vitesse ayant
même gradient pariétal et même débit ont le même coefficient de transfert de
chaleur. Une façon simple de déterminer X+

1 est de considérer un profil plat
(u = umax) au centre de la conduite et une évolution linéaire de la vitesse au
voisinage de la paroi. Après calculs, on obtient pour un fluide non thermo-
dépendant :

X1 = O

(
(umax/U)3

Π2ϕ2N

)

Les effets des paramètres rhéologiques sont contenus dans Π. Pour des valeurs
typiques de nos expériences, on arrive à X+

1 ≈ 10−2.
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D.1.2 Transfert thermique en régime thermique établi

En régime thermique établi, d’après Nouar et al. [95], la résolution ana-
lytique de l’équation de conservation de l’énergie pour un fluide de Herschel-
Bulkley (dont les propriétés rhéologiques ne dépendent pas de la température)
conduit à l’expression suivante du nombre de Nusselt :

Nu∞ =
8α2

1 + 16β (1− a)−2(1−m)
(D.1)

où α = 1−2
[
(1−a)2

m+3
+ a(1−a)

m+2

]
et β = (m+a+4)(1−a)2m+5

(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)
+ (2m+a+5)(1−a)2m+5

2(m+2)2(m+3)(2m+5)
+

(1−a)2m+6

(m+2)2(m+3)2
+ 1
(m+2)2(m+3)2

∑2m+5
l=0 C l

2m+6 (−a)l (1− a)2m+6−l+ a2m+6

(m+2)2(m+3)2
log (a)

− (m2+2am+7m+2a2+6a+12)(1−a)2m+4

(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

L’évolution de Nu∞ en function du nombre de Herschel-Bulkley Hb est
donnée par la figure D.1. Pour un fluide Newtonien, Nu∞ = 3,66.

D.2 Cas de la conduite annulaire

D.2.1 Transfert thermique en régime thermique établi

Nu∞ =
2 (1− η1)2 (1− η1)
1−3η2

1

4
− η4

1 log η1

1−3η2
1

(D.2)

Par exemple; si η1 = 0,417 alors Nu∞ = 5,51
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