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Glossaire
Convention d'ériture

a Salaire
−→a Veteur
¯̄A Tenseur d'ordre 2
¯̄1 Tenseur identité d'ordre 2

Mesures des déformations d'un domaine solide ontinu
−→
X Position d'un point matériel dans la on�guration non déformée.
−→x Position d'un point matériel dans la on�guration déformée.
−→u Champ de déplaement.
¯̄F Gradient de la déformation ¯̄F =

∂−→u
∂
−→
X

+ ¯̄I

J Variation loale de volume J = det ¯̄F
¯̄B Tenseur de Cauhy-Green gauhe ¯̄B = ¯̄F ¯̄F T

¯̄C Tenseur de Cauhy-Green droit ¯̄C = ¯̄F T ¯̄F
¯̄U, ¯̄R Tenseur droit de déformation pure et Tenseur des rotations, proviennent de ladéomposition polaire de ¯̄F , tels que : ¯̄F = ¯̄R ¯̄U . On a également ¯̄C = ¯̄U2

¯̄V, ¯̄R Tenseur gauhe de déformation pure et Tenseur des rotations, proviennent de ladéomposition polaire de ¯̄F , tels que : ¯̄F = ¯̄V ¯̄R. On a également ¯̄B = ¯̄V 2

¯̄E Tenseur de Green-Lagrange ¯̄E =
1

2
( ¯̄C − ¯̄I)

¯̄L Tenseur des vitesses de déformation ¯̄L =
˙̄̄
F ¯̄F−1

¯̄D Tenseur taux de déformation ¯̄D =
1

2
( ¯̄L+ ¯̄LT )xiii



xiv GlossaireMesures des ontraintes d'un domaine solide ontinu
¯̄π Premier tenseur des ontraintes de Piola-Kirhhoff
¯̄S Seond tenseur des ontraintes de Piola-Kirhhoff
¯̄σ Tenseur des ontraintes de Cauhy

Quantités physiques
ρ0 Masse volumique mesurée dans la on�guration non-déformée
ρ Masse volumique mesurée dans la on�guration déformée (ρ = J−1ρ0)
φ Dissipation
ψ énergie libre de Helmholtz dé�nie par unité de masse





IntrodutionL'utilisation de polymères de synthèse est aujourd'hui largement développée dans l'indus-trie méanique. Les matériaux élastomériques, de part leur grande déformabilité mais aussi leurpropriété dissipative, ont une plae privilégiée dans la fabriation de pièes sévèrement sollii-tées tant méaniquement que thermiquement. La onnaissane du omportement de e type dematériau est alors nééssaire pour une utilisation optimale et séurisée de telles pièes. Du faitdes solliitations toujours plus sévères auquelles es matériaux sont soumis, l'appréhension duomportement vis-à-vis de la température, du type de solliitation, mais aussi de la fatigue esttoujours d'atualité.Les travaux que nous menons dans ette thèse s'insrivent dans le adre d'une oopération, deplusieurs années, entre le Laboratoire de Méanique et d'Aoustique de Marseille (LMA) et lasoiété Euroopter ; oopération visant à omprendre et à modéliser le omportement d'unélastomère silione hargé de silie, onstituant un amortisseur de fréquene de rotor. Les travauxmenés jusqu'au ii ont permis le développement de modèles thermo-méaniques phénoménolo-giques apables de reproduire très orretement le omportement de e matériau sur des largesplages de fréquenes, de températures et de déformations.Nous proposons ii, une étude du omportement en fatigue d'un élastomère silione VHDSE1029. L'approhe phénoménogique développée dans les travaux antérieurs est assoiée à desrésultats expérimentaux et des observations mirosopiques a�n de développer des modèles, à lafois phénomenologiques, et "miro-physiquement motivés".Dans une première partie, nous rappelons brièvement le ontexte industriel dans lequel vients'intégrer e travail. Un "ahier des harges", regroupant les plages de solliitations, de tempéra-tures et de fréquenes d'utilisation du matériau, est dressé. Ce premier hapitre permet égalementde rappeler quelques généralités sur les élastomères hargés ainsi que les bases de la thermody-namique, jusqu'à établir un état de l'art suint des modèles de omportement non endommagéutilisés aujourd'hui.
3



4 IntrodutionLe deuxième hapitre regroupe l'étude de trois types d'endommagement : l'Effet Mullins,l'endommagement sous hargement monotone et, en�n, la fatigue ylique que l'on retrouve dansle as des élastomères hargés. Pour haque type d'endommagement, nous présentons d'aborddes observations mirosopiques de matériaux endommagés, puis des modèles d'endommagementphénoménologiques et miro-physiquement motivés, développés depuis les années 60. Ces modèlespermettent l'introdution de notions telles que la avitation, la nuleation, où l'endommagementontinu, qui seront la base des travaux menés dans ette thèse.Nous exposons, dans la troisième partie de e mémoire, les résultats que nous avons obtenulors de deux ampagnes expérimentales de fatigue, l'une en tration sur éprouvette H2, l'autreen isaillement sur des éprouvettes de double-isaillement ave ménisque. Les ampagnes ontregroupé :� des essais à di�érents niveaux de fatigue (di�érents nombres de yles) et pour di�érenteson�gurations (déformations et fréquenes)� après haque étape de fatigue, toutes les éprouvettes ont subi des essais de aratérisation.Ces essais ont permis de mettre en avant pour les diverses on�gurations, deux phénomènesmarosopiques aratéristiques de l'endommagement :� une perte de raideur globale� une diminution de la dissipation ave le nombre de yles.Nous rappelons dans ette partie, les di�ultés expérimentales renontrées en tration et enisaillement, telles que les e�ets de déformations résiduelles, ainsi que les e�ets thermiques en-gendrés par auto-éhau�ement lors des essais de fatigue.Parallèlement à es études expérimentales, nous nous appuyons, dans le quatrième hapitre,sur des observations réalisées au MEB, sur le même matériau fatigué, pour loaliser les lieux d'ini-tiation de l'endommagement. Il semble alors que les interfaes entre la matrie élastomérique etles harges soient les sièges de méanismes d'endommagement, spéialement de déohésions.À partir de es résultats mirosopiques, nous développons dans le adre thermodynamique desgrandes transformations et des proessus irréversibles, deux modèles de omportement statis-tiques qui assoient le omportement hyper-élastique pur où hyper-viso-élastique de la matrieà elui, supposé viso-plastique des di�érentes populations de harges et d'interfaes.L'identi�ation des paramètres des modèles de omportement a été réalisée dans un premiertemps sur des éprouvettes vierges (non fatiguées) en isaillement. Le modèle de omportementobtenu à partir du jeu de paramètres identi�és a été validé sur les ourbes de tration et a pré-senté des résultats très satisfaisants pour de larges spetres de solliitations.



5Dans le dernier hapitre, après une étude des paramètres du modèle sur le omportementmarosopique fatigué, deux endommagements sont mis en avant : un endommagement dit sta-tistique aratérisé par une hute des seuils de glissements, qui entraîne la perte de dissipationglobale, mais aussi un endommagement de la matrie qui semble démarrer après un ertainnombre de yles et qui aratérise marosopiquement la diminution de raideur. Ainsi, aprèsré-identi�ation des paramètres liés aux méanismes d'endommagement sur les essais de tra-tion (essais les plus homogènes) pour di�érents niveaux et on�gurations de fatigue, deux loisd'endommagement basées sur un umul linéaire mais aussi sur une hypothèse d'isotropie sontdéveloppées.Par ailleurs, et pour onlure, en utilisant les développements déjà réalisés dans le ode E.F.ZéBuLoN, le modèle statistique hyper-viso-plastique est implémenté. Le ouplage "lâhe" dees développements ave le modèle d'endommagement permet alors la validation de e dernier,via une onfrontation entre les résultats d'essais en double-isaillement et eux de la simulationnumérique.





CHAPITRE I
Généralités

������� oOo �������
C

e hapitre présente le adre général de es travaux de thèse. Le adre indus-triel est d'abord suintement expliqué, a�n de omprendre la démarhemenée pour réaliser ette étude et de omprendre dans quelles onditions,elle-i rentre dans la logique industrielleLa deuxième et prinipale partie de e hapitre s'orientera autour de l'état de l'artdes élastomères. D'abord seront exposés les prinipales aratéristiques et propriétésdes élastomères hargés, puis viendra l'exposé du adre thermodynamique dans le-quel sont dé�nis la plupart des modèles de omportement, ainsi qu'un état de l'artdes modèles développés pour dérire le omportement, non endommagé, de e typede matériau. ������� oOo �������
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I.1 Cadre industrielParmis les nombreuses lasses de matériaux que l'on retrouve dans l'industrie des transports,les élastomères, de part leur forte déformabilité et leur propriétés amortissantes, ont largementleur r�le à jouer. Le aratère dissipatif de es matériaux leur permet d'amortir les hos etde �lter les vibrations, apaités reommandées pour l'utilisation de pièes soumises à des sol-liitations extrêmes autant sur le plan statique, dynamique, qu'environnemental (gradient detempérature brutal par exemple).La soiété Euroopter du groupe EADS développe depuis une vingtaine d'années de nombreuxonepts d'adaptateurs de fréquene en élastomères. Le développement de es pièes, toujourslié aux aspets de séurité, néessite alors une très bonne maîtrise de leur omportement et del'évolution de leur endommagement, a�n de prédire le plus �nement possible leur réponse auours du temps sous diverses solliitations.Le r�le des adaptateurs de fréquene est d'éviter les phénomènes de résonane qui peuvent ap-paraître lorsque la fréquene propre de traînée d'une pale roise la fréquene de régime nominalede ette même pale (f. MARTINEZ [2005℄), es phénomènes de résonane pouvant auser desdommages onséquents de l'helioptère. Ces adaptateurs, aussi appelés adaptateurs de traînée,sont alors situés au niveau des rotors et permettent la dissipation de l'énergie méanique liée auxmouvements de traînée des pales.Les premiers adaptateurs élastomériques que l'on retrouve sur les hélioptères de type � gazelles �,sont onstitués d'un élastomère isaillé par deux ylindres en aier tel que présenté sur la FigureI.1.

Figure I.1 � Coupe d'un adaptateur de fréquene.L'élastomère utilisé atuellement pour la oneption des adaptateurs est un mélange synthé-tique à base de silione hargé de silie (VHDS E1029) dont le omportement est su�sammentstable en température et su�samment amortissant pour les solliitations méaniques.



10 Chapitre I. GénéralitésEtant donné les aratéristiques de vol des hélioptères, il est possible de dresser un tableaudes spéi�ations des onditions thermoméaniques des adaptateurs de fréquenes qui doit êtrela base des développements des modèles de omportement et de l'étude de l'endommagement.Paramètres de solliitation DomaineFréquene < 30HzTempérature −55oC < T < 70oCAmplitude statique "moyenne" < 25%Amplitude dynamique "moyenne" < 25%Amplitude statique "maxi" < 55%Amplitude dynamique "maxi" < 40%Tableau I.1 � Enveloppe des solliitations des adaptateurs des rotors prinipal et arrière.La modélisation du omportement de es pièes va devoir, de part les plages de solliitationsrequises, tenir ompte des non-linéarités géométriques et matérielles ainsi que des méanismesde dissipation de l'élastomère.Les domaines de solliitations statiques et dynamiques impliquent l'introdution de modèlesde omportement hyper-élastiques où hyper-élasto-dissipatifs. L'évolution de la température re-quiert une prise en ompte du ouplage thermo-méanique dans l'ériture de lois onstitutives.Et en�n, une modélisation de l'évolution du omportement vis-a-vis de l'endommagement parfatigue devrait permettre de prévoir et d'améliorer la durée de vie a�n de séuriser l'utilisationet d'optimiser le ontr�le de telles pièes.Ces di�érents thèmes de reherhe, réunis autour de la modélisation, la aratérisation etl'identi�ation du omportement des élastomères hargés font ainsi l'objet de programmes de re-herhe réalisés en partenariat entre le CNRS et les soiétés Euroopter et Paulstra depuis1991.Les travaux menés jusqu'ii ont permis de onsidérer les omportements hyper-élastiques(JAZZAR [1993℄), hyper-viso-élastiques (MEO [2000℄, GABRIELI [1995℄) et hyper-élasto-viso-plastiques (MARTINEZ [2005℄) qui sont aujourd'hui relativement avanés voir maîtriséssur des plages de solliitations données. La prise en ompte de modèles statistiques lors de estravaux a permis une amélioration des modèles de omportement (du fait de la diminution dunombre de paramètres à identi�er) mais aussi, la prise en ompte de la néessité de prédire learatère miro-maro des méanismes de omportement des élastomères hargés.



I.2. Généralités sur les élastomères 11Les travaux sur l'endommagement de es matériaux ont été initiés au sein de notre équipe dereherhe par BIKARD [2002℄ à travers une modélisation phénoménologique mais physiquementmotivée de et endommagement. Ils ont été ensuite poursuivis par COURTOIS [2003℄ via unesérie d'observations mirosopiques qui seront à la base du présent travail. Ces études néessitentdon des analyses plus appronfondies a�n de dérire un modèle d'endommagement basé sur uneapprohe miro-struturale de es matériaux en orrelation ave les modèles statistiques hyper-élasto-dissipatifs développés préédemment.I.2 Généralités sur les élastomèresI.2.1 Struture moléulaire et état de la matièreLes élastomères sont don des matériaux fortement solliités dans le monde industriel, prin-ipalement grâe à leur omportement omplexe mais stable sous des onditions extrêmes. Ceomportement marosopique semble être le fruit d'une struture miro-moléulaire tout aussiompliquée. Nous tentons, dans e hapitre, d'exposer les prinipales spéi�ités de e ompor-tement.Tout d'abord, les élastomères font partie de la famille des polymères qui se divise en 3 types :les polymères naturels, les polymères semi-synthétiques réalisés à partir de polymères naturels eten�n les polymères purement synthétiques, fabriqués par des réations dites de polymérisationoù de polyaddition.Les polymères se omposent de longues haînes maromoléulaires, �gure I.2, onstituéespar l'enhaînement ovalent (par des liaisons ovalentes) de "motifs de répétition" identiques oudi�érents les uns des autres, appelés monomères.

Figure I.2 � Organisation spatiale des haines polymériques



12 Chapitre I. GénéralitésLes élastomères siliones, par exemple, sont formés de haînes siliium-oxygène, dont la for-mule himique est donnée par : Si-O-Si-O-Si-O-..... Des liaisons internes entre les atomes d'unmême monomère peuvent aussi apparaître (sur les atomes de siliium par exemple dans les sili-ones), réant ainsi une struture retiulée.Les matériaux polymères se divisent en trois groupes : les élastomères, les thermodurissableset les thermoplastiques qui se distiguent par leur :� degré de ristallisation,� taux de rétiulation,� température de transition vitreuse.Degré de ristallisationLes élastomères ont un faible degré de ristallisation. La struture moléulaire des élasto-mères est fortement désordonnée et �exible, on parle de polymères amorphes, ontrairement auxpolymères ristallins ou semi-ristallins pour lesquels la struture est hautement organisée etleurs omposantes moléulaires solidement entassées. Les di�érentes liaisons présentes dans lespolymères amorphes sont les suivantes :� des liaisons ovalentes (liaisons fortes) dont l'énergie à rupture est de l'ordre de 300 kJ/mol,� des liaisons faibles, de type Van der Waals, entre des atomes de haînes très prohes ouave d'autres atomes, dont les énergies à rupture sont de l'ordre de 10kJ/mol.Du fait du aratère amorphe des élastomères et des liaisons à faible énergie qui se rompent fai-lement, sous l'e�et de solliitations méaniques, les haînes vont glisser les unes par rapport auxautres. Ce phénomène permet ainsi au materiau de pouvoir subir de très grandes déformations,de l'ordre de plusieurs entaines de pourents, niveau que ne peuvent subir la plupart des ma-tériaux. Par ailleurs, lorsque l'on déharge un élastomère, il demeure une déformation résiduelleau sein du matériau, déformation aratéristique d'un omportement visqueux ou plastique.Taux de rétiulationPour réduire e phénomène de déformation résiduelle, des pontages vont être réés entre lesdi�érentes haînes par un proédé de vulanisation, onférant ainsi au polymère une struturede réseaux tridimensionnels. Ce proédé (réalisé par exemple par la uisson d'un mélange desoufre/aouthou) permet l'apport d'énergie néessaire à la réation de liaisons entre les mono-mères, points de rétiulation, qui entraînent la onnexion des polymères et ainsi une ohésiondurable du aouthou. Ce proédé irréversible fournit par exemple aux élastomères les proprié-tés d'hyperélastiité qui le aratérisent.



I.2. Généralités sur les élastomères 13Ainsi, la formulation himique de e proédé permet de quanti�er le taux de rétiulation del'élastomère et ainsi d'obtenir des matériaux possédant des propriétés di�érentes, figure I.3.L'introdution d'une quantité trop importante d'agents rétiulants entraîne une rigi�ation duréseau maromoléulaire bloquant ainsi les glissements entre haînes d'où une perte de souplessedu matériau, mais par ontre une meilleure résistane à la rupture.
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Figure I.3 � Propriétés physiques et méaniques en fontion de la densité de rétiulation, Bou-hereau (1997)Température de transition vitreuseUn des plus importants paramètres aratéristiques d'un élastomère est sa températurede transition vitreuse. Cette grandeur représente le seuil autour duquel le matériau passed'un état vitreux (plastique et fragile) à un état aouthoutique (grande déformabilité). Dans leas des élastomères, ette température de transition vitreuse est basse, omprise entre −30oCet −120oC e qui onfère à es matériaux un état aouthoutique à température ambiante. Lafigure I.4 représente l'évolution du module d'élastiité et de l'angle de perte en fontion de latempérature et permet de distinguer les di�érents états de la matière.L'état vitreux (que l'on retrouve en dessous de ette température), qui est aratérisé par unegrande rigidité, semble être le fruit de fortes interations entre haînes maromoléulaires vis-à-vis de l'énergie d'agitation thermique. C'est, par exemple, l'état d'objets en plastiques durs telsque le polystyrène à température ambiante.



14 Chapitre I. GénéralitésAutour et au delà de ette température Tg, le rapport énergie d'agitation thermique surénergie d'interations moléulaires augmente, les maromoléules glissent et tournent alors plusfailement entre elles. Le matériau est d'abord élastique (phase de transition), puis viso-élastique(état aouthoutique) et �nalement uniquement visqueux (éoulement) si l'on augmente enorela température.PSfrag replaements
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Figure I.4 � Evolution du module dynamique et de l'angle de perte en fontion de la température.Les aratéristiques des élastomères dépendent don fortement des spetres de températuredans lesquelle ils sont utilisés.I.2.2 Les élastomères hargésNous venons de voir que le omportement d'un élastomère dépend à la fois de sa mis enoeuvre (mirostruture, taux de rétiulation) mais aussi de la plage de température pour laquelleil est employé. A partir de là, en se plaçant autour d'une température où l'état de la matièrereste aouthoutique, le omportement de l'élastomère est dit élasto-dissipatif. D'un point devue pratique, des fateurs tels que la résistane à la rupture ou à la fatigue sont primordiauxlors de l'utilisation industrielle de es matériaux. Ainsi, dans le but d'améliorer les performanesdes élastomères en terme de rigidité et de résistane, on réalise un renforement du matériau parinorporation de harges. Nous allons dans ette partie à la fois dé�nir les types de harges etl'in�uene de es harges sur le omportement des matériaux.I.2.2.a Les hargesIl existe di�érents types de harges : peu renforçantes (tel que le tal par exemple), semirenforçantes et renforçantes (noir de arbone ou silie).



I.2. Généralités sur les élastomères 15La qualité d'introdution de harges dans un élastomère va dépendre prinipalement de troisparamètres propres aux harges :� la struture qui est diretement liée à la taille des partiules. On observe soit des agrégatsde harges, qui sont indivisibles et qui déoulent du regroupement de harges lors de lafabriation des partiules, soit des agglomérats de harges : regroupement d'agrégats quisont destrutibles sous solliitations (f figure I.5)� la surfae spéi�que qui est la surfae développée de la harge par unité de masse.� l'ativité himique de surfae qui détermine les interations entre les harges et lamatrie élastomérique. On peut noter que pour les harges de silie, des traitements desurfae des harges sont néessaires pour une bonne �xation de es harges sur la matrie.PSfrag replaements Partiuleélémentaire Agrégat AgglomératMalaxageAgglomération10-15 nm 10-100 nm 1-10 µmFigure I.5 � Les di�érentes éhelles de taille des hargesA partir de es trois aratéristiques, on omprend la pertinene du hoix du type de hargeset on note l'importane de la qualité de la mise en oeuvre des élastomères, qui onditionne lespropriétés du matériau �nal.Avant de passer à l'étude de l'in�uene des harges sur le omportement méanique globaldes élastomères hargés, il faut mettre en avant un phénomène important des élastomères qu'estle déalage de la température de transition vitreuse par l'introdution de harges. Des résultats,plus ou moins ontraditoires, ont été publiés à e sujet RAMIER [2004℄, BERRIOT et al.[2002℄. Il s'avère aujourd'hui, qu'en l'absene d'agent de ouplage (que l'on rajoute dans ertainas pour améliorer l'interation harge/matrie), les harges ont peu d'in�uene sur la transitionvitreuse. Au ontraire, dans le as où l'on en introduit, 'est le as par exemple ave les harges desilie, il apparaît un déplaement de ette transition. Ce phénomène s'explique par l'apparitionde zones vitreuses au niveau des interfaes entre les harges de silie et la matrie, zones danslesquelles la mobilité de la matrie est réduite.Cette partiularité, liée d'abord à une mauvaise interation des harges de silie au sein de lamatrie, va onditionner le omportement global de es matériaux élastomériques.



16 Chapitre I. GénéralitésI.2.2.b Propriétés méaniques des élastomères hargésL'élastiitéLes harges ont un e�et fortement renforçant sur le omportement des élastomères. Les ré-sultats expérimentaux de HALPIN et BUECHE [1964℄ permettent d'observer la rigidi�ationdu matériau ave le taux de harge (f Figure I.6).

Figure I.6 � E�et du taux de harges sur la rigidité d'un élastomère (HALPIN et BUECHE[1964℄).D'un point de vue mésosopique, les harges apparaissent omme des noeuds qui rendentdi�ile l'étirement des haînes marosopiques lors d'une solliitation, engendrant ainsi une aug-mentation de la rigidité globale.Pour interpréter e phénomène de rigidi�ation, plusieurs modèles ont été mis en oeuvre.Les premiers se sont inspirés de l'e�et hydrodynamique de harges dans un �uide, e qui a d'abordonduit à une dé�nition d'une visosité fontion de la fration volumique de harges, qui a étéensuite étendue au module d'élastiité. Ces formules, appliquables aux milieux très visqueux, ontplus tard été améliorées en tenant ompte des interations harge/harge, puis en prenant enompte un fateur de forme "f" des di�érentes harges (GUTH [1945℄) :
E = E0(1 + 0.67fφ + 1.62f2φ2) (I.1)ave E0 est le module élastique sans harge et φ la fration volumique de harge. Il faut noterependant que ette loi s'applique dans le as d'interations fortes, pour un taux de harges élevé.



I.2. Généralités sur les élastomères 17Une méthode plus réente se base sur le fait que ette rigidi�ation puisse être dûe auxinterations harge/matrie, 'est le as par exemple des théories developpées par LEBLANC[2002℄ ou BOKOBZA [2002℄ qui dé�nissent le module élastique d'un élastomère hargé par :
G = G0XY (I.2)ou G0 représente le module d'un élastomère non hargé et où l'évolution de X déoule de lathéorie de GUTH [1945℄ pour une inlusion noyée dans un milieu visqueux (I.1) alors que lefateur Y traduit l'interation entre la matrie et les harges.La visositéOn peut rendre ompte expérimentalement du omportement visqueux d'un matériau pardes essais de relaxation. Déjà en 1947, MULLINS [1947℄ établissait que les harges ont unein�uene onsidérable sur la relaxation. ROBISSON [2000℄ a de même montré l'in�uene dutaux de harges sur la relaxation et a onstaté que le taux de relaxation d'un matériau hargéest nettement plus important que elui d'un élastomère non hargé.MARTINEZ [2005℄ a omparé le omportement sous hargement ylique d'un matériau nonhargé et d'un matériau hargé. Il a mis en évidene à la fois une augmentation de la raideurdynamique mais aussi une augmentation de la dissipation au ours d'un yle. Ces résultats sontprésentés sur la figure I.7.
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18 Chapitre I. GénéralitésLa plastiitéCertains auteurs tels que LION [2000℄, MIEHE et KECK [2000℄, CANTOURNET [2002℄onsidèrent qu'une partie de la dissipation des élastomères est liée à un phénomène non visqueux,qu'ils relient soit à de la plastiité, soit à des phénomènes de frottement interne.Cette approhe déoule du fait que l'on peut observer, après relaxation, des omportements hys-térétiques qui sont indépendants de la vitesse de déformation. MIEHE et KECK [2000℄ mettenten évidene e phénomène sur la figure I.8 qui représente un essai expérimental de 13 yles, àamplitudes de déformation statique et dynamique �xées, le dernier yle étant interrompu par 20périodes de relaxation. Tout l'essai est réalisé à vitesse de déformation onstante de 5,4.10−2s−1.D'un point de vue mésosopique, les auteurs expliquent e phénomène par des méanismes deglissements irréversibles entre les harges.
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ElongationFigure I.8 � Essai expérimental mettant en évidene une partie dissipative non dépendante dela vitesse de déformation (MIEHE et KECK [2000℄)L'e�et Payne : un e�et des harges sous solliitations yliquesL'e�et Payne (1971) se traduit par la diminution de la rigidité lors de l'augmentationde l'amplitude de déformation d'un essai ylique. Ce phénomène est diretement lié à la nonlinéarité du omportement des élastomères hargés.



I.2. Généralités sur les élastomères 19Les ourbes Figure I.9 mettent en évidene à la fois l'in�uene du taux de harges sur l'e�etPayne mais aussi l'évolution non linéaire du module et du fateur de perte δ en fontion del'amplitude de déformation. L'e�et Payne augmente ainsi ave le taux de harge.
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(b) E�et sur l'angle de perteFigure I.9 � E�et du taux de harges sur l'e�et Payne d'après RAMIER [2004℄RAMIER [2004℄ montre aussi, que plus la dispersion des harges dans la matrie est homo-gène, plus l'e�et Payne est atténué.A l'éhelle des harges, l'e�et Payne est interprété par des méanismes de déohésion au sein desagglomérats, ainsi qu'au niveau des interfaes harges-matrie, es méanismes étant aentuéspar l'augmentation de l'amplitude de déformation.I.2.3 In�uene de la températureLes élastomères, hargés ou non, sont des matériaux dont le omportement dépend fortementde la température. La Figure I.4 du � I.2.1, implique que la plage de températures, dans laquelleune pièe élastomérique est solliitée, est déterminante pour dé�nir son omportement en servie.Etant données les onditions d'utilisation sevères sous lesquels sont solliités es matériaux (f.� I.1), une onnaissane �ne de l'évolution de leur omportement ave la température est rutialepour une utilisation seurisée des pièes.De nombreux auteurs mettent en évidene expérimentalement l'in�uene de la températuresur le omportement dissipatif des élastomères. LION [1997℄ montre que plus la températureest basse, plus l'élastomère devient dépendant de la vitesse de solliitation et que l'évolution duomportement due à une variation de température d'un tel matériau, résulte soit d'éhanges avele milieu extérieur, soit d'une prodution interne de haleur.



20 Chapitre I. GénéralitésMARTINEZ [2005℄ a réalisé des essais yliques et de relaxation à di�érentes températuressur des élastomères. Les résultats qu'il obtient, Figure I.10 mettent en évidene un assouplis-sement global ainsi qu'une perte de dissipation ave l'augmentation de la température.
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DéformationFigure I.10 � Observation de l'in�uene de la température sur les essais yliques triangulairesde double isaillement tels que γmax = 50% et γ̇ = ±10s−1.Cette ampagne expérimentale lui a permis de développer un modèle rhéologique de om-portement où les paramètres suivent une loi non linéaire de type Arrhenius, sur une plage detempérature allant de −55oC à 70oC.Remarque I.1Nous tenons ii à pointer du doigt l'in�uene de la température sur l'évolution du omportementde es matériaux, in�uene non négligeable étant donnés les onditions d'utilisation admises.Dans la suite, nous développons un modèle qui ne tient pas ompte de e ouplage mais dont tousles paramètres sont identi�és à une température �xée. Nous traitons dans la partie expérimen-tale, les di�ultés engendrées par l'auto-éhau�ement de l'éprouvette lors des essais de fatigueylique. ❏



I.3. Etat de l'art des modèles de omportement des élastomères hargés 21I.3 Etat de l'art des modèles de omportement des élastomèreshargésLa modélisation d'un omportement, quel qu'il soit, passe par la desription de l'état de lamatière, don par la onstrution d'une relation entre ontrainte et déformation, représentant leplus �dèlement possible la réponse à une solliitation d'un matériau, en tout point d'un système.Dans le as des élastomères, la modélisation doit tenir ompte des méanismes tels que les non-linéarités géométriques et matérielles, la dissipation et la forte dépendane ave la températureque nous venons de dérire.Le développement du adre thermodynamique dont déoule ette relation entre ontrainte etdéformation appelée loi de omportement est présenté dans une première partie. Le formalismethermodynamique lié aux grandes déformations que nous utilisons dans ette étude, est proposéen annexe A. L'objetif de ette partie est essentiellement de réexpliiter e adre en déformation�nie a�n de préiser les notations que nous aurons à utiliser par la suite.Un état de l'art de modèles phénoménologiques et miro-physiquement motivés de omportementhyper-élastiques ainsi que des modèles élasto-dissipatifs sont présentés ensuite.I.3.1 Cadre thermodynamique : la méanique des milieux ontinus en grandestransformationsLa démarhe menée pour érire les lois de omportement dans un adre thermodynamique entransformation �nie se base sur une méthode analogue à l'approhe en petites déformations. Nousprésentons le premier et le seond prinipes de la thermodynamique en on�guration eulériennea�n d'obtenir l'inégalité de Clausius-Duheim qui sera la base de nos études.On onsidère alors un solide de volume Ω dans sa on�guration initiale C0. Ce solide sedéforme et oupe, dans la on�guration atuelle Ct, le volume ω. On dé�nit alors le gradient dela transformation ¯̄ϕ telle que pour tout veteur d−→X de la on�guration initiale, son appliationlinéaire tangente dans la on�guration atuelle soit d−→x = ¯̄Fd
−→
X .On dé�nit à partir de la �gure I.11 :� ∂Ωu et ∂ωu, les surfaes des domaines respetifs Ω et ω sur lesquelles sont appliquées lesonditions aux limites inématiques −→u = −→u0,� ∂ΩF et ∂ωF les surfaes des domaines respetifs Ω et ω sur lesquelles sont appliquées lesdensités surfaiques de fore −→

T et −→t ,� δ un élément de volume de la on�guration atuelle, image de D, sur lequel sont exerés àtravers ∂δ, les e�orts de ohésion τ .
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• Premier prinipe : onservation de l'énergieIl se traduit, omme dans le as des petites perturbations, de la onservation de l'énergie totale
E. Il postule que l'énergie d'un système est égal à la somme des fores extérieures imposées et àla quantité de haleur reçue :

dE

dt
= Pext + Q (I.3)ave :� E =

∫

ω
ρedv, ave E énergie interne et e la densité spéi�que d'énergie interne, ρ représentela masse volumique à l'instant atuel,� P est la puissane des e�orts intérieurs, elle est déduite du prinipe des puissanes virtuelles.On peut alors érire à partir du formalisme en grandes déformations dérit en annexe A. :

−P =

∫

ω

¯̄σ : ¯̄Ddv� et Q représente la puissane de haleur reçue :
Q =

∫

ω
ρrdv −

∫

δω

−→q −→n ds

r est la puissane spéi�que de haleur reue et −→q .−→n le �ux de haleur perdu à travers δωAinsi, on obtient l'expression de la onservation de l'énergie en formulation eulérienne :
ρė = ¯̄σ : ¯̄D + ρr − divx

−→q (I.4)
• Seond prinipe : Inégalite de Clausius-DuheimCe prinipe postule l'existene de l'entropie S du système. Pour un système non adiabatique,e seond prinipe s'érit : Ṡ >

Q

T
ave T la température.On peut érire le seond prinipe sous forme loale :

ρ ṡ > ρ
r

T
− divx

−→q
T

(I.5)



I.3. Etat de l'art des modèles de omportement des élastomères hargés 23En postulant l'existene d'un potentiel d'energie libre de Helmoltz ψ , dépendant des variablesthermodynamiques, tel que ψ = e− Ts et en ombinant le premier et le deuxième prinipe dela thermodynamique, on obtient l'inégalité de Clausius-Duheim
φ = −ρ(ψ̇ − sṪ ) − 1

T

−−→
gradxT.

−→q + ¯̄σ : ¯̄D > 0 (I.6)On peut déomposer la dissipation φ en deux parties telles que φ = φint + φT ave :� φint = −ρ(ψ̇−sṪ )+ ¯̄σ : ¯̄D est la dissipation intrinsèque due aux irréversibilités méaniques,� φT = − 1

T

−−→
gradxT.

−→q est la dissipation thermique.C'est à partir de la dissipation intrinsèque que déoule la loi de omportement dans le asisotherme. On voit alors qu'en absene d'e�ets thermiques, l'énergie libre est onfondue avel'énergie interne et que la onstrution d'une loi de omportement néessite au préalable ladé�nition de la fontion ψ et de la dissipation intrinsèque φint.
• Desription et formulation de omportementSIDOROFF [1982℄ a démontré la dépendane de la loi de omportement ave l'histoire destransformations subies par le solide en haque point matériel. Cette dépendane entraîne unemultipliation des données néessaires à la résolution du problème. A�n de simpli�er ette des-ription de l'évolution de l'état de la matière, l'hypothèse de l'état loal dé�ni i-dessous permetde limiter le problème :La onnaissane en un point d'un ertain nombre de variables permet de omplètement déter-miner l'état thermodynamique en e point. Les dérivées par rapport au temps de es variablesn'interviennent pas dans la dé�nition de l'état, l'évolution sera don onsidérée omme une su-ession d'états d'équilibre. (LEMAÎTRE et CHABOCHE [1996℄)Ainsi, le nombre et le hoix de es variables onditionnent la desription des phénomènesthermoméaniques. On distingue deux types de variables d'état : les variables observables, impo-sées par le formalisme de la thermoméanique, dérivant les phénomènes réversibles, ainsi que lesvariables internes liées aux méanismes dissipatifs, qui permettent de prendre en ompte l'his-toire de la solliitation.Le deuxième point sur lequel il faut s'attarder est le prinipe d'objetivité : la loi de om-portement ne doit être attahée à auun réferentiel, où autrement dit, tout mouvement de orpsrigide ne doit engendrer auun hangement de la loi de omportement. La dé�nition de l'obje-tivité est di�érente suivant la on�guration dans laquelle la loi est dérite. Pour une desriptionlagrangienne des phénomènes, l'objetivité de ette loi est évidente : les grandeurs lagrangiennessont exprimées dans le repère initial, immobile quelque soit le referentiel d'étude. Cei impliquealors que toute loi dé�nie à partir de grandeurs lagrangiennes est elle-même objetive.



24 Chapitre I. GénéralitésAu ontraire, si les variables sont dérites en formulation eulérienne, étant donnée la mobilitédu repère dans lequel elles sont dé�nies, l'objetivité de la loi de omportement prend tout sonsens. SIDOROFF [1982℄ onsidère dans e as une deuxième on�guration C∗
t , dé�nie par unerotation appliquée à Ct et dérit les égalités que doivent véri�er les grandeurs pour devenirobjetives : f. tableau I.2.Desription Tenseur d'ordre 1 Tenseur d'ordre 2Eulérienne ~u⋆ = ¯̄R · ~u ¯̄a⋆ = ¯̄R · ¯̄a · ¯̄R

TLagrangienne −→
U
⋆

=
−→
U ¯̄A

⋆
= ¯̄AMixte −→

U
⋆

= ¯̄R · −→U ¯̄A
⋆

= ¯̄R · ¯̄ATableau I.2 � Tableau des égalités dé�nissant l'objetivité d'une grandeur suivant la desriptionextrait de LAHELLEC [2001℄Pour �nir quant à l'étude des lois de omportement des matériaux de type élastomères, ilfaut tenir ompte de l'isotropie de es lois, 'est à dire de leur invariane par hangement de di-retions de solliitation. Cei implique alors que ψ soit une fontion isotrope des variables d'états.Ainsi, à partir de l'hypothèse de l'état loal, en tenant ompte du prinipe d'objetivité et enhoisissant les variables d'état observables : T la température, ¯̄B le tenseur d'Euler Almansiet n variables internes notées αi=1..n, on arrive à l'inégalité de Clausius-Duheim dans le asisotrope :
φ = (¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
) : ¯̄D − ρ(s+

∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ

∂ψ

∂αi
• α̇i −

1

T

−−→
gradxT · ~q ≥ 0 (I.7)On note par le symbole • le produit ontraté à l'ordre néessaire pour obtenir une dissipation,soit un salaire.Apparaissent-ainsi les fores thermodynamiques assoiées aux variables �ux, telles que leurproduit (tensoriel, vetoriel ou salaire) soit homogène à une dissipation.On note Fσ = ¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
, la fore thermodynamique assoiée à ¯̄D et Xi elles assoiées aux

αi ave Xi = ρ
∂ψ

∂αi
.La prise en ompte de l'inompressibilité, aratéristique importante des élastomères hargés,se fait par l'introdution de la ondition : J = Det( ¯̄F ) = 1. Ainsi J̇ = J ¯̄D : ¯̄1 = 0, e qui impliquela nullité de la trae du tenseur taux de déformation ¯̄D. La prise en ompte de ette onditiond'inompressibilité se fait généralement par l'introdution d'un mutlipliateur de Lagrange assi-milable à une pression hydrostatique.



I.3. Etat de l'art des modèles de omportement des élastomères hargés 25La thermodynamique ne traite �nalement que les parties déviatoriques, les parties sphériques nesont pas aessibles par la loi de omportement. Cette nouvelle inonnue � pression hydrosta-tique � ne peut être trouvée que par les équations d'equilibre.Ainsi, dans le as d'un matériau isotrope inompressible, l'inégalité de Clausius-Duheimprend la forme : 



φint =
[
Fσ
]D

: ¯̄D − ρ(s+
∂ψ

∂T
)Ṫ −Xi • α̇i

φT = −
−−→
gradxT

T
· ~q

(I.8)ave [ ¯̄♠]D la partie déviatorique de ¯̄♠.La prise en ompte des omportements dissipatifs dans es modèles se fait par l'introdutiond'un pseudo-potentiel de dissipation dépendant du taux de déformation totale et des taux desvariables internes (appelées variables �ux) : ϕ( ¯̄D,~q,α̇i). Pour que le seond prinipe soit véri-�é (positivité ou égalité de la dissipation), le pseudo-potentiel doit être une fontion ontinue,onvexe, positive et nulle à l'origine dans l'espae des variables �ux. La dissipation totale se metdon sous la forme suivante :
φ =

∂ϕ

∂ ¯̄D
: ¯̄D +

∂ϕ

∂α̇i
• α̇i +

∂ϕ

∂~q
· ~q (I.9)Dans le adre desmatériaux standards généralisés, e potentiel, aussi utilisé sous la formede sa transformée de Legendre-Fenhel ϕ∗, traduit l'évolution des fores thermodynamiquesen fontion de leur variable �ux assoiée :

α̇i =
∂ϕ∗

∂Xi
(I.10)Dans le as des matériaux non standards généralisés, une fontion F est intégrée aumodèle a�n de dérire l'évolution des variables internes telle que α̇i =

∂F

∂Xi
.Le déoupage de la dissipation permet d'érire la forme I.9 en fontion de deux pseudo-potentiels indépendants : ϕint( ¯̄D,α̇i) et ϕT (~q). Ainsi, en onjuguant les équations I.8 et I.9, leslois omplémentaires prennent, pour un matériau isotrope inompressible, les formes suivantes :

[
Fσ
]D

=
∂ϕint

∂D
; ρ(s+

∂ψ

∂T
) = 0 ; Xi = ρ

∂ψ

∂αi
=
∂ϕint

∂α̇i
; −

−−→
gradxT

T
=
∂ϕT

∂~q
(I.11)Somme toute, la modélisation du omportement d'un matériau passe par trois étapes :1. la dé�nition des variables d'états ¯̄B, T , αi... ,2. le hoix d'une forme d'énergie libre de Helmoltz ψ,3. la formulation de pseudo-potentiels de dissipation ϕint et ϕT où de leur transformée deLegendre-Fenhel



26 Chapitre I. GénéralitésI.3.2 Les modèles hyperélastiquesNous présentons dans ette partie quelques formes des énergies libres spéi�ques les plus utili-sées pour modéliser le omportement des matériaux élastomériques, isotropes et inompressibles.Nous présentons sur la �gure I.12 la réponse à une rampe de déformation sur un essai de trationqui met en évidene le aratère non linéaire du omportement.
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Figure I.12 � Courbe réponse d'un essai de tration sur éprouvette H2
• Approhes phénoménologiques� Le modèle de Rivlin & Saunders (1951)C'est un modèle général qui onsidère l'énergie libre omme une série polyn�miale, fontiondes invariants des tenseurs de déformations.

ψ(I1,I2) =

∞∑

i,j=0

Cij(I1 − 3)i(I2 − 3)j ave C00 = 0 (I.12)Cette approhe polyn�miale de l'énergie libre permet de modéliser di�érents types d'élas-tomères, en notant ependant qu'une augmentation de l'ordre de la série entraîne par lamême oasion un plus grand nombre de paramètres à identi�er.� Le modèle de Gent-Thomas (1958)Ce modèle est basé sur des etudes expérimentales qui ont mis en évidene l'évolution de
∂ψ

∂I1
et ∂ψ
∂I2

en fontion des invariants.
ψ(I1,I2) = C1(I1 − 3) + C2ln(I2

3

) (I.13)Cette forme permet, par sa non linéarité, de modéliser onvenablement le omportementhyperélastique pour des déformations élevées et partiulièrement une bonne réprésentationdes omportements de matériaux ristallisables sous ontraintes élevées.



I.3. Etat de l'art des modèles de omportement des élastomères hargés 27� Le modèle de Ogden (1972)Ce modèle phénoménologique s'érit en fontion des dilatations prinipales.
ψ(λ1,λ2,λ3) =

N∑

p=1

µp
αp

(λ
αp

1 + λ
αp

2 + λ
αp

3 − 3) (I.14)ave N∑

p=1

µpαp = 2µ ; λ1λ2λ3 = 1 et µpαp > 0où µ est le module de isaillement.
• Approhes statistiquesCes approhes sont diretement liées à la mirostruture des polymères. La théorie gaussienne del'élastiité, TRELOAR [1943℄ se base sur une desription statistique du nombre de onformationspossibles des haînes, onsidérées omme un assemblage de segments libres en rotation, liés auxnoeuds de rétiulations qui sont supposés équirépartis. En tenant ompte de l'entropie élémentaired'une haîne dérite par le loi de Boltzmann ave une probabilité de distribution gaussienne,on aboutit, sous l'hypothèse d'a�nité, à l'énergie libre spéi�que de Neohookienne, fontiondes élongations λi :

ψ =
1

2
nkT (λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 3) (I.15)
n est le nombre de haînes par élément de volume, K est le onstante de Bolzmann, et T latempérature absolue.Du fait de la limite d'extension des haînes, e modèle donne de bons résultats jusqu'à des dé-formationss de l'ordre de 50%.Cette limitation a onduit d'autres auteurs tels que James & Guth (1943), ARRUDA etBOYCE [1993℄ à modi�er ette approhe en utilisant pour dérire la densité de probabilité desfontions de Langevin, notée L. On parle alors de modèles non Gaussiens. Le passage de esdesriptions mirosopiques au omportement marosopique que l'on herhe à modéliser s'ef-fetue en supposant des réseaux struturés à 3, 5 ou 8 haînes orientés dans di�érentes diretionsde l'espae.ARRUDA et BOYCE [1993℄ ont proposé un modèle formé de 8 haînes orientées suivant lesdiagonales d'un ube unité, e qui permet de lier l'élongation des haînes ave le premier inva-riant de la déformation. On obtient, dans e as, l'énergie libre, appelée modèle à 8 hainesouramment utilisée dans le développement des modèles miro-physiquement motivés :

ψ = nkTN8

(
L
−1(λr)λr + ln( L

−1(λr)Sinh(L−1(λr))

))
+ ψ0 (I.16)où N8 est le nombre de monomères formant le réseau à 8 haînes et λr =

√
I1

3N8
, l'élongationd'un monomère.



28 Chapitre I. GénéralitésI.3.3 Les modèles dissipatifs
• Approhes phénoménologiquesDeux approhes de la modélisation du omportement dissipatif existent :� les formulations intégrales qui néessitent une approhe fontionnelle,� les formulations di�érentielles qui sont prinipalement axées sur la théorie de l'état loalet la prise en ompte de variables internes.Etant donné le adre thermodynamique dans lequel nous nous plaons pour tout le dévelop-pement de ette étude, nous ne nous intéresserons ii qu'aux formulations di�érentielles.La modélisation d'un omportement dissipatif néessite de postuler l'existene de pseudo-potentiels de dissipation d'après lesquels vont déouler les lois d'évolution des di�érentes va-riables internes αi. Dans le as d'un matériau pour lequel la dissipation est a�etée à plusieursphénomènes (visosité, plastiité, endommagement...), le potentiel de dissipation est la sommedes diverses dissipations.A�n de modéliser le omportement dissipatif d'un matériau, ertains auteurs (Lubliner(1986),LION [1997℄, LION [1998℄, MIEHE et KECK [2000℄...) proposent une généralisation des mo-dèles rhéologiques aux grandes déformations. Ils permettent ainsi une représentation et unedesription simples des variables internes néessaires à la modélisation de e matériau.Pour e faire, SIDOROFF [1976℄ postule l'existene de plusieurs états intermédiaires, pour pas-ser d'un état de référene C0 à un état atuel Ct. Cette approhe néessite la onnaissane d'unnombre de variables internes d'autant plus important que le nombre d'états intermédiaires estgrand. Le as d'un milieu à une on�guration intermédiaire est représenté sur la �gure I.13.PSfrag replaements
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Figure I.13 � Milieu à une on�guration intermédiaire [SIDOROFF, 1973℄.



I.3. Etat de l'art des modèles de omportement des élastomères hargés 29Un ertain nombre de modèles rhéologiques existent : les modèle de Kelvin-Voigt, Max-well généralisé ou non, Poynting-Thomson que nous avons représenté sur la �gure I.14.
PSfrag replaementsKelvin-Voigt Poynting-Thomson Maxwell généraliséFigure I.14 � Di�érents modèles rhéologiques viso-élastiquesA partir de es modèles, le hoix des énergies de dissipation fontions des bonnes variablesinternes reste la dernière étape pour déterminer omplètement le omportement dissipatif d'unmatériau.

• Dissipation visqueuseDans les as de omportement visqueux de la matière, les modèles phénoménologiques de pseudo-potentiel de dissipation, ouramment utilisés en grandes transformations, sont dérits à partirdes mêmes potentiels que sous l'hypothèse des petites déformations.Ils prennent la forme de fontions quadratiques des taux des variables internes que nous notons"visqueuses" αvi et dépendent de paramètres ηi (LE TALLEC et RAHIER [1994℄ et BOUKA-MEL et al. [2001℄) tels que :
ϕv(α̇

v
i ) =

ηi
2
α̇vi : α̇vi ηi : oe�ient de visosité (I.17)Nous présentons l'étude du modèle de Poynting-Thomson en annexe, a�n de mettre en évi-dene les variables internes à prendre en ompte lors de la mise en plae d'un modèle de om-portement dissipatif.La visosité est traduite par le oe�ient de visosité ηi qui peut être, soit une onstante dans leas d'un omportement visqueux linéaire, soit dérit à travers une loi puissane que l'on retrouvedans BOUKAMEL et al. [2001℄, soit dé�ni par une approhe identi�ée par LAHELLEC [2001℄,dans les as non linéaires. Celui-i propose une forme de η fontion de la vitesse de hargementtelle que : η( ¯̄X) = Exp(b1 + b2log( ¯̄X : ¯̄X)

) ave ¯̄X = α̇vi où ¯̄D. Il développe alors un pseudo-potentiel de dissipation visqueuse non linéaire de la forme :
ϕv(

¯̄D,α̇vi ) = Exp(b1 + b2log( ¯̄D : ¯̄D)
)
α̇vi : α̇vi (I.18)



30 Chapitre I. Généralités
• Dissipation plastiqueComme nous l'avons vu dans la partie � I.2.2.b, de plus en plus d'auteurs s'aordent à donner auomportement dissipatif des élastomères une signi�ation non dépendante du temps qu'ils identi-�ent à de la plastiité. Marosopiquement, un omportement purement plastique est traduit parle ourbe de la �gure I.15 (a), un omportement élastoplastique sans érouissage, plus réaliste,par la ourbe I.15 (b) et en�n un omportement élastoplastique érouissable par la ourbe I.15().PSfrag replaements
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εε ε(a) plastiité parfaite (b) Elasto plastiité () Elasto plastiitéave érouissageFigure I.15 � Di�érents omportement plastiqueLa modélisation d'un tel omportement passe par la desription d'une surfae seuil où d'unritère de plastiité : fontion dé�nie au préalable, dans l'espae des ontraintes et au dessusde laquelle il y a "éoulement plastique", 'est à dire apparition de déformations plastiquesrésiduelles lors du retour à harge nulle. Ce ritère, frontière du domaine plastique, fait intervenirà priori toutes les omposantes du tenseur des ontraintes et les variables d'érouissage (s'il y alieu). Il est ouramment noté f . Di�érentes formes de fontions seuils tridimensionnelles existentdans la littérature, les plus utilisées sont les suivantes :� Critère de Von Mises, dans le as des ritères isotropes
f = σeq − σs ave σeq =

√
3

2
¯̄σD : ¯̄σD et σs la ontrainte seuil (I.19)� Critère de Hill et Tsai, dans le as des omportements plastiques anisotropes.Dans le adre des matériaux standards généralisés, l'hypothèse de normalité peut s'érireen fontion de la surfae de harge f (dans le as ontraire, on introduit une fontion F = stqui donne la diretion de l'éoulement dans l'espae des variables fores généralisées). Elle prendla forme suivante :

−α̇pi = λ̇
∂f

∂Xp
i

(I.20)ave λ̇ le multipliateur de plastiité. En omparant les équations I.10 et I.20, on remarque quela fontion f joue le r�le de fontion indiatrie de ϕ∗
p.



I.4. Bilan 31I.4 BilanEn partant du adre industriel dans lequel est intégré e travail, nous avons mis en avant lesattentes de la soiété Euroopter, ainsi que les objetifs à atteindre, spéi�quement en termede plages d'utilisation de servie du matériau d'étude : un élastomère silione hargé de silie.En nous appuyant sur des études "miro-himiques", nous avons souligné le fait que lesélastomères hargés possèdent des propriétés méaniques et miro-physiques, souvent aentuéesvoir largement onditionnées par la présene in situ des harges. On retouve entre autres :� l'hyper-élastiité� la visosité� la plastiité� l'in�uene de la températureNous avons donné des interprétations de es omportements qui ont souligné l'importane de laompréhension des méanismes mirosopiques pour la desription de omportements maroso-piques.Le adre thermodynamique de la Méanique des Milieux Continus a été suintement abordéii. Nous avons rappelé l'ensemble des hypothèses postulées pour arriver aux lois de omporte-ments des élastomères hargés, telles que l'hypothèse de l'état loal où l'isotropie du matériau.Une fois es lois mises en plae, nous avons proposé une revue des modèles hyper-élastiques lesplus usités pour modéliser l'hyper-élastiité aouthoutique propre aux élastomères, puis donnéquelques modèles de omportements dissipatifs phénoménologiques qui ont largement fait leurpreuve dans le domaine des élastomères.





CHAPITRE II
L'endommagement des élastomères������� oOo �������
L

a onnaissane du omportement d'un matériau est néessaire à la mise enplae de modèles �ables permettant de prédire le omportement de pièesdans divers adres d'utilisation. Les modèles, présentés dans le hapitre I,fournissent la réponse temporelle, d'une pièe solliitée, mais ne permettent pas uneprédition de sa durée de vie, ni de l'évolution de son omportement au fur et àmesure d'un endommagement. Pour e faire, des éhelles de temps et d'observationplus larges, ainsi que l'"histoire" des solliitations subies par la pièe doivent êtreprises en ompte.Dans le as des élastomères hargés, on distingue trois types d'endommagement.Le premier, onnu sous le nom d'effet Mullins est le fruit de ruptures de haînesà faibles liaisons et de réarrangements moléulaires. Il se traduit par un assouplis-sement du omportement qui évolue ave l'histoire des déformations. Le seond,l'endommagement sous hargement monotone apparaît à la suite de onentrationsde ontraintes au niveau des harges et se traduit par le développement ontinu deavitations. Et en�n, l'endommagement par fatigue, que l'on retrouve lors de harge-ment ylique. Il regroupe à la fois des méanismes de onentrations de ontrainteset de avitation.Plusieurs modèles de es endommagements ont été proposés, utilisant des méthodesplus ou moins loales et permettant de représenter soit diretement les méanismesmirosopiques (avitations, �ssuration), soit l'évolution du omportement maroso-pique qu'ils engendrent. Nous donnons dans ette partie, une vision non exhaustivedes di�érents modèles d'endommagement, développés pour dérire le omportementde matériaux hargés, spéialement des élastomères.������� oOo �������33
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II.1 L'E�et MullinsL'e�et Mullins peut-être aratérisé à la fois omme un phénomène d'endommagement maisaussi omme une spéi�ité du omportement en grandes déformations des élastomères. En ef-fet, malgrè qu'il s'agisse d'un hangement de mirostruture initiale (par perte de liaison inter-haînes) qui onduit essentiellement à la stabilisation du omportement et non pas à la ruine dumatériau, et pare qu'il représente un phénomène irreversible, nous le lassons ii ave les phé-nomènes d'endommagement. Nous signalons, de plus, que e phénomène peut-être partiellementreouvré par un éhau�ement qui onduit à la rétiulation des haînes.II.1.1 Généralités et aratérisation expérimentale de l'effet MullinsL'e�et Mullins, autrement appelé adouissement ylique, se traduit d'un point de vueexpérimental par :� une diminution suessive de la ontrainte lors des premiers yles II.1(a), le omportementdu matériau se trouve ensuite stabilisé,� le fait qu'un élastomère puisse prendre deux hemins de hargements di�érents suivantqu'on le harge ou qu'on le reharge II.1(b),� l'apparition d'une déformation résiduelle.

(a) Adouissement ylique (b) E�et MullinsFigure II.1 � Endomagement disontinu (d'après CHAGNON et al. [2003℄)On voit alors apparaître un endommagement qui n'est mesurable qu'après déharge et qui dépendprinipalement du maximum d'une ertaine mesure de déformation, appelée aussi déformationéquivalente, atteint au ours de l'histoire.



36 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresPlus, �nement, l'assouplissement des hystérésis et la dépendane à l'histoire du hargementde la réponse ont donné lieu à plusieurs interprétations mirosopiques di�érentes :� BLANCHARD [1954℄ présente une desription quantitative dans laquelle l'e�et Mullinsrésulte de la rupture de liaisons faibles,� BUECHE [1960℄ voit l'e�et Mullins omme une rupture des haînes onnetées aux harges,lorsque es haînes ont atteint leur extension maximale propre à haque haîne, FigureII.2(b),� d'autres auteurs, tel que MULLINS et TOBIN [1965℄ supposent que ohabitent, dans lesélastomères, une phase dite "dure" et une phase dite "molle". L'e�et Mullins est, alors,interprété par la transformation d'une partie de la phase "dure" en phase "molle",� en�n, DANNENBERG(1966), en onsidérant les phenomènes à l'interfae entre harge etmatrie, évoque la notion de glissement de haînes d'élastomères adsorbés à la surfae desharges sous l'e�et de déformation
PSfrag replaements Rétiulation (a)

a

c

b

a

b

c (b)Figure II.2 � Interprétations mirosopiques de l'e�et MullinsDernièrement, DORFMANN et OGDEN [2004℄ se sont intéressés à l'in�uene du taux deharges sur l'e�et Mullins. À partir d'une ampagne expérimentale pertinente, ils ont mis enévidene l'apparition de e phénomène pour des élastomères hargés et non hargés, en mettantprinipalement l'aent sur le fait que plus le taux de harges est important, plus l'e�et Mullinsest prononé.Aujourd'hui, puisque les élastomères hargés et non hargés font apparaître e phénomène, lesauteurs s'aordent sur un r�le simultané des di�érents miro-méanismes ités i-dessus.



II.1. L'E�et Mullins 37Toutes les interprétations mirosopiques de e phénomène enrihies d'années en années grâeà l'amélioration des tehniques expérimentales, ont permis la onstrution de modèles miro-physiquement motivés, ouplant et endommagement aux modèles de omportement hyper-élastique dérits dans le paragraphe � I.3.II.1.2 Etat de l'art des modèles de l'effet MullinsDans e paragraphe, nous proposons une revue des di�érents modèles du phénomène d'effetMullins. Dans la première partie, les modèles de omportement marosopiques sont regroupés.Les modèles miro-méaniques dont les motivations sont liées à des observations mirosopiquessont exposés ensuite.II.1.2.a Les modèles marosopiquesSur la base des modèles phénomènologiques de omportement, deux types d'endommagementsont dérits : le premier, basé sur la théorie de l'endommagement ontinu, le deuxième, basé surla théorie de pseudo-élastiité.
•Modèles basés sur la théorie de l'endommagement ontinuCes modèles se basent sur la théorie de l'endommagement ontinu telle qu'elle a été suggéréepar KACHANOV [1958℄, puis dérite dans LEMAITRE et CHABOCHE [1985℄.Cette théorie se base sur l'hypothèse suivante : si l'on suppose un élément d'aire initiale S, endom-magé de façon isotrope et don onstitué de �ssures et de trous, tels que l'aire de es défauts soitnotée Sd ; alors la variable d'endommagement d peut être interprétée omme le rapport Sd

S
. Dansle as d'un endommagement anisotrope, les aires S et Sd, ainsi que la variable d'endommagement,devront être repérées par leur normale respetive, et dans e as, d prendra une forme tensorielle.Cette théorie a été généralisée aux grandes déformations, en partiulier à l'hyper-élastiitégrâe aux travaux de ANDRIEUX et al. [1997℄. Ils ont permis de relier et endommagementaux fontions énergétiques indispensables à la desription d'un modèle de omportement hyper-élastique, par l'introdution d'une variable interne d'endommagement, que nous noterons d dansla suite, telle que l'énergie libre puisse s'érire :

ψ( ¯̄F ) = (1 − d)ψo(
¯̄F ) (II.1)où ψ0(

¯̄F ) est l'énergie libre du matériau vierge et où d peut-être une grandeur salaire, vetorielleou tensorielle, suivant la desription faite de l'endommagement.



38 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresUn des points lefs de e type de modèle est la dé�nition de la grandeur aratéristique dela déformation maximale atteinte par le matériau au ours de son histoire de solliitation. Nousnotons α ette grandeur et λ(t) représente sa variation au ours du temps. On dé�nit alors unesurfae seuil de d'endommagement (par omparaison ave la surfae seuil de plastiité) dansl'espae des déformations, dérite par :
f(α,λ(t)) = λ(t) − α = 0 (II.2)ainsi qu'une loi d'évolution de l'endommagement ḋ.Nous dérivons ii quelques modèles basés sur ette théorie de l'endommagement ontinu.

◦ Modèle d'endommagement isotrope de type SIMO [1987℄Ce modèle est un des premiers modèles traitant de l'endommagement des matériaux élasto-mériques.Il se base sur l'hypothèse suivante : l'endommagement par e�et Mullins est entièrement dé�nipar le maximum de la déformation atteint par le matériau au ours du temps.SIMO [1987℄ dé�nit d'abord une déformation équivalente de la forme : λ(t) =

√
2ψ0(

¯̄E(t)) etson maximum α = max
τ∈[0,t]

√
2ψ0(

¯̄E(τ)).Il dérit l'évolution de l'endommagement omme étant dépendante d'une fontion h̄(λ(t)) ara-téristique du proessus d'endommagement.
ḋ =




h̄(λ(t))λ̇ si f(λ(t)) = 0 et ¯̄N :

˙̄̄
E > 0

0 sinon (II.3)
¯̄E est la déformation de Green-Lagrange et ¯̄N =

∂f

∂λ(t)

∂λ(t)

∂ ¯̄E
est, ii, la normale à la surfaeseuil.Le modèle est dé�ni par la désription de h̄, hoisie de la forme suivante :

h̄(λ(t)) = −dg(λ(t))

dλ(t)
ave g(x) = b+ (1 − b)

1 − ex/a
x/a

, b ∈ [0,1] , a ∈ [0,∞] (II.4)ave a et b des paramètres aratéristiques du matériau.Ce modèle a été ensuite amélioré par des ouplages ave d'autres e�ets, tels que la visosité. Cesmodèles d'endommagement ne tiennent ependant pas ompte de l'évolution de l'assouplissementau ours des di�érents yles (pour des niveaux de déformations égales).
◦ Modèle d'endommagement isotrope de type MIEHE [1995℄Dans et artile, MIEHE [1995℄ tient ompte à la fois d'un endommagement à seuil de défor-mation maximale (SIMO [1987℄) mais aussi d'un endommagement ontinu qui apparaît au �l



II.1. L'E�et Mullins 39des yles de hargement. L'endommagement se déompose, ainsi, en deux parties :� un endommagement disontinu à seuil qui apparaît lors de la première déharge et quiévolue uniquement quand le seuil d'énergie ou déformation est dépassé,� un endommagement ontinu qui apparaît même lorsque e maximum n'est pas atteint.Ce modèle néessite don la dé�nition de deux variables d'endommagement, d̂α et d̂β , telles que
d = d̂α(α) + d̂β(β) qui dépendent, haune, de la fore thermodynamique assoiée à la variabled'endommagement. La déformation équivalente est, dans e modèle, l'énergie de déformation nonendommagée du matériau λ(t) = ψ0. Les variables α et β sont dé�nies de la façon suivante :

α = max
τ∈[0,t]

(
λ(τ)

) et α̇ =




ψ̇0 = ¯̄σ0 : ¯̄D pour f = λ(t) − α = 0 et ψ̇0 > 0

0 sinon (II.5)
β =

∫ t

0
|α(τ)|dτ et β̇ = | ˙λ(t)| = |ψ̇0| = signe[ψ̇0] ¯̄σ0 : ¯̄D (II.6)où σ0 est la ontrainte e�etive non endommagée telle que σ0 = ¯̄B

∂ψ

∂ ¯̄B
.Ainsi, en développant e modèle, ils obtiennent des fontions d'endommagement de la forme :





D̂α(χ) = D∞
α

[
1 − exp(− α

ηα

)]

D̂β(β) = D∞
β

[
1 − exp(− β

ηβ

)] (II.7)Ce modèle dérit l'e�et Mullins de façon plus préise que le modèle de SIMO [1987℄ puisqu'iltient ompte en plus de la déformation maximale, d'une aumulation d'endommagement dansle matériau.
◦ Autres modèles d'endommagement isotropeÀ partir des deux modèles ités i-dessus, on peut trouver d'autres modèles qui di�èrent deeux-i prinipalement par l'ériture du ritère d'endommagement.� Travaux de BEATTY et KRISHNASWAMY [2000℄Ils interprètent l'endommagement par e�et Mullins de la même façon que Harwood, soit ommele passage d'une phase dure du matériau en une phase dite molle lors du proessus d'endom-magement. Ainsi, ils donnent à une variable d'endommagement salaire d un sens physique : ellereprésente la partie de la phase dure transformée en phase molle.En partant de l'hypothèse de SIMO [1987℄ l'e�et Mullins peut être dé�ni par la onnaissane dumaximum de déformation atteint, d = d(α), ils posent α = max

τ∈[0,t]
‖ ¯̄B(τ)‖, soit λ(t) =

√tr ¯̄B
2
(t)où ¯̄B(t) est le tenseur de Cauhy-green gauhe.



40 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresIls dérivent, à partir d'observations expérimentales sur des essais de tration uniaxiale, uneforme de l'endommagement du type :
d(α) = 1 − exp(− b(α−

√
3)
) (II.8)Ce modèle est un modèle d'endommagement isotrope, disontinu, qui traite de façon analytiquela tration uniaxiale et le isaillement pur.� Travaux de CHAGNON et al. [2003℄L'idée est de hoisir λ(t), fontion des deux premiers invariants de la transformation (en suppo-sant un matériau inompressible), telle que λ = g(I1,I2) ave g une fontion dé�nie et di�éren-tiable, par rapport aux deux invariants sur [3, + ∞) × [3, + ∞), ave g(3,3) = 0 et g,I1 > 0 et

g,I2 ≥ 0.En hoisissant g de la forme g(I1,I2) =
√
I1/3 − 1, ils obtiennent à un endommagement dis-ontinu isotrope, de la même forme que la partie disontinue de l'endommagement de MIEHE[1995℄ : dα.La seule prise en ompte de I1, dans l'ériture de α, réduit fortement le domaine d'appliationde e modèle aux essais uniaxiaux.D'autres modèles, tels que elui de LAIARINANDRASANA et al. [2003℄, basés sur la théo-rie de l'endommagement ontinu, existent dans la littérature. Ils se distinguent des préédents parl'ériture de leur loi d'évolution de l'endommagement et du maximum de déformation équivalentepris en ompte. Nous ne développons pas es modèles par souis de onision.

•Modèles hyper-élastiques ave frottement interneCANTOURNET [2002℄ interprète l'E�et mullins omme un phenomène de glissement, à lafois entre les haînes maromoléulaires elles-mêmes, mais aussi entre les haînes et les harges.Par analogie ave le modèle de plastiité non linéaire à érouissage inématique, en petite dé-formation, les auteurs développent un modèle d'e�et Mullins sans endommagement (ni visositédans e as) en grandes déformations (qui permet de reproduire à la fois le omportement hysté-rétique et l'assouplissement). Ils dé�nissent alors l'énergie libre totale du modèle, par l'equationII.9, fontion de trois variables internes : ¯̄E le tenseur des déformations de Green-Lagrange,
¯̄Eπ : le tenseur des déformation anélastique et ¯̄α : lié aux glissements internes :

ρ0ψ = W1(
¯̄E) +W2(

¯̄E − ¯̄Eπ) +
1

2
Cx ¯̄α : ¯̄α (II.9)



II.1. L'E�et Mullins 41Les lois d'évolution sont alors érites à partir d'une fontion ritère f telle que :
{
f < 0 =⇒ Pas de frottement interne
f = 0 , ḟ = 0 =⇒ ∃ un frottement interne (II.10)En supposant un modèle général non assoié, le potentiel de dissipation ϕ est dé�ni par :

ϕ = f( ¯̄S2,
¯̄X) +

1

2Cx
γ ¯̄X : ¯̄X (II.11)où ¯̄S2 et ¯̄X sont les fores thermodynamiques assoiées à ¯̄Eπ et ¯̄α.Après analyse de l'in�uene des paramètres sur le omportement, et identi�ation de eux-i, ils obtiennent pour deux matériaux di�érents des résultats très onluants sur 3 yles dehargement. On peut noter ependant que e modèle, puisqu'il ne tient pas ompte de la visosité,est valable sur une plage réduite de vitesse de solliitation.

•Modèles basés sur la théorie de la pseudo-élastiitéOGDEN et ROXBURGH [1999a℄, OGDEN et ROXBURGH [1999b℄ ont appliqué la théo-rie de pseudo-élastiité, dans le as de matériaux inompressibles, pour modéliser le omporte-ment de l'e�et Mullins, dans le as d'un essai de tration simple. Pour e faire, une variabled'endommagement est intégrée dans l'énergie élastique, qui devient, alors, une énergie pseudo-élastique : W(λ1,λ2,η) où les λi représentent les dilatations prinipales et η la variable dite "ad-ditionnelle", représentant l'état d'endommagement. L'endommagement étant supposé isotrope,
η est une variable salaire. Ils supposent, pour dérire η, que et endommagement ne dissipe pasd'énergie :

∂W
∂η

= 0 (II.12)Pendant un proessus de déformation quelonque, η prend deux états : il est soit inatif η = 1,soit atif 0 ≤ η < 1, et dans e as η dépend de la déformation via l'equation II.12.OGDEN et ROXBURGH [1999b℄ optent pour un modèle déouplé de l'énergie de déformationtel que :
W(λ1,λ2,η) = ηW̃(λ1,λ2) + φ(η) ave φ(1) = 0 (II.13)Cette ériture permet :� quand η = 1, de dérire la montée en harge, uniquement à partir de l'énergie de déforma-tion d'un matériau non endommagé W̃(λ1,λ2),� quand η = 0, de déterminer la déformation résiduelle. φ(0) est l'énergie résiduelle (non re-ouvrable) qui peut-être interprétée omme étant l'énergie néessaire à un endommagementdu matériau.



42 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresLa forme de η est hoisie, en aord ave le modèle phénoménologique développé, dépendanted'une énergie de déformation maximale. Ce modèle étant basé sur une approhe énergétique, ilest valable dans le as d'essais plus omplexes tri-dimentionnels, mais il reste disutable, notam-ment, vis-à-vis de l'hypothèse de non dissipation lors de la déharge.DORFMANN et OGDEN [2004℄ ont amélioré e modèle, en y introduisant de l'anisotropiepar le biais de deux variables additionelles η1 et η2.
η1 permet de dérire l'adouissement de la réponse, ave 0 < η1 ≤ 1, et η2 tient ompte del'aumulation de déformations résiduelles, ave 0 ≤ η2 ≤ 1.Le matériau testé en tration simple est toujours inompressible et initialement isotrope. L'éner-gie de déformation pseudo-élastique utilisée est de la forme suivante :

W̃ (λ,η1,η2) = η1W̃0(λ) + (1 − η2)Ñ (λ) + φ1(η1) + φ2(η2) (II.14)En suivant une démarhe similaire à elle de OGDEN et ROXBURGH [1999a℄, ils arriventà des formes spéi�ques des variables η1 et η2, qui prennent la valeur unité durant la premièremontée en harge, puis qui déroissent, lors de la première déharge, de façon monotone etdépendante de λ, jusqu'à une valeur η1min pour η1 et 0 pour η2 :
η1 = 1 − 1

r
tanh[Wm − W̃0(λ)

µm

] (II.15)
η2 = tanh[(W̃0(λ)

Wm

)α(Wm)
]
/tanh(1) (II.16)où W̃m et W0(λ) sont respetivement la valeur de l'énergie pour la déformation maximale et lafontion d'énergie de déformation non endommagée (lors de la première montée en harge). r, met µ sont des paramètres matériaux.La fontion Ñ(λ) est intégrée au modèle pour dérire le aratère anisotrope de la réponse, unefois l'endommagement apparu. Cet endommagement entraîne des déformations résiduelles quiinduisent, à leur tour, l'apparition de diretions privilégiées dans la matériau et don d'anisotropieinduite.Ces modèles, basés sur la théorie de la pseudo-élastiité, ouplés à des lois de omportement età des lois omplémentaires déoulant de la méanique des milieux ontinus ont donné de bonnessimilitudes vis à vis d'essais expérimentaux. Cependant es modèles restent thermodynamique-ment disutables, du fait des hypothèses émises sur la non dissipation de l'endommagement.



II.1. L'E�et Mullins 43II.1.2.b Les modèles miro-physiquement motivésCes modèles de omportement dérits à partir d'énergie libre spéi�que sont la généralisationdes modèles miro-physiquement motivés présentés dans le hapitre � I.3.2, et plus partiulière-ment des modèles non gaussiens tels que les ont dérits James & Guth, ARRUDA et BOYCE[1993℄. Deux types de modèles, basés sur deux desriptions di�érentes de l'e�et Mullins, existentdans la littérature.
•Modèles de type GOVINDJEE et SIMO [1991℄Les premiers modèles, initiés par GOVINDJEE et SIMO [1991℄, déoulent de l'hypothèsequ'il existe deux sortes de haines marosopiques au sein d'un élastomère hargé : les haînesdites "p-p" qui relient deux partiules entres-elles et les autres dites "-". L'idée est que leshaines "p-p" (dont l'énergie d'intération est la plus faible) s'étirent jusqu'à se rompre sousl'ation d'une déformation, se retrouvant ainsi "libres", et �nalement omptabilisées parmis leshaînes "-". Les auteurs traitent e problème par une tehnique d'homogénéïsation en volume.L'étude d'un volume élémentaire représentatif d'un matériau hargé, dans lequel les inlusionssont supposées rigides, a amené les auteurs à établir une expression de l'énergie globale, fon-tion de la fration volumique de harge νp, des dilatations prinipales λi et d'un maximum dedéformation sur l'histoire du matériau, µmax, de la forme suivante :

ψ(λi) = (1 − νp)
[
ψcc(〈λi〉mX) + ψpp(〈λi〉mX ,µmax)

] (II.17)où < . >mX est la moyenne volumique standard sur la matrie.L'endommagement dû à l'e�et mullins est uniquement pris en ompte dans l'énergie de défor-mation des haînes "p-p". Le modèle se trouve ainsi dérit de la façon suivante :
Wpp(< λA >

m
X ,µmax) =

Npp

3

3∑

A=1

∫∫

AX

P (n,R)w(n,< λA >
m
XR)dRdn (II.18)où Npp représente le nombre de haînes "p-p" par unité de volume de la matrie, P (n,R) est laprobabilité de trouver, dans un volume élémentaire, une haîne onstituée de n monomères delongueur R et AX =

{
(n,R)|na > µmaxR

} pour a la longueur de Kühn statistique d'une unitéde monomère.La densité d'énergie de déformation w(n,< λi >
m
XR) et l'énergie des haînes "-", ψcc, peuventêtre dérites par des modèles statistiques de type 3 haînes, que nous avons vu dans la partie� I.3.2.L'endommagement apparaît pour µ (maximum de la déformation atuelle) et µmax remplissantles onditions de Kühn-Tuker. Les omparaisons entre simulations et expérienes ont donnéde bonnes onordanes pour un nombre réduit de yles (2 yles) sur des essais uniaxiaux.



44 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresGOKTEPE et MIEHE [2005℄ ont étendu le modèle de GOVINDJEE et SIMO [1991℄ àun modèle d'endommagement anisotrope par homogénéisation numérique sur des miro-sphèresunités. Pour e faire, ils dé�nissent un ensemble de variables d'endommagement marosopiquesanisotropes, D := {d(−→r ,t)}. d(−→r ,t) est l'endommagement d'une haîne, assimilable à une va-riable d'endommagement basée sur la théorie de l'endommagement ontinu, repérée par le veteurd'orientation −→r et dont l'évolution est fontion d'une énergie de déformation normalisée de ettehaîne ϕ(λ) :
Ḋ =




ϕ̇(λ) pour ϕ = ϕ(λ,d) et ϕ̇ > 0

0 sinon (II.19)ave ϕ(λ) = λppr L
−1(λppr ) + ln( L

−1(λppr )Sinh(L−1(λppr ))

) où λppr =
λ√
NppL'énergie libre mirosopique (en terme d'homogénéisation) des haînes p-p : ψpp, dépend del'énergie libre normalisée ϕ(λ) et de l'endommagement d(−→r ,t), de la façon suivante :

ψpp(ϕ(λ),d) = kTNpp

∫ ϕ(λ)

0
ξ(ϕ̃(λ),d)dϕ̃(λ) + ψppd (d) (II.20)ave ξ(ϕ,d) = c1(d)
[
ϕ− c2(d)

]2
+ c3(d) (II.21)Le passage aux grandeurs marosopiques se fait par le développement d'une tehnique d'ho-mogénéisation qui respete les onditions d'orientation des di�érents réseaux mirosopiques.Ce modèle permet alors de re�éter à la fois le omportement anisotrope de l'e�et Mullins etla déformation résiduelle en tant qu'e�et induit de l'anisotropie. Il faut noter ependant que esmodèles néessitent la onnaissane de grandeurs mirosopiques, omme la fration volumiquede harge, quelques fois di�ile à obtenir.

•Modèles de type MARCKMANN et al. [2002℄MARCKMANN et al. [2002℄ font une autre interprétation du phénomène d'endommagementpar e�et Mullins, qu'ils relient à un réarrangement du réseau moléulaire. Ils supposent d'abordque les ponts de rétiulation (apparus après polymérisation) et les intérations entre haînespolymériques sont impliqués dans le proessus d'e�et Mullins. Sous l'e�et d'une solliitation,ertaines haînes vont être étirées jusqu'à leur limite d'extensibilité et vont don se rompre,induisant ainsi une augmentation du nombre moyen de monomères par haîne de polymère(noté N). Ce nombre moyen est alors dérit omme une fontion roissante du maximum dedéformations λmax vu par le matériau.



II.1. L'E�et Mullins 45Par ailleurs, du fait de la onservation de la masse (1), le nombre moyen de haînes de poly-mère par unité de volume, noté n, est une fontion déroissante de λmax.En supposant un omportement non visqueux, ils utilisent le modèle statistique à 8 haînes,développé par ARRUDA et BOYCE [1993℄, qui dépend à la fois de n et de N . La fontion
N(λmax) est hoisie à partir de résultats expérimentaux omme une fontion polynomiale dedegrés variant de 1 à 4.Ce modèle a donné de bon résultats, partiulièrement vis-à vis de l'évolution du omportement,pour di�érents taux de harges. Cependant, ni les déformations résiduelles, ni l'anisotropie induitepar e�et Mullins ne sont prises en ompte dans e modèle. Les auteurs imputent es phénomènesaux e�ets de viso-élastiité.DIANI et al. [2005℄ ont amélioré le modèle deMARCKMANN et al. [2002℄ en y introduisantles e�ets manquant. Ce modèle repose sur le fait que les diretions privilégiées ontribuant àla densité d'énergie sont des diretions matérielles qui ne suivent pas forément les diretionsprinipales de ¯̄F .En onsidèrant m haînes, onstituées de N monomères et aratérisées par leur diretion −→

ui , ladensité d'énergie de déformation s'erit de la façon suivante :
W ( ¯̄F ) =

m∑

i=1

ωi ni w(λi) ave λi = ( ¯̄F
−→
ui)t.( ¯̄F

−→
ui) (II.22)où ni dé�nit le nombre de haînes par unité de volume dans la diretion −→
ui ; w(λi) est la densitéd'énergie de déformation d'une haîne onstituée de N monomères et en�n ωi est un fateur depondération assoié à la diretion −→

ui .Ainsi l'anisotropie résulte de la distribution de l'endommagement dans les di�érentes diretionsmatérielles.En résumé, la littérature onernant la modélisation de l'e�et Mullins est largement fournie etde nombreuses études ontinuent à être menées à e jour. Nous avons essayé dans e paragraphed'en faire une synthèse pas néssairement exhaustive, a�n de s'en inspirer par le suite, dans lebut de proposer des modèles d'endommagement par fatigue en utilisant une partie des oneptsproposés.
(1). le nombre de segments de monomères par unité de volume reste onstant : Nn = cst



46 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresII.2 Endommagement sous hargement monotoneDans e paragraphe, nous nous intéressons à l'endommagement sous hargement monotone.Nous verrons, dans une première partie, omment se manifeste à l'ehelle mirosopique etendommagement dans les élastomères hargés, puis nous ballaierons quelques modèles d'endom-magement, développés dans le as de hargements monotones.II.2.1 Observations mirosopiques de l'endommagement monotoneLes études onernant l'endommagement sous hargement monotone requièrent des essaispropres à la aratérisation d'un tel phénomène. Ces essais sont réalisés en tration, isaille-ment, torsion ou même sous solliitation omposée, en uniaxiale ou biaxiale mais à solliitationroissante jusqu'à une déformation imposée ou jusqu'à rupture de l'éprouvette.Ce type d'endommagement est fortement onditionné par la présene et la qualité de harges.Suivant les types de harges, les méanismes d'endommagement sont di�erents. Trois aspetsprinipaux permettent la desrition de es phénomènes : la avitation, l'apparition et la pro-pagation de �ssures qui entrainent ainsi une variation du volume du matériau.ROBISSON [2000℄ à mis en évidene prinipalement deux types d'endommagement à oeur,dans des élastomères hargés de silie :� soit des déohésions à l'interfae entre matrie et aggrégats de silie (de taille 1µm) qui,ontrairement aux agglomérats, ont une bonne ohésion interne et une faible ohésion avela matrie.� soit des déohésions à l'intérieur des agglomérats de harges qui �nissent par disloquerl'agglomérat, réant ainsi une �ssure au sein de la matrie (f. Figure II.3).

Figure II.3 � Observations au meb des inlusions de silie dans un matériau endommagé (RO-BISSON [2000℄)



II.2. Endommagement sous hargement monotone 47Dans le as des harges de noir de arbone qui présentent une meilleure ohésion ave lamatrie, SAINTIER [2001℄ présente trois types d'endommagement, sous tration monotone :� un endommagement dans l'inlusion qui génère une rupture brutale de l'agglomérat. Une�ssure se propage dans la matrie uniquement lorsque la limite de déhirabilité du matériauest atteinte (f. Figure II.4(a)),� une �ssure au niveau d'un des p�les de la harge sans qu'il n'y ai auparavant avitation.L'autre p�le pouvant se �ssurer e qui onduit éventuellement à une rupture de la partiule,� une déohésion à l'interfae entre une harge et la matrie, au niveau des p�les, entraînantla propagation de �ssures, à partir d'un ertain seuil de déformation marosopique. Larupture de la harge est dans e as impossible, puisque plus elle-i est déollée de lamatrie moins elle est ontrainte (f. Figure II.4(b)).

PSfrag replaements (a)(b) PSfrag replaements(a) (b)Figure II.4 � Observations au meb des harges de arbone dans un matériau endommagé(SAINTIER [2001℄)À travers es observations, il semble que les méanismes mirosopiques d'endommagementsous hargement monotone soient fortement dépendant du types de harges : de leur forme, deleur ohésivité, du taux de harge, du rapport de rigidité harge/matrie...En résumé, l'endommagement sous hargement monotone est fortement onditionné par lamirostruture du matériau. Les résultats expérimentaux présentés dans le paragraphe � II.2.1ont mis en avant deux prinipaux méansimes d'endommagement :� un méanisme de "avitation" ou de "déollement" au niveau des interfaes harge/matrie,� un méanisme de "�ssuration" dans la matrie ou au sein même des inlusions.



48 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresDeux types de modèles existent pour traduire es phénomènes de avitation, dans le as d'élas-tomères hargés :� les modèles mirosopiques ou modèles loaux, basés soit sur les hamps de ontrainte auvoisinage d'une inlusion, soit sur les énergies de surfae,� les modèles globaux liés à la théorie de l'endommagement ontinu qui restent similairesaux modèles utilisés pour l'endommagement de type Mullins.Nous présentons dans une première partie les modèles loaux quali�és de semi-empiriques, puisen�n quelques modèles marosopiques d'endommagement, ouplés à des lois de omportementhyper-élastiques.II.2.2 Modèles loaux d'endommagement monotoneDans ette partie, nous développons prinipalement les méanismes d'endommagement loali-sés au niveau des interfaes tels que la avitation. Les méansimes de �ssurations sont rappelésdans la partie � II.3.3.a, en traitant des méanismes d'endommagement par fatigue.II.2.2.a Modèles basés sur des hamps loauxGENT et PARK [1984℄ ont étudié le as de l'expansion d'une avité sphérique dans un milieuélastique in�ni et ont montré l'existene d'une ontrainte ritique de rupture égale à 5/6 dumodule élastique du milieu in�ni.La présene de harges dans un matériau entraîne trivialement des onentrations de ontraintesau voisinage de elles-i. GENT et PARK [1984℄ ont montré que les ontraintes réelles deavitation, dans le as d'une inlusion sphérique de rayon a, suivait une loi de type Hall-Peth :
σc = AE +

B√
2a

(II.23)ave A et B des onstantes. Le premier terme de l'équation II.23 : AE représente la résistaned'une avité noyée dans une matrie élastomèrique (que l'on peut relier à la valeur 5E
6 ). Le seondterme indique que plus la avité est petite, plus les ontraintes néessaires à la avitation doiventêtre élevées.En grandes déformations, l'utilisation de ette loi entraîne des instabilités, onduisant à unepression ritique in�nie.GARISHIN et MOSHEV [2002℄ modélisent le omportement endommageable en grandesdéformations, d'un élastomère hargé en tration à partir d'un ritère sur la déformation d'unehaîne mirosopique.



II.2. Endommagement sous hargement monotone 49Pour e faire, ils réalisent une disrétisation physique du matériau :� un arrangement aléatoire de ellules reliées les unes aux autres par des segments aratériséspar une longueur et une résistane élastique Figure II.5(a)� haque ellule est, à son tour, modélisée par un ylindre (représentant la matrie) danslequel se trouve une sphère shématisant une inlusion, f. Figure II.5(b).

(a) Struture aléatoire après disrétisa-tion
PSfrag replaements (1) (2) (3)(b) Cellule type pour di�érents étatsFigure II.5 � Représentation de la disrétisation du modèle de GARISHIN etMOSHEV [2002℄En tenant ompte d'une ertaine porosité entre les ellules, ils dé�nissent la onentrationloale de harge par :

ϕL = 0.907
Vinclusion
Vcylindre

(II.24)L'endommagement monotone est alors modélisé en distinguant trois états de ellules :� 1er état : Interfae parfaite entre partiule et matrie. La raideur d'une haîne est donnéepar :
GL = 19.87Emr

2(
δ

r
)0.15ln( δ

r
)−0.08 (II.25)où Em représente le module d'Young de la matrie et r le rayon d'une sphère,� 2ème état : Déohésion partielle entre partiule et matrie (au niveau du point A sur FigureII.5(b)). Dans e as, le ritère d'endommagement est dé�ni en terme de déformation et laraideur d'une haîne est donnée par :

GD =
(1 − 0.97ϕ0.54

L )

(1 +
1.25ϕL

1 − ϕL/0.605
)2
GL (II.26)� 3ème état : déohésion omplète entre matrie et partiule. Cet état apparaît à partir d'unedéformation ritique εbm de haîne :



50 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresLe modèle de GARISHIN et MOSHEV [2002℄ prend en ompte l'aumulation de l'endom-magement dans le matériau, les variations de omportement méanique ainsi que les hampsd'intération entre les partiules. Il dépend ependant du nombre et de la géométrie des parti-ules et reste fortement empirique.On peut noter également les travaux réalisés par MATOUS et al. [2007℄, appliqués aux om-bustibles solides tels que des omposites à matrie élastomérique. Ils développent, à partir dela théorie de l'homogénéisation périodique, un modèle de omportement marosopique endom-mageable dont les méanismes mirosopiques d'endommagement sont essentiellement liés à desdéohesions au niveau des interfaes harge/matrie.La loi, dite de ohésion, qu'ils développent est basée sur des modèles de �ssuration progressivequi relient les e�orts ohésifs (normaux et tangentiels) de tration au niveau d'une harge, auxdéplaements (normal et tangentiel) d'ouverture. Ils arrivent alors à l'ériture d'un paramètred'endommagement qu'ils notent γ, tel que :
γ =

〈
1 −

√
( χn
χnc

)2
+
( |χt|
χtc

)2
〉

∀χn ≥ 0 (II.27)où χn et χt sont les déplaements d'ouverture normal et tangentiel au niveau de la harg et 〈.〉traduit la partie positive.Une fois que γ a dépassé la valeur initiale, γin = 0.98, γ diminue et l'interfae est onsidéréeloalement endommagée. Parallèlement à la déroissane monotone de γ, l'interfae se dégradejusqu'à e que γ atteigne la valeur nulle, dans quel as l'interfae est supposée omplètementendommagée.Il faut noter ii la déroissane du paramètre d'endommagement de γin vers 0.Ce modèle est pour le moment restritif, puisqu'il ne dérit qu'un omportement linéaire, tota-lement irreversible et qu'il n'est pas apable de rendre ompte d'un endommagement induit parun hargement en ompression.II.2.2.b Modèles basés sur des ritères énergétiquesLes ritères de avitation présentés i-dessus ne tiennent, la plupart du temps, pas ompte desénergies de rupture des liaisons matrie/partiules. Des ritères faisant intervenir des énergies desurfae sont présentés dans ette partie.GENT [1980℄ modélise la déohésion entre harge et matrie omme la roissane d'une miro-avité ou miro-�ssure pré-existante lorsque l'énergie élastique stokée dépasse l'énergie néessaireà la déohésion de la matrie. Pour la desription de e modèle, l'utilisation du ritère de Grif-fith apparaît néessaire f. � II.3.3.a. Il suppose, en premier lieu, que le miro-défaut, initiateurd'endommagement, soit inhérent à la onstitution de matériaux élastomériques hargés.
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Figure II.6 � Evolution du volume de la avitation autour d'une partiule sphériqueGENT [1980℄ distingue deux zones sur l'interfae : une zone détahée pour laquelle l'énergiede déformation est nulle et une zone ollée qui ne sera a�etée par la déohésion qu'une fois laontrainte, dans ette zone, ayant atteint la ontrainte ritique σc suivante :
σc =

√
8πEGa

6R sin(2θ)
(II.28)R est le rayon de l'inlusion, 2θ la taille de la déohésion et E le module d'Young de la matrie.Williams and Shapery (1965), suivis de Gent and Wang (1991), ont pris en ompte, dansleurs modèles, des méanismes de déhirement qui permettent d'augmenter onsidérablementette ontrainte ritique. L'expression de l'énergie devient alors omplexe puisqu'elle est reliée àdes méanismes mirosopiques de ruptures de haines.II.2.3 Modèles marosopiques d'endommagement monotone

◦ Les travaux de AUBARD et al. [2002℄AUBARD et al. [2002℄ développent un modèle de omportement hyper-élastique endomma-geable. L'hypothèse sur laquelle est basée e modèle est l'unilatéralité de l'endommagement.En e�et, lors d'un essai de ompression, les �ssures (ouvertes en tration) se referment et lesaratéristiques méaniques originelles du matériaux sont reouvrées. Pour e faire, ils déom-posent l'énergie de déformation en deux parties : une partie positive, liée aux essais de trationqui portera l'endommagement, et une partie négative pour la ompression :
W ( ¯̄E,di) = W+( ¯̄E,di) +W−( ¯̄E) (II.29)



52 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresLes variables d'endommagement di sont liées aux paramètres Ci de la densité d'énergieW hoisiesous la forme du modèle de Hart-Smith, tels que Ci = (1 − di)C
0
i .La déomposition deW ( ¯̄E,di), n'étant pas triviale, ils utlisent des onditions d'imompressibilitépour dé�nir de nouveaux invariants I+

i et I−i : les parties positives et négatives des invariants dedéformation.À partir de es nouvelles grandeurs, la loi d'état permet d'obtenir le seond tenseur de Piola-Kirhhoff ¯̄S, ainsi que les fores thermodynamiques, Yi, assoiées aux variables di tels que :
¯̄S =

∂W ( ¯̄E,di)

∂ ¯̄E
(II.30)

Yi = −∂W ( ¯̄E,di)

∂ ¯̄di
(II.31)La loi d'évolution de l'endommagement, ḋi = f(Yi), est identi�ée à partir d'essais expérimen-taux dans le as du isaillement. Les auteurs arrivent, ainsi, à une loi de la forme :





di = min

(〈√
Yi−

√
Y0√

Yc

〉
+
,1

)

Y0 et Yc paramètres matériaux (II.32)Ce modèle original prend en ompte l'aspet unilatéral du omportement des élastomères etpermet l'étude de e matériau jusqu'à des déformations de 600 à 700%.Cette approhe phénoménologique est ertes limitée, mais elle a l'avantage de néessiter peu deparamètres à identi�er.
◦ Les travaux de ANDRIEUX et al. [1997℄Ce modèle part du prinipe que la déohésion des harges au sein d'un matériau entraîneune variation de volume et don une ompressibilité induite par endommagement. Le modèlede ANDRIEUX et al. [1997℄ a été développé pour des matériaux purement hyper-élastiques,inompressibles à l'état non endommagé.Les auteurs introduisent une ondition de liaison entre la variable d'endommagement et la varia-tion de volume. Pour e faire, ils déomposent en premier lieu le gradient de la transformation

¯̄F , en une partie volumique J = det ¯̄F et une partie déviatorique ¯̄F tel que ¯̄F = J1/3 ¯̄F . L'en-dommagement est pris en ompte par l'introdution lassique d'une variable interne salaire
d : W ( ¯̄B,d) = (1 − d)W0(

¯̄B) où ¯̄B est la partie déviatorique du tenseur des déformations deCauhy-Green. La variation de volume est alors dérite par la relation suivante :
J = g(d) où J2 − [g(d)]2 = 0 (II.33)



II.2. Endommagement sous hargement monotone 53où g(d) est une fontion positive et roissante véri�ant g(d = 0) = 1.Le seond prinipe de la thermodynamique, ouplé à ette ondition de liaison, entraîne :




¯̄τ = ¯̄τs + ¯̄τd ave ¯̄τs = rJ2¯̄1 et ¯̄τd = 2(1 − d)
[ ¯̄B

∂W0(
¯̄B)

∂ ¯̄B

]

Y = Ys + Y ave Ys = rg(d)g′(d) , Y = W0(
¯̄B) , Y ḋ > 0

(II.34)ave r, un multipliateur de Lagrange.La omplexité réside ensuite en l'élaboration d'une loi d'évolution de l'endommagement. Lesauteurs montrent alors qu'une loi assoiée mène à un ouplage di�ile à surmonter numérique-ment. En onsidérant omme SIMO [1987℄ que seule la partie déviatorique de Y intervient dansl'endommagement, ils arrivent à un modèle non assoié, moins naturel, mais plus simple puisqu'ilne présente plus de problèmes numériques.Il apparaît don que l'introdution d'une variation de volume induite par l'endommagementdemande quelques préautions. Les travaux de ANDRIEUX et al. [1997℄ montrent les di�ultésà surmonter, sans aller jusqu'à la mise au point d'un modèle omplet adapté à un matériau réel.
◦ Les travaux de BIKARD [2002℄BIKARD [2002℄ propose une alternative aux modèles préédents en développant un modèle deomportement � miro-physiquement motivé � hyper-élasto-viso-plastique à variables internes,basé sur la thermodynamique des proessus irreversibles.L'endommagement y est intégré grâe un ouplage ave les déformations élasto-plastiques. L'ori-ginalité de e modèle réside prinipalement dans la prise en ompte de l'endommagement parroissane de avités uniquement, hypothèse initialement faite par ROUSSELIER [1987℄dans le as de métaux.Les méanismes élasto-plastiques sont alors divisés en une partie déviatorique, supposée inom-pressible et une partie sphérique qui aratérise l'apparition de vide autour des harges (répar-tition radiale des ontraintes autour des harges).Par l'introdution de la notion de porosité, reliée à l'apparition de avitation, l'auteur déve-loppe un modèle de omportement des élastomères hargés à ompressibilité induite parendommagement.Nous avons donné dans e hapitre une desription des méanismes de déollement sous har-gement monotone : la avitation et le déollement, ainsi que ertains modèles de omportementmirosopiques et marosopiques de es méanismes, dans le as de matériaux élastomériqueshargés.



54 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresII.3 La fatigue : endommagement sous hargement yliqueLa dernière partie de ette synthèse bibliographique onerne les méanismes d'endommage-ment par fatigue des élastomères hargés. La plupart des investigations, liées à la fatigue dematériaux élastomériques, s'est prinipalement axée vers l'étude de la durée de vie et non versl'étude de l'évolution du omportement, au fur et à mesure de l'avanée du proessus d'endom-magement au sein d'un matériau. Ces études, visant à évaluer la durée d'utilisation probabled'une piee en élastomère, ne traitent don pas spéi�quement du phénomène de fatigue et deson évolution mais de l'évaluation du nombre de yles à rupture.De la même façon que pour la desription de l'e�et Mullins et de l'endommagement sous har-gement monotone, nous donnons dans une première partie une desription des phénomènes mi-rosopiques puis marosopiques. Nous présentons, en�n, quelques modèles de omportementen fatigue qui regroupent des modèles de durée de vie, ainsi que des modèles d'évolution duomportement vis-à-vis de la fatigue.II.3.1 La fatigue à l'éhelle miro...L'étude mirosopique des méanismes d'endommagement des matériaux élastomériques har-gés est omplexe. Les tehniques expérimentales simples permettent de réaliser des observations�nes de la surfae d'une éprouvette au ours d'un essai, ou enore à oeur après " déoupage"de l'éprouvette, mais en imposant toujours l'arrêt de l'essai.Du fait de la forte dépendane des élastomères vis-à-vis du temps et de la température, l'ar-rêt d'un essai, le déplaement d'une éprouvette et son déoupage entrainent des variations deomportement qui peuvent fausser l'observation mirosopique des méanismes internes liés à lafatigue du matériau.Cependant, de nouvelles tehniques expérimentales telles que la mirosopie à balayage élé-tronique, la spétrosopie à énergie dispersive, la tomographie par rayons X où la mirotomieryogénique (pouvant réaliser des oupes parfaites d'épaisseurs de 1µm à 150µm) permettentd'observer de mieux en mieux les méanismes d'initiation d'endommagement.Lors de la fatigue uniaxiale ou multiaxiale d'un matériau hargé, les deux méanismes d'en-dommagement prinipalement mis en jeu sont les mêmes que dans le as de l'endommagementmonotone :� la déohésion, qui apparaît autour des inlusions rigides et qui laisse l'inlusion sans traede matrie (Figure II.7(a)),� et la avitation que l'on retrouve au niveau des p�les d'aggrégats (Figure II.7(b)).Ces deux phenomènes imposent alors une "oneptualisation" des zones d'interfae entre ma-trie et harges, sièges d'amorçage de �ssures qui se propagent ensuite plus ou moins rapidement,jusqu'à la rupture totale.



II.3. La fatigue : endommagement sous hargement ylique 55

(a) Déohesion autour d'un aggrégat (b) Cavitation aux p�les d'une hage desilieFigure II.7 � Observations des méanismes d'endommagement par fatigue dans un matériauhargé (SAINTIER [2001℄)SAINTIER et al. [2006℄ ont montré, dans le as de harges diverses sous hargement mul-tiaxial, que la propagation d'une �ssure (soit l'allongement d'une �ssure) de 100µm à 1mm dansla matrie se réalise lentement durant les 80 premiers pourent de la vie du matériau. On quali�ealors de rupture dutile ette première étape d'endommagement.Une desription des phenomènes de propagation de �ssures, ainsi que des faiès de rupturesont présentés dans LE CAM et al. [2004℄. Ils mettent en évidene trois zones en pointe de�ssure, qui di�èrent par leur mirostruture induite des élongations dans haque zone.Comme pour les essais monotones, le type de harges (leur dispersion, la quantité et la formede elles-i) in�ue fortement sur l'endommagement. LAKE et LINDLEY [1964℄ ont mis, parexemple, en évidene à la fois le aratère positif de l'addition de harges de noir de arbone etl'in�uene de la taille de es harges f. Figure. II.8.La nature de la matrie utilisée joue, elle aussi, sur le omportement en fatigue, f. Figure.II.8. Les matries ristallisables sous ontrainte, par exemple, donnent de meilleurs résultats enterme de durée de vie que les matries amorphes. En e�et, lors du proessus d'avanée de �ssure,des �bres ristallisées apparaissent en pointe de �ssure et ralentissent le proessus.Ces observatations mirosopiques, fruits d'expérimentations, sont les nouvelles soures d'in-terprétations et de modélisation, aujourd'hui quali�ées de "miro-méaniques". Cependant denombreuses reherhes se sont basées et se basent enore sur des observations globales dites"marosopiques" que nous traitons dans la partie suivante.
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Figure II.8 � Evolution de la propagation de �ssure pour di�érents types d'élastomères hargésplus ou moins �nement(LAKE et LINDLEY [1964℄)
II.3.2 La fatigue à l'éhelle maro...D'un point de vue global, la fatigue d'un matériau se aratérise par une diminution des pro-priétés physiques, résultat d'une propagation de �ssure. MARS [2002℄ observe lairement esévolutions à partir d'essais de torsion/isaillement sur un aouthou naturel hargé, présentéessur la Figure II.9.La question prédominante dans l'ériture d'un modèle de omportement est " quels sont lesfateurs qui in�uenent le omportement?". Pour y répondre, nous avons synthétisé les onlu-sions d'un grand nombre de ampagnes expérimentales, menées depuis une inquantaine d'années,sur la fatigue des élastomères, qui nous paraissent être les plus pertinentes, quant à la suite dee travail.
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Figure II.9 � E�et de la fatigue sur le omportement global (MARS [2002℄)
• Le type de solliitations La triaxialité des ontraintes, don la multiaxialité de la solli-itation joue un r�le primordial dans le omportement en fatigue des élastomères. LEGORJU-JAGO et BATHIAS [2002℄ ont montré l'in�uene de la pression hydrostatique en tration sur lenombre de avitations et sur leur forme. Ils mettent aussi en avant, par tomographie par rayonsX, des loalisations de l'endommagement di�érentes suivant les types de hargements. De même,MARS [2001℄ met en évidene, f. Figure II.10, l'e�et de la biaxialité de la solliitation sur ladensité d'énergie de �ssuration notée Wc.

Figure II.10 � E�et de la biaxialité sur la densité d'énergie de �ssuration (MARS [2001℄)
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• La solliitation Les essais de fatigue ylique peuvent être dérits par plusieurs paramètresdépendant les uns des autres : σmin, σmax, ∆σ, σmoy et le rapport R =

σmin
σmax

, f. figure II.3.2(MARS [2001℄).
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Figure II.11 � Les di�érents paramètres in�uents sur la fatigue� E�et des valeurs maximales : LINDLEY, LEGORJU-JAGO et BATHIAS [2002℄,MARS [2001℄ ont montré l'in�uene néfaste d'une augmentation de la ontrainte maximale,de l'énergie de déformation maximale et de la valeur maximale du taux de restitutiond'énergie (Tmax), sur le omportement en fatigue (omportement global et taux d'évolutiond'une �ssure). Le shema II.13 présente es résultats.� E�et des ontraintes minimale σmin et moyenne σmoy : Ces paramètres ont dese�ets omplexes sur la durée de vie, en fontion du type de matériau testé (ristallisable ounon, ainsi que du type de harges). Pour les matériaux ristallisables, ils ont un e�et plut�tbené�que sur la durée de vie, alors, que dans le as des matériaux non ristallisables, ese�ets peuvent être fortement négatifs.� E�et du rapport R =
σmin
σmax

: Dans le as de rapports positifs, LINDLEY a mis enavant l'in�uene positive d'une augmentation de R sur le taux d'évolution d'une �ssure quirejoint l'in�uene de σmin.
• La température : L'in�uene de la température sur la durée de vie est fortement négative,spéialement dans le as des élastomères amorphes. On peut noter, que l'augmentation de latempérature à oeur d'une éprouvette engendrée par un auto-éhau�ement, a le même e�etdégradant sur le omportement que la fatigue d'un matériau. La question de "ause ou e�et" del'in�uene de la température su le omportement se pose ii.Remarque II.1LI et al. [1995℄ ont montré que les proessus d'endommagement par fatigue et eux par veillis-sement sous température engendraient des évolutions des propriétés méaniques globales assezsimilaires mais des méanismes mirosopiques totalement di�érents. ❏
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• Les harges : ALSHUTH et ABRAHAM [2002℄ ont travaillé sur l'in�uene des harges,vis-à-vis du omportement en fatigue. Ils montrent que les mêmes ritères ne peuvent s'appliquersur des matériaux hargés et non hargés ; l'exemple d'un ritère en maximum de ontrainte estprésenté sur la Figure II.12. Pour un élastomère hargé, il semble que le nombre de ylesavant rupture dépende non seulement de σmax, mais également de tout l'intervalle de ontraintesimposées (∆σ ou σmin).

PSfrag replaements Log(σ max)
Log(N)(a) Elastomère non hargéPSfrag replaements Log(σ max) Log(N)(b) Elastomère hargéFigure II.12 � E�et de la présene de harges sur le omportement en fatigue (ALSHUTH etABRAHAM [2002℄)

• La fréquene : L'e�et de la fréquene est majoritairement observé pour les polymèresamorphes. LAKE et LINDLEY [1964℄ montrent que le taux d'évolution de �ssures, dû à lavisosité et à la fatigue (nombre de yles) sont additifs. Ils montrent de plus que pour desdéformations et des fréquenes élevées, un nouveau méanisme de �ssuration, prinipalementthermique, apparaît.En résumé, nous avons regroupé, ii, quelques éléments sueptibles de nous orienter dans laonstrution d'un modèle de omportement en fatigue. Tous les auteurs s'aordent sur le faitque l'in�uene de es fateurs apparaît de façon fortement ouplée et don di�ile à distinguer.II.3.3 Modèles de omportement en fatigueÀ partir de la onnaissane des fateurs jouant sur le omportement en fatigue, des modèlesplus ou moins omplexes ont été développés. Leur objetif est prinipalement de prédire la ruined'un matériau sous ertaines solliitations. Deux approhes de la modélisation de la fatigue desélastomères se dégagent prinipalement du panorama bibliographique :� une approhe par propagation de �ssures, qui dé�nit le nombre de yles néessaire pourqu'une �ssure pré-exisante se propage jusqu'à ruine de l'éprouvette,� une approhe par nuléation, qui néessite la onnaissane du nombre de yles pour lequelune �ssure de longueur donnée est observée.



60 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresNous développons dans ette partie es approhes puis débordons sur des modèles plus globaux,qui nous permettent de simuler le omportement d'élastomères hargés, au ours d'un pro-essus d'endommagement par fatigue. L'objetif des derniers modèles n'est plus de prédire uneloalisation ou une taille limite de �ssure, mais d'en modéliser les onséquenes marosopiques.II.3.3.a Les ritères de durée de vieLes deux modèles de durée de vie, propagation de �ssure et nuleation, vont dépendre defateurs empiriques dont nous avons fait rapidement le point dans les parties i-dessus � II.3.2.
• L'approhe par nuléationCette approhe de la durée de vie des matériaux a été initiée en 1860 par WÖHLER, dans leas des aiers et a été etendue au as des élastomères par RIVLIN et THOMAS [1953℄.La durée de vie d'une pièe, dérite à partir de ette théorie, est dé�nie omme le nombre deyles néessaire à l'apparition d'une �ssure de taille donnée.Le prinipal avantage de ette approhe est qu'elle ne néessite pas de onnaissanes préalablessur la présene de �ssures internes, mais elle impose la onnaissane du omportement en haquepoint matériel a�n de dérire les ritères uniformement.Les fateurs que nous retrouvons pour la desription d'un ritère de durée de vie sont lessuivants :� la déformation prinipale maximale (CADWELL (1940))� la densité d'énergie de déformation, qui dans ertain as est proportionnelle au taux derestitution d'énergie,� et la ontrainte prinipale maximale (ABRAHAM et al. [2005℄)Cependant la plupart des reherhes menées jusqu'en 1995 à e sujet ont montré l'inapaitéde ette théorie à dérire la fatigue des matériaux élastomères sous hargement omplexe.Des études réentes, alliant l'approhe par nuléation au adre de la méanique on�guration-nelle d'Eshelby, ont permis de faire un pas en avant quant à la modélisation de l'initiation de�ssures dans les matériaux élastomériques. C'est la as des travaux de KIENZLER et HERR-MANN [2002℄ par exemple. Cette approhe permet de tenir ompte des hétérogénéités, tellesque des miro-�ssures pré-existantes, diretement dans l'ériture des équations d'équilibre.L'idée même de ette approhe est de partir des onditions d'équilibre on�gurationnelle quitiennent ompte des défauts miro-struturaux et de dérire un ritère de fatigue diretementsur es grandeurs on�gurationnelles.L'équation d'équilibre de la Méanique des Milieux Continus, en grandes déformations, s'érit



II.3. La fatigue : endommagement sous hargement ylique 61dans le as d'un matériaux inompressible, sans fore volumique, ni variation de température :divX ¯̄π = 0 en on�guration Lagrangienne (II.35)ave ¯̄π est le premier tenseur de Piaula-Kirhhoff.Sans rentrer dans les details, l'équation d'équilibre de la MMC devient en méanique on�gura-tionnelle, l'équation on�gurationnelle suivante :divX ¯̄Σ +G = 0 ave ¯̄Σ = W ¯̄1 − ¯̄F T ¯̄π = W ¯̄1 − ¯̄C ¯̄S (II.36)où W est la densité d'énergie de déformation, ¯̄S : le seond tenseur de Piola-Kirhhoff, dansla on�guration de référene (espae physique "homogène").
¯̄Σ est le tenseur des ontraintes on�gurationnelles, noté aussi tenseur d'Eshelby et G les foreson�gurationnelles assoiées.Sur la base de e modèle, VERRON et al. [2005℄ et ANDRIYANA [2006℄ dé�nissent, àpartir de résultats expérimentaux et d'une étude sur l'interprétation des omposantes de Σ, unevariable préditrie de la fatigue Σ∗ en haque point matériel par :

Σ∗ =
∣∣ min
i=1,2,3

(
Σi , 0

)∣∣ (II.37)où Σi , i = 1,2,3 sont les ontraintes on�gurationnelles prinipales.L'hypothèse prinipale de e ritère est que, seule la tration matérielle normale à la surfaedes défauts entrainent une ouvertures. Ce modèle peut prendre en ompte à la fois le grossisse-ment des défauts et dans ertains as le retréissement.VERRON et ANDRIYANA [2007℄ améliorent e ritère en prenant en ompte l'histoiredes déformations sur un yle de hargement. Ils dé�nissent d'abord un inrément du tenseurdes ontraintes on�gurationnelles d ¯̄Σ tel que d ¯̄Σ =
d ¯̄Σ

d ¯̄C
: d ¯̄C, puis à partir de l'ériture de etinrément, ils dérivent un nouveau préditeur de durée de vie, dépendant maintenant d'unepartie endommageable du tenseur des ontraintes on�gurationnelles ¯̄Σd. Le modèle est dé�niomme suit :

Σ∗ =
∣∣ min
i=1,2,3

(
Σd
i , 0

)∣∣ (II.38)ave Σd
i les ontraintes prinipales de ¯̄Σd (valeurs propres), assoiées aux veteurs propres ~Vi

dΣi
d =




dΣi si dΣi < 0 & ~Vi.

¯̄Σ~Vi < 0

0 sinon (II.39)
¯̄Σd =

∫yled ¯̄Σd (II.40)



62 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresAinsi, quand Σ∗ > 0, le défaut roît et tourne dans un plan orthogonal aux veteurs propres ~V ∗,et si Σ∗ = 0, la tration matérielle entraîne une rédution des défauts.Ce ritère de fatigue a été testé sur di�érents as de hargement multiaxial, propotionnel ounon. Il a montré de très bons résultats en terme de modélisation de durée de vie et des résultatslegèrement moins probants quant à l'orientation de la propagation de �ssures dans le as dehargements omplexes non proportionnels.
• L'approhe par propagation de �ssureL'idée initiale de ette approhe est qu'il y a évolution de �ssures, s'il y a transformation d'uneénergie potentielle emmagasinée dans le matériau en une énergie apable de réer une �ssure dontl'aire de la surfae est donnée.Ils supposent, pour développer e modèle, qu'il y a toujours initialement présene de miro-défauts (où de miro-�ssures), qui deviennent, par la suite, les lieux d'initiation d'endommage-ment.L'évolution d'une �ssure est don dérite par une variable T , appelée Taux de restitution d'éner-gie, qui est alulée à partir de l'énergie potentielle P d'un orp �ssuré, d'une �ssure de surfaed'aire A telle que :

T = −dP
dA

(II.41)Si l'on suppose que l'energie totale d'un orps �ssuré est la somme de l'energie potentielle P etd'une énergie surfaique S, proportionnelle à la surfae libre rée par l'avanée de la �ssure telleque S = 2γA, ave γ la densité surfaique d'énergie, on obtient un ritère de �ssuration, appeléritère de Griffith de la forme :
{
T ≤ 2γ Pas de propagation
T ≥ 2γ Propagation (II.42)Ainsi une des di�ultés majeures de ette approhe est l'ériture de e taux de restitutiond'énergie qui dépend à la fois des essais réalisés, et de la forme des éprouvettes. Le as le plussimple est elui de la tration simple pour lequel, dans le as de petits défauts, on peut réaliserune fatorisation de T , de la forme : T = 2kWA, où k est une onstante de proportionnalité quidepend de la déformation et W est la densité d'énergie de déformation.La prise en ompte du taux d'évolution de �ssures, fontion du taux de restitution d'énergie,déoule des résultats expérimentaux de LAKE et LINDLEY [1965℄, présentés sur la FigureII.13.On voit ii, se dessiner di�érents régimes de omportements, dont le plus signi�atif quant àla modélisation de l'évolution de �ssure, peut-être modélisé par des lois puissanes de la forme :
dA

dN
= f(T (A,W )) = BTXmax (II.43)
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Figure II.13 � E�ets de Tmax sur le taux d'évolution d'une �ssure (× : SBR ; © : NR) (LAKEet LINDLEY [1965℄)ave B et X des paramètres matériaux.Dans le as où T peut être fatorisé en séparant la variable A, une relation direte entrela durée de vie et le fateur séparable apparaît. Dans le as de la tration simple, si on note
T = KWmaxA, on obtient en supposant que la longueur initiale de la �ssure est A0 :

dA

dN
= B(KWmaxA)X =⇒ Nfin =

1

(X − 1)

1

B(KWmax)X
1

AX−1
0

(II.44)D'autres modèles, faisant intervenir plus de paramètres (en ajoutant des dépendanes ave lerapport R = σmin
σmax par exemple) ont été développés et ont donné des résultats satisfaisants dansles as où le taux de restitution d'énergie est diretement relié à la densité d'énergie de déforma-tion. Une liste de es modèles d'évolution de �ssures est présentée dans MARS [2001℄.Ces modèles ne permettent ependant pas de prendre en ompte le as de �ssures se développantà partir de �ssures déjà orientées dans des diretions spéi�ques. C'est pourquoi, les reherhesréentes touhant à la �ssuration des élastomères sont tournées vers l'étude de la �ssuration,dans le as d'essais multiaxiaux. Nous allons dérire ertains de es modèles.MARS [2002℄ fait intervenir une densité d'énergie qu'il appelle densité d'énergie de rupture

Wc qui permet une fatorisation du taux d'énergie de déformation plus générale. A partir d'un



64 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresveteur unité ~r normal au plan de la �ssure ou du défaut, il dé�nit deux veteurs, un veteur deontrainte : ~σ tel que ~σ = ~rT ¯̄σ et un veteur d'inrément de déformation d~ε tel que d~ε = d¯̄ε~r.Ainsi, l'inrément de densité d'énergie de rupture est :
dWc = ~σ.d~ε = ~rT ¯̄σd¯̄ε~r (II.45)Le taux d'évolution de �ssures devient alors dépendant de l'orientation de la �ssure tel que :
dA

dN
= B(KWcA)X (II.46)Ce modèle qui présente de bons résultats s'applique prinipalement aux petits défauts et auxpetites déformations (qui permettent que la diretion ~r soit onstante durant un yle).SAINTIER et al. [2006℄ tiennent ompte de deux rotations distintes lors d'un essai detration/ompression - torsion :� une rotation de la ontrainte prinipale (f. Figure II.14)� une rotation matérielle répérée par la rotation d'une �ssure (spéialement en grandes dé-formations) (f. Figure II.14)

Figure II.14 � Comparaison entre l'angle de rotation de la ontrainte prinipale et l'angle derotation matérielle (SAINTIER et al. [2006℄)Dans le but de omparer es deux diretions de rotation, qui ne sont pas dé�nies dans lemême espae, ils passent par un hangement de on�guration derit par le veteur normal ~nt :
~nt =

¯̄F−T
t .~nt0

| ¯̄F−T
t .~nt0 |

tel que {
σ~nt

= ~nt.¯̄σ(t).~nt

τ~nt
=
√

|¯̄σ(t).~nt| − (~σnt)
2

(II.47)où ~nt0 est le veteur normal à la �ssure initiale.



II.3. La fatigue : endommagement sous hargement ylique 65À partir de résultats expérimentaux, pour dérire une loi d'évolution de �ssure dans le as dematériaux ristallisables où non, ils dé�nissent un préditeur qui est le maximum de la ontrainteprinipale de Cauhy. Ils dé�nissent ainsi une loi puissane pour l'évolution d'une �ssure, telleque N =
(Φeq

Φ0

)α ave :
Φeq =

Φdamage

1 + Φreinforcement
(II.48)

Φreinforcement est nul dans le as d'un matériau non ristallisable.
Φdamage = max

t∈[O;T ]
(σn).Ce modèle donne de bons résultats dans le as de hargement multiaxiaux non proportion-nels et permet, par l'utilisation d'un ritère en ontrainte, de tenir ompte d'un endommagementhydrostatique.ROBISSON [2000℄ fournit dans sa thèse un modèle de durée de vie, purement phénomè-nologique, qui s'appuie sur une large ampagne expérimentale en fatigue. Son modèle dépendde deux paramètres méaniques loaux que sont la déformation prinipale maximale Epmax etun paramètre, qu'elle appelle seond invariant d'amplitude de déformations ∆EII . Celui-i estdé�ni à partir du seond invariant du tenseur des déformations de Green-Lagrange et prendla forme suivante :

∆EII =

√
1

2
∆Eij∆Eij (II.49)ROBISSON [2000℄ note que l'ériture de ∆EII peut s'avérer déliate dans un as de hargementomplexe. Le nombre de yles à l'amorçage d'une �ssure prend la forme :

Ni = 9500 Exp(−∆EII + 0.321Epmax2 − 0.341Epmax + 0.566

0.112

) (II.50)Ce ritère a été établi à partir d'essais de torsion sur éprouvettes 'AE' et a montré son bonfontionnement dans le as d'autres types d'eprouvettes.Nous venons de donner un aperçu des modèles réents, apables de prédire les durées de vieainsi que les diretions de propagation de �ssure, pour les élastomères hargés, soumis à deshargements de plus en plus omplexes. Ces ritères ne donnent ependant pas de desriptionsimple de l'état du omportement pendant la fatigue. Les modèles que nous présentons dans lapartie suivante tentent de donner l'évolution du omportement ave la fatigue et d'en modéliserles phénomènes.



66 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresII.3.3.b Les modèles d'endommagement ontinuLa plupart des modèles présentés dans ette partie se base sur la théorie d'endommagementontinu développée par LEMAITRE et CHABOCHE [1985℄, que nous avons suintement ré-sumé au paragraphe � II.1.2.a. Cette théorie introduit une variable interne d'endommagement d,de type salaire, vetorielle ou tensorielle suivant la desription que l'on veut faire de l'endom-magement, telles qu'elle soit assoiée à une fore thermodynamique d'endommagement Y dé�niepar Y =
∂W

∂d
.

◦ Les tavaux de BO et al. [2002℄Le modèle qu'ils développent, entièrement basé sur la théorie d'endommagement ontinu dansle adre des matériaux standards généralisés, tente de dé�nir un lien entre la durée de vie enfatigue et l'amplitude de déformation. Le matériau est supposé ii, purement élastique, la densited'énergie de déformation utilisée est de type Ogden, où les déformations prises en ompte sontles parties déviatoriques des dilatations prinipales. La variable d'endommagement D est dé�nieà partir de la transformée de Legendre Fenhel du potentiel de dissipation, par Ḋ =
∂ϕ∗

∂Y
,en utilisant la un potentiel de dissipation que l'on retrouve pour traduire des endommagementsde type plastique dutile (f. LEMAITRE et CHABOCHE [1985℄) :

ϕ∗ =
S0

s0 + 1

(
−Y
S0

)s0+1 (II.51)où S0 et s0 sont des paramètres matériau.En supposant que l'évolution de l'endommagement puisse être dérite en terme de nombre deyles : Ḋ =
dD

dN
, BO et al. [2002℄ arrivent à une expression de la durée de vie en fatigue dans leas d'une tration simple qui ne nééssite que de 4 paramètres matériaux.

◦ Les travaux de CANTOURNET [2002℄Nous avons déjà présenté, dans la partie II.1.2, le modèle d'hyperélastiité ave frottementinterne de CANTOURNET [2002℄ pour modéliser le phénomène d'Effet Mullins. A�n dedérire également le omportement endommageable du même matériau, elle introduit une va-riable d'endommagement salaire D par le biais d'une loi de type "endommagement plastiquedutile" (f. LEMAITRE et CHABOCHE [1985℄).Ainsi, en ouplant ette loi au modèle hyperélastique ave frottement interne, ils obtiennentle potentiel thermodynamique et le pseudo-potentiel de dissipations, suivants :
ρ0ψ = (1 −D)

[
W1(

¯̄E) +W2(
¯̄E − ¯̄β)

]
+

1

2
C ¯̄α : ¯̄α+G(r) (II.52)

F = f( ¯̄S2,
¯̄X,R,D) + Fx(

¯̄X) + FD(Y,D) (II.53)ave FD =
A

a+ 1

(
Y

A

)a+1 1

1 −D
(II.54)ave A et a des paramètres matériaux.



II.3. La fatigue : endommagement sous hargement ylique 67En appliquant la règle de normalité au pseudo-potentiel FD, ils arrivent à la loi d'évolutionde l'endommagement suivante :
Ḋ =

(
Y

A

)a
β̇cum (II.55)ave βcum, le taux de glissement umulé.En onsidérant un essai de tration simple, à élongation à rupture noté λR, ils estiment numéri-quement l'endommagement ritique d'amorçage de �ssures, Dc, par :

Dc =
8
√

3C20

CxAa

(
1 − 24C20

Cx + 24C20

)∫ λR

λ0

(
W1(λ) +W2(λ)

)a
(λ)dλ (II.56)où λ0 est l'élongation à partir de laquelle l'endommagement apparaît.De même, à partir d'essais experimentaux, ils identi�ent une formule donnant le nombre de ylesà rupture, notée NR par :

NR =
Dc
δD
δN

(II.57)Cette formule donne des résultats satisfaisants en fatigue et sous hargement monotone, sur uneplage de nombres de yles allant de 1 à 107.
◦ Les travaux de DESMORAT et al. [2007℄DESMORAT et al. [2007℄ développent un modèle d'endommagement isotrope en petites dé-formations, pour les matériaux hargés, qui tient ompte de deux éhelles matérielles :� l'éhelle mésosopique dite du Volume Elémentaire Représentatif (la matrie), dont le om-portement est supposé thermo-élastique,� et l'ehelle mirosopique des défauts (ou harges), modélisée par un omportement thermo-élasto-plastique à érouissage linéaire inématique, ouplé à un endommagement plastiqueontinu de type PragerDeux points importants sont à noter :� les auteurs tiennent ompte de la non-symmétrie de l'endommagement, elui-i évolue ainsiplus douement en ompression qu'en tration,� ils introduisent un seuil d'endommagement en densité d'énergie emmagasinée par érouis-sage, noté ωµsPour �nir, ils supposent aussi que l'endommagement est onstant par yle et que la triaxialitédes ontraintes à l'ehelle mirosopique est onstante, égale à son maximum au ours d'uneharge ou d'une déharge.Le passage de l'éhelle mirosopique à l'ehelle marosopique se fait par une loi de loalisationde Eshlby-Kröner qui utilise les paramètres a et b de la déomposition du tenseur d'Eshelbysuivante : {

¯̄Σ : ¯̄1 = a¯̄1
¯̄Σ : ¯̄xD = b¯̄xD

(II.58)



68 Chapitre II. L'endommagement des élastomèresAinsi ils peuvent dé�nir un nombre de yles à partir duquel il y a endommagement, ainsi qu'unnombre de yles à rupture, dé�ni pour une valeur ritique de l'endommagement Dc, qui estintroduit omme un paramètre matériau.Les modèles i-dessus fournissent des approhes di�érentes de l'ériture de la loi d'évolutionde l'endommagement, dans le adre de la théorie d'endommagement ontinu. Ces modèles serestreignent souvent à des hargements uniaxiaux et à des omportements non dissipatifs, alorsqu'on a vu dans le premier hapitre, que les élastomères sont à la fois hyperélastiques, visqueux etmême plastiques. Tous es omportements devraient être pris en ompte pour le développementde modèles plus omplets.II.4 Synthèse de es observations et modèles d'endommagementNous avons vu dans e hapitre la omplexité des phénomènes d'endommagement dans lesélastomères. L'e�et Mullins, l'apparition de �ssures et leur propagation, la avitation, sont desphénomènes di�iles à étudier sans même évoquer leurs ations ouplées sur le matériau.De nombreux auteurs se sont penhés sur es phénomènes pour prédire le omportement desélastomères. Des méthodes miro-physiques (qui s'appuient sur des onstatations mirosopiques)et phénoménologiques ont ainsi été développées. Nous avons vu que la modélisation de l'e�etMullins donne de bons résultats via les deux appohes. D'autres phénomènes ne sont modélisés,pour le moment que grâe à des modèles phénoménologiques loaux, inspirés d'essais réels. Laavitation, par exemple, reste un phénomène assez di�ile à prédire, et peu étudié dans leas des élastomères hargés. Les ritères de rupture par propagation de �ssure ommenentà dépasser le stade phénoménologique et donnent des résultats de plus en plus probant, sousdes onditions de hargements omplexes, notament grâe aux travaux de MARS [2001℄ etVERRON et ANDRIYANA [2007℄. Les modèles phénoménologiques restent ependant limitésintrinséquement par l'étendue de la ampagne d'essais qui leur a servi de base et peinent àombiner les di�érents essais.L'approhe miro-physique est, de e point de vue, la plus intéressante, aussi bien au niveaudu développement des modèles que des résultats. En ontre partie, elle est di�ile à mettre en÷uvre pour un matériau présentant une struture mirosopique omplexe et un omportementfortement dépendant de l'environnement, omme les élastomères. Nous avons vu que le modèled'e�et Mullins de GOVINDJEE et SIMO [1991, 1992℄ néessite beauoup d'hypothèses sur lamiro-struture du matériau.C'est pourquoi nous omptons nous positionner entre l'approhe phénomènologique et miro-physiquement motivée dans ette étude.



CHAPITRE III
Campagne expérimentale
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ous présentons dans e hapitre les résultats d'essais expérimentaux réa-lisés sur des éprouvettes de type haltère de tration et de double isaille-ment, en matériau élastomère VHDS E1029, fournies par la soiété Paul-stra. Dans un premier temps, nous ferons un rappel des résultats préédemmentobtenus, onernant l'évolution du omportement du matériau non endommagé vis-à-vis de la déformation, la vitesse de solliitation et de la température. Nous dérivonsensuite les deux ampagnes expérimentales de fatigue (en tration et en isaillement)réalisées pour la présente étude. Une méthodologie originale bien préise est établiepour la réalisation des essais : dans un premier temps, les éprouvettes sont soumisesà des essais de fatigue ylique pour di�érentes on�gurations (amplitudes statiqueset dynamiques, fréquenes) et à divers niveaux de fatigue (nombres de yles), puisaprès haque étape de fatigue, des essais de aratérisation sont réalisés sur es mêmeséprouvettes.Une analyse des ourbes de aratérisation met en évidene l'in�uene de la fatiguesur le omportement du matériau.������� oOo �������
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III.1 Bilan des travaux antérieursDans ette partie, nous allons présenter les résultats de la ampagne expérimentale réaliséelors des travaux de thèse de MARTINEZ [2005℄, qui préédent la présente étude. Nous nousonsarons prinipalement ii aux travaux les plus pertinents vis-à-vis de la suite de l'étude.Cette ampagne a été réalisée sur des élastomères siliones VHDS E1029 hargés de silie, enisaillement et en tration. L'objetif de es rappels est de poser les bases du omportement de ematériau sans endommagement. Nous verrons ainsi omment in�uent l'amplitude et la vitessede solliitation, ainsi que la température sur le omportement du matériau. L'e�et Mullins, quantà lui, est mis en avant par le biais des ourbes expérimentales.III.1.1 E�et MullinsLe matériau d'étude présente un fort assouplissement dû à l'E�et Mullins, phénomène méa-nique que nous avons présenté au paragraphe � II.1.Les ourbes III.1(a), III.1(b) présentent et assouplissement sur notre matériau d'étude. Il estlairement présent dans les essais de montée en harge (a) et durant une vingtaine de yles (b).
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(b) Tration ylique ave εmax progréssif.Figure III.1 � Observation de l'e�et Mullins à travers des essais de tration uniaxiale.III.1.2 Dépendane du omportement ave la solliitationNous présentons dans ette partie uniquement la synthèse des résultats de double isaillementd'essais triangulaires. Les onlusions sur le omportement sont les mêmes dans le as d'essaisyliques sinusoïdaux et d'essais de tration (toutes les ourbes sont dans MARTINEZ [2005℄).



72 Chapitre III. Campagne expérimentaleL'analyse des résultats pourra être faite sur les ourbes elles-mêmes et sur deux grandeurs :� la raideur globale Υ, aratéristique de l'élastiité,� l'énergie non libérée au our d'un yle Φ/yle (1). Cette grandeur est aratéristique del'amortissement d'un système et s'érit Φ/yle =

∫yleσ(ε)dε
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(b) Energie non libérée, Φ/yle.Figure III.2 � Présentation des grandeurs aratéristiques d'un essai ylique stabilisé.III.1.2.a In�uene de l'amplitude de solliitationÀ partir d'essais expérimentaux réalisés pour di�érentes amplitudes de solliitation, troisonstations peuvent être faites :� assouplissement du omportement suivant l'amplitude de déformation (f. Figure III.3(a))� augmentation de la dissipation ave l'amplitude de déformation (f. Figure III.3(b))� ampli�ation de es observations pour une baisse de température (f. Figure III.3)
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45  0.5

 -55C 
 -40C 
 -25C 
 25C 
 40C 
 70C 

PSfragreplaements-55C-40C-25C25C40C70C
Raideur(MPa)

Dissipation

Déformation

Déformation

(a) Raideur globale.  0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 500

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45  0.5

 -55C 
 -40C 
 -25C 
 25C 
 40C 
 70C 

PSfragreplaements-55C-40C-25C25C40C70CRaideur(MPa)
Dissipation(kJ.m−

3
)

Déformation

Déformation

(b) Dissipation globale.Figure III.3 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant l'amplitude de déformationpour une vitesse de isaillement γ̇ = ±0.3s−1 (γ = ¯̄F12), réalisés à di�érentes températures.(1). Cette énergie non libérée Φ/yle inlut la dissipation interne et l'énergie stokée, qui peut être bloquée àl'intérieur du matériau puis dissipée par des méanismes d'endommagement, par exemple.



III.1. Bilan des travaux antérieurs 73III.1.2.b In�uene de la vitesse de solliitationÀ partir d'essais expérimentaux réalisés pour di�érentes amplitudes de solliitation, troisonstations peuvent être faites :� rigidi�ation du omportement global suivant le taux de déformation (f. Figure III.4(a))� augmentation de la dissipation globale ave le taux de déformation (f. Figure III.4(b))� les allures non linéaires de es ourbes s'atténuent ave la température (f. Figure III.4)
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(b) Dissipation globale.Figure III.4 � Evolution de la raideur et de la dissipation lors d'un essai DC, suivant la vitessede déformation tels que γmax = 50% (γ = ¯̄F12), réalisés à di�érentes températures.III.1.3 In�uene de la TempératureNous avons dejà mis en évidene, sur les ourbes préédentes, qu'une évolution de la tempé-rature entraîne une évolution ou une aentuation du omportement. Sur les essais de relaxation,une diminution de température va engendrer une augmentation du taux de relaxation, intensi�éepour des températures inférieures à −25oC, f. Figure III.5.
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74 Chapitre III. Campagne expérimentaleSur les essais yliques, une augmentation de température engendre :� une diminution de la raideur globale : un assouplissement, f. Figure III.6(a)� une diminution de la dissipation globale qui est fortement aentuée pour les grandesamplitudes de solliitation, f. Figure III.6(b).
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(b) Dissipation globale.Figure III.6 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la température tels que γ̇ =

±10s−1 réalisés à di�érentes amplitudes de déformation.Toutes es évolutions sont globalement onnues dans le as des élastomères hargés. La plagede températures testées ii a permis d'élargir les onnaissanes du omportement marosopique.La suite de e hapitre sera onsarée à l'étude expérimentale en fatigue du même matériau, surdes plages d'amplitudes et de fréquenes de solliitations à peu près identiques sans analyserl'in�uene de la température.III.2 Présentation des essais de fatigueL'objetif de ette ampagne expérimentale est d'obtenir l'évolution du omportement del'élastomère silione hargé de silie VHDS E1029 vis-à-vis de la fatigue. Pour e faire, desessais de fatigue ylique en tration et en double isaillement, ont été réalisés pour di�érentesamplitudes, di�érentes fréquenes. Seule l'évolution de la température n'a pas été étudiée iimalgrè le fort ouplage qu'il existe entre endommagement par fatigue et température. Des ob-servations futures seront réalisées pour mettre en avant e phénomène.Nous développons d'abord suintement les moyens expérimentaux en termes de mahines d'es-sais et d'éprouvettes mis en oeuvre dans ette ampagne, puis nous exposons les divers essaisréalisés en insistant sur l'ordre hronologique des essais de aratérisation (utilisés pour l'identi-�ation des paramètres du modèle de omportement) par rapport aux essais de fatigue.



III.2. Présentation des essais de fatigue 75III.2.1 Moyens expérimentauxIII.2.1.a Les éprouvettesNous rappelons ii que le matériau d'étude est un élastomère à matrie silione hargé desilie, utilisé, entre autre, pour la fabriation des amortisseurs de fréquene.Deux types d'éprouvettes sont testés :� des éprouvettes de tration haltère H2 normalisées, telles que les dimensions de la zoneutile sont présentées sur la Figure III.7.
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76 Chapitre III. Campagne expérimentaleLa ampagne d'essais de isaillement a été réalisée au Laboratoire de Méanique et d'Aous-tique de Marseille sur une mahine dynamique MTS-Model 322.21, voir la photo III.2.1.b. Leapteur d'e�ort utilisé a une apaité de 100kN. Tous les essais sont pilotés en déplaement deverrin, à di�érentes fréquenes dont les plages d'utilisation dépendent fortement de l'amplitudedes déplaements hoisis.Cette mahine est de plus équipée d'une eneinte thermique de type CET que l'on peut observersur la photo III.2.1.b.

PSfrag replaementsElastomereArmatureFigure III.9 � Mahine d'essai ave eneinte thermiqueLes résultats des essais réalisés pendant es ampagne sont présentés le plus souvent sous formede ourbes d'hystérésis : ontrainte en fontion de la déformation. Les grandeurs utilisées sontprésentées dans le tableau III.1.Essai Déformation ContrainteTration ¯̄F11 − 1 = ε ¯̄π11Double-Cisaillement ¯̄F12 = γ ¯̄π12Tableau III.1 � Grandeurs présentées pour l'analyse des essais expérimentaux.



III.2. Présentation des essais de fatigue 77III.2.1. Essais préliminaires
� Répétitivités du omportement des éprouvettesNous avons débuté ette ampagne expérimentale par l'observation de la répétitivité du om-portement des éprouvettes en tration et en isaillement.Dans le as des essais de tration, nous avons onstaté une dispersion de omportement allantjusqu'à 10%, mais qui s'estompe ave l'augmentation de l'amplitude des déformations subie parle matériau. Les ourbes Figure III.10 présentent les réponses à un essai de relaxation (aprèsfatigue à 25% et à 100%) sur 3 éprouvettes di�érentes, mais ayant subies le même nombre deyles de fatigue (ii 1000 yles). Par onséquent, pour aratériser le omportement du matériauen tration, nous travaillerons à partir d'un omportement moyen, tout en sahant qu'il peut yavoir des e�ets de dispertion.
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� Élimination de l'E�et MullinsDans la ampagne de isaillement, toutes les éprouvettes ont, au préalable, subi 20 ylesd'adouissement, 'est à dire 20 yles à une déformation largement supérieure à elle quesubira le matériau tout au long de son histoire. Nous avons hoisi arbitrairement de réaliser es20 yles à 150% de déformation et à 0,5Hz. Cei permet de palier à l'e�et Mullins, importantdans es éprouvettes hargées, omme nous l'avons présenté sur les �gures III.1(a) et III.1(b) duparagraphe � III.1.1.A priori, une fois l'éprouvette assouplit, le omportement est stabilisé, le phénomène d'adouis-sement ylique n'intervient plus dans le omportement du matériau.
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80 Chapitre III. Campagne expérimentaleAinsi, les essais de aratérisation qu'ont subis les éprouvettes fatiguées se omposent de :� 10 yles à amplitude maximale de 15% pour les éprouvettes fatiguées à 25±25%, 50±50%et 100±100% et à amplitude maximale de 60% pour les éprouvettes fatiguées à 150±150%,en gardant la ontrainte toujours positive telle que sur la Figure III.13,� suivis d'un essai de relaxation à 15% ou 60% de déformation.
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82 Chapitre III. Campagne expérimentaleIII.2.3.a Fatigue des éprouvettesCette première étape a pour but d'endommager des éprouvettes à di�érents niveaux de fa-tigue. Nous faisons ainsi subir aux éprouvettes des essais yliques à diverses on�gurations :� Amplitudes statiques (ou pré-déformations) : 0 et 12.5%� Amplitudes dynamiques : 12,5%, 25% et 50%� Fréquenes : 6Hz et 15Hzet à di�érentes étapes de fatigue, 'est-à-dire pour di�érents nombres de yles : 1000, 30000,70000, 100000, 150000, 200000, 300000 ...Tous les essais sont réalisés dans l'eneinte adiabatique �xée à 25oC.Les résultats que nous avons obtenus à partir de es essais de fatigue dépendent fortementde la on�guration d'essais :� les essais à 12,5% d'amplitude dynamique, à 6Hz et 15Hz, ne présentent pas d'endom-magement même après 1 million de yles mais on observe une legère rigidi�ation duomportement f. Figure III.16,
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(d) Endommagement à 15HzFigure III.17 � Courbes de fatigue, en isaillement, à 25% d'amplitude dynamique (ave et sanspré-déformation) à 6Hz et 15Hz.
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84 Chapitre III. Campagne expérimentaleSur es éprouvettes endommagées, nous avons réalisé de simples lihés marosopiques duménisque. Ces observations ont permis de mettre en évidene deux types d'endommagement :� une propagation de �ssure, observée dans le as d'eprouvettes endommagées mais non rui-nées (on�guration de fatigue à 25% et 12,5+25%) sur les Figure III.19, et sur les éprou-vettes solliitées jusqu'au déollement élastomère/armature : Figure III.20(a) et III.20(b).� un arrahemenent du matériau qui semble apparaître en présene de gros défauts.

Figure III.19 � Fissures en fond de ménisque sur éprouvettes fatiguées non déollées

Figure III.20 � Fissures en fond de ménisque sur éprouvettes fatiguées jusqu'au déollementÀ la vue de es lihés, deux remarques sur la loalisation de l'endommagement sont apportées :� les �ssures se propagent obliquement du entre du ménisque vers l'armature entrale� l'endommagement apparaît, dans 80% des as, du même �té de l'éprouvette (�té où l'ar-mature entrale est la plus longue) f. Figure III.21Nous sommes amenés à penser qu'une partie de ette la loalisation de l'endommagementest induite par le montage expérimental. Nous présentons, sur la Figure III.21, un sh�éma dumontage qui met en avant la présene de onentrations de ontraintes supplémentaires au niveaude l'armature entrale.
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86 Chapitre III. Campagne expérimentaleQuelqu'en soient les auses, ette variation de température lors des essais de fatigue prouvela néessité de aratériser le matériau après refroidissement des éprouvettes et sur des essais àfaible nombre de yles.Ainsi pour permettre e refroidissement de manière non brutale, après haque étape de fatigue,les éprouvettes reposent deux à trois jours à température ambiante avant d'être soumises à unpannel d'essais que nous appelons "essais de aratérisation". Ce repos nous permet de réaliseres essais sur un matériau stabilisé et dont la température à oeur est d'environ 25oC.III.2.3.b Essais de aratérisationAprès haque étape de fatigue, et une fois le repos de deux à trois journées réalisé, leséprouvettes fatiguées sont soumises à inq essais aratéristiques :� 3 essais triangulaires à amplitudes progressives, à di�érentes vitesses de solliitation (0.1s−1,
1s−1 et 10s−1) Figure. III.23 (a),� 1 essai de harge/déharge quasi-statique à amplitudes progressives, Figure. III.23. (b)� 1 essai de relaxation à amplitudes progressives, Figure. III.23 (),
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III.2. Présentation des essais de fatigue 87C'est à partir des réponses aux essais aratéristiques que nous réalisons à la fois les analysesexpérimentales présentées dans la partie suivante, et les identi�ations des paramètres des mo-dèles de omportement développés dans ette étude et exposés dans le hapitre IV.Les réponses que nous obtenons font ressortir les même phénomènes que les ourbes de fatiguemais de façon plus nette. Nous présentons, sur la Figure III.24, les réponses aux inq essais a-ratéristiques pour di�érents nombres de yles de la on�guration à 15Hz, sans prédéformationà 25% d'amplitude dynamique. Ces ourbes mettent en évidene deux phénomènes liés à l'en-dommagement : l'assouplissement global du matériau ainsi qu'une diminution de la dissipation.Toutes les ourbes obtenues sont présentées en Annexe C.
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88 Chapitre III. Campagne expérimentaleIII.3 Analyse des résultats expérimentauxIII.3.1 Remarque généraleÀ la vue des résultats expérimentaux présentés i-dessus, nos premières remarques portent surle hoix des éprouvettes et du matériau.La ampagne en tration met en avant les di�ultés expérimentales qui subviennent lors d'es-sais sur éprouvettes en élastomère de type haltère, spéialement dûes à l'apparition de grandesdéformations résiduelles dont il faut absolument tenir ompte pour aratériser un omportement.De plus, l'utilisation d'élastomères à matrie silione, matériaux à faible propriété d'adhé-sion, sous forme d'éprouvettes de double isaillement (dont les ouhes d'élastomères sont enontat ave 2 armatures en aluminium) ne semble pas la plus pertinente pour l'étude du om-portement en fatigue. La aratérisation de la fatigue en isaillement n'est don pas réellementbasée sur un omportement homogène dans l'éprouvette. Elle tend, dans les as extrèmes età partir d'un ertain nombre de yles, vers la aratérisation du omportement des interfaesélastomères/armatures.Cette dernière remarque permet ainsi de justi�er la rapidité de la déohésion au niveau desinterfaes et de la propagation de �ssures, dans le as des on�gurations les plus sévères (on�gu-rations à amplitude dynamique de 50%) pour lesquelles les interfaes sont fortement solliiteés.Nous présentons sur la �gure figure III.25, ertains yles de fatigue à amplitude statique de
50% sans pré-déformation réalisés à 6Hz. Nous onstatons sur es essais trois phénomènes :� d'abord un omportement stable sans endommagement entre 10000 et 30000 yles,� un endommagement que nous quali�ons de global qui apparaît entre 30000 et 32000 yles,� et en�n une hute brutale du omportement qui émane d'un fort endommagement del'interfae avant rupture de elle-i.
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Figure III.25 � Evolution du omportement en isaillement lors des essais fatigue à 50%, 6Hz.



III.3. Analyse des résultats expérimentaux 89Avant toute analyse de es résultats, il faut noter l'importane du ouplage qui intervient lorsde es essais à grandes déformations, entre les e�ets d'endommagement et les e�ets thermiques.Celui-i ne permet pas une aratérisation des phénomènes propres à l'endommagement puisqueles e�ets thermiques in�uenent à la fois le omportement du matériau mais aussi les propriétésd'interfae entre élastomère et armature. Ainsi, dans le but de ne pas oupler un trop grandnombre de phénomènes, nous n'allons pas plus loin dans l'étude de l'in�uene de la fatigue àamplitude dynamique de 50% sur les éprouvettes de double isaillement.III.3.2 Evolution des essais aratéristiques de isaillementIII.3.2.a Con�guration de fatigue à amplitude dynamique de 12,5%Tous les essais que nous avons réalisés à amplitude dynamique de 12,5% ont permis de mettreen évidene uniquement le phénomène de rigidi�ation du omportement. Nous présentons lesréponses obtenues sur les Figure III.26 et Figure III.27.
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(b) Amplitude 12,5 ± 12,5%Figure III.26 � Réponses de la on�guration de isaillement, fatiguée à 6Hz.
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90 Chapitre III. Campagne expérimentaleL'endommagement subi par les éprouvettes pour les on�gurations à 12,5% d'amplitude dy-namique ne paraît pas assez onséquent pour être visible sur le omportement global. Une dé-formation dynamique de 12,5% semble alors faiblement endommageante pour es matériaux.Ces résultats permettent néanmoins de fournir un seuil d'utilisation, en terme de nombre deyles, en-dessous duquel le matériau n'est pas endommagé.III.3.2.b Con�guration de fatigue à amplitude dynamique de 25%

• Essais à 15HzLes essais de fatigue réalisés à amplitude dynamique de 25% ave et sans pré-déformation à
15Hz présentent deux phénomènes :� une rigidi�ation globale du matériau (Figure III.28(a) et Figure III.29(a)),� puis à partir d'un ertain nombre de yles, un assouplissement de la réponse globale del'éprouvette (Figure III.28(b) et Figure III.29(b)).
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(b) EndommagementFigure III.28 � Réponses de la on�guration de isaillement fatiguée à 15Hz et à ±25%
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(b) EndommagementFigure III.29 � Réponses de la on�guration de isaillement, fatiguée à 15Hz et à 12,5 ± 25%



III.3. Analyse des résultats expérimentaux 91
• Essais à 6HzLes ourbes que nous obtenons pour les on�gurations de fatigue à 6Hz mettent en avant lesmêmes phénomènes que les on�gurations à 15Hz, soit une rigidi�ation, que l'on présente sur lesFigure III.30(a) et Figure III.31(a), suivie d'un assouplissement du omportement : FigureIII.30(a) et Figure III.31(b).
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(b) EndommagementFigure III.30 � Réponses de la on�guration de isaillement, fatiguée à 6Hz à ±25%
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(b) EndommagementFigure III.31 � Réponses de la on�guration de isaillement, fatiguée à 6Hz et à 12,5 ± 25%Le phénomène de rigidi�ation, que nous retrouvons aussi en tration, peut être lié à un phéno-mène de vieillissement thermique. Le relevé de températures sur l'éprouvette que nous présentonssur la figure III.22(a) montre une augmentation importante de la température en surfae, lais-sant supposer un éhau�ement largement plus important à oeur. Selon ertain auteurs tels quePARK et al. [2000℄ et DELORS-JUSTIN et al. [1999℄, e vieillissement thermique peut agirparallèlement à un méanisme d'oxydation. Une ompétition entre es deux phénomènes entraînealors une augmentation de la rétiulation, ainsi qu'une rigidi�ation globale du matériau.



92 Chapitre III. Campagne expérimentaleOn suppose alors que et e�et de vieillissement thermique se ombine à l'e�et d'endomma-gement par fatigue. Au début des essais de fatigue, il semble que e soit le vieillissement quirégisse le omportement global du matériau. À partir d'un ertain niveau d'endommagement, labalane s'inverse et l'endommagement devient visible au niveau du omportement global.L'étude que nous menons traîtant essentiellement d'endommagement, nous laissons de �té, pourle moment, l'étude de la rigidi�ation.III.4 ConlusionEn résumé, nous avons realisé deux ampagnes expérimentales de fatigue : une en tration,l'autre en isaillement. Ces deux ampagnes ont suivi la même méthodologie en trois étapes :� D'abord, des essais de fatigue ylique à di�érents niveaux de fatigue, pour diverses on�-gurations d'essais (di�érentes fréquenes et amplitudes de déformations)� Chaque éprouvette a ensuite reposé, à température ambiante quelques jours. L'objetif deette étape étant de pouvoir aratériser le omportement sur des éprouvettes stabilisées,� Et en�n, pour haque on�guation d'essais et pour haque niveau de fatigue, les éprouvettesont subi des essais de aratérisation.L'analyse des résultats expérimentaux endommagés, en tration et en isaillement, a permisde relever les deux phénomènes traduisant l'endommagement par fatigue de es élastomères :� une déroissane de la raideur globale, Υ (dé�nie au � III.1.2), aratéristique de l'élastiitéque l'on retrouve sur la Figure III.32,� une déroissane de l'énergie non libérée par yle, Φ/cycle (dé�nie de même au � III.1.2),aratéristique de l'amortissement d'un système, présentée Figure III.32.
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Figure III.32 � Evolution du omportement ave le nombre de yles (essais de fatigue à 15Hzà 12,5 ± 25%De telles évolutions sont obtenues pour haque essai de aratérisation, l'ensemble des résul-tats est présenté en Annexe C.



III.4. Conlusion 93Une visualisation plus laire de l'évolution de la raideur et de la dissipation est présentéeen fontion du nombre de yles sur les ourbes des Figures III.33, III.34, III.35, III.36 etIII.37, pour les essais de tration et de isaillement. En e qui onerne le isaillement, l'essaiaratéristique sur lequel est réalisé ette étude est l'essai quasi-statique de harge-déharge. Laroissane puis la déroissane des grandeurs globales est lairement observée.

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 0  20000  40000  60000  80000  100000

PSfragreplaements

Raideur
normali
sée

Nombre de yles

vie

(a) Raideur  0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  20000  40000  60000  80000  100000

PSfragreplaements

Dissipa
tionnor
malisée

Nombre de yles(b) DissipationFigure III.33 � Evolution des grandeurs aratéristiques pour les essais fatigués en tration (+ :Fatigue à 10%, × : Fatigue à 15% et ∗ : Fatigue à 30%)

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 0  20000  40000  60000  80000 100000 120000 140000 160000 180000

PSfragreplaements

Raideur
normali
sée

Nombre de yles

vie

(a) Raideur  0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 0  20000  40000  60000  80000 100000 120000 140000 160000 180000

PSfragreplaements

Dissipa
tionnor
malisée

Nombre de yles(b) DissipationFigure III.34 � Evolution des grandeurs aratéristiques, as des essais fatigués en isaillementà ±25%, à 15HzUne exploitation direte de es ourbes par regression linéaire nous permet d'estimer unedurée vie limite Nultime, à partir de laquelle le matériau est endommagé. Ce Nultime est aluléomme le nombre de yles à l'intersetion des deux droites obtenue par regression linéaire, lapremière liée au phénomène de rigidi�ation et la seonde liée à l'assouplissement. Nous présen-tons ette exploitation sur la figure III.38, les autres ourbes sont toutes préséntées en D. Cettedémarhe a été appliquée pour haque on�guration, nous trouvons alors :� pour l'essai fatigué à 15Hz à 12,5 ± 25%, Nultime ≃ 191000yles,� pour l'essai fatigué à 15Hz à ±25%, Nultime ≃ 148000yles,� pour l'essai fatigué à 6Hz à 12,5 ± 25%, Nultime ≃ 190000yles,� pour l'essai fatigué à 6Hz à ±25%, Nultime ≃ 168000yles,



94 Chapitre III. Campagne expérimentale

 0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 0  50000  100000  150000  200000  250000

PSfragreplaements

Raideur
normali
sée

Nombre de yles(a) Raideur  0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 0  50000  100000  150000  200000  250000

PSfragreplaements

Dissipa
tionnor
malisée

Nombre de yles(b) DissipationFigure III.35 � Evolution des grandeurs aratéristiques, as des essais fatigués en isaillementà 12,5 ± 25%, à 15Hz

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 0  50000  100000  150000  200000

D
i
s
s
i
p

PSfragreplaements

Raideurnormalisée

Nombre de yles

vie

(a) Raideur  0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 0  50000  100000  150000  200000

D
i
s
s
i
p

PSfragreplaements

Dissipationnormalisée

Nombre de yles(b) DissipationFigure III.36 � Evolution des grandeurs aratéristiques, as des essais fatigués en isaillementà ±25%, à 6HzAinsi, ette ampagne expérimentale fournit une large bibliothèque d'essais qui mettent enévidene :� l'in�uene de la fatigue sur le omportement des élastomères hargés,� mais aussi l'in�uene des on�gurations d'essais (fréquenes, amplitudes dynamiques etstatiques) sur l'évolution de la fatigue.Elle permet de distinguer deux méanismes dûs à la fatigue ylique qui sont une premièrerigidi�ation du omportement, ertainement liée à un vieillissement thermique, suivie d'un as-souplissement global du omportement que l'on quali�e ii d'endommagement pur. Cet endom-magement, que nous tentons dans la suite de modéliser, se aratérise au niveau des ourbesexpérimentales par une diminution de la raideur ainsi qu'une évolution déroissante de la dissi-pation.



III.4. Conlusion 95

 0.7

 0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 0  50000  100000  150000  200000  250000

PSfragreplaements

Raideur
normali
sée

Nombre de yles(a) Raideur  0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 0  50000  100000  150000  200000

PSfragreplaements

Dissipa
tionnor
malisée

Nombre de yles(b) DissipationFigure III.37 � Evolution des grandeurs aratéristiques, as des essais fatigués en isaillementà 12,5 ± 25%, à 6Hz

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 0  50000  100000  150000  200000  250000

C
o
n
t
r
a
i
n
t
e

Deformation

PSfrag replaements Raideurnorm
alisée

Nombre de yles NultimeFigure III.38 � Mise en évidene d'une durée de vie limite NultimeIl faut ependant garder en mémoire les di�ultés que présente la réalisation d'une ampagnede fatigue ylique sur des éprouvettes de double isaillement d'un élastomère silione, à faiblespropriétés d'adhésion, à des très larges déformations de l'ordre de 50%. Nous réapitulons dansle tableau i-dessus les durées de vie limite Nultime pour toutes les on�gurations testées quandelles-i ont pu être déterminées.Sans Pré-déformation Ave Pré-déformation
12,5% 25% 50% 12,5% 25% 50%6Hz > 1000000 168000 30000 > 1000000 190000 [30000,50000]15Hz > 1000000 148000 30000 > 1000000 191000 [30000,50000]Tableau III.3 � Durées de vie limites pour les on�gurations d'essais fatigués en isaillement





CHAPITRE IV
Modèles de omportement d'unélastomère hargé������� oOo �������
P

our traduire la omplexité du omportement des élastomères hargés(hyper-élastiité, plastiite, visosité), et spéialement leur omportementsous solliitations multi-fréquentielles, des modèles statistiques basés surdes modèles généralisés ont été développés (MEO [2000℄,MARTINEZ [2005℄, BOU-KAMEL [2006℄). Nous présentons l'évolution de es modèles, purement phénomé-nologiques, dans une première partie.En partant d'observations mirosopiques d'un élastomère hargé, qui mettent enévidene la présene de trois phases distintes jouant, haune, un r�le dans l'évo-lution du omportement, nous tentons de traduire ette mirostruture par le biaisdes modèles statistiques. Ces modèles physiquement motivés permettent de dérireplus �nement le omportement des matériaux hargés, mais aussi de donner un sensphysique aux modèles rhéologiques.Des hypothèses sur les omportements des trois di�érentes phases et sur les miro-méanismes d'interation ont permis le développement de deux modèles de omporte-ment que nous présentons ii. Dans un premier as, on suppose que le omportementdissipatif est uniquement situé au niveau des harges et de leur interfae. Le deuxièmemodèle, nééssitant plus de paramètres, assigne à la matrie un omportement vis-queux. ������� oOo �������97
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IV.1 Des modèles de omportement élasto-dissipatif en grandestransformationsDans toute la suite de e travail, nous nous plaçons dans le adre thermodynamique déritdans la partie I.3.1.Nous rappelons que les phénomènes thermiques et méaniques sont déouplés. L'inégalité deClausius-Duheim, telle que nous l'utilisons dans la suite, ne tient ompte que de la partieméanique φméa des dissipations :
φ = ¯̄σ : ¯̄D − ρψ̇︸ ︷︷ ︸

φméa −− 1

T

−−→gradxT · ~q ≥ 0
︸ ︷︷ ︸

φther (IV.1)IV.1.1 Des modèles de omportement généralisés...À partir du Prinipe d'invariane des Fontions Constitutives dé�ni par SIDOROFF[1973, 1976℄, dans les as isotropes et pour une déomposition de la transformation globale enN on�gurations intermédiaires, l'énergie libre peut prendre la forme d'une somme de fontionsisotropes des tenseurs ¯̄B et ¯̄bie (élastique) pour i ∈ [1..N ] (f. Figure IV.1) :
ψ = ψ0(

¯̄B) + ψie(
¯̄bie) (IV.2)où ψie dérit l'énergie libre reliée à la transformation purement élastique de la ième on�guration.PSfrag replaements
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Figure IV.1 � Généralisation à un modèle rhéologique étendu omposé de N branhes
¯̄f ia représente la transformation anélastique (telle que ¯̄F = ¯̄fe.

¯̄fa) de la branhe i.L'équation IV.2 représente l'énergie libre d'un matériau dont le omportement peut être she-matisé par tout modèle rhéologique de la forme de la Figure IV.2.Dans le as de ette déomposition de l'énergie libre, l'inégalité deClausius-Duheim, donnéepar l'équation I.7 du � I.3.1, devient une fontion des N+1 variables internes ( ¯̄B, ¯̄bie) :
φmea = ¯̄σ : ¯̄D − ρ

∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B − ρ

N∑

i=1

∂ψ

∂¯̄bie
:
˙̄̄
bie ≥ 0 (IV.3)
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Figure IV.2 � Généralisation à un modèle rhéologique étendu omposé de N branhesOn peut montrer (MEO [2000℄), dans le as où l'on suppose une déomposition polaire des

¯̄f ie sous la forme ¯̄f ie = ¯̄vi ¯̄ri (f. Figure IV.1), que le taux d'évolution des tenseurs ¯̄bie dépend àla fois du taux de déformation globale ¯̄L et des tenseurs objetifs i ¯̄doa qui dé�nissent les mesureseulériennes du taux de déformations relatives aux transformations anélastiques ¯̄f ia. Les tenseurs
i ¯̄f
o

a s'obtiennent de ¯̄dia par rotation élastique, telle que i ¯̄doa = ¯̄ri. ¯̄f ia.¯̄r
iT . Après quelques étapes dealuls, ˙̄̄

bie prend la forme suivante (f. annexe B pour le detail des opérations) :
˙̄̄
bie = ¯̄L.¯̄bie + ¯̄bie.

¯̄LT − 2¯̄vi.i ¯̄d
o

a.¯̄v
i (IV.4)Ainsi, en supposant la déomposition du pseudo-potentiel de dissipation intrinsèque, telle que

ϕint( ¯̄D,i ¯̄doa) = ϕ0( ¯̄D) + ϕia(
i ¯̄doa), l'inégalité de Clausius-Duheim peut s'erire :

φmea =

(
¯̄σ − 2ρ ¯̄B.

∂ψ

∂ ¯̄B
− 2ρ¯̄bie.

∂ψ

∂¯̄bie

)
: ¯̄D + 2ρ¯̄vi.

∂ψ

∂¯̄bie
.¯̄vi : i ¯̄doa

=
∂ϕ0

∂ ¯̄D
: ¯̄D +

∂ϕia

∂ i ¯̄doa
: i ¯̄doa

(IV.5)Les lois onstitutives et les lois omplémentaires, en desription eulérienne qui déoulent duadre thermodynamique des grandes transformations et des proessus irreversibles, sont regrou-pées dans l'équation IV.6 :
• ¯̄σ = 2ρ ¯̄B.

∂ψ

∂ ¯̄B
+ 2ρ¯̄bie.

∂ψ

∂¯̄bie
+
∂ϕ0

∂ ¯̄D

• ∂ϕia

∂ i ¯̄doa
= 2ρ ¯̄V i.

∂ψ

∂¯̄bie
.¯̄vi

(IV.6)



IV.1. Des modèles de omportement élasto-dissipatif en grandes transformations 101La prise en ompte de l'inompressibilité pour es modèles multibranhes se fait à partird'une hypothèse d'équivalene entre l'inompressibilté globale du matériau (tr ¯̄D = 0) et l'inom-pressibilité de haque on�guration intermédiaire, telle que tr( ¯̄die) = tr( ¯̄dia) = O.L'isotropie d'un matériau (tel que l'élastomère étudié) permet une desription de la fontiond'énergie libre uniquement à partir de ses invariants, de telle sorte que :
ψ
( ¯̄B,¯̄bie

)
= ψ0

(
I1,I2,I3

)
+ ψie

(
Iie1,I

i
e2,I

i
e3

)où I1, I2 et I3 sont les trois invariants de ¯̄B et Iie1,Iie2 et Iie3 les trois invariants de ¯̄bie.Ainsi, les équations générales régissant le omportement d'un matériau isotrope inompres-sible prennent les formes suivantes :
• ¯̄σ = 2ρ

[
∂ψ

∂I1
¯̄B − ∂ψ

∂I2
¯̄B−1 +

∂ψ

∂Iie1

¯̄bie −
∂ψ

∂Iie2

¯̄b−ie

]D
+

[
∂ϕ0

∂ ¯̄D

]D
− p¯̄1

•
[
∂ϕia

∂ i ¯̄doa

]D
= 2ρ

[
¯̄vi.

(
∂ψ

∂Iie1

¯̄bie −
∂ψ

∂Iie2

¯̄b−ie

)
.¯̄vi

]D (IV.7)En hoisissant le nombre de on�gurations intermédiaires, les di�érentes énergies libres ainsique les potentiels de dissipations intrinsèques orrespondant, les équations IV.7 fournissent unelarge base pour la modélisation de omportements dissipatifs. Des modèles, tels que eux deKelvin-Voigt, Poynting-Thomson, les modèles de Saint-Venant et de Maxwell généra-lisés ou enore, le modèle élastoplatique de Bingham, sont totalement dérits par es équations.
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102 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéIV.1.2 ...Aux modèles de omportement statistiquesIV.1.2.a Modèles disretsMARTINEZ [2005℄ a développé et étudié la apaité de ertains modèles hyper-élasto-viso-plastiques et hyper-élastiques à re�éter le omportement des élastomères hargés. Nous regrou-pons les prinipales onlusions qu'il tire de ses études :� l'inapaité de es modèles à rendre ompte de la réponse sous hargements omplexes (dutype multi-frequeniel) pour un jeu de paramètres donné.� l'important nombre de paramètres dont ils nééssitent et qui engendrent des di�ultésd'identi�ation� la omplexité de es modèles, partiulièrement l'utilisation d'éléments non linéaires qui nepermet pas une interprétation physique des paramètres qui failiterait leur identi�ation.Cependant, une modélisation la plus �ne possible d'un omportement passe par la quantitéet la diversité des on�gurations intermédiaires. La prise en ompte d'une multitude de branhespermet ainsi le développement de modèles sur des domaines de déformations, de vitesses et detempératures larges.Ainsi, a�n de onserver une modélisation la plus juste mais aussi la plus fontionnelle (en termed'identi�ation) possible, la rédution du nombre de paramètres ne doit pas passer par la dimi-nution du nombre de branhes.MARTINEZ et al. [2002℄ ont développé, pour e faire, des modèles de omportement rhéo-logiques dit "statistiques". Avant de dé�nir es modèles, ils onsidèrent des modèles disretsqui s'inspirent des modèles de maxwell généralisés ave des pondérations de branhes. Cesmodèles sont présentés sur la Figure IV.4, ils omportent N branhes, haune aratérisée parune densité de probabilité Pi.
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IV.1. Des modèles de omportement élasto-dissipatif en grandes transformations 103En suivant la même logique que pour le développement des modèles multibranhes, on peutdé�nir l'énergie libre totale ψ et le pseudo-potentiel de dissipation ϕ par :




ψ = ψ0(
¯̄B) +

N∑

i=1

ψ̃i(ωi,
¯̄B,¯̄bie(ωi))Pi

ϕ = ϕ0(
¯̄D) +

N∑

i=1

ϕ̃i(ωi,
i ¯̄doa(ωi))Pi

(IV.8)Il en déoule ainsi la loi de omportement et les lois omplémentaires suivantes :
• ¯̄σ = ¯̄σ0 +

N∑

i=1

˜̄̄σi(ωi)Pi − p¯̄1ave : ¯̄σ0 = 2ρ

[
¯̄B.
∂ψ0( ¯̄B)

∂ ¯̄B

]D

˜̄̄σi(ωi) = 2ρ

[
¯̄bie(ωi).

∂ψ̃i(ωi)

∂¯̄bie(ωi)

]D
+

[
∂ϕ0

∂ ¯̄D

]D

•
[
∂ϕ̃i(ωi)

∂i ¯̄d
o

a(ωi)

]D
= 2ρ

[
¯̄vi(ωi).

∂ψ̃i(ωi)

∂¯̄bie(ωi)
.¯̄vi(ωi)

]D (IV.9)IV.1.2.b Modèles statistiquesLe passage aux modèles statistiques, présentés sur la �gure IV.5, se fait par transposition dela somme �nie des équations IV.8 en une intégrale in�nie, par le biais d'une densité de probabilité
P(ω) fontion de la variable aléatoire ω (MARTINEZ [2005℄) :





ψ = ψ0(
¯̄B) +

∫ ∞

0
ψ̃
(
ω, ¯̄B,¯̄be(ω)

)
P (ω)dω

ϕ = ϕ0(
¯̄B) +

∫ ∞

0
ϕ̃
(
ω, ¯̄doa(ω)

)
P (ω)dω
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104 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéLa loi de omportement et les lois omplémentaires deviennent :
• ¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P(ω)dω − p¯̄1ave : ¯̄σ0 = 2ρ

[
¯̄B.
∂ψ0(

¯̄B)
¯̄B

]D

˜̄̄σ(ω) = 2ρ

[
¯̄be(ω).

∂ψ̃(ω)

∂¯̄be(ω)

]D
+

[
∂ϕ0

∂ ¯̄D

]D

•
[
∂ϕ̃(ω)

∂ ¯̄dao(ω)

]D
= 2ρ

[
¯̄v(ω).

∂ψ̃(ω)

∂¯̄be(ω)
.¯̄v(ω)

]D (IV.11)À partir de es lois onstitutives, tous les modèles rhéologiques de omportements élasto-dissipatifs, dont l'énergie libre peut se mettre sous la forme IV.2, en grandes déformations peuventêtre onstruits.Ainsi, es modèles permettent de généraliser l'assemblage parallèle d'un nombre �ni debranhes à un assemblage statistique d'une in�nité de branhes. L'intérêt majeur de ette ap-prohe est qu'elle permet de tenir ompte d'une in�nité de branhes sans pour autant multiplierle nombre de paramètres aratéristiques du modèle.MARTINEZ [2005℄ a montré la apaité de e type de modèle à traduire le omportement enisaillement de l'élastomère VHDS E1029 sur des plages de températures et de vitesses larges,ainsi que dans le as de hargements multi-frequentiels.Le prinipal reprohe qui est fait, aujourd'hui, aux modèles de omportement rhéologiquesreste leur manque de signi�ation physique, partiulièrement des di�érents paramètres. BOUKA-MEL [2006℄ introduit la néessité d'une approhe multi-éhelle pour la onstrution des modèlesde omportement des élastomères hargés, du fait de la omplexité de la miro-struture et desméanismes de déformation internes à es matériaux.L'intégration de omportements miro-struturaux dans les modèles statistiques pourraitpermettre une justi�ation de leur onstrution, ainsi qu'une simpli�ation de l'identi�ation desparamètres.



IV.2. Constrution de modèles physiquement motivés 105IV.2 Constrution de modèles physiquement motivésNotre étude se plae dans la ontinuité des travaux de BOUKAMEL et MEO [2001℄ etMARTINEZ [2005℄. À partir du adre des modèles statistiques, nous herhons à développerun modèle apable de dérire le omportement de l'élastomère VHDS E1029, tout en y intégrantune approhe physiquement motivée.Cette approhe néessite, avant tout, la dé�nition de la notion d'éhelle dans le matériau :� l'éhelle marosopique, pour laquelle le matériau apparaît omplètement homogène,� l'ehelle mésosopique, plus �ne, où l'on distingue matrie et harges,� l'ehelle mirosopique qui néessite des tehniques partiulières de visualisation et dontnous présentons les résultats dans la partie suivante.IV.2.1 Observations mirosopiquesLes observations mirosopiques ont été réalisées au Mirosope à Balayage Életronique(M.E.B.), en ollaboration ave le Centre des matériaux de l'éole des Mines de Paris par COUR-TOIS [2003℄.Cette étude a été réalisée sur des éprouvettes de tration en élastomère silione hargé aprèsdi�érents niveaux de fatigue. Les observations ont permis de mettre en avant :� la présene au sein du matériau de divers types de harges, de tailles (harges isoléesou agglomérats), de ompositions et de noivités di�érentes. Nous parlerons don d'unmatériau à plusieurs populations de harges,� la loalisation de l'endommagement au niveau des interfaes entre les di�érentespopulations de harges et la matrie,� la présene de avitation rémanente. La Figure. IV.6 (1) présente l'apparition, l'évolu-tion et la persistene de avitations résiduelles entre harges (ou agglomérats de harges) etmatrie, au repos avant tout endommagement dans un premier temps, après 100000 ylesde fatigue, puis �nalement après repos des éprouvettes (état relaxé).Ainsi à partir de es observations, nous tentons de développer un modèle de omportementstatistique dans lequel les notions de populations de harges, d'interfaes harge/matrie et deloalisation de l'endommagement seront prises en ompte.(1). Les traes onstatées au niveau de la matrie sur les �gures IV.6(b) et (), n'ont auun rapport ave unquelonque endommagement. Elles sont essentiellement dûes à un traitement de métalisation qu'ont subi leséprouvettes avant les observations.
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20µm() après repos à déformation nulleFigure IV.6 � Mise en évidene de la déohésion résiduelle entre harges et matrie lors d'unessai de tration dont la diretion de solliitation est donnée par les �èhes (COURTOIS [2003℄)IV.2.2 Hypothèses originelles du modèleL'étude du matériau à l'éhelle mirosopique permet don de visualiser une nouvelle phaseque nous appelons interfaes (entre harges et matrie), non visibles aux éhelles marosopiqueset mésosopiques, qui est impliquée dans les méanismes de déformation et d'endommagement.On peut alors réapituler les trois éhelles de représentation du matériau sur la Figure IV.7.Ainsi, les observations mirosopiques, présentées dans la partie IV.2.1 permettent de distin-guer trois phases dans l'élastomère :� la matrie, appelée aussi gomme élastomérique,� di�érentes harges,� des interfaes, sièges d'intérations jouant un r�le important dans les miro-méanismesde déformation de es matériaux.
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Figure IV.7 � Les di�érentes éhelles de l'élastomère VHDS E1029.À partir de es onstatations, on peut dégager un volume représentatif (VER) du matériau,présenté sur la figure. IV.8 (a), omprenant une partie de la matrie, une harge et une zoned'interfae entre la harge et la matrie.
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108 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéEn partant de onstatations expérimentales marosopiques du "omportement" des di�érentesphases, nous supposons que :� la matrie élastomérique est inompressible et peut être purement hyper-élastique ou hyper-viso-élastique,� la harge est simplement hyper-élastique ou hyper-viso-élastique. Le aratère dissipatifreprésente les frottements visqueux qui peuvent apparaître dans les agglomérats,� le omportement de l'interfae peut être représenté soit par un modèle purement plas-tique, soit par un modèle viso-plastique. L'idée est d'assoier aux interfaes des seuils deglissement, au-dessus desquels nous onsidérerons qu'il y a déohésion.Di�érents modèles rhéologiques unitaires, simulant le omportement d'un VER d'un élasto-mère hargé, peuvent don être onstruits. Nous les présentons sur la Figure. IV.9,PSfrag replaements
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Figure IV.9 � Choix des omportements de haque onstituantIV.2.3 Analyse des modèles unitairesNotre hoix d'un modèle de omportement unitaire parmis les possibilités présentées sur laFigure IV.9, s'est fait à partir d'un ompromis entre le nombre de paramètres aratéristiqueset la �abilité du omportement dérit par es modèles.Pour e faire, nous avons étudié le omportement des di�érents modèles unitaires vis à vis dedeux aratéristiques omportementales propres aux élastomères :� l'in�uene de l'amplitude de déformation (e�et Payne) présentée dans le TableauIV.1 : la raideur globale d'un élastomère diminue ave l'amplitude de déformation.� l'in�uene de la fréquene, f. Tableau IV.1 : Une augmentation de la vitesse de dé-formation entraîne une augmentation de la dissipation globale d'un élastomère.



IV.2. Constrution de modèles physiquement motivés 109Tous les résultats sont proposés dans le tableau IV.1. L'idée, ii, n'est pas de représenterexatement le omportement du matériau, mais d'estimer si es modèles sont apables de dérirede façon qualitative les évolutions vis-à-vis de la fréquene et de l'amplitude des déformationsdes élastomères hargés. Les paramètres aratéristiques de haque modèle n'ont don pas faitl'objet d'une stratégie d'identi�ation partiulière pour et exerie.À la vue des résultats, nous optons pour deux modèles : HVP1 et HVP1_PT. Ceux-i, pourun nombre de paramètres orrets, fournissent des omportements ompatibles ave la réalitéexpérimentale.Le omportement du VER sera ainsi shématisé, dans la suite, par une branhe représentantle omportement de la matrie, omposée soit d'un simple élément hyper-élastique (ressort),soit d'un modèle de Poynting-Thomson en parallèle ave une branhe dite "mirosopique"omprenant en série :� un élément ressort pour le omportement de l'inlusion,� un élément onstitué d'un patin en parallèle ave un amortisseur, pour modéliser le glisse-ment à l'interfae.Nous proposons don deux modèles unitaires de omportement pour la modélisation de eVER qui di�èrent uniquement par le omportement assigné à leur matrie :� un modèle unitaire, pour lequel la matrie est hyper-élastique, modélisée par un uniqueressort,� un deuxième modèle où la matrie est modélisée par un modèle viso-élastique de typePoynting-Thomson.Ces modèles ont l'avantage d'être à la fois phénoménologiques et miro-physiquement motivés.PSfrag replaementsInlusionMatrieInterfae PSfrag replaementsInlusionMatrieInterfae
Figure IV.10 � Choix des deux modèles unitaires de omportement
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No Modèle Nb In�uene del'amplitude In�uene dela frequene
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IV.2. Constrution de modèles physiquement motivés 111IV.2.4 Desription des modèles statistiquesÀ partir des observations mirosopiques, la diversité des populations de harge/interfaesau sein du matériau d'étude a été mise en avant.Dans le but de modéliser es di�érentes populations présentes dans le matériau, nous ouplonsl'approhe des modèles statistiques développée dans le paragraphe IV.1 aux modèles unitaires.Une première étape passe par le développement de modèles multi-branhes. Nous supposonsalors une lassi�ation des di�érentes populations de harges/interfae repérées par leur seuil deglissement. Chaque branhe du modèle disret (figure IV.11(a)) est assoiée à une variable
ωi, diretement liée au seuil de glissement du patin et à une probabilité Pi.PSfrag replaements

ψ0 , ϕ0,,, ψ̃1
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ψ̃2
ϕ̃2

ψ̃n
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(b)Figure IV.11 � Passage du modèle disret au modèle de omportement statistiqueLe passage au modèle statistique (figure IV.11(b)) fait intervenir une variable aléatoire ωet une densité de probabilité P(ω). Ce modèle permet don de ouvrir un spetre in�ni de po-pulations de harges/interfae.Finalement, la modélisation du omportement de l'elastomère hargé va être réalisée viadeux modèles nommés SHVP1, pour Statistial Hyper-Viso-Plasti model (Figure IV.12(a))et SHVP1_PT (Figure IV.12(b)). L'étude des modèles SHVP et SHVP2, onstruits de lamême façon mais à partir des modèles unitaires HVP et HVP2 du tableau IV.1, est synthétiséedans BOUKAMEL [2006℄.



112 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéPSfrag replaements
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(b) Modèle SHVP1_PTFigure IV.12 � Modèles de omportement statistique SHVP1 et SHVP1_PT.IV.3 Deux modèles de omportement non endommagésÀ partir des deux modèles de omportement statistiques, nous déveleppons les équations mé-aniques et �xons les potentiels énergétiques néessaires à leur desription. Pour haque modèle,nous présentons la stratégie d'identi�ation des paramètres aratéristiques sur les essais de i-saillement d'un matériau vierge, et pour �nir les modélisations obtenues en isaillement, suiviesdes validations en tration.IV.3.1 Le Modèle SHVP1IV.3.1.a Equations onstitutives du modèle SHVP1La desription des équations de e modèle passe avant tout par une dénomination propredes di�érents tenseurs. Les hypothèses et le adre thermodynamique détaillés dans la premièrepartie de e hapitre (IV.1) restent valables pour es modèles.On note ¯̄F le gradient des déformations globales. On adopte la déomposition multipliative dugradient des déformations ¯̄F en deux sous-gradients : ¯̄fe et ¯̄fp reliés respetivement à la partieélastique et viso-plastique de la branhe statistique. Ainsi ¯̄F = ¯̄fe.
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IV.3. Deux modèles de omportement non endommagés 113On note ¯̄B le tenseur de Cauhy-Green gauhe tel que : ¯̄B = ¯̄F. ¯̄F T , de même pour labranhe statistique ave ¯̄be et ¯̄bp.On suppose pour la branhe statistique la déomposition polaire du gradient de déformationélastique en une déformation pure ¯̄v et une rotation élastique ¯̄r, telle que ¯̄fe = ¯̄v · ¯̄r.On dé�nit aussi le taux de déformation viso-plastique ¯̄dp et le taux de déformation viso-plastique objetif noté ¯̄dop que nous impose le hoix de desription eulerienne tel que : ¯̄dop = ¯̄r· ¯̄dp·¯̄rT .En partant des équations des lois onstitutives IV.11 et en utilisant les notations préédentes,nous arrivons aux lois suivantes :




•Lois de omportement :
¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P (ω)dω − p¯̄1

¯̄σ0 = 2ρ
[
ψ0,1

¯̄B − ψ0,2
¯̄B−1

]D

˜̄̄σ(ω) = 2ρ
[
ψ̃,1(ω)¯̄be(ω) − ψ̃,2(ω)¯̄b−1

e (ω)
]D

•Loi omplémentaire :
2ρ
[
ψ̃,1(ω)¯̄be(ω) − ψ̃,2(ω)¯̄b−1

e (ω)
]D

=
∂ϕ̃(ω)

∂ ¯̄dop(ω)

ψ0,i est la dérivee de ψ0 par rapport au i-ème invariant (Ii=1,2) de ¯̄B et ψ̃,i, la dérivée de ψ̃ parrapport au i-ème invariant de ¯̄be.À partir de es équations, le modèle statistique de la Figure IV.13 est omplètement dé�ni.Le hoix des di�érentes énergies de déformation et potentiels de dissipation vont maintenantonditionner le nombre de paramètres et la qualité du modèle.IV.3.1.b Choix des énergies, des potentiels et des fontions statistiquesLe développement de modèles statistiques requière, en plus du hoix des énergies libres ψ0et ψ̃ et du pseudo-potentiel de dissipation ϕ̃, la dé�nition des paramètres statistiques. Ceux-iregroupent la densité de probabilité P(ω) et l'évolution des paramètres de ψ̃(ω) et ϕ̃(ω) ave leparamètre statistique ω.Des formes simples de type Gent-Thomas sont hoisies pour les énergies de déformation,et de types quadratiques pour les pseudo-potentiels de dissipation :




ψ0 = C1

(
I1(

¯̄B) − 3
)

+ C2 ln(I2( ¯̄B)

3

)

ψ̃(ω) = a(ω)
(
I1(

¯̄be(ω)) − 3
),∀ω ≥ 0

ϕ̃(ω) =
η(ω)

2
¯̄dop(ω) : ¯̄dop(ω) + χ(ω)‖ ¯̄dop(ω)‖



114 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéLe hoix de l'évolution des paramètres ave la variable statistique ω néessite une attentionpartiulière. Le hoix le plus évident et qui déoule diretement du développement du modèle,est elui de χ(ω). Le modèle de omportement a été développé en supposant que le paramètrestatistique était diretement lié aux seuils de glissement des interfaes. Pour rester dans ettelogique, nous hoisissons χ(ω) de la forme :
χ(ω) = χ̄

ω

ω0La forme hoisie entraîne l'introdution d'un nouveau paramètre : ω0.Pour les fontions a(ω) et η(ω), les hypothèses suivantes sont faites :� plus une harge est rigide, plus le seuil de déohésion de son interfae sera faible. Ainsi,puisque χ(ω) est diretement proportionnel à ω, on suppose que a(ω) = a0Exp(− ω

ω0
),� la visosité de l'interfae est d'autant plus faible que le seuil de déohésion de la mêmeinterfae est grand. Ainsi η(ω) = η̄

ω

ω0
.La densité de probabilité P(ω) est hoisie sous la forme d'une gaussienne, entrée en 0, d'éarttype Ω. Ainsi à partir de ette densité de probabilité, il est possible de balayer un spetre deseuils de glissement in�ni, tout en ontr�lant la largeur du pi entral (f. Figure. IV.14).

P (ω) =
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P0
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ω

Ω
)2) , ∀ω ≥ 0 ave P0 =

∫ ∞
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Figure IV.14 � Forme de la densité de propabilité pour les modèles de omportement statistiquesCe modèle, de par les hoix des énergies et potentiels de dissipation, néessite la aratérisa-tion de 7 paramètres :� 6 paramètres déterministes : C1, C2, a0, η̄, χ̄ et ω0� 1 paramètre statistique : Ω



IV.3. Deux modèles de omportement non endommagés 115IV.3.1. Identi�ation et resultats en trationIV.3.1.d Identi�ation, résultats et validation du modèle SHVP1Nous herher ii à développer un modèle de omportement non endommagé. Les paramètresde e modèle doivent alors être identi�és sur des essais expérimentaux non fatigués (dont le om-portement n'est pas dépendant de la on�guration des essais de fatigue) et ne présentant plusd'e�et Mullins. La �gure IV.15 présente une superposition de l'essai aratéristique de harge-déharge quasi-statique, obtenus en isaillement, après 100 yles à di�érentes on�gurations defatigue (15Hz où 6Hz, pour des déformations de 12,5% où 25% et ave ou sans pré-déformation).Ces essais présentent bien ette non dépendane ave la on�guration de fatigue, qui aratérisedes ourbes non endommagées.Nous hoisissons, alors, arbitrairement l'essai fatigué à 15Hz, 100 yles, 25% d'amplitude dyna-mique sans pré-déformation, pour la aratérisation des paramètres du modèle de référene.
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Figure IV.15 � Comparaison des harges/déharges quasi-statiques après 100 yles pour di�é-rentes on�gurations d'essaiL'algorithme d'identi�ation que nous utilisons, ii, est développé sur Mathematiar. Ilest basé sur un algorythme de désente, sans alul de gradient, ave une méthode de reherheloale du minimum suivant haque diretion et un parours suessif des di�érentes diretions.Cet algorythme est présenté en annexe ELes travaux de thèse de MARTINEZ [2005℄ ont mis en avant les di�ultés à développer unestratégie d'identi�ation des paramètres de modèles de omportement omplexes.Nous avons, ainsi, développé pour la aratérisation des sept paramètres du modèle SHVP1, unestratégie d'identi�ation déouplée qui permet de distinguer les e�ets d'hyper-élastiité des e�etsde visosité et de plastiité. La variété d'essais aratéristiques que nous possédons permet e



116 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargédéoupage en deux étapes :� d'abord en pré-identi�ant les paramètres sur un essai quasi-statique (γ ∼ 0) et un essai derelaxation (γ =st),� puis en venant orriger es paramètres sur les essais triangulaires à di�érents taux dedéformation.Le tableau IV.2 présente ette stratégie d'identi�ation.Étape Essais aratéristiques Paramètres
Pré-identi�ation Charge�Déhargeà di�érents γmaxPSfrag replaements Temps

γ

Relaxationdi�érents γiPSfrag replaements
Temps

γ

γ1

γ2

γ3

Identi�ation de :
C1, C2, χ̄ et ω0Estimation de :
a0, η̄ et Ω

Corretion Cylique triangulaireà di�érents γ̇iPSfrag replaements Tempsγ Ajustement de :
a0, η̄ et Ω

Tableau IV.2 � Stratégie d'identi�ation des paramètres de référene du modèle SHVP1Les résultats de l'identi�ation de référene sont présentés dans le Tableau IV.3.C1 (MPa) C2 (MPa) a0 (MPa) χ̄ (MPa) η̄ (MPa.s) ω0 Ω1,02 -2 10,.85 0,14 1,34.10−2 0,10 1,45.10−1Tableau IV.3 � Paramètres du modèle SHVP1, identi�és en deux étapes pour le isaillementLes ourbes obtenues lors des di�érentes étapes d'identi�ation sont proposées sur les Fi-gures. IV.16 et IV.17. Celles-i montrent la �abilité :� du modèle, puisqu'il permet de simuler le omportement du matériau à amplitudes sue-sives et à di�érents taux de déformation,� de la stratégie d'identi�ation qui fournit des paramètres que l'on peut failement relier àdes méanismes physiques de omportement.
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118 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéNous avons hoisi la on�guration d'essai fatiguée à 50% de déformation à 1000 yles, ommeon�guration de référene. Nous présentons une omparaison de la réponse du modèle et de laréponse expérimentale sur la ourbe IV.18.
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DeformationFigure IV.18 � Validation du modèle SHVP1 sur un essai de trationNous avons don mis en plae une stratégie d'identi�ation des 7 paramètres du modèleSHVP1 qui nous permet d'obtenir un jeu de paramètres de réferene, que nous avons validésur les essais expérimentaux réalisé en tration.IV.3.2 Le modèle SHVP1_PTIV.3.2.a Equations onstitutives du modèle SHVP1_PTComme pour le modèle SHVP1, nous allons dans un premier temps, dérire les variables dumodèles puis les lois ontitutives.La branhe statistique étant la même que pour le modèle SHVP1, seules les lois visant la branhereliée au omportement de la matrie vont évoluer. On suppose alors dans e as, une déom-position multipliative du tenseur des déformations ¯̄F en deux tenseurs ¯̄Fe et ¯̄Fv dé�nis sur laFigure IV.19, tels que ¯̄F = ¯̄Fv.
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IV.3. Deux modèles de omportement non endommagés 119De la même façon que pour la branhe statistique, on dé�nit un tenseur des vitesses dedéformation matriielle objetif ¯̄Do
v, dé�ni par ¯̄Do

v = ¯̄R. ¯̄Dv.
¯̄RT , en supposant une déompositionpolaire du grandient de déformation élastique ¯̄Fe = ¯̄V. ¯̄R. Ainsi les équations régissant le modèleSHVP1_PT deviennent :





•Lois de omportement :
¯̄σ = ¯̄σm +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P (ω)dω − p¯̄1

¯̄σm = 2ρ
[
ψe,1

¯̄Be − ψe,2
¯̄B−1
e

]D

˜̄̄σ(ω) = 2ρ
[
ψ̃,1(ω)¯̄be(ω) − ψ̃,2(ω)¯̄b−1

e (ω)
]D

•Lois omplémentaires :
2ρ
[
ψe,1

¯̄Be − ψe,2
¯̄Be−1 + 2ψv,1

¯̄V ¯̄B ¯̄V −1
]D

=
∂ϕv

∂ ¯̄Do
v

2ρ
[
ψ̃,1(ω)¯̄be(ω) − ψ̃,2(ω)¯̄b−1

e (ω)
]D

=
∂ϕ̃p(ω)

∂ ¯̄dop(ω)IV.3.2.b Choix des énergies, des potentiels et des fontions statistiquesPour e qui est des énergies libres et pseudo-potentiels de dissipation liés à la branhe sta-tistique, nous utilisons les mêmes que eux du modèle SHVP1. Les énergies libres de la branhematriielle sont hoisies de type Gent-Thomas à 2 paramètres pour ψe et à un paramètre pour
ψv. Le pseudo-potentiel de dissipation lié à la matrie est hoisi, lui, de la forme quadratique fon-tion du taux de déformation matriielle objetif ¯̄Do

v. Ainsi l'ensemble des fontions énergétiquesou dissipatives du modèle sont :




ψe = C1

(
I1(

¯̄Be) − 3
)

+ C2 ln(I2( ¯̄Be)

3

)

ψv = A
(
I1(

¯̄Bv) − 3
)

ϕv =
H

2
¯̄Do
v : ¯̄Do

v

ψ̃(ω) = a(ω)
(
I1(

¯̄be(ω)) − 3
),∀ω ≥ 0

ϕ̃(ω) =
η(ω)

2
¯̄dop(ω) : ¯̄dop(ω) + χ(ω)‖ ¯̄dop(ω)‖Les mêmes évolutions des paramètres statistiques sont hoisies soit :

χ(ω) = χ̄
ω

ω0
, a(ω) = a0Exp(− ω

ω0
) , η(ω) = η̄

ω

ω0La densité de probabilité P(ω) est la même pour les deux modèles. On retrouve alors une densitéde probabilité de la forme d'une gaussienne entrée en 0 et d'éart type Ω.



120 Chapitre IV. Modèles de omportement d'un élastomère hargéCe deuxième modèle : SHVP1_PT est ainsi dé�ni par 9 paramètres :� 8 paramètres déterministes : C1, C2, A, H, a0, η̄, χ̄ et ω0� 1 paramètre statistique : ΩIV.3.2. Identi�ation, résultats et validation du modèle SHVP_PTEtant donné, la qualité des réponses exérimentales obtenue en isaillement, l'identi�ationdes neufs paramètres de référene du modèle a été réalisée, omme pour le modèle SHVP1, surles essais de aratérisation réalisés après 100 yles de fatigue à 25% de déformation dynamique,sans pré-déformation, à 15Hz.Nous rappelons que l'algorythme d'identi�ation est exposé en Annexe E. Pour failiterl'identi�ation, nous avons déouplé la aratérisation des paramètres en trois étapes (f Ta-bleau IV.4).Étape Essais Modèle identi�é Paramètres(1)Pré-identi�ation Charge�Déhargeà di�érents γmaxPSfrag replaements Temps
γ

PSfrag replaements Identi�ation de :
C1, C2Estimation de :

A, a0
⋆, ω⋆

0 , χ⋆ et Ω⋆

(2)Ajustement maro
Relaxationdi�érents γiPSfrag replaements

Temps
γ

γ1

γ2

γ3

PSfrag replaements Ajustement de :
A, H et ω0Corretion de :

a⋆
0, η⋆, χ⋆ et Ω⋆

(3)Ajustement miro Cylique triangulaireà di�érents γ̇iPSfrag replaements Tempsγ

PSfrag replaements
Ajustement de :
a0, χ, η et ΩTableau IV.4 � Stratégie d'identi�ation des paramètres de référene du modèle SHVP1_PT



IV.3. Deux modèles de omportement non endommagés 121Ces étapes ont onsisté en :� une pre-identi�ation des paramètres sur un essai quasi-statique, qui nous a permis de �xerles paramètres reliés à l'énergie libre ψe (C1, C2),� un ajustement des paramètres hyper-élasto-viso-plastiques sur un essai de relaxation àtrois niveau de déformation (A, H et ω0),� et en�n un ajustement des paramètres mirosopiques et du paramètre statistique sur desessais yliques triangulaires à γmax progressivement roissant.Les valeurs des paramètres de référene du modèle SHVP_PT ident�ées sont données dansle Tableau IV.5.C1 (Mpa) C2 (MPa) A (MPa) H (MPa.s) a0 (MPa) χ̄ (MPa) η̄ (MPa.s) ω0 Ω1,28 -2,67 2,95 50,13 5,12 1,69 0,50 0,40 3,11.10−2Tableau IV.5 � Paramètres du modèle SHVP1_PT identi�és en trois étapes pour le isaillementNous présentons sur les Figures IV.20 et IV.21, les ourbes obtenues après haque étaped'identi�ation.
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IV.4. Conlusion 123IV.4 ConlusionÀ partir des travaux de MEO [2000℄ et MARTINEZ [2005℄ qui ont fourni les premiers dé-veloppements de modèles statistiques de omportement, nous avons herhé à développer desmodèles statistiques ayant un sens le plus physique possible.Des études mirosopiques expérimentales ont permis de mettre en avant au sein de notrematériau d'étude, diverses populations de harges (di�érentes par leur taille et leur type) dontla présene entraîne la formation d'interfaes qui semblent être les lieux, au moins initiaux, desméanismes d'endommagement.L'interation de es observations mirosopiques et des modèles statistiques nous ont entraînévers le développement de deux modèles de omportement statistiques pour lesquels les troisphases distintes à l'ehelle mirosopique sont représentées (matrie, harges et interfaes). Cesdeux modèles di�èrent uniquement par le hoix du omportement assigné à la matrie. Dans lalittérature, on trouve deux interprétations des méanismes de visosité : l'un diretement reliéaux harges, l'autre justi�é par un glissement entre les haînes maromoléulaires et don tournévers la matrie. Ainsi, nous avons opté pour deux modèles de omportement dont l'un possèdeune branhe matriielle non visqueuse (toute la visosité est alors liée aux omportements desharges et interfaes), 'est le modèle dit SHVP1, alors que le deuxième modèle SHVP1_PTprésente une branhe matriielle de type Poynting-Thomson viso-élastique.L'identi�ation des paramètres des modèles à l'aide de déouplage, a permis l'obtention d'unjeu de paramètres pour haque modèle. Ces paramètres permettent de �xer, une fois pour toute etdans le as de l'élastomère hargé de silie, deux modèles de omportement miro-physiquementmotivés. La bonne similitude entre modèles et expérienes nous permet de onlure sur :� le hoix judiieux des modèles� la stratégie d'identi�ation mise en plae pour les deux modèles de omportement.Les deux modèles de omportement non endommagé �xés, nous nous tournons vers l'étudede la modélisation de l'endommagement. Du fait de leur origine, es deux modèles doivent êtreapables, par l'évolution de leurs paramètres, de traduire les méanismes d'endommagementmirosopiques. Pour simpli�er, l'étude de l'endommagement dans la suite de e travail, nousnous tournons vers le hoix d'un unique modèle. Etant donné, les meilleures onordanes qu'o�rele modèle SHVP1_PT ave les résultats expérimentaux non endommagés, nous optons pour emodèle a�n de développer un modèle d'endommagement de l'élastomère VHDS E1029.





CHAPITRE V
Modélisation de l'endommagement������� oOo �������
L

es observations mirosopiques, de l'élastomère étudié, ont mis en évi-dene les miro-méanismes d'endommagement et ont pointé du doigtles loalisations privilégiées de es méanismes au niveau des interfaesharge/matrie, sous forme de avitations résiduelles.Les études menées lors de la ampagne expérimentale de fatigue ont permis, quantà elles, de aratériser les méanismes marosopiques de l'endommagement : assou-plissement et diminution de la dissipation.À partir de es observations, une étude de l'in�uene des paramètres du modèleSHVP1_PT sur le omportement global, a permis de loaliser les éléments impliquésdans es méanismes mirosopiques. Les paramètres liés à es éléments rhéologiques(C1 (respetivement C2) et Ω) sont ré-identi�és sur les essais de tration pour lesdi�érentes on�gurations de fatigue. L'évolution des paramètres nous a �nalementonduit vers l'introdution de deux endommagements intervenant simultanément :un endommagement D relié à la branhe matriielle, et un autre, d, à la branhestatistique. Les lois d'évolution ont été développées en supposant un umul linéairede l'endomagement, de même que l'isotropie de elui-i.Pour �nir, une simulation eléments �nis (EF) du omportement en isaillement d'uneéprouvette DC a été réalisée sur la base du modèle de omportement ouplé aux deuxlois d'évolution. Ces validations sont présentés pour onlure e hapitre.������� oOo �������
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V.1 Evolution du modèle SHVP1_PT ave la fatigueL'endommagement des élastomères, du type VHDS E1029 peut être observé à deux éhelles :� l'éhelle mirosopique, orrespondant aux observations réalisées au MEB. Elles ont per-mis de mettre en avant l'in�uene des interfaes harge/matrie sur l'endommagement del'élastomère, en faisant ressortir l'apparition et l'évolution de avitations résiduelles danses zones, en orrélation ave un endommagement roissant du matériau. Ce phénomène deavitation interphasique semble être le méanisme prinipal d'initiation d'endommagement.� l'ehelle marosopique, à partir des ourbes expérimentales obtenues en tration et enisaillement qui ont fait ressortir les deux évolutions marosopiques aratéristiques del'endommagement de e matériaux :
• une diminution de la raideur global du matériau ave le nombre de yles,
• une diminution de la dissipation aratérisée par une diminution de l'aire des hystéresisÀ partir de es observations de l'endommagement et du modèle SHVP1_PT, nous tentons,dans e hapitre, de développer un modèle apable de reproduire onvenablement es pertes deraideur et de dissipation ave la fatigue du matériau, tout en restant dans le adre des motivationsmiro-physiques qui sont à la base de e modèle.V.1.1 Etude de l'in�uene des paramètres sur le omportement en fatigueDans un premier temps, nous herhons à appréhender les paramètres qui ontr�lent prini-palement la rigidité et la dissipation globales, à partir du modèle SHVP1_PT.

• Branhe matriielle :Le rhéologie parallèle du modèle implique l'in�uene des paramètres C1 et C2 sur la raideurglobale. En e�et, une analogie ave le omportement en petites déformations nous amène à laformule du module d'élastiité : E = 6(C1 + C2

3
).

C1 et C2 aratérisent prinipalement et de façon similaire la rigidité globale du modèle. Lafigure V.1 montre l'in�uene de es paramètres.
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Figure V.1 � In�uene des paramètres C1 et C2 sur la réponse globale du modèle SHVP1_PT.
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• Branhe statistique :L'in�uene de la branhe statistique, du modèle SHVP1_PT, est aratérisée par la densitéde probabilité :

P (ω) =
1

P0
exp(−(

ω

Ω
)2) , ∀ω ≥ 0 ave P0 =

∫ ∞

0
exp[− (ω

Ω

)2]
dωL'éart type Ω permet don de prendre en ompte un spetre plus ou moins large de branheset par onséquent, de types d'interfaes :� Un éart type élevé va permettre, du fait que : χ(ω) = χ̄.

ω

ω0
, de tenir ompte d'un largespetre de seuils de glissement (ourbe P2(ω) de la Figure V.2(a)).� À l'inverse, une valeur faible de "Ω" entraîne la prise en ompte d'une petite populationde branhes statistiques dont les seuils de glissement restent faibles (ourbe P1(ω) de laFigure V.2(a)).À partir de es onstatations, on peut supposer que Ω est le troisième paramètre pertinentvis-à-vis du omportement de notre matériau d'étude. Son in�uene sur la réponse du modèle,présentée sur la figure V.2(b), va dans le sens de l'évolution de la dissipation globale ave lafatigue.
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C1, C2 et Ω pour les di�érentes on�gurations de fatigue.Remarque V.1Nous avons supposé, suite aux identi�ations, que le rapport C1

C2
était onstant au ours de lafatigue, e qui onduit à l'identi�ation d'un seul des deux paramètres, en l'ourene C1. Cettehypothèse est tout à fait en aord ave la théorie de l'endommagement ontinue de LEMAITREet CHABOCHE [1985℄. ❏



V.1. Evolution du modèle SHVP1_PT ave la fatigue 129V.1.2 Identi�ation des paramètres du modèle SHVP1_PT ave la fatigueLa forme des éprouvettes de double isaillement, ainsi que la nature des essais ont induitune loalisation de l'endommagement au voisinage des ménisques. Cette loalisation entraîneune non-homogénéité du omportement dans les éprouvettes et par onséquent, l'impossibilitéd'identi�er diretement des paramètres matériaux.L'identi�ation des deux paramètres aratéristiques de l'endommagement, C1 (respetive-ment C2) et Ω, a don été réalisée sur les essais de tration. À partir des ourbes expérimentales,obtenues après di�érentes étapes de fatigue en tration, nous avons ré-identi�é es deux para-mètres.Nous présentons dans le Tableau V.1, les valeurs des paramètres obtenus.C1 (Mpa) Ω Erreur (%)10 1,28 3,11.10−2 111000 1,31 2,9.10−2 9,8
25% 10000 1,37 2,85.10−2 9,140000 1,29 2,76.10−2 10,8100000 1,23 2,71.10−2 9,810 1.24 3,11.10−2 151000 1,28 3,11.10−2 11
50% 10000 1,41 2,9.10−2 8,340000 1,33 2,3.10−2 6,610 1,28 3,11.10−2 12.21000 1,31 3,11.10−2 11
100% 10000 1,26 2,5.10−2 9,140000 0.96 1,9.10−2 10.210 1,28 3,11.10−2 12
150% 1000 1,31 3,11.10−2 9.410000 1,15 2.10−2 10.5Tableau V.1 � Paramètres du modèles SHVP1_PT après des essais de fatigue à 50% ± 50%



130 Chapitre V. Modélisation de l'endommagementLes figures V.3, V.4, V.5 donnent la omparaison entre les réponses du modèle SHVP1_PTet les ourbes expérimentales pour quelques niveaux de fatigue.
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V.2. Proposition d'un modéle d'endommagement en fatigue 131V.2 Proposition d'un modéle d'endommagement en fatigueV.2.1 Hypothèses et dé�nitionsÀ partir de l'évolution des paramètres C1 et Ω ave la fatigue, nous tentons de modéliserl'évolution de l'endommagement. Plusieurs hypothèses sont faites :� L'endommagement de l'élastomère est isotrope� Il est supposé être la ombinaison :
• d'un endommagement de la matrie,
• d'une rédution des seuils de glissements aux interfaes harge/matrie.� Ces deux endommagements sont respetivement assoiés aux ontraintes ¯̄σmet ˜̄̄σ(ω) (f. Figure V.6),� On fait l'hypothèse d'un umul linéaire de l'endommagement (LEMAITREet CHABOCHE [1985℄).PSfrag replaements
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Figure V.6 � Rappel du modèle SHVP1_PT
• Endommagement de la branhe mirosopiqueCet endommagement peut être interprété omme la rédution du spetre de seuils de glissement,au niveau de l'interfae pour di�érentes populations de harge. Il orrespond à une hute "sta-tistique" de es seuils. Ainsi, on dé�nit une variable d'endommagement misrosopique d telleque :

d = 1 − Ω

Ωo
(V.1)

Ωo orrespond au omportement non endommagé.
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• Endommagement de la branhe marosopiqueC'est l'endommagement assoié à la matrie. Pour un yle stabilisé, on dé�nit alors une variabled'endommagement marosopique D de la forme suivante :

D = 1 − ∆σm
∆σom

(V.2)où ∆σom est la variation de ontrainte matriielle lors d'un yle stabilisé non endommagé.V.2.2 Analyse des évolutionsNous présentons sur les Figures V.7, l'évolution de d en fontion du nombre de yle, pourles quatre on�gurations d'essais de fatigue. L'endommagement à l'interfae semblent apparaîtredès les premiers yles.
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δd

δN
= g ( Rµ , d ) (V.3)

δD

δN
= f ( RM , D , d) (V.4)
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RM et Rµ sont assimilables à des énergies yliques restituables, qui se présentent ommela di�érene, au our d'un yle stabilisé, entre l'énergie reçue ̟ et la dissipation ylique φ :

R =

∫ T

0

∣∣̟ − φ
∣∣dt =

∫ T

0

∣∣ρψ̇
∣∣dt (V.5)Cei entraîne, pour la branhe matriielle :

RM =

∫ T

0

∣∣∣∣¯̄σ : ¯̄D − ∂ϕ

∂ ¯̄Dv
o

: ¯̄Dv
o

∣∣∣∣dt

=

∫ T

0

∣∣ρψ̇e + ρψ̇v
∣∣dt

(V.6)et pour la branhe statistique :
rµ(ω) =

∫ T

0

∣∣∣∣
(
˜̄̄σ(t,ω) : ¯̄D(t) − ∂ϕ̃(t,ω)

∂ ¯̄Dp
o(t,ω)

: ¯̄Dp
o(t,ω)

)∣∣∣∣dt =

∫ T

0

∣∣∣∣ρ
˙̃
ψ(t,ω)

∣∣∣∣dt

Rµ =

∫ ∞

0
rµ(ω)dωRemarque V.2MARS [2002℄ présente une omparaison de quatre ritères : la densité d'énergie de déformation,la densité d'énérgie de �ssuration, la déformation prinipale maximale et la déformation deisaillement otaédrique. Il semble, dans son as, que les ritères en déformation soient les plusperspiaes.Notre hoix de R permet, ependant, de prendre en ompte toute l'énergie qui rentre en jeu auours d'un yle et présente l'intêret de traduire, dans le bon sens, les in�uenes respetives desminimums et maximums des déformations au our d'un yle. De plus, la prise en ompte d'unritère en R néessite moins de paramètres que les ritères en déformations (qui dépendent de

σmin, σmax...), e qui entraîne un �ut moindre en terme d'identi�ation. ❏

• Loi d'évolution de l'endommagement mirosopiqueÀ partir des jeux de paramètres identi�és sur les essais fatigués et après ajustement des ré-ponses du modèle ave les ourbes V.7 et V.8, grâe au logiiel Mathematiar, nous avonsétudié l'évolution des deux endommagements d et D.L'ajustement de la forme logarithmique de l'évolution de l'endommagement mirosopique(Ln( δd
δN

)) est e�etuée en deux étapes, via une méthode de régression linéaire, d'abord enfontion de Ln(d), présentée sur la figure V.9, puis de Ln(Rµ).Diretement à partir de la régression linéaire, présentée sur la figure V.9, on peut dérirel'évolution de l'endommagement d par :Ln( δd
δN

)
= αLn(d)+ h(Rµ) (V.7)où la fontion h(Rµ), traée sur la figure V.10, est traduite par une fontion linéaire.
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±150%).
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δN

)
= αLn(d)+ βLn(Rµ

Roµ

) (V.8)que l'on préfère utiliser sous la forme :
δd

δN
= dα

(Rµ
Roµ

)β



136 Chapitre V. Modélisation de l'endommagementAinsi, en intégrant ette équation, pour un nombre de yles N , on arrive à la forme del'endommagement mirosopique suivant :
d =

[
(1 − α)N

(Rµ
Roµ

)β]
1

1 − α (V.9)
ave α = 1.84

β = 1.075

Roµ = 2,81.105

• Loi d'évolution de l'endommagement marosopiqueOn a pu onstater, sur les figures V.7 et V.8, que l'endommagement marosopique démarrede façon di�érée par rapport à l'endommagement mirosopique, soit :� entre 1000 et 10000 yles pour les essais fatigués à ±25% et ±50%� entre 10 et 1000 yles pour eux fatigués à ±100% et ±150%.Les résultats expérimentaux que nous possedons pour le moment, ne nous permettent pas dedé�nir plus préisement les intervalles d'initiation.Cependant, nous proposons de prendre en ompte e déallage entre les deux endommage-ments, via une variable seuil do, à partir de laquelle la propagation de l'endommagement s'e�etueentre les interfaes et la matrie. Cette valeur est alulée à partir d'une moyenne des d, sur leplus petit intervalle d'initiation de l'endommagement marosopique ommun à toutes les on�-gurations.Ainsi, si d < do alors δD
δN

= 0 et si d ≥ do alors δD
δN

= f(RM ,D).Nous optons don pour la forme :
δD

δN
= H(d− do)f(RM ,D) (V.10)où H(x) est nulle si x < 0 et égale à 1 si x ≥ 0.L'identi�ation de ette loi s'e�etue de façon identique à elle e�etuée pour l'endommagementmirosopique. On obtient, pour la fontion f , les régressions linéaires présentées sur les figuresV.11 et V.12, en notant : Ln( δD

δN

)
= ALn(D) + g(RM ) (V.11)



V.2. Proposition d'un modéle d'endommagement en fatigue 137

-14

-13.5

-13

-12.5

-12

-11.5

-11

-10.5

-10

-5 -4 -3 -2 -1  0

dPSfrag replaements Ln(D)
Ln( δD δ

N

)

Figure V.11 � Evolution de Ln( δd
δN
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L'évolution linéaire de la fontion g(RM ) va permettre de dérire l'évolution de l'endomma-gement marosopique en fontion de D, RM et du seuil do, telle que :

δD

δN
= H(d− do)DA

(RM
RoM

)B (V.12)



138 Chapitre V. Modélisation de l'endommagementAinsi, en intégrant l'equation V.12, on arrive à la forme de l'endommagement marosopiquede l'équation V.13 :
D = H(d− do)

(
(1 −A)N

(RM
RoM

)B
) 1

1 −A (V.13)ave A = −0.25 , B = 0.62 , do = 0.085 et RoM = 7.74.108.Remarque V.3On note ii que si l'on prend B = 1, on se ramène à un modèle inrémental qui pourrait rendrele modèle d'endommagement indépendant de la notion de yle. ❏V.3 Vers une modélisation élements �nis du modèles endomma-geableLe modèle de omportement endommageable ainsi �xé, nous allons dans e paragraphe levalider en l'implémentant dans un ode de alul d'éléments �nis développé au sein de l'équipeModèle Numérique du LMA. Nous donnons dans une première partie les grandes lignes de etteimplémentation numérique et pour onlure les résultats que nous avons obtenus.V.3.1 Implémentation Éléments �nisAvertissement : e travail a fait l'objet d'une ollaboration ave A. Boukamel et S.Lejeunes et donnera lieu à une publiation qui est atuellement en ours de rédation.V.3.1.a Formulation variationnelleLe modèle de omportement a été implémenté en C++, dans le ode d'éléments �nis orientéobjets ZeBuloN, dont l'arhiteture a été développée à l'Eole Nationale Supérieure des Minesde Paris.Pour tenir ompte du aratère quasi-inompressible du matériau, la déomposition du gradient
¯̄F = J

1
3

¯̄F est utilisée, l'énergie libre spéi�que peut alors être déouplée en une partie isohoriqueet une partie volumique :
ψ = ψ + ψvol(J) (V.14)Par ailleurs, le gradient inompressible ¯̄F est déomposé, en utilisant le onept de l'état inter-médiaire SIDOROFF [1973℄, en une partie élastique et une partie anélastique :

¯̄F = ¯̄Fe · ¯̄Fa. (V.15)



V.3. Vers une modélisation élements �nis du modèles endommageable 139Pour notre problème, la formulation variationnelle du problème d'équilibre quasi ompressibleorrespond à une formulation en lagrangien perturbé, introduisant un multipliateur de Lagrange,qui orrespond à la pression hydrostatique p. La solution (u; p) annule ainsi la forme intégralesuivante pour toutes les fontions tests δv et δq hoisies respetivement dans les mêmes espaesque les hamps inonnus (1) u et p :




∫

Ω0

π : ▽δvdΩ −
∫
Ω0
δv · fextdΩ −

∫
δΩ δv · FextdS

∫

Ω0

(
−(J(u− 1) − 1

k
p

)
δqdΩ

(V.16)où π = J ¯̄σ
¯̄

F−T est le premier tenseur de ontraintes de Piola-Kirhho�, ave
¯̄σ = σD0 +

∫

ω

¯̃̄σDP (ω)dω + ¯̄σvol et ¯̄σvol =
∂ψvol
∂J

¯̄1.La résolution de e système non-linéaire et instationnaire néessite à la fois la mise en oeuvred'un shéma inrémental en temps et d'un l'algorithme de résolution de typeNewton-Raphson.Pour e dernier point, le alul de l'opérateur tangent ¯̄T est néessaire :
¯̄T =

∂π

∂ ¯̄F
= ¯̄T0 + ¯̄Tstat = ¯̄T0 +

∫ ∞

0

¯̄T (ω)P (ω)dω (V.17)ave 



¯̄T0 =
∂J(¯̄σDo + ¯̄σvol) · ¯̄F−T

∂ ¯̄F

¯̄T (ω) =
∂J ¯̃̄σD(ω) · ¯̄F−T

∂ ¯̄FV.3.1.b Intégration du omportement matriielL'intégration du omportement matriiel se fait selon le omportement adopté pour la ma-trie :� dans le as d'un omportement hyper-élastique (modèle SHVP1), ¯̄π0 est déterminé à haqueintervalle de Newton-Raphson.� dans le as d'un omportement hyper-viso-élastique (modèle SHVP1_PT), à haque in-rément de temps et pour haque itération de Newton-Raphson, un shéma d'intégrationloale est mis en oeuvre.V.3.1. Intégration du omportement statistiqueClassiquement, pour résoudre un problème spatio-temporel, deux disrétisations sont nées-saires : une disrétisation géométrique (par éléments �nis) et une disrétisation temporelle (unshèma d'Euler assoié à l'algorithme de Newton-Raphson, par exemple).(1). fext et Fext désignent respetivement les fores volumiques et surfaiques extérieures.



140 Chapitre V. Modélisation de l'endommagementDans notre as, pour évaluer ¯̄Tstat une troisième disrétisation sur la variable ω, s'avère né-essaire. Cette disrétisation statistique, proposée par l'équation V.18 est ouplée à une méthoded'intégration de type trapèzes.
¯̄Tstat =

∫ ∞

0

∂J ¯̃̄σD(ω) · ¯̄F−T

∂ ¯̄F
P (ω)dω =

n∑

i=1

T i
stat︷ ︸︸ ︷

∂J ˜̄̄σD(ωi) · ¯̄F−T

∂ ¯̄F
P (ωi)∆ωi (V.18)L'intégration de la loi hyper-élasto-viso-plastique est réalisée via un algorithme de type re-tour radial, basé sur une prédition hyper-élastique, puis sur une orretion plastique (f SIMO[1998℄).Ainsi, si ∥∥∥˜̄̄σn+1

i

∥∥∥ ≤ χ la prédition est juste, sinon on utilise un algorithme inspiré de l'algorithmede retour radial pour aluler les nouvelles grandeurs.La même démarhe est adaptée pour la alul de l'opérateur tangent.V.3.1.d Intégration des lois d'endommagementL'inplémentation des lois d'endommagement néessite deux étapes :1. On simule les premiers yles d'un essai de fatigue. Cette étape de post-traitement permetle alul de Rµ et RM à partir des yles stabilisés, sous les formes disrétisées suivantes :




RM =

∫ T

0

∣∣ρψ̇M
∣∣dt ≈

∑

n

|ψM ( ¯̄Fn+1) − ψM ( ¯̄Fn)|

Rµ ≈
∑

ωi

(∑

n

|ψ̃(ωi,
¯̄Fn+1) − ψ̃(ωi,

¯̄Fn)|
)
P(ωi)∆ω

(V.19)2. On simule les essais de aratérisation, pour n'importe quel nombre de nombre de yles enutilisant les valeurs de Rµ et RM alulés dans la première étape et en évaluant l'évolutionde D et d.V.3.2 Simulations numériques des essais de double-isaillement, en vue d'unevalidation du modèle d'endommagementNous allons dans e paragraphe présenter une démarhe de validation de e modèle à travers :� la simulation Elément Finis d'un essai de fatigue en double isaillement,� l'évaluation loale des hamps d'endommagement marosopique et d'interfae,� la prévision du omportement après N yles de fatigue,� la onfrontation des résultats de ette prévision ave les résultats expérimentaux obtenuslors de la ampagne d'essais de double isaillement.



V.3. Vers une modélisation élements �nis du modèles endommageable 141Dans un premier temps, nous avons simulé 3 yles d'un essai sinusoïdal à 25% d'amplitudede déformation et à 6Hz (une des on�gurations de fatigue). La simulation a été réalisée ensupposant le omportement des armatures des éprouvettes DC in�niement rigide par rapport auomportement de l'élastomère. De plus, la symmétrie de l'éprouvette par rapport à son armatureentrale nous a amené à ne modéliser qu'une des deux lamelles d'élastomère. Nous présentonssur la figure V.13, la géométrie de l'éprouvette.
Figure V.13 � Géométrie de l'éprouvette simuléeÀ partir de ette première simulation, une étude de post-traitement sur le dernier ylenous permet de déterminer les artes des grandeurs Rµ et RM , respetivement présentées sur laFigure V.14(a) et Figure V.14(a).

(a) Rµ

(b) RMFigure V.14 � Répartition des grandeurs Rµ et RM dans l'éprouvette DC



142 Chapitre V. Modélisation de l'endommagementCes hamps Rµ et RM , nous permettent de aluler les artes des hamps d'endommagementsmirosopique d et marosopique D pour n'importe quel nombre de yles. Nous présentons larépartition des variables d et D après 170000 et 180000 yles.Il apparaît alors une répartition faiblement loalisée de l'endommagement mirosopique (f. fi-gures V.15), qui évolue douement au ours des yles. Nous interpretons ette uniformité parune distribution homogène des déohésions entre les harges et la matrie.L'endommagement marosopique est, quant à lui, plus loalisé. Cette loalisation apparaîtd'abord autour du ménisque (f Figure V.16(a), puis se di�use le long de l'éprouvette au oursdes yles, tel que le montre la f. figure V.16(b). Nous notons que les éhelles de ouleurshoisies sont les mêmes pour les résultats à 170000 et 180000 yles.

(a) 170000 yles

(b) 180000 ylesFigure V.15 � Répartition de l'endommagement mirosopique d dans l'éprouvette DC
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(a) 170000 yles

(b) 180000 ylesFigure V.16 � Répartition de l'endommagement marosopique D dans l'éprouvette DCFinalement, pour omparer le omportement global de la simulation aux réponses expéri-mentales, un essai triangulaire à 1s−1 à amplitude de déformation maximale de 50% (f. figureV.17) a été simulé pour un matériau, préalablement fatigué à 170000 et 180000 yles.Les résultats obtenus par le alul E.F., f. figure V.17, sont, alors très prohes des résultatsexpérimentaux. On observe e�etivement la perte de raideur ainsi que la diminution de la dissi-pation attendue, pour les bons nombres de yles. Ces résultats permettent, ainsi, de onfronterla réponse du modèle, obtenu après identi�ation de l'endommagement sur des essais en tration,à des essais de isaillement.Les premiers résultats de la simulation EF obtenus, donnent des résultats largement satisfai-sants sur et essai. D'autres simulations devront être réalisée.
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Figure V.17 � Comparaison entre ourbes expérimentale et simulation EF de plusieurs yles à
50% de déformationV.4 ConlusionNous avons développé dans e hapitre les lois d'endommagement régissant le omporte-ment de l'élastomère VHDS E1029. À travers une étude des paramètres du modèle SHVP1_PT,il semble que les méanismes globaux d'endommagement (perte de raideur et de dissipation)puissent être interprétés par l'évolution de trois paramètres C1 (repetivement C2) et Ω. Ainsi,après ré-identi�ation de es paramètres sur des essais de tration, deux variables d'endommage-ment salaires ont été introduites : D pour la partie matriielle, et d liée à la branhe statistique,ainsi que leur loi d'évolution, fontion des grandeurs RM et Rµ représentant les énergies misesen jeu au ours d'un yle.Une fois es deux lois dé�nies, une simultation EF sur un ode de alul a été réalisée. L'objetifde ette simulation était de valider les lois d'endommagement développées à partir des essais detration, en retrouvant les évolutions des ourbes expérimentales obtenues après fatigue dans leas du isaillement. Les premiers résultats que nous avons obtenus présentent une bonne onor-dane ave les ourbes expérimentales. La visualisation des répartitions des endommagements lelong de l'éprouvette montre une forte loalisation de l'endommagement marosopique ave unerepartition plus homogène de d.Ces simulations EF onfortent don les développements réalisés dans ette thèse. La méthodemis en oeuvre pour obtenir les lois d'évolutions devra être a�née sur d'autres essais de trationa�n de valider es lois sur d'autres on�gurations d'essais.



Conlusion et perspetives
Les travaux que nous avons réalisés dans ette thèse regroupent di�érents aspets de la mé-anique qui ont permis de développer des modèles de omportement hyper-viso-élasto-plastiqueinompressible d'un élastomère hargé, intégrant des lois d'évolution d'endommagement baséesà la fois sur des observations mirosopiques et sur des onstatations phénoménologiques.À partir d'observations mirosopiques sur des éprouvettes fatiguées, nous avons mis en évi-dene l'apparition et l'évolution de avitations au niveau des interfaes entre harges et matrie.Ces onstatations mirosopiques nous ont poussé à dérire un modèle de omportement quitienne ompte de es méanismes. En s'inspirant des travaux de MEO [2000℄, MARTINEZ[2005℄ et BOUKAMEL [2006℄, nous avons développé deux modèles de omportement statis-tiques, miro-physiquement motivés, qui di�èrent uniquement par le omportement assigné à lamatrie (hyper-élastique ou hyper-viso-élastique) et qui tiennent ompte des diverses popula-tions de harges et de leur interfae, via des branhes statistiques. Les paramètres aratéristiquesdes deux modèles, respetivement notés SHVP1 et SHVP1_PT, sont identi�és sur des ourbesexpérimentales de isaillement et validés sur des réponses en tration. À e stade, nous avonsdé�ni deux modèles de omportement miro-physiquement motivés, qui prennent en ompte lamirostruture du matériau et qui donnent de très bons résultats, sur des plages de fréqueneset de déformations assez larges.PSfrag replaements

(a) Modèle SHVP1
PSfrag replaements

(b) Modèle SHVP1_PTFigure 1 � Modèles de omportement statistiques SHVP1 et SHVP1_PT.145



146 Conlusion et perspetivesA�n de aratériser l'in�uene de l'endommagement par fatigue sur le omportement globalde l'élastomère, nous avons réalisé deux ampagnes d'essais de fatigue, l'une en tration, l'autreen isaillement. Ces deux ampagnes ont suivi la même méthodologie, qui à notre onnaissaneest originale :1. Les éprouvettes sont d'abord soumises à des essais yliques, pour di�érentes on�gurations(fréquenes et amplitudes de déformation) et à plusieurs étapes de fatigue (nombres deyles).2. Après haque étape de fatigue et pour toutes les on�gurations d'essais, les éprouvettessubissent di�érents essais de aratérisation. Ces essais nous permettent de aratériserl'évolution des paramètres des modèles, vis-à-vis de la fatigue.L'étude des ourbes expérimentales, réalisée pour haque niveau de fatigue en tration et enompression, a permis de mettre très nettement en évidene deux méanismes marosopiquesengendrés par l'endommagement en fatigue : un assouplissement global et une diminutionde la dissipation du matériau.À partir de l'étude paramétrique du modèle SHVP1_PT, nous avons mis en évidene l'in-�uene prépondérante de deux paramètres sur l'évolution de la raideur et de la dissipation glo-bale. La ré-identi�ation de es paramètres sur les ourbes expérimentales de tration issuesdes essais de atatérisation pour haque niveau de fatigue, a permis de distinguer deux modesd'endommagement du matériau :� un endommagement d, dit mirosopique, qui s'initie dès les premiers yles et qui intervientau niveau des interfaes entre harges et matrie,� un endommagement D, quali�é de matriiel, qui intervient de façon di�érée par rapport aupremier, et qui semble être le fruit d'une propagation de l'endommagement mirosopiquevers la matrie.En faisant l'hypothèse d'un endommagement isotrope et du umul linéaire, nous avons développédeux lois d'évolution de l'endommagement en fatigue, basées sur un ritère tenant ompte desénergies mises en jeu au ours d'un yle (dé�ni par Rµ et RM ), et qui prennent les formessuivantes : 



d =
[
(1 − α)N

(Rµ
Roµ

)β]
1

1 − α

D = H(d− do)

(
(1 −A)N

(RM
RoM

)B
) 1

1 −A

(1)où α, β, R0
µ, A, B, d0 et R0

M sont des paramètres matériaux.



147Pour �nir, nous avons validé es lois d'endommagement via une simulation Element Finis àl'aide du ode de alul ZeBuloN, d'un essai de isaillement après fatigue, sur une éprouvettede type DC. Les premiers résultats obtenus présentent de bonnes onordanes ave les ourbesexpérimentales pour di�érents nombres de yles. Ces résultats onfortent l'ensemble des hy-pothèses que nous avons postulées pour dérire l'endommagement, ainsi que la méthodologieproposée ii.Ainsi, les résultats que nous avons présentés dans ette thèse nous amènent à proposerquelques perspetives :
• La ampagne expérimentale, bien qu'elle nous ait permis la aratérisation marosopiquede l'endommagement a soulevé quelques questions, qui néessiteraient pour leur résolution, ledéveloppement de nouvelles ampagnes expérimentales :� D'abord, l'utilisation d'éprouvettes de double isaillement ave un élastomère à matriesilione (à mauvaises propriétés d'adhésion) n'est pas la on�guration optimale pour laaratérisation de la fatigue. L'endommagement, après s'être fortement loalisé au niveaudu ménisque, se propage de façon brutale vers l'interfae élastomère/métal. Une ampagnesur des éprouvettes "diabolos" devrait permettre l'évolution d'un endommagement plusdi�us au sein du matériau.� Les essais de aratérisation ont présenté pour toutes les on�gurations, une rigidi�ationdu omportement avant l'assouplissement global, d'autant plus aentuée que les solliita-tions sont élevées. Nous expliquons e phénomène par un auto-éhau�ement des éprouvettessuseptible d'entraîner une rétiulation des haînes. Une ampagne expérimentale d'essaisthermiques et méaniques devrait mieux nous élairer sur e phénomène.� Les essais de tration ont mis en avant l'apparition de déformations plastiques importantes.Une ampagne expérimentale, regoupant les essais de fatigue et de aratérisation sur lamême mahine d'essais qui tienne ompte de déformations résiduelles, pourrait donner desrésultats ertainement moins dispersifs et plus failement exploitables.
• Des tehniques de aluls, iblées pour les omportements multi-éhelles tels que l'homogé-néisation ou la méanique on�gurationnelle, intégrées aux modèles statistiques, permettraientde donner un sens plus physique aux paramètres des modèles de omportement, spéialementeux assignés à la branhe statistique.
• La simulation EF, proposé en �n de thèse, devra être appliquée à d'autres types d'essaisexpérimentaux a�n de valider le modèle sur des larges plages de solliitations.
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ANNEXE A
Thermodynamique appliquée auxgrandes déformations
Avertissement :L'objet de ette annexe est la mise en plae d'un adre thermodynamique, qui servirade référene tout au long de e travail. Les formulations qui en résultent, doivent êtresu�sament générales pour prendre en ompte divers phénomènes méaniques tels quel'hyper-élastiité, la plastiité, la viso-élastiité, l'inompressibilité ou l'endommage-ment et e, en grandes déformations.La redation de ette annexe a été largement inspirée par le travail de MEO [2000℄.Nous invitons don le leteur désirant onnaître plus de détails à onsulter et ouvrage.� Sont don présentées, les di�érentes grandeurs néessaires à la formulation d'unproblème en grandes déformations.� Puis nous érivons, dans e adre, les deux prinipes fondamentaux de la ther-modynamique.� En�n, nous introduisons la notion d'état intermédiaire, notion majeure pour lesdéveloppements réalisés dans e travail. Un ertain nombre de lois, dont la validitéest véri�ée par des ritères d'objetivité, sont alors déduites.En résumé, e qui suit expliite les hypothèses de travail et délimite le adre de etteétude.





165Formalisme des grandes déformationsDesription du mouvementPSfrag replaements
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~x
ω

ℜ

C0 CtFigure A.1 � Système de on�gurations.Soit un solide S évoluant dans un référentiel ℜ. Il oupe le domaine Ω dans la on�guration
C0 que nous onsidérons omme la on�guration initiale. Il oupera à l'instant t le domaine ωdans la on�guration Ct (f. FIG. A.1).En méanique des solides, la on�guration initiale du solide avant déformation est souvent hoisieomme on�guration de référene [SIDOROFF, 1982℄. On peut dé�nir une fontion K, qui à laposition ~X d'une partiule P dans C0, assoie ~x sa position dans Ct :

K :

∣∣∣∣∣
C0 −→ Ct
~X 7−→ ~x = K( ~X,t)

(A.1)En introduisant ~u, le veteur déplaement, l'équation A.1 peut se mettre sous une forme équiva-lente :
~x = ~X + ~u( ~X,t). (A.2)Expression des déformationsEn vue de dé�nir la transformation loale au voisinage de la partiule P , on introduit las-siquement l'appliation linéaire tangente ¯̄F assoiée à K. Considérant un veteur ~dX dans laon�guration initiale, son image ~dx dans la on�guration atuelle s'obtient par la relation :
~dx = ¯̄F · ~dX, (A.3)



166 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationset de manière indiielle, en utilisant la relation A.2 :
Fij =

∂xi
∂Xj

=
∂ui
∂Xj

+ δij . (A.4)
¯̄F (appelé aussi gradient de la transformation) traduit le "transport" de C0 vers Ct. L'appliationlinéaire tangente est loalement inversible et onserve l'orientation, par onséquent :

J = det( ¯̄F ) > 0. (A.5)Au niveau loal, les lois de transformation, liant un élément de volume dV ou de surfae ~NdSde C0 à leurs images respetives dv et ~nds dans Ct, se délinent omme suit :
dv = JdV, (A.6)
~nds =





(Cof ¯̄F ) · ~NdS

J ¯̄F
−T · ~NdS.

(A.7)Le tenseur gradient de la transformation ¯̄F dérit le mouvement loal autour d'une partiule.Il englobe aussi bien les rotations rigides que les déformations pures et ne onstitue pas alors unebonne mesure des déformations. Aussi, faut-il utiliser des mesures qui ne rendent ompte quedes hangements de forme du milieu 'est à dire qui ne traduisent que les variations de longueuret d'angle, soit pour deux veteurs, les variations de leur produit salaire.Dès lors, on peut dé�nir plusieurs déformations :� soit par une dé�nition direte qui détermine les tenseurs de dilatations ou de déformationdiretement à partir de ¯̄F . C'est le as des formulations lassiques de déformations réaliséesen on�guration initiale et atuelle,� soit par déomposition de ¯̄F telle que la déomposition polaire, utilisée ii, qui ne de-pend que des on�gurations initiale et atuelle ou bien d'autre telle que par exemple ladéomposition orotationnelle qui depend de l'histoire des déformations.Desription lagrangienne des déformationsOn onsidère ~dX et ~dY deux veteurs de la on�guration C0, devenant ~dx et ~dy aprèsdéformation (dans Ct). On a :
~dx · ~dy = ( ¯̄F · ~dX) · ( ¯̄F · ~dY )

= ~dX · ¯̄F
T · ¯̄F · ~dYOn note alors ¯̄C le tenseur des dilatations ou tenseur de Cauhy-Green droit dé�ni par :

¯̄C = ¯̄F
T · ¯̄F. (A.8)



167La variation de produit salaire s'érit alors telle que :
~dx · ~dy − ~dX · ~dY = ~dX ·

(
¯̄F
T · ¯̄F − ¯̄1

)
· ~dY . (A.9)On note ainsi ¯̄E le tenseur des déformations de Green-Lagrange dé�ni par :

¯̄E =
1

2
( ¯̄C − ¯̄1). (A.10)Desription eulérienne des déformationsOn dé�nit alors de la même manière, dans la on�guration atuelle, le tenseur de Cauhy-Green gauhe omme étant :

¯̄B = ¯̄F · ¯̄F
T tel que ~dX · ~dY = ~dx · ¯̄B

−1 · ~dy. (A.11)Le tenseur d'Euler-Almansi ¯̄A traduit alors la variation de produit salaire, il est dé�ni par :
¯̄A =

1

2
(¯̄1 − ¯̄B

−1
). (A.12)Déomposition polaire du tenseur gradient de transformationUne autre manière d'introduire la notion de déformation est d'utiliser l'unique déompositionpolaire de ¯̄F (ar det( ¯̄F ) > 0) :

¯̄F = ¯̄V · ¯̄R = ¯̄R · ¯̄U, (A.13)ave ¯̄V , ¯̄U respetivement les tenseurs des déformations pures droit (en desription lagrangienne)et gauhe (en desription eulérienne)� tous deux sont symétriques dé�nis positifs � et ¯̄R le tenseurde rotation. La transformation est ainsi déomposée en deux étapes. Le passage de C0 à Cts'e�etue par une rotation puis une déformation, ou l'inverse (f. FIG. A.2).
PSfrag replaements
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¯̄FFigure A.2 � Desription d'une déomposition polaire [SIDOROFF, 1982℄.



168 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsVitesse de déformationPour aratériser les vitesses, on introduit le veteur ~v omme étant la dérivée par rapportau temps de ~x( ~X,t). Si bien que pour ~dx de Ct, on a :
~dv = ~̇dx =

˙̄̄
F · ~dX = ¯̄L · ~dx (A.14)L'équation A.14 montre bien que ˙̄̄

F mesure la vitesse de déformation entre la on�guration initialeet elle atuelle et il est don possible de dé�nir le tenseur gradient des vitesses ¯̄L =
˙̄̄
F · ¯̄F

−1.La déomposition de ¯̄L en une partie symétrique et partie antisymétrique représentant res-petivement la vitesse de déformation et le rotationnel du hamp des vitesses permet de dé�nirles tenseurs eulériens taux de déformation ¯̄D et de rotation ¯̄W de la transformation.
¯̄L = ¯̄D + ¯̄W ave  ¯̄D =

1

2

(
¯̄L+ ¯̄L

T
)
,

¯̄W =
1

2

(
¯̄L− ¯̄L

T
)
.

(A.15)Si ~dx et ~dy sont deux veteurs de Ct, il nous faut exprimer la dérivée par rapport au tempsde leur produit salaire. On a, en on�guration eulérienne :
d

dt
( ~dx · ~dy) = 2 ~dx · ¯̄D · ~dy. (A.16)On obtient de la même manière en on�guration lagrangienne, ave ˙̄̄

E = ¯̄F
T · ¯̄D · ¯̄F le tenseurtaux de déformation lagrangien on�rmant que ˙̄̄

E et ¯̄D sont les transportés l'un de l'autre :
d

dt
( ~dx · ~dy) = 2 ~dX · ˙̄̄

E · ~dY . (A.17)Desription des e�ortsTrois desriptions peuvent être utilisées pour dé�nir l'état de ontrainte dans un solide,suivant que l'on onsidère les e�orts intérieurs de ohésion dans la on�guration atuelle (~dt, voirFIG. A.3) à travers un élément de surfae déformé (~nds) ou non déformé ( ~NdS), ou enore letransport des e�orts de ohésion ( ~dT ) à travers un élément de surfae non déformé (~nds). Cesapprohes dé�nissent respetivement les deriptions eulérienne, mixte et lagrangienne [?℄.Desription eulérienneComme nous l'avons expliqué préédemment, on onsidère les e�orts intérieurs de ohésionexerés par une partie du solide sur l'autre, à travers un élément de surfae ~nds. On dé�nit ¯̄σ letenseur des ontraintes de Cauhy de façon analogue aux petites déformations omme étant :
~dt = ¯̄σ · ~nds. (A.18)

¯̄σ (tenseur symétrique) représente don les e�orts de ohésion réellement exerés à travers unélément de surfae déformée et par unité de surfae déformée.
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~NdS

Ω

~dT ~nds

ω

~dt

ℜ

C0 CtFigure A.3 � Etat de ontrainte dans les di�érentes on�gurations.Desription mixteDans e as, on peut également lier les e�orts intérieurs de ohésion dans la on�gurationatuelle, ~dt, au transport de l'élément de surfae ~nds dans la on�guration initiale noté ~NdS.
~dt = ¯̄σ · J ¯̄F

−T · ~NdS,Ainsi, le tenseur des ontraintes assoié à ette desription est ¯̄π (tenseur non symétrique), lepremier tenseur de Piola-Kirhhoff :




¯̄π = J ¯̄σ · ¯̄F
−T
,

~dt = ¯̄π · ~NdS.
(A.19)Tout omme ¯̄F , ¯̄π n'est ni lagrangien, ni eulérien. On parle alors de desription mixte. Physi-quement, il représente les e�orts de ohésion réellement exerés à travers un élément de surfaedéformée par unité de surfae non déformée.Desription lagrangienneL'obtention d'une desription omplètement lagrangienne de l'état de ontrainte néessite letransport de l'e�ort réel de ohésion ~dt dans la on�guration initiale non-déformée tel que :

~dT = ¯̄F
−1 · ~dt (A.20)



170 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsOn introduit ainsi ¯̄S (tenseur qui n'a auune signi�ation physique mais présente la partiularitéd'être symétrique) le seond tenseur de Piola-Kirhhoff tel que :




¯̄S = J ¯̄F
−1 · ¯̄σ · ¯̄F

−T
= ¯̄F

−1 · ¯̄π,

~dT = ¯̄S · ~NdS.
(A.21)Equations d'équilibre statique
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C0 CtFigure A.4 � Conditions limites dans les on�gurations initiale et atuelle.On dé�nit dans la on�guration atuelle (f. FIG. A.4) par ∂ω la surfae du domaine ω, ∂ωuet ∂ωF respetivement les sous domaines de ∂ω sur lesquels on applique un déplaement imposé
~u0 ou une densité surfaique de fore par unité de surfae déformée ~t tels que ∂ωu ∪ ∂ωF = ∂ωet ∂ωu ∩ ∂ωF = ∅, δ un élément de volume dans la on�guration déformée et ~τ les e�orts deohésion exerés à travers l'élément de surfae ∂δ.Dans la on�guration initiale, ∂Ω, ∂Ωu, ∂ΩF , D et ∂D sont respetivement les transportés de
Ct vers C0 par l'intermédiaire de ¯̄F

−1 de ∂ω, ∂ωu, ∂ωF , δ et ∂δ. ~T est la densité surfaique defore exprimée dans C0.Formulation eulérienneL'ériture de la onservation de la quantité de mouvement, traduisant dans la on�gu-ration atuelle, l'équilibre du sous domaine δ, donne :
∫

∂δ
~τds+

∫

δ
ρ~fdv = ~0, (A.22)où ρ est la densité de masse par unité de volume dans la on�guration atuelle et ~f la densitémassique de fore.On obtient dans la on�guration atuelle, en utilisant le théorème de la divergene et après avoir



171injeté la relation A.18 dans l'équation A.22, l'équation d'équilibre assoiée aux onditions limitessuivantes : 



divx ¯̄σ + ρ~f = ~0 sur ω
¯̄σ · ~n = ~t sur ∂ωF
~u = ~u0 sur ∂ωu (A.23)Formulation lagrangienneSi on note ρ0 la densité de masse par unité de volume dans la on�guration de référene,l'équation de la onservation de la masse et la relation A.6 nous donnent :
ρdv = ρ0dV soit ρ0 = Jρ. (A.24)En se servant des lois de transformation A.6 et A.7 pour hanger les domaines d'intégration deA.22, il est alors possible d'érire dans la on�guration C0 :





divX ¯̄π + ρ0
~f = ~0 sur Ω

¯̄π · ~N = ~T sur ∂ΩF

~u = ~u0 sur ∂Ωu

(A.25)Hypothèse des petites perturbationsL'hypothèse des petites perturbations onsiste à supposer que le déplaement ~u est faible,ainsi C0 et Ct, ~X et ~x se onfondent. On se plae alors dans le as où ¯̄F tend vers le tenseurunité, la déformation est alors aratérisée à des termes du seond ordre près par :
¯̄ε =

1

2
((∇u)T + ∇u)

¯̄C ≃ ¯̄B ≃ ¯̄1 + 2¯̄ε et ¯̄E ≃ ¯̄A ≃ ¯̄εet ¯̄σ ≃ ¯̄π ≃ ¯̄S. Les ontraintes sont alors généralement désignées par le tenseur de Cauhyvéri�ant les équations d'équilibre et les onditions aux limites (f. A.23).





ANNEXE B
Equations des modèles deomportement rhéologiques généralisésen grandes déformations

Avertissement :Dans ette annexe, nous développons toutes les étapes néessaires pour arriver auxlois onstitutives d'un modèle rhéologique le plus général possible. Nous nous plaçonsii dans le adre des grandes déformations en on�guration eulérienne. Une attentionpartiulière est alors portée sur l'objetivité des grandeurs utilisées. L'hypothèse d'unmatériau isotrope, homogène et inompressible est faite. De plus, nous faisons ii undéoupage des phénomènes thermiques et méaniques a�n d'éarter des développementsles équations de ouplage thermique. Nous onsiderons don l'énergie libre et le pseudo-potentiel de dissipation indépendants de la température.





175Position du problèmeDans ette annexe, nous nous positionnons en on�guration eulerienne. Nous supposons quele omportement du matériau à modéliser est homogène et isotrope, et que le matériau est in-ompressible. De plus, pour failiter l'ériture des équations nous supposons que les phénomènesthermiques et méaniques sont déouplés et ne nous intéressons dans ette annexe qu'à la partieméanique du problème.Tous modèles rhéologiques généralisés peuvent être shématiser par le modèle présenté sur lafigure B.1PSfrag replaements
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Figure B.1 � Modèle rhéologique généralisé omposé de N branhes

Equation d'un modèle unitaireDans un premier temps, nous allons dé�nir les équations dans le as d'un modèle de ompor-tement élasto-dissipatif à une branhe présenté sur la Figure B.2.A partir de l'hypothèse d'existene de on�gurations intermédiaires (SIDOROFF [1973℄),on déompose le gradient des déformations ¯̄F en deux sous gradients notés ¯̄F a et ¯̄F e tels que
¯̄F = ¯̄f e. ¯̄fa. De plus, nous utilisons la déomposition polaire de ¯̄F e telle que ¯̄f e = ¯̄v.¯̄r .On dé�nit par la même oasion les tenseurs de Cauhy-Green gauhes :� ¯̄B = ¯̄F. ¯̄F

T ,� ¯̄be = ¯̄f e. ¯̄f e
T� et ¯̄ba = ¯̄fa. ¯̄fa

T



176Annexe B. Equations des modèles de omportement rhéologiques généralisés en grandes déformations
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Figure B.2 � Modèle rhéologique étendu à une branheNous introduisons aussi les tenseurs taux de déformation ¯̄L =
˙̄̄
F. ¯̄F−1 = ¯̄D+ ¯̄W ave ¯̄D (partiesymétrique de ¯̄L) et ¯̄W (partie antisymétrique de ¯̄L) respetivement le tenseur des vitesses dedéformation et le rotationnel du hamps des vitesses. On dé�nit de même ¯̄de et ¯̄da.Dans le as isotrope, l'énergie libre est une fontion isotrope des di�érentes variables. Elleprend ii la forme suivant :

ψ = ψ0(
¯̄B) + ψe(¯̄be) (B.1)De même, le pseudo-potentiel de dissipation est omposé par :

ϕ = ϕ0(
¯̄B) + ϕE(¯̄be) + ϕA(¯̄be) (B.2)ave ϕe( ¯̄Be) = ϕep(¯̄be) + ϕev(¯̄be) + ϕev(nl)(¯̄be)et ϕa(¯̄be) = ϕap(¯̄ba) + ϕav(¯̄ba) + ϕav(nl)(¯̄ba).L'inégalité de Clausius-Duheim générale va prendre la forme suivante :

φ = ¯̄σ : ¯̄D − ρ
∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B

︸ ︷︷ ︸
1

−ρ ∂ψ
∂¯̄be

:
˙̄̄
be

︸ ︷︷ ︸
2︸ ︷︷ ︸

φmea − ρ(s+
∂ψ

∂T
)Ṫ − 1

T

−−→
gradxT · ~q

︸ ︷︷ ︸
φther ≥ 0 (B.3)

On ne s'intéresse ii qu'à φmea.
• Développement de l'aolade 1 :A partir de la dé�nition de ¯̄B, on a ˙̄̄

B =
˙̄̄
F. ¯̄F T + ¯̄F.

˙̄̄
F T . Puisque ˙̄̄

F = ¯̄L. ¯̄F , on trouve :
˙̄̄
B = ¯̄L. ¯̄B + ¯̄B. ¯̄LT . (B.4)



177En remplaant ˙̄̄
B dans la partie 1 de l'equation B.3 :

∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B =

∂ψ

∂ ¯̄B
: ( ¯̄L. ¯̄B + ¯̄B. ¯̄LT )

=
∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄L. ¯̄B +

∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄B. ¯̄LT

= ¯̄B
∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄LT + ¯̄BT ∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄LT (par dé�nition du produit doublement ontraté)

= 2 ¯̄B.
∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄LT (ar ¯̄B est symétrique)

= 2 ¯̄B.
∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄D (puisque ψ est fontion isotrope de ¯̄B) (B.5)

∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B = 2 ¯̄B.

∂ψ

∂ ¯̄B
: ¯̄D

• Développement de l'aolade 2 :
˙̄̄
be n'étant pas une grandeur objetive, la formulation obtenue à partir de e tenseur ne véri�e pasle prinipe d'invariane des fontions onstitutives. L'idée de MEO et al. [2002℄ est de dérire
˙̄̄
Bi en fontion de grandeurs objetives. On sait que ¯̄be = ¯̄f e. ¯̄f e

T et que ¯̄F = ¯̄f e. ¯̄fa, on peut dondévelopper ˙̄̄
be omme suit :

˙̄̄
be =

˙̄̄
f e. ¯̄f e

T
+ ¯̄f e.

˙̄̄
f e
T

=
˙̄̄
F. ¯̄f−a. ¯̄f−aT . ¯̄F T + ¯̄F.

˙̄̄
f−a. ¯̄f−aT . ¯̄F T + ¯̄F. ¯̄f−a.

˙̄̄
f−aT . ¯̄F T + ¯̄F. ¯̄f−a. ¯̄f−aT . ˙̄̄

F T

=
˙̄̄
F. ¯̄F−1
︸ ︷︷ ︸

¯̄L

. ¯̄F. ¯̄f−a︸ ︷︷ ︸
¯̄fe

. ¯̄f−aT . ¯̄F T︸ ︷︷ ︸
¯̄feT

︸ ︷︷ ︸
¯̄be

+ ¯̄F.
˙̄̄
f−a. ¯̄f−aT . ¯̄F T + ¯̄F. ¯̄f−a.

˙̄̄
f−aT . ¯̄F T + ¯̄F. ¯̄f−a︸ ︷︷ ︸

¯̄fe

. ¯̄f−aT . ¯̄F T︸ ︷︷ ︸
¯̄feT

︸ ︷︷ ︸
¯̄be

. ¯̄F−T . ˙̄̄
F T︸ ︷︷ ︸

¯̄LT

= ¯̄L.¯̄be + ¯̄Be. ¯̄LT + ¯̄f e.
(d( ¯̄fa. ¯̄f−a)

dt
− ˙̄̄
fa. ¯̄f−a +

d( ¯̄f−aT . ¯̄faT )

dt
− ¯̄f−aT . ˙̄̄

faT
)
. ¯̄f eT

= ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT − ¯̄f e.
(

˙̄̄
fa. ¯̄f−a︸ ︷︷ ︸

¯̄la

+ ¯̄f−aT .
˙̄̄
faT︸ ︷︷ ︸

¯̄laT

)
. ¯̄f eT

= ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT − 2 ¯̄f e. ¯̄da. ¯̄f eT

= ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT − 2¯̄v. ¯̄r. ¯̄da.¯̄r−1
︸ ︷︷ ︸

¯̄da
o

. ¯̄V (B.6)On obtient �nalement :
˙̄̄
be = ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT − 2¯̄v. ¯̄dao .¯̄v (B.7)



178Annexe B. Equations des modèles de omportement rhéologiques généralisés en grandes déformationsOn fait apparaître ii un nouveau tenseur ¯̄dao qui dé�nit la mesure eulerienne du taux dedéformation relative à la transformation ¯̄fa qui s'obtient de ¯̄da par rotation. Reste maintenant àaluler : ∂ψ
∂¯̄be

:
˙̄̄
be. En utilisant le fait que ψ soit une fontion isotrope de ¯̄be, la même démarheque elle de l'equation B.5 ainsi que la dé�nition du produit doublement ontraté, on trouve :

∂ψ

∂¯̄be
:
˙̄̄
be =

∂ψ

∂¯̄be
: ( ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT − 2¯̄v. ¯̄dao .

¯̄V )

=
∂ψ

∂¯̄be
: ( ¯̄L.¯̄be + ¯̄be. ¯̄LT ) − 2

∂ψ

∂¯̄be
: ¯̄v. ¯̄dao .¯̄v

= 2¯̄be.
∂ψ

∂¯̄be
: ¯̄D − 2¯̄v.

∂ψ

∂¯̄be
.¯̄v : ¯̄dao

(B.8)
∂ψ

∂¯̄be
:
˙̄̄
be = 2¯̄be.

∂ψ

∂¯̄be
: ¯̄D − 2¯̄v.

∂ψ

∂¯̄be
.¯̄v : ¯̄dao

Ainsi, si l'on se ramène à l'inégalité de Clausius-Duheim, en utilisant les développementspréédents, on obtient :
φmea =

(
¯̄σ − 2ρ ¯̄B.

∂ψ

∂ ¯̄B
− 2ρ¯̄be.

∂ψ

∂¯̄be

)
: ¯̄D + 2ρ

(
¯̄v.
∂ψ

∂¯̄be
.¯̄v

)
: ¯̄dao

=
∂ϕ

∂ ¯̄D
: ¯̄D +

∂ϕ

∂ ¯̄de
: ¯̄de +

∂ϕ

∂ ¯̄dao
: ¯̄dao

(B.9)
¯̄de doit être érit fontion de variables objetives, 'est pourquoi on développe ¯̄le et on ne gardeque la partie symétrique :

¯̄de =
[¯̄le
]sym =

[ ˙̄̄
f e. ¯̄f−e

]sym
=
[ ˙̄̄
F. ¯̄F−1

]sym +
[ ¯̄F.

˙̄̄
f−a. ¯̄fa. ¯̄F−1

]sym =
[ ¯̄L
]sym −

[ ¯̄F. ¯̄f−a︸ ︷︷ ︸
¯̄fe

.
˙̄̄
fa. ¯̄f−a︸ ︷︷ ︸

¯̄la

. ¯̄fa. ¯̄f−1

︸ ︷︷ ︸
¯̄fe

]sym
=
[ ¯̄L
]sym −

[ ¯̄f e.¯̄la. ¯̄f e
]sym

= ¯̄D − ¯̄v.
[
¯̄r¯̄la.¯̄r

]sym.¯̄v−1 = ¯̄D − ¯̄v. ¯̄dao .¯̄v
−1Ainsi, l'équation B.9(b) devient :

φmea =
∂ϕ

∂ ¯̄D
: ¯̄D +

∂ϕ

∂ ¯̄de
: ( ¯̄D − ¯̄v ¯̄dao ¯̄v

−1) +
∂ϕ

∂ ¯̄dao
: ¯̄dao

=
( ∂ϕ
∂ ¯̄D

+
∂ϕ

∂ ¯̄de

)
: ¯̄D +

( ∂ϕ
∂ ¯̄dao

− ∂ϕ

∂ ¯̄de

)
: ¯̄dao

(B.10)A partir de ette nouvelle forme de l'inégalité de Clausius-Duheim, nous trouvons la loi de



179omportement ainsi que la loi omplémentaire du modèle unitaire général :




¯̄σ = 2ρ ¯̄B.
∂ψ

∂ ¯̄B
+ 2ρ¯̄be.

∂ψ

∂¯̄be
+
∂ϕ

∂ ¯̄D
+
∂ϕ

∂ ¯̄de

∂ϕ

∂ ¯̄dao
= ¯̄v.

∂ψ

∂¯̄be
.¯̄v +

∂ϕ

∂ ¯̄de

(B.11)
Passage aux modèles généralisésRevenons au as du modèle rhéologique à N branhes, présentés sur la Figure. B.1, appeléaussi modèle généralisé. Au niveau de l'ériture des équations du modèle, la prinipale di�éreneave le modèle unitaire est le nombre de variables internes à prendre en ompte. Le modèleunitaire dépend de deux variables internes ¯̄B et ¯̄Be (sans prise en ompte de la température), lemodèle à N branhes dépend de N + 1 variables : ¯̄B et les ¯̄Be

k pour k = 1..N . L'energie libre etle pseudo-potentiel de dissipation se déomposent en :
ψ = ψ0( ¯̄B) +

N∑

k=1

ψek(
¯̄bek)

ϕ = ϕ0( ¯̄D) +

N∑

k=1

ϕe( ¯̄dek) +

N∑

k=1

ϕa( ¯̄dak)

(B.12)L'inégalite de Clausius-Duheim sur la partie méanique prend alors les formes suivants :
φmea = ¯̄σ : ¯̄D − ρ

∂ψ0

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B − ρ

N∑

k=1

∂ψek

∂¯̄bek
:
˙̄̄
bek ≥ 0 (B.13)Tous les développements que nous avons faits pour la branhe dissipative du modèle unitairepeuvent être utilisés pour haque branhe k. Ainsi, nous retrouvons les trois résultats suivantsà partir desquels sont dérivées la loi de omportement et les lois omplémentraires régissant lemodèle généralisé.

∂ψ0

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B = 2 ¯̄B.

∂ψ0

∂ ¯̄B
: ¯̄D

∂ψek
∂¯̄bek

:
˙̄̄
bek = 2¯̄bek.

∂ψek
∂¯̄bek

: ¯̄D − 2¯̄vk.
∂ψek
∂¯̄bek

.¯̄vk : ¯̄dako

(B.14)où ¯̄vk représente la dilatation pure de la déomposition polaire de ¯̄f ek telle que ¯̄f ek = ¯̄vk ¯̄rk et où
¯̄dako = ¯̄rk

¯̄dak ¯̄r
−1 est la mesure eulerienne du taux de déformation ¯̄dak.La loi de omportement d'un modèle généralisé et les N lois omplémentaires régissant le



180Annexe B. Equations des modèles de omportement rhéologiques généralisés en grandes déformationsomportement dissipatif du modèle deviennent :




¯̄σ = 2ρ ¯̄B.
∂ψ0

∂ ¯̄B
+ 2ρ

N∑

k=1

¯̄bek.
∂ψek

∂¯̄bek
+

N∑

i=1

∂ϕ0

∂ ¯̄D
+
∂ϕek

∂ ¯̄dek

∂ϕak
∂ ¯̄dako

= ¯̄vk.
∂ψek
∂¯̄bek

.¯̄vk +
∂ϕek
∂ ¯̄dek

(B.15)



ANNEXE C
Résultats expérimentaux de fatigue enisaillement

Avertissement :Cette annexe présente l'ensemble des résultats expérimentaux en fatigue que nous avonsobtenus lors de la ampagne expérimentale en isaillement. Toutes les ourbes ne pou-vant être exposées dans le orp du texte, nous avons regroupé ii les résultats surlesquels l'in�uene de la fatigue est présente.Les ourbes sont distinguées par leur on�guration d'essais de fatigue. Ainsi nous pré-senterons l'évolution des 6 essais de aratérisation ave la fatigue pour les on�gura-tions suivantes :� 15 Hz : 25% d'amplitude dynamique, sans amplitude statique,� 15 Hz : 12,5% d'amplitude statique et 25% d'amplitude dynamique.� 6 Hz : 25% d'amplitude dynamique, sans amplitude statique,� 6 Hz : 12,5% d'amplitude statique et 25% d'amplitude dynamique.Ces ourbes permettent de mettre en évidene les méanismes marosopiques d'en-dommmagement tels que les évolutions déroissantes de la raideur globale et de ladissipation qui nous ammène à la onstrution des deux modèles de omportement.





183Con�guration d'essais à 15HzEssais fatigués à ±25% d'amplitude sans pré-déformation.
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184 Annexe C. Résultats expérimentaux de fatigue en isaillementEssais fatigués à 12,5 ± 25% d'amplitude.
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185Con�guration d'essais à 6HzEssais fatigués à ±25% d'amplitude sans pré-déformation.
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ANNEXE D
Mis en evidene d'une durée de vieultime des éprouvettes deDouble-Cisaillement

Avertissement :Cette annexe présente l'évolution des raideurs normalisées en fontion des nombres deyles en fatigue. Un ajustement linéaire de la rigidi�ation puis de l'assouplissement,mis en évidene par ses ourbes, permet de déteter un seuil (en nombre de yles) àpartir duquel le matériau est endommagé.
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ANNEXE E
Algorythme d'identi�ation desparamètres des modèles deomportement

Avertissement :Cette annexe présente l'algorythme d'identi�ation des paramètres des modèles de om-portement développé pour la aratérisation des paramètres de modèle de omporte-ment statistique.





193Hypothèses inématiquesL'identi�ation d'un modèle élasto-dissipatif onsiste à déterminer le jeu de paramètres per-mettant de minimiser la distane, au sens des moindres arrés, entre :� la réponse du modèle, déduite semi-analytiquement à l'aide du logiiel de alul formelMathematiar,� et les résultats obtenus via des essais expérimentaux :� de double-isaillement en relaxation ou sous hargement ylique,� de tration uniaxiale en relaxation.Cette réponse semi-analytique étant supposée homogène, on onsidère alors que le gradient global
¯̄F et du pseudo-gradient anélastique ¯̄Fa

(1) prennent les formes suivantes :� En isaillement :
¯̄F =




1 γ 0

0 1 0

0 0 1


 et ¯̄Fa =




γa1 γa 0

0 γa2 0

0 0 1
γa1γa2


 .� Tration uniaxiale :

¯̄F =




λ 0 0

0 1√
λ

0

0 0 1
λa1λa2


 et ¯̄Fa =




λa1 0 0

0 λa2 0

0 0 λa3


 .La réponse du modèle en ontrainte est ainsi déterminée en utilisant la loi de omportement, aprèsl'intégration numérique des équations di�érentielles non-linéaires issues de la loi omplémentaire.Formes des données expérimentalesLe traitement des données expérimentales peut s'avérer di�érent selon la nature de l'essaionsidéré et du mode d'aquisition de la réponse, on distingue alors les réponses temporelles desréponses en hystérèse.Réponses temporellesAinsi, lorsque la réponse expérimentale se présente sous forme de Nexp ouples (Temps,Contrainte) de points expérimentaux par (texpi ,τ expi ) (f. E.1). Cet ensemble de point est ajustépar une ourbe théorique dé�nie par l'ensemble des points (tmodi ,τmodi ) sahant que texpi = tmodi .(1). tous les deux inompressibles
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Temps (s)(f) Réponse en ontrainte.Figure E.1 � Données expérimentales issues d'un essai ylique de double isaillement.Ainsi, en notant X̂ le veteur omposé des n paramètres du modèle à identi�er, la distane desmoindres arrés à minimiser s'érit :
E(X̂) =

√√√√
Nexp∑

i=1

(
τmodi (X̂) − τ expi

)2
. (E.1)Réponse en hystérésisLorsque les données expérimentales se présentent sous forme de ourbe d'hystérésis dans leplan (Déformations, Contraintes) (2), on dé�nit ette fois, les points expérimentaux par les 2×Nouples (γi,τi), ave : 



γ̇i ≥ 0 ∀i ∈ {1 . . . N}

γ̇i < 0 ∀i ∈ {N . . . 2N}
(E.2)L'hystérésis dé�ni par es 2×N ouples n'étant pas bijetive, il est préférable de déomposer lesrésultats expérimentaux en deux parties bijetives, soient (E.2) :� la ontrainte moyenne, à γ donnée, entre la desente (γ̇ < 0) et la montée (γ̇ ≥ 0) :

ti =
τi + τ2N−i

2
∀i ∈ {1 . . . N}, (E.3)� la ontrainte di�érentielle , à γ donnée :

di = τi − τ2N−i ∀i ∈ {1 . . . N}. (E.4)L'identi�ation des paramètres du matériau peut alors se ramener à la minimisation de l'éartentre les ourbes expérimentales (γi,ti), (γi,di) et leurs homologues théoriques :
E(X̂) =

√√√√
n∑

i=1

(ti − t(X̂)
∣∣∣
γi

)
2
+

n∑

i=1

(di − d(X̂)
∣∣∣
γi

)
2 (E.5)(2). pour une réponse ylique en isaillement
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Déformation globale (%)Figure E.2 � Traitement des ourbes d'hytérésis.Algorithme de minimisationLa résolution du problème de minimisation de la distane des moindres arrés, dé�nie préé-demment, s'e�etue, sans alul de gradient, en adoptant un algorithme itératif de minimisation(f. E.3) inspiré de la méthode de Hooke & Jeeves et ouplée à une proédure itérative derédution de la variation. Le prinipe de ette méthode onsiste à herher de façon heuristique,à partir d'un point X̂
0, la diretion et le pas permettant de diminuer E. L'opérateur permettantette diminution est appelée : l'opérateur de Reherhe Loale détaillé sur la �gure E.4 (3).

(3). (e1,e2 . . . en) désignant la base anonique de R
n.
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oui

oui

oui

ouinon
non

non
non

X̂0 ∈ Rn et ρ ∈ R+�n ρ < ε

X̂1 = RL(X̂0

)

X̂0 = X̂1 et ρ = ρ
2

X̂k+1 = X̂1 et ρ = ρ
2

∣∣∣X̂1 − X̂0

∣∣∣ < ε

∣∣∣X̂k+1 − X̂k

∣∣∣ < ε

k = 1...Niter

y = RL(2X̂k − X̂k−1

)

X̂k+1 = RL(X̂k

)
X̂k+1 = X̂

E(X̂) < E(X̂k

)

Figure E.3 � Algorithme itératif d'ajustement.
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Entrées :

Ŷ0 ∈ Rn

ρ ∈ R+Boule, i = 1,nCaluler :
E0 = E(Ŷi−1)

E+ = E(Ŷi−1 + ρei)

E
−

= E(Ŷi−1 − ρei)Détermination du minimum loal :
Ŷi = Ŷi−1 si E0 ≤ E+ et E0 ≤ E

−

Ŷi = Ŷi−1 + ρei si E+ < E0 et E+ < E
−

Ŷi = Ŷi−1 − ρei si E
−
< E0 et E

−
< E+Fin de boule.

i = i+ 1

Sortie :
Ŷ = RL(Ŷ0) = ŶnFigure E.4 � Opérateur de Reherhe Loale : RL.


