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Introduction Générale

La théorie de I'électromagnétisme de Maxwell (1865), marque un point cru-
cial pour la compréhension des mécanismes d’interaction entre la lumiere
et la matiere, en fournissant un modele ondulatoire complet des lois fonda-
mentales de I'électricité et du magnétisme a 1’échelle macroscopique. Elle a
permis, avec la découverte par Hertz en 1888 des ondes qui portent mainte-
nant son nom, un élan considérable dans le domaine de la communication. La
théorie de I’électromagnétisme a également ouvert la porte a deux disciplines
piliers de la physique moderne : I’étude du rayonnement du corps noir par
Planck (1900) est une des bases du développement de la physique quantique,
tandis que 'invariance de la vitesse de la lumiere est le point de départ de la
relativité d’Einstein (1915).

Cependant, a cause de la nature non cohérente et peu sélective (tant du
point de vue spatial que fréquentiel) des sources lumineuses dont on dispose
a I’époque, la matiere reste difficile a sonder a 1’échelle microscopique.

Avec la découverte de I’émission stimulée, suivie de l'apparition des pre-
miers lasers (1960), sources de lumiére intenses, cohérentes et directionnelles,
commence alors a se développer l'investigation de la matiere a 1’échelle mi-
croscopique.

Aujourd’hui, I’étude des processus d’interaction matiere-laser s’est beaucoup
développée et possede un vaste champ d’applications allant de la théorie
quantique fondamentale [18], au développement des nouvelles technologies
a 1’échelle mésoscopique [17]. Dans ce contexte, une idée séduisante et am-
bitieuse voit le jour. En admettant que 'on sache décrire correctement les
effets dynamiques de l'interaction matiere-laser, on peut envisager d’irradier
la matiere avec un rayonnement dont on manipule a volonté les parametres,
afin d’entrainer la matiere dans un état préalablement défini. Ainsi est né le
contréle quantique. [22, 23, 24, 25|

D’une maniere générale, un systeme est dit controlé lorsque sa loi d’évolu-
tion peut étre modifiée de maniere arbitraire et extérieure au systeme. Le but
du controle quantique est de trouver une stratégie permettant de manipuler
I’évolution du systeme pour le conduire d’un état préalablement connu (pré-

9
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paration) a un état souhaité (cible). Le probléeme fondamental du contrdle
quantique est alors de trouver la forme du laser permettant de réaliser cet
objectif. La cible peut étre désignée aussi bien de maniere directe, comme en
information quantique ou on considere des préparations spécifiques précises,
ou encore comme au cours du refroidissement ou du piégeage d’atomes par
laser ou on veut controler les populations; que de maniere indirecte comme
dans le cas de l'orientation ou de 'alignement moléculaire ou la cible est
définie comme étant 1’état qui maximise la valeur moyenne d’une certaine
observable.

Diverses méthodes de controle quantique ont été développées ces cinquante
dernieres années, et deux critéres peuvent étre donnés pour comparer ces di-
verses méthodes :

- une cible peut parfois ne pas étre exactement atteinte, et plus un champ de
controle permet de se rapprocher d’une cible, plus il est dit efficace ;

- au cours d'une expérience réelle, le champ de controle est toujours soumis a
de faibles variations par rapport aux parametres idéaux, et un processus est
dit robuste lorsque ces variations n’entrainent pas un changement drastique
de comportement du systeme.

Dans le régime adiabatique, ou ’enveloppe du champ électrique est supposée
lentement variable par rapport au temps caractéristique d’évolution du sys-
teme controlé, on peut effectuer, notamment grace a la technique STIRAP
[19, 20, 21], des transferts de populations efficaces de maniere tres robuste,
mais aussi caractériser ces processus de transfert par la topologie des surfaces
d’énergies propres [5, 6].

Dans I’approzimation soudaine [29, 30|, au contraire, les variations typiques
du champ sont tres rapides devant le temps caractéristique d’évolution du
systeme controlé. Cette stratégie, relativement moins employée que le trans-
fert adiabatique, se révele assez judicieuse dans le cas des systemes dissipatifs,
ou l'on agit dans des délais temporels suffisamment courts pour espérer ne
pas laisser aux effets souvent négatifs de la dissipation 'occasion de trop se
manifester.

Il existe également des méthodes numériques de détermination du champ. Par
exemple, les algorithmes génétiques [26, 27, 28], sont des méthodes itératives
de construction par sélection naturelle (au sens de Darwin) de solutions ap-
prochées d’un probléeme d’optimisation. De telles méthodes présentent I’avan-
tage d’étre systématiques — dans la mesure ou ’algorithme demeure le méme
pour tout probleme — et robustes, mais fournissent en général des profils de
champs complexes a analyser.

Malgré toutes ces approches, la richesse et la complexité des phénomenes in-
tervenant dans les processus d’interactions matiere-laser est telle qu’il existe
relativement peu de méthodes purement analytiques.
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Pour se familiariser avec quelques-unes de ces méthodes, on a participé a
I'étude du controle par champ laser du radical méthoxy de H3CO [1]. Une
telle molécule autorise, grace aux symétries particulieres de sa surface d’éner-
gie potentielle, une grande variété de processus physico-chimiques tels que
I'isomérisation ou l'effet tunnel. Dans cet article, on a procédé a ’analyse
théorique du controle sous deux approches : 'optimisation au sens de Rabitz
[36, 37, 38, 39], et une extension de la technique STIRAP. Les deux mé-
thodes fournissent deux formes de controle bien différentes, qui ne peuvent
étre déduites I'une de l'autre. Il a également été montré que la robustesse de
la technique STIRAP est fortement corrélée avec le délai entre les impulsions
du champ de controle. En parallele du controle quantique s’est développée
de maniere indépendante la théorie mathématique des systémes controlés
[32, 33]. Et bien que les problemes de controle soient au centre des pré-
occupations des ingénieurs depuis 'antiquité, c’est encore Maxwell qui, en
1868, propose la premiere analyse rigoureuse en terme d’équations différen-
tielles d’un systeme controlé [7]. Les premiers travaux concernant la théorie
des systemes ont dans un premier temps essentiellement tourné autour de
I’analyse de stabilité, domaine dans lequel Lyapunov apporta la contribution
majeure (1893) [31].

Sous I'impulsion de la révolution industrielle, qui voit ’avenement des ma-
chines automates, débute la période dite classique [8] de la théorie des sys-
temes. Les systemes sont vus comme des boites noires possédant un certain
nombre d’entrées et de sorties, et sont alors décrits a l’aide de fonctions
de transfert. A cette époque, on abordait de tels systemes par une analyse
dans le domaine fréquentiel, ou les transformations de Fourier et de Laplace
jouent un role central. Parmi les divers aspects qui caractérisent la théo-
rie du controle (régulation, fluctuation, stabilité...), se distingue le concept
d’optimisation, dont I'objectif est de trouver les valeurs particulieres des va-
riables du systeme permettant de maximiser un profit, ou de minimiser un
cotit.

A partir de 1960, a la suite des travaux de Bellman sur la programmation
dynamique, et apres la publication du principe du maximum par Pontrya-
gin, la théorie du controle des systemes entre dans la période moderne [8] et
est abordée dans le domaine temporel de maniere algébrique et géométrique.
Dans le cadre de la théorie des équations différentielles, un systeme controlé
est décrit par une famille de champ de vecteurs agissant sur un espace des
états que peut adopter le systeme.

Sous ce point de vue moderne, la théorie du controle optimal est pluridisci-
plinaire : elle s’appuie sur des concepts géométriques (topologie, géométrie
différentielle), algébriques (théorie des groupes de Lie) et analytiques (étude
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des systemes Hamiltoniens), aussi bien que sur des éléments de théorie des
probabilités (théorie de la mesure). En effet, I’étude d’un probleme de controle
optimal, qui est correctement défini par la donnée d’'un systeme controlé et
d’un critere de cotit a optimiser, doit répondre a deux questions. D’abord,
pour une condition initiale donnée, quel est I’ensemble des états accessibles ?
L’étude des propriétés de I’algebre de Lie du systeme permet de répondre a
cette premiere question. Ensuite, quel controle en particulier permet de me-
ner cette condition initiale a une condition finale fixée tout en minimisant le
cout ? Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) fournit des conditions
nécessaires d’optimalité, en montrant que les solutions optimales recherchées
sont contenues dans ’ensemble des solutions extrémales d’un probléeme plus
large de nature Hamiltonienne.

Aujourd’hui, la théorie du controle optimal possede un grand nombre d’ap-
plications dans les domaines de 1’économie [11, 12], de 'ingénierie [9, 10],
et des mathématiques appliquées [16]. En physique, le PMP a notamment
beaucoup été employé dans des problemes de mécanique céleste [13, 14, 15],
mais encore relativement peu dans le domaine de la mécanique quantique.

L’objet de cette these est I’étude du controle optimal de la dynamique des sys-
temes quantiques ouverts. Son theme central est I’application des techniques
issues de la théorie mathématique du controle optimal sur des systemes quan-
tiques dissipatifs de dimension finie. Au cours des six chapitres composant ce
rapport, on cherchera avant tout a mettre en avant :

- I’équation pilote de Lindblad, qui est I'équation d’évolution générale des
systemes ouverts dans I'approximation de Born-Markov ;

- la structure géométrique des problemes considérés, celle-ci est intimement
liée au concept de controlabilité ;

- la forme des séquences de controle permettant de réaliser la minimisation
du critere de cott définissant le probleme de controle optimal ;

- le role tantot négatif, tantot positif de la dissipation créée par ’environne-
ment lors d’un processus de controle.

Les systemes considérés seront des modeles suffisamment simples pour ap-
préhender et comprendre les principaux phénomenes physiques auxquels on
s’intéresse.

Dans le domaine de l'optique quantique, les processus d’interaction entre
la matiere et la lumiere sont nombreux et complexes. Pour cette raison, il
convient des a présent de préciser le champ d’investigation auquel on se res-
treint pour se ramener a des modeles simples mais qui décrivent une bonne
partie de la dynamique étudiée. Par systeme quantique, on entend dans ce
travail, un systeme a N niveaux discrets, toujours supposé de dimension fi-
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nie, qui peut étre interprété comme le spectre des états liés d'un atome ou
d’une molécule. Le rayonnement laser quant a lui n’est pas décrit quanti-
quement : on se place dans la limite ou il possede un tres grand nombre de
photons afin de le traiter classiquement. Cette approximation permet de dé-
crire avec une excellente précision de nombreux effets liés a la lumiere laser.
Pour cette raison, les Hamiltoniens d’interaction que l'on utilise sont quali-
fiés de semi-classiques. Typiquement, on décrira le rayonnement laser par une
superposition d’ondes planes progressives monochromatiques modulées, dont
la fréquence de la porteuse est en résonance avec 1’énergie de transition du
phénomene que I'on souhaite controler. En ce qui concerne la nature des phé-
nomenes décrits, on se limitera a des mécanismes non relativistes et toujours
linéaires, a ’exception du controle de 'alignement présenté dans le second
chapitre qui repose sur un effet d’ordre 2. Enfin, pour alléger la notation, on
utilise le systeme d’unités atomiques ou h = 1.

Ce rapport de these s’articule en six chapitres.

Le premier chapitre rappelle les éléments essentiels de la dynamique des sys-
temes quantiques ouverts qui sont les systemes auxquels on va principalement
s’'intéresser. Dans le cadre du formalisme de 'opérateur densité, 1’évolution
de tels systemes, de nature irréversible et décohérente, est décrite par I'équa-
tion pilote de Lindblad.

Le second chapitre propose un premier exemple de controle quantique : 1’ali-
gnement moléculaire en milieu dissipatif. L’objectif est d’augmenter la densité
de probabilité de présence des états rotationnels d’une molécule linéaire au-
tour d’une direction privilégiée de 'espace. On montre comment obtenir un
tel résultat a I’aide d’un train d’impulsions laser ultra-courtes, en s’appuyant
sur ’exemple concret d'une molécule diatomique CO en collision avec les mo-
lécules d’un gaz d’Argon environnant.

Le troisieme chapitre propose une introduction a la théorie mathématique du
controle optimal, qui est ’outil mathématique que I'on va employer pour ré-
soudre une nouvelle classe de problemes en controle quantique. L’objectif est
de déterminer, parmi I’ensemble de toutes les trajectoires permises, laquelle
minimise un critere de cotit donné. En adoptant un point de vue géométrique,
le principe du maximum de Pontryagin énonce qu’une telle trajectoire, dite
optimale, est nécessairement ’extrémale d’un probléeme associé de structure
Hamiltonienne.

Le quatrieme chapitre traite de la modélisation de la classe de systemes quan-
tiques sur lesquels on va appliquer la théorie du controle optimal. On envi-
sagera des systemes a NN niveaux ol seuls sont couplés, par un ensemble de
2N — 2 lasers polarisés linéairement, les états d’énergies voisines. On peut
énoncer pour de tels systemes divers résultats sur la controlabilité, c’est-a-
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dire la capacité de pouvoir conduire le systeme controlé dans n’importe quel
autre état.

Le cinquieme chapitre présente la synthese optimale en temps minimum d’un
systeme a 2 niveaux en milieu dissipatif. On appelle synthése optimale la
résolution d’un probleme de controle optimal ou la cible n’est pas fixée, au-
trement dit on détermine l'intégralité des séquences de controle permettant
d’atteindre n’importe quel état de ’ensemble accessible.

Le sixieme chapitre présente une solution possible au probleme de la non-
controlabilité. Pour atteindre un état a priori non accessible par la dynamique
controlée, on peut envisager de faire une mesure sur le systeme. Ce faisant
on élargit I’ensemble des états accessibles par une opération de projection de
type von Neumann. Pour illustrer ce concept, on envisage un systeme modele
fermé a 3 niveaux dont la symétrie ne permet pas une complete controlabi-
lité. Puis on propose plusieurs situations au cours desquelles le processus de
mesure joue un role déterminant.

Les travaux présentés dans ce rapport de these ont fait 1'objet de quatre
publications dans la revue internationale Physical Review A dont voici les
références :

D. Sugny, C. Kontz, M. Ndong, Y. Justum, G. Dive, et M. Desouter-Lecomte,
Laser control in a bifurcating region, Phys. Rev. A 74, 043419 (2006),

D. Sugny, C. Kontz et H. R. Jauslin, Target states and control of molecu-
lar alignment in a dissipative medium, Phys. Rev. A 74, 053411 (2006),

D. Sugny, C. Kontz et H. R. Jauslin, Time-optimal control of a two-level
dissipative quantum system, Phys. Rev. A 76, 023419 (2007),

D. Sugny et C. Kontz, Optimal control of a three-level quantum system by la-
ser fields plus von Neumann measurements, Phys. Rev. A 77, 063420 (2008).



Chapitre 1

Dynamique des Systemes
Quantiques Ouverts

En mécanique quantique, on étudie les systemes ouverts pour différentes rai-
sons. D’abord de tels modeles sont plus réalistes, et sont capables de rendre
compte du caractere irréversible de certaines transformations d’un systeme
soumis aux forces extérieures décohérentes de son environnement. En parti-
culier, toute source de rayonnement lumineux est un systeme ouvert : une
approche prenant en compte la dissipation est donc justifiée pour décrire les
interactions matiere-laser qui font 1'objet de cette these [54, 55, 47]. 1l est
aussi connu qu’un couplage avec ’environnement mime 1’effet d’'une mesure
continue sur un systeme quantique, ’étude des systemes ouverts offre donc
une piste de choix pour la question si essentielle du processus de mesure
[56, 48].

Traditionnellement, on modélise un systeme ouvert par un systeme intéra-
gissant avec son environnement : c’est de cette maniere que Pauli, des 1928,
écrit la premiere équation pilote en mécanique quantique et énonce la fameuse
régle d’or de Fermi [41]. 11 existe plusieurs théories des systémes ouverts qui
se distinguent selon la force de couplage avec I'environnement considéré et
les effets de mémoire mis en jeu. En suivant 1'idée originale de Redfield dans
le contexte de la RMN [42], on s’intéresse ici aux systeémes faiblement couplés
et sans mémoire : les systemes de Born-Markov.

Ce chapitre s’articule en quatre sections. La premiere section présente de ma-
niere qualitative les systemes intéragissant faiblement avec un environnement
de tres grande dimension. La seconde section s’intéresse a la représentation
des états de tels systemes, qui ne peuvent plus étre décrit par un vecteur
d’état, mais grace au formalisme plus général de 'opérateur densité. Dans la
troisieme section, on établit de maniere succincte I’équation pilote de Lind-
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16 Dynamique des Systemes Quantiques Ouverts

Systeme Total T = {S E}

————

/” ‘\\ Environnement £
/ ,/ Systeme
{ Ouvert < \. S
1
\ S /
\ ,’
\\\ ”,

Fi1G. 1.1 — Représentation schématique d’un systeme ouvert.

blad, qui sert a modéliser les systemes dissipatifs des chapitres suivants. On
termine avec l'illustration sur I'exemple du systeme a 2 niveaux des concepts
développés dans les précédentes sections.

L’étude des systemes ouverts en mécanique quantique est une discipline
encore jeune et incontestablement complexe, c¢’est pour cette raison que
la littérature n’est pas tres abondante dans cette discipline. Les ouvrages

48, 43, 57, 58, 47, 44, 45, 46] ont servi a 1’écriture de ce chapitre.

1.1 Description d’un Systeme Ouvert

On considere deux systemes physiques en contact, ¢’est-a-dire susceptibles
d’interagir par échanges d’énergie!. Le premier, noté S, auquel on associe
I'espace de Hilbert H®) de dimension N finie, est le systéme étudié, dont
on souhaite décrire la dynamique des états. Le second, noté FE, auquel on
associe I'espace de Hilbert H¥) 2 de dimension trés grande par rapport & N,
représente ’environnement extérieur au systeme S, dont on abandonne l'idée
de toute description. Typiquement, I’environnement £ consiste en un grand
réservoir d’énergie dans un état d’équilibre.

Laucun échange de matiere n’est ici envisagé

2ou plus précisément un espace de Fock [43] si on a besoin de prendre en compte les
propriétés de symétrie des bosons ou des fermions constituant le bain
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Le systeme total T = {S, E'}, qualifié de bipartite, est toujours supposé fermé.
Conformément aux postulats de la mécanique quantique, on lui associe I'es-
pace de Hilbert produit tensoriel H(T) = H®) @ HE).

Si {|g0,(cs)>} et {](pl(E))} sont respectivement des bases orthonormées des es-
paces H¥) et HE) alors I'espace de HT) est engendré par 'ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs |g0,(f)<pl(E)> = |<p,(cs)> ® |gpl(E)).

On distingue alors deux types d’états appartenant a H™). Un état |Uy) €
HT) est dit séparable sil existe deux vecteurs |Ug) € H) et |Uy) € HFP)
tels que :

) = [¥s) ® [VE), (1.1)

dans le cas contraire, I'état |Wr) est dit intriqué.

Dans les processus que l'on décrira par la suite, le systeme S est controlé,
ce qui signifie qu’il est lui-méme composé de deux parties : I'atome ou la
molécule a controler, et le champ laser de controle. A cela s’ajoutent certains
effets dissipatifs qui peuvent avoir deux origines distinctes :

- soit I’atome ou la molécule subit de nombreuses collisions avec les atomes
constituant le fluide dans lequel il évolue,

- soit la cavité optique contenant le bain de photon du champ laser de controle
est imparfaite, ce qui entraine une fuite d’énergie vers 'extérieur.

De maniere empirique, on sait que la dynamique d’un systeme ouvert pré-
sente trois caractéristiques essentielles :

- elle est décohérente, ainsi un systeme ouvert n’est pas nécessairement dans
un état pur, mais peut-étre de maniere plus générale dans un mélange sta-
tistique d’états purs : les états d'un systéme ouvert sont représentés par des
opérateurs densité (voir section 1.2),

- elle est dissipative et irréversible, ce qui signifie qu’on ne peut plus espérer
décrire son action par des opérateurs d’évolution unitaire dont la caracté-
ristique est précisément de conserver I'énergie : la dynamique des systemes
ouverts que 1’on considere est donnée par 1’équation de Lindblad (voir section
1.3).

1.2 Formalisme de I’Opérateur Densité

On rappelle dans cette section quelques notions fondamentales de la théorie
de l'opérateur densité utiles a I’étude des systemes ouverts. Dans un premier
temps, on donne la définition mathématique de 'opérateur densité, objet
que l'on interprete physiquement de maniere équivalente comme un mélange
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statistique d’états purs, ou comme la trace partielle d’'un systeme bipartite
sur les modes de I’environnement.

1.2.1 Définition

L’opérateur densité est un objet de nature statistique donnant la représenta-
tion la plus générale de 1'état d'un systeme quantique [49].

Soit H l'espace de Hilbert de dimension N finie associé au systeme physique
considéré. On appelle opérateur densité p tout opérateur linéaire agissant sur
‘H vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. hermiticité : pf = p,
2. trace unité : Tr[p|] =1,
3. positivité : pour tout |¥) € H : (¥|p|¥) > 0.

On note D(H) 'ensemble des opérateurs densité agissant sur H.

La quantité Tr[p?] est appelée pureté du systéme, et d’apres les propriétés
caractéristiques de 'opérateur densité :

Tr[p?] < 1, (1.2)

ou l'égalité est vérifiée si et seulement si le systeme est dans un état pur.
Ainsi, dans ce formalisme, un état pur est caractérisé par un opérateur densité
idempotent (c’est-a-dire tel que p® = p), et cet opérateur densité est alors un
opérateur de projection sur I’état pur |¥) qu’il représente :

p=[0){¥]. (1.3)

1.2.2 Interpretation Statistique

Une conséquence importante de la propriété d’hermiticité de 'opérateur den-
sité est que cet opérateur est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres {|¢m)}, et que ses valeurs propres A, sont réelles. C’est-a-
dire que l'opérateur p admet la décomposition spectrale :

p= ZAm|¢m><9@m|a (1.4)

ou en vertu des propriétés de positivité et de trace unité, les valeurs propres
vérifient nécessairement :

0< A <1 et Y An=1 (1.5)
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Ainsi, tout opérateur densité peut s’interpréter comme un mélange statistique
d’états purs [53] : on ignore dans quel état le systéme se trouve précisément,
mais on peut affirmer qu’on a une probabilité A\; qu’il soit dans I'état |¢;),
une probabilité Ay qu’il soit dans I’état |¢s), etc. ..

Cependant, cette interprétation n’est pas unique. En effet, on peut définir
le méme opérateur densité (1.4) que précédemment a partir d'un mélange
statistique quelconque, obtenu au moyen d’une transformation unitaire U
définissant les états {|W,,)} par :

Vi W) = 3 UV Al o). (1.6)

ou les états {|¥,)} ne sont pas nécessairement orthogonaux, et 'on a d’une
maniere générale :

p=> palU)(Tyl, avec Y p,=1 (1.7)

Sous forme matricielle, 'opérateur densité est appelé matrice densité : ses
éléments diagonaux sont les populations, et ses éléments extra-diagonaux sont

les cohérences®.

1.2.3 Cas d’un Systeme Ouvert

On se place a nouveau dans la situation décrite dans la section 1.1 ou l'on
représente les états des systemes S, E et T par leurs matrices densité respec-
tives p(%), pE) et p(1),

Pour des raisons de consistance physique, on requiert que la valeur moyenne
de l'observable A agissant sur H) soit identique & celle de I'observable
A® Iy, ol I est Uopérateur identité dans I'espace HP), agissant sur H™).
Cette considération conduit a la définition :

P = Teg[p"], (1.8)

c¢’est-a-dire que I'on définit opérateur densité pt®) décrivant uniquement le
systéme S en effectuant 'opération de projection 4, appelée trace partielle du
systeme T sur les états de I'environnement [40].

3la définition des populations et des cohérences dépend donc du choix de la base de la
représentation matricielle.
4la propriété d’idempotence de la définition (1.8) est évidente
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Lorsque le systeme total 7' est dans un état pur |Ur), Popération de trace
partielle se développe comme suit :

S E) (S S) (KB S
P =3 S e e Pl 1) (ol ) (07, (1.9)
EE 1

ol {|<,0§€S)>} et {|gol(E)>} sont respectivement des bases orthonormées des es-
paces H) et HE),

En fait, on peut toujours considérer le systeme total 7" dans un état pur,
et ce n’est pas a proprement parler une hypothese. En effet, supposons que
le systeme T ne soit pas pur, il est représenté par son opérateur densité p(™),
et I'opérateur densité du systeme S s’en déduit par la trace partielle sur £
(1.8). Puisque la dimension de 'environnement E est supérieure a celle du
systeme S, d’apres le théoreme de Gisin-Hughston-Josza-Wootters (GHJW)
(66, 63], il existe un ensemble {\@%E))} de N états purs orthonormés de E

permettant de définir un état pur de T’
[Ur) =Y /P |Ta) ® [7) (1.10)

d’ou I'on peut déduire :
o) = Trg| W) (W] (1.11)

On dit que 'on a purifié le systeme total T. Ainsi, tant que les dimensions
de I'environnement E sont suffisamment grandes, il est toujours possible de
définir 'opérateur densité du systeme S comme la trace partielle sur £ d’'un
état pur de 7.

1.3 Dynamique Markovienne des Systemes Ou-
verts

L’objectif de cette section est d’établir I’évolution dynamique d’un systeme
ouvert par une équation différentielle généralisant I’équation de Schrodinger.

Dans une premiere partie, on rappelle la représentation de Kraus des opéra-
tions quantiques [50]. Puis, en considérant le cas des systémes Markoviens,
on établit dans une seconde partie I’équation pilote de Lindblad. Enfin, dans
une troisieme et derniere partie, on confronte I’équation de Lindblad avec la
théorie phénoménologique de la relaxation.



Dynamique Markovienne des Systemes Ouverts 21

1.3.1 Théorie des Opérations Quantiques

Dans cette section, on s’intéresse aux transformations que peut subir un sys-
teme quantique. Une telle transformation doit associer un opérateur densité
a un autre opérateur densité, et pour ce faire, elle doit nécessairement pré-
server les propriétés caractéristiques définies dans la partie 1.2.1.

Soit D(H) 'ensemble des opérateurs densité agissant sur H. On appelle opé-
ration quantique [64], ou encore super opérateur [65], tout opérateur linéaire

.J D(H) — D(H)
M : { b M (1.12)

conservant 'hermiticité, la trace, et completement positif.

La propriété de compléte positivité [61, 62, 67], plus forte que la propriété de
positivité, est requise lorsque l'on considere des systemes ouverts bipartites.
En effet, si S et E sont les deux parties constituant le systeme 7', et M un
opérateur agissant sur D(H(S)), alors il faut nécessairement que M ® g,
qui est un opérateur agissant sur D(H 7)), soit positif. Lorsque M ® . est
positif pour tout choix d’environnement £, alors 'opérateur M est dit com-
pletement positif. Par ailleurs, on montre que si M est completement positif,
alors M est positif.

Selon le résultat obtenu par Kraus [50], toute opération quantique se dé-
compose comine :

N2
Ml = S EgpE] (1.13)
k=1

ou les Ey, appelés opérateurs de Kraus vérifient la relation de fermeture

N2
Y ElB =7 (1.14)
k=1

Exemple 1 : Evolution Unitaire.

Un systeme fermé évolue sous I'action d’une transformation U unitaire :
p > Mlp| = UpU", (1.15)
ou :

Ul = 7. (1.16)
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L’opérateur de Kraus est ici 'opérateur d’évolution généré par I’'Hamiltonien
du systeme.

Exemple 2 : Mesure projective de von Neumann.

A T’issue d’une mesure de 'observable

Q= il ®e)(®yl, (1.17)

ou l'on obtient la valeur ¢, le systeme initialement dans 1'état p est pro-
jeté, sous l'action de l'opérateur P, = |®y)(Py|, dans I'état % avec la
probabilité pp = Tr(pPy). Le processus complet est donc décrit par :

Mlp] = PipPy (1.18)
k
Y P=J. (1.19)

Les opérateurs de Kraus sont ici les opérateurs de projection sur les sous-
espaces propres associés a la mesure.

1.3.2 Equation Pilote de Lindblad

On présente ici un procédé standard permettant d’obtenir I’équation pilote
de Lindblad [51, 52], qui décrit la dynamique dissipative des systeémes ouverts
dans I'approximation de Born-Markov (c’est-a-dire des systemes faiblement
couplés avec leur environnement ne présentant pas d’effets de mémoire).

Pour ce faire, on dispose d’une double approche. La premiere, dite Hamilto-
nienne [45], repose sur le concept de dynamique réduite. L'Hamiltonien du
systeme T = {S, F'} s’écrit comme :

HT:Hs®fE+fs®HE+€H[ (120)

ou Hg, Hg et H; sont respectivement les Hamiltoniens des systemes S, F,
et de l'interaction systéeme-environnement, et ou € est un réel représentant
I'intensité du couplage.
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Puisque le systeme T est fermé, et représenté par un état pur |WUr) (voir
partie 1.2.3), sa dynamique est donnée par ’équation de Schriodinger :

i|\Ur) = Hp|WUr), (1.21)

qui est équivalente, en terme d’opérateur densité, a 1’équation de Liouville-
von Neumann :

) = —ilHy, o). (1.22)

En supposant que 1'état initial de T' est séparable ®, on effectue la trace
partielle sur I'environnement permettant de définir I’état du systeme S (1.11),
pour en déduire I’équation intégro-différentielle suivante [68] :

t
p(S) _ —i[ﬁg,p(s)] +/ K(t — s)p(S)(S)dS (1.23)
0

ot Hg = Hg + Trg[H;p'®)] est I’'Hamiltonien du systéme S contenant des
termes correctifs décrivant les déplacements des niveaux de S induits par le
couplage avec E (Lamb-shift), et o K est le noyau d’un opérateur intégral
de convolution contenant la mémoire de pt%),

Cette derniere équation, n’est pas tres facile a utiliser en pratique, ¢’est pour
cela qu’on effectue une deuxieme approche, dite Markovienne [46].

Pour cela, on est amené a considérer deux échelles de temps : 75, le temps
caractéristique d’évolution du systeme ouvert S, et 7z, le temps typique mis
par I'environnement pour oublier les effets d’interaction avec le systeme. On
effectue a présent deux hypotheses simplificatrices :

- hypothese de Born : le couplage entre le systeme ouvert et son environ-
nement est faible : ¢ — 0,

- hypothese de Markov : toute la mémoire du systeme est contenue dans
I'instant présent : 75 — 0.

Puis, on se place a une échelle de temps 7 suffisamment petite devant 7g
pour considérer I’évolution du systeme S comme infinitésimale ; et suffisam-
ment grande devant 7 pour considérer I’état de E' comme stationnaire. Alors
I’évolution du systeme S entre les instants ¢ et ¢ + 7 s’évalue par :

POt + 1) = M [p®(2)], (1.24)

5¢’est une hypotheése purement simplificatrice : si 1’état initial de T est intriqué, alors
il faut ajouter un terme d’inhomogénéité a cette équation pour décrire les corrélations
initiales
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ou M, est une opération quantique décrivant une évolution infinitésimale.

En comparant l'expression (1.24) avec le développement limité a l'ordre 1
suivant :

P (1) = pS(1) + T% p(8) + O(), (1.25)
on obtient :
r S A0 = Melp (0] ~ o9 (1) + O(r). (1.26)

Or, d’apres le résultat (1.13), 'opérateur M, admet la décomposition :

M [p ()] = > Ex(7)p'¥ (1) EL(7). (1.27)
k=1

Si 'on décompose 1'un des opérateurs, F; par exemple, comme :

E\(1) =S5 —iTA (1.28)
ou A est un opérateur quelconque que 'on décompose en deux parties her-
mitienne et anti-hermitienne selon :

A+ A . CA— At

A=H —1iJ H=
iJ avec 5 7

(1.29)

ou H et J sont deux opérateurs hermitiens.
Par un calcul direct, on obtient :

E\(r)p® () El(r) = p'9(t) —ir[H, p P ()] = 7(1p) () + 9P (2)]) (1.30)
et :
El(T)E\(1) = S5 —2 1. (1.31)
Pour k£ > 1, 'action de chaque opérateur Ej est donnée par :
Ex(r)p®) (t) Bl(1) = TVip S (1) V], (1.32)

et compte tenu de la relation de fermeture (1.14) et de (1.31), on a :

1
J = §kaka. (1.33)

k>1
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Pour conclure, en reportant les expressions (1.30), (1.32) et (1.33) dans la
relation (1.26), on obtient I’équation pilote de Lindblad :

N2-1

) . 1 1
49 = —ilH, g9 - (vkp%* — SViVip® - §p<s>v,3vk) (1.34)
k=1

Remarque 1 : En rapprochant équations (1.23) et (1.34), obtenues respecti-
vement par les approches Hamiltonienne et Markovienne, on peut établir que
I'opérateur H = Hg, et que sous les conditions de Born-Markov :

t N2-1
1 1
/ K(t—s)p (s)ds ~ Z (Vkp(S)VkT — §VkTVkp(S) - §p(S)VJVk> . (1.35)
0 k=1

Cet opérateur, noté D[p®)], contenant toute la partie dissipative de la dyna-
mique du systeme ouvert, est appelé opérateur de dissipation.

Remarque 2 : Lorsque 'opérateur de dissipation est identiquement nul, alors
I’équation de Lindblad se réduit a I’équation de Liouville-von Neumann (1.22)
des systemes fermés.

Remarque 3 : La définition de la famille d’opérateurs {V}}, n’est pas unique :
on peut en effet montrer que 'action d’une transformation unitaire sur ces
opérateurs laisse I’équation de Lindblad invariante.

Remarque 4 : L’équation pilote de Lindblad
p=Lp ou L=—i[H,p|+ D|p) (1.36)

est une équation différentielle linéaire, caractérisée par une famille d’appli-
cations, indexée par le temps ¢t > 0 et générée par L, appelé Lindbladien :
g' = {exp(tL)}. Cette famille d’applications sur D(H), qui par définition
est completement positive, conserve la trace, et vérifie la propriété de semi-
groupe :

t

gt =4q'¢¢ Vit,seRy (1.37)

est appelée semigroupe dynamique quantique [59, 60].

1.3.3 Théorie Phénoménologique de la Relaxation

Dans cette section, on rappelle I’évolution des systemes ouverts telle qu’elle
est décrite dans la théorie de la relaxation.
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D’un point de vue qualitatif, la théorie de la relaxation décrit des dyna-
miques qui, asymptotiquement, tendent de maniere irréversible vers un point
fixe. Cette modélisation, reposant sur des observations empiriques, introduit
le concept de tauxr de relaxation, qui est une quantité de dimension inver-
sement proportionnelle au temps relatant la vitesse a laquelle le processus
de relaxation s’effectue. Au travers de la comparaison entre I’équation de
Lindblad précédemment établie, qui décrit ’évolution la plus générale des
systemes Markoviens, et la théorie phénoménologique de la relaxation, on
va pouvoir d’une part, conforter le modele dynamique de la théorie de la
relaxation, et d’autre part, donner un sens physique aux différents termes
apparaissant dans le Lindbladien.

La théorie de la relaxation décrit une évolution composée de deux types
de phénomenes :
- la relazation de populations, portant sur les populations de la matrice den-
sité :

N

prk = —i[H, plir + > (Ywpu — Vuipik) (1.38)
12k

ou les coefficients positifs v, traduisent une redistribution des populations,
- les relaxations de phases, portant sur les cohérences de la matrice densité :

P = —i[H, plii — Trapr, (1.39)

ou les coefficients positifs I'y; refletent une destruction des cohérences.

D’une maniere générale, les taux de relaxations I'y; et v sont choisis po-
sitifs. Mais ce n’est pas assez restrictif. En effet, certains choix particuliers
de coefficients conduisent a des dynamiques qui ne respectent pas 1’équation
de Lindblad. Il convient donc de comparer les équations phénoménologiques
(1.38) et (1.39) a I’équation de Lindblad.

1.4 Cas du Systeme a 2 Niveaux

Dans cette section, on étudie le modele simple du systeme dissipatif a 2
niveaux, qui est assez riche pour illustrer la totalité des concepts évoqués
dans les sections précédentes. Cette section est découpée en deux parties.
Dans la premiere partie, on montre que tout état du systeme a 2 niveaux est
représenté par un vecteur de R? confiné dans une boule de rayon 1. Dans la
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Z M0>

Fi1G. 1.2 — Boule de Bloch : I'état p d'un systeme a 2 niveaux est représenté
par un vecteur réel 77 appartenant a une boule de rayon unité.

seconde partie, on étudie I’équation de Lindblad en adoptant le point de vue
de la théorie de la relaxation. Tous les résultats obtenus sont généralisables

en dimension N finie.

1.4.1 Représentation : Vecteur de Bloch

Dans le cas du systeme a 2 niveaux, appelé qubit en information quantique, la
forme générale de la représentation matricielle de 'opérateur densité, compte

tenu de ses trois propriétés caractéristiques, est

L 1+z iy
P=3 r+iy 1—2z

ou z, y et z sont trois réels vérifiant
Vat+yr+22<1

pour assurer la positivité.
En utilisant les matrices de Pauli

(01 (0 =i
2=\ 10 ) %=\ 0o )

(1.40)

(1.41)

=y 5).
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et l'identité .#, 'opérateur densité (1.40) s’écrit sous la forme :
1 -
p= §(f2+ﬁ~a) (1.43)

ou ¢ = (0,,0,,0,) et i = (z,y,z) est un vecteur de R3, appelé vecteur de
Bloch [69], qui caractérise complétement le systeéme.

L’inégalité (1.4.1), équivalente a |77| < 1, signifie que 'extrémité du vecteur
de Bloch appartient nécessairement a une boule de rayon 1 appelé boule de
Bloch (figure 1.2).

Dans cette représentation, I'extrémité du vecteur de Bloch appartient a la
surface de la boule de Bloch (|77 = 1) si et seulement si le systeme a 2
niveaux est dans un état pur |¥); alors cet état pur est donné par :

0 0
|U) = cos 5\0) + sinE e”|1), (1.44)

ou l'on convient que les vecteurs de bases |0) et |1) sont respectivement
représentés par les poles nord et sud de la boule de Bloch, et ou les angles
0 € [0, 7] et ¢ € [0, 27] sont les angles des coordonnées sphériques habituelles :

x =sinfcos g
y =sinfsiny . (1.45)
z = cosf

1.4.2 Evolution : Forme de Redfield

Pour les systeme a 2 niveaux évoluant librement, I’équation pilote de Lindblad
est caractérisée par :
- 'Hamiltonien H, écrit dans sa base propre {|0),[1)} :

H= < %1 E02 ) ; (1.46)

- un ensemble de 22 — 1 = 3 opérateurs de Lindblad {V}} vérifiant la relation
de fermeture (1.14) et correspondant & des sauts quantiques :

vlz(g (1)) (1.47)

décrit le transfert de population |1) — |0), accompagné d'une émission
d’énergie ;

v2:<(1) 8) (1.48)
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décrit le transfert de population |0) — |1), accompagné d’une absorption
d’énergie ;

ng(é _01) (1.49)

décrit un déphasage pur, qui ne s’accompagne d’aucun échange d’énergie
entre le systeme et son environnement.

En pondérant arbitrairement chaque opérateur Vi par un réel positif vy,
I'équation de Lindblad (1.34) se décompose sous la forme vectorielle suivante,

dite forme de Redfield :

. 2 2

P11 —U2 0 Y 0 U1 P11

prz | | 0 iw— 202"l 0 0 P12

. — 2 2

P21 0 0 —iw — 203 — 42 P21

P22 v3 0 0 —v} p22
ol w = E2 — El-

Le modele phénoménologique de la relaxation (1.38) et (1.39) donne un mo-
dele comparable, en terme de taux de relaxation :

P11 —Y12 0 0 V21 P11

P12 0 w—T 0 0 P12

. = ) . (1.50
P21 0 0 —iw—T9 0 P21 (1.50)
P22 Y12 0 0 —Yo1 P22

On obtient ainsi les relations suivantes :
Y12 = U%
Vo1 = V3 (1.51)

vi+v3

[ =T9 =205 + 3

et en posant, I' = I'\5 = I'y1, on conclut que la dynamique est acceptable si
et seulement si :

Y12 + Y21

>
o 2

(1.52)
La figure 1.3 montre un exemple de dynamique dissipative selon I’équation
de Lindblad, ou l'on fait apparaitre les relaxations des populations et des
cohérences.
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Fic. 1.3 — Relaxations des populations et des cohérences décrites par
I'équation de Lindblad : en partant d'un état initial (p11, p12, po1,p22) =
(1,0.5,0.5,0), on observe la destruction des cohérences et une redistribu-
tion des populations vers un point fixe (les parametres numériques sont :
Y2 = 0.4, y91 = 0.7 et I' = 0.75).



Chapitre 2

Alignement Moléculaire en
Milieu Dissipatif

L’orientation et I'alignement des molécules linéaires sont, dans le domaine du
controle de la dynamique quantique, des domaines de recherche actifs tant
du point de vue théorique qu’expérimental, possédant différentes applications
pratiques en physique, en chimie et potentiellement en biologie [80, 81], parmi
lesquelles on trouve :

- la séparation isotopique [70] et la catalyse [71] assistées par laser,

- la compression d’impulsion [72] et la conception de structures nanomé-
triques [73, 74],

- I'imagerie tomographique des molécules [75] et le traitement de 'informa-
tion quantique [76].

Dans ce premier chapitre dédié au controle quantique, on propose la modélisa-
tion théorique suivie de la simulation numérique d’un processus d’alignement
d’une molécule diatomique par un train d’impulsions laser ultra-courtes en
milieu dissipatif.

Ce chapitre comprend trois sections. La premiere section débute par quelques
rappels sur I’'Hamiltonien d’interaction matiere-rayonnement, ou Hamiltonien
controlé, mis en jeu dans les processus que 1’on décrit tout au long de ce rap-
port de these. Il s’agit d’'un Hamiltonien décrivant 'interaction d’un systeme
a N niveaux couplés, par le biais de son opérateur moment dipolaire, a un
laser monochromatique polarisé linéairement. On précise ensuite la forme de
I’Hamiltonien d’interaction spécifiquement utilisé dans ce chapitre, qui sert
a décrire le processus d’orientation et d’alignement d’une molécule linéaire.
Dans la seconde section, on présente la stratégie mise en oeuvre pour effec-
tuer l'alignement en milieu dissipatif. La principale source de complexité est
que l'état cible, défini comme I’état qui maximise une certaine observable,

31
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dépend du temps. Pour essayer de contourner cette difficulté, on envoie sur
le systeme un train d’impulsions tres rapides par rapport a son temps carac-
téristique d’évolution, ce qui permet d’estimer que la cible reste a peu pres la
méme pendant la durée du controle. Enfin, dans la derniere section, on pré-
sente les résultats numériques obtenus, qui sont analysés et comparés avec
d’autres simulations numériques s’appuyant sur un algorithme génétique.

Les section 2 et 3 correspondent a l'article [2].

2.1 Modélisation et Enoncé du Probleme

Cette premiere section s’articule en deux parties. La premiere, assez générale,
présente les éléments fondamentaux de la théorie semi-classique de 'interac-
tion matiere-rayonnement, en se placant dans le contexte simple ou le champ
électromagnétique se propage sous la forme d’une onde plane monochroma-
tique (voir figure 2.1). L'Hamiltonien obtenu se généralise facilement pour
des situations physiques plus complexes telles que celle présentée en seconde
partie ot une molécule diatomique, modélisée par un rotateur rigide, interagit
avec un laser intense.

2.1.1 Interaction Matiere-Rayonnement

On commence par étudier la dynamique d’une charge liée a un atome ou
a une molécule par un potentiel V', et soumise au rayonnement du champ
électromagnétique classique (E,B) dérivant des potentiels (A,U).
L’Hamiltonien de cette charge, caractérisé par sa position R, son impulsion
P, sa masse m, sa charge ¢ est donné par [?] :

"= %(P—qA)erquLV(R), (2.1)

Une fois développé, cet Hamiltonien (2.1) peut se mettre sous la forme :

H = Hy+ H, (2.2)
ou
1
Hy = — P? 2.
0= 5P’ +V(R) (2.3)

est 'Hamiltonien de la charge en I’absence de champ électromagnétique, et

2
H=-Lp At+q+- L A (2.4)
m 2m
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Fi1G. 2.1 — Configuration spatiale du champ électromagnétique.

est 'Hamiltonien d’interaction entre le champ électromagnétique et 1’élec-
tron.

On effectue a présent deux hypotheses sur le champ électromagnétique per-
mettant d’obtenir la forme simple de I’'Hamiltonien d’interaction.

D’abord, on se place dans le régime perturbatif, autrement dit on considere
une intensité de rayonnement suffisamment faible pour pouvoir négliger le
terme %AQ (quadratique en Ay) devant le terme 2P - A (linéaire en Ay).
Ensuite, on effectue I"approzimation dipolaire, ¢’est-a-dire qu’on suppose la
longueur d’onde du rayonnement \ = %’r tres grande devant les dimensions
caractéristiques de la charge ou plus généralement du systeme quantique
considéré (de 'ordre de I’Angstrom), de sorte que 1'on peut négliger la varia-
tion spatiale du champ (exp(ikz) ~ 1).

Sous ces hypotheses, le potentiel vecteur A et le champ électrique dérivant
FE, prennent des formes particulierement simples :

A = Apsin(wt)e,

E — Eycos(wi)e, avec Ey = —wA,. (2.5)

Ainsi, 'expression de I’'Hamiltonien d’interaction (2.4) dans la jauge de Cou-
lomb ot U = 0 est :

A
m m
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Pour terminer et obtenir une expression de cet Hamiltonien qui ne fait plus
intervenir le potentiel vecteur, on effectue un changement de jauge ([77, 78|)
avec la fonction de jauge (voir [83], complément AXIII) :

G = —Apzxsin(wt) (2.7)
qui donne :
A'=0
{ U = —FEyxcos(wt) (28)

Alors ’'Hamiltonien d’interaction dans cette nouvelle jauge est :
H, = —ipr;, — qU' = —qzEq cos(wt). (2.9)
m

En identifiant p, = gxr comme la composante selon z de l'opérateur mo-
ment dipolaire p, on obtient la forme standard de I’'Hamiltonien d’interaction
matiere-rayonnement :

H =-p-E. (2.10)

Cet Hamiltonien est semi-classique : la matiere est traitée quantiquement,
tandis que le champ électrique qui I'entoure, traité classiquement, est une
superposition d’ondes planes monochromatiques.

On termine cette section sur quelques remarques permettant la généralisa-
tion de cet Hamiltonien.

Remarque 1 : on a étudié 'effet du champ sur une charge unique ¢ du systeme

quantique que l'on souhaite controler, mais en réalité ce dernier en possede

un grand nombre n. répartis dans les positions 7;, il faut alors remplacer le
. . ‘oz . Ne

terme g par un moment dipolaire plus général : > i1 4T

Remarque 2 : le milieu bien spécifique de propagation et la faible intensité du
champ électrique ont permit d’aboutir a un moment dipolaire linéaire. D’une
fagon plus générale, le milieu permet a la matiere d’exhiber des effets non li-
néaires d’autant plus visibles que l'intensité du champ est élevée : p = p(E).

Remarque 3 : dans l'approximation de l’enveloppe lentement variable, on
modélise le champ électrique par une onde porteuse de fréquence w modulée
par une enveloppe &(t) polarisée linéairement dans la direction e, autrement
dit : E = &(t) cos(wt)e
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v
-<

F1G. 2.2 — Définition des angles sphériques € et ¢ pour l'orientation et l'ali-
gnement dans un repere {X,Y, Z} lié a la molécule.

2.1.2 Alignement d’une Molécule Diatomique

Dans cette seconde partie, on présente la modélisation du processus d’ali-
gnement d’'une molécule diatomique! en milieu dissipatif, par controle de ses
modes de rotation. La dynamique rotationnelle, décrite par le modéme simple
du rotateur rigide, est controlée par un champ électrique intense et polarisé
linéairement, tandis que la dissipation est obtenue a 1’aide d’une loi semi-
empirique.

En physique moléculaire, on constate qu’en général — et c’est le cas pour
la molécule CO a laquelle on s’intéresse — ’énergie de rotation est bien plus
faible que les énergies électroniques et de vibrations. Par conséquent, on ef-
fectue I'approximation de Born-Oppenheimer de séparation du mouvement
des noyaux et des électrons; et 'on peut supposer que la molécule ne vibre
pas lors de I'étude de son mouvement de rotation, ce que l'on traduit par
une distance interatomique fixe. Dans ce contexte, la molécule diatomique
est décrite par le modele simple du rotateur rigide.

Lou plus généralement linéaire
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On considere donc un systeme de deux atomes, de masse réduite m, et sépa-
rés par la distance d supposée fixe. Leur centre de masse C', est choisi comme
lorigine d’un repere {X,Y, Z} lié a la molécule, o Z est la direction définie
par les deux atomes (figure 2.2).

L’Hamiltonien d'un tel systeme est donné par :

1
2md?’
ou J est I'opérateur moment angulaire de la molécule, et B sa constante de
rotation.

Conformément a la théorie du moment cinétique [82], I’équation de Schro-
dinger stationnaire

BJ?|jm) = E,|jm) (2.12)

Hy = BJ? avec B = (2.11)

admet pour valeurs propres les énergies E; = Bj(j + 1), et pour vecteurs
propres les harmoniques sphériques Y7 (6, 0) = (Op|jm), ot j € N et —j <
m < 7.

Lorsqu’on place cette molécule diatomique dans un rayonnement laser mo-
délisé par une onde plane monochromatique E(t) E = &(t) cos(wt)e, son
Hamiltonien libre Hy est perturbé par un Hamiltonien d’interaction H; :

Hy(t) = —pE({), (2.13)

ou pour un champ suffisamment intense pour sortir du régime perturbatif
et envisager des effets non linéaires, l'opérateur moment dipolaire est un
développement tensoriel d’ordre 2 [86, 87] :

1_
W(E) = po + GE (2.14)

ou pg et a sont respectivement le moment dipolaire permanent et le tenseur
de polarisabilité.

Le moment dipolaire permanent est la polarisation due a la non coincidence
des barycentres des charges négatives et positives, entrainée par la différence
d’électronégativité des atomes C et O.

Une polarisation temporaire peut étre induite par l'action du champ élec-
trique extérieur, et la polarisabilité représente la facilité avec laquelle un
nuage électronique se déforme sous ’action de ce champ.

Dans le repere {X,Y, Z} 1ié a la molécule, on a

0 sin 6 cos ¢
po=1pwo| O et E = &(t)cos(wt) | sinfsinep (2.15)
1 cos 6
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et les seules composantes non nulles du tenseur de polarisabilité sont :
Axx = Qyy = (| et OéZZ:OéH. (216)

Ainsi, dans ce repere, I’'Hamiltonien d’interaction s’écrit
1
Hy = —pgcos 08 (t) cos(wt) — 5 (aur + Aacos® ) &2 (t) cos®(wt), (2.17)

ol Ao = ay — .
En I’absence de sources de dissipation, la dynamique d'un tel systeme est
périodique de période rotationnelle

Ty = (2.18)

Ea

qui définit le temps typique d’évolution du systeme.
On considere que la période T = %’T de la porteuse de I'impulsion laser est tres
courte devant la période rotationnelle Tz de la molécule. Dans ces conditions,
on peut considérer que la molécule voit un effet moyen des variations de la
porteuse. Autrement dit, puisque la valeur moyenne de cos(wt) est nulle, et
que celle de cos?(wt) vaut 3, on a I'Hamiltonien d’interaction moyenné :

1

Hl:_Z

&E*(t) (ar + Aaccos® ). (2.19)
Dans cet Hamiltonien H;, on peut négliger, en s’appuyant sur des consta-
tations numériques, l'effet du terme —%é" 2(t)ay, ce qui simplifie 'expression
de I’'Hamiltonien en :

H, = —ié"Q(zf)AOzcos2 6. (2.20)

Lorsque la molécule évolue en milieu gazeux dissipatif, ses états sont repré-
sentés par l'opérateur densité p agissant sur l'espace des états engendré par
la base des harmoniques sphériques |jm).

Le controle de l'alignement obéit alors a I’équation de Lindblad [84, 85] :

p = —ilHo+ Hi(t), p(t)] + Dlp()], (2.21)
ou D est I'opérateur de dissipation agissant sur ’espace des opérateurs den-
sité.

Cet opérateur modélise la dynamique dissipative engendrée par les collisions
du systeme avec les molécules constituant le gaz environnant. En notant
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Pimjrms = (jm|p(t)|j'm’) les éléments de la matrice densité, 'opérateur de
dissipation D[p(t)] s’écrit comme :

DI ) = = S 5K + Kmtm)Pimim (5 501

_5j]’ 6mm’ Kj”m”jmpj”m”j”m”

ou d,; est la fonction delta de Kronecker.

Les coefficients Kj,, iy sont déterminés par la loi semi-empirique SPEG
(« statistical power-exponential gap ») [88]. D’autres lois, telles que la loi
ECS (« energy-correlated sudden ») [89], donnent des résultats similaires.
Pour le modele de la molécule CO dans un gaz d’Argon auquel on s’inté-
resse, la forme et l'intensité des taux de transition Kj,;m dépendent de
I'interaction entre la molécule et son environnement, et conformément aux
observations expérimentales, on suppose que :

- Les coefficients K, ;. satisfont la condition de bilan détaillé,

- les coefficients K, . sont indépendants de m et de m/,

- les coefficients K, n sont tres faibles.

Enfin, dans I'expression de D, on ne prend pas en compte les termes de
déphasages purs qui sont supposés tres petits pour de tels systemes [84, 85].

2.2 Stratégie de Controle

D’un point de vue qualitatif, effectuer ’alignement d’une molécule linéaire
signifie augmenter de la maniere la plus uniforme possible la distribution de
probabilité angulaire autour d’une direction privilégiée de 1’espace. Plus pré-
cisément, en partant d’un état d’équilibre thermique, on souhaite atteindre
I’état cible qui maximise la valeur moyenne de I’observable cos? §. Dans cette
section on détaille la stratégie mise en oeuvre pour effectuer cet alignement
en milieu dissipatif. La principale source de complexité est que I'état cible,
définit comme I’état qui maximise une certaine observable, dépend du temps.
Pour essayer de contourner cette difficulté, on envoie sur le systeme un train
d’impulsions tres rapides par rapport a son temps caractéristique d’évolu-
tion, ce qui permet d’estimer que la cible reste a peu pres la méme pendant
la durée du controle.
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2.2.1 Etat Initial d’Equilibre

La condition initiale pg est la distribution d’équilibre thermique a la tempé-
rature 1" :

1 s .
po= D > lime BTN (G ] (2.23)

meZ j<|m|

a'ppelée état de Qz’bbs, ou 7 = D omez 2 j<im] e~ BiG+D/EBT o kp sont respec-
tivement la fonction de partition et la constante de Boltzmann.
Pour satisfaire la condition de bilan détaillé, on impose

KJ j/mle_Bj(j+1)/kBT = Kj/m/jme_Bj,(j,+1)/kBT. (224)
Les coefficients SPEG ou ECS sont déterminés de telle sorte qu’ils repro-
duisent la dynamique de relaxation du systeme, dont py est le point fixe.
Autrement dit, en I’absence de tout controle, tout état rotationnel de la mo-

lécule diatomique tend asymptotiquement (quand ¢ — 00) vers cet état de
Gibbs.

2.2.2 Etat Cible

L’objectif du controle de I'alignement est de conduire le systeme dans un état
Popt qui maximise la valeur moyenne de 1'opérateur cos? §. La cible n’est donc
pas définie directement, et on propose dans cette partie une caractérisation
de I'état cible qui permet de remplir ce critere.

Pour cela, on restreint 1’espace de Hilbert H a un sous-espace de dimension
finie HUmas) oll jae est I'état de plus haute énergie rotationnelle signifi-
cativement peuplé [90, 91]. Compte tenu de la dégénérescence des niveaux
d’énergie rotationnels [82], la dimension de HUma) est N = (jpaz + 1)%.

On définit & présent deux opérateurs sur HUmas) ; plimaz) et 1/ Umaz)  qui sont
respectivement les projections des opérateurs p et cos? @ sur le sous-espace
H Gmaz)

Soit ¢ > 0 un instant quelconque, et plmes)(t) I'état dynamique instantand
du systeme correspondant ; et soit U, 1'opérateur unitaire qui maximise la
quantité Tr[Up(t)Umas) TV Umas)] ot U € U(N).

A Tinstant ¢, pop(t) est alors donné par

popt(t) = Uopep(t) U, - (2.25)

L’état cible pou(t) est donc défini comme 'état unitairement équivalent a
p(t) qui maximise {cos? ).
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Cependant, attendu que le controle ne peut pas éliminer les effets de la dis-
sipation, 1’état cible tel qu’il est précédemment défini ne peut étre atteint
exactement. En effet, la cible p,,; telle qu’elle est définie en (2.25) est relative
a I’état courant p(t), et par suite est dynamique : toute variation de 'état cou-
rant pour tenter de la rejoindre entraine une modification de celle-ci. Pour
déterminer explicitement p,,:(t), on note respectivement pi(t) et xy, pour
(1 < k < N), les valeurs propres non dégénérées des opérateurs p(t)Umaz)
et VUmez) que 'on indexe par ordre de croissance. Les vecteurs propres de
Y Umaez) correspondants sont notés IXx). On peut montrer que ’état cible
(90, 91], qui n’est pas unique si le spectre de p(t) est dégénéré, est donné
par :

Popt(t) = D o)1) (il (2.26)

et alors la valeur moyenne correspondante de V Umaz) est -

Tr[popt(t) V(jmaw Z pr(t (2.27)

Remarque : la définition de 1’état cible, qui dépend du temps puisque 1’évo-
lution du systeme est non-unitaire, est intrinseque et ne tient pas compte de
la forme particuliere du champ de controle appliquée.

Dans le cas d’une polarisation linéaire, la molécule diatomique n’est pas com-
pletement couplée a un champ polarisé linéairement dans le sens ou, pour
une valeur donnée de m, ’espace de Hilbert H(jmal‘ se décompose comme la
somme directe des deux sous-espaces H#{Z?f et H,i";jlfi de parité différente
pour j : ev pour pair, et odd pour impair. Ces deux sous-espaces ne sont pas
couplés entre eux par l'opérateur VUmaz) et on a donc :

HUmes) = T (M) & Hyr)) (2:28)

m=—Jmax m,e

De plus, les équations (2.21) et (2.22) montrent que les coefficients pj, rm:
sont nuls si m £ m’, ou si j et j/ n’ont pas la méme parité.

En s’appuyant sur la précédente décomposition, on peut définir un nouvel état
cible pl(ig"“” cinématiquement accessible par opération unitaire et satisfaisant
les regles de sélections propres a un laser polarisé linéairement :

pimes) = @mTimer (plme) gy pUmes)) (2.29)

(Jmaz)

opt

ol p%”é‘iﬁ”) et p%’f&f} sont définis de la méme maniere que p,

sous-espaces respectifs.

dans leurs
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En effectuant la réduction en dimension finie de I'espace de Hilbert, on peut

donc définir deux cibles : pf,;;m) et p , qui maximisent respectivement

(]maz)
] lin

la valeur moyenne de I'opérateur V Umes) dans le cas d’une polarisation quel-
conque ou linéaire.

2.2.3 Approximation Soudaine

Pour un espace de dimension finie, la cible qui maximise la valeur moyenne
de l'opérateur cos?# est dynamique car elle est définie relativement & 1'état
instantané du systeme. C’est un probleme majeur lié a la nature dissipative
de la dynamique du systéeme qui rend le controle a priori tres difficile a réa-
liser. Cependant, on peut envisager d’agir tres rapidement sur la molécule
de maniere a supposer que l’état cible varie tres peu pendant la durée du
controle : on se place donc dans I’ approzimation soudaine [92].

Plus précisément, en appliquant une impulsion laser de durée tres courte,
appelée kick, par rapport au temps caractéristique d’évolution du systeme,
on peut supposer, en premiere approximation, que le changement d’état de
p(t) & pope(t) se déroule sur une échelle de temps suffisamment petite pour
que l'on puisse considérer que le champ laser ne modifie pas la pureté du
systeme.

D’un point de vue pratique, cette approximation est tout a fait raisonnable et
justifiée tant que la durée du controle est tres courte devant le temps typique
de la dissipation, ce qui est précisément vrai pour une stratégie de kicks que
I’'on va adopter.

Pour résumer, I'état cible p,,(t) peut étre atteint de maniere efficace en par-
tant de p(t) pour un champ de controle suffisamment rapide.

On évalue la réussite du controle selon deux criteres :

- Uefficacité, qui est mesurée directement par la valeur moyenne de 1’obser-
vable cos? 0,

- et la durée pendant laquelle un alignement efficace est maintenu post-
impulsion, avant que 1’évolution libre ne le détruise.

Afin d’augmenter 'efficacité du controle, on envisage d’envoyer sur le systeme
un train de kicks, c’est-a-dire une série de kicks identiques, séparés par des
délais temporels a optimiser.

2.3 Résultats et Analyse

On présente dans cette section les simulations numériques ou les parametres
du modele sont ceux d’une molécule CO dans un gaz d’Argon avec les tem-
pératures rotationnelles 7' = 10 K et T" = 50 K et une pression de p = 1 atm.
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Ces simulations sont réalisées avec deux approches distinctes dont on com-
pare les résultats. La premiere adopte la stratégie dite du maximum, ot on
applique le kick k+ 1 au moment ot le résultat (cos? §) de la dynamique post
impulsion du kick £ passe par un maximum [92, 93]. La seconde repose sur
un algorithme génétique [94].

Sur les différentes figures qui suivent, I'unité de 1’échelle de temps est rap-
portée a la période propre rotationnelle 7}, de la molécule libre de CO. Les
kicks sont modélisés par des impulsions Gaussiennes d’amplitude créte g et
de largeur a mi-hauteur o. Ces parametres numériques sont de 1'ordre de 500
pour Qy/B et de 0.01 x T}, pour o. Ceux-ci correspondent & une pulsation
laser dont la durée et l'intensité typiques sont respectivement 50 fs et 101
W /cm?.

Pour les deux stratégies envisagées, on étudie 1’évolution de deux quantités
dynamiques sous 'effet d’'un train de kicks :

- Tr[cos? p(t)], qui est la valeur moyenne de I'observable cos? @,

- et Tr[p\me=) p(1)] /Te[(p!m**))2] qui correspond 4 la projection sur I'état cible
définie par la polarisation linéaire pl(f:‘”

On envisage deux états cibles dont on donne I’évolution temporelle, 'un dé-
fini par une polarisation quelconque (trait plein), et la seconde, définie par
une polarisation linéaire (trait pointillé). Enfin, on tracera ces quantités pour
deux cas : lorsque I'état p(t) appartient & un espace de dimension infinie (en
trait plein), et lorsqu’il appartient a un espace tronqué de dimension finie
(trait pointillé).

2.3.1 Stratégie du Maximum

Description de la Méthode :

Cette stratégie consiste a envoyer un train de kicks identiques dont seuls les
délais sont optimisés [92, 93]. Les instants d’application des kicks sont définis
comme suit. A Iinstant ¢ = 0, on applique le premier kick, il s’en suit une
dynamique des états post-impulsion qui, dans un premier temps tend vers la
cible supposée fixe durant I’action tres courte du kick, pour retourner ensuite,
sous l'effet de la relaxation, vers I’état d’équilibre de Gibbs. Ce qui signifie
que nécessairement, a un instant donné t; > tj, ’état dynamique du sys-
téme est passé par un maximum local de (cos? ). La stratégie du maximum
consiste a envoyer le second kick précisément a 'instant ¢;. La procédure est
répétée un certain nombre de fois afin d’optimiser de plus en plus l'efficacité
de la procédure.
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F1G. 2.3 — Dynamique de I'alignement pendant et apres le train d’impulsions
soudaines déterminées par la stratégie du maximum pour 7' = 10 K (les im-
pulsions agissent sur le maximum global de Tr[p(t) cos®#]). Les courbes en
trait plein et pointillés de (a) représentent respectivement les propagations
dans les espaces complet H et réduit HUma=). Le train d’impulsions est re-
présenté en (a). La dynamique pour une polarisation quelconque et pour une
polarisation linéaire sont respectivement indiquées par les courbes en traits
solides et pointillés au sommet de la figure (a). La figure (b) donne ’évolution
de la projection de I'état courant sur I’état cible.
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F1Gc. 2.4 — Mémes figures que pour la 2.3 mais pour T=50 K.
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Fia. 2.5 — Mémes courbes que pour la figure 2.3, obtenues par ’algorithme
génétique.

Résultats Numériques :

Les figures 2.3 and 2.4 montrent les résultats obtenus pour le processus d’ali-
gnement en utilisant la stratégie du maximum. On utilise 5 impulsions d’in-
tensité (/B = 500. Un nombre plus important d’impulsions ne modifie pas
significativement les résultats. Un choix adapté de 2, de j,uqe €t du nombre
d’impulsions permettent le succes de la stratégie de controle. La dynamique
post-impulsions conduit a des résultats d’efficacité correcte d’environ 0.69
et 0.49 respectivement pour les températures T = 10 K et T' = 50 K. Les
projections correspondantes sur l’état cible sont égales a 0.79 et 0.76.

2.3.2 Algorithme Génétique

Description de la Méthode :

Dans cette partie, on optimise en utilisant un algorithme génétique dont les
parametres sont I'intensité des impulsions et les délais entre chacune d’elles
[94]. L’objectif est de maximiser la projection sur la cible pl(g;”“”)(t). L’étape
d’identification de la cible montre ici toute son importance puisqu’aucune
restriction telle que le nombre maximum de niveaux rotationnels d’énergie
peuplés n’a a étre envisagé. Cette restriction n’est nécessaire que lorsque le

but du controle est la maximisation de Tr[p(t) cos® 6].

Résultats Numériques :

Les figures 2.5 et 2.6 montrent les résultats d'une telle stratégie. On utilise
seulement deux ou trois kicks. Une large partie des résultats est déja obte-
nue avec deux kicks comme on peut le voir sur la figure 2.6. L’optimisation
pour 7" = 10 K fournit un alignement d’efficacité de 0.72 pour une projection
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Fi1G. 2.6 — Mémes courbes que pour la figure 2.5, mais pour 7= 50 K et
seulement deux impulsions.

sur ’état cible de l'ordre de 0.87, tandis qu’elle conduit seulement a 0.55
pour une projection de 0.84 pour T = 50 K. Quand deux impulsions sont
appliquées, deux stratégies d’optimisation peuvent étre déterminées comme
illustré sur les figures 2.5 et 2.6 selon que 'on applique un kick juste apres ou
juste avant le maximum de Tr[p(t) cos?§]. Ces deux stratégies donnent des
résultats numériques comparables.

2.3.3 Analyse Comparative des Résultats

Les résultats que I'on obtient permettent d’effectuer quatre comparaisons.

- Température : plus la température est élevée, moins 'efficacité est impor-
tante. Ceci est un résultat auquel on s’attendait, car la relaxation croit avec
la température.

- Dimension de I’espace de Hilbert : une comparaison des observables et des
projections calculées en utilisant 1'état p(t) appartenant soit a l’espace de
dimension finie, soit a la restriction dans le sous-espace de dimension finie
confirme que l'essentiel de la dynamique se produit bel et bien au sein de
H Gmaz)

- Polarisation des kicks : 1’évolution des états cibles définis via une polari-
sation quelconque est peu différente de celle obtenue via une polarisation
linéaire, ce qui conforte le choix de la polarisation linéaire.

- Efficacité des méthodes : pour des efficacités du méme ordre de grandeur,
il faut moins de kicks avec la méthode de I'algorithme génétique par rapport
a la stratégie du maximum. Par contre, la stratégie du maximum est plus
systématique et plus robuste que l'algorithme génétique.

La dissipation joue un role completement négatif. D’un coté, elle détériore




46 Alignement Moléculaire en Milieu Dissipatif

la dynamique en détruisant les cohérences du systeme, ce qui conduit a une
perte d’alignement. D’un autre coté, elle détériore 'état cible, qui, apres la
premiere impulsion du train de kicks, ne cesse de décroitre en efficacité.



Chapitre 3

Introduction a la Théorie du
Controle Optimal

On présente ici I’ensemble des outils mathématiques nécessaires a la com-
préhension des chapitres suivants, basés sur la théorie du controle optimal
[99, 95, 101]. Les systemes que I'on considere sont de dimension finie, ce qui
permet notamment de les aborder de facon géométrique. Typiquement, un
probleme de controle optimal se déroule en deux étapes bien distinctes. Dans
un premier temps, on cherche a déterminer I'ensemble des états cibles que
I’on peut atteindre grace a un controle admissible : on étudie la contralabilité
du systeme. Dans un deuxieme temps, on détermine quelle forme de controle
permet d’atteindre une cible en particulier tout en minimisant un critere de
cout donné : on résout le probleme du controle optimal.

Dans une premiere section, on définit d'un point de vue géométrique la no-
tion de systeme controlé, c’est-a-dire que 'on caractérise le systeme que ’'on
étudie par la famille de champs de vecteur qui agit sur I'espace des états
du systeme. L’étude de I'algebre de Lie générée par cette famille de champ
de vecteur permet notamment de déterminer quels états sont accessibles ou
non a partir d’'une condition initiale donnée. La seconde section contient le
résultat principal de la théorie du controle optimal, a savoir le principe du
maximum de Pontryagin. Ce dernier affirme que I’ensemble des trajectoires
optimales (par rapport a un cotut donné) d’un systeme controlé est contenu
dans les solutions extrémales d'un probleme associé de type Hamiltonien.
Pour illustrer les différents concepts mis en avant, on termine ce chapitre par
une troisieme section présentant un exemple standard permettant de mettre
en avant un type de solution fondamental pour les problemes en temps mi-
nimum : les trajectoires « bang-bang ».

47
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3.1 Systemes Controlés et Ensemble Acces-
sible

Cette premiere section introduit la notion de systeme controlé dont 1’évolu-
tion temporelle, contrairement aux systemes déterministes, n’est pas unique-
ment déterminée par la donnée d’une condition initiale, mais dépend égale-
ment de parametres dynamiques extérieurs au systéme . On s’intéresse a des
systemes controlés dont 1’équation d’état s’apparente a une famille d’équa-
tions différentielles ordinaires.

3.1.1 Concepts de la Théorie des Equations Différen-
tielles

La théorie des équations différentielles ordinaires (EDO) traite des processus
d’évolution différentiables, déterministes et de dimension finie [96].

L’ensemble de tous les états possibles du systeme S étudié est une variété
différentiable M de dimension finie n appelée espace des états 2, ou tout
élément x de M est représenté dans un systeme de coordonnées locales selon

x = (21, %2..., Tp). (3.1)

Sur cette variété, on définit un groupe a un parametre de difféomorphismes
locaux, c¢’est-a-dire une famille (¢g*) d’applications inversibles et différentiables
indexées par le temps t € R :

RxM-—M
b 3.2
g { g(t,x) = g'z (3.2)
et vérifiant la propriété de groupe :
¢t = g¢'q¢* Vit seR. (3.3)

Si x € M est un état particulier du systeme S, alors la trajectoire v de x
sous I'action de g' est 'application :

(3.4)

‘{]R—>M
T =g

lon entend par 13 que ces parametres sont définis indépendamment de ’état du

systeme
20n se limitera & l’espace euclidien R™ ou a la sphere S™
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dont I'image sous-ensemble de M est appelée la courbe.
Le vecteur vitesse v(x) d’une trajectoire v au point x est le vecteur défini
par :

v(x) = % g'x (3.5)

t=0

et 'ensemble des vecteurs vitesses de toutes les trajectoires dont les courbes
passent par x définit I’espace tangent a M en x noté T,M. L’ensemble des
vecteurs vitesses d’un point x € M donné définit une application :

F:{M—>TmM

F(z) = v(a), (3:6)

appelée champ de vecteur dont I'image se décompose dans la base locale de

) 4 o )
I’espace tangent notée 3 {8—301, Do Do selon
= 0
Flr) =Y Fila)5— (3.7)
i=1 v

Une forme différentielle w est une application linéaire M — T M, ou T M
désigne 'espace dual de 'espace tangent, appelé espace cotangent. L'image
d’une telle application se décompose dans la base locale de I'espace cotangent
notée {dxi,dxs,. .., dz,} selon

w(z) = gwi(x)dasi, avec d:vl( 0 ) = 5, (3.8)

dz;

Du point de vue géométrique, la solution de 1’équation différentielle de di-
mension n

i = f(x)
{ 0) = a0 (3.9)

est I'unique trajectoire partant de xy dont le vecteur vitesse en x supposé
lisse est f(x).

3.1.2 Les Systemes Dynamiques Controlés

On s’intéresse a présent a des processus d’évolution plus généraux que dans
le paragraphe 3.1.1, dont la dynamique n’est pas completement déterminée
par une EDO mais dépend également d'un élément extérieur au systeme.

3pour une justification de cette notation, voir par exemple [98] chapitre 2
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Soit M une variété différentiable de dimension n et U un sous-ensemble de
R™ appelé domaine de commande. On appelle systéme dynamique controlé
tout processus d’évolution déterminé par ’équation d’état :

T = f(z,u)
{ o(0) = 20 (3.10)

ou f: M xU — M est une fonction lisse par rapport a x et a u. D’un point
de vue géométrique [99, 101], on peut concevoir le systeme (3.10) comme
résultant de l'action sur la variété M d’une famille de champ de vecteurs
(F,) indexés par u € U tels qu’ils sont définis en (3.6), c’est-a-dire que 1'on
a:

F,(z) = f(x,u). (3.11)

Si l'on sélectionne un champ de vecteur particulier de la famille (F),), on
réduit le systeme (3.10) & une EDO du type (3.9) dont on peut définir la
trajectoire v, correspondante via (3.4). Ainsi le choix de la fonction u qui
peut varier au cours du temps influe directement sur 1’évolution du systeme
et c’est pour cette raison qu’on 'appelle controle et 'ensemble U sur lequel
il prend ses valeurs est le domaine de commande. De ce point de vue, 'état
x du systeme est interprété comme la réponse au controle w.

On définit U I'ensemble des controles admissibles par :

U={u:[0,T] — U\ u est une fonction mesurable et bornée} (3.12)

et on admettra que seule cette classe de controle permet d’assurer 'existence
de solutions au systeme (3.10).

Par exemple en dimension 1, un controle admissible est une fonction bornée
pouvant présenter des discontinuités (Figure 3.1) tandis que la trajectoire
controlée correspondante x est une fonction continue pouvant présenter des
points ou la dérivée n’est pas définie (Figure 3.2).

Ainsi, un systeme controlé est un systeme susceptible d’adopter toute une
gamme de dynamiques, et I’objectif principal de ce type de systéeme est de
déterminer précisément quelle stratégie de controle permet de réaliser 1’évo-
lution souhaitée.

Dans tout ce qui suit, on se limitera a 1’étude d’une classe de systemes par-
ticuliers appelés les systémes affines qui ont la forme :

&= Fy(x)+ Y upFi(z) (3.13)
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Contréle Admissible

Contrble u

WhF==== == e e e e e e e e e e e e e == === =

I

1

6 10
Temps t

Fic. 3.1 — Exemple de controle admissible en dimension 1, ici le controle
présente une discontinuité en ¢ = 6.

olt le terme Fy(x) qui peut éventuellement étre nul est appelé la dérive?

3.1.3 Ensemble Accessible et controlabilité

Un état z; du systeme (3.10) est dit accessible depuis xy lorsqu’on est ca-
pable de I'atteindre en temps fini, c’est-a-dire qu’il existe un controle u € U
déterminant une trajectoire controlée v, et un instant ¢ € [0, T] tels que :

{VAW 0

“dans la mesure o, comme on le voit dans la formule (3.13), ce terme de dérive n’est
couplé & aucune direction de controle, il est essentiellement non controlable.
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Dynamique Controlée

Etat x

0 3 6 10
Temps t

Fi1c. 3.2 — Trajectoire de la dynamique controlée en réponse au controle de
la figure 3.1

La réunion sur tous les temps ¢ € [0, T] des états accessibles depuis xy consti-
tue 'ensemble accessible, notée A,,(T'), et le systeme est dit :

— completement contrélable en g si A, (T) = M,
— localement contrélable en xg si A,,(T) est un voisinage de zy pour tout
T > 0.

La premiere démarche dans un probléeme de controle optimal consiste a carac-
tériser la structure de ’ensemble accessible et a déterminer la controlabilité
du probleme.

Dans le cas des systemes affines & = Fy(x) + >~ ugFi(x), si le domaine de
commande U est compact, alors ’ensemble accessible est compact, convexe,
et varie continiment avec le temps [16].

La controlabilité est déterminée a partir de la structure de l'algebre de Lie
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engendrée par la famille de champ de vecteurs {F}} pour k € [0,m]. On
montre que si pour tous les points x € M, la dimension de cette algebre est
n, alors le systeme est completement controlable.

Pour les systemes quantiques controlés, on utilise en pratique des caracté-
risations de la controlabilité directement sur 1’algebre de Lie générée par la
famille d’Hamiltonien définissant le systeme, c¢’est-a-dire 1’algebre associée au
groupe agissant sur la variété (voir chapitre 4, section2).

3.2 Le Probleme du Controle Optimal

On considere un systeme controlé dont xg est I'état initial, et dont z; €
A, (T) est I'état cible. A partir d'une fonctionnelle donnée, on définit pour
ce systeme un critere de cout. L’objectif d’un probleme de controle optimal
est alors de déterminer la trajectoire controlée (en déterminant la forme du
champ de controle) permettant de conduire zy & 1 en minimisant le cofit.
Le probleme de contréle optimal se pose donc sous la forme :

T = f(x,u)
iEOT))_:“Z?l (3.15)

min fOT c(x(t),u(t))dt

Remarque 1 : le temps final 7" peut étre fixé, ou libre.

Remarque 2 : lorsqu’on ne fixe pas la condition finale z; et que 'on sou-
haite résoudre le probleme de contréle optimal pour tout 'ensemble A, (T),
on a un probléme de synthese optimale (voir chapitre 5).

3.2.1 Les Couts Temps et Energie

Dans le cadre du controle quantique, ou les systemes sont controlés par un
champ laser environnant, on définit deux cotits utiles en physique :

- le cotit unité c(z,u) = 1, qui intégré entre les instants 0 et 1" correspond a
la durée T,

- le coiit quadratique c(x,u) = > ;L uf, qui correspond a I'énergie F mise
en jeu par les champs laser.

On peut dégager quelques justifications du choix de ces cotts étant donné les
situations physiques que 1'on étudie.
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Par exemple il est naturel de vouloir minimiser 1’énergie du champ de controle
pour éviter d’exciter une gamme trop importante de niveaux d’énergie du sys-
teme (et ainsi conforter nos modeles de faibles dimensions) ; mais aussi pour
éviter de mettre en jeu des intensités laser trop importantes qui détruiraient
en partie le systéme (au travers d'un processus d’ionisation ou de dissocia-
tion).

De plus, minimiser la durée de controle par champ laser d’un systeme quan-
tique peut se révéler particulierement judicieux dans le cas dissipatif préci-
sément pour ne pas laisser a la dissipation le temps de s’exprimer.

Meéme si la théorie générale du controle optimal prévoit des cotits pouvant
dépendre de I'état x, ceux auxquels on s’intéresse ne font intervenir que le
controle u, et ceci a un certain nombre de conséquences intéressantes pour
les systemes affines que 'on étudie, en particulier ceux dépourvus de dérive.

3.2.2 Le Principe du Maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) fournit les conditions néces-
saires d’optimalité d'un probleme de controle optimal [100].

Théoreme 1 Ftant donnés :

- M une variété différentiable (typiquement R™ ou S™) et xy un point de
cette variété,

-u € U un controle admissible, c¢’est-a-dire une fonction du temps mesu-
rable et bornée définie sur un intervalle [0, T] et a valeurs dans U C R™,

- f et ¢ deuz applications M x U — M de classe C* par rapport a x et
a u, définissant complétement le probleme de controle optimal :

&= f(x(t),u(t))
z(0) = xg : (3.16)
min [ c(x(t), u(t))dt

Si le contrédle u(t) détermine la trajectoire optimale (qui minimise le cott)
partant de x(0) et aboutissant en x(T) € A, (T), alors il existe un vecteur
p(t) € T*M absolument continu appelé co-état et une constante A < 0 telle
que :

oH . oH

T=— et = ——
op P ox

(3.17)

ot I’Hamiltonien H(x,p) vérifie la condition de mazimisation :

H(z,p) = m&x(%ﬂ(:ﬁ,p, w)) (3.18)
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sur la famille d’Hamiltoniens S (x,p,u) définis par :

Les trajectoires définies par (3.17), (3.18) et (3.19) sont appelées extrémales.
Si A = 0, alors I'extrémale est anormale.
Sip#0et 2 [p- f(z,u)] =0, alors I'extrémale est singuliére.

Le PMP énonce donc que les trajectoires optimales recherchées sont nécessai-
rement les extrémales d’un systeme étendu (dans le sens ot on lui a adjoint
le vecteur p) possédant la structure Hamiltonienne d’'un probleme de méca-
nique classique : d’'une maniere tres résumée on dit que « les optimales sont
contenues dans les extrémales ».

Plusieurs remarques sont a formuler sur le PMP.

Remarque 1 : Le PMP est un résultat constructif dans le sens ou il per-
met de déterminer explicitement les expressions des trajectoires optimales et
des controles leurs donnant naissance.

Remarque 2 : La réciproque du PMP est fausse en général : on n’est jamais
assuré que toutes les extrémales obtenues via le PMP soient nécessairement
optimales.

Remarque 3 : Le couple (p, A) est nécessairement non trivial, ¢’est-a-dire que
ces deux quantités ne peuvent s’annuler en méme temps, sans quoi I’Hamil-
tonien S (x, p,u) n’est pas défini.

Remarque 4 : Attendu que la constante A, toujours de méme signe, n’in-
fluence pas directement sur la détermination des extrémales (elle ne modifie
qu’a un facteur multiplicatif pres le controle optimal) elle peut étre fixée ar-
bitrairement.

Remarque 5 : L’Hamiltonien maximisé H(z,p) est autonome (il ne dépend
pas explicitement du temps), c’est donc une constante du mouvement. De

plus, si le temps final T est libre, on peut arbitrairement fixer cette constante
a 0.

Remarque 6 : En I’absence de contraintes sur le controle, c¢’est-a-dire si U =
o 0

R™, la condition de maximisation (3.18) devient : %~ =

En pratique, 'obtention de I'Hamiltonien extrémal (3.18) se déroule en trois
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étapes.

1. D’abord, en introduisant le co-état p et la constante A, on construit la
famille d’Hamiltonien .7 associée au probleme via la formule (5.10).

2. Puis on maximise cette famille d’Hamiltoniens sur I’ensemble U, cette
seconde étape détermine explicitement I’expression du controle optimal @
en fonction de z et p.

3. Enfin, on réinjecte le controle u(x,p) dans l'expression de . pour
obtenir I’'Hamiltonien maximisé H seulement fonction de z et de p.

La résolution des équations (3.17) est un autre probleme tres vaste [102][97],
on rappellera simplement qu'un tel systeme d’équations Hamiltoniennes est
intégrable au sens de Liouville (des solutions existent) si et seulement si le
systeme compte n—1 (compte tenu de la Remarque 5 sur le PMP) constantes

du mouvement en involution °.

On peut calculer 'Hamiltonien maximisé dans le cas des systemes affines
en temps et en énergie minimum.
Dans le cas d'un systeme affine en temps minimum, on a :

&= Fo(z) + 2 wnFe(x)  [ul<1
x(0) = xo . (3.20)
min fOT dt = minT (T est libre)
En normalisant a A = —1, la famille d’Hamiltoniens est donnée par :
‘%p(mapvua_l)ZPO"i_Zukpk_l, (3.21)
k=1

ou 'on définit pour tout k € [0, m)]

Sous la contrainte |u| < 1, la condition de maximisation de # implique que
u appartient au bord du domaine U, et on a dans ce cas :

P
iy = ———— (3.23)

VI B

®Deux quantités dynamiques A(z,p) et B(x,p) sont en involution si leur crochet de

: S dive «f S (OA OB OB 9A
Poisson {A, B} est nul, c’est-a-dire si >33 (555, — 52, 9,) = 0
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et ’'Hamiltonien maximisé est :

(3.24)
Dans le cas d’'un systeme affine en énergie minimum, on a :
& = Fo(x) + 32255, unFi(z)
T m
i 7 (S )
En normalisant a A = —%, la famille d’Hamiltoniens est donnée par :
,%”(:Epu—l):P —l—iuP—lzm:uz (3.26)
s My Wy 2 0 kLK 9 ke .
k=1 k=1
En I'absence de contraintes sur u, la condition de maximisation de .7 devient
% = 0, ce qui implique pour tout k € [1,m] :

i = P, (3.27)

et ’'Hamiltonien maximisé est :

e
H(w,p) =P+ ]; P2 (3.28)

3.3 Exemple : Trajectoires « Bang-Bang »

Afin d’illustrer les différents concepts théoriques précédemment définis, mais
aussi pour dégager certains principes essentiels de la théorie du controle op-
timal qui seront utiles par la suite (notamment dans le chapitre 5), on étudie
le systeme controlé de dimension 2 suivant :

(5)=(5)~(1) o

On souhaite conduire en temps minimum le systeme initialement dans un
état xy = (0, 1)" jusqu’a I'état cible x; = (0, 0)' grace a un controle borné a
I'unité |u| < 1.

L’étude d’un probleme de controle optimal se déroule en deux étapes dis-
tinctes : d’abord on détermine la controlabilité du probleme en recherchant
I’ensemble accessible a partir de la condition initiale qu’on s’est donnée, puis
on détermine les extrémales du systeme en appliquant le PMP.

Pour le systeme (3.29), on détermine la contrélabilité du probleme en utili-
sant le résultat suivant (voir [99], chapitre 3) :
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Proposition 1 Soient x € R™, A une matrice n X n a coefficients constants
et b un vecteur de dimension n constant. Tout systeme controlé de la forme
T = Ax + ub est complétement controlable si et seulement si le sous-espace
vectoriel engendré par la famille des n vecteurs {b, Ab, A*b, ..., A"~1b} est
l’espace R™ tout entier.

Pour le systeme que I'on étudie on a

A:(g(l)) ot b:((l)) (3.30)

et il est donc completement contrdlable puisque les vecteurs b = (0 1) et
Ab= (1 0)! ne sont autres que les vecteurs de la base orthonormée de R?.
On peut a présent appliquer le PMP : en introduisant le vecteur p = (p1  po) €
R2, on définit la fonction

H(x,p,u, N) = Tap1 + ups + A (3.31)

que l'on cherche a maximiser sur ’ensemble des controles u € U. Le seul
terme impliquant le controle est upy et par suite H(zx,p,u) est maximum
lorsque u = sgn(ps).

Ainsi, les trajectoires optimales sont obtenues sous le controle u = +1. De
telles trajectoires sont dites bang lorsqu’elles correspondent a un controle de
signe constant u = +1; et bang-bang lorsqu’elles résultent d’un changement
de signe de u, appelé commutation (voir figure 3.3).

A partir de ’'Hamiltonien H = z9p; & po, on peut dériver les équations des
trajectoires extrémales :

I'l = X9

Ty = +1

. 3.32
=0 ( )
D2 = —D1

En notant (29, 29, p?, p3)! la condition initiale du systéme Hamiltonien (3.32),
la solution générale s’écrit :

21(t) = £5 + 25t + a9

To(t) = +t + 29

3.33
palt) = 18 (3.33)
pa(t) = —pit + ph

En se basant sur ces dernieres équations, un calcul direct permet de montrer
que pour atteindre l'origine en partant de 1’état initial (0, 1), il faut d’abord
suivre une trajectoire correspondant au controle u = —1. Puis a l'instant
tc =1+ \/LE’ il faut commuter et suivre une trajectoire issue du controle

u = +1 (voir figure 3.3).
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Synthese Optimale

2
1
" 0
-1
_2 | |
-2 -1 0 1 2
Xl

F1G. 3.3 — Ensemble des trajectoires optimales (en temps minimum) résultant
des controles u = +1. Pour atteindre l'origine en partant du point initial
(0,1)* il faut d’abord suivre le controle u = —1, puis commuter en u = +1 :
il s’agit d’une trajectoire bang-bang.
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Chapitre 4

Modélisation et Controlabilité
des Systemes a N Niveaux

Ce chapitre présente les classes de systemes quantiques controlés sur lesquels
on va appliquer la théorie du controle optimal, en temps ou en énergie mini-
mum. On envisage des systemes a N niveaux, dont les plus proches voisins
sont couplés par un ensemble de 2N — 2 champs laser polarisés linéairement.
De tels systemes, qu’ils soient fermés ou ouverts, sont équivalents a des sys-
temes controlés affines.

Ce chapitre s’articule en trois sections. Dans la premiere section, on donne la
forme de I’Hamiltonien des systemes quantiques controlés que ’on va considé-
rer dans les chapitres 5 et 6. Il s’agit d’Hamiltoniens d’interaction résonnants
dans le cadre de I'approximation RWA. Dans la seconde section, on énonce
pour de tels systemes quelques résultats sur la controlabilité, c’est-a-dire la
capacité de pouvoir conduire un état du systeme dans n’importe quel autre
état qui lui est accessible. Enfin dans la derniere section, on montre comment
I’équation de Schrédinger et 1’équation de Lindblad se ramenent, en dimen-
sion finie, a des systemes affines respectivement sans et avec dérive.

4.1 Hamiltonien d’Interaction RWA

Dans cette section, on commence par établir les Hamiltoniens d’interaction
Hy + H, envisagés par la suite. Pour simplifier leur expression, ces Hamil-
toniens sont écrits en représentation d’interaction, ou la partie diagonale de
I’Hamiltonien libre H, n’apparait pas; et considérés comme résonnants et
moyennés en temps selon 'approximation RWA.
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4.1.1 Représentation d’Interaction

Soit I’équation de Schrodinger dépendante du temps :

0

i, 10()) = H{)[Y(D)), (4.1)
et soit une transformation unitaire U(t) telle que :

(1)) = U®)¥(2). (4.2)

Un calcul direct (en insérant 4.2 dans 4.1) montre que la structure de I’équa-
tion de Schrédinger est invariante sous I'action de la transformation unitaire,
c’est-a~dire que le vecteur d’état |W(¢)) vérifie :

i |U(1) = H(t)| (1), (4.3)

avec le nouvel Hamiltonien H = U1 (H U — i%U ) L’action de la transfor-
mation U est appelée changement de représentation.
Dans le cas d’un systeme controlé H = Hy + Hy, on a

7 -1 -1 —

H=U "HyU+U "HU—1iU EU’ (4.4)
et on appelle représentation d’interaction 1'action de la transformation Uy,
définie par le propagateur libre solution de :

0
ZaUg(t,to) = HOUO(t,tO) avec U[)(to,to) = 7. (45)
Dans la base propre de Hy, cette transformation Uy s’écrit :
et 0 0 e 0
0 et 0 .. 0
Uy = 0 0 et 0 . (4.6)
0 0 0 ... e ibnt

Les systemes physiques que 1'on considere sont des systemes a N niveaux,
interagissant avec un ensemble de 2N — 2 lasers polarisés linéairement, sé-
lectionnés pour coupler de facon résonnante les états voisins de plus proche
énergie.

Autrement dit, dans la base propre de Hy, I’'Hamiltonien controlé s’écrit :

H, = K E(t) = _,uxEx(t) - :U’yEy<t)7 (47>
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avec :
0 2uy cos(wyt) 0 0
2uy cos(wit) 0 2ug cos(wat) 0
— e By (t) = 0 2ug cos(wat) 0 0
0 0 0 0
et
0 2iug cos(wt) 0 .. 0
—2iug cos(wit) 0 2iug cos(wat) ... 0
— 1, B, (t) = 0 —24uy cos(wat) 0 o 0]
0 0 0 0
c’est-a-dire
() 0 0
Q) 0 D) 0
H, = 0 @) 0 0 (4.8)
0 0 0 0

avec pour tout k € [1: N — 1] :
Qk<t) = 2(U2k,1(t) + ZUQk(t)) cos(wkt) ou WE = Ek+1 - Ek (49)

En représentation d’interaction, cet Hamiltonien s’écrit

0 Ql(t)e_iwlt 0 0
Qi (t)e 0 Qo(t)e ™2t .. 0
H=U;"HUy = 0 Q5 (t)e™=! 0 . 0], (410
0 0 0 0
4.1.2 Approximation RWA
En posant cos(wyt) = M, on a
0 (ug + fug) (1 + e~ 21t) 0
(ul - 2u2)<1 + €2iw1t> 0 (Ug -+ ZU4)<1 + 6_2iw2t)
H= 0

(Ug — ’LU4)<1 + 62iw2t> 0

0 0 0

=}
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L’approzimation du repére tournant (RWA) consiste a négliger les termes
eF?wkt qui oscillent tres rapidement avec une valeur moyenne nulle [103, 104,
105]. L’Hamiltonien H est donc approximé par :

0 (Ul + ’ZUQ) 0 0
(u1 — iuz) 0 (Ug + iU4) 0

H= 0 (us — tua) 0 0 (4.11)
0 0 0 0

4.2 Controlabilité des Systemes a N Niveaux

Dans cette section, on rappelle certains résultats concernant la controlabilité
des systemes quantiques en dimension finie, d’abord pour les systemes fer-
més [108, 109], puis pour les systémes ouverts [111, 112]. En s’appuyant sur le
développement de Magnus [117], on peut déterminer si le systeme est contro-
lable & partir du calcul de la dimension du groupe de Lie [113, 114, 115, 116]
généré par I’'Hamiltonien controlé caractérisant le systeme. L’étude du cas
infini, qui nécessite une toute autre démarche, a été abordée dans plusieurs
articles [106, 107].

4.2.1 Notions de Controlabilité

Pour un systeme quantique S de dimension N finie, décrit par un Hamiltonien
controlé H, On peut définir trois notions de controlabilité.

Un état pur du systeme S est représenté par un vecteur d’état |¥) qui évolue
selon I’équation de Schrodinger :

0
15[ 2(8)) = H($)[T(?))- (4.12)

On dit alors que le systeme S est controlable au sens des états purs si le
systeme peut étre conduit, sous ’action d’'un champ de controle admissible,
de tout état pur initial a tout état pur final.

Pour un systeme fermé, I’équation de Schrédinger est équivalente a I’équation
de Liouville-von Neumann, ou I’état du systeme est défini par son opérateur
densité p :

ip(t) = [H(t), p(t)] (4.13)

qui se généralise, lorsque le systeme est ouvert, a ’équation de Lindblad. Un
état pp est dit cinématiquement accessible a partir d'un état pg s’il lui est
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unitairement équivalent®.

On dit alors que le systeme S est controlable au sens des états mélangés si le
systeme peut étre conduit, sous 'action d’un champ de controle admissible,
de tout état mélangé initial a tout état mélangé qui lui est cinématiquement
accessible. On parle parfois de réalisation dynamique de 'accessibilité ciné-
matique.

Enfin, la solution de ’équation de Schrédinger (4.12) peut s’exprimer formel-
lement sous la forme

U(t) = Ult, o)V (to), (4.14)
ou U est un opérateur unitaire, appelé opérateur d’évolution, vérifiant
0
ZaU(t, to) = H(t)U(t, to) avec U(to, to) = 7. (415)

On dit alors que le systeme S est complétement controlable si 'opérateur
identité .#, peut étre transformé, sous 'action d’un champ de controle ad-
missible, en n’importe quel opérateur d’évolution.

Ces trois notions de controlabilité ne sont pas completement indépendantes,
et on montre en particulier que la complete controlabilité implique la contro-
labilité au sens des états mélangés, qui elle-méme implique la controlabilité
au sens des états purs.

La notion la plus forte de controlabilité est donc la complete controlabilité,
et c’est donc celle qu’on cherche a caractériser en général.

4.2.2 Cas des Systemes Fermés

On s’intéresse maintenant a la classe des Hamiltoniens bilinéaires [110], ¢’est-
a-dire aux Hamiltoniens controlés par un ensemble de m champs réels wuy :

k=1

ol les opérateurs hermitiens Hy sont indépendants du temps.

Il est immédiat de vérifier que I’Hamiltonien d’interaction RWA H; (4.11)
décrit dans la section 1 appartient a cette classe.

Pour de tels systemes quantiques, on a le résultat suivant [108] :

Proposition 2 Un systeme fermé controlé de dimension N, de loi d’évolu-
tion W(t) = H(t)U(t), est complétement contrélable si et seulement si Ual-
gebre de Lie dynamique générée par la famille d’opérateurs anti-hermitiens
{iH} }p=jo,m) est isomorphe a u(N).

lautrement dit pg et p; ont le méme spectre
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En pratique, pour montrer que le systeme est completement controlable, il
suffit de montrer que I'algébre de Lie dynamique est de dimension N2,
D’une maniere générale, les systemes fermés sont completement controlables.

4.2.3 Cas des Systemes Ouverts

Dans le cas des systemes ouverts, dont la dynamique est donnée par I’équation
de Lindblad, le systéme est en général non completement controlable [118,
123]. Ceci est du au fait que localement, le controle ne peut jamais compenser
les effets de décohérence dus a la dissipation. En effet, il est possible de
montrer par un calcul direct que la dérivée par rapport au temps de la pureté
du systeme %Tr[pﬂ est indépendante des champs de controles uy, [111, 112].
Cependant, on peut énoncer un résultat sur 1’accessibilité.

Proposition 3 Un systéme ouvert controlé de dimension N sous la forme
de Redfield p = Lop+uLip est accessible sil est isomorphe au groupe de Lie
gl(N) ou d la somme semi-directe gl(N) & R2.

4.3 Equations Dynamiques Controlées

On peut montrer a présent comment passer des équations dynamiques de
la mécanique quantique a un systeme d’équations différentielles réelles © =
f(z,u) tel quil est traité dans la théorie du controle optimal. On effectue
d’abord le calcul dans le cas d'un systeme fermé représenté par un état pur,
puis pour un systeme ouvert représenté par un opérateur densité.

4.3.1 Cas des Systemes Fermés

En partant de I’équation de Schrédinger controlée

(1) = (1) (D) (4.17)
on développe le vecteur |¥) € CV comme :
T1 + 1o
w=| T (4.18)

Ton-_1 + 1Tan

Les composantes réelles caractérisant 1’état dynamique x du systeme controlé
& = f(x,u) sont les parties réelles et imaginaires des composantes du vec-
teur d’état quantique. De plus, la normalisation du vecteur d’état implique
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> . xn =1, et cette contrainte implique que = € S2N-1

En injectant cette expression du vecteur ¥ dans I’équation de Schrédinger,
on obtient le systeme dynamique réel :

T = Ax (4.19)
ou
X1
o)
T = : e ! (4.20)
ToN-1
TaN

et A est une matrice réelle R*? x R?V | dépendant uniquement des fonctions
de controles uy(t)

0 0 U Uur
0 0 —U1 U2

Ce systeme linéaire peut s’écrire en terme de champs de vecteurs :

Zl":l Ty 0 0
it’g —X3 0 0
f'g T2 0 0
j]4 —X 0 0
Tok—1 0 Tok42 Tok41
T 0 —x T
. 2k = uy T AUy 2k+1 gy 2k+2
Tok+1 0 Lok —T2k—1
Tok+2 0 —T2k—1 —Tok
ToN—_3 0 0 0
ToN_2 0 0 0
TaN-1 0 0 0
ToN 0 0 0

L’équation de Schrodinger controlée est donc équivalente a un systeme controlé
réel, affine et sans dérive.

+...tUan_2

o O O O

TaN-1
TaN
—T2N-3
—T2N-2
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Exemple : Dans le chapitre 6, on s’intéresse au cas N = 3, on a les équations :

x'l Ty T3 0 0

.@2 —X3 T4 0 0

:-63 =1u 2 + U9 — +us o + Uy s

Ty —T1 —Z2 —T5 L6

Zt5 0 0 Ty —XI3

i‘6 0 0 —XI3 —XT4
(4.22)

4.3.2 Cas des Systemes Ouverts

C’est un peut plus délicat que dans le cas des systemes fermés, car pour
des systemes de dimension N, il faut utiliser le vecteur de Bloch généralisé
[119, 120, 121}, qui possede des propriétés géométriques assez complexes en
dehors du cas particulier N = 2. On note simplement que compte tenu des
propriétés caractéristiques de l'opérateur densité, on peut extraire exacte-
ment N? — 1 composantes réelles.

On montre alors que 1’équation de Lindblad controlée est équivalente a un
systeme controlé réel, affine et avec dérive. De plus, en représentation d’inter-
action, le terme de dérive contient toute 'information contenue dans ’opé-
rateur de dissipation.

On peut cependant détailler I'exemple en dimension 2 qui est étudié dans le
chapitre 5.

En représentation d’interaction et sous forme de Redfield, I’équation de Lind-
blad s’écrit :

P11 -2 0 0 Y21 P11
p12 0 I 0 0 P12
. = 4.23
P21 0 0 I 0 P21 ( )
P22 Y2 00—y P22

Dans le cas dissipatif, les composantes réelles caractérisant 1’état dynamique
x du systeme controlé & = f(x,u) sont les composantes du vecteur de Bloch.
d’apres (1.40) et (1.41) du chapitre 1 :

1 1+x3 x—ix
=i (JEm T e aadesst g
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on obtient :
T1 = P12 + p21
Ty = i(p12 — p21) - (4.25)

T3 = P11 — P22

Et par suite, le systeme d’équation différentielle est :

.I"l = —F.fCl + U3
1’2 = —F.Z'Q — U113 . (426)
Ty =7- — Y423+ uTy — Uy
avec
Y+ = Y12 + V21 et Y- = Y12 — Y21 (4.27)

qui doivent respecter certaines contraintes pour une dynamique acceptable :

I' >3 >0et y- € R (voir (1.4.2)). Finalement, en terme de champ de

vecteur, ce systeme s’écrit :

il —F.Cl?l 0 T3
it‘z = —FSCQ + Uy —XI3 + Uo 0 (428)
T3 Y= — V+T3 T2 —I
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Chapitre 5

Synthese Optimale en Temps
Minimum d’un Systeme a 2
Niveaux

Ce chapitre constitue une premiere approche de la théorie du controle opti-
mal. On va s’intéresser au probleme en temps minimum d’un systeme quan-
tique a 2 niveaux controlé par un unique champ. La dynamique quantique
(équation de Lindblad) d’un tel systeme peut s’exprimer sous la forme d’une
équation différentielle réelle controlée de dimension 2 :

i=F +uG, r € R% (5.1)

La motivation de I’étude d’'un tel systeme est double.

D’abord, puisque I’état = appartient & R?, on a une description géométrique
complete du probleme de controle optimal dans le plan. On peut ainsi repré-
senter et mettre en avant I'action des champs de vecteurs et les effets de la
dissipation au travers de I’étude et du tracé de I'ensemble accessible et des
trajectoires optimales.

Ensuite, il a été prouvé [122] qu’a partir d’une condition initiale zy donnée, on
peut déterminer, pour un systeme de dimension 2 en temps minimum, 1’en-
semble des trajectoires optimales permettant d’atteindre toutes les cibles de
I’ensemble accessible. Lorsqu’on détermine I’ensemble des trajectoires opti-
males ou la condition finale n’est pas fixée, on dit que I'on effectue la synthese
optimale du probleme.

Pour un probleme en temps minimum, le PMP indique que le controle, néces-
sairement borné, appartient presque toujours a la frontiere de son domaine
U, excepté dans deux cas particuliers : I'un ou il commute (cas bang-bang),
lautre ou il est singulier (et appartient a 'intérieur du domaine U).
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On peut alors montrer que la synthese optimale est obtenue grace a la déter-
mination de certains lieux particuliers du plan, déterminés par la structure
géométrique des champs de vecteurs F' et G, qui sont tous, sous des condi-
tions génériques, des arcs de courbes de dimension 1.

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans une premiere section, on
se place dans le cas général, et on rappelle un certain nombre de concepts
permettant d’effectuer la synthese optimale en temps minimum d’un systeme
de dimension 2. En partant du PMP, on met en place divers objets mathéma-
tiques utiles pour I’étude de ce probleme. La seconde section met en pratique
ces concepts pour le cas du systéeme quantique ouvert a 2 niveaux. On est
amené a envisager des comportements dynamiques qualitativement différents
selon les valeurs des parametres de dissipation envisagés. Enfin, dans la der-
niere section, on présente les syntheses optimales obtenues.

Les sections 2 et 3 correspondent a l'article [3].

5.1 Etude Théorique de la Synthese Optimale

L’étude théorique complete des systemes de dimension 2 en temps mini-
mum est effectuée dans le livre de Ugo Boscain et Benedetto Piccoli [122].
Pour cette classe de systemes, les auteurs montrent I'existence d’une synthese
optimale sous certaines hypotheses dites génériques, et présentent alors un
algorithme d’étude systématique. Cette premiere section reprend quelques
résultats fondamentaux obtenus dans ce livre.

5.1.1 Application du Principe du Maximum

Dans cette premiere partie, on effectue la classification des extrémales en
appliquant le PMP.
Soit le systeme optimal suivant :
= F(z) +uG(x) xeR? lu| <1
z(0) = xg (5.2)
miny, <1 fOT dt =T  (avec T libre)

ou l'on décompose :

x:(2> m@:<£> m@:(ﬁ). (5.3)
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On définit
X=F-d et Y=F+G (5.4)

et on note K le commutateur de F' et GG, que 'on calcule de maniere pratique
avec :

K=[F,G]=VG-F-VF-G (5.5)

ou VF et VG sont deux matrices définies par :

oh  On 991 dg1
VE=| % 9% et VG=| % | (5.6)
oz Oxo ox1 Oxa

L’objectif est de réaliser la synthese optimale du systeme (5.2), c’est-a-dire
de déterminer les trajectoires menant la condition initiale xy a chacun des
points de ’ensemble accessible en un temps minimum.

Afin d’appliquer le PMP, on introduit le co-vecteur p = (p1,p2) € R? et la
constante négative A pour définir la famille d’Hamiltonien (77) :

H(x,p,u,\) =p- F(x)+up-G(x) + A (5.7)

ou p et A ne sont pas nuls en méme temps. Le PMP donne les équations
dynamiques des extrémales (x, p) contenant les optimales

o0H
T o +uG (5.8)
et
o0H

sous la condition de maximisation :

H(z,p) = max 7 (x,p,u, \). (5.10)

ul<1
Puisque le temps final T" est libre, on a :
H(x,p,u,\) =p- (F(x)+uG(x))+ A =0, (5.11)
donc en utilisant le fait que A < 0, on en déduit que :

p- (F(z)+uG(x) > 0. (5.12)



74 Synthese Optimale en Temps Minimum d’un Systeme a 2 Niveaux

Pour résoudre le probleme de controle optimal, il faut maximiser 7. Pour
ce faire, on définit la fonction de commutation

¢ =p.G(x) (5.13)

qui est une fonction continue dont 1’étude des variations en fonction du temps
indique quelle stratégie de controle appliquer pour satisfaire la condition de
maximisation du PMP. En effet, la condition de maximisation porte unique-
ment sur cette fonction : maximiser .7 est équivalent a maximiser u®. On
distingue alors deux cas selon les valeurs de la fonction @ :

-si ® # 0, on est dans le cas régulier, et comme |u| < 1, le controle op-
timal est donné par u = sgn(®),

- si & = 0, on est dans le cas singulier ou la condition de maximisation ne
permet pas de déterminer le controle optimal u. Dans ce cas ou la fonction
de commutation est nulle, on utilise sa dérivée par rapport au temps pour
conclure. On peut vérifier que sa dérivée est

d = p.K(z), (5.14)

et on doit a nouveau distinguer deux situations bien distinctes :

-sid # 0, alors la fonction ® change de signe a l'instant t = ¢t appelé temps
de commutation, et le controle u correspondant bascule alors de maniere
discontinue d’une valeur -1 & +1 si ®(t¢) > 0, ou de +1 & -1 si ®(t¢) < 0,

- si @ = 0, alors la fonction ® reste nulle sur un intervalle de temps dit
singulier, et 'expression du controle singulier u = ug correspondant reste a
déterminer.

En se basant sur les deux conditions nécessaires et suffisantes de singularité :

®=pGx)=0 et d =p.K(x) =0, (5.15)
on définit le lieu de singularité
Cp = {r € R? | det(G, K) = 0} (5.16)

qui est le sous-ensemble de R? (généralement de dimension 1) support des
trajectoires singulieres controlées par les controles u = ug.
Dans le cas anormal ot A = 0, la condition (5.11) s’écrit :

H =pF+upG=0 (5.17)

ainsi lorsque ® = p.G = 0, cette condition donne p.F' = 0, et par suite les
champs de vecteurs F' et GG sont colinéaires. On définit le lieu de colinéarité

Cy = {r € R? | det(F,G) = 0}, (5.18)
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qui est le sous-ensemble de R? (généralement de dimension 1) ol le commu-
tateur K est nul.

Pour résumer, on distingue cinq types de comportements différents pour le
champ de controle u qui sont completement déterminés a I’aide de la fonction
de commutation P :

Si @(t) < 0, alors u(t) = —1 et la trajectoire correspondante est appelée
X-tragectoire.

Si @(t) > 0, alors u(t) = +1 et la trajectoire correspondante est appelée
Y-trajectoire.

Si ®(tc) = 0 et d(te) > 0, alors a linstant e le controle commute de
-1 a +1 et la trajectoire correspondante est la concaténation d’une X-
trajectoire a laquelle succede une Y-trajectoire.

Si ®(te) = 0 et ®(t¢) < 0, alors & Uinstant t¢ le controle commute de +1 &
-1 et la trajectoire correspondante est la concaténation d’une Y-trajectoire
a laquelle succede une X-trajectoire.

Si ®(t) = 0 et d(t) = 0, alors u(t) = @(t) est singulier et la trajectoire
correspondante est appelée Z-trajectoire.

Remarque : Par définition, les X- et Y- trajectoires sont les trajectoires ob-
tenues respectivement sous ’action des champs de vecteurs X et Y (5.4).

5.1.2 Le Cas Ordinaire

On dit qu’un point est ordinaire s’il n’appartient ni au lieu de singularité, ni
au lieu de colinéarité, c’est-a-dire :

2 est un point ordinaire — r ¢ Cp U Cy. (5.19)

Par définition, une trajectoire extrémale se propageant dans une région de R?
ne contenant que des points ordinaires ne peut jamais étre une Z-trajectoire.
Elle peut étre une X-trajectoire, une Y-trajectoire ou encore une concaté-
nation de ces types de trajectoires résultant d’'une commutation dans la sé-
quence de controle. Or, parmi toute cette variété de trajectoires extrémales,
seules certaines sont optimales et on a le résultat suivant :

Proposition 4 Toute trajectoire optimale se propageant dans une région de
points ordinaires est le résultat d’au plus une commutation. De plus, cette
commutation est de type :

-1 a4 +1 si:det(G,K)/det(F,G) <0

+1 a4 -1 si:det(G, K)/det(F,G) > 0.
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Démonstration : dans les régions ne contenant que des points ordinaires, les
vecteurs F et G forment une base de l'espace R? ou I'on décompose leur
commutateur K selon :

K = fF + gG. (5.20)
ou f et g sont des fonctions scalaires de z. Ceci implique :

det(G, K) = det(G, fF + gG) = fdet(G, F). (5.21)
Maintenant si = p.G = 0, alors :

d=pK =p.(fF+¢G) = fp.F. (5.22)
Or d’apres le PMP, on a :

H=pF+X=0 (5.23)

de sorte que p.F' est nécessairement positif ou nul. Mais puisque p.G = 0 et
que F et G forment une base de R?, alors p.F ne peut pas étre nul et par
suite d’apres (5.22) @ est du signe de f.

On considere a présent I’équation adjointe de ’équation (5.9) :

b= (VF +uVG)-v (5.24)

dont la variable v = & est le champ de vecteur sur la variété R? vérifiant a
chaque instant :

pv = cste. (5.25)

On détermine de maniere unique le champ de vecteur v en imposant a chaque
instant ¢ 1’égalité

v(t) = G((2(1)) (5.26)

ce qui nécessite de réajuster la condition initiale v(0), autrement dit v(0)
tel qu’il est défini est une fonction du temps ¢t. On appelle w 'application
qui a chaque instant ¢ associe le vecteur vitesse initiale v(0) permettant de
satisfaire 1'égalité (5.26)

o {071
Lt wlt) = v(0)

Par définition de la fonction de commutation (5.13) et grace a I’égalité (5.25),
ona:

O(t) = p(H)G(t) = p(O)w(t) (5.28)

(5.27)
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et on définit I’angle # comme 'argument entre G(0) et w(t) (mesuré dans le
sens trigonométrique)

. [O7T] —>]_7T,7T]
& { t — 0(t) = arg (G(0), w(t)) (5.29)

qui est nul par définition en ¢ = 0. La propriété fondamentale de ’angle 6,
obtenue par un calcul direct, est

sgn(f) = sgn(det(G, K)) (5.30)

5.1.3 Le Cas Singulier

On sait qu’en dehors du lieu de singularité, I’extrémale solution du PMP est
obtenue par un controle u = +1. Cependant, sur le lieu de singularité, le PMP
ne permet pas d’expliciter I’expression du controle u = ug. Pour déterminer
ce controle singulier, on part du fait qu’au sein du lieu de singularité, les
champs de vecteur vérifient det(G, K) = 0, et donc

d

—det(G, K) = 0. (5.31)
dt

C’est cette relation (5.31) qui permet, de la méme maniere que le PMP dans le
cas régulier, d’obtenir I'expression explicite de ug, et un calcul direct montre
que :

 Vdet(G,K).F
"7 TV det(G,K).G (5.32)
ou
Vdet(G, K) = (-2 det (G, k), =2 det (G, K) (5.33)
et(G, =\ aa et(G, o, et(G, ) )

Soit S C Cs le support de dimension 1 d’une Z-trajectoire séparant un
domaine ordinaire 2 C R? en deux parties distinctes que 'on note Qx et Qy
selon les directions désignées par les champ de vecteurs X et Y et tel que
pour tout x € S :

- det(F(z),G(z)) # 0 et det(G(z), K(x)) =0
- les champ de vecteurs X (z) ou Y (z) ne sont pas tangents a S.
En rappelant la définition de la fonction f conformément a (5.21) :

det(G, K)

f== det(F,G)’

(5.34)

on dit que S est :
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FiG. 5.1 — A gauche, le turnpike, a droite, 'antiturnpike

— turnptke si f < 0 sur Qx et f > 0 sur QQy,
— antiturnpike si f > 0 sur Qx et f <0 sur Qy.
Les résultats fondamentaux concernant les trajectoires singulieres sont inti-
mement liés aux turnpikes et antiturnpikes de la maniere suivante :
— les turnpikes et les antiturnpikes sont des extrémales singulieres engen-
drées par le controle singulier ug (5.32),
— les antiturnpikes ne sont jamais optimales,
— toutes les optimales singulieres sont contenues dans des turnpikes véri-
fiant |ug| < 1.
Ces résultats indiquent que les seules extrémales singulieres intéressantes
(dans le sens ou elles sont susceptibles d’étre optimales) sont les Z-trajectoires
ayant pour support un turnpike.
Pour montrer que les antiturnpikes ne sont pas optimales, on définit la 1-
forme différentielle :

R? — R
° { X = (21, 22) — w(X) = w1z + wos (5.35)
vérifiant les deux conditions :
w(F)=1 et  w(G)=0. (5.36)

Ces deux conditions (5.36) permettent de déterminer de maniere unique la
forme :

g2 g1

SwEG Y T T da(E G (5:37)

w1
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qui, on le remarque, n’est pas définie lorsque det(F,G) = 0, c’est-a-dire
sur le lieu de colinéarité C'4. Si on integre cette forme sur une trajectoire
v : [0,T] — R? solution de (5.8), compte tenu de (5.36) on a :

/w:/OTw(:t)dt:/OTw(F)dt+/0Tuw(G)dt:T (5.38)

ce qui signifie que la 1-forme w, appelée forme horloge, mesure le temps de
parcours d’une trajectoire 7.

On peut calculer la différentielle dw de cette forme, qui est une 2-forme définie
sur R? x R? :

o (%}2 6w1

ou par définition :
d[El VAN dZL'Q(Xl, XQ) = dlL‘l(Xl)dl'Q(Xg) - dCCQ(X1>dJZ1(X2) (540)

On obtient par un calcul direct :

dw = —m dxy N dxsy (5.41)
et 'on remarque que dw est nulle sur le lieu de singularité C'g. A présent, on
suppose sans rien perdre a la généralité que det(F,G) > 0, et on définit deux
trajectoires ayant les mémes points de départ x( et point d’arrivée x;. L’'une,
notée s a pour support 'antiturnpike et a un temps de parcours T ; 'autre,
notée vyp possede un support exclusivement constitué de points ordinaires et
a un temps de parcours Tp. Par définition de w (5.36), qui comme son nom
I'indique, mesure le temps de parcours :

/ w="Ts et / w="Tp. (5.42)
Vs P

Si l’on considere le parcours fermé ~g suivi de —yp(voir figure 5.2), l'intégrale
de chemin est donnée par :

%w:lsw—LPw:Ts—Tp. (5.43)

Or, ce parcours fermé définit une surface 3 et d’apres le théoreme de Stokes
et la formule (5.41), on a :

fw-/dw-/ det( F G ————dr1dxy (5.44)
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F1a. 5.2 — Cas antiturnpike ou det(F, G) > 0 : la trajectoire yp met un temps
inférieur a la trajectoire g pour joindre les points zy a x;
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Puisque 3 C Qy, on a f > 0, de plus par hypothese det(F,G) < 0, ce qui
implique :

Jq{w:TS—Tp>0 (5.45)

Autrement dit, T est supérieur a Tp, et par suite T n’est pas optimale.

5.2 Application a un Systéeme Dissipatif a 2
Niveaux

On étudie le systeme présenté en fin de chapitre 4 (4.28) dans le cas ot ug = 0,
ce qui revient a découpler z; de la dynamique et a se ramener dans le plan

(x9,23) :

i‘g = —FZEQ — Uuxs
. 5.46
{ T3 =7Y- — V4T3 + Ul ( )
c’est-a-dire
—FZEQ —x3
F= t G = . 5.47
(’Y—’Y+373 ) ¢ ( +I2 > (5.47)
On peut alors calculer :
I 0 0 -1
(T 0) e wes () e
K =[F,G]=VG.F-VEG = ( -+ (0 — Dy ) . (5.49)
(v+ — D)o

On considere quatre cas qualitativement différents :
— Cas (a) : Conversion d’un état pur en un état mélangé : (v_/v, = 0,
I'>~ +2).
— Cas (b) : Conversion d’un état pur en un état mélangé : (y_/vy4 = 0,
e —2<T <y +2).
— Cas (c) : Purification de ’état le plus mélangé, qui correspond au centre
de la sphere de Bloch : (y_ /vy = =1, T > v, + 2).

— Cas (d) : Conversion d'un état pur en un état mélangé : (y_/v+ = —0.5,
Les valeurs numériques choisies pour les illustrations sont les suivantes : Table
5.1. Du choix de ces parametres dépendent les caractéristiques des X- et Y-
trajectoires et la structure des ensembles C4 et Cp.
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TaB. 5.1 — Valeur numérique des taux de relaxations.

‘ r ‘ V12 ‘ 721
(a) | 3 10.3]0.3
(b) | 1.5 10.3]0.3
()] 310 |1
(d)| 3 [0.1]0.3

5.2.1 Calcul des X- et Y- Trajectoires

Les X- et Y- trajectoires sont les solutions du systeme d’équations linéaires
non homogene a coefficients constants suivant :

. T o
()= =) )= (0) o0
T3 U =+ L3 T-
ol u = cste = 1. Compte tenu des cas que l'on envisage, on résout ces
équations pour des conditions initiales de la forme (0, k), ot k = 0 ou 1.
Ce type de systeme d’équations est trivialement soluble, et on a des solu-

tions qualitativement différentes selon le signe du discriminant A qui est une
fonction de I" et 4 (voir figure 5.3)

A=(yy —T) —4. (5.51)

On pose A = H%, qui est une quantité toujours positive.

- Lorsque A > 0, les solutions décroissent exponentiellement :

xo(t) = —%e"\t sinh <‘/75t)

5.52
x3(t) = \/ize*” [\/Z cosh (@t) + (' — ~4 ) sinh (‘/Tgtﬂ (5:52)
- Lorsque A = 0, les solutions décroissent exponentiellement :
1o(t) = —ukte
{ z3(t) = k1= (s + N e (5:53)

- Lorsque A < 0, les solutions sont pseudo-périodiques :

To(t) = —j%e‘” sin (—V;At

z3(t) = e |[V=Acos (Y551) 4 (0 =5y )sin (55¢) | (5:54)
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12 T T T T

A>0

10

-

0 2 4 6 8 10

Fia. 5.3 — Signe du discriminant du systeme d’équation des X- et Y- trajec-
toires en fonction des valeurs de I' et ;. La région grisée n’est pas permise
pour des dynamiques Linbladiennes

5.2.2 Courbes de Singularité et de Colinéarité

Ces deux ensembles sont responsables de modifications qualitatives du com-
portement des trajectoires optimales.
Pour déterminer Cp et C'4, on calcule :

det(F,G) = —T'a3 — v, 23 + v_x3 (5.55)
et

det(G, K) = 2(I' — vy)zoxs + v-xo. (5.56)
Si I' # 4 alors I'ensemble Cp correspond a la réunion des deux courbes

2y =0, (5.57)
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L ettt

-0.51

0 0.5 1

X,

F1G. 5.4 — Les ensembles Cy (en trait plein) et Cz (en trait pointillé et en
trait mixte) pour v_ # 0. Les traits pointillés et mixtes représentent respecti-
vement ’antiturnpike et le turnpike. Le cercle extérieur en trait plein indique
la limite de la boule de Bloch dans le plan (x4, x3). Le petit cercle indique la

position du point fixe de la dynamique libre. Les valeurs numériques sont :
I'= 1, Y12 = 0.1et Y21 = 0.3.

et

—y_

Ty = pr—o— o (5.58)
avec |z3] < 1. Dans le cas ou I' = v, Cp est seulement composée de la ligne
verticale d’équation xo = 0. Les points (x2, z3) de la boule de Bloch solutions
de I'équation polynomiale v, a3 —v_x3 — 'z = 0 appartiennent & C4. Dans
le cas v_ # 0, Cy est donc la réunion de deux paraboles. Cet ensemble est
soit au dessus ou en dessous de la courbe z3 = ﬁ selon le signe de ~v_
et de I' — v,. Pour v_ = 0, cet ensemble est réduit a l'origine de la boule de
Bloch. La figure 5.4 montre la structure des ensembles C'4 et Cp.

5.2.3 Ensemble Accessible

Les ensembles accessibles sont déterminés numériquement par construction
de toutes les extrémales partant de la condition initiale (voir figure 5.5).
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F1a. 5.5 — Ensembles accessibles (en gris) pour les différents cas (a), (b), (c)
et (d). Les ensembles Cy et C'p sont représentés en trait pointillé. La position
du point fixe de la dynamique libre est indiquée par un petit cercle.
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5.3 Exemples de Syntheses Optimales

On peut a présent présenter les différentes syntheses optimales obtenues pour
les différents cas.

Cas (a)

Dans le cas (a), les trajectoires optimales sont soit bang, soit bang-bang. Une
trajectoire est dite bang si elle est associée au controle constant v = 41 ou
u = —1. Une trajectoire bang-bang est la concaténation d’une -X et d’une
-Y trajectoire. Par exemple, on note X %Y une concaténation qui commence
par une Y-trajectoire. Ici, le nombre maximum de commutation est égal a 1.
L’élimination des extrémales non optimales a été effectuée grace a la forme
horloge w et par symétrie par rapport a la droite du plan x5 = 0. On rappelle
que la forme horloge peut étre utilisée seulement pour des trajectoires ne
traversant pas le lieu de colinéarité C'y et dont le support appartient a l'un des
cadrans dont les frontieres sont déterminées par le lieu de singularité C'p. La
figure 5.6 décrit la synthese optimale pour ce probleme ainsi que 1’évolution
de Pangle 6 le long de la Y-trajectoire partant du point initial (0,1)". La
courbe de # montre qu'une commutation est toujours permise le long d’une
X- ou Y- trajectoire. On remarque que la forme de la courbe représentant 6
est liée au signe de A. Plus précisément, si I' > v, +2, alors 6 est une fonction
strictement décroissante; et si I' < 4 — 2 (ce qui n’est pas le cas traité ici),
6 commence par croitre pour atteindre un maximum lorsque la trajectoire
traverse C'4 puis décroit. Le cas intermédiaire ou v, — 2 < I' < v, + 2 est
traité dans le cas (b). En utilisant la forme horloge, on peut montrer que
seul une commutation est possible au sein d’'un méme cadran. Le reste de la
synthese optimale est déduite de la symétrie du probleme. La droite x5 = 0
est appelée courbe de recouvrement K car c’est un lieu particulier ou chacun
de ses points peut étre atteint par deux trajectoires optimales différentes. On
rappelle que le controle singulier sur la ligne verticale de C'y est donné par
us = 0.

Cas (b)

La situation (b) est un peu plus riche que le cas (a). Pour z3 > 0, la synthese
est identique au cas (a) : les trajectoires sont soit bang, soit bang-bang.
La fonction 6 est ici périodique, et les instants on 8 s’annule correspondent
aux croisements de la trajectoire avec le lieu de singularité. Les propriétés
de cette fonction indiquent que les X- et Y- trajectoires ne peuvent plus
commuter une fois dans le second cadran qu’elles rencontrent. En effet, on
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F1G. 5.6 — La figure de gauche représente la synthese optimale pour le cas (a).
Les lignes en pointillés indiquent le lieu de singularité C'g et le petit cercle le
point fixe de la dynamique. A gauche est tracée I’évolution temporelle de 6
pour une Y-trajectoire partant du point initial (0, 1)*.

a alors 9(25) > 0 et O(t) < 0. Par symétrie par rapport a la droite zo = 0,
on déduit que ces courbes sont optimales jusqu’a cette droite o = 0. Le
controle singulier le long de la ligne horizontale du lieu de singularité est
optimal depuis le point d’intersection entre les X- et Y- trajectoires initiales
et cette ligne. Puisque 7 = 0, le controle singulier est donné par ug = 0.
A partir de cette ligne singuliere, les trajectoires optimales, repartent sous le
controle v = +1. En utilisant la forme horloge w, on peut montrer que ces
trajectoires ne peuvent plus commuter de nouveau. Pour résumer, dans cette
seconde partie, on a construit des trajectoires optimales de la forme Y % Zx X
Y*ZxY, XxZxX et X*xZxY. Cette synthese optimale est représentée sur
la figure 5.7. Ici, on peut voir que la dissipation seule (avec u = 0) accélere le
controle pour atteindre un point voisinage de l'origine seulement le long de la
direction horizontale et pour x3 = 0. On montre sur la figure 5.8 un exemple
de comparaison entre deux trajectoires extrémales. Le temps pour atteindre
respectivement les points A et B depuis la condition initiale (0, 1)" par des X-
et Y- trajectoires est le méme. On souhaite atteindre le point C' depuis A ou
B. En partant de B, on utilise une X-trajectoire, tandis qu’en partant de A,
il faut suivre une concaténation Y x Z. La forme horloge ne peut étre utilisée
puisque les trajectoires n’appartiennent pas au méme cadran. On considere
alors 'image AD symétrique de la trajectoire BD par rapport a 'axe x3 = 0.
Les deux extrémales sont alors dans le méme cadran et la forme w peut étre
utilisée pour conclure que la courbe Y % Z % Y est optimale pour atteindre le
point C'.
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F1G. 5.7 — Mémes courbes que sur la figure 5.6, mais dans le cas (b). La ligne

en trait mixte représente la trajectoire singuliere S. Le petit encadré est un

aggrandisement de la synthese optimale au voisinage de 'origine.

AX3

4
v

Fic. 5.8 — Utilisation de la symétrie pour déterminer les trajectoires opti-
males (voir texte).
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F1c. 5.9 — Méme courbe que sur la figure 5.6, mais dans le cas (c).

Cas (c)

Dans ce cas, la ligne singuliere x3 = 0 est optimale. Le controle singulier
correspondant est nul. Des commutations peuvent étre envisagées pour des
trajectoires initialement de type -X ou -Y, mais elles ne conduisent pas a
des trajectoires optimales. Par contre, les trajectoires bang partant de S sont
optimales. Quand deux extrémales croisent le lieu de colinéarité, une étude
faisant intervenir w ne peut étre envisagée et une comparaison numérique
directe est alors utilisée. Dans ce cas, la fonction 6 indique que ces courbes
ne doivent pas commuter pour rester optimales. On remarque pour terminer
que la dissipation a un effet bénéfique pour le controle et diminue le temps
de purification du systeme. Les trajectoires optimales sont de type X —, Y —,
X xZouY x Z. La figure 5.9 présente la synthese optimale dans ce cas.

Cas (d)

Le cas (d) est le plus complexe et correspond a la composition des cas (b)
et (c). La difficulté tient dans la structure globale du controle, c’est-a-dire
dans la maniere de procéder pour recomposer les deux analyses locales précé-
dentes. Pour z3 > 0, la synthese optimale est similaire aux cas (a) et (b), avec



90 Synthese Optimale en Temps Minimum d’un Systeme a 2 Niveaux

des trajectoires bang ou bang-bang. Le bas de la synthese optimale depuis
le point d’intersection des X- et Y- trajectoires initiales est identique au cas
(c).

On décrit maintenant la partie centrale de la synthese. la ligne horizontale
du lieu de singularité ne correspond pas a une trajectoire singuliere car le
controle singulier calculé est non admissible : il vérifie |ug| > 1. On considere
le premier point d’intersection de C'4 avec les X- et Y- trajectoires. On sait
qu'une courbe de commutation C' part de ce point. Pour déterminer le lieu
exact de C, on utilise le fait que la fonction € est identique (modulo 7) entre
deux instants de commutation successifs. Ce résultat permet de construire
C numériquement. Par définition, toute optimale atteignant un point de la
courbe de commutation C' doit obligatoirement commuter a cet instant sous
peine de perdre son optimalité. On remarque que les courbes C', C4 et Cg se
coupent a l'origine. Puisque la ligne o = 0 est turnpike pour 1—; <x3<0,1l
faut se demander si une trajectoire singuliere suivant ce support est optimale,
c’est-a-dire si une synthese optimale du type présentée en figure 5.11 peut
avoir lieu. Pour répondre a cette question on utilise la fonction de commu-
tation ®. Pour z(t) € C U S, ®(t) = 0, c’est-a~dire que les vecteurs p(t) et
G(z(t)) sont orthogonaux. Puisque la direction orthoradiale de G est connue,
on peut en déduire la direction de p. Soit z; et 2z, deux points appartenant
respectivement a C' et S. Les champs de vecteur G(z) associés a ces points
sont représentés schématiquement sur la figure 5.11. On souhaite conduire
les états représentés par z; et z5 a l'origine en déterminant les directions des
co-états. On rappelle que d’apres le PMP, p est une fonction continue jamais
nulle. Quand z; va a l'origine, on déduit par la continuité de p que p; est ver-
tical a l'origine. Quand z va a l'origine, la direction limite de py est donnée
par la courbe de commutation C'. Pour respecter la continuité de p, on déduit
que C' doit étre tangent a la droite x5 = 0 a l'origine. Les lignes singulieres
pour x3 < 0 ne sont donc pas optimales. Les trajectoires de type Y * X Y
ou X %Y x X sont optimales jusqu’a x3 = 0. De plus, quand une X- ou Y- tra-
jectoire initiale atteint le lieu de colinéarité, ’angle entre les vecteurs F' et G
change de signe. De nouvelles trajectoires partant de ce point d’intersection
correspondent a deux nouvelles régions de I’ensemble accessible.
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0.8

0.6

0.4

-0.4

)

F1a. 5.10 — Méme courbe que sur la figure 5.6, mais dans le cas (d). Le trait
mixte correspond a la courbe de commutation C.



92 Synthese Optimale en Temps Minimum d’un Systeme a 2 Niveaux

I, G (Zl) —> \\

FiG. 5.11 — Synthese optimale possible autour de 1’origine.



Chapitre 6

Controle Optimal Assisté d’une
Mesure

Soit un systeme quantique a N niveaux fermé et controlé par un champ laser
externe tel que sa dynamique ne soit pas completement controlable. Autre-
ment dit, pour un état initial [1;) donné, il existe un sous-ensemble G,y C H
d’états non accessibles via I’évolution unitaire engendrée par 1’équation de
Schrodinger, et ce quel que soit le champ de controle u(t) appliqué. Cepen-
dant, on peut envisager d’autres transformations sur le systeme de type non-
unitaire qui permettraient d’atteindre certains états de Gy,y. Le processus de
mesure de von Neumann [53] en tant que projecteur est un exemple de ce type
de transformation. L’utilisation d’une mesure pour conduire I’évolution d’un
systeéme a été discutée dans une série de travaux [125, 126, 127, 128, 129, 130],
principalement d’un point de vue numérique. Dans le cas d'un systeme quan-
tique controlé, il a été montré en particulier que le processus de mesure peut
modifier les caractéristiques du champ laser optimal. Il a été également mon-
tré qu'un systeme quantique non completement controlable le devient sous
I'action de mesures de von Neumann adéquates [131]. Dans ce chapitre, on
étudie le controle optimal en temps et en énergie minimale d'un systeme a 3
niveaux équidistants dont seuls les états plus proches voisins sont couplés. Un
tel systeme n’est pas completement controlable et on se propose de décrire
plusieurs stratégies de controle au cours desquelles le processus de mesure
joue un role déterminant.

Ce dernier chapitre est découpé en trois sections. Dans la premiere section,
on présente la dynamique du systeme modele que 'on étudie, qui n’est pas
completement controlable, car découplé en deux sous-systemes identiques en
raison de sa symétrie particuliere. Puis on décrit le processus de mesure que
I’on effectue sur lui. Dans la seconde section, on présente la résolution du pro-
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bleme de controle optimal au sein de chaque sous-systeme, qui correspond au
probleme de Grushin sur la sphere. Enfin, dans la derniere section, on étudie
différentes situations de controle optimal faisant intervenir le processus de
mesure.

Ce chapitre correspond a l'article [4].

6.1 Description du Processus
On étudie les états purs d’'un systeme quantique fermé a 3 niveaux équidis-
tants. Un tel systeme est décrit par un vecteur d’état normé |¥) € C3 dont

I’évolution temporelle est déterminée par 1’équation de Schrodinger contro-
lée :

. d
i—U(t)) = HB)[L(2)) (6.1)

ou en représentation d’interaction, ’'Hamiltonien controlé H(t) s’écrit :

Ht) = | wi(t) = iua(t) 0 w(t) +ius(t) | (6.2)
0 uy (t) — dug(t) 0

En s’appuyant sur le résultat du chapitre 4 (4.22), cette dynamique est équi-
valente a celle du systeme controlé affine et sans dérive

T = U1F1($) + UQFQ(ZL‘) (63)

ou le vecteur z de dimension 6 vérifie la condition de normalisation
6
_ 2 __
ol = S a2 =1, (6.4)
i=1

et oll les champs de vecteurs I et F, définis sur RS sont donnés par

X4 T3
—T3 Ty
N To + Tg Ts — T
Fy(z) e | B@=] 0 (6.5)
Ty —I3
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6.1.1 Représentation des Etats et Controlabilité

On définit a présent un nouveau systeme de coordonnées {X;} :

( X1 = \/Ligl’g +.T6)
Xo = —75@1 + x5)
X3 = —X3
X, = 1, (6.6)
X5 = ?(Il — l‘5)
L X = 75(5152 — T)
qui vérifie aussi la condition de normalisation : || X|| = 330, X? = 1. Dans

le nouveau systeme de coordonnées { X;} I’équation de Schrédinger controlée
s’écrit sous la forme matricielle suivante :

Xl 0 Ul 0 0 0 0 X1

X3 —Up 0 U9 0 0 0 X3
11X |_[ 0 w0 0 0 0 Xs 6.7)
V2 | Xs 0 0 0 0 w O X, '

X, 0 0 0 —u 0 u X,

X 0 0 0 0 —u 0 Xe

Ainsi, le systéme que I'on étudie initialement sur S° se décompose en deux
sous-systemes {X;, X3, X5} et {Xo, X4, Xg} découplés et de dynamiques
équivalentes. De plus, un calcul direct montre que les deux quantités dyna-
miques

{%:ﬁ+ﬁ+ﬁ €3

R3 = X5 + X7+ X§

sont deux constantes du mouvement, et la relation de normalisation || X||? = 1
se réécrit

IX|IP=R*+R:=1 (6.9)

On a ainsi deux constantes du mouvement R, et Ry pour le systeme que 'on
étudie. Les états du systeme sont dorénavant représentés par deux points
appartenant a deux spheres distinctes, notées Sy et S, et de rayons respectifs
Ry et Ry. A partir de la, on peut dégager deux familles d’états bien particu-
liers. La premiere est définie lorsque R; = 1 (et donc Ry = 0). De tels états
sont & chaque instant de la forme X = (X;, 0, X3, 0, X5, 0)! puisque leur
dynamique au sein du sous-espace S, est toujours nulle. Pour cette raison,
ils sont completement représentés par un point de la sphere S; de rayon 1
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X,

S, X6

F1G. 6.1 — Représentation des états dynamiques du systeme sur deux spheres
dont les rayons vérifient R? + R2 = 1. Les états initiaux sont définis par
Ry =1, et les états cibles par Ry =1

appelée S;. Par abus de langage, on dit qu'un point « appartient a la sphere
S; »s’il appartient a cette famille. De maniere similaire, on définit la seconde
famille d’états par Ry = 1 (et R; = 0) et par les mémes arguments que ceux
énoncés précédemment, on déduit que ces états sont completement décrits
sur la sphere Sy de rayon 1 appelée Sy. Un tel point est dit « appartenant
a Sy ». La dynamique du systeme n’est pas completement controlable : on
ne peut jamais atteindre un état cible appartenant a la sphere Sy en partant
d’un état initial appartenant a la sphere S;.

6.1.2 Mesure et Définition du Cotut

Dans cette partie, on rappelle brievement ce qu’est une mesure en mécanique
quantique et on explique comment ce processus permet de controler le pro-
bleme qu’on s’est posé : atteindre une cible sur Sy en partant d'un état de S;.
Puis, apres avoir décrit la stratégie de controle mise en jeu dans sa globalité,
on donne la définition totale du cotit a minimiser.

La notion de mesure est un probléeme délicat et encore ouvert en mécanique
quantique, c¢’est pour cette raison qu’on se restreint a une définition basique.
Dans le cadre du probleme considéré, on considere une observable Q admet-
tant la décomposition spectrale non dégénérée

Q= Z%@k)@ﬂ (6.10)
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ou par définition les valeurs propres distinctes ¢, sont toutes réelles et 1’en-
semble {|®;)} forme une base orthonormée de l'espace de Hilbert C3?. Par
suite, un état pur du systeme peut se décomposer sur cette base selon :

U) =) ax|®x). (6.11)

D’apres le principe de réduction du paquet d’onde, un systeme dans ’état
(6.11) sur lequel on effectue une mesure correspondant a ’observable (6.10)
est instantanément projeté avec la probabilité |a,|* dans I'état propre |®,)!.
Maintenant, si les trois états propres de I’observable considérée appartiennent
tous a la sphere Sy, on est alors assuré, méme si on ne peut pas prédire pré-
cisément sur quel état on se trouvera post-mesure, d’étre dans un état sur la
sphere Sy. On vient ainsi de dégager la caractéristique fondamentale d'une
mesure permettant de franchir la barriere de la non contrélabilité : I’ensemble
de ses vecteurs propres doit nécessairement appartenir a la sphere Sy.

A partir de la, on peut décrire compléetement la stratégie de controle envisa-
gée. Elle se déroule en 3 étapes successives.

1. A l'instant ¢ = 0, on part d’un état initial |¥y) appartenant a la sphere
S; et on suit une trajectoire optimale déterminée par le PMP sur la
sphere S; pour atteindre 1'état |¥;) a l'instant ¢ = t;.

2. On effectue la mesure. Juste apres celle-ci, I’état du systeme se trouve
dans I'un des trois états propres appartenant a Sy de 'observable |®).
3. Selon l'état dans lequel on se trouve post-mesure, on applique un
champ de controle optimal permettant de propager sur la sphere Sy 1'état
|®x) jusqu’a la cible |Wy).

Remarque 1 : on n’envisage pas en réalité une seule, mais trois stratégies
de controle, chacune d’elle correspond a une des trois différentes issues pos-
sibles de la mesure et est associée a une certaine probabilité d’occurrence.

Remarque 2 : Le role du parametre t; est fondamental ici. En effet, il donne
quel état |Uy) sur la trajectoire optimale partant de |Wg) est mesuré. Or, cet
état sur lequel on effectue la mesure détermine la distribution de probabi-
lité d’obtention des états propres de I'observable. Qualitativement, on peut
concevoir que plus une trajectoire optimale sur Sy liant un état propre a I'état
cible cotite cher, plus il est judicieux de chercher a minimiser sa probabilité

Lattendu que 22:1 lax|? = 1, les nombres positifs {|ax|?} constituent la distribution
de probabilité de projection sur les états propres {|®)} de Uobservable
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d’occurrence.

Remarque 3 : On effectue implicitement 1'hypothese que le résultat de la
mesure ¢, est lu de sorte qu’on sait immédiatement quel champ de controle

appliquer a l'issue de la mesure?.

Compte tenu de la description du processus et des différentes remarques qui
viennent d’étre effectuées, on est en mesure de donner une définition du corit.
On appelle ¢q le cout de la trajectoire sur S; liant |Wy) a |Wy), et ¢, o et
c3 les cotits des trajectoires sur Sy liants respectivement |®q), [®2) et |P3) a
|Ws). Etant donné I'ingrédient probabiliste du processus proposé (I’état issu
de la mesure), il faut envisager un cout de nature statistique, c’est-a-dire qui
s'interprete sur un grand nombre de séquences. Une définition naturelle est
la suivante :

3
c=co+ Y |agc (6.12)
k=1

ot le terme S°°_ |ax|?ck est la valeur moyenne du coiit liant I'état propre
résultant de la mesure a la cible.

On va s’intéresser a minimiser le temps ou I’énergie. Dans la section qui
suit, on détermine les extrémales sur S; et S, autrement dit on explicite les
solutions optimales des étapes 1 et 3 du processus.

6.2 Le Modele de Grushin sur la Sphere

Le modele de Grushin sur la sphere [132]est le systéme controlé de dimension
3 suivant :

1;1 T2 0
1:2 = U1F1 + UQFQ = U1 —T1 “+ U9 I3 (613)
.1:3 0 —X9

olt Pétat du systeme vérifie la contrainte z% + x5 + 23 = 1, c’est-a-dire que
I'espace des états est la sphere $2. On s’intéresse a minimiser ’énergie, c’est-
a-dire le colit quadratique u? + u3. Pour cela, on passe naturellement en

2on a conscience de la difficulté conceptuelle que pose cette hypothese puisqu’en effet

lire la mesure et agir en conséquence réclame un certain temps, il ne faut voir ici qu'une
simplification quitte a ’abandonner ensuite pour décrire des procédés plus réalistes
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coordonnées sphériques (1,6, p) avecr = 1,0 € [0, 7] et ¢ € [0, 27]:

x1 = sinfsing
x9 = cosl (6.14)
x3 = sinf cos

ou les vecteurs de base de I'espace tangent se transforment selon

= cos@singp% 4 o520

% P sin @ Op
8—12 = —SIHQ% ) . ) (615)
g o _ Sy 0
9e; — COs b cos pgs — o5 95

Ainsi, en coordonnées sphériques, les champs de vecteurs Fj et F, se trans-
forment selon

_ 9 9 ) B
F = Tog- — T1g,; = Sy, + cospcot 9—6@ (6.16)
Fy =232 — 292 = —cospZ + sin pcot -2 '
2 39z 2323 Y o6 ¥ 9p

de sorte que le systeme initial (6.13) soit équivalent au systeme

0 _ sin ¢ —COoS
<¢)_u1<cosgocot9)+u2<sjn¢cot9>- (6.17)

En utilisant la rotation sur le controle

v\ sinp —cos U1 (6.18)
Vg cosy  sing Us )

qui ne modifie pas le cotit (v} +v3=u?+u2), on obtient finalement le systeme
controlé suivant

(@Z“l(é)w(cie)- (6.19)

Ces préliminaires étant effectués, on peut a présent appliquer le PMP. Pour
cela, on introduit le co-état p = (pg p,) qui permet de définir I'Hamiltonien
(normé & —3)

1
H = v1pg + vap,, cot(0) — Q(vf + v3) (6.20)

La condition de maximisation de I'Hamiltonien (6.20) sur v = (vq,v2) dé-
pourvu de contraintes devient

OH

vy

OH

0 t — =
¢ 81}2

0 (6.21)
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ce qui conduit a I’expression du controle optimal :

v = Py et vy = Py, cot(6). (6.22)
En injectant (6.22) dans (6.20), on déduit ’Hamiltonien maximisé sur v
1
H(x,p) = 5(pj + p; cot” 6) (6.23)
dont les trajectoires extrémales associées obéissent a
0 = Do
¢ = pycot?d 94
po = pocotf(1+ cot’d) (6.24)
pcp = 0

Puisque p, est une constante du mouvement, notée .J, en involution avec H,
les équations sont intégrables au sens de Liouville. La partie qui suit est I'in-
tégration par quadrature du systeme (6.24) et est donc purement technique.
Tout d’abord, on note (Qo,goo,pg,pg) I’état initial du systeme. On cherche
principalement a obtenir une expression liant 6 a ¢ car ¢’est dans ce plan que
les trajectoires optimales seront représentées. On part de 'expression (6.23)
de 'Hamiltonien H, pour établir :

2

J
2 _ _ 2
Py =2H [1 5 cot 9] (6.25)

En posant M = J?/2H, on peut vérifier par un calcul direct que I'on a :

1—(M+1 20
PR = QH[ ( - ) cos ] (6.26)
sin” 0
A T’aide de cette derniere expression on obtient :
do V2H
= —py =+ 1—(M+1 20. 2
7l sine\/ (M +1)cos?0 (6.27)
C’est-a-dire qu’on a l'égalité
1 in 0do
dt i (6.28)

==
V2H /1 — (M + 1) cos? 0

que l'on est capable d’intégrer membre & membre ® entre les instants 0 et ¢
pour obtenir ’égalité
1

t= :Fm[arcsin(\/M + 1cosf) — K] (6.29)

3 : oF 4 . sin 6d6 _ _ 1 :
pour ce faire on utilise le résultat : [ T = 72 arcsin(y/a cos 6).
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ol K est donné par la valeur initiale 6°
K = arcsin(vVM + 1cos6°). (6.30)

I1 ne reste plus qu’a inverser la fonction ¢(6) (6.29) pour obtenir 1'équation
horaire de 6 :

(6.31)

sin (F /2H(M + 1)t + K))

0(t) = arccos (
M+1

Pour obtenir I'expression de ¢(t), on utilise une approche numérique plutot
que de tenter de résoudre analytiquement I’équation ¢ = J cot? § qui est tres
difficile.

On remarque simplement que l'on peut exprimer la dérivée de la fonction
0(p) caractérisant la dynamique du systeme :

do j:\/ZH— J? cot? 0
do J cot? 6

(6.32)

Une représentation des solutions extrémales 0(p) pour différentes conditions
initiales est donnée sur la figure 6.2.

6.3 Mise en Oeuvre du Processus

Conformément aux résultats obtenus dans la section précédente (6.14),
on passe en coordonnées sphériques pour décrire les états sur chacune des
deux spheres S; et Sy. On définit donc les angles (0;, ;) et (6, ¢r) tels que :

X1 = sin ‘91 sin (27}
X3 = cosb; , (6.33)
X5 = sin6; cos g;

et

Xy = sinfysin gy
Xy = cos by . (6.34)
Xe = sinfy cos ¢y

On peut définir de nombreuses classes de problemes selon les parametres
suivants : I’état initial (dont on sait seulement qu’il appartient a S;), I'instant
tar ou l'on effectue la mesure, 'observable que I'on mesure (donnée par ses
états propres), et enfin la cible (appartenant nécessairement a Sy). On se
propose d’étudier quatre cas différents qui mettent en avant le role décisif de
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F1G. 6.2 — Représentation des trajectoires extrémales 6(¢) du modele de
Grushin sur la sphere pour pg =2, 0" = 4 et différentes valeurs de pj : 0 (en
trait pointillé), £5 (en trait plein).
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la mesure dans la stratégie de controle.

- Cas (a) : Cas ou seules les conditions de bord sont fixées. On envisage le
passage de X3 =1 a X, = 1, c’est-a-dire de I'état |Wo) = [2) a I'état |Uy) =
i|2). Autrement dit on effectue une modification de phase sur I'état |2). La
simplicité des trajectoires optimales pour ces conditions de bord permet la
résolution complete du probleme.

- Cas (b) : Passage de I'état X3 = 1 a I’état Xy = 1 ou 'on suppose que
I’observable Q est de la forme

V3

ol «, (8 and v sont des constantes réelles.

- Cas (c) : Cas ou 'on symétrise la cible en fonction de la mesure. On passe
d’un état quelconque de S; a I'état (6; = 7/2,¢5 = a) ot o € [0,27]. Les
états propres associés a la mesure sont respectivement donnés par (6; =
/4,05 = 0), (0 = 3n/4,¢5 = 0) et (0f = 7/2,¢y = w/2). L'angle o est
déterminé de sorte que le colt pour atteindre la cible depuis tous les états
propres de Q soit le méme. Dans ce cas symétrique, on montre que la trajec-
toire optimale ne dépend pas de I’état initial.

- Cas (d) : Cas ou I'on détermine le temps de mesure sur un probleme fixé. On
veut réaliser le passage de 'état [1;) = |1) a Uétat [1h) = ™4 /2|1)+iv/2]2)+
e~/4/2|3), cest-a-dire (0; = 7/4,¢; = 7/4). Les trois états propres de la
mesure sont (6y =0,¢; =0), (0 =7/2,0y =0) et (0y =7/2,¢; =7/2).

Q = (1) (1] + BI2)(2] +13)(3) (6.35)

6.3.1 Cas (a)

D’abord, on résout le probleme optimal sur .S; en partant de X3 = 1. Ce point
initial est caractérisé par 6y = 0 (I'angle ¢q étant quelconque). En utilisant
les résultats de la section (6.2) précédente, on déduit que les trajectoires ex-
trémales associées a la valeur de la constante du mouvement p, = J = 0.
En effet, le cas 6y = 0 correspond a un cas dégénéré qui n’est pas bien défini
lorsque j # 0. A partir des équations (6.24), on peut directement voir que
les trajectoires optimales sont les méridiens de la sphere d’équation ¢; = cst.
La synthese optimale, c’est-a-dire I’ensemble de toutes les trajectoires opti-
males partant du point initial, est représentée sur la figure 6.3. En utilisant
les expressions (6.22), on peut déterminer les champs de controle vy et vg
correspondants qui sont donnés par :

{ =1 (6.36)

UQZO
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0.5r 1

0O 0.5 1 15 2 2.5 3

¢

F1a. 6.3 — Synthese optimale pour I’état initial 6;(0) = 0.

pour le probleme en temps minimum, et par :

{ v = V2hy (6.37)

’02:0

ou hg > 0 pour le probleme en énergie minimum. Soit (6;, ¢;) les coordonnées
du point final sur S; (celui que 'on va mesurer). Pour le probleme en temps
minimum, puisque 6 = 1, on peut déduire que Cro = 0;. Pour le probleme
en énergie minimum, on a :

T
o = / Ohpdt — 20T . (6.38)
0

Et compte tenu de la relation 6; = /2hgT, 'équation (6.38) donne Cro =
6? /T. Pour résumer, les calculs précédents donnent le colit pour atteindre
un point de S; en partant de X3 = 1. La prochaine étape est d’effectuer la
mesure sur le systeme. La mesure est associée a une observable Q qui s’écrit :

Q = alp1)(p1] + B|d2) (@2| + v]0s)(d3] . (6.39)

On suppose que les coordonnées des trois états propres |p;), |da) et |p3) se
décomposent respectivement sur la sphere Sy par (0,,, &), (O + 7/2, Pp)
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et (1/2, ¢m —m/2). Si on appelle C; le cout pour atteindre [if) depuis I’état
|p;), alors apres un calcul direct on aboutit a C; = 6, (respectivement
C, =0%/T),Cy = 7/2+0,, (respectivement Cy = (7/2+6,,)?/T)et C3 = 7/2
(respectivement Cy = 72 /4T) pour le probléme en temps minimum (respec-
tivement pour le probléme en énergie minimum). On peut ensuite déterminer
I’expression des cotits totaux C'r and C'r a minimiser

Cr =0;+ab,, + b(g +6,) + cg , (6.40)
et
C —1[92+a02 +b(Z 46 )2+c”—2] (6.41)

ou a, b et c sont donnés par :

a = [sin 0; sin 0, sin(¢,, — ¢;) + cos 0; cos 0,
b = [sin 6; cos 0, sin(¢,,, — ¢;) — cosB;sin6,,]* . (6.42)
¢ = sin?0; cos* (¢ — &)

La derniere étape de la procédure d’optimisation est de minimiser Cr et
Cg par rapport a (6;, ¢;) (c’est-a-dire par rapport au temps ou l'on effectue
la mesure) et a (0,,, ¢,) (c’est-a~dire par rapport au choix de 1’observable
mesurée). Puisque Cr g > 0, on voit que le choix optimal correspond a 6; =
0m = 0, ce qui conduit a Cp g = 0. Pour déterminer une solution non triviale,
on fixe I'observable Q, c’est-a-dire les coordonnées 0,, et ¢,,, et on cherche
les valeurs de 6; et ¢; qui minimisent le cotit. La méthode étant équivalente
en temps et en énergie minimum, on considere seulement le cas en temps
minimum. On peut montrer que le minimum de C7r est atteint pour ¢,, —¢; =
/210 <0, <x/2etpour ¢, —¢; =3r1/2sin/2/ < 60, <. En analysant
les variations de Cr en fonction de 6;, on déduit que la valeur optimale pour
0; est 0 si 6, < arcsin(2/m) et 0,, > m — arcsin(2/7). Dans les autres cas, le
minimum est atteint pour

1 2
0; =0, — 5 arcsin(—) , (6.43)

m
quand arcsin(2/7)/2 < 6,, < 7/2 et pour

1 2
0; =m — 0, — - arcsin(—) , (6.44)
2 T

quand 7/2 < 6,, < m — arcsin(2/7)/2. On note que la valeur maximum que
0; peut atteindre est m/2 — arcsin(2/7)/2.
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F1G. 6.4 — (a) Trajectoire optimale en temps minimum liant Xy =1 a Xg =
1. Les extrémales supérieures et inférieures sont respectivement associées a
J=1/V3, hy =1et py = +1/h2 — j2. Les lignes pointillées horizontales et
verticales sont d’équations respectives : § = /2 et ¢ = w/2. (b) Les champs
optimaux uy(t) et us(t) correspondants a ces trajectoires sont respectivement
représentés en traits plein et pointillé.

6.3.2 Cas (b)

On résout séparément les problemes de controle sur S; et sur Sy. Puisque
'état initial est X3 = 1, on déduit que Cg = 6; et CE = 6?/T on 6; est
la coordonnée de I'état au moment ou la mesure est effectuée. Sur Sy, on
considere trois controles différents menant respectivement les états Xy = 1,
X, =1let Xg = 1alétat Xy = 1. Par construction, le premier cout C; est nul.
En utilisant les résultats du cas (a), on obtient C7 = 7/2 pour le probleme
en temps minimum, et C¥ = 72/(4T) pour celui en énergie. L’expression
du dernier controle Cs est plus difficile a déterminer : on le cherche pour
la trajectoire qui va de (6 = 7/2,¢ = 0) a (6 = 7/2,¢ = 7/2). Pour le
temps minimum, en utilisant 1’équation (6.32), on voit que 'extrémale ¢(0)
dépend seulement, a un signe pres, du ratio hy/j. A partir des solutions
analytiques des équations (6.32), on peut montrer que [124]les trajectoires
optimales satisfont hp/j = v/3. Ce résultat est représenté sur la figure 6.4
avec les champs de controle optimaux u; et us correspondant. En intégrant
I’équation :

h% — j2 cot? 6

0=+
hr ’

(6.45)

on obtient que le temps de parcours de la trajectoire est C1 = T3 /2. Le
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cout total est alors donné par

Cr = 0; + CT sin? 0 sin® ¢; + CF cos® 6; + C3 sin® §; cos® ¢; (6.46)
qui peut se simplifier en

Cr = 0; + CF cos® 0; + CT sin? 6, cos? ¢; . (6.47)
Cr est minimum pour ¢; = /2. On a alors

Cr = 0; + CL cos®0; (6.48)
qui est minimum pour

1 2

0; = 5 arcsin(%) . (6.49)
Pour le probleme en énergie, on a
2
Cgp = TZ + CF cos? 0; + Cf sin? 6; cos® ¢; | (6.50)

dont le minimum peut étre déterminé comme précédemment.

6.3.3 Cas (c)

Pour simplifier I’étude, on se limite ici seulement au probleme en temps mi-
nimum. Comme il a été précédemment mentionné, on détermine 1’état cible
et 'angle « tels que les temps de parcours des trois trajectoires extrémales
sur Sy soient identiques. Les trajectoires optimales et les champs de controle
optimaux des extrémales partant de (6 = 7/2,¢ = 7/2) sont représentés sur
la figure 6.5. Lorsqu’on change py en —py en gardant la méme valeur de J,
on obtient deux trajectoires partant respectivement de (0 = 7/4,¢ = 0) et
(0 = 3mw/4,¢ = 0) qui sont symétriques par rapport a l'axe § = 7/2. Ces deux
extrémales se coupent sur cet axe au méme instant. On détermine alors les
parametres des trajectoires partant de (0 = 7/2,¢ = 7/2) et (0 = 7/4,¢ = 0)
avec la condition d’intersection au méme instant sur 'axe § = /2. Ce pro-
bleme est résolu numériquement. On obtient py(0) ~ 0.6272 et J = —1 pour
la premiere extrémale, et pg(0) ~ —0.9245 et J = 1 pour la seconde. Ces
deux extrémales se coupent en ¢ ~ 1.091 a l'instant ¢t ~ 1.668. Soit T le
colt correspondant aux trois trajectoires Le cott total Cp est donné par

CT = Co + To . (651)

Puisque par définition Cy > 0, la solution optimale est Cy = 0, c’est-a-dire
que la mesure doit nécessairement étre effectuée a l'instant t = 0. Ainsi, le
résultat est indépendant de I’état initial sur .S; choisi.
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F1c. 6.5 — (a) Trajectoires optimales pour le probléeme en temps minimum
des différents états de la mesure jusqu’a la cible. (b) Les champs optimaux
uy(t) et us(t) correspondant a la trajectoire partant de (60 = 7/2,¢ = 7/2)
sont respectivement représentés en trait solide et en pointillés.

6.3.4 Cas (d)

Ici, de nouveau, on se concentre uniquement sur le probleme en temps mini-
mum. En utilisant 1’équation (6.28) de la section précédente, le temps ou la
mesure doit étre effectuée pour aller de 'état (7w/2,0) a I'état (6;, ¢;) est

—1
Co = ——=arcsin(y/1 + m? cos6;) , (6.52)
V1+m?

avec m; = j/hp. Pour établir I'équation (6.52), on doit supposer que la fonc-
tion 6(t) croit avec le temps. De plus, on note que la valeur ¢; dépend de
la constante m; choisie. En d’autres termes, minimiser le cotit par rapport
a (0;, ¢;) est équivalent & minimiser le cout par rapport a 6; et m;. On dé-
termine ensuite le cout pour atteindre 1’état cible depuis chaque état propre
de l'opérateur. A partir de (6; = 0, ¢ = 0), les résultats du cas (a) donnent
Cy = /4. Par symétrie, il est évident que les cotits des trajectoires partant
de (8 = 7/2,¢5 = 0) et (0y = 7/2,¢; = 7/2) sont les mémes, c’est-a-
dire : Cy, = C3 = C. On détermine numériquement ces cotts et on obtient
mys ~ 1/1.126 correspondant a C' = 1.422. En utilisant ’équation (6.28), on

peut montrer que
\/1+m7
—). (6.53)

V2

arcsin(

c_ 2T B 1
2 2
2\/1+mf \/1—|—mf
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F1G. 6.6 — Trajectoire optimale pour le probleme en temps minimum partant
des différents état de la mesure jusqu’a I’état cible.

Pour calculer C', on doit utiliser le fait que la trajectoire extrémale 6 n’est pas
une fonction monotone du temps et que son minimum est arccos(1/,/1 + mfc)

La figure 6.6 représente les trois trajectoires optimales atteignant 1’état cible.
Un calcul direct du cout total C'r montre que

Cr = Cy+ % cos? 0; + C(sin? 6; cos® ¢; + sin? #; sin? ;) (6.54)
= Cy+ % cos? 6; + C'sin®6; . (6.55)

C est alors minimisé par rapport a #; et a ¢;. On observe bien numériquement
que les solutions correspondent a Cy = 0. Le cout total est donné par Cpr = C.
On peut obtenir des résultats semblables pour des valeurs d’angles initiales
différentes de 7/2.
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Conclusion et Perspectives

L’objet principal de ce travail de these était d’appliquer la théorie mathéma-
tique du controle optimal a des systemes modeles de mécanique quantique
suffisamment simples pour en comprendre et extraire les principaux méca-
nismes.

Afin d’introduire le theme du controle quantique, on a d’abord travaillé sur
un probleme type : 'alignement moléculaire. On a effectué cette étude en
milieu dissipatif par deux méthodes numériques différentes donnant des ré-
sultats assez proches. Il a été mis en avant que le caractere dissipatif de la
dynamique nuisait grandement a 'efficacité du processus. Des études expéri-
mentales sur ce type de systeme ont récemment été effectuées [133].

On a ensuite introduit une nouvelle approche jusqu’ici peu employée dans
le domaine de la physique quantique : le controle optimal géométrique, ou
I’objectif est d’atteindre une cible en minimisant une certaine fonctionnelle de
cout. De tels problemes, dont la résolution passe essentiellement par un point
de vue géométrique, sont typiquement scindés en deux parties distinctes :
déterminer 1’ensemble des états accessibles (controlabilité) puis trouver les
trajectoires minimisant le cott (optimalité).

Comme premiere illustration de cette théorie, on a fait le choix d’un systeme
a deux niveaux en milieu dissipatif controlé par une impulsion laser polarisée
linéairement. Un tel systeme, bien qu’élémentaire, possede déja beaucoup de
richesse et plusieurs cas doivent étre envisagés selon la nature de la dissipa-
tion. Dans certains cas particuliers, on a montré que la dissipation pouvait
jouer un role bénéfique en favorisant le processus attendu et en accélérant le
controle.

Certains systemes, dont les systemes dissipatifs, ne sont pas completement
controlables. En seconde application de la théorie du controle optimal, on

a fait une étude d’un systeme a 3 niveaux non completement controlable,
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et montré comment une mesure de type von Neumann pouvait assister le
controle en permettant d’atteindre des états a priori non unitairement acces-
sibles.

Ces exemples illustrent le fait que 1’étude d’un probléeme de controle opti-
mal de systeme quantique dissipatif de dimension finie peut se ramener a un
probleme de structure Hamiltonienne (bien que I’Hamiltonien de Pontryagin
dont il est question n’a pas d’interprétation physique propre).

Suite aux travaux effectués dans cette these, un nombre important de pers-
pectives peut étre envisagé :

— Nous pensons travailler avec des modeles plus réalistes, prenant par
exemple en compte des parametres expérimentaux, comme dans 1’étude
effectuée sur I’alignement moléculaire. De tels systemes, a priori de di-
mensions assez importantes par rapport aux modeles traités dans ce
rapport, seraient alors nécessairement traités numériquement par des
algorithmes de tir;

— Nous envisagerons une étude théorique de systemes possédant des dy-
namiques plus complexes et donc susceptibles d’exhiber une plus grande
richesse de phénomenes, tels que les systemes non-Markoviens dont la
dynamique est décrite par une équation intégro-différentielle. Le pro-
bleme des systemes de dimension infinie peut aussi étre soulevé. Les
outils mathématiques dans ces deux cas seront adaptés au cas de la
dimension infinie.

— Nous voudrions également prendre en compte la robustesse. Un proces-
sus de controle est dit robuste lorsque de faibles variations par rapport
aux parametres idéaux de controle n’entrainent pas un changement
drastique de comportement du systeme. C’est une propriété naturelle-
ment requise en vue d’une faisabilité expérimentale. Contrairement aux
processus adiabatiques, qui possedent cette propriété importante par
construction, la robustesse des processus issus de la théorie du controle
optimal reste a tester une fois les solutions obtenues. Dans le cadre de la
théorie du controle optimal, il existe donc un probléme mathématique
complexe et encore ouvert : trouver une fonctionnelle de cott qui, une
fois minimisée, assurerait la robustesse du champ de controle obtenu.
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— Finalement, nous envisageons de modéliser un processus de mesure plus

réaliste que celui proposé dans cette these pour s’affranchir de la non-
controlabilité.
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Controle Optimal de la Dynamique
Dissipative de Systemes Quantiques

Résumé : On étudie le controle de systemes quantiques en dimension finie
soumis a des champs laser externes. Apres avoir examiné I’exemple concret de
I’alignement d’une molécule diatomique en milieu dissipatif, on s’intéresse au
probleme spécifique du controle optimal, ou 'objectif est d’amener le systeme
d’un état initial & un certain état final tout en minimisant une fonctionnelle
de cout. Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) fournit les conditions
nécessaires d’optimalité, en établissant que toute trajectoire optimale est la
solution extrémale d’un probleme étendu de structure Hamiltonienne. Dans
ce contexte, on procede a ’analyse de deux systemes particuliers. Le premier
est un systeme dissipatif a 2 niveaux, dont on souhaite déterminer I’ensemble
des trajectoires en temps minimum ; le second est un systeme conservatif a
3 niveaux non completement controlable, ot une mesure projective permet
d’assister le processus de controle.

Mots clefs : équation pilote de Lindblad, controle quantique, ensemble ac-
cessible, principe du maximum de Pontryagin, alignement moléculaire.

Optimal Control
of Dissipative Quantum Systems

Abstract : We study the control of finite dimensional quantum systems by
external laser fields. After examining the concrete example of the diatomic
molecular alignment in dissipative media, we are interested in the problem
of optimal control, where the objective is to bring the system from an initial
state into a given final state while minimizing a cost functional. The Pontrya-
gin maximum principle (PMP) provides necessary conditions for optimality,
by establishing that any optimal trajectory is the extremal solution of an
extended problem of Hamiltonian structure. In this context, we perform the
analysis of two particular systems. The first one is a dissipative 2-level sys-
tem, for which we determine the set of time optimal trajectories ; the second
one is a not completely controllable conservative 3-level system, where a pro-
jective measure allows one to assist the control process.

Key words : Lindblad master equation, quantum control, attainable set,
Pontryagin maximum principle, molecular alignment.



