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Introduction

INTRODUCTION

Le calcul numérique des dimensions fractales fait partie d'un programme de
vaste recherche de la communauté scientifique: 1'étude du comportement des
systemes dynaquues chaotiques.

Depuis qu'on ose considérer I'apparence des systemeq dynamnqueq chaotiques
non nécessairement comme un artefact d'une expérience ratée, mais comme une
réalité intéressante, et donc un sujet de recherche important, on en découvre dans
toutes les disciplines scientifiques.(Voir par exemple le livre de Bergé et coll.
[BPV], l'article paru dans La Recherche [ABD], et le livre de Cvitanovic [Cvi])

Pour comprendre le chaos dans les expériences, il faut d'abord étudier les
systémes mathématiques qui modélisent ces systemes. Heureusement, contrairement
a ce qu'on pensait pendant longtemps, ces modeles peuvent étre trés simples. i
existe

- des itérations unidimensionelles

- des systemes d'équations différentielles ordinaires  trois dlmemmns
qui sont chaotiques.

Le Chaos

On considére des systémes dynamlques dont la trajectoire reste dans une partie
bornée d'espace de phases, du moins, si elle est issue de I'intérieur de cette partie. Le
comportement de la trajectoire peut étre trés compliqué.

L' expllcauon clasanue pour un comportement erratique est le bruit. La
trajectoire semble erratique parce que elle est perturbée par des erreurs aléatoires,
soit des erreurs d'expérimentation ou des erreurs d'arrondi du calcul numérique.
Aujourd'hui on sait qu'il existe aussi des systeémes déterministes, méme trés simples,
qui ont un comportement trés compliqué. Ils ne convergent ni vers un point fixe , ni
vers un cycle limite ou un tore, I'évolution du systteme n'est méme pas
quasiperiodique. Dans ce cas deux trajectoires issues de points de départ dont la
différence est trop petite pour €tre observable, se séparent aprés un certain temps.
Leur distance croit de fagon exponentielle, jusqu'a ce que toute mémoire sur le point
de départ soit perdue.On appelle ce phénomene sensibilité aux conditions initiales
[Lor, May,Hen].

La structure fractale du chaos

Dans beaucoup de cas la trajectoire d'un systéme chaotique converge vers un
ensemble, qui a une structure fractale, par exemple un ensemble de Cantor ou une
ligne infiniment pliée telle que sa section soit un ensemble de Cantor. Qu'est-ce un
ensemble de Cantor ?

Considérons Il'intervalle [0,1]. On enléve l'intervalle central ouvert de longueur
1/3. Sur chacun des deux intervalles restants, on enléve l'intervalle central de
longueur (1/3)?, sur chacun des quatres intervalles restants on enléve l'intervalle
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Introduction

central de longueur (1/3)3, et ainsi de suite (voir figure 1).
On appelle ensemble de Cantor I'ensemble qui reste aprés un nombre infini de
telles opérations. Cet ensemble a une longueur nulle, mais il est non-dénombrable.

Figure 1 : Ensemble Cantorien du tiers median

On peut aussi donner une longueur différente A chacun des intervalles restants ou
encore laisser pius de deux intervalles a chaque pas.Les ensembles de Cantor font
partie de la classe trés vaste des ensembles fractals , décrite dans les livres de
Mandelbrot [Man]. Pour une description plus détaillée des ensembles de Cantor voir
le premier chapitre du livre de Kahane et Salem [KS] ou la these de Tricot [Tri].

Le calcul des dimensions fractales dans I'étude du chaos
Quand on trouve du chaos dans une expérience,on essaie de décrire plus
précisément le comportement asymptotique du systéme, c'est 2 dire, son évolution
ultime lorsque la variable temporelle tend vers I'infini. Pour faire ceci , on peut
modéliser le systéme ou directement utiliser une série importante de mesures issues
de l'expérience, la série temporelle. Quel que soit le procédé choisi, il existe des
paramétres permettant de caractériser un systéme chaotique:
- les exposants de Liapunov décrivent I'évolution de la distance séparant deux
trajectoires. partant de points de départ inifiniment proches. On rappelle que
dans le cas d'un syst¢me chaotique deux trajectoires voisines s'éloignent de
facon exponentielle. Les exposants de Liapunov mesurent la sensiblilité aux
conditions initiales .[FOY]
- les dimensions fractales décrivent une certaine 'densité' de I'attracteur dans
I'espace de phases, ou en termes physiques, le nombre de degrés de liberté du
systeme.[Man],|ACM]
Dans le cas d'un espace de phase de dimension 2, des théorémes permettent, sous
certaines conditions, de relier les dimensions fractales aux coefficients de Liapunov
[Youl]. Si la dimension de I'espace de phases est supérieure a deux, on dispose
seulement de conjectures.([ER] et ses références)

Le contenu de cette thése

Dans le premier chapitre nous expliquons ce qu'est un attracteur et nous
comparons plusieurs définitions, pour donner une idée des différents cas se
présentant. Comparer les définitions d'attracteur n'est pas évident, nous proposons
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Introduction

une nouvelle classification des définitions, pour mieux y arriver.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions les fonctions d'ensembles, qui
caractérisent la répartition de temps de séjour d'une trajectoire, proposées par
Farmer et coll. [FOY] et par Takens [Tak2]. Habituellement ces fonctions sont
appelés des mesures, nous démontrons que ces fonctions ne sont pas des mesures au
sens stricte. Puis nous modifions ces définitions pour obtenir une mesure. Cette
mesure est utile dans la suite, elle permettra de définir plus clairement les
dimensions fractales.

Dans le troisitme chapitre nous présentons d'abord différentes définitions de
dimensions fractales, dues 2 Hausdorff [Hau], Balatoni et Renyi [BR], Grassberger et
Procaccia [GP], [Gral], Hentschel et Procaccia [HP]. Plusieurs auteurs ont aussi
défini une fonction continue de dimension, qui contient les valeurs de ces
dimensions.[Gral ,HP, PV] '

Dimension fractale d'un attracteur, d'une trajectoire, d'une mesure ? Il me
semblait important de clarifier cette question pour un certain nombre de ces
définitions.

Puis nous présentons un attracteur pour lequel les dimensions fractales admettent
des valeurs différentes et nous introduisons un autre exemple, pour lequel ces
définitions ne sont pas définies.

Différents auteurs ont travaillé sur les relations entre ces dimensions
(Grassberger et Procaccia[GP], [Gral], Kadanoff et coll. [Kad],[HJ]) et les relations
avec les coefficients de Lyapunov (L.S.Young [Youl], Yorke et coll. [FKYY]).
Nous avons approfondi les travaux de Grassberger et Procaccia, en expliquant
mieux les démonstrations de certaines propositions et en démontrant des
conjectures.

Quelle définition caractérise le mieux l'attracteur pour des études pratiques? La
question est trés controversée et différentes écoles s'affrontent. Voir la conclusion
du Chapitre 3A.

Des algorithmes de calcul pour les différentes dimensions fractales ont été

proposés ou améliorés: L'algorithme de boxcounting par Russell et coll.[HOR],
amélioré par Grassberger [Gra2], une modification par Tsang [Tsa], l'algorithme de
_ Grassberger et Procaccia [GP], l'algorithme des points centraux [PV], d'autres
algorithmes utilisant des points centraux par Termonia [Ter] et Badii et Politi [BP],
l'algorithme de Takens [Tak2]. ,
Parfois des détails importants ne sont pas explicités, ou la procédure retenue n'est
pas la meilleure. Souvent la présentation de I'algorithme est maladroite. Nous avons
donc précisé et amélioré l'algorithme des points centraux et I'algorithme de Takens,
pour faciliter leur utilisation et améliorer leur efficacité. Nous espérons, que notre
présentation de l'algorithme permettra aux lecteurs non-spécialistes de le
programmer sans ambiguité avec tous ses détails.

Dans le chapitre 5 nous commencons l'analyse d'erreur, avec un calcul de coiit,
pour l'algorithme des points centraux. Cette analyse est largement inspirée par nos
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résultats numériques. Elle est une nouveauté, aucune analyse de ce genre n'existe
dans la littérature pour cet algorithme, 2 la différence de I'algorithme de Takens,
pour lequel une analyse d'erreur existe.

~ Dans le chapitre 6 nous présentons nos résultats numériques. En exécutant nos
programmes, nous avions déja une idée vague d'analyse d'erreur dans la téte, qui a
guidé nos expériences. La formulation de ces idées sous la forme donnée 2 la fin de
chapitre 4 (établie Mai 1987) est ultérieure aux résultats numériques (dont la plus
importante partie est de Oct. - Déc. 1986), mais l'analyse d'erreur justifie la
classification des résultats.

Nous avons aussi examiné un exemple pratique (un modele biochimique) , ou le
calcul de la dimension fractale est seulement un parmi plusieurs outils de description
du comportement du systéme dynamique. Les difficultés posées par ces exemples
sont des motivations pour certaines modifications algorithmiques. Il fallait adapter
le programme de calcul de la dimension pour entrer dans le cadre d'une boite a
outils.
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Chapitre 1 Systémes dynamiques et attracteurs

1. SYSTEMES DYNAMIQUES ET ATTRACTEURS

1.0. Définitions de base

On rappelle d'abord quelques définitions de base. On trouve ces définitions par
exemple dans le livre de Guckenheimer et Holmes [GH]. Nous en profitons pour
fixer les notations.

Définition : Un systéme dynamique est un triplet (X,T.,f) ou f est une application
continue de XxT dans X, appelé flot , avec f(x,0) =x et f(f(x,t}),ty) = f(x,t1+ty) .

On appelle X [l'espace d'état (ou des phases ).

Dans la suite on suppose que X est un sous-ensemble compact du R™ ou le R"
lui-méme. n est 1a dimension de l'espace des phases . X est muni d'une distance 8.
On note V¢ (E) I €-voisinage ouvert d'un ensemble ECX.

B(x,€) dénote la boule ouverte de rayon € autour du point xeX.
C(E) dénote le complément d'un ensemble E .

T est l'espace de temps et égale R, RY, Zou N.

SiT=R ouR* | le flot f: XxT>X est engendré par un systéme d’équations
différentielles F:X-X

SiT=MNou Z, leflot festengendré par une itération F:X->X

L'ensemble des points f(x,T+) = { f(x,t) | tT } est la trajectoire positive de x.
x est le point de départ de la trajectoire.

Nous notons w(x) l'ensemble limite de f(x,TT)
wx)={yeX I Ve>0 Vt0€T+ >t tel que §(y.f(x,0))<E)

w(x) est un ensemble compact et invariant.

Un point x est récurrent si xew(x). On appelle point transitoire un point, qui n'est
pas récurrent.
On appelle Bassin d’attraction d'un ensemble A l'ensemble des points dont
I'ensemble limite est contenu dans A, sauf A lui-méme.

B(A) = (xeX\A | w(x)eA)
Actuellement aucune définition d'attracteur n'est généralement admise. Nous
discutons donc des différentes définitions dans le prochain paragraphe et a la fin
nous ferons un choix de la définition.



Chapitre 1 ' Systémes dynamiques et attracteurs

1.1. Définiticns d'un attracteur

La discussion sur la bonne définition d'un attracteur aujourd'hui n'est pas
close. Plusieurs définitions, proposées par différents auteurs, coexistent.
Notre idée intuitive est de considérer comme attracteur un ensemble A qui vérifie
les conditions suivantes:

1) Aestinvariant

2a) Attractivité: A posséde un bassin d'attraction de mesure de Lebesgue non nulle

ou

2b) A posseéde un bassin d'attraction contenant un voisinage de A, éventuellement
sauf un ensemble de mesure nulle.

3) A estindécomposable, cette condition sera précisée dans la suite.

4)  Une condition de minimalité, qui dit qu'il n'existe pas de sous-ensemble de A
inclus dans A, qui est un attracteur. -

Une définition d'attracteur simple a été donnée par Williams[Wil] :

Définition : Un ensemble A, contenu dans I'ensemble des points récurrents de X est

un attracteur si

i) A est indécomposable, c'est A dire A n'est pas union de deux ensembles
invariants fermés.

ii) A possede un voisinage U tel que f(U)CU
i) N flU)=A
i>0

Quelques exemples pour illustrer les propriétés de cette définition:
Exemple 1a) : Cycle limite sans points fixes, attractant des deux c6tés (figure 2)

0=1

C'est I'exemple type d'un attracteur périodique. Le cercle unité est un attracteur
sclon la définition de Williams et aussi selon toutes les autres définitions d'attracteur
que nous présentons dans ce chapitre.

S'il y a deux cycles limites disjoints, chacun ayant ces propriétés d'attraction, chacun
des cycles est un attracteur.
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Chapitre 1 Systémes dynamiques et attracteurs

Figure 2

Exemple 2 : [GH] Deux points fixes et un col situés sur un segment invariant
(Figure 3) :

Le segment entier [-1,1] est un ensemble invariant, mais contient des points
transitoires. Donc la restriction, que I'attracteur ne doit contenir que des points
récurrents, est importante dans cette définition. Seuls les points (-1,0) et (1,0) sont
des attracteurs, en accord avec notre idée intuitive d'un attracteur.

\l — 4 -
T 1 T
Figure 3

Exemple 1b) : Cycle limite sans points fixes, attractant d'un coté (figure 4).

r'=-rir-1l

0=1

11
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_—

Figure 4
Le cycle limite n'est pas un attracteur selon la définition de Williams.

Soit xq = (rg. 00) ,1g=1-8, 0<8<e 90 quelconque. L'ensemble limite de X( est

I'origine. Les conditions ii) et iii) sont alors violées pour tout voisinage du cycle
limite.

On peut changer la condition sur le bassin d'attraction . ii) et iii) sont remplacés par
les conditions ii* et iii*

Définition : (Williams corrigée) Un ensemble A, contenu dans I'ensemble des points

récurrents de X est un attracteur si

i) A est indécomposable, c'est & dire A n'est pas union de deux ensembles
invariants fermés.

ii*) A posseéde un Voisinage U et un sous-ensemble TCU de mesure de Lebesgue
positive, telque (T) C T
ii*) N (T)=A

i>0

Selon cette définition le cycle limite de I'exemple 1b) est aussi un attracteur.

Exemple 1c : cycle limite constitué de points fixes (figure 5)

r'=l-r
0" = (1-r)?
Le cercle unité est I'ensemble limite de toute trajectoire partant hors du cercle. Mais

tout point sur le cercle est point fixe. Selon la définition de Williams le cercle unité
est l'unique attracteur, en accord avec notre idée intuitive.

12
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Figure 5

Exemple 1d Cercle contenant des points fixes, qui sont des ensembles limites pour
des trajectoires venant de l'extérieur (Figure 6)

r=-rir-11|

0'=0

Chaque point du cercle unité est un point fixe. Toute trajectoire partant d'un point
extérieur au cercle converge vers un point du cercle. Toute trajectoire partant d'un
point intérieur au cercle converge vers l'origine. Le cercle unité est un attracteur,
mais aussi tout segment fermé du cercle est un attracteur, Ce n'est pas en accord
avec notre idée intuitive, on souhaite que seulement le cercle d'unité soit un
attracteur pour cet exemple.

1

T

Figure 6

La notion de pseudo-orbite de Bowen [Bow] a été introduite dans la définition
d'attracteur par plusieurs auteurs.

13
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Définition ; On dit que x est chainé 3y ( xy) si
Y €>0 il existe une suite de points (x) i=0,...n » X0=X» Xp=Y » et une suite de
temps (4} ;=1 -1 tel que dist(f(x;_1.t;).x;) < € (figure 7).
La suite de points {x;} est appelée pseudo-orbite.
Le coeur de X est I'ensemble des points qui sont chainés 4 eux mémes.

/;”\,(3\—/ x/4

Figure 7

Définition : Un ensemble fermé et invariant A est c-connexe si, pour tout couple de
points x,y de A,ona x—yet y-ox. '

Définition : (Ruelle [Rue]) Un ensemble A est un attracteur si
i) A estinvariant et fermé
i) A est c-connexe.

Dans cette définition aucune condition sur I'existence d'un bassin d'attraction de A
n'est posée. Par exemple un point fixe répulsif est un attracteur selon cette
définition.

Définition : (Guckenheimer [GH]) Un ensemble ,A est un attracteur si

i) A estinvariant et fermé

ii) A est c-connexe. (Guckenheimer dit 'indécomposable’, mais sa définition de
indecomposable est identique a la définition de c-connexe ci-dessus.)

iii) L'union de A avec son bassin d'attraction est de mesure de Lebesgue positive

La seule différence entre la définition de Guckenheimer et Holmes et la définition de
Ruelle est que la définition de Ruelle ne comporte pas de condition concernant le
bassin d'attraction.

Pour les exemples 1a) et 1b) la définition de Guckenheimer et Holmes est en accord
avec celle de Williams corrigée.

Ni la définition de Guckenheimer, ni la définition de Williams ne sont compléte-
ment satisfaisantes. Considérons I'exemple suivant:

14
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Exemple le : cercle contenant des points fixes limites (figure 8)

r=1-r
0=0
l
—3 —
T
Figure 8

Chaque point du cercle unité est un point fixe. Toute trajectoire partant d'un point
extérieur au cercle converge vers un point du cercle.

Selon la définition de Guckenheimer le cercle est c-connexe et est un attracteur.
Mais aussi tout segment de longueur positive sur le cercle est un attracteur et toute
union de segments est également attracteur. o

Selon la définition de Williams corrigée le cecle est un attracteur et tout segment du
cercle est attracteur, mais 'union de deux segments disjoints n'est pas un attracteur.
Selon la définition de Williams originale seul le cercle unité est un attracteur. Donc
en corrigéant la définition de Williams on perd une propriété souhaitable.

Un remede a tous ces inconvénients a été proposé par Cosnard et Demongeot|CD].
Pour cette définition on a besoin de quelques notations supplémentaires.

On note B(A) le bassin de A

B(A) = [ xeX\A | W(x)CA )
Un point x est appelé super-non-récurrent s'il n'existe aucun point yeX tel que
X€W(y) . S est I'ensemble des points super-non-récurrents. On note
Bg(A) =SNB(A)
On note W(A) I'ensemble limite de A
w(A) =U w(x)
XeA

15
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Définition ; A est un attracteur faible si
(i) W(Bg(A)=A
(ii) quel que soit M composante c-connexe de A, il n'existe pas A’ c-connexe

contenant strictement M tel que A'UA vérifie i)
(iii) il n'existe pas A" strictement inclus dans A vérifiant i) et ii)

A est un attracteur fort si A est un attracteur faible tel que
(iv) lintérieur du Bassin d'attraction n'est pas vide.

A est un attracteur ffort si A est un attracteur faible tel que
(iv") AUB(A) contient un voisinage de A

Cette définition a comme avantage, qu'on n'utilise aucune mesure, elle est donc
valable pour n'importe quel espace métrique.

Les cycles limites des exemples 1a et 1c sont des attracteurs fforts, le cycle limite de
I'exemple 1b est un attracteur fort. Dans 'exemple 1d (cercle contenant des points
fixes limites pour des trajectoires venant de l'extérieur), le cercle unité est un
attracteur fort, il est le seul attracteur. Dans I'exemple le (cercle contenant des
points fixes limites), le cercle unité est un attracteur ffort, ici aussi il est le seul
attracteur. Dans l'exemple 2 les foyers (-1,0) et (1,0) sont des attracteurs fforts, le
col (0,0) est un attracteur faible. La définition d'attracteur fort correspond bien 2
I'idée intuitive du départ.

Exemple 3 (Attracteur de Feigenbaum)
Soit f une application de l'intervalle [0,1] en lui méme

f(x) = X x(1-x) A =3.5700 ...

Cette fonction quadratique a été étudiée par Ulam([Ula], Myrberg[Myr], Mira[Mir],
May[May], Feigenbaum([Fei], Misiurewicz [Mis],pour mentionner seulement
quelques contriti:tions parmi les plus importantes. On peut étudier facilement sur

cet exemple la transition vers le chaos, en augmentant X. On observe une séquence
de bifurcations, qui dédoublent la période des orbites périodiques. '

Soit X =3.5700 ... la plus petite valeur réelle positive pour laquelle on a une infinité
d'orbites périodiques distinctes. Dans la suite nous appellons cette valeur point du

transition vers le chaos et la fonction avec cette valeur pour X fonction de
Feigenbaum .
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Fig. 2. The unique attractor for the map x +— x*—1.4011... on an appropriatc intcrval is the
indicated Canlor sct

Ce dessin de l'attracteur de Feigenbaum est pris d'un article de Milnor [ Mil]

La description suivante du comportement dynamique de cette application a été
donnée par Misiurewicz (cité par Milnor[Mil}):
Pour presque tout point de départ x), la trajectoire admet comme ensemble

limite un ensemble de Cantor A. Dans tout voisinage de A on trouve une infinité de
points exceptionels qui sont périodiques, les cycles périodiques auxquels ils
appartiennent, sont instables.

A est un attracteur fort au sens de Cosnard et Demongeot et un attracteur au sens de
Guckenheimer. Selon la définition de Williams A n'est pas un attracteur, mais A est
un attracteur selon la définition de Williams corrigée. A est appelé attacteur de
Feigenbaum.

Une définition d'attracteur trés originale a été proposée par Milnor:

Définition : (Milnor [Mil])  Soit p(A) = AUB(A) Un ensemble fermé A est un
attracteur si

(i) . e(A) a une mesure non-nulle.
(ii) Il n'existe pas de sous-ensemble fermé A'CA, tel que p(A') soit identique a
p(A) sauf un ensemble de mesure de Lebegue nulle.
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Propriétés de A :
- A estcontenu dans le coeur de I'espace de phases X.
- La fermeture d'une union d'attracteurs quelconque est un attracteur.

Pour rapprocher la définition de I'idée intuitive d'attracteur, Milnor utilise la
notion suivante.

Définition : A est un attracteur minimal au sens de Milnor , si A est un attracteur et
si A n'a aucun sous-ensemble strict, qui est un attracteur.

Celte notion de minimalité n'est pas A confondre avec la notion d'un ensemble
compact, invariant et minimal, introduite par Birkhoff et présentée dans paragraphe
1.3..

Dans les exemples 1a, 1b et 1c (cycle limite attractant, attractant d'un coté, constitué
de points fixes) le cercle unité est le seul attracteur, donc un attracteur minimal.
Dans l'exemple 2 les foyers (-1,0) et (1,0) sont des attracteurs minimaux,
Iintervalle [-1,1] n'est pas un attracteur. Dans l'exemple 3 (attracteur de
Feigenbaum) I'ensemble cantorien A est I'unique attracteur.

Un attracteur minimal n'existe pas toujours. Dans I'exemple 1d (cercle constitué de
points fixes limites) et exemple le (cercle constitué de points fixes limites pour des
trajectoires venant de I'extérieur) tout segment du cercle unité est un attracteur, il
n'existe aucun attracteur minimal.

Les définitions de Milnor et de Guckenheimer se ressemblent dans leurs propriétés,
du point de vue des exemples présentés. Les deux sont différentes de la définition de
Cosnard et Demongeot en ce qui concerne les exemple 1d et le. Dans cette these
nous comprenons sous un attracteur un attracteur fort dans le sens de Cosnard et
Demongeot.

1.2. Relations entre les différentes définitions d'attracteur

Pour systématiser la comparaison, nous traitons la condition sur le bassin
d'attraction 2 part. Dans les définitions d'attracteur cités dans ce chapitre, on trouve
quatre conditions différentes sur le bassin d'attraction (tous auteurs confondus).

0) Aucune condition sur I'existence du bassin d'attraction (définition de Ruelle) .

1)  Un bassin d'attraction, eventuellement de mesure nulle, existe. (définition
d'attracteur faible de Cosnard et Demongeot)

2) Le bassin d'attraction doit avoir mesure positive. (définitions de
Guckenheimer et Holmes, de Milnor, attracteur fort au sens de Cosnard et
Demongeot).

3)  Le bassin d'attraction inclut un voisinage de l'attracteur. (définition de
Williams, attracteur ffort au sens de Cosnard et Demongeot)
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Condition 3 = condition2 = conditionl = "aucune condition"

Nous avons vu, qu'on peut changer la condition sur le bassin d'attraction dans une
définition donnée. Pour comparer les définitions nous considérons deux définitions
d'attracteur qui sont différentes seulement dans leur condition sur le bassin
d'attraction, comme équivalentes.

Dans ce sens les définitions de Ruelle et de Guckenheimer et Holmes sont
équivalentes.

Attention ; Les propriétés d'une définition d'attracteur ne restent pas toujours
préservées, si on change la condition sur le bassin d'attraction. Par exemple selon la
définition de Williams dans I'exemple 1d)(cercle constitué de points fixes limites) le
cercle unité est un attracteur, mais aucun sous-ensemble du cercle unité n'est
attracteur. Mais selon la version corrigée de cette définition tout segment fermé du
cercle unité est aussi un attracteur, parce qu'on ne pose pas la condition que le bassin
d'attraction comporte le voisinage entier.

Nous présentons maintenant un exemple, introduit par Cosnard et Demongeot, qui
est technique, mais trés utile pour montrer certaines différences entre les définitions
d'attracteur.

Exemple 4 (voir (figure 10))
Soit X =1[0,1]x [0,2]
x'=0
y' =x(1-x) - g(y)

on e =0"-Iy )y ti-yt+n
[y] dénote la partie entiére de y.

La partie de I'espace de phases laissée invariante par I'opérateur Wo.Bg est

Attr cp ={ (x,y) | x20 ,y = 1/m, meN)
Le coeur de X est

C(X) = Attrcp U { (x,y) | x=0 ou y=0 }
Le coeur entier est c-connexe. Donc Attrep est un attracteur faible. Le bassin de
Attrcpy comporte tous les points transitoires de X, et est donc identique a X \ C(X).
Donc Attrcp est aussi un attracteur fort, mais n'est pas un attracteur ffort , parce
que la fermeture de Attry contient des points de C(X), qui ne sont pas éléments du
bassin d'attraction.
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P |

+ 1 1 1

o 4 1 d 3
—

Figure 10

Remarque : Un attracteur selon la définition de Cosnard et Demongeot n'est donc
pas toujours fermé.

Pour la comparaison entre les définitions d'attracteur on utilise les abbréviations
suivantes: ,
Awi) = Attracteur selon la définition de Williams

'AGH = Attracteur selon la définition de Guckenheimer et Holmes
Acp = Attracteur selon la définition de Cosnard et Demongeot
AMil = Attracteur selon la définition de Milnor

Awil = Acp veut dire que un attracteur selon la définition de Williams est
toujours un attracteur selon la définition de Cosnard et Demongeot.

Proposition : :

D Awit 2 Agl > Awit  Acp - Awil ® Amil
i) Acp# AgH»> Acp # Amil- Acp # Awil
i) Agy# Acb> A ? Awil - AGH # MMl
V) Amil 2 Awil» AMil # Acp > AMil 2 AGH
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Démonstration : Par contre-exemple:
i)  Dans I'exemple 4 I'ensemble des points fixes C(X) est Awyj| mais n'est pas

Acp -comme nous avons vu ci-dessus. C(X) n'est pas Aypzi) parce que l'ensemble

Attrpgip = ( (x,y) 1 y=0 ou y=1/m meN } ale méme bassin d'attraction que C(X),
est contenu dans C(X) et est aussi invariant et fermé. AltrM“ est attracteur selon la

définition de Milnor.
Toujours dans I'exemple 4, AttrCD est un attracteur au sens de Williams, il n'est pas

dit dans la définition de Williams qu'un attracteur doit étre fermé. Mais Attr CD
n'est pas un attacteur au sens de Guckenheimer et Holmes.

ii)Dans I'exemple 4 Attrcp n'est ni AGH Ni Apgj) - parce que Attrcp n'est pas
fermé.
Pour montrer Acp # A il nous faut un nouvel exemple:

Exemple 5: Oscillateur harmonigue ( = pendule )

Soit X = IR % [-1,1] . Soit I'angle 0 la premiére coordonnée et sa dérivée ' la

deuxiéme coordonnée.

On considere le cas ou le pendule a juste assez d'energie pour atteindre la position de
I'energie potentielle maximale, c'est donc un point d'équilibre instable.

L'équation de ce systéme est

0" =sin 0
avec l'energie tel que
0'=1-cos 9

Figure 11 : Diagramme des phases de l'oscillateur harmonique

L'ensemble A={ (0,0")10 =0 mod 21, §' =0 } est un attracteur faible au sens de
Cosnard et Demongeot. Mais A n'est pas indécomposable: chaque point de
I'ensemble est invariant et fermé et est pour lui seul un attracteur au sens de
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Williams.

iii) Dans I'exemple 4 C(X) est un attracteur au sens de Guckenheimer et Holmes.
Mais comme nous avons vu , C(X) n'est ni ACD ni Amil -

Dans lI'exemple 1d (cercle constitue de points fixes limites) l'union de deux segments
fermés , disjoints est un attracteur au sens de Guckenheimer.et Holmes mais
décomposable au sens de Williams et donc n'est pas Ayy;; -

iv) Dans I'exemple 1d 'union de deux segments fermés , disjoints est un attracteur au
sens de Milnor, mais n'est pas Ayy;j comme nous avons vu ci-dessus, et n'est pas non

plus Acp -

Il est facile de trouver des exemples d'attracteurs au sens de Milnor, qui ne sont pas
c-connexes et donc ne sont pas Agyy -

Soit X =R
x'= (I-x)x six>0
(x+1)x sinon
Les deux points fixes -1 et 1 sont stables. L'union des points fixes est Ap4;) mais n'est

pas AG“ .

Conjecture : Un attracteur au sens de Milnor, qui est minimal au sens de Milnor, est
towjours Agyy

1.3.Définition d'un Attracteur régulier

La notion d'attracteur régulier a ét€ introduite par Birkhoff pour classifier les
systtmes dynamiques selon ordre ou absence d'ordre de leur comportement.
Comme le nom suggeére, la régularité limite I'imprévisibilité de I'évolution d'un
systtme dynamique. En particulier tous les systémes périodiques ou
quasipériodiques ont des attracteurs réguliers. On pourrait définir le chaos comme
I'absence de régularité d'un attracteur.

Définition : Un sous-ensemble compact et invariant de X est minimal s'il ne contient
aucun sous-ensemble compact et invariant.

Théoréme : (Birkhoff[ Bir], rapporté dans Nemyskii et Stepanov[NS)):

w(x) est minimal, si et seulement si f(x,TY) approche W(x) uniformement , c'est
a dire, si
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Ve>0, IT>0, VieTt Vyew(x)
3¢ -T<t'<t+T tel que d(y,f(x,t'))<€

Définition : A est un attracteur régulier si A est un attracteur minimal.

Notons que l'attracteur des itérations chaotiques contient un ensemble de points
non-périodiques, dense dans I'attracteur, mais une infinité de cycles périodiques est
contenue dans sa fermeture [Mis] . Yorke définit le chaos par cette propriété
méme[LY]. Donc un attracteur chaotique en général n'est pas un attracteur régulier.
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Chapitre 2 Caracteriser l'attracteur par une mesire

2. CARACTERISER L' ATTRACTEUR PAR UNE MESURE

Pour caractériser la dynamique d'un flot d'un syst¢tme dynamique, il convient
d'introduire une mesure de la répartition du temps de séjour d'une trajectoire dans
I'espace des phases. On suppose que la dimension de I'espace des phases est finie.

2.0 Eléments de base de la théorie de la mesure

On rappelle ces définitions qui se trouvent dans tout livre de la théorie de
mesures, par exemple voir Halmos [Hal] .
Tribu et tribu héréditaire
Une fonction d'ensembles est une fonction qui est définie sur une classe d'

ensembles. Une fonction d'ensembles réelle ({ sur une classe d'ensembles € est
dénombrable additive si pour toute suite (Ej} disjointe d'ensembles de €, dont

I'union est contenue dans € :
2 E)=(UE)
N=1 n=1

dénombrable subadditive si pour toute suite {E,} d'ensembles de € , dont I'union

est contenue dans € :
2 WE)<u(VE,)
n=1 n=1

Un anneau est une classe non vide d'ensembles # tels que
si Ee, Feft alors EUFeft et E-Fedt

Un anneau 3€ est héréditaire si
si Ee3€ et FCE alors Fed

Une tribu G est un anneau, qui contient toute union dénombrable de ces éléments, et
le complément de chacun de ses éléments.

La tribu de Borel

L'ensemble des ouverts © contenus dans IR™ n'est pas un anneau, parce que la
différence de deux ouverts en général n'est pas un ouvert. Si on élargit la classe des
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ouverts de R par leurs différences et I'union finie de ces différences, on obtient un
anneau, la tribu de Borel B de R™ . En particulier B contient tout sous-ensemble
fermé de R,

Mesure et mesure extérieure
*
Une mesure extérieure est une fonction d'ensembles réelle (£ , définie sur une

tribu héréQitaire 3¢, qui est nonnégative, monotone, dénombrable subadditive et
satisfait (1 (2)=0. '

Une mesure est une fonction d'ensembles réelle 1,définie sur une tribu G, qui
est nonnégative, dénombrable additive et satisfait (1(2) = 0.

2.1. La mesure ergodique (voir [Bil] )

Soit {1 une mesure quelconque sur une tribu de I'espace des phases. On suppose
dans 1a suite que (L est définie sur la tribu des boréliens.

Définition : La mesure (L est ergodique si
(i) elle est invariante par rapport au flot f, c'est & dire

wA) = Ay

(ii) elle ne contient aucun ensemble invariant non-trivial, c'est a dire
il n'existe aucun A tel que 0 < (H(A) <1 et A= 1A

On appelle la condition (ii) condition d'ergodicité . En général peuvent exister
plusieurs mesures ergodiques par rapport au méme flot. Par exemple la fonction de
Feigenbaum (voir paragraphe 1.1.) a une infinité de cycles périodiques de longueur
finie. Si on choisit un de ces cycles, de longueur N et si on donne a chaque point de
ce cycle le poids 1/N, on a défini une mesure ergodique.

Les systtmes dynamiques n'ont pas tous des mesures ergodiques convenables. Par
exemple le cercle limite, constitué de points fixes (exemple lc du chapitre
précédent) a comme seule mesure ergodique toute mesure qui est concentrée sur un
des points fixes. La distribution uniforme sur le cercle n'est pas ergodique.

Revenons 2 la fonction de Feigenbaum. La mesure ergodique qui nous intéresse est
celle qui a l'attracteur comme support. Cette mesure existe et elle est construite
comme suit:

no1]=1. L'intervalle de base se divise en deux intervalles, chacun des intervalles
se divise en deux intervalles e.t.c. . Soit I un intervalle obtenu apres i divisions, alors
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u =21,

En considérant le comportement dynamique de f (voir [Mis]) , on peut montrer, que

(L est ergodique. (£ satisfait méme une propriété plus forte que I'ergodicité, elle est
mélangeante , c'est a dire que pour tout paire d'ensembles boréliens A et B on a

lim  (L(ANFO(B)) = ((A) (1(B)

n-— oo

Est-ce que la répartition du temps de séjour d'une trajectoire va converger vers la
mesure ergodique de son attracteur ? Le théoréme ergodique qui suit répond a cette
question, si le point de départ de la trajectoire est sur l'attracteur.

Définition: Soit BCX un ensemble borélien. Soit xeX le point de départ de la
trajectoire f(x,T).
La moyenne du temps de séjour de la trajectoire jusqu’'a l'instant t est :

v, (B) =1/ m{ t'<tlf(x,t)e B}

ol m est la mesure de Lebesgue.

v . est toujours bien définie. C'est évident dans le cas d'un syteme a temps discret.

X,t

Dans le cas d'un sytéme a temps continu on remarque que { t'< t|f(x,t)) € B} est un
ensemble borélien, donc la mesure de Lebesgue est définie.

Théoréme : (théoréme ergodique de Birkhoff)

Soit (L une mesure ergodique, dont ACX est le support. Pour (\-presque tout
point de départ la moyenne du temps de séjour de la trajectoire converge vers (L.
C’est a dire, pour tout ensemble B mesurable et pour (L-presque tout xeA on a

((B) =lim Vx’[(B)

{00

Que se passe t-il si le point de départ x n'est pas sur l'attracteur, mais seulement dans
son bassin d'attraction? Est-ce que la moyenne du temps de séjour de la trajectoire
va toujours converger vers la mesure ergodique de l'attracteur ? Cette question nous
intéresse le plus parce qu'en général on ne dispose pas d'une description
géométrique de l'attracteur et par conséquent on n'a pas un point de départ d'une
trajectoire sur l'attracteur. Dans le cas d'un cycle limite composé de points fixes, la
mesure ergodique est concentrée sur un point fixe. Par conséquent, en général
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v ((B) ne converge pas vers cette mesure. Pour la plupart des cas chaotiques on ne
b

connait pas la réponse. Mais dans certains cas , comme des attractreurs de Asonov
ou des attracteurs Axiom A de Smale, une reponse affirmative a été donnée :

Dans ces cas on peut définir une mesure p, la mesure de Sinai-Bowen-Ruelle. II
existe alors un sous-ensemble du bassin d'attraction de mesure de Lebesgue
strictement positive, tel que pour un point de départ donné x de cet ensemble , la

fonction v , tend vers p . Pour le lecteur intéressé nous renvoyons au paragraphe

x,t
correspondant de I'article de revue de Eckmann et Ruelle [ER] et a ses références.

2.2. La mesurc. d'une trajectoire partant _hors de l'attracteur

On est alors souvent contraint A caractériser la mesure d'un attracteur par une
ou plusieurs trajectoires, qui partent dans son bassin d'attraction. En général la
mesure dépend du point de départ de la trajectoire,nous allons donc définir la
mesure de temps de séjour relative 2 une trajectoire précise.

2.2.1. La mesure naturelle

Pour caractériser la répartition du temps de séjour d'une trajectoire dans
I'espace de phases, la définition suivante semble simple et naturelle:

Définition ; Soit B la tribu des boréliens de X, soit BeB
ux(B) = lim vx,t(B) |

{00

Nous appellerons (L, la mesure "naturelle” .

Cette définition a été proposé par Yorke [Far]. Les propriétés mathématiques de
cette fonction n'ont A notre connaissance jamais été examinés. Nous allons combler
cette lancune dans la suite et montrer en particulier, que cette fonction en général
n'est pas une mesure. Nous maintenons quand méme le nom "mesure naturelle”
pour cette fonction.

Si le point de départ de la trajectoire est extérieur a l'attracteur, (£, en général n'est

pas définie sur la tribu borélienne.
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Contre-exemple :

Soit X= R2 et F en coordonnées polaires
r'=-r
' - 1

Soit le point de départ (g, 0) ,1g>1,045=0
L'origine est un point fixe et est l'attracteur du systéme. C'est 'attracteur le plus
simple qu'on puisse imaginer. On intégre la trajectoire

rp=rpe

B =t
Maintenant nous allons définir un ensemble borélien B pour lequel (L, n'est pas
définie. Soient Ay des anneaux autour de l'origine.

_2'(-0-1 _2k
A =((@0)le <r<e }

00

B= UA,
k=1

Figure 1 L'ensemble B

La limite supérieure et la limite inférieure de la moyenne de temps de séjour de la
trajectoire dans B sont

2
lim sup v, (B) = lim v et (B) = 3

t— oo k- oo X,8
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1 *

liminfv,  (B) = lim v ok (B) = 5

t- 00 k—’OO X,0
Donc {1, n'est pas définie sur 'ensemble borélien B.

Il est possible de généraliser ce contre-exemple pour des cycles attractifs, des
tores et probablement aussi pour des attracteur chaotiques. Cependant, pour cet

cxemple, (1, est definie pour toute boule ou boite ouverte ou fermée, donc (1, est

une fonction d'ensembles non-triviale.

(L, est une fonction réelle d'ensembles avec les propriétés suivantes.

Proposition 1:
i) - ux(X) =1
- Hy(@)=0

- [, est non-négative

- [y est monotone. C'est a dire ,si pour A,B CX tel que ACB (L(A) et (£(B)
sont définies ,alors (L(A) < ({(B)

i) (£, est f-invariante. C'est & dire

dans le cas d'un systéme discret, si ux(E) est définie, alors ux(f’](E)) est aussi
définie et (1 (E) = (L (F L(E))
dans le cas d'un systeme continu, si (£, (E) est définie, alors Y 1>0 P YE)) est

aussi définie et (L (E) = (L, (FY(E))

On rappelle que la f-invariance d'une mesure est une des deux conditions, pour que
une mesure soit ergodique.

iii) [, estadditive . C'est  dire ,si pour A,B CX telque ANB = & (1, (A) et (1,(B)
sont définies ,alors ux(AUB) est aussi définie et (,LX(AUB) = ux(A) + (L, (B)
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Démonstration :

i) la démonstration est immédiate.

ii) cas d'un syst¢me continu:

On voit facilement, que pour tout ECX ,t>0

V(B + 129, (B) 2V, (FE,0)

d'ou
lim (1/t) Vx,t-t(f(E"t)) =lim (1/t) Vx,t(E)
t200 (oo
d'ou on obtient I'affirmation . La démonstration dans le cas d'un systeme discret est
analogue et donc (1, est f-invariante.

iii)
Ke(A) + (4,(B) = lim v, (A) + lim v, (B)

t2o0 t+o00

= lim —:—(m(t'stlf(x,t’)eA}+m{t'st|f(x,t')eB})

{200

= lim —:—m{t'stlf(x,t’)e AUB} = lim v, (AUB)
t2o00 oo

= (L, (AUB)

Attention (, en général n'est pas dénombrable additive et n'est méme pas

dénombrable subadditive.

Contre-exemple : Soit le systéme dynamique celui du contre- -exemple ci-dessus.
On pose

Z‘k =((r,0)1e2k+] . <2k )

B=UA,
k=1
OnaV k ( (A) =0 mais, (B)=1/2.

Commentaires :
1) Méme pour des ensembles simples comme une boule ou une boite My *n 'est pas

définie pour tout systéme dynamique. Nous verrons un contre- exemple dans le
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paragraphe 2.4. .

2) Supposons donnée une trajectoire, qui tend vers I'attracteur sans l'atteindre. La
mesure de l'attracteur est nulle dans ce cas. Cette propriété contredit I'idée intuitive
d'une mesure caractérisant un attracteur. Cependant dans le cadre de cette thése
cette contradiction ne se révéle pas génante.

2.2.2. La mesure de Takens

Définition : Soit J€ la classe de tous les sous-ensembles de X, 9€ est une tribu
héréditaire. Soit xeX et Ee 30 .

ux*(E)' =]lim lim Vx,t(Ve(E)) = lim UX(VE(E))
€20 t00 e-0
est l1a mesure de Takens .

Cette définition a été proposée par Takens [Tak2]. Takens n'a pas examiné les
propriétés de cette fonction, qu'il appelle une mesure. Dans la suite nous allons
combler cette lancune.

La mesure de Takens n'est pas une mesure sur la tribu borélienne et méme pas une
mesure extérieure, bien qu'on serait tenté de le croire.

Remarquons tout de suite que la limite [, * n'est pas toujours définie. Nous
présentons des contre-exemples dans le paragraphe 2.4.

Etude des propriétés de la mesure de Takens

On voit immédiatement que [y * est une fonction d'ensembles sur 3€, non-négative,
*( ) = *
e *(@)=0et Hy* est monotone.

Mais (£, * n'est pas dénombrable subadditive.

Contre-exemple ; Contre la subaddivité dénombrable de la mesure de Takens.
On choisit le méme exemple qui montre que la mesure naturelle n'est pas
subadditive.

Soit X= R2 et F en coordonnées polaires
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OnaV k ' (&) =0 mais g, (B)=1.

Ci-dessous un autre exemple, qui montre que (L, * n'est pas une mesure sur la tribu

borélienne de R™.
Contre-exemple : QM et R™\Q"sont des ensembles boréliens disjoints, dont tout
e-voisinage remplit R™. Donc ux*((Dn)+p(x*(lR"\Q“) =2> px*(lR“) =1. Alors

[, * n'est pas additive.

Proposition 2; (sur les propriétés élémentaires de la mesure extérieure de Takens)
i) U rX)=1
ii) Pour tout ECX si ux*(E) existe, alors

K HE) = U *(E)  od E dénote la fermeture de E

iii) (L, *est f-invariante .

Démonstration: 1) est immédiate
ii) VS(E) = V¢ (E) pour tout €>0, d'ou suit le reste.

iii) On remarque que V' >0 1k>1 tel que
Ve ((UE)) D Y Vg(B) D Vg (FY(E)). Le reste de la démonstration est
analogue 2 la démonstration de l'invariance de la mesure naturelle.

Nous donnons maintenant des inégalités entre la mesure extérieure de Takens et la
mesure naturelle.

Proposition 3; Soit BCX un ensemble borélien. On suppose que (1X(B) , ux*(B) et
V¢(B) sont définies. Alors
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) 1, *B) 2 L, (B)
i) (1, (Ve(B)) 2 (L, *(B)

Démonstration:
Vx,t(VS(B)) > Vx,t(B) donc
lim vx',(VS(B)) 2 lim lim vx.,(Ve(B)) 2 lim v, (B)

ts00 €0 t»o0 {00

ce qu'il fallait démontrer.

La proposition et le lemme suivant disent que la mesure extérieure de Takens
est concentrée et est définie sur I'ensemble limite de la trajectoire. Tout ensemble,
qui est A une distance positive de I'ensemble limite est de mesure nulle. Ensuite nous
présentons un corollaire concernant la mesure naturelle.

Lemme:
Y e>0 ux*(C(Ve(oo(x)))) =0

Démonstration: (Par I'absurde)
On suppose gue 3 €>0 tel que ux*(C(Ve(oo(x))))>O. On couvre C(V¢(w(x)))

par un ensemble dénombrable $B d'ouverts bornés B tel que

U BN Velz(()\)(x)) =0
Be®B

11 existe au moins un ouvert B avec (1, *(B)>0. Cet ouvert contient au moins un

point élément de w(x), ce qui est une contradiction.

Proposition 4;

i) (M) =1

ii) Pour tout fermé FCX tel que FNW(x) = &
U *F) =0

Démonstration :
i) Par subadditivité ¥V €>0 ux*(Ve(w(x))) + ux*(C(Ve(w(x)))) >1 .Parle

lemme ci-dessus on en déduit vV €>0 ux*(Ve(w(x))) =1 et donc ux*(m(x)) =1

36



Chapitre 2 Caracteriser l'attracteur par une mesure

ii) On montre d'abord que, si FN w(x) = @, alors 3 €>0 tel que V(F)N w(x) =

o .
On suppose le contraire : V' £>0 VS(F)n w(x) #@ . Soit {En] une suite de

nombres réels positifs tel que pour € -0 il existe une suite de points {yn)s ¥n?y
tels que V'n yneVS(n)(F) et y,ew(x). Comme F fermé yeF et comme W(x) est

compact yew(x) ce qui est contradictoire.
Donc FCC(V ¢(w(x))) et par le lemme ci-dessus ux*(F) =0.

Corollaire : (sur les propriétés de la mesure naturelle)

i) Ve>0 p(C(Vg(w(x))) =0

ii) Pour tout fermé FCX tel que FNW(x) = @
p(F)=0

Démonstration :
i) est corollaire du lemme et de proposition 3
ii) est corollaire de proposition 4 et de proposition 3.

On aimerait avoir une proposition du genre "tout ensemble ouvert qui a une
intersection non vide avec l'ensemble limite de la trajectoire, a une mesure
positive."” Mais nous avons trouvé un contre-exemple

Contre-exemple : _

L'idée est de considérer un mouvement brownien d'une variable partant de
l'origine. La variable repasse une infinité de fois dans tout voisinage de l'origine,
mais de plus en plus rarement, si bien que la mesure de toute boule autour de
l'origine tend vers zéro. Le hasard du mouvement brownien est remplacé par un
pseudo-hasard, c'est a dire une application déterministe.

Le systéme dynamique suivant a le comportement décrit ci-dessus.
X=Rx[0,1], x3=0 ygel0,1]

Xn+l = Xp + (v - 0.9)
Yn+1 = 2yp mod 1

La variable y génere le pseudo-hasard.
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Figure 2 Mouvement Brownien

Pour presque tout point de départ - (x) =X .
Soit (£, la mesure naturelle ou la mesure de Takens. On peut alors montrer, que

pour presque tout yq et pour toute partie bornée de I'espace des phases de forme I=
[-a,b] x [0,1] abeR™ ux(l) =0et uX(C(I)) = 1, bien que I soit contenu dans

I'ensemble limiie w(x) .

2.3. Conséquences de la condition d'approche uniforme

Si un systtme dynamique (X,T,f) posséde un attracteur régulier, est-ce que pour
ECX quelconque la limite lim vy (Ve (E)) existe 7 {1 * serait alors bien définie

tFo00

sur J€ et serait une mesure extérieure. Nous le conjecturons, mais la question
demeure ouverte. Toutefois nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 5: S'il existe x tel que {(x,t) approche uniformément son ensemble
limite w(x), alors pout tout ouvert OCX tel que ONW(X)£Z on a
lim inf vy t(Ve(O)) >0

t— oo

Donc si ux*(O) existe, alors ux*(O) >0

et si uX(O) existe, alors (ix(0)>0
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Démonstration; Soit ye ONw(x) . Alors 3 €>0 tel que la boule centrée autour de y

B(y,2€)cO . On montre que cette boule a une mesure positive. Par approche
uniforme il existe T>0 tel qu'il existe une suite de temps (t;} croissante avec t;_-t;

<2Tet V t f(x,t;)eB(y,€). Si la trajectoire a atteint B(y,€), elle passe un certain
temps dans B(y,2€). Soit fmax la vitesse maximale sur V28(o\)(x)) (fmax existe,
car W(x) est compact et f est continue) , alors le temps de séjour dans B(y,2€) est
supérieur ou égal a 2€/f ., . Divisons I'axe de temps en intervalles {2nT,2(n+1)T)
,neN . Dans chaque intervalle la trajectoire passe au moins le temps 2€/f,, . dans
B(y,2€). Par conséquent

lim inf v, (O) > 28 Lo

to o0 2’max
d'ou suit immédiatement le reste.

2.4. Exemples o la mesure naturelle et 1a mesure de Takens n'existent pas

Dans ce paragraphe on fera toutes les démonstrations avec la mesure extérieure
de Takens. On peut aussi bien utiliser la mesure naturelle ou la mesure engendrée,
les résultats ne changent pas.

La proportion du temps de séjour d'une trajectoire dans un ensemble donné n‘admet
pas toujours une limite.Lanford mentionne deux contre-exemples [Lan] que nous
présentons maintenant.

Le premier est celui d'une trajectoire qui s'approche d'un cercle de l'extéricur, et
fait le tour du cercle une infinité de fois sans jamais l'atteindre. Le cercle contient
deux points fixes et 2 cause d'eux la trajectoire se ralentit de telle sorte qu'une
mesure limite n'est pas admise.

Le deuxiéme est celui d'un attracteur cantorien . Chaque trajectoire est représentée
par un nombre compris entre 0 et 1, écrit en chiffres binaires. Le premier chiffre
indique si le point de départ est sur la partie droite ou gauche de l'intervalle [0,1].
Chaque chiffre suivant indique, s'il est sur la gauche ou la droite de l'intervalle
précédent. Les points suivants de la trajectoire sont obtenus par un décalage du
nombre vers la gauche. Certains points de départ générent une trajectoire, ou la
probabilité de tomber sur un intervalle donné oscille avec le temps de telle sorte
qu'une limite de cette probabilité n'est pas admise. L'ensemble de ces points de
départ a mesure de Lebesque nulle. Il a été démontré qu'il existe des systémes
dynamiques admettant des tels attracteurs ([Cos], voir la fin du paragraphe 3A .4).
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Nous présentons ici un troisi¢éme contre-exemple. Cet exemple, dont I'idée est due a
K. Lott, est tres simple et offre 'avantage qu'on peut intégrer la trajectoire de fagon
analytique.

Exemple 1; f: R2-R2 , en coordonnées polaires:

r=-(r-1)
0'= 1/Inlr-11 si £l
0 sir=1

Le cercle unité est, selon notre définition, 'unique attracteur du systéme, bien que
tout point sur le cercle unité soit point fixe. Une trajectoire, qui part de I'extérieur
du cercle, s'enroule autour du cercle, mais est fortement ralentie.

Soit x le point de départ de la trajectoire, 1<lIxll<2. On integre la trajectoire : en
substituant u:=r-1

u' =-u

9'= 1/In(u)
" Solution :

u; = ug e't

t
0, = 0o+ (In(ug)+In(e ) 1 dt
0

On pose c:=-In(u) et on obtient

t
0,=0g+ ] (c+t) ] dt'= 0 + In(t+c) - In(c)
0

Posant 90 =(, c=1 nous avons

Ot =In(t+c)-Inc

On considére un morceau de tube B de diamétre € et de longueur 8 autour du cercle
unité B = ( xe|R2 ll-e<r<14eet0< 0 < g} . Soit (rO,OO) le point de départ de la
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trajectoire avec 1 <rg<1+€, 90 = (. On obtient une suite de temps ou la trajec-
toire entre dans B

() =e?T+1 j=0,1,..
et une suite de temps ot la trajectoire sort de B

{ tj+Aj ) =e8e2T 41

i
Z (es_ 1y e

v (B)

k=0 e -1 .
lim,,, —— = lim = (142 e™™)
t . 8 2nj )
t—o00 J—0° €cc €
Z 1) e™ -
v(B) k=0
lim, —— = lim ———— =("-1) X e
t—00 jooo c21tj k=1
Avec l'égalité
o -2n
2 2nk c
e =
k=1 1e "

et pour § proche de 0, on voit que

VB v®)
hms“p—t—- >> "minr_t“
t—0o t—o0o

L'existence des points fixes sur un cercle limite n'implique pas la non-existence de la
mesure. Cela est illustré par lexemple suivant, qui a le méme comportement
quahtatlf que le contre-exemple ci-dessus, avec la différence que la trajectoire est
moins fortement ralentie en s'approchant du cercle.

41



Chapitre 2 Caracteriser l'attracteur par une mesure

Exemple 2; f: RZ5R2, en coordonnées polaires; nous avons

= -(r-1)2 sir>1
-2 sir<1
0= wr-1

Le cercle unité est I'unique attracteur. Tout point x du cercle unité est point fixe,
donc {1, est concentrée sur x. Maintenant, calculons M4 pour x hors du cercle
unité.

Pour faciliter le calcul on pose 0p=0.

Intégrons le systtme dynamique; en posant
u=r-1

le flot est noté
= -ul sir>1
u? sir<1
0 = nVu

Pour un point de départ a I'extérieur du cercle (ug > 0) on obtient comme solution

ug =ug /(ugt+1)
0, = 21t Nug) (Vugt+1 - 1)

Pour simplifier le calcul on fixe le point de départ (uO,OO) =(1,0) . On a le méme

résultat pour tout autre point de départ . On considere
B = [ xeR210<u<l , 0<r<2ns )

La série des instants ou la trajectoire entre dans B
(§)=(1) iy

La série des instants ol la trajectoire sort de B

(G +48) = ((+8)2-1) iy
k

2
~ k
v(®) 2. @i +3) 28 () (k+1)
limy, —— = fim = fim — =3
{—00 t k — oo 2 k—00 k
- (k + )
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k-1
2
2. (Q28i+5)
VI(B) i=0
liminf——t——— = hm -———;———' = 8
{—00 k— oo k

Alors (1, (B) = 8 . Contrairement a I'exemple 1, (£, (B) existe quel que soit x, bien

que dans les deux cas l'attracteur soit un cercle constitué de points fixes.

Remarque ; On peut obtenir le méme résultat, sans que l'attracteur ait un point fixe .
11 suffit de rajouter au systéme d'équations differentielles une troisieme variable :
L'attracteur est maintenant un tore.

Avec les coordonnées adaptées: x| = cosp (2+r cosh) , x9 =sing (2+r cos 0),

x3=rsind  on pose

r'= -(r—().S)2 sir>1
-0.5)2 sir< 1
0' = ntVr-0.5

¢'=T

Les point fixes sont remplacés par des cercles sur le tore. Le comportement du
systeme reste essentiellement le méme .

Rajouter des variables de cette fagon a des systemes dynamiques simples est un
moyen trés courant pour argumenter pour ou contredire des conjectures.

Conclusion du chapitre ;

Nous avons étudié deux fonctions d'ensembles, la mesure naturelle et la mesure de
Takens, qui expriment la repartition du temps de séjourd'une seule trajectoire. Ces
fonctions devraient étre utiles si on ne sait pas si un attracteur avec une mesure
ergodique invariante existe. Ces deux fonctions d'ensemble sont en général ni des
mesures, ni des mesures extérieures. Cependant elles vérifient un ensemble de
propriétés qui permettent de les utiliser dans les définitions des dimensions
fractales: notamment la monotonicité et la subadditivité.

La mesure naturelle a l'avantage d'étre additive (mais non dénombrable additive).
I'additivité sera utile dans un certain nombre des démonstrations du prochain
chapitre.

Si la mesure invariante et ergodique ayant l'attracteur comme support existe, elle est
surement la fonction qu'il faut utiliser pour la définition de ses dimensions fractales.
Si l'attracteur n'est pas ergodique, la mesure invariante sur l'attracteur n'est pas
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Chapitre 2 Caracteriser lattractewr par une mesure

unique et cela peut poser des problémes. Par exemple sur un cercle limite, constitué
de points fixes on peut définir une mesure invariante continue ou discréte, et ainsi
obtenir des dimensions fractales différentes.

Nous avons vu des exemples ot aucune des deux fonctions, qui caracterisent le
temps de séjour d'une trajectoire, n'est définie.
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

3. CERTAINES DEFINITIONS DE LA DIMENSION FRACTALE ET LEURS
PROPRIETES

Plusieurs définitions de dimension fractale ont été proposées depuis le début de
ce siécle. Certaines ont un intérét purement théorique, pour une étude de ces défini-
tions nous renvoyons & [Man], [KS],[Tri], [Fal} , d'autres sont plus faciles & calculer
numériquement, et de ces dimensions on parlera dans ce chapitre.

Nous présentons bridvement la dimension de Hausdorff, qui est la plus connue
parmi les dimensions fractales en mathématiques pures, puis nous présentons des
dimensions qui sont actuellement calculées de fagon numérique.

L'idée de dimension habituellement enseignée en mathématiques est proche de
la dimension topologique. Cette dimension admet uniquement des valeurs entiéres.
Un nombre fini de points est de dimension 0, un ensemble qui est isomorphe aux
nombres réels est de dimension 1 , un ensemble isomorphe au plan est de dimension
2etc..

Les définitions de dimension fractale partent toutes d'une idée d'ordre physique:
Quelle est la loi de densité d'une boule autour d'un point de I'ensemble par rapport a
son rayon? Considérons une ligne dont la mesure soit continue et dérivable. Pour un
point sur cette ligne la densité de la boule autour de ce point est une fonction linéaire
de son rayon. Pour un carré, la fonction est quadratique. Le terme "densité” peut étre
rélié a une notion de volume ou de mesure et dépend de la définition.

L'ensemble de Cantor, que nous avons présenté dans lintroduction est ,dans ce sens,
lintermédiaire entre un ensemble de points fini et une ligne. Cet ensemble admet une
dimension fractale non-entiére.

3.A DEFINITIONS ET EXEMPLES

Il existent deux sortes de définition de dimension fractale :

- Ceux, qui définissent la dimension d'un ensemble.Cet ensemble peut étre un
sous-ensemble d'un espace métrique quelconque, un attracteur ou non. Nous
présentons la dimension de Hausdorff [Hau] et la dimension de capacité (voir
[Man]) (paragraphe 3A.1.)

- Ceux, qui tiennent compte de la dynamique d'un systéme. Ce sont la dimension
d'information [BR] et la dimension de corrélation [GP]. Habituellement on dit qu'on
définit la dimension fractale d'un attracteur. Ce n'est pas précis, on montrera
pourquoi.

Dans ce paragraphe nous présentons aussi des fonctions de dimension qui ont
été introduites par Grassberger [Gral], et Paladin et Vulpiani [PV].

Ensuite nous présentons un exemple pour lequel ces dimensions sont différentes et
un autre exemple pour lequel toutes ces dimensions (a I'exception de la dimension de
Hausdorff) ne sont pas définies.

Une étude des rélations entre ces dimensions sera presentée dans chapitre 3B.
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

3.A1 Définitions ensemblistes

Dimension de Hausdorff
La définition d'une dimension non entiére la plus connue et la plus utilisée
théoriquement est la dimension de Hausdorff. Nous la présentons succintement en
renvoyant & Kahane et Salem [KS], et Billingsley [Bil] pour une étude plus compléte.
Soit E un sous-ensemble de X (compact de R"™). Un recouvrement de E est une
collection de boules dont l'union est E. Le diamétre du recouvrement S de E est le

diamétre maximum des boules de S. Pour d et & positifs, définissons:

o(d.€) =inf  ¥(diam s)d
seS

diam(S)<e

et
o(d) = lim oc(d,€)
-0

oc(d,e) est une fonction croissante de €, donc o(d) existe. On peut alors montrer
I'existence d'un unique D tel que

d<D = x(d)=c0

d>D = «(d)=0
Ce nombre D est , par définition, la dimension de Hausdorff de E, notée D(E).

Les principales propriétés de D sont les suivantes . Si E'CE, alors D(E')<D(E) . Un

ouvert de R" a une dimension de Hausdorff égale a n, ainsi que tout sous-ensemble

de R" de mesure de Lebesgue positive.

La dimension de Hausdorff existe toujours. C'est une propriété qui la différencie
des autres dimensions fractales que nous présentons dans cette thése.
~ Le calcul numérique de D(E) est delicat, parce qu'il est difficile de trouver le
recouvrement minimal. Pour une méthode de calcul voir Chorin [Cho].

Dimension de capacité ou de Hausdorff-Besicovitch [Man],[HOR]

Soit E un sous-ensemble de X (compact de R™). On suppose que X est recouvert
par une grille G de pas €. Chaque boite de cette grille est semiouverte,
n :
de forme I [a;,a;+€[ . Ainsi chaque point de X appartient & exactement une boite.

' Ne,G(E) est le nombre des boites de la grille G de pas €, contenant au moins un point
de E.

Proposition : La limite lim In Ne,G / (-In€) ne dépend pas de I'emplacement des
. €e~>0
grilles

48



Chapitre 3A Définitions de dimension fraclale

Démonstration : Soient G et H deux grilles différentes de méme pas €. On note
N¢ g(E) le nombre de boites de la grille G contenant au moins un point de E.

On suppose N¢ g(E) 2 Ng H(E).

Puisque toute boite non vide d'une grille intersecte au plus 2" pboites d'une grille de
méme pas, on a N¢ G(E) <2 Ne,H(E) . La limite et donc la dimension sont indépen-
dantes de I'emplacement des grilles.

Définition: La dimension de capacité est
DIM(E) = lim In N/ (-In€)
€0
si cette limite existe.

On omet lindice, qui dénote le choix de la grille, parce qu'il n'influe pas sur la
dimension.

.....

Remarque ;
Des ensembles qui ne sont pas contenus dans un compact de R" pourraient avoir un
nombre infini de boites occupées.

Exemple : On considére I'ensemble de Cantor du tiers médian. On définit une
extension C de cet ensemble de la maniére suivante: Si xe[0,1] est élement de

I'ensemble de Cantor, V' kelN 3K x est élément de C. T contient alors I'ensemble de
. Cantor sur lintervalle [0,1], le méme ensemble translaté sur l'intervalle [2,3], I'union de
ces deux intervalles, translaté sur lintervalle [6,9] et ainsi de suite.

-
.
-
-
B
e
-

-
=

——
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

La définition de la dimension de capacité n'a aucun sens pour l'ensemble C.

On pourrait définir une dimension fractale DIM,,, pour des ensembles non-bornés
de la fagon suivante. Soit Bp = [-p.p]" Ia boite de longueur 2p autour de l'origine. Alors

DIMoo (E) = lim  DIMoo (ENBp)

p—)OO

A initi iti i ' ¢

La dimension précédente est une définition ensembliste, indépendante des
caractéristiques dynamiques de I'ensemble considéré. Nous introduisons ici de
nouvelles définitions qui ne s'appliquent qu'a des ensembles définis par un systéme
‘dynamique. Ces dimensions sont définies par rapport & une fonction d'ensembles

réelle L, qui satisfait certaines critéres. Cette fonction, qu'on appelle généralement
mesure, méme s'il ne s'agit souvent pas d'une mesure au sens strict, représente le
temps de séjour que passe une trajectoire dans les différentes parties de I'espace des
phases. Le choix de cette fonction de temps de séjour pose des problémes, que nous
discutons maintenant.

3A.2.1. Choix de la définition de la fonction du t o séi

Plusieurs fonctions du temps de séjour ont été utilisées par différents auteurs pour
définir la dimension fractale d'un attracteur. Nous les présentons d'abord , puis nous
décrivons notre approche.

Balatoni et Renyi définissent, dans leur article de 1956, la dimension d'information ,
dont nous présentons la définition dans ce paragraphe, par rapport & une mesure de
probabilité.

Farmer, Ott et Yorke [FOY] utilisent la mesure naturelle que nous avons présentée
dans le chapitre 2 . Nous avons aussi présenté dans le méme chapitre la mesure
utilisée par Takens [Tak2). Halsey et Yensen [HJ] utilisent la définition suivante.

Définition : Supposons donnée une série temporelle {xj} j—1 2 sur l'attracteur. On

définit la mesure (t d'une boite C de l'espace des phases comme

card {x,C | i < N}
N

K(C) = lim

N-oo

Il est sous entendu, dans cette définition, que la mesure ( est la méme pour presque
tout point de départ proche de l'attracteur et que la mesure ne dépend pas du délai de
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Chapitre 3A Détinitions de dimension fractale

temps avec laquelle la série temporelle a éte prise.

Grassberger et Procaccia ont choisi une solution semblable [GP]. I supposent
donnée une série temporelle {x;} j_1 2 sur lattracteur.

"Due to the exponential divergence of trajectories, most pairs (of points) x;,x; with i#j

will be dynamical uncorrelated pairs of essentially random points”. Dans la suite ils
sous entendent que pour toute boite C de l'espace des phases la limite

card {x,C | i < N}
@(C) = lim

N-oo N
ou card dénote la cardinalité d'un ensemble

existe. Le délai de temps de la série temporelle est indiqué pour chaque résultat
numeérique.

Les définitions ci-dessus, a I'exception de celle de Balatoni et Renyi, supposent qu'on
se trouve dans une des situations suivantes:

1) On sait ou on suppose que tous les trajectoires partant proche d'un point de
I'attracteur, ont la méme mesure limite.

2) On ne sait pas si un attracteur existe, et si on a une trajectoire qui converge vers
cet attracteur. On définit alors les dimensions fractales par rapport A la mesure limite
d'une trajectoire précise. .

Mais on peut se retrouver aussi dans des situations plus favorables:

1) . On sait qu'une mesure ergodique existe, qui a l'attracteur comme support.

2) On sait que l'attracteur est le support d'une mesure de Sinai-Bowen -Ruelle.

Dans ces cas on aimerait définir la dimension de [l'attracteur par cette mesure.

La définition de Balatoni et Renyi est trop stricte pour notre contexte, lorsque en
général ni la mesure naturelle, ni la mesure extérieure de Takens ne sont des
mesures. i

On dira que une fonction d'ensembles réelle satisfat 'hypothése H si
- We)=0
- est non-negative

- est définie sur toute boule ouverte ou fermée de X et sur tout hypercube de X,
ouvert, semiouvert ou fermé

On dira que { satisfait 'hypothése H1, si en plus

- est additive

L'additivité facilite certaines démonstrations, mais n'est dans aucun cas une propriété
d'importance essentielle dans cette these.

Toute mesure satisfait H1 tandis qu'une mesure extérieure en général satisfait H mais
ne satisfait pas H1.

Nous définissons les dimensions fractales qui suivent, par rapporn a une fonction
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

d'ensembles qui satisfait 'hypothése H ou I'hypothése H1, selon les cas.

La mesure engendrée par la mesure de Takens satisfait, sauf dans des cas
exceptionelles, I'nypothése H1, et peut donc étre utilisée dans les définitions qui
suivent. On est libre d'utiliser la mesure ergodique ou la mesure de
Sinai-Bowen-Ruelle, si on la connait. ’

3A.2.2. 1 a fonclion de di ion d slal
Equivalence de la norme

Deux normes §,8' sont dites réguliérement équivalentes (voir p.e. [Ber]), s'il existe
des constantes K4,Ko >0 telles que pour tout x,yeX

Ky 8'(xy) < 8(x.y) < Ko8'(x.y)

Par exemple la 1-norme (somme des valeurs absolues des différences des

coordonnées) et la co-norme (maximum sur les valeurs absolues des différences des
coordonnées) sont réguliérement équivalentes a la norme euclidienne.

Dimension rrélation
Soit X l'espace des phases muni d'une norme §, réguli¢rement équivalente a la
norme euclidienne. Nous notons Bg(x,€) la boule ouverte de centre x et de rayon €,

par rapport a la norme §.

Définition ; L'intégrale de corrélation d'une fonction d'ensembles réelle (1 au rayon €,
qui satisfait I'hypothése H, est

Cg(e,jt) = lxu(Bg(y.e)) dx(y)

Considérons la limite
lim In CS(e,u) / Ing
€20

Par équivalence réguliére cette limite ne dépend pas de la norme. On peut donc
indépendamment de la norme définir la dimension de corrélation par cette limite.

Définition ; La dimension de corrélation par rapport a la fonction d'ensembles réelle
(£, qui satisfait I'hypothése H est
deor(i) =lim In C(e,i) / Ine
-0
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si cette limite existe. Cette définition est due a Grassberger et Procaccia [GP] et
indépendamment a Takens [Tak1] .

ion [Gra],[PV]

On peut généraliser la dimension de corrélation en utilisant une quantité bien
connue en statistique: les moments d'une variable aléatoire. Au lieu de faire une
moyenne arithmétique entre les mesures des boules autour des points centraux
différents, on fait une moyenne sur une puissance quelconque, non-nulle des
mesures.

Soit q un nombre réel non nul. Soit ¢« une fonction d'ensembles réelle (1, qui satisfait
'hypothése H

Cg.qle) = )I( “(Bg(y.)q ditly)

est lintégrale de q-corrélation au rayon € par rapport a la norme §. ( si q<0, et si
(L(B(y,£))=0 alors on définit ((B(y,£))3=0)

Définition ; La dimension de q-corrélation est

dq cor(t) = lim lan(e,u) / (qinE)
€-0

si la limite existe.
On appelle la dimension de g-corrélation en fonction de q la fonction de dimension de
corrélation .

Egalement par équivalence réguliére ces limites ne dépendent pas de la norme.

Pour g = 1 on retrouve la dimension de corrélation.
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

3A.2.3. La fonction de dimension d'information

Dimension d'information [BR

Soit (£ une fonction d'ensembles réelle, qui satisfait I'hypothése H1.
On suppose que XcR" est recouvert par une grille G de pas €. La définition des boites
Box; de la grille est la méme que pour la dimension de capacité. Soit N¢ le nombre

des boites de mesure (t non nulle. On note p; = K(Box;(x)) .

Définition ; L'entropie , dépendant du pas de la grille € , est
Ne
He ) =- if N In p;

-

Définition : Supposons donnée une famille de grilles {G(€)} en fonction du pas €. La
dimension d'information est

dinf(u) = lim HB,G(G)“‘() / (-Ing) '
£-0

Propasition 3: La dimension d'information ne dépend pas du choix des grnlles .

Démonstration ; Soit He .G() 'entropie par rapport ala grille G et He g+(it) I'entropie
par rapport a la grille G qui est de méme pas, mais décalée par rapport 4 G .

Une boite Box; de la grille G contient des morceaux de 2" boites By(j) de G. On
note Pi k(i) = U(Bian(i))- On majore HE,G* par I'entropie, définie par ces morceaux de
boites

Neg on Ne 2n
H £,G* <" DI p| k(i) In p; k(i) = 2 p| (Inpj+ 2 (PLk() In (Pik()
i=1 k(i)=1 k()=1 p Pi
< Hgg+nin2

Alors
HS,G nh?2 < HS,G' < HS,G +nin2

la limite en £-0 est alors indépendante.

Cette proposition a été demontrée indépendamment par Alexander et Yorke [AY], cité
dans [OWY]
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

Remarque ; Dans cette définition il n'est pas supposé, que I'ensemble soit compact.

i i i ion [Gra1],[HP]
On peut généraliser la dimension dinformation en procédant d'une fagon
analogue a la dimension de corrélation.

Soit (£ une fonction d'ensembles réelle , qui satisfait I'hypothese H1.
On suppose que XcR™ est recouvert par une grille G de pas €.
L'entropie d'ordre q au pas de grille € est définie par

NS
lg.G(EH) = (In 12 pi9)/ (1)
1=

Définition ; Supposons donnée une famille de grilles {G(€)} en fonction du pas €. Pour
g> 0 la dimension de g-information est )

laie) €W

d,; = lim
-9 .M(U) €0 'n €

si la limite existe. Cette définition est due a Grassberger [Gral] .

Pour q<0 la dimension de g-information n'est pas définie, parce que la limite
lim 'q,G(e)(e)/ In € n'est pas invariante par rapport a un changement des grilles.
e-0

Exemple ; Soit i, définie sur XcRR borné, une fonction d'ensembles réelle, qui satisfait
I'hypothése H1. On suppose en plus qu'il n'y a pas de points avec un poids positif,

c'est adire V xeR lim y(B(x,€)) =0
e-0
On va montrer maintenant que pour toute valeur A>0 V €>0 on peut trouver une grille

de pas € telles que la valeur absolue de lintégrale de g-corrélation est supérieure a A.
Il en suit que I'existence de la limite

lq.c(E.1)
lim 277
€50 Ine
dépend du choix des grilles. Donc dq inf(t) n'est pas définie.

Soit G une grille de pas € qui recouvre X. Soient B; = [a+i€, a+(i+1)g[ les boites de
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cette grille. 3 itel que (£(B;)>0, mais V' j>i (1(B;)=0. 3 b tel que a<b<a+€

pb+i€, b+(i+1)€) = 0 mais V a'<b p[a'+ig, b+(i+1)g[ > 0. Puisqu'il n'y a pas de points
avec un poids positif,

V§>0 3 a'tel que 0 < ([a'+ie, a'+(i+1)€) < 8

Donc, si on fixe § tel que 89>A (g-1), il en suit immédiatement

lq,G(E.10) > A

ce qu'il fallait démontrer.

On peut généraliser cet exemple pour R". Les mesures fractales vérifient en général
la condition stipulant qu'aucun point n'a un poids positif.

On pourrait modifier la définition de dimension d'information de sorte qu'elle soit aussi
définie pour q<0

lo.G(EH)
dqin() = lim lim int qGtt!
€20 Gl(e) ine

Cette définition devrait poser de grands problémes au calcul numérique, lorsqu'on ne
connait pas la grille pour laquelle le minimum de la g-entropie est admise.

La transformation du boulanger (due & Yorke ot publiée la premiére fois dans un
article de Farmer [Far]) est souvent utilisée comme un modeéle qui représente le
mécanisme qui engendre le chaos dans un systéme dynamique.

Soit f: R2 - IR? une itération discréte, tel que

Xpnse1 = A Xp Siyh<Pp O<i<12, O<p<i

=(1-§)xp siyp2p 0<% <1/2
Yn+1=2Yn mod i

Sous l'action de cette application tout carré est d'abord étiré, puis compressé, puis
plié (voir figure 1).

L'attracteur de cette application est le produit d'un ensemble de Cantor pour
lintervalle [0,1].

On peut réduire cette application & une itération unidimensionelle de plusieurs
maniéres. On peut, par exemple, considérer la variable y purement comme un

générateur de hasard. L'itération f: R = R n'est alors plus déterministe. On la note
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Xnse1 =X Xp avec probabilité p
=(1-§) x, avec probabilité 1-p

ANMT.-.

l
DN
S

Figure 1 : L'action de la transformation du boulanger

L'ensemble limite de la trajectoire partant d'un point Xg €[0,1] est contenu dans un
ensemble de Cantor asymétrique, qui se décrit de la fagon suivante (voir figure 2):

De lintervalle [0,1] on garde & gauche lintervalle [0,)], & droite lintervalle [1-§,1].
De méme on garde de tout intervalle de longueur | & gauche un intervalle de longueur

Al et & droite un intervalle de longueur ¥I .

Figure 2 : Ensemble de Cantor asymmétrique: A =0.4 £ =0.2

Pour exprimer la mesure de tout intervalle, nous utilisons une écriture symbolique (voir
[Lan]):

On appelle intervalle d'ordre j un intervalle obtenu apres j subdivisions de lintervalle
[0,1]. Tout point y de I'ensemble de Cantor est caractérisé par une série infinie de

chitfres binaires {bj} jeN

by = 0 si y appartient au premier intervalle de gauche [O,A]
1 sinon

bj = 0 si y appartient a la partie gauche de l'intervalle d'ordre j-1
1 sinon

57



Chapitre 3A Détinitions de dimension fraclale

Un intervalle d'ordre j est caractérisé par les j premiers chiffres de tout point contenu
dans cet intervalle.

L'itération probabiliste f ci-dessus admet pour presque tout point de départ , par
rapport 4 la mesure de Lebesgue, la mesure naturelle suivante:
Pour un intervalle d'ordre j

() = pk (1-p)k
ou k est le nombre de zéros parmi les chiffres qui caractérisent lintervalle.

Conjecture : (¢ est une mesure ergodique.

On peut calcuier les valeurs des dimensions généralisées de cette mesure de fagon
analytique, le résultat figure dans la proposition suivante.

Proposition ; (Grassberger [Gra])
On suppose, qu'on a un ensemble de Cantor avec une fonction d'ensembles (£,qui

satisfait I'hypothése H1. On suppose que (t vérifie les propriétés suivantes
Soit [a,b] un intervalle de I'ensemble de Cantor d'ordre k, alors il contient les

intervalles [a,a+\(b-a)] et [b-§(b-a),b] d'ordre k+1. Alors
(t[a,a+\(b-a)] = pit[a,b] et

(t[b-¥ (b-a),b] = (1-p) ([a.b]
La dimension d'information généralisée, pour g0, est alors donnée par la formule

(1-q)d i '(ll) (1-q) dq in'(“)
1=p'x O s(-p)°

Pour la démonstration on renvoie a la référence.

On déduit de cette formule 'que la dimension Hinformation généralisée n'est pas
constante par rapport aqsi p#1/20uX #§ .

On peut aussi trouver des versions déterministes de la transformation du boulanger
unidimensionnelle, 'exemple suivant a été trouvé par K. Lott [CDLL]:

Onposel=[0,1] , f:1=21
Chaque xel peut étre représenté de la fagon suivante:
x=3 a1 ae(0,1,23)
ieN
Pour obtenir {(x), on fait les deux opérations suivantes :
i) un décalage vers la gauche ,c'est a dire x = 4x mod 1

iijon remplace le premier 1 et le premier 3 dans la représentation par un 0.
exemple: 0,30202311 - 0,0202001
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

On voit facilement que A ={0,aqas.... | aj€{0,2} } est un attracteur fort.

La mesure (1 est la méme pour presque chaque xeX .
((0.aqas....a,;0aqaz.... (ap+1) ) =

n

IIb; ou b;=3/4 siag=0

=1 1/4 siagj=2
0 sig=13

Par I'application des formules dans [FOY],[Gra] ou par calcul élémentaire on
obtient DIM(w(x)) = 1/2, dips(t) = 0.405639... et dgq(it) = 0.339036... pour
presque tout x .

Pour toute transformation du boulanger tel que p=1/2 et 0<h<t<1/2 il existe une
itération unimodale qui admet le méme attracteur et la méme mesure limite pour
presque tout point de départ. Une méthode de construction de cette itération a été
décrite par Cosnard [Cos].

Il y a quelques années, beaucoup de chercheurs ont accepté la conjecture que
pour tout attracteur ergodique la dimension de capacite, la dimension d'information et
la dimension de corrélation sont toutes égales. Ici on a le contre exemple d'un
attracteur qui est ergodique et pour lequel ces dimensions sont différentes. Pour
mesurer l'importance de cet exemple considérons lattracteur de Henon (voir
paragraphe 5.2. pour ses équations et son comportement). L'intersection de cet
attracteur qui est deux-dimensionnel avec une ligne verticale ressemble a un
ensemble de Cantor. Voir figure 3 ci-dessous, tirée d'un article de Farmer [Far] .

Soit x=c la ligne d'intersection. On définit une mesure de l'intersection (1, par
Vo) = lim ((lc-ecre]l x 1)
€-0 €
_ et
“(c(') = vc(l) / Vc(lR)

ou | est un ensemble borélien de R quelconque.

Conjecture 1

Pour tout coefficient q dq corltg) ne dépend pas de la section.

Conjecture 2 .

Les dimensions fractales de I'attracteur de Hénon vérifient

dq corlit) = dq corlitc) + 1
pour toute valeur de section c.
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Fig. 5. The Henon attractor, sce Equation (17). Figures 5(b) and 6(c) nho?v BlCCeRsivo blc')'wu s of thp regions_insic
tl':g box of the previous fi re. Roso?ving the fractal structure of Fig. 5(c) into six “leaves”, the relative probnblh'rt's‘oie
of thesc lenves are plotted in Figure 6(d). The width of each bar is roughly the width of ‘?he corresponding leaf. This
unoqual distribution of probabilitics peraists on all scales, making the Henon attractor a *“mensuro fractal’.

Figure 3 : Structure fine de I'attracteur de Hénon [Far]

A i . e s g n .
dinformation . ni dimension de corrélation ne sont définies (voir [CDLL))

On définit un ensemble cantorien pour lequel les dimensions ci-dessus n'existent
pas. La question de I'existence d'un systéme dynamique qui possede cet ensemble

comme attracteur , sera abordée plus bas. L'exemple est inspiré par [Tril.

Exemple 5 ;

L'ensemble cantorien A que nous allons construire, peut étre recouvert par 2"
intervalles de lcngueur I, . Soitig =1 et 0<1,,4 /1n < 1/2 . Nous définissons les

intervalles suivants:
(M) = [3j(n) + ) +In] izt 2N
ou les 3j(n) sont définis par récurrence
a1(0) =0
a2i-1 (n+1) = 8i(n)
a2i(n+1) = Aj(n)*nns1
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Chapitre 3A Définitions de dimension fraclale

2"
An =U lin)
i=1
An est un recouvrement de A .
[0, @}
A=nN A,
n=1

On pose k(n) telque 2K < n g 2k+1

bt a si k(n) pair

T =1 b si k(n) impair

0 si k(n) pair

0 i(n) =
nposeln) =1 & kn) impair

On pose g(n) = 2 f(m)
m=1

La longueur d'un intervalle li(n) vaut

I = pa(n) . 5(n-g(n))

La fraction g(n)/n admet des maxima pour la suite des indices n; = 4
gm) 11 1 2

lim - = +5tsmt. )=
T T 2T ! 3
Q. i ! “é
) InN, ) In Ny ) 41n2 In?2
img,, —— = lim ——— = lim — =
P InE sy Ini(n) 7 o In (bg(n,) 2 g(n.)) 2 n 1 R —Lln 1
3 b 3 a

de fagon analogue, on calcule en posant nj =2 - 4!

. In NE In Nl(ni)
L

= lim =

. -In I(n,) 1 1 2 1
-In € —300 i

-0 - 3 In Y +——3 In —

= sia=#b, DIM(A) n'est pas définie .
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

Nous posons la mesure (t du temps de séjour (1(I;(n)) = 1/2".
Pour simpilifier le calcul, on pose dans la suite0 <a<b < 1/4 .

Dimensi rrélation
2"

Citn) = ]* (w(B(x.I,) dix(x) =2i:=§1('j("))2 = 2" = 1Ny

et on continue comme pour la dimension de capacité . Donc dq,((t) n'est pas définie.

Di . int i
2n

Hl(n) =- 2 2Nin2 N - .in2N =In N|(n)
j=1

Alors dip¢(it) n'est pas définie.

Il existe une itération unimodale(f:1=1), qui admet I'ensemble cantorien classique
(ln=3‘") comme attracteur étrange [Cos] . Soient Ii(n) les intervalles de cet ensemble

et li(n)' ceux de I'ensemble cantorien de notre exemple A . Il est facile de donner un
homéomorphisme ¢ :[0,1] - [0,1] de maniére que ¢(li(n)) = li(n) .

g=pofo 9'1
montrer que la mesure du temps de séjour de f(1,T) est donnée par p(l(n)) = 27",
comme on l'avait posé dans les calculs ci-dessus.

est une itération qui admet A comme attracteur étrange. On peut

Nous avons vu dans paragraphe 3A.2., que la fonction de dimension de
corrélation est invariante par rapport a un changement de normes qui sont
équivalentes.

Par définition la fonction de dimension de corrélation est invariante par rapport a une
translation de coordonnées, si la norme est équivalente a la norme euclidienne.

Corollaire ; Si la norme est équivalente a la norme euclidienne, ¥ q#0 la dimension
de q-corrélation est invariante par rapport a une changement de coordonnées linéaire.
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Chapitre 3A Définitions de dimension fractale

V g>1 la dimension de g-information est invariante par rapport a une transformation
linéaire de coordonnées, puisque dans ce cas on a d(q_1) corlit) = dq inf(k0)

Ott, Withers et Yorke [OWY] étudient l'invariance de la dimension de g-information
par rapport & une transformation de coordonnées avec un nombre fini de
discontinuités. Il démontrent, que la dimension d'information est invariante par rapport
4 ce type de changement de coordonnées. lls affirment que pour tout autre coéfficient
q la dimension de g-information n'est pas invariante par rapport a ce type de
changement de coordonnées.

Ott, Withers et Yorke concluent que parmi les dimensions de g-information seule la
dimension d'information mérite d'étre appellé une dimension. Nous pensons, que ce
jugement est précoce, puisque l'utilité des différentes définitions dépendra du succes
dans les applications.
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3.B RELATIONS ENTRE LES DIMENSIONS ET ERGODICITE

D'abord nous présentons les rélations qui existent entre les dimensions fractales,

que nous avons présentées dans chapitre 3A. Nous démontrons une conjecture
frequemment utilisée entre les deux fonctions de dimension.
Puis nous présentons la dimension ponctuelle. Cette notion joue un rdle important
dans les récentes travaux de Kadanoff et coll., dont nous donnons un résumé succint.
Enfin nous présentons quelques théorémes et conjectures sur les rélations entre les
dimensions fractales.

Dans ce paragraphe on démontrera, que chacune des dimensions généralisées
englobe la dimension de capacité, fa dimension d'information et la dimension de
corrélation. On obtiendra aussi des inégalités entre ces dimensions.

3B.1.1. Relation entre fonction de dimension de corrélation et fonction de dimension

On conjecture , que les deux définitions de dimensions généralisées sont, en fait,
équivalentes. Donc dg cor(i) correspond & dq.1) inf(H) -
Box;(y) dénote , dans tout ce qui suit, la boite de la grille contenanty .

Proposition 1 Soit (£ une fonction d'ensembles, qui satisfait I'hypothése H1.Si pour
.un nombre réel q2-1, la dimension de q+1-information  dq,qinf(it) et /a dimension

de g-corrélation dg cor(tV) existent, alors
i) dq cor(tt) 2 d(q+1) inflt)
ii) sig>0, alors dq corllt) = d(q+1) inf(kV)
Démonstration :
i) Nous notons Box(x) la boite de diamétre €, qui contient x. Les notations Box;(x) et
Boxg(x) dénotent exactement le méme ensemble et sont utilisés l'un ou l'autre selon

contexte. La boite de diamétre 2¢ , centrée autour d'un point x , qui est élément d'une
boite Box¢(x) de diamétre € , contient Boxg(x) . Donc  ((B(x,2¢)) > 1(Boxg(x)) d'ou
suit I'affirmation .

ii) On recouvre l'espace de phases de dimension n avec une grille G¢. On note NG(e)
pour le nombre de boites de mesure positive. Alors
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NG(e)

Cqerr@=32 | @Bxe2)a du(x
i=1 Box;

Sig-0alors | ((B(x,6/2)) 9 < (Vg (Box;)d+!
Box;

On note que V¢ /o (Box;) est une boite de taille 2¢.

Ces observations sont la clé de la démonstration. On majore maintenant la
g-correlation au rayon €/2 par la q+1-entropie de la somme de plusieurs grilles de
taille 2¢€.

Pour recouvrir toutes les boites de taille € par des boites de taille 2e centrées autour
de ces boites on a besoin de 2" grilles de taille 2¢ (Figure 3). On noteHi(ze) j=1,....2"
pour ces grilles.

S T R E A S Sl B 20 £ 2 000 £ 1 10 £ PR PR TR .
. .
.

S ememim cmimIm cmomOom e
Ssmimems memomefmem

. . . :
---------- i'l'.?il‘.'.: AL IR A B 2L 2R RPTTE TETE R
.
.

Figure 4: La grille G(g) (lignes continues) est couverte par des grilles différents de
taille 2¢(lignes en pointillé et en ?) '

On note Boxy ji) k= 1,...,Hj(2¢) Pour les boites de taille 2€ qui recouvrent la boite Box;
de taille €. On note
Pk,j(i) = (( Boxk,j(i))' Alors
V xeBox; ((B(x,/2)) < Pk,j(i)
Car g>0 il suit
| w(B(x,e/2)) 9 du(x) < pk’w)qn
Box;

Remarquons que ici la démonstration ne marche pas pour -1<q<0 parce que on peut
seulement déduire )

| w(B(x.£/2)) 9 dyu(x) 2 ((Box;) pyjG)d
Box;
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et cela n'est pas suffisant pour compéter la démonstration.
Retournons au cas q>0

NG(S) on Hj(28)
Caen®) =3 | wBxe2)d dux) <33 pyj®
i=1 Boy j=1 k=1
Parce que 'q,Hi(Zs) (1) est indépendant de la position de la grille sauf un sommand
borné , il existe une constante K>0 tel que

InCq,er2 (1) < lq Hj2e) (1) + K
L'affirmation

dq cor (K) <d(g4+1) inf (1)
suit.

La question, si I'égalité est vraie pour -1<q<0, reste ouverte. Pour démontrer
dq corl) = d(q +1)inf(u) pour -1<q<0, il nous faut une hypothése supplémentaire :

Proposition 2 : Soit (tune fonction d'ensembles, qui satisfait 'hypothése H1. On
suppose que pour un nombre réel p, les dimensions

d(Q+1) inf(i0) et dq cor(tt) existent .
On note
Kq(e) = |q+1(8, w/ Cq (e, )

= [ (Boxg(y))d diely) / | 1(Bly.€))d dgely)
X X

Si fim Kq(e)l Ine =0 alors dqco,(pt)=d(q +1)inf(“)
€-0

X le:L'en |
- Soity(fo,1)) =1, u([(),1/3]) = (1([2/3,1]) = 1/2 et ainsi de suite . Pour tout intervalle
[ab],0ca<bg 1 soit pfab]=2-pla/3,b/3}
Par conséquen’ on a pour tout facteur k = (1/3)" neN
Kq(e) = Kq(ke)
si les grilles sont bien choisies.
Les conditions de proposition 2 sont alors vérifiés .

Relati
Pour relier la dimension de capacité, qui est ensembliste, avec la dimension

d'information généralisée, qui fait référence a une fonction de temps de séjour, il faut
une hypothése supplémentaire.
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Hypothése H2 : Soit ¢ la mesure naturelle ou la mesure extérieure de Takens. On
suppose que (£ satisfait H. On pose N'G,G le nombre de boites d'une grille G, avec

mesure (£ non-nulle.
Alors 3 k>1telque 1/k < N'e g/ Ne(w(x)) <k

En particulier cette hypothése est vérifiée pour la mesure naturelle et la mesure
extérieure de Takens, si la trajectoire approche un attracteur régulier.

Propesition 3 ; Soit (t la mesure naturelle ou la mesure extérieure de Takens. On
suppose que (L satifait H2. Alors

DIM(w(x)) = dg jnlity)
Ne
2 pio = N*¢  ce quiimplique que

i=1

DIM(w(x)) =lim In Ng /-In €= lim In N'e¢/-Ine= dy inf(ﬂx)
€0 €20

Proposition 4 ; (Grassberger [Gra1])

Soit tune fonction d'ensembles, qui satisfait I'hypothdse H1.
Si la dimension d'information existe, alors

im dg inf() = d ing(W).

q-1
| Démonstration; On montre que lim !q(s) = Hg () en utilisant la régle de I'Hospital:
q-1
N
d E

lim —1In X p? N N
. e»1 99 i1 P d 5 4 ° q
lim 'q = 4 1 = a‘a?i P; In P; =2 P; In P; = He((l)
q-1 lim — (______) - q=1 j=1 q=1

q-»‘ dq Q'1
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La limite de |q en q vers 1 existe toujours parsque c'est le quotient de deux fonctions
continues & l'extérieur du pdle g=1.

Corollaire ;
Soit (tune fonction d'ensembles, qui satisfait I'hypothése H1.Si la dimension

d'information de (Lexiste, alors
dinf (1) = fim  dq cor(i)

p-0
D_emg_n_suangn_. Par proposition 4
dinf (1) = im  dq jns(i)
p-1
Par proposition 1ii) lim dqinps(i) = lim dq cor(it)
p-1 p-0
Proposition 5 ; [Gra1] Soit (tune fonction d'ensembles, qui satisfait I'hypothése H.Si la

dimension de q-corrélation existe pour tout nombre réel q différent de 0, alors la
dimension de q-corrélation est monotone décroissante par rapport a q.

Démonstration ;
On applique le théoréme de probabilité [Fel] suivant :
Soient X une variable aléatoire et E (X) son espérance.
Lafonctiondet u(t)=In E(|X|'), t>0 estconvexe.
En appliquant ce résultat & X~V on obtient que
v(t) = In E(IX|Y), 10 est aussi convexe.
Pour démontrer la proposition on considére la variable aléatoire

Xe = W(B(X.€))
Alors
In Cq(e) =In )l( 1(B(x,€))d dit(x) = In E(IXg|9)

In Cq(e) est aussi convexe en 0 car

lim In Cq(e) =lim In Cq(®) = InCp(€) =0
q-0 q-0
q>0 q<0

. Donc In Cq(e) ,qelR est une fonction convexe de q. Pour €<1, la fonction de q,
lan(e) /In€ est concave . La limite

~lim lan(e) / In € lorsqu'elle existe, est également concave.
€20
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Donc dq cor(t) = lim lan(e)/ q Ine est monotone décroissante .
€-0

Proposition 6 : Soit tune fonction d'ensembles , qui satisfait I'hypothése H1.Si la

dimension de q-information de la mesure (texiste pour tout q20 , alors elle est
monotone décroissante par rapport a q .

La démonstration est analogue.

On suppose que la mesure naturelle ((, de la trajectoire partant du point x satisfait les

hypothéses H1. On suppose de plus que pour q>-1 les dimensions de qg-corrélation et
les dimensions de q+1-information de (£, sont bien définies. On suppose que toute

boite ouverte contenant un point de l'attracteur a mesure positive ou que la trajectoire
approche un attracteur régulier. Alors on peut résumer les propositions sur les
relations entre les dimensions généralisées par l'inégalité suivante

DIM(w(x)) = dg jnflity) = dinf (4y) = dg corlitx) 2 D2 intlity) = deorlty)

Et si l'attracteur est & homothétie interne, on obtient pour tout nombre réel p2-1

dp inflitx) = d(p+1) corlbiy)
etdonc DIM(w(x)) = d_q corlity)

Nous avons vu que pour la transformation du boulanger ces inégalités sont strictes
DIM(c(x)) > ding ((£y) > deor (L) -

3.B2 La dimension ponctuelle

Nous introduisons la dimension ponctuelle pour deux raisons. D'abord elle est
intéressante en elle méme, par exemple dans d'étude des ensembles complexes
fractales en thérmodynamique ou on s‘intéresse au voisinage de certain points
critiques, on appelle alors la dimension ponctuelle exposant critique (voir [Akr]). Puis
elle a un réle important si la mesure de l'attracteur est ergodique.

Définition : Soit y un point de l'attracteur. Soit (¢ une fonctlon d'ensembles qui
sartisfait I'hypothése H.

dpoint (¥.¢) = lim ((B(y,€) /In &
e-0

est la dimension ponctuelle du point y, si cette limite existe. Cette dimension est
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invariante par rapport aux normes qui sont équivalentes.

La proposition suivante a été énoncée dans [ER], sans démonstration.

. Proposition ; Si le flot f est C4 , et si (1 est ergodique, alors pour presque tout point du
support de ( la dimension ponctuelle est la méme .

Démonstration : (par l'absurde)
Parce que f est C4 il existe un nombre réel O<k<1 tel que

B (f(y).ke) c f (B (y.€)) € B (ily).k 'e)
et donc pour tout point x de l'attracteur

dpoint(X.t) = dpoint(f(x).¢0)

Supposons qu'il existe un réel o et des sous-ensembles S,S4 de A disjoints et de
mesure non-nulle, tel que

pour yeS ona dpoint(y-u) >

pour zeS¢ on a dpgint(Y,H) < &
A cause de l'ergodicité il existent des points yeS tel que f(y)eS4, donc on a une
contradiction .

Attention : La condition , que la dimension ponctuelle a la méme valeur presque
partout, n'implique pas que les fonctions de la dimension de corrélation et de la
dimension d'information soient constantes.

Contreexemple : Nous considerons la mesure de la transformation du boulanger, que

nous avons calculé dans le dernier paragraphe. Supposons que X = £ , donc nous
avons comme attracteur un ensemble de Cantor asymmaétrique.

Proposition ; Dans le cas de la transformation du boulanger, la dimension ponctuelle
est égale a din4(1t) (1-presque partout sur l'attracteur.

Démonstration : Soit x un point sur l'attracteur et lj(x) l'intervalle d'ordre j auquel il

appartient. On considére les chiffres de la représentation binaire de x comme une suite
de variables aléatoires indépendantes.

On rappelle, que u(li(x)) = pk (1-p)i'k ou k est le nombre de zeros parmi les chiffres
qui caracterisent l'intérvalle et p la probabilité de chaque chiffre de la représentation

symbolique de x d'étre zero. La longueur de cet intervalle est )\ktl'k .
On a alors
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In (" (1-p)™)

doim(Xpt) = lim
point -k

oo A" Ei

Soit

.k
quot(k,x) = lim —

‘-000

k, 1- k,

o g MO (1) )
point M) = n ()\quot(k,x)ti-quol(k.x))

Par la loi du grand nombre de Khintchine (voir p.e. [Fis]) on a avec probabilité 1
quot(k,x) =p .
Donc presque surement

dpoint(x'“) = plnp+ (1-p) In(1-p)

pPinx +(1-p)In §

ce qui est exactement la formule donnée par Farmer et coll. [FOY] pour la dimension
d'information de cette mesure.
On voit dans cet exemple aussi que

dpoint(o'“) =1np
InA\

dpoint(1 ) = 1n (1-p)
In¥

et

Nous avons vu que la dimension ponctuelle d'un point dépend de la fraction de zéros
dans sa représentation binaire. Cette fraction est indépendante de la fraction de zéros
dans les premiers j chiffres, si j est un nombre entier fini. Par conséquent dans tout
intervalle de lattracteur et pour toute valeur entre 0 et 1on trouve des points qui
admettent cette valeur comme fraction de zeros. Alors tous les valeurs de dimension
ponctuelle entre ces deux extrémes sont admises par certains points dans tout
lintervalle.

3.B3 Une hypothése de Kadanoff et coll, [Kad], [HJ ]

Soit f(x) la dimension fractale du support des points, qui ont la dimension

ponctuelle o. Les auteurs ne spécifient pas, de quelle dimension fractale il s'agit.
Kadanoff et coll. conjecturent que cette fonction est lisse et reliée a la dimension
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dinformation généralisée (pour les formules nous renvoyons a [Kad] )
La mesure de ia transformation du boulanger est cité comme exemple. Pour les

valeurs X\ = 1/4, ¥ = 2/5, p = 3/5 Kadanoff et coll. obtiennent la courbe de f(c) suivante

0.6

0.4

0.2

02 04 06 08 10

Fig. 1. a). The construction of a two-scale Cantor set. For this
example we have chosen the rescalings as /, = 0.25, [, = 0.4,
and the corresponding densities p, = 0.6, p, =0.4. b). The
corresponding f-a spectrum. Note that «;, = D, =
In(0.6)/1n(0.25) = 0.3684 and a,,,, = D_, =1n(0.4)/In(0.4)
=1 (rel. 2).

Cette courbe est obtenue indirectement, utilisant les valeurs analytiques de la
dimension de corrélation généralisée, qu'on peut obtenir par la formule de
Grassberger (paragraphe 3A.3). Pour conclure a partir de la fonction de la dimension
de corrélation sur la dimension du support des points, qui ont une dimension

ponctuelle « donnée, les auteurs utilisent la formule

1
dgim(it) = i (q o<(a) - f(x(@)))

d
ou (X(q) = aa' (q-1) dq In'(”)
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Pour la validité de cette formule les auteurs donnent une argumentation
heuristique et, a mon avis, fausse. Aucun calcul numérique direct de la dimension

fractale du support des points qui ont une dimension ponctuelle o, n'a été fait.
On note Supp(x) I'ensemble des points qui ont la dimension ponctuelle «.

Proposition; On considére la mesure ergodique [ engendrée par la transformation du
boulanger. Pour tout « tel que dpoim(o,u) <X < dpoint("“)- la dimension de

capacité de Supp(x) est égale & la dimension de capacité de l'attracteur Ade cette
transformation.

Démonstration ; Nous avons vu dans le dernier paragraphe, que tout intervalle de

l'ensemble cantorien contient des point de dimension ponctuelle o. Donc, si on
recouvre lintervalle [0,1] avec une grille, toute boite dont l'intérieur contient un point de

Fensemble cantorien, contient des points de dimension ponctuelle oc. Soit N¢(A) le

nombre de boites contenant un point de I'ensemble cantorien, et N¢*(A) le nombre de
boites, dont lintérieur contient un point de I'ensemble cantorien. On voit facilement
que 1 <Ng(A)/ Ne*(A) < 3 et avec Ng(A) > N (Supp(x)) > N¢*(A) on obtient

DIM(A) = DIM(supp(cx)) ce qu'il fallait démontrer.

D4 2 10P0I0gIque el dimension de |'atlracte

Les exposants de Lyapunov, I'entropie et les dimensions fractales d'un attracteur
sont reliés. Plusieurs auteurs ont conjecturé ou démontré des équations qui expriment
les dimensions fractales en fonction des coéfficients de Lyapunov et de l'entropie.
Apres un rappel succint des définitions nous en présentons les plus importants. Ces
équations peuvent étre intéressantes pour le calcul numérique des dimensions
fractales. Il est souvent plus facile des calculer les coéfficients de Lyapunov d'un
systeme dynamique, que de calculer les dimensions fractales par des méthodes
directes. Malheureusement pour des espaces des phases de dimension supérieur &
deux on ne dispose que des conjectures.

Nous considerons un systéme dynamique dont, pour rendre les définitions plus
facilement compréhensibles, nous supposons que l'espace de temps est discret. Soit

R™ son espace de phases, et f son flot, généré par litération F.
Soit J(x) la matrice jacobienne de F(x).

Soit Jy(xg) = 2AEMxg) = J(xp) J(Xm-1) * .. - J(xg)
oX

73



Chapitre 3B Relations entre les dimensions

Nous notons les valeurs absolus des valeurs propres de Jy(xg) en ordre décroissant

i1(m,xg) 2 jo(m.xg) > ... 2p(M.xq)
Les exposants de Lyapunov de la trajectoire f(xq, T) sont

Ai(xg) = In (fim fi(m,xg) /™)

m-200

Figure 5 : Action des coéfficient de Lyapunov : on a une variété stable et un coéfficient
de Lyapunov négatif dans la direction de vy et on a une variété instable et un

coéfficient de Lyapunov positiv dans la direction de vo.

Un exposant de Lyapunov \; positiv signifie, que deux trajectoires des points de

départ proches, dont la distance est collinéaire avec le vecteur propre correspondant a
A; ., vont s'éloigner de fagon exponentielle. Un exposant de Lyapunov négativ signifie,

que deux trajectoires des points de départ proches, dont la distance est collinéaire
avec le vecteur propre correspondant , se rapprochent de fagon exponentielle.
L'existance des exposants de Lyapunov sous des conditions trés générales a été
démontré par Oseledec [Ose] .
En général les exposants de Lyapunov dépendent du point de départ de la
trajectoire. Si le systéme est ergodique, les mémes exposants de Lyapunov, sont
admises pour presque tout point de départ, par rapport & la mesure ergodique.

Supposons, qu'on a un systéme dynamique chaotique avec un flot continu. Le
point de départ d'une trajectoire est donné avec une précision finie. En observant
I'évolution de la trajectoire, on peut situer plus exactement le point de départ.

Dans l'image présent ( figure 6 ) chaque rectangle correspond & un point avec, son
voisinage, contenant les points, qui sont confondus avec lui méme, dans la précision
donnée. Une trajectoire partant du rectangle A peut, apres un temps t, tomber dans
une des six rectangles, qui ont one interection avec l'ovale.
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o a
PPN

Figure 6

Soit A la boite d'origine.
Soit {B;} 'ensemble des rectangles qui ont une intersection avec l'(A) non-vide.

On note A; = f'(A)nBi . {A;} est la partition #(t) de A.

Soit  p; = (A} / (1(A)
Le gain d'information sur le point de départ de la trajectoire apres un temps t est :
H&®) =2 pjinp;

Aje (1)

L'entropie topologique (qui n'est pas A confondre avec I'entropie utilisée dans la

définition de la dimension d'information) est
h(if) = lim 14 H(R (1))
t—) o0
Pour une déscription plus compléte de cette défintion nous référons a [Bil] [ER] .

Pour tout ce qui concerne ce paragraphe voir [ER] .

Ihéoréme : (Ruelle) .
Soit (X,T.f) un systéme dynamique . X est de dimension n finie. On suppose que
le systéme posséde une mesure ergodique avec support compact. Alors
n

h(ie.f) < 2 max();,0)
i=1
Ihéoréme : (Pesin) Avec les mémes hypothéses que au théoréme précédent, on

suppose en plus, que le systéme dynamique posséde un attracteur Axiom A. Alors
linégalité précédente devient une égalité:
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n
h(i.f) = 2 max(x;,0)
i=1

Théoréme_; (L.S. Young [You])
Soit F: R2-R2 un C2-difféomorphisme, {1 une mesure ergodique borélienne, A le

support de (1, et h(i1) I'entropie topologique du flot. Soit Xy 2Xo ., Ay#20,2p#0
les coéfficients de Lyapunov de ce systéme, alors

DIM(A) = ding(1) = deor(#0) = L1 (/A4 - 1/A3)

Si en plus le systdéme posséde un attracteur Axiom A, et sixg>0>X,, alors
h(if) = X4 et donc

DIM(A) = ding(it) = dgori) = 1+ X¢/Rol *

Conjecture : (de Kaplan et Yorke, voir [FKYY])
Soit (X,T.f) un systéme dynamique. X est de dimension n finie. On suppose que le

systéme posséde une mesure ergodique (L avec support compact. Soit
ANy>..> )\k>0>)\k+1 >..>Xp Alors

k
dinf(l) =K+ Z N /1 Nyl
‘...

Cette conjecture n'est pas toujours vraie, pour des contre-exemples voir [ER] .

.B | imensi le d'

Exeptée la dimension de Hausdorff, les dimensions présentées ci-dessus ne sont
pas toujours définies (voir le contre-exemple de paragraphe 3A.4). Il 'y a la un
probléme théorique trés important.

De plus les dimensions dépendent de la trajectoire choisie. Certaines conjectures
peuvent étre faites & ce sujet :

Conjecture ; Si x et y sont tels que w(x)=w(y) alors
Va#0  dq corlity) = 9q corlity)

Sous réserve de la véracité de cette conjecture, on peut donc parler de la dimension
de w(x). En particulier si A est un attracteur régulier, dq corlity) sera noté dq corlA)-
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On est aussi souvent tenté de restreindre encore en ne calculant lintégrale de
corrélation que sur un voisinage d'un point de A. Ceci pose le probleme de savoir si la
dimension d'une partie de l'attracteur est la méme pour chaque partie (lui méme relié
au probléme d'autosimilarité des attracteurs). En ce qui concerne la dimension de
capacité, le probléme peut étre présenté ainsi (une formulation proche existe pour les
autres dimensions) : soit A un attracteur régulier tel que DIM(A) existe, soit x dans A on

pose A, = B(x,e)N A

- DIM(A,) existe-t-elle ?

- a-t-on.DIM(A,) = DIM(A) ?
Nous conjecturons que la réponse est oui.

ilpiani (voir [PV])

L'approche de Paladin et Vulpiani de la dimension généralisée avait l'air d'étre
différente de l'approche de Grassberger. Donc nous avons fait un résumé de cet
article. En fait, par rapport a l'article de Grassberger sur les dimensions généralisées
[Grat), ce papier n'apporte aucune conclusion nouvelle. Le lecteur non spécialiste
peut sauter ce paragraphe.

Paladin et Vulpiani conjecturent que, si quO,(A) et DIM(A) existent, alors

i) d_1cor(A) = DIM(A)
ii) Pour q croissant, dgcor €St monotone décroissante

Nous résumons et commentons dans la suite le raisonnement de Paladin et Vulpiani
pour conjecture i)
Comment un attracteur peut-il avoir une structure fractale? Paladin et Vulpiani
proposent un modéle d'un mécanisme, qui serait la cause :
On considare un grand nombre M de points, uniformement distribués dans une boite

Boc X de longueur |y . Aprés un temps t4 les points de B seront distribués dans ky
boites B‘(i) j=1...ky de longueur |4 = lp/a a>1 un réel. A l'instant tj, 4y chaque boite
Bi(j) se fragmente en un nombre k; +1(j) de boites (pouvant differer selon la boite) , de
longueur };,.1 = l/a . On appelle k; le "nombre de fraction”. On note K le nombre des
boites obtenus atemps t,, .

On suppose, que les nombre de points dans toutes les boites provenant de la
méme boite d'origine sont égaux. Pour faciliter le calcul, on suppose que les K, boites

ont une distance entre elles superieure ou égale a l,,. On suppose , que la mesure m
d'une trajectoire s'approchant de lattracteur, & une échelle |, prés, est bien
représentée par les boites obtenus a temps t,; .(Les auteurs semblent croire, que cette

conjecture est justifié par le théoréme érgodique, cela ne semble pas convaincant.)
On note
n le nombre des points dans la boite j
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Par calcul simple on obtient ,a linstant t,
n
- coo 1
nj=M Ikig)

On a simplifié pour findice j, qui est en vérité different & chaque instant, dépendant
de la suite des boites origines. On considére l'intégrale de g-corrélation

Kn kn n n ki
Cq('n) =1k, 2 (nj/M)q = 1/kp ZH (ki(])’-q = II 1/ 2 (k,(]))'q
j=1 j=1i=1 i=1 j=1
n K
dq cor(A) = lim lnquﬂnl_. =1Ilm InJI1/k 2 (k;(i))‘q
N300 q 'n('n) N300 ]:1 i=1
ki an(ly)
Pour q=-1 le terme 1/k; 2 ki(j) représente la moyenne du nombre de fraction
j=1
a linstant t; . Donc
n ki
Kn=T1%k 2 ki(i) ot
i=1 =1

d.1cor(A) =lim  1nkn_ - DIM (A)
n-oo -In(l,)

Le modale proposé est trés heuristique et surement simpliste: dés que le flot est
non-linéaire, la forme de limage d'une boite est plus compliquée . De plus l'image
d'une boite doit étre connexe ce qui contredit une des hypothéses dans le calcul
ci-dessus. En conclusion ce modéle n'aboutit pas & plus de résultats que les
arguments purement statistiques de Grassberger sur la dimension généralisée.
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Conclusion

Nous venons de présenter cinq définitions, qui sont courrament utilisées pour
caractériser la dimensionalité de l'attracteur d'un systéme dynamique chaotique. Dont
3 définitions de dimension fractale
- la dimension de capacité
- la dimension d'information
- la dimension de corrélation
2 fonctions de dimension
- la fonction de dimension de corrélation
- la fonction de dimension d'information
La question lesquelles de ces définitions seront utiles dans les applications, est
ouverte. Les valeurs de ces définitions peuvent étre différentes pour le méme
attracteur. |l existent des attracteurs pour lesquels aucune des ces dimensions n'est
définie. Dans la suite on donnera & I'ensemble des cinq définitions le nom “dimension
fractale d'un attracteur” . Il sera alors sous-entendu qu'on sait ou on suppose
I'existence d'un attracteur fort, et que ces dimensions et fonctions de dimension sont
définies par rapport a la mesure engendrée d'une trajectoire partant de son bassin
d'attraction.

La fonction de dimension d'information englobe les trois définitions de dimension
fractale. La fonction de dimension de corrélation contient surement la dimension de
corrélation et la dimension d'information. On conjecture qu'elle contient aussi la
dimension de capacité, mais nous n'avons pas pu le démontrer. Ici la fonction de
dimension d'information a un avantage.

Mais la fonction de dimension d'information est seulement définie pour I'ensemble
des coéfficients non-négatifs, tandis que la fonction de dimension de corrélation est
définie pour tous les coéfficients réels non-nuls.

Nous verrons dans les chapitres suivants, que la fonction de dimension de corrélation
offre aussi des avantages au point de vue calcul numérique.
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Chapitre 4 Algorithmique

4, ALGORITHMIQUE
4.0. Introduction

Des différents algorithmes de calcul des dimensions fractales ont été proposées
[GP,HOR,PV,BP,Tak2] . Un certain nombre de problémes est commun a tous les
algorithmes, nous les décrivons maintenant.

Pour la plupart des exemples des systémes dynamiques chaotiques, on ne connait
pas la forme géométrique de l'attracteur. La seule possibilité de décrire l'altracteur est
de calculer un ensemble d'un grand nombre de points situés sur I'attracteur, nous
appelons cet ensemble la série temporelle .

Pour calculer cette série, il faut avoir un point de départ, qui est sur l'attracteur, a
précision numérique prés. Ici on se fie généralement & l'expérience, car le plus
souvent on ne sait pas, combien d'itérations il faut pour éliminer tout état transitoire.
Grassberger et Kantz [GK] et Grebogi et coll. [GOY] ont observé des états transitoires,
qu'on appelle métastable, sur lequels ont peut itérer des milliers et des millions de fois,
avant qu'on tombe sur le vrai attracteur.

Dans la pratique souvent on rencontre encore un autre probléme: On ne connait
pas la dimension de l'espace des phases. Nous évoquons comme exemple les
travaux de Atten et coll. [ACM]. lIs ont fait des expériences physiques sur un
écoulement de Raleigh - Bénard, qui a un espace des phases de dimension
eventuellement infinie. Ces expériences permettaient d'obtenir la série temporelle
d'une variable seulement. De cette série il fallait reconstruire l'espace des phases.

On fait cela en regroupant n points de la série temporelle dans un vecteur, chaque
vecteur est alors un point dans un espace des phases "tentatif" de dimension n. On
calcule une série de N vecteurs, qui forment une série temporelle. Donnant & chaque
vecteur le méme poids (= probabilité) 1 / N, on calcule la dimension de corrélation de
cette série. (On choisit la dimension de corrélation parce qu'elle semble étre la plus
facile & calculer) En augmentant la dimension de I'espace des phases n, la dimension
de corrélation ainsi calculée augmente aussi, jusqu'elle atteint, éventuellement, un
seuil. Si on peut montrer l'existence de ce seuil, et cela est trés difficile en général, on
peut conclure, qu'on a alors calculé la dimension fractale de l'attracteur.

Ainsi Atten et coll. ont montré I'existence d'un attracteur de dimension trois environ.

‘Nous ne reviendrons pas sur ce probléeme, nous nous restreingnons sur le cas d'un
espace des phases de dimension finie.

Nous donnons maintenant le plan du chapitre. Aprés lintroduction de quelques
définitions utiles nous présentons l'algorithme de box-counting (= comptage des
boites). Ensuite nous décrivons de fagon détaillée l'algorithme des points centraux.
Nous donnerons un résumé de cet algorithme. Enfin nous présentons l'algorithme de
Takens de fagon détaillé et quelques autres algorithmes de fagon succinte.
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4.1, Fonctions et courbes de g-corréiation (g-entropie)

Toutes les dimensions fractales d'un attracteur sont définies avec une limite du
rayon € vers 0, soit ce le pas de grille de la g-entropie ou le rayon de la g-corrélation. II
y a des difficultés principielles de calculer cette limite.

- La précision des nombres réels représentées sur l'ordinateur est limitée.

- Si on a un systéme continu, f'intégration de la trajectoire avec trés grande précision
est trés coutduse.

-~ Représenter la structure de l'attracteur & des échelles trés petites nécessite un
nombre de points énorme.

Russell et coll. [HOR] et Greenside et coll. [GPSW] ont observé en calculant la
dimension de capacité, que si on fait un dessin du logarithme du nombre de boites

contenant un point de l'attracteur A, en fonction du pas de grille €, les points
approchent une ligne. :

Au lieu de calculer directement les fractions In Ng(A) / In €, qui convergent trop

lentement, on calcule la pente d'une droite, qui approche bien ces points, par exemple
la droite des moindres carrés.

A titre juste Greenside et coll. ont remarqué, que pour un ensemble fractale A la
relation

In Ng(A) =B + DIM(A) In € + J(In €)
ou J est une fonction bornée, a pelite amplitude
souvent est vérifiée et implique alors I'existence de la dimension de capacité.

L'analogue est vrai pour le calcul de toutes les dimensions fractales d'un attracteur.
Motivé ainsi nous introduisons les définitions suivantes.

Définition : La fonction de q-entropie ( & la famille des grilles {G(€)} ¢cR+ ) est la

fonction de la quantité lq (€,G(€),it) en fonction de In €.

Dans la suite on ne précisera pas le choix des grilles et parle de la fonction de
g-entropie tout court.

Définition ; La courbe de q-entropie est I'ensemble des points ( l"q (E.H), In € ) pour
une suite de pes {€} k=1, ..., L ou l"q (Ey-1) dénote une valeur pour Iq (EhHt)

calculée numériquement.

Comme dans la définition précédente on ne précisera pas le chois des grilles, bien
qu'il puisse influer sur la courbe.

Dans la suite toutes les quantités avec un astérisque sont des valeurs calculées de
facon numérique ou des estimateurs au sens statistique.
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Définition : La fonction de q-corrélation est la fonction de la quantité In Cq(e,u) en

fonction de In €.

Définition ; La courbe de q-corrélation est I'ensemble des points (In C"q (Egott) , Ing)

pour une suite de rayons (€} k=1 . L - Nous appelons aussi courbe de capacité la

courbe de -1-corrélation. Voir paragraphe 4.4.1. pour la définition (analogue) de
courbe d'entropie (& ne pas confondre avec la courbe de q-entropie).

Donc les données de tout algorithme de calcul des dimensions fractales sont

1) la dimension n de l'espace des phases

2) une série temporelle {xj} -1 . N.OUX dénote des points de I'espace des phases.
Les coordonnées de ces points sont réels ou entiers.

3) la longueur N de cette série temporelle.

La série temporelle contient des points sur l'attracteur. Si on donne a chacun des N
points le poids (= probabilité) 1 / N , on approche la mesure d'une trajectoire, qui
approche l'attracteur. Du moins c'est ce qu'on espére.

La série temporelle peut étre remplacée par un point départ de la trajectoire et une
procédure qui permet de calculer rapidement tous les points suivants de la série .
temporelle.

4.2, Quelques exemples d'un attracteur étrange

Avant de décrire les différents algorithmes nous présantons quelques exemples
qu'on retrouve fréquemment dans la littérature, pour mieux définir le probleme.

Attracteur de Feigenbaum (voir chapitre 1)

L'itération'
Xn+1 =\ Xp (1-x)  A=3.5700....

admet un attracteur étrange, que nous appellons "Attracteur de Feigenbaum"”.
Pour cet attracteur les valeurs de trois dimensions fractales sont connus.

valeur théorique  nos résultats

DIM(A) 0.538... 0.58 (pour d.y corlit))
ding(it) 0.5170... 0.53
deor(it) >0.4926 0.50

<0.5024
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Attr r
L'itération suivante, introduite par Hénon (figure 1) , est souvent considérée comme un
exemple type d'un attracteur étrange .

Xn+1 =-axn2 +1+yq
Yns1 =D Xy a=14, b=03

i
|
¢f

.,
S . > ~ _ . bl S B PN .

Figure 1: Attracteur de Hénon

On ne connait pas la valeur exacte de la dimension fractale, on ne sait méme pas
s'il s'agit d'un attracteur étrange. On ne peut comparer qu'avec des résultats
numériques, obtenus par d'autres auteurs.

N m dycor Ginf  deor tdim
nos résultats 1.28 1.26 1.22 80min
ref:[GP}, ' 1.28 1.26 1.21 .
[Gra],[Gral]

Dans le cas d'un systéme continu il faut un espace des phases de dimension
supérieur ou égale & 3 pour avoir un attracteur chaotique. L'attracteur de Lorenz est le
premier (1963) et le plus célébre exemple d'un systéme dynamique chaotique continu.
(figure 2) Les équations sont les suivantes:

X' =0 (y-x)
y' = -y+rx-xz; 6=10 r=28 b=8/3
Z'= xy-bz
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Il n'est pas possible de suivre précisement et longtemps la trajectoire d'un systéme
chaotique, parce que les erreurs de calcul sont amplifiées de fagon exponentielle.
Mais on peut espérer, que le comportement limite de la trajectoire, qu'on a calculée de
fagon numérique, est le méme, que celui d'une trajectoire mathématique.

On suppose qu'il existe un attracteur étrange, mais rien n'est démontré.

Les dimensions de l'attracteur, selon les observations numériques, sont proches de
deux. Les difficultés de calcul sont considérables pour cet exemple, les limites de
certains algorithmes déviennent apparent, voir p.e. Greenside et coll. [GPSW].

d-1 cor DM dint dcor

Nos résultats 1.95 190 2.03
Références 2.05 1.98 2.05
[GPL[GuI],[PV]

Figure 2: Attracteur de Lorenz: projection sur le plan x-z

3. Algorill o B :

L'algorithme de boxcounting sert & calculer la fonction de dimension d'information.
L'idée de cet algorithme est due & Russell, Hanson et Ott [HOR], qui ont seulement
calculé la dimension de capacité. La version, que nous décrivons ci-dessous, est due
a Grassberger [Gra2).

Soit R" rrespace de phases, dont alors la dimension est fixée. Nous supposons,
qu'on dispose d'une série temporelle {x;} i=1, ... ,N dont on connait les bornes. On

peut déterminer ces bornes par exemple en enrégistrant le minimum et le maximum de
chaque variable de la série temporelle lors de son enrégistration.
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D'abord on fait une transformation de coordonnées , qui fait que la différence entre
minimum et maximum de chaque coordonnée est égale, les boites ont la méme
longueur dans chaque direction. Selon la proposition/ conjecture de paragraphe 3A.5
cette transformation ne change pas les dimensions.

Puis on recouvre la partie bornée de I'espace de phases, qui contient la trajectoire, par

une grille G. Les boites de cette grille ont la méme longueur € dans chaque direction.

Puis on peut, en principe, procéder de la fagon suivante. On définit un tableau, qui
contient un compteur pour chaque boite de la grille. Pour chaque point de la série
temporelle, on calcule, dans quelle boite il tombe, puis on incrémente le compteur.
Lorsque on peut considérer la grille comme un systéme de coordonnées entiers, le
calcul de la boite dans laquelle un point est contenu, est une transformation en
coordonnées entiers, c'est donc une opération trés simple.

Soit n; le nombre de points dans la boite B;. On obtient un approximation de la mesure
de chaque boite

o N
K(B) = N
Maintenant on estime la q-entropie
€
In 3 wB)°*
e
'q (E'U) = q_1
par
Ne n, 9 Ne
In 3 ) M (21 n%)-in N
'q (i) = g-1 = q-1

. .
ou N est le nombre de boites, qui contiennent au moins un point de la série

temporelle.

On estime l'entropie

Ne

HE(U) = ‘Z' p; In p;

par
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*

* Ne
H (%) = s 0 —E'nimni-lnN
K i

Ainsi on évite de diviser chaque compteur non-nulle par N.
On évite de répéter ce calcul pour des pas différents. Pour cela on définit au départ

une série de pas {€,} k=1, . L décroissante, de telle maniére, que tous les pas sont

des multiples du plus petit pas €| . Puis on fait le calcul des mesures des boites de la

grille la plus fine, comme nous I'avons décrit ci-dessus. Pour calculer les mesures des
boites des grilles plus grossiéres, il suffit d'additionner les compteurs des boites de la
grille la plus fine, qui sont contenus dans la méme boite de la grille plus grossiére. (Ce
détail n'a pas été explicité par Grassberger, une déscription de cette procédure en
langage algorithmique se trouve dans la thése de N.Akroune [Akr]).

Pour estimer la dimension de g-entropie on utilise la pente d'une droite qui
approche la courbe de la g-entropie (voir paragraphe 4.1.). La méthode
d'approximation habituellement choisie est la méthode des moindres carrées.

Sous cette forme (sauf la transformation des coordonnées) l'algorithme a été utilisé
par N.Akroune [Akr] pour calculer la dimension de capacité et la dimension
d'information de l'attracteur de Hénon, avec des résultats de qualité satisfaisante (voir
paragraphe 6A.5)

En définissant un tableau des compteurs pour toutes les boites d'une grille, qui
couvre lattracteur, on reserve beaucoup d'espace mémoire pour des boites, qui sont
vides. Or le grand besoin d'espace mémoire limite la précision de cet algorithme (voir
paragraphe 5.2.), il importe de I'economiser.

Une solution consiste en stockant les boites, qui contiennent au moins un point de
la série temporelle, avec leurs compteurs, dans une liste. Pour chaque point on verifie,
si la boite qu'il occupe, est déja dans la liste. Si oui, on incrémente le compteur, sinon,
on rajoute la boite dans la liste. Cette méthode a été utilisée par Hansen et coll. [HOR]
(sans compteurs), et peut-étre aussi par Greenside et coll. [GPSW], qui n'explicitent
pas leur algorithme dans ce point. Malheureusement les recherches dans la liste des
boites rendent cet algorithme trés lent.

Grassberger a introduit une autre méthode pour reduire le besoin d'espace memoire
de la grille. L'attracteur est d'abord recouvert par une grille grossiére. Avant de définir
la grille la plus fine, on fait un calcul court pour estimer le nombre des boites de celte
grille grossiére, qui ne sont pas vides. Soit ce nombre estimé a Nj. Ces boites sont

numérotées en méme temps. Puis on définit une grille fine, en reservant seulement de
lespace mémoire pour les boites de cette grille, qui sont contenus dans les premiers
Ng boites de la grille plus grossiére.

Quelque soit la version de l'algorithme utilisée, le besoin d'espace mémoire croit
exponentiellement avec la dimension de l'attracteur. A I'état technique actuel, pour des
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attracteurs de dimension supérieur & trois cet algorithme devient inutilisable. (voir
paragraphe 5.2.)

4.4, Algorithme des points centraux

L'algorithme des points centraux sert & calculer la fonction de dimension de
corrélation. Les idées essentielles de cet algorithme sont dues la premiére a
Grassberger et Procaccia [GP] et la deuxiéme & Paladin et Vulpiani [PV]. Nous avons
rajouté des précisions et modifications dans le détail. Nous présentons l'algorithme
avec toutes les possibilités de modification, qui nous semblent importants, en justifiant
chaque pas. A la fin du paragraphe nous donnons comme résumé l'algorithme tel que
nous l'avons retenu pour nos calculs.

4.4.1, Le plan de l'algorithme

On dispose d'une série temporelle {xj} -4 N . contenue dans une partie
d'espace de phases R" bornée.
On se fixe une série décroissante de rayons {€;} k1, | qui tend vers zéro. Nous

reviendrons sur le choix de cette série dans la suite.
On approche les intégrales de corrélation pour cette série de rayons

CqlEett) = Ix ((B(y.&,))d di(y)

par
C q(E) =§( F(B(y.e, )9 dii(y)

Pour obtenir I'approximation j de la mesure 1, on choisit un nombre de points y assez
grand, et on calcule la mesure des boites centrées autour d'eux. Nous appelons ces
points points centraux. Soit m le nombre des points centraux. On estime l'intégrale de
corrélation par ‘

m

= 2 {(B(y;e )9 /m
j=1
Donc l'approximation fi est une mesure ponctuelle avec le poids 1 / m sur chéque
point.

En principe on pourrait calculer la dimension d'information en calculant les
dimensions de q-corrélation et en laissant tendre le coéfficient q vers 1.(voir
proposition 4 de paragraphe 3B.3.3.) Nous avons choisi une autre méthode. On
remplace l'entropie par
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H (1) = [ In (Bly.£) d paty)
Et cette quantité est estimée de fagon analogue
H, (0= | inf(Bly. d(y)
Nous appelons courbe dentrople (par Ialgonthme des points centraux) les valeurs
8(u) en fonction de In €.

Il existe deux méthodes pour obtenir I'approximation j{ de la mesure d'une boite de
rayon g, autour d'un point Yj donné.

Premiére méthode: les compteurs des boules [PV]
On compte les points de la série temporelle dont la distance a yj est inférieure a €, et

on divise par leur nombre total.
N

By e =2 Uxyj )/ (N-1)
i=1, i#j

ou 10x.yj. g) =1 si|l x;- yjll < €
0 sinon

Dans la suite on notera Njk le nombre de points dans la boule B(y‘-,ek). Donc
njk = (N-1) J(B(yj.€y))

Deuxiéme méthode: les temps de rétour [Grat]

Partant d'un point central yj on compte le nombre d'itérations T avant d'obtenir un point
qui a une distance inférieur a €)- Ainsi on obtient

KBy =1/T
Pour justifier ce calcul, il faut partir de 'hypothése, que les points itérés sont des
variables aléatoires indépendants. Bien sur cette hypothése est fausse, mais pour

I'attracteur de Hénon cela n'a pas empeché Grassberger d'avoir des résultats
conformes a ceux obtenus par d'autres algorithmes (voir paragraphe 6A.5.).

Pour chaque coéfficient q pour lequel on veut calculer la dimension, on fait pour
chaque rayon € la somme des compteurs nj k sur les points centraux. On estime

lintégrale de g-corrélation par
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nj K q m q
m (e 2y
* ~ N‘1 l=1
Cq (ekv’l) = 2 m = q
j=1 (N-1)"m
De fagon analogue on calcule
m
. ’21 In ),
He (p)=-T-|n (N-1)

Ainsi on fait une division de la somme au lieu de faire une division de chaque
compteur.

Icul de la dimension ir raph -corrélation

Pour approcher la courbe de g-corrélation, on utilise habituellement la methode
des moindres carrés. Lorsque en général on n'a pas de connaissances precises sur la
fonction de g-corrélation, nous n'avons pas de meilleure proposition & faire.

4.4.2. Détails de cet algorithme
hoix in ntr

Les points centraux devraient étre répartis sur l'attracteur selon la mesure (, qu'on

veut approcher. Or deux points consécutifs de la série temporelle sont fortement
corrélés. Pour éviter, autant que possible les corrélations entre les points centraux,
nous avons choisi le procédé suivant: On découpe la série temporelle en des
intervalles , et de chaque intervalle on tire par une procédure de hasard , un point
central. Nous utilisons une procédure de hasard pour éviter de corrélation accrues
dans le cas d'un flot périodique. Dans la cas d'un flot chaotique l'utilisation du hasard
n'est pas important, si les points sont assez éloignés dans la série temporelle, a cause
de la sensibilité aux conditions initiales toute corrélation entre deux points est perdue.
On peut aussi choisir des points centraux, qui ne sont pas contenus dans la série
temporelle. Quand la trajectoire est suffisament proche de l'attracteur, on enrégistre les
points centraux, avant le calcul de la série temporelle. Dans ce cas nous avons
observé des précautions analogues
- dans le cas d'un systéme discret on itére un nombre variable de fois, avant
d'enregistrer un point central. Le nombre ditérations est calcule avec la valeur
d'une fonction de pseudohasard.
- dans le cas d'un systéme continu on suit la trajectoire pendant un intérvalle de
temps, qui est récalculé avec la valeur d'une fonction de pseudohasard pour
chaque point central.

Aprés le dernier point central on commence a enrégistrer la série temporelle.

Pour accélerer le calcul et économiser de I'espace mémoire on transforme les
coordonnées des points centraux en coordonnées entiéres
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Calculer les mesures des boules autour des points centraux
Soient (yj} j=1,...,m les points centraux
(e k=1L les rayons
-On définit un tableau de compteurs

ik j=1,..m k=1,..L
qui contient le nombre de points, dont la distance au point central Xj est inférieur égal a

€ et supérieur a €, 4
Pour chaque point de la série temporelle x; on calcule sa distance a chacun des

points centraux Yj Si la distance est inférieure au rayon maximal € , on calcule le plus
grand rayon auquel la distance est supérieure. C'est a dire on cherche k tel que

E 2 diSt(Xi,Xj) > €K1
On incrémente le compteur Cj k correspondant.

Pour obtenir le nombre de points, dont la distance au point central Xj < €, 0N fait
I'addition
L
ni,k =2 Ci,k'
k'=k

Il'y a donc m-N distances a calculer et a traiter. C'est le pas qui consomme le plus de
temps de calcul et qui donc doit étre choisi avec soin.

D'abord on transforme les coordonnées de chaque point de la série temporelle en

coordonnées entiers, le systéme de coordonnées doit étre le méme que pour les
points centraux.

La rapidité du calcul de la distance dépend du choix de la norme de l'espace des
phases. Nous avons vu dans paragraphe 3.A.2 que la valeur de la dimension de
g-corrélation est invariante pour toute classe de normes équivalentes.

Donc, au lieu de choisir la norme euclidienne (comme I'a fait Grassberger[Gra1]), on
choisit la norme pour laquelle le calcul de la distance est la plus rapide. Cela peut étre
la 1-norme (somme des différences des coordonnées), c'est la solution que nous

avons choisi, ou la o0 -norme (maximum des différences des coordonnées), que ont
utilisée Atten et coll.[ACM]. Il dépend de l'ordinateur laquelle des normes est la plus
rapide a exécuter. '

Si la différence de la premiére coordonnée de deux points, dont on calcule la

distance, est supérieure au plus grand rayon €4 , on sait déja, que aucun compteur ne

sera augmenté aprés le calcul de cette distance, et donc on arréte le calcul de la
distance.
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La recherche du plus grand rayon auquel la distance est supérieure

Pour trouver le plus grand rayon auquel la distance est supérieure, il existe plusieurs
possibilités. Le résultat est bien sur le méme pour chacune de ces méthodes, mais
I'économie de temps d'exécution par un bon choix de la méthode peut étre importante.

1) La comparaison "directe”

On stocke la série de rayons dans un vecteur. Pour chaque distance calculée on la
compare d'abord avec le plus grand rayon, puis avec le deuxiéme rayon, et ainsi de
suite jusqu'a obtenir un rayon qui est inférieur a la distance. On a interét a commencer
la comparaison par le plus grand rayon et non par le plus petit, parce que la plupart
des distances sont comparable aux plus grands rayons.

2) La comparaison av  rayon ison uissances de deux

On peut éviter de stocker les rayons dans un vecteur, on stocke seulement le plus
grand rayon. Si la distance est inférieure & ce rayon, on divise le rayon par deux et
obtient ainsi le deuxidme rayon. On compare avec ce rayon, si la distance est toujours
inférieure, on divise le rayon par deux et ainsi de suite. Il faut retenir le nombre des
divisions du rayon par deux. La division d'un entier par deux peut étre plus rapide que
la lecture d'un rayon dans un vecteur.

3) Repérer | ier bif _nul de Ia dist [GP]

Certains langages de programmation permettent de répérer le premier bit
non-nulle d'un entier rapidement. Par exemple on fait un décalage vers la gauche de
l'entier jusqu'a un 1 apparait a la premiére place. Il suffit de reténir le nombre de shifts
exécutés.

mparaison Sleré
Supposons qu'on a choisi la série de rayons tel que €, /€, . 4 = Ae est une constante

proche de 1 et que la dimension de l'attracteur est inférieure a 1. Si on suit la méthode
de la comparaison directe il faut comparer en moyenne beaucoup de rayons avant de
trouver le bon. On a donc intérét a sauter un nombre de rayons fixe s entre deux
comparaisons. Ainsi on trouve

€rg2 dist(xi,xi) > €(r41)s r,seN
Si s a été choisi comme une puissance de 2, on peut continuer a partir de ce point par
une méthode de bisection, c'est a dire on compare la distance avec E(r+1/2)s e.tc.
On peut aussi continuer par une comparaison déscendante un par un a partir du rayon

E(r+1)s -1
hoix lon r mparaison

On minimise le nombre de comparaisons nécessaires en moyenne pour trouver le
rayon, tel que

€k 2 diSt(Xi,Xi) > €pe
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Soit comp4 le nombre de comparaisons exécutées en moyenne jusqua obtenir r tel
que €,.g > dist(xi,xj) > €(r41)s r.seN
Soit p la probabilité que dist < E(r +1)s si on sait que dist < €.g - Alors
compqy = 1/1-p

ou

C(e(p+‘l)s ) C(Ae - (p+1)s )

Gl ) CA, P

=

s, “deorlit)
(A%

On suppose, qu'on calcule le plus grand rayon inférieur a la distance par une méthode
de bisection. Soit comp, le nombre de comparaisons nécessaires dans cette étape.

Alors

compy = logo s
Le but est de minimiser la somme compy + compy . Pour estimer s il faut entrer une
estimation préalable de la dimension de corrélation, qu'on note dim .

min = 1/(1-p) + logo s

0 d 1 I
_85(775+0928)

d 1 1
dsP (1-p)° T sing

d d dims . -dims
a—ép—a—s-As =-dlm|ﬂAeAe

Le résultat est
A -dim s ]
€

+
2 sin2
(1 _Ae—dlms)

(1) =-dimin Ae

Cette équation peut étre résolue par une méthode itérative.

95



Chapitre 4 . Algorithmique

.

Valeurs de s en fonction de Ae obtenus par cette méthode

A ="
nom de I' attracteur  dimension s (equ.1)- s 1) nombre nombre
ditérations ditérations
méthode directe
Attracteur cantorien 0.63 6.75 8 ~
(tiers médian)
Hénon 1.2 3.54 4
Lorenz 20 213 2
A€ =2
nom de I' attracteur dimension s (equ.1) s 1) nombre nombre
ditérations  d'itérations
méthode directe
Attracteur cantorien 0.63 1.54 2
(tiers médian)
Hénon 1.2 0.8 1
Lorenz 20 0.49 1

1) longueur de pas s pour lequel le nombre de comparaisons est minimal, si s doit étre
une puissance de 2.

Conclusion ;
La comparaison accélerée est avantageuse, si I'écart entre deux rayons consécutifs
est petit, ou si la dimension de I'attracteur est trés petite. Si on choisit A = 2, la

comparaison accélerée a peu d'intérét.

Le choix des rayons

Nous avons laissé ouvert jusqu'ici le probléme du choix de la série de rayons pour
lesquels on calcule les intégrales de qg-corrélation. Ce choix est influencé par des
expériences numériques. On aimerait avoir une série de rayons qui approche zéro
autant que possible, et qui en méme temps recouvre un domaine large de rayons.
D'autre part les mesures des boules trés petites, et donc de mesure trés faible, sont
trés influencées par des fluctuations statistiques.

Il est naturel de choisir la suite {€,} k=1, . L tel que la fraction A8 = €} / €, 1 €stune

constante.
Grassberger [Gra1] a utilisé une série de rayons, tel que A = 2 et, pour l'attracteur de

Hénon, g4 =24, g =212,
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On pourrait avoir l'idée de choisir la suite {€,} tel quie g = (k-L+1) g . La fraction Ae'

de cette suite n'est pas constante.
Nous avons choisi Ae une racine de 2 , le plus souvent 4\2 . Cette valeur permet un

dessin assez précis de la courbe de corrélation, tout en restant dans les limites de

l'lespace mémoire imposé par le micro-ordinateur utilisé (voir paragraphe 5.2.1).

Si on n‘a pas dinformations préalables sur la structure de I'attracteur, on choisit le plus

grand rayon proche de la taille de l'attracteur. On choisit, au départ du calcul, le plus

petit rayon le plus petit possible, en respectant deux limitations :

- les points de la série temporelle sont en coordonnées entiers. Pour des rayons trés
petits on a une erreur dans le calcul de la distance, causée par cette discrétisation.
Nous avons choisi 8 comme plus petit rayon, exprimé en coordonnées entiers.

Cette limitation peut étre sensible, si les entiers’sont de simple longueur.

- la limitation imposée par l'espace mémoire.

On calcule alors les quantités nj .k (nombre de points.de la série temporelle, ayant un

distance inférieure a €, du point central Yj ).

On rappelle que pour calculer lintégrale de g-corrélation du rayon €, on fait la somme

m
2 ni.kq
j=1
Pour >0 on peut alors calculer l'intégrale de g-corrélation pour tous les rayons.
Pour q<0 cette somme n'est pas définie s'il y a un nombre nj k qui égale zéro. Donc on

ne calcule lintégrale de g-corrélation que pour les rayons ou tous les nj k sont positifs.

Dans le calcul de l'entropie, on fait la somme
m
2 nj k In nj k
=t
qui également n'est pas définie, s'il y a un nombre nj k qui égale zéro.

Ainsi on obtient pour tout coéfficient q auquel on s'intéresse, une courbe de
corrélation. De cette courbe on écarte, avant le calcul de la droite des moindres
carrées, les valeurs des intégrales de corrélation des rayons trop grands et des rayons
trop petits. Actuellement aucune théorie statistique sur la question, comment décider,
quels valeurs il faut écarter, n'existe. Pour les grands rayons nous décidons a l'oeil nu,
ayant dessiné la courbe de g-corrélation. Quant aux rayons petits, pour tout coéfficient
q, nous enlévons ceux, pour lesquels le nombre des distances inférieur au rayon,
sommé sur tous les points centraux, a été inférieur a 50. Nous revenons sur la
question, en ce qui concerne les petits rayons, au paragraphe 5.1.

Dans la suite

g~ est le plus petit rayon utilisé pour le calcul des dimensions de g-corrélation si q
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est négatif
g+ est le plus petit rayon utilisé pour le calcul des dimensions de g-corrélation si q

est positif
La méthode de Grassberger et Procaccia

Si on se limite au calcul de la dimension de corrélation, on n'a pas besoin de
compteurs séparés pour chaque point central, on définit donc un compteur pour
lintégrale de corrélation & chaque rayon.

Cette économie d'espace mémoire permet d'augmenter le nombre de points
centraux. Dans la version originale de cet algorithme (voir [GP]) tous ios points de la
série temporelle sont considérés comme points centraux. Il suffit de calculer les
distances de toutes les paires de points (Xiv"i) i<j.

4 6 de l'al

Supposons, qu'on dispose d'une série temporelle {xj} i-1 N -

i) D'abord on tire une série de points centraux. Si le calcul de la série temporelle est
colteux (c'est par exemple le cas si on calcule les points d'un plan de section) , on
choisit les points parmi les points de la série temporelle. Sinon on calcule les points
centraux avant d'enregistrer la série temporelle.

Dans tous les cas nous utilisons une fonction de hasard pour calculer le delai de
temps d'intégration de la trajectoire ou le nombre d'itérations entre deux points
centraux successives. Comme fonction d'hasard nous utilisons la fonction {(x) = ax
mod 1, ot a=3.897. '

Il faut entrer une valeur de x pour le premier appel de la fonction. Cet hasard (il s'agit,
bien sur, d'un pseudo-hasard) a I'avantage d'étre réproductible, ce qui peut étre utile,
si on veut comparer deux algorithmes différents.

ii) Pour le calcul des distances nous avons choisi la 1-norme. On transforme les
coordonnées des points de la série temporelle et des points centraux en coordonnées
entiers. Ces coordonnées sont choisis tel que la différence entre minimum et maximum
de chaque coordonnée est de
MAXINT / n
ou MAXINT est I'entier maximal (32767, si on a des entiers de simple longueur)
n est la dimension de 'espace des phases.

iii) On définit une série décroissante de rayons {€,} k=1, ... L telque A =€, /€y 4
Les rayons sont également transformés en coordonnées entiers. Le plus souvent nous
avons choisi le rayon €4 = MAXINT / 2

iv) Les points centraux sont contenus dans un tableau, pour avoir un acces rapide
pendant le calcul. Les points de la série temporelle peuvent étre contenus dans un
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fichier ou étre calculé directement pendant 'exécution du programme. Dés que un
point de la série temporelle est lu du fichier, ou calculé, on calcule sa distance a tous
les points centraux.

Si une distance est inférieure au rayon €, , on calcule k tel que € tel que

e <1~ Xj | < €, ,1 - Onincréemente le compteur correspondant Cjk -

v) Si les points centraux sont choisis parmi les points de la série temporelle, en
calculant la distance d'un point de la série temporelle a tous les points centraux, il
arrive, une fois pour chaque point central, que on calcule la distance entre le point et
lui -méme. Donc a la fin du calcul de tous |es distances on en tient compte en
diminuant le compteur G de la plus petite distance pour chaque point central par un.

Aprés le calcul de tous les distances, pour obtenir le nombre de points dans la boule
B(yi » €) on obtient |
L
n,= 2 C
(L

vi) pour chaque coéfficient q auquel on s'intéresse, on calcule les valeurs des
intégrales de g-corrélation et de l'entropie de la fagon décrite ci-dessus (voir le
paragraphe "plan de l'algorithme"), en respectant les restrictions pour les petits rayons,
comme nous l'avons indiqué dans la déscription détaillée de I'algorithme.

On dessine la courbe de g-corrélation et on choisit le domaine de rayons, qu'on va
utiliser pour le calcul de la dimension de g-corrélation. Puis on calcule la droite des
moindres carrés, dont la pente, divisée par q, est Ja valeur de la dimension.

4.4, Doux idé x talgorithme des poi

Nous n'avons pas programmé les méthodes présentés dans ce chapitre.

L'intégrale de g-corrélation est plus rapidement approché pour des grands rayons
que pour des petits rayons (voir les résultats numériques de paragraphe 6A.5.2.) On
pourrait alors arréter le calcul des intégrales de g-corrélation apres le calcul des
distances pour quelques milliers de points de la série temporelle pour les grands
rayons. Pour le reste de la série temporelle on choisit le plus grand rayon plus petit,
donc pour la plupart des distances calculés on n'aura plus a chercher le plus grand
rayon, auquel la distance est supérieure. La recherche du rayon, une fois que la
distance est calculée, consomme a peu prés autant de temps de calcul, que le calcul
de la distance. Donc cette méthode devrait permettre de diviser par deux le temps de
calcul, si la série temporelle est longue.

Si le plus grand rayon est petit par rapport au diametre de lattracteur, on peut
éviter de calculer tous les distances, si on fait un préconditionnement des points
centraux. On couvre l'attracteur avec une grille. Le pas de la grille est choisi égal au
plus grand rayon. Puis on fait un tri des points centraux. Pour chaque boite de la grille
on aura une liste des points centraux contenus dans cette boite. Pour chaque point de
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la série temporelle on calcule d'abord, dans quelle boite de la grille il est contenu.
Cela revient a une transformation en coordonnées entiers et est donc une procédure
rapide. Puis on calcule les distances de ce point aux points centraux contenus dans la
méme boite ou une des boites voisines. On n'a pas besoin de calculer la distance de
ce points aux autres points centraux parce que on sait déja, que la distance est
‘'supérieure au plus grand rayon. A :

Cette méthode devrait permettre de diviser le temps de calcul par un facteur
important , si la série temporelle est trés longue.

45. L nn imension n I

Un attracteur peut avoir des régions de mesure trés faible. Si des points centraux
tombent dans ces régions, le rayon € - peut étre trop grand pour estimer les

dimensions de g-corrélation & q négativ.
Pour éviter ces problémes on peut calculer une dimension ponctuelle autour de

chaque point. Le plus grand rayon €4 et le plus petit rayon € dépendent alors du
point central. On calcule la dimension ponctuelle autour d'un point central Xj par la
pente de la ligne des moindres carrés, qui interpole les valeurs In njk en fonction de

Ingy . Aprés on calcule la moyenne arithmétique des dimensions ponctuelles sur les

points centraux. On note
: m
d <p0int>(‘1) =2 d <point>("i) /m
j=1
De fagon ananogue on pourrait définir une nouvelle dimenston

depoints> ) = I Ipoint(x) (1) dit(x)
X

Nous rappelons la proposition 1 de paragraphe 3B.2. qui dit, que pour une mesure
ergodique la dimension ponctuelle est la méme partout.

Corollaire : Soit («+ une mesure erbodique, alors
dcpoint>(1) = ding(t)

4.6, Listes des distances autour des points centraux (voir [BP])

Badii et Politi ont introduit une autre famille de dimensions généralisées, que nous
appelons dimension du n®M€ voisin, & cause de son algorithme de calcul. Nous
présentons cette définition et une courte déscriptjon de I'algorithme par souci d'étre
complet. Les relations entre les q-dimensions du n€Me yoisin et les autres fonctions de
dimension ne sont pas claires.

Au lieu de mesurer les mesures des boules autour des points sur l'attracteur en
fonction du rayon, on mesure le rayon en fonction de la mesure de la boule autour de
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tout point sur l'attracteur.

Définition :
Soit £(x,m,it) le rayon qui vérifie (£(B(x,€)) = m. On note
e(m, i) = J e(x,m, )3 dgs(x)
X

la q-dimensioi du n€M€ voisin est

dq<ray>(u) =lim __Inm

m-0 qIn e%(m,y)
si cette limite existe.

Algorithme :
Pour calculer ces dimensions, on se fixe d'abord une série décroissante de mesures
des boules {my} k-1, L - On choisit les m comme des multiples de 1 /N ou N est la

longueur de la série temporelle. Puis on choisit un ensemble de points centraux {yi}
j=1,...,m de la méme fagon que dans l'algorithme des points centraux.

Pour estimer le rayon de la boule autour de chaque point central Xj en fonction de la
mesure m , il y a deux possibilités :

1) On calcule la distance du point central Yj a mk‘1 points de la série temporelle, et on
retient la distance la plus petite. Donc pour cette distance la boule autour du point
central contient un parmi mk‘1 points. Alors on note
ek,j = min dist (Xi-"j)
1<i< mk‘1
i#
et on obtient la valeur
my = K (B(Yj.€x ;)
2) Soit Ni=m "N
On veut calculer pour chaque point central yj un rayon €, pour lequel on a Ny points

distincts de y; dans la boule B(y;.g). Pour faire ceci, on retient la distance du Nkéme

voisin & chaque point central. On a alors besoin pour chaque point central d'une liste
ordonnée des Ny plus petites distances. Chaque fois qu'une nouvelle distance

calculée est inférieure au plus grand élément de la liste de son point central, on
l'insére dans la liste et on enléve la plus grande distance de la liste.

On note € i la Nkéme distance autour du point Yj a la fin de ce calcul. Donc on obtient
la valeur
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myc = {(B(yj.ex ;)

A la fin on calcule
m

ed(mu) =1/m 3 g R
=1
On calcule la dimension par la méthode de moindres carrés de la méme fagon que
dans l'algorithme des points centraux.

Les relations entre les g-dimensions du n®Me yoisin et les autres dimensions
généralisées ne sont pas claires. Cependant la conjecture suivante a été énoncée par
Badii et Politi.

Conjecture ; (Badii et Politi)
Soit (t une mesure quelconque sur un support borné de I'espace de phases. On
définit ltération suivante sur la g-dimension du n®™® voisin

qo=1
L A (W) = dqn<ray>(u)

Alors q converge vers la dimension de capacité .

4.7. L'algorithm ken

L'algorithme de Takens a été congu pour le calcul de la dimension de corrélation. Il
peut étre appliqué aussi pour le calcul des dimensions ponctuelles.
Afin de pouvoir appliquer des méthodes statistiques puissantes, Takens introduit
I'hypothése suivante:

Hypothése : Il existe un rayon €0 tel que pour € < €0

deorlit) +
C(e,n)=ac€ , aeR

Des résultats numériques sur certains systémes, comme l'attracteur de Hénon et
l'attracteur de Lorenz, justifient cette hypothése. Mais il y a d'autres exemples, dont
'ensemble de Cantor du tiers median ou cette hypothés® n'est pas vérifiée. Voir
paragraphe 6A.3.

On tire un grand nombre de paires de points. Ces paires sont supposées étre des
variables aléatoires indépendantes. On calcule la distance entre chaque paire de

points, et on retient seulement les distances, qui sont inférieures a € . On obtient un
échantillon de distances {rj} ;-1 M qui sont des variables aléatoires indépendantes
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ayant comme distribution la courbe C( €,(t) c'est & dire

C(e,pn) iy € )dco,(u)

P(r. < €) =
(r, <€) Ceg "5,

Pour estimer dg(t) & partir d'un échantillon {ri} donné, on peut appliquer I'estimateur
de maximum de vraisemblance. (voir p. e. [Fis])
Pour simplifier le calcul on pose r{ = 1/€q , on obtient
v M
deor (K.€g) = (-1/M X In 1)
i=1

et l'erreur standard de cet estimateur est de

(1/ VM) dgo (11.€) ! |
La déduction de cet estimateur est décrite de fagon détaillée dans [Tak2)

Pour la réalisation de cet algorithme il faut prendre quelques précautions:
1) On ne connait pas €0
L'hypothése

deor(it) +
C(e,u)=ace , acR

n'est pas toujours vérifiée.
Donc on ne se réstreint pas au calcul de l'estimateur de la dimension de corrélation
pour un seul rayon, mais on se donne une série décroissante de rayons.

.2) Il faut choisir un nombre de points centraux qui est petit par rapport au nombre de
points de la série temporelle. Méme si on considére la série temporelle {xj} j_1 N

comme série des variables indépendants I'ensemble des distances entre les points ,
(Ixi-%1Yi=1, . N j=1,... N estunensemble de variables aléatoires corrélés. [LT]

Mes résultats numériques montrent que ces corrélations influencent la valeur de
dimension de corrélation, si on choisit m=N (voir chapitre 6B)

Déscriotion d ot

Supposons, qu'on dispose 'd'une série temporelle {x;} i=1,...N -

i) D'abord on tire un nombre de points centraux, parmi les points de la série
temporelle ou indépendant de cette série. On procede de la méme fagon que dans
l'algorithme des points centraux.

ii) On définit une série décroissante de rayons (€} _4 L
On définit pour chaque rayon un compteur ny des distances inférieur a ce rayon et un
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compteur sy des logarithmes des distances.

iii) Pour chaque point de la série temporelle on calcule sa distance a chacun des
points centraux. Aussitot qu'une distance est calculée, on cherche le plus grand rayon
inférieur a cette distance. Pour la recherche de ce rayon on choisit parmi les méthodes
que nous avons mentionnés dans la déscription de I'algorithme des points centraux.

Puis on incrémente le compteur n et on additionne le logarithme de la distance au

compteur sy .
iv) On fait I'addition des compteurs pour obtenir le nombre de distances My inférieur &

€y et la somme des logarithmes de ces distances Sy .
v) On calcule pour chaque rayon un estimateur de la dimension de corrélation

A la fin on choisit un des estimateurs, ou on fait une moyenne pour donner une
estimation de la dimension de corrélation.

Pour accélerer le calcul on transforme tous les points en coordonnées entiers, avant
de calculer les distances.

L'algorithme ci-dessus est différent de la version de I'algorithme proposée par Takens
lui-méme dans deux points

- Takens n'utilise pas la méthode des points centraux, c'est a dire il choisit m=N

- Takens propose de calculer I'estimateur de la dimension pour un seul rayon, au
lieu de le calculer pour toute une série. ‘
Takens n'a pas présenté des resultats numériques de son algorithme. Nous discutons
les effets de nos modifications de I'algorithme au chapitre 6B.

On peut appliquer le méme algorithme pour le calcul des dimensions autour de
chaque point central. Il faut installer des compteurs séparés pour chaque point central.
Il n'est pas évident, s'il' est possible de modifier cet algorithme pour calculer les
dimensions de q-corrélation.

Conclusion :

Nous avons présenté plusieurs algorithmes de calcul des dimensions fractales.
Nous avons précisé et décrit en détail les algorithmes que nous avons programmeés:
L'algorithme, que nous avons baptisé algorithme des points centraux et l'algorithme
de Takens.

Nous pouvons déja donner des champs d'application de ces algorithmes:

- L'algorithme des points centraux est apte pour le calcul de la fonction de dimension
de corrélation

- L'algorithme de Takens peut étre appliqué, si on est seulement intéressé dans la
dimension de corrélation.

- L'algorithme de boxcounting peut étre appliqué pour des attracteurs de basse
dimension, il est indiqué, si on est spécialement intéressé dans la dimension de
capacité.
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Chapitre 5 Erreur et codt des algorithmes
. ESTIMA ' E DES A ITHME

5.0. Introduction

Peu est connu sur lerreur des algorithmes de calcul des dimensions fractales.
Nous résumons d'abord les resultats qui existent. Puis nous présentons une
estimation d'erreur de l'algorithme des points centraux. Ensuite nous calculons le cout
de cet algorithme et aussi le colt de l'algorithme de boxcounting.

Pour donner une estimation d'erreur de l'algorithme des points centraux, il faut
d'abord bien poser le probléme. Souvent on dispose seulement d'un systeme
d'équations différentielles et des observations numériques, qui suggerent l'existence
d'un attracteur étrange. Avec ce renseignement seul on ne peut rien dire sur l'erreur
d'un algorithme de calcul des dimension fractales. Il faut des hypotheses:

Hypothése 1:Un altracteur existe et correspond a ce qu‘on observe numériquement.
Hypothése 2: La fonction de dimension de l'attracteur, qu'on veut calculer, est définie.

Si on veut faire des énoncées sur la vitesse de convergence, il faut en plus une
hypothése sur la forme de courbe de corrélation. Par exemple Takens suppose que la
courbe de corrélation est une droite. Nous donnons une hypothése moins restrictive
au debut du paragraphe 5.1.

Algorithm xcountin

Plusieurs auteurs ont traité la question de sous-estimation du nombre de boites
non-vides. Si la mesure d'une boite est positive, mais faible, c'est a dire de l'ordre 1/N
ot N est le nombre de points de la série temporelle, la probabilité que cette boite ne
contient aucun point de la série temporelle est non-négligeable. Plus fine est la grille,
plus faible est la mesure moyenne des boites, et la proportion de boites qui ont une
mesure positive, mais ne contiennent aucun point de la série temporelle, est
croissante. Cet erreur peut induire une sous-estimation de la dimension de capacité.
Grassberger [Gra2] et Caswell et Yorke [CY] ont déduit une formule heuristique pour
corriger cette sous-estimation.

Les autres sources d'erreur de cet algorithme (voir 5.1.) n'ont pas été étudiés.

Takens a stipulé que la fonction de corrélation est une droite pour des rayons
inférieur a un nombre gy positif. Avec cette hypothése et avec I'hypothése supplémen-

taire que les paires de points ne sont pas correlés, il calcule l'erreur standard de
I'algorithme, voir paragraphe 4.7.
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Algorithm r rger-Procacci

Denker et Keller [DK] ont proposé une estimation d'erreur de cet algorithme, sous
I'hypothése que ia fonction de corrélation est une droite. Cette méthode utilise la
théorie de "U-statistics".
Quant a ralgorithme des points centraux, aucune contribution a l'estimation d'erreur
de l'algorithme n'est @ ma connaissance. Nous présentons ici une premiére tentative.

' 'al . . r

Dans ce chapitre on utilisera des notations simplifiés. On supprime (¢ , ainsi on note
Cq(e) au lieu de Cq(s,u)

dq cor au lieu de dq co(it)

Hypothése 3: Il existe €4>0 tel que v\/eseo
Cq(e)=A+qdqco,- Ine + Y (In€g)
ou \Jf est une fonction de perturbation et 3 KeR , tel que

'n82

max | Y(ne)dine)<K<oo
Ing4,Ineo  Ingy

Cette hypothése est vérifiée pour les attracteurs cantoriens. Pour l'attracteur cantorien

du tiers median ' (In €) est une fonction périodique.
Elle est aussi en accord avec les résultats numériques sur l'attracteur de Hénon,
l'attracteur de Feigenbaum et I'attracteur cantorien asymmétrique (voir 6.3). On dira

dans la suite que la fonction Cq(s) =A+q dq cor ' In € + Y (In €) oscille autour de la
droite A + qdq cor * In €.

Avec cette hypothése on peut partager l'erreur total du calcul de la dimension de
g-corrélation en trois sources d'erreur , que nous décrivons ci-dessous

51.1. S y

1. Erreur par les_oscillations de la fonction de corrélation
On remplace la limite

In C_(€)
lim —3

’ £-0 q 'n €
par la pente de la droite des moindres carrés de la fonction de g-corrélation définie sur
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lintervalle entre le rayon maximal € et le rayon minimal €; . Il faut choisir e4< g .

Habituellement on ne parle pas de la droite des moindres carrés d'une fonction a
domaine de définition continue. Nous rappelons la définition.

Définition : Soit (x) définie sur [x4,xo] . Soit g(x) = ax+b la droite tel que l'intégrale sur

le carré d'écarts entre f(x) et g(x) est minimal.
X2

min = | (f(x)- (ax +b))? dx

X4

g(x) est la droite des moindres carrés de f(x) .

aq cor @St obtenu par la droite des moindres carrés suivante
I €4
min =I(lncq(e)-(q-a'qco,-me+b))2 d (In €)
aq cor' P €L

et on obtient

erry =1dq cor ~9q cor |
On va calculer 'erreur qu'on commet quand on remplace la fonction de corrélation
définie sur lintervalle [€4 , €| ] par les valeurs de la fonction de g-corrélation pour une

série de rayons { €} k=1, ... | en ordre décroissante contenus dans cet intervalle.

Définition : On suppose que
€k
AF = —
‘ E:k+1

est une constante. Nous appelons A8 I'écart des rayons .

Définition :

€,
Dayon =N (—)=LIn A_
c ,

rayon
L

est la longueur du domaine de rayons .

Donc on remplace
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eL

min
ab

(InCyle)-(alne +b))°d(ne)

€4

par la somme
1 L
min = 3 (InCy(e,) - (aln g, +b) )°
ab k=1

Donc

~

OU dq cor est déterminée par

I L
min = 3 (InCqyley) - (q- 8'q cor N g, +b))2
dgcor b k=1

Il est clair que en serrant les rayons, c'est a dire avec Ae =1 la droite des moindres

carrés de la somme approche la droite des moindres carrés de la fonction de
corrélation.

. Erreurs sur | r rrélation
Erreur de la droite des moindres carrés causé par l'erreur qu'on commet en calculant
de fagon numérique la valeur de l'intégrale de corrélation pour cette série de rayons.
Donc . ~
. er3=1d qcor - 9q cor|
ou d g cor est déterminé par .

I L
min =3 (n C'q(ek)-(q-d'q cor g, +b))2
d'qeor: b k=1

On rappelle que C'q(ek) dénote les valeurs des intégrales de g-corrélation obtenus
par la méthode des points centraux.

On considére que I'erreur de calcul total est la somme des trois erreurs
err = erry + ey + errg
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2.1.2. Calcul des erreurs

Nous commengons le calcul des erreurs par la troisiéme source.

Err reél
On compare la pente de la droite des moindres carrés aux valeurs idéales

In Cq(ek) avec la pente de la droite des moindres carrés aux valeurs estimés

D'abord nous calculons linfluence de la variation d'une valeur d'une courbe
quelconque sur la pente de sa droite des moindres carrés. On obtiendra le résultat
surprenant, que cette variation ne dépend pas de la forme de la courbe, mais
seulement des valeurs des abscisses. '

P ition 1: .
Soient données les valeurs d'une fonction f(xk) aux abcisses xy k=1, ... L- Onnote a
la pente de la droite des moindres carrés des points (xy , f(x)) . Alors

1 1
da T T
d ‘(Xk) —1— ; X - <X>2
Ly ¥
Avec les Notations
L
<x>=1/L2 Xk
k=1
L
<f(x) > = 1LZ 1(x)
k=1
on obtient a par la formule
L
1
T k21 X f(x,) - <x><f(x)>
a= T
S 5 2 exs?
’[—k 1Xk <X>

d'ou on obtient l'affirmation en calculant tout droit la dérivée.

Conséquence ; La variation de la pente de la droite des moindres carrés dépend
uniquement des abcisses.
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Corollaire : Soit a la pente de Ia droite des moindres carrés de I'ensemble

{ (xk » H ) k=1,... L - Alors la pente de l'ensemble { (xy , 1(x) + b +cxy )} estde @ +c.
Pour appliquer cette formule a l'algorithme des points centraux on insére

Xk=Inge =Ingy +(k-1)In A,
f(xi) = In Cqfey)

donc
k 1 k 1
43 "f'"Ae+§'"Ae T 7
dinC(e) 1 L 1)2 o 2
L i ¢ 4 °

Linfluence de I'erreur sur une seule valeur d'intégrale de g-corrélation est
- inverse proportionnel au nombre de rayons
- inverse proportionnel & la distance des rayons

Dans la suite nous nous restreignons, pour simplifier le calcul, au cas q=1.C (g) est

donc estimé par le nombre de distances inférieur au rayon €k -

On calcule les distances entre m points centraux et N-1 points de la série
temporelle. On obtient donc les distances de m (N-1) paires de points. Pour simplifier
le calcul on suppose que les distances soient indépendants . Chaque distance a la

probabilité C(g, ) d'étre inférieure au rayon Ek -

Donc le nombre de distances inférieure a €y » qu'on note My, est une variable
binomiale. On peut alors appliquer le théoréme de Moivre-Laplace (voir p.e. [Fis]):

Théoréme : Soit {X,} une suite de variables binomiales, qui peuvent admettre les
valeurs r=0,1,2, ... avec probabilité

. n .
p(X,=n= (r )p' (1-p)"
On considére les variables normés

vy _ X,-np

" /np(ip)

Soit F,(y) la distribution de Ia variable Yn - Alors
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Y x
1 X
lim F (y) = ——J e 2 dx

o J 2

Ce théoréme dit, que pour n grand la variable binomiale X, admet approximativement

une distribution gaussienne avec espérance n-p et une déviation standard de Vnp, si
p est proche de zéro.

-00O

On note le nombre de distances total
Ndist =m (N-1)

On obtient la valeur de Cq(ek) par le nombre My de distances inférieures au rayon g

Cq (€x) = My / Ngigy
On suppose M, << Nyjgy donc la déviation standard de la variable My est de VM,

Au départ on a simplifié par I'hypothése fausse, que les distances des paires de points

soient des variables indépendantes. En fait il y a la plusieurs problémes.

- Si m=1 les paires de points sont fortement correlées, car un des deux points est
identique pour toutes les paires. L'expérience montre, qu'il faut choisir m>>1 (voir
paragraphe 6A.5.1. et aussi 6A.8. pour les résultats numériques).

- Si m=N, les paires de points sont aussi corrélées et I'estimation des intégrales de
corrélation est influencée de facon significative. Voir les résultats numeériques
concernant l'algorithme de Takens du chapitre 6B et les remarques faites au
paragraphe 4.8. . Selon cette expérience il semble &tre meilleur de choisir N>>m.

Pour calculer linfluence des erreurs des intégrales de corrélation sur la pente de la
droite des moindres carrés on suppose, qu'on a cumul des erreurs.
C'est a dire

err(@) = E'I err (In C_(g,)) ————-da
T et TR dn Cy(€)

On a cumul des erreurs, si les intégrales de corrélation sont tous sous-estimés, ou sur-
estimés pour la moitié inférieure des rayons (voir figure 1) . C'est une hypothése trop
pessimiste, mais pas trés loin de la réalité, puisque les intégrales de corrélation sont
corrélés. En plus cette hypothése simplifiéra le calcyl dans la suite.

Par la regle de chaine on a

. d (In C'(g,)) .
er(InC (ey)) = ————— errC (g,)

| dC'(g,)
Puisque C'(ey) = My / Ngjgy et err (C'(g,)) = Wiy / Ngigy
on obtient par insertion dans (2)
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. 1
err(inC (g))=——
v My

inC

AN
4
In

Figure 1 : Influence de I'erreur de la courbe de corrélation sur la pente da la droite des
moindres carrés

Legende :
droite continue : fonction Cq(e) non-perturbée
courbe: C'q(e)

droite pointillée : droite des moindres carrés de C'q(s)

En inserant dans (1) on obtient

err(@ = 2 1 h(k)

ou
k 1

hig o L 2

2
ﬁ'nAe (r-1)
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Donc on a une estimation de la troisiéme source d'erreur de calcul, sous I'hypothése,
que les paires de points soient indépendantes.

Pour diviser cette erreur par deux, il faut multiplier la longueur de la série temporelle
par quatre, en laissant la série de rayons constante.

Nous rappelons le probléme:
La fonction de corrélation a la forme

Cq(e)=A+qdqcor- Ine+ \ (Ing)
Supposons qu'elle est connue sur lintervalle (€], €4]
On note aq cor 12 pente de la droite des moindres carrés de Cq(e). Quel est l'erreur

erry = |aq cor~9gcorl?

On simplifie d'abord les notations
x=Ing
xpg=Ing x4 =In g4

g(x) = Cq(ln €)

et on pose g=1. Le traitement du cas g#1 est analogue.

Il faut calculer
X4
: |
. — 2
min = (g(x)-(dqcofx+b)) dx

d b
q cor %o

oug(x)=dqcorx+ Y (x)+A
Par le corollaire de proposition 1 de ce paragraphe on voit que la différence
l aq cor ~9q cor | ne change pas si on pose A=0 et dq cor =0 - On calcule donc

X4

min =| (Yx)-(3. x+b))? dx
i, .b v
'3 X2
et on obtient erry = 'a‘w .
On note
X4

y = (\[I(x)-(ﬁwx+b))2 dx

X2
On doit resoudre les équations
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di
v _
(1) 55 =°
et
dl
(2) Y o
diw
En resolvant (1) on obtient.
X1
0=2 I b - \p’(x)+5w dx
X2

X4
b=1/x0-x; I iw-\v(x) dx

X2
En resolvant (2) on obtient

X1
0=2] Ay x2 + x (b- (x)) + dx

X2
Il en suit
x4
x ( ' (x) - b) dx
= X2
a\lf - X1
xZ dx
X2
En revenant aux notations de départ cette formule admet la forme
€9
ne(Y(ne)-b)d(Ine)
E
(3) erry = ~
(n€)’d (Ing)
€L

On peut donner une estimation de erryen utilisant I'hypothése 3.
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€1 . €1
fine (Y(ine)-b)d(ine) < fine - Y(ne) d(In€) < Kmax(in €1.Ing)

€L €L
Pour simplifier le calcul on suppose que In€;=0,donconal|ing |= Drayon

et on obtient
Kling| KD K

rayon
.err, < 5 = 5 =

3D, 2

rayon

(ne)f’dine (n€)’d (In €)

€L - Drayon

Conijecture 1: Dans la limite € - 0, l'erreur erry est inverse proportionnel au carré
de la longueur du domaine des rayons.

Pour donner une estimation de erry, nous suggérons le procédé suivant
. *
i) calculer d q cor

ii) estimer \Jf par la formule suivante

ii) En faisant varier €4 et ) on calcule le maximum de erry par la formule (3)

2.2, Cout des algorithmes

Greenside et coll. ont testé la faisabilité de l'algorithme de boxcounting [GPSW],
mais leur travail ne contient pas un calcul de coit de l'algorithme. En plus l'algorithme
a été amélioré depuis. Aucune contribution contenant un calcul de cout d'un
algorithme de calcul d'une dimension fractale n'est & ma connaissance.

5.2.1 Algoritt I int :
Le codt d'un algorithme est composé de deux parties: besoin d'espace mémoire et
temps d'exécution. L'espace mémoire peur étre calculé en bit ou en nombre entiers ou
réels, comme nous le ferons. Le temps d'exécution est exprimé habituellement en
analyse numérique en nombre d'opérations élémentaires. Il faut spécifier de quel type
d'opérations élémentaires il s'agit .
On fera le calcul de coit de l'algorithme des points centraux en deux étapes.

D'abord on calcule le cout d'une exécution en fonction de ses données. Ces données
sont : la dimension de l'espace de phases, la longueur de la série temporelle, le
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nombre de points centraux, le nombre de rayons prévus.
Puis on traite la question quelle sera I'erreur de I'algorithme en fonction de ces
paramétres et quelle est la rélation codt - erreur.

- alaor . '
Espace mémoire ;

i) Un tableau pour le stockage des points centraux . Si d est la dimension de
I'espace des phases, alors le tableau occupe m x d entiers .

ii) Un tableau pour les compteurs des boules autour des points centraux. Si k est le
nombre de rayons considérés, alors ce tableau occupe m x L entiers .

iii)Pour le stockage des rayons et le stockage d'un intégrale de q-corrélation on a
besoin de 2L réels .Aussitét,qu'une intégrale de g-corrélation est calculée, on calcule
sa dimension,et on évite ainsi son stockage.

Par exemple, pour le calcul des dimensions de l'attracteur de Hénon et de I'attracteur
de Lorenz, nous avons utilisé 200 points centraux et 50 rayons, soit un espace de
mémoire d'environ 10000 entiers. Les réels sont négligeables. Les capacités d'un
IBM-PC compatible, environ 32000 entiers ne sont pas épuisés.

Temps de Calcul

m x N distances sont a calculer, et selon I'exemple, souvent la distance est a
comparer aux rayons données. Pour simplifier nous considérons chacune de ces
opérations comme opération élémentaire. (En réalité chacune de ces opérations vaut,
selon nos expériences, en moyenne de 2 & 4 additions.) Doncona 2m x N opérations
élémentaires . Le calcul des dimensions généralisées a partir du tableau des
compteurs est négligéable.

Pour I'attracteur de Hénon, nous avons choisi N=20000 et m=200 donc 8 millions
d'opérations élémentaires qui correspondent a un temps d'exécution de 28 minutes
sur un Olivetti IBM-PC compatible.

’ . -~

L'erreur de calcul dépend essentiellement
- du nombre des distances aux petits rayons (auquel erry est rélié)

- de la longueur du domaine de rayons (a laquelle errg est réliée)

On néglige , au premier temps, la deuxidme source d'erreur. Selon nos expériences
numériques cette source contribue peu A l'erreur total. Pour l'attracteur de Hénon

seulement la quatriéme décimale a été modifiée en passant de Ae =2a A8 =2

Si on fixe le nombre de distances au plus petit rayon, la longueur du domaine de
rayons est une fonction du nombre des distances calculés. Pour examiner cette
relation nous faisons I'hypothése simplifiante, que la fonction de corrélation est une
droite.
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On note
g(_le plus petit rayon
M, le nombre de distances inférieur au plus petit rayon
Ngist = m - N le nombre de distances total

Ona
: M,
(1) Cole) =5— ‘
ot Ndisl
door
. . EL
(2) Cqyle)) = Cq(€1)[ = ]
1
En insérant (1) dans (2) on obtient
chI M
€L L
(3) [—— ) =
€1 Ndisl Cq (8‘)
| INN,_ +InC_.(g,)-In M
(4) Drayon =Ing,-Ing_ = = d hik -
cor

La longueur du domaine de rayons est inverse proportionnel a la dimension de
corrélation de l'attracteur.

Pour doubler la longueur du domaine de rayons il faut, a peu pres, élever au carré le
nombre de distances calculés.

De équation (4) on peut tirer aussi des conclusions comment la troisiéme source
d'erreur dépend des autres paramétres

Pour commenter cette formule remarquons d'abord, que dqq fait partie de la condition
du probléme.

On considére que In Cq(e,) fait également partie de la condition du probléme. Fixer le
plus grand rayon €4 trop grand introduit une quatrieme source d'erreur: On observe

que la pente de la courbe de corrélation diminue, parce qu'on a dépasse la taille de la
structure fractale de l'attracteur. Les quantités M| ( nombre des distances au plus petit

rayon) et Ngist (nombre de distances total) peuvent étre variés. Le cout du calcul est
proportionnel & Ngjst-

A un cout de calcul constant, on peut diminuer erry en augmentant errg. Il est
relativement peu couteux de laisser tendre errg vers 0. En fixant errq, errg est inverse
proportionnel a la racine du cout. En fixant errg , erry est, selon la conjecture 1 du
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paragraphe 5.1., inverse proportionnel au logarithme du coGt . Pour un coit fixe on
cherche & minimiser erry + errg . Si l'erreur tolérée est tres petit, errq est le terme

dominant et donc l'algorithme devient trés couteux.
Nous avons négligé erro dans ce raisonnement, d'abord parce que, selon nos

expériences, il est peu couteux de laisser converger err, vers 0, en diminuant Ae , et
parce nous n‘avons pas trouvé un algorithme simple pour calculer errs .

lgori X i
Espace mémoire

Notations: ‘
d dimension de l'espace des phases

ne lalongueur de la grille en unités de longueur des boites

Le tableau des compteurs des boites de la grille, qui recouvre l'attracteur, contient ngd
nombres entiers ou booléens.
Temps de calcul

‘Les coordonnées de N points sont tranformées en coorndonnées entiers, cela
demande d multiplications de nombres réels par point. Le temps de calcul pour

I'addition des compteurs est proportionnel au nombre des boites de la grille, et dépend
du choix de la série de rayons, pour lesquels on calcule la capacité ou I'entropie. Soit

L le nombre de ces rayons, alors on a au plus L- ned additions de nombres entiers.

Pour simplifier on considére la multiplication des réels et I'addition des entiers comme
opérations élémentaires. Donc on a

K'nﬁd +d'N opérations élémentaires.
Selon 'exemple choisi le premier ou le deuxiéme terme peit étre le plus important.
Exemples:
E m ir :
Habituellement on considére ne = 100 comme juste suffisant pour un calcul des
dimensions fractales. n¢ = 1000 serait mieux.

Pour l'attracteur de Hénon (d=2) le tableau de compteurs occupe un espace mémoire
de ned = 104 nombres booléens ou entiers, ce qui ne dépasse pas I'espace mémoire

d'un IBM-PC compatible. Si on veut atteindre ne =1000, il faut economiser de l'espace
mémoire, par exemple par la,méthode de Grassberger [Gra2].
Pour l'attracteur de Lorenz (d=3) , si on pose ne = 100 , on obtient nEd = 106 ot

seulement des trés grands ordinateurs peuvent offrir autant d'espace mémoire. La
méthode de Grassberger pourrait apporter un reméde, mais n'a pas encore été essayé
sur cet exemple.
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10% opérations élémentaires sont exécutés en environ 15 minutes sur un micro-
ordinateur IBM-PC compatible et devraient étre suffisants pour obtenir des bons
résultats pour les deux exemples. '

Tem ‘exécution 'algorithm i ntr
quelques exemples
nom de l'attracteur N m Ythéor lexec

[opérations [sec]
élémentaires]

Cantor 10000 200 2- 106 609
Henon 20000 200 8106 944
Légende

tihéor NOmbre de opérations élémentaires selon la formule de paragraphe 6.2
texec temps d'exécution de l'algorithme des points centraux

Par rapport au nombre d'opérations élémentaires le calcul est plus rapide pour
l'attracteur de Hénon, parce que le plus grand rayon a été choisi plus petit et parce
qu'on a besoin en moyenne de moins de comparaisons pour trouver le plus grand
rayon auquel la distance est supérieure.

Conclusion : On a vu que, si les hypothéses du début du chapitre sont données,
lalgorithme des points centraux converge. :

Pour la dimension de corrélation, on a obtenu une idée, comment colt de calcul et
erreur sont réliés. Nous sommes convaincus, qu'on peut montrer la convergence du
méme algorithme pour toute dimension de q-corrélation, en modifiant I'argumentation.
De fagon similaire on devrait pouvoir montrer la convergence de l'algorithme de
boxcounting vers la fonction de dimension d'information.
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6. RESULTATS NUMERIQUES ; SYSTEMES DISCRETS
6A. ALGORITHME DES POINTS CENTRAUX
6A.0. Introduction

La premi¢re tache était de voir, si I'algorithme des points centraux marche et quels
sont ses résultats sur des différents exemples en utilisant le micro-ordinateur, que
nous avions a notre disposition. Quelques unes des détails de I'algorithme ont été
rajoutés aprés des premiers expériences.

Nous avons dessiné des courbes de corrélation (voir paragraphe 6A.4.). Ces
dessins ont été la motivation pour I'hypothése sur la fonction de corrélation, qui est au
début du calcul d'erreur de l'algorithme des points centraux (voir paragraphe 5.1.)

Nous avons testé la convergence des courbes de corrélation en augmentant le
nombre de points de la série temporelle, ou le nombre de points centraux. Nous
n‘avons pas élaboré une méthode de quantifier cette convergence, les dessins sont
donc indispensables.

Nous avons calculé les histogrammes des valeurs numériques des dimensions
ponctuelles autour les points centraux.

Nous avons calculé la fonction de dimension de g-corrélation pour un attracteur
cantorien asymmétrique et pour l'attracteur de Hénon.

Nous avons choisi pour les expériences numériques de ce chapitre des exemples
simples d'itérations discrétes. Le cas des systémes dynamiques continus pose des
problemes de calcul supplémentaires et est donc remis au chapitre 7.

Plan du chapitre

Au début nous indiquons l'ordinateur et le langage utilisé, et quelques détails
techniques des algorithmes, qui dépendent du matériel. Puis on donne quelques
notations utilisés au chapitre 6 et 7. Aprés on présentera les résultats numériques.
Nous avons ajouté beaucoup de dessins, pas seulement pour donner une meilleure
idée des phénnménes observés, mais aussi parce que certains constatations et
observations ne sont pas encore quantifiés.

6A.1. Détails technigues du calcul

Tous les programmes sont écrits en Pascal, les résultats ont été obtenus en partie
sur un microordinateur Micral, en partie sur un Qlivetti IBM-PC compalible. Les points
de la série temporelle ont été calculés en double précision en nombres réels (15
décimales), puis transformés en entier simple longueur (entre 215 ¢ 215).

Tous les résultats numériques de la partie 6A et du chapitre 7 ont été obtenus par
l'algorithme des points centraux, les résultats de la partie 6B ont été obtenus par
lalgorithme de Takens.

Genéralement nous avons calculé trois dimensions fractales différents par exécution:
la dimension de corrélation, la dimension d'information et la dimension de capacité,
que nous avons estimée par la dimension de -1-corrélation. Nous n'avons jamais
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exécuté l'algorithme de boxcounting.
Nous avons choisi la norme || Ily (somme des différences des coordonnés), parce

qu'elle était plus rapide & calculer que la norme || ||oo (Maximum des différences).
Sauf cas contraire, la série des rayons est telle que:
€k =12 Cret -

i

Les compteurs du nombre de points dans chaque boule sont des entiers. Si on
dépasse I'entier maximal pour la longueur de la série temporelle, il faut prendre des
précautions. On peut par exemple définir soi-méme des entiers de double longueur et
définir les opérations pour ce nouveau type d'entier, mais cela coute plus cher en
espace mémoire et ralentit le calcul.

hoix in ntr.

Dans certaines exécutions les points centraux ont été choisis parmi les points de la
série temporelle, dans les autres exécutions les points centraux ont été d'abord
choisis, et aprés le dernier point central, nous avons commengé l'enregistrement de la
série temporelle.

Nous avons utilisé comme générateur de hasard pour le choix des points centraux
pour la plupart des exécutions I'horloge du micro-ordinateur. L'inconvénient est, que
le générateur de hasard est appelé plusieurs fois pendant la méme exécution, en des
delais de temps tres courts. Donc le nombres de hasard risquent d'étre fortement
correlés. Dans les exécutions les plus récentes nous avons utilisé le générateur

Yn+t1 =3.87 "y, mod 1

Il faut donc entrer le premier numéro du générateur de hasard, les numéros de
hasard suivants sont générés par cette équation. Cette procédure a l'avantage d'avoir
des résultats strictement réproductibles .

Par le fait, que les coordonnées de chaque point ont été transformées en
coordonnées entiers, les distances sont aussi des nombres entiers. Cela induit un
erreur de discrétisation pour les petits rayons. Les boules autour des points centraux
aux petits rayons ne sont pas bien centrées, a cause de la discrétisation du systéme
de coordonnées.

La boule de rayon 0 autour du point central contient une boite de longueur 1.

Si la dimension de I'espace de phases est de 1, la boule de rayon 1 contient 3 boites
de longueur 1, la boule de rayon 2 en contient 5 et ainsi de suite. Dans ce cas, il est
facile d'ajouter un facteur de.correction de rayon au calcul, si on ne tient pas compte
du fait que les boules sont décentrées. Si la valeur numeérique du rayon de la boule est
de 1, la boule a en réalité un rayon de 1+0.5 . '

Ce facteur de correction est juste pour toute dimension d'espace des phases, si on

utilise la norme || ||oco (NOrme du maximum). Pour tout autre norme le facteur de

correction dépend peut-étre de la dimension de I'espace des phases, mais nous
n'avons pas resolu ce probléme. Dans nos calculs nous n'avons pas tenu compte des
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boules d'un rayon inférieur a 8 . Nous n'avons pas ajouté de facteur de correction.

x = point central

La surface en pointillée est la vraie boule de rayon 1 (norme || ||4) autour du point

central.
La boule de rayon 1 dans le systéme de coordonnées entieres comprend les 5 carrés
dessinés.

Dans les exemples présentés dans ce travail les courbes ont souvent la méme allure
pour le graphe de I'entropie et le graphe de capacité, calculé par le biais de la
corrélation d'ordre -1. Dans ces cas nous présentons une courbe, si les courbes ont
des différences importantes, on lindiquera.

6A.2. Notations
N dénote le nombre de points de la série temporelle
m dénote le nombre de points centraux

Dans les descriptions des expériences, pour indiquer la valeur du rayon d'une boule,
nous n'utilisons pas les coordonnées en valeurs entiers, mais un autre systéme de
coordonnées. On obtient ces coordonnées par une transformation des coordonnées
de l'espace des phases, telle que la différence entre maximum et minimum de chaque
coordonnée est de 1/n ou n est la dimension de l'espace des phases. Pour des
exemples, ol les bornes de l'attracteur ne sont pas connues, nous avons estimé les
bornes. '

Exemple: pour l'attracteur de Hénon nous avons estimé les bornes comme suit

Soient P=(x1,y1) et Q=(x2,y2) deux points de la série temporelle en coordonnées de

I'espace des phases: La distance en coordonnées transformées est de
dist(P,Q) = !x4-yol/5.2 + |y-yo|/1.56
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g4 = 1/2 par défaut. Si ce n'est pas indiqué autrement, la série est choisie telle que

4
Bk = V2" €y -

L* lindice du plus petit rayon utilisé pour le calcul des dimensions de corrélation a
coéfficient q positif .

L~ lindice du plus petit rayon utilisé pour le calcul des dimensions de corrélation a
coéfficient q négatif

Lmax lindice du plus grand rayon utilisé pour le calcul de tous les dimensions de

g-corrélation, Ly = 1 par défaut.

Le plus petit rayon est calculé de fagon différente pour le calcul de dinf(iL,) et de

d_qcorlity) d'une part et de d /(i) d'autre part. Pour le calcul de dgq((t,) on ne

considére que les rayons pour lesquels il existe au moins 50 paires de points dont la
distance est inférieure a ce rayon. Pour le calcul de djn¢(it,) et de d_y corlity), on

calcule le plus petit rayon, tel que pour chaque point central on a trouvé au moins une
distance inférieure a ce rayon. Le maximum entre ce rayon, et le plus petit rayon pour
le calcul de la dimension de corrélation sera le plus petit rayon pour le calcul de la
dimension d'information, et les dimensions de g-corrélation a coéfficient g negatif.

| ‘attr r
En outre des exemples présentés dans paragraphe 4.3. on utilise dans ce chapitre

les exemples suivants.

Attr r rien iers median d' nction unimodal
L'ensemble de Cantor est I'exemple type d'un ensemble fractal. Soit x,, la suite réelle
suivante :

XO =0 X1 =1
Xpeq = Xp + 1 - (1/3)1+1
ot i est tel que x, € [ (2/3)-(1/3)1, (1/3)']

Les points de cette suite sont situés sur I'ensemble de Cantor du tiers médian .
L'itération vérifie la condition d’homothétie suivante:

u[a,.ana‘i ]= o
ol a=2bj 31 et bj € (0.2} .

On sait que dans cet exemple, pour toute valeur q, d(q +1) inf(t) = dq cor(tt) =In 2 /In 3.
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i le [Cos]
Soit x, la suite réelle suivante :

X0=0 xq=1
Xna1 = (341 x + 1
ou i est tel que x,, € [ (2/3)(1/3)}, (1/3)i]

Les points de cette suite se situent sur un ensemble de Cantor. Cet ensemble est
construit de la fagon suivante: Au départ on enléve de lintervalle [0,1] le morceau
entre le tiers gauche et le quart & droite. Ensuite on laisse sur lintervalle gauche le
quart gauche et le tiers droit. Sur l'intervalle droit on laisse le tiers gauche et le quart

droite. (figure 1) L'intervalle droit et l'intervalle gauche ont la méme mesure.

Figure 1 Attracteur cantorien asymmétrique

Altracteur de Lauwerier ; Le systéme d'équations suivant a été étudié par Lauwerier
[Lau] & cause de sa ressemblance visuelle avec I'attracteur de Hénon et parce que

d'importantes propriétés sont connues.

Yn+1 =4yn (1 “Yn) b=1/3

Cet attracteur (figure 2) posséde une mesure invariante pour presque tout point de
départ dans l'intervalle [0,1] x [0,1], par rapport & la mesure de Lebesque. Mais on ne
peut pas appliquer le théoréme de L.S. Young sur la relation entre dimension fractale,
entropie et coéfficients de Lyapunov (voir paragraphe 3B.4 ), car litération n'est pas

reversible. Les exposants de Liapunov sont Ay=In2et Ao=-In2 b1

Selon la conjecture de Kaplan-Yorke[FKYY], on obtient
dinf=1-Xy/Xp =1+I2/(n2+Inb ") =1.3868 ...
mais il n'est pas démontré que cette formule s'applique sur cet exemple.
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Xn+1 =X Xp +¥p
Ynet =Xp+ X lypl-1

Figure 2 : Attracteur de Lauwerier

Altracteur de Thibault ; L'attracteur étudié par Thibault [Thi)(figure 3) est un ensemble

limite d'un systéme d'équations linéaires par morceaux. Contrairement & l'attracteur de
Hénon ou de Lauwerier, le flot n'est pas différentaible dans tous les points.

)\:‘/-2-' x=0.3

Cet attracteur a aussi des lignes critiques.
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......

Figure 3 : Attracteur de Thibault
5A.4. Etude de [a f ! Slall

Dans ce chapitre nous présentons des exemples de "fonctions de corrélation”, qui
ont des péculiarités différentes. Malheureusement une expression analytique des
fonctions de corrélation n'existe pour aucun des exemples. Donc ce que nous
montrons sont des courbes de corrélation, dont on va vérifier ultérieurement par calcul
numérique, qu'ils approchent bien la fonction de corrélation. Lorsque tout calcul
analytique de I'écart entre la courbe de corrélation, qu'on obtiendra par nos calculs et
fonction de corrélation part des hypothéses, qui ne sont pas entiérement vérifiées (voir

Chapitre 5), un reste de incertitude reste sur la vraie allure des fonctions de
corrélation.

Les dessins des courbes de corrélation ont été obtenues sur une table tragante
Benson .

6A.4.1. Un cas ou tout semble aller bien

Attracteur de Hénon (voir paragraphe 4.3.)

On ne connait pas la valeur exacte des dimensions fractales de l'attracteur de

Hénon, on ne sait méme pas s'il s'agit d'un attracteur étrange. On ne peut comparer
qu'avec des résultats numériques, obtenus par d'autres auteurs.
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Nous avons calculé la dimension de capacité (figure 4), la dimension d'information
(figure 5) et la dimension de corrélation (figure 6). La courbe de corrélation approche
bien une ligne droite, dont la pente diminue de fagon significative pour le rayon
sui)érieur a 23 Dans les calculs, qui suivent, nous avons fixé le plus grand rayon a
2"

Constatations :

- Les trois courbes de corrélation, pour g=1, g=-1 et la dimension d'information,
approchent une ligne droite, avec une précision étonnante.

- Pour des rayons de l'ordre de la taille de l'attracteur la pente de la courbe de
corrélation commence a diminuer. Donc il faut écarter ces rayons.

- Rien n'indique un changement de la pente de ces courbes en laissant tendre Ing

vers -00,

De nombreux chercheurs ont conclu que l'allure théorique de la courbe de corrélation -
d'un attracteur étrange est toujours une droite. Cette opinion est fausse, comme on
verra dans I'étude d'un attracteur cantorien ci-dessous.

In N
%
\-w
Figure 4 : Attracteur de Hénon: In€
La courbe de capacité
N =20 000 m =200

Série de rayons: A =z
Tous les 5 rayons un symbole a été dessiné
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8 3

He

S —

Figure 5 : Attracteur de Hénon: Ine
La courbe d'entropie (par l'algorithme des poins centraux)
méme calcul que pour figure 4

T 23

In C(g).

In €

Figure 6 : Attracteur de Hénon:
La courbe de corrélation
méme calcul que pour figure 4
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5A.4.2. Oscillations dans | bes d slati

ier i ' ion unimodal
Cet attracteur (voir 6A.2) est I'exemple type d'un ensemble fractal. .
On sait que dans cet exemple, pour toute valeur q, d(q +1) inf(t) = dq cor(it) =In2/In 3.

Constatation : (voir figure 7)

- La courbe de corrélation n'est pas une droite.

Pour un ensemble de Cantor symmétrique il faut s'attendre & obtenir des oscillations
périodiques autour d'une droite [FSS].

In C(€) e

In€

Figure 7 : Attracteur cantorien symmétrique:
La courbe de corrélation
N =10 000 m = 200

Série de rayons: A =7
Tous les 5 rayons un symbole a été dessiné
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Proposition : Il existent des attracteurs, dont les courbes de q-corrélation ont des
plateaux.

Démonstration ;. On considére un ensemble de Cantor, défini sur lintervalle [0,1], ou
au lieu d'enlever les tiers médians, on enléve les deux quarts médians. Pour cet
ensemble il n'existe aucune paire de points ayant une distance supérieure a 1/4 et

inférieure & 1/2. De méme, pour tout ieN il existe aucune paire de points tel que 41 <
distance <2 - 471,

On considére l'attracteur, qui admet cet ensemble comme ensemble limite (un tel
attracteur existe, voir paragraphe 3A.4). L'intégrale de corrélation est le méme pour un

rayon € quelconque de lintervalle [1/4, 1/2}, il en est de méme pour tout intervalle
(47,247, ieN.

Nous avons calculé et dessiné la courbe de corrélation de cet ensemble cantorien.
Nous avons crée une série temporelle qui est distribuée de telle maniére sur
I'ensemble, que chaque intervalle du méme ordre i (voir paragraphe 3A.3) a le méme
nombre de points. Puis nous avons calculé la courbe de corrélation (figure 8).
L'existence des plateaux dans la courbe de corrélation correspond a la proposition
ci-dessus.

In C(g) /

Ing

Figure 8: Ensemble cantorien des deux quarts medians:
La courbe de corrélation
N = 16384 m =100

Série de rayons: A = 42
Tous les 4 rayons un symbole a été dessine.
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Attracteur de Feigenbaum (voir 4.3.)

On a démontré [Lan], [Eps], que l'attracteur de Feigenbaum est un ensemble
Cantorien. On ne connait pas la forme géométrique précise de l'attracteur, mais on a
des informations assez précises sur sa structure, quand I'échelle tend vers 0 (voir
[Fei]). Ces informations sont suffisantes pour donner une estimation analytique de ses
dimensions. Grassberger et Procaccia [GP] obtiennent ainsi’

DIM(A) = 0.538...

dinf(it) = 0.5170...

0.4926 < dgpl(t) < 0.5024

Nous avons calculé les dimensions fractales de cet attracteur et nous avons
dessiné la courbe d'entropie (figure 9)

Constatation ; La courbe d'entropie montre clairement des oscillations autour d'une
droite. Contrairement & l'attracteur cantorien il n'est pas possible de reconnaitre une
période dans les oscillations.

He

v
o
7
Ve

Figure 9 : Attracteur de Feigenbaum:
La courbe d'entropie (par l'algorithme des points centraux)
N =10 000 m = 200

Série de rayons: A =z
Tous les 4 rayons un symbole a été dessiné
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2

Les courbes de corrélation présentés ci-dessus, sont elles bien proches des
fonctions de corrélation? Pour repondre a cette question, on va d'abord faire varier le
nombre de points centraux, en laissant constant la longueur de la série temporelle.
Quand en augmentant le nombre des points centraux la courbe de corrélation semble
avoir admise une courbe limite, on augmente la longueur de la série temporelie, en
laissant le nombre de points centraux constant.

Si alors l'allure de la courbe de corrélation semble admettre une fonction limite, on
suppose, que cette limite est la fonction de corrélation.

A5.1. A niati n [ i X
Etant donnée une série temporelle, dont la longueur reste fixe, on choisit au hasard
un certain nombre de points centraux. En augmentant ce nombre, on observe les
variations des courbes de corrélation .
On a calculé la dimension de corrélation généralisée aux coéfficients -1 et 1 et la
dimension d'information d'un attracteur par la méthode des points centraux. On se fixe
une série croissante {my} k=1, ..., kmay du nombre des points centraux. Le nombre de

points de la série temporelle reste fixe. On choisit d'abord les mqy premiers points
centraux, puis on rajoute mo-my points centraux et ainsi de suite. Pour chaque
nombre my de points centraux nous avons calculé les courbes de corrélation et les

dimensions fractales.
(figures 10 (Attracteur de Hénon), 11 (Attracteur cantorien du tiers median), 12
(Attracteur de Feigenbaum), 13 (Attracteur de Lauwerier))

Constatation ;

Pour tous Jes exemples on observe un gain de précision, en augmentant le nombre de
points centraux. Les courbes de corrélation pour chaque coéfficient semblent
converger vers une courbe limite, & la quelle on devrait étre trés proche avec 100 ou
200 points centraux. Pour I' attracteur cantorien et pour l'attracteur de Feigenbaum la
courbe limite semble osciller autour d'une droite. Il serait souhaitable de poursuivre
cette expérience pour des nombres de points centraux encore plus grands, au moin$
pour la dimension de correélation. .
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He A

Ine

Figure 10  Attracteur de Hénon

Les courbes d'entropie (par l'algorithme des points centraux) en variant le nombre de
points centraux

N =20 000

Points centraux: 4 =1 X =5 =20
0O =50 ©=100 =200

Série de rayons: Ae =42 Tousles5 rayons un symbole a été dessiné.
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Chapitre 6

Ine

Figure 11 Attracteur cantorien du tiers median
Les courbes de corrélation en variant le nombr

N =10 000
Points centraux:

e de points centraux

-I—:l )(:5 ¥ =20
0O =50 ¢©=100 =200

Série de rayons: As =N2 Tousles5s rayons un symbole a été dessiné.
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In C(€) s

Ine

Figure 12  Attracteur de Feigenbaum:

Les courbes de corrélation en variant le nombre de points centraux
N = 10 000 .

Points centreaux: 4 =1 x=5 3 =20
O=50 ¢o=100 3 =200

Série de rayons: Ag = 42’
Tous les 4 rayons un symbole a été dessiné.
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Figure 13 Attracteur de Lauwerier :
Les courbes de corrélation en variant le nombre de points centraux

N =20 000 .
Points centraux: 4
a

| X =9 =20
SO0 O =100 3 =200

Série de rayons: A= 443
Tous les 3 rayons un symbole a été dessiné.
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sAED A \ation de .| ' la série temporell

En plus de la question de convergence des courbes de corrélation on va traiter la

question suivante

- Est-ce que la prolongation du domaine de rayons donne des informations
nouvelles, inattendues sur la structure fine de l'attracteur?

"

Nous avons calculé les dimensions de corrélation avec les paramétres let-1etla
dimension d'information par la méthode des points centraux. L'ensemble des points
centraux, choisi une fois pour toute l'expérience, reste fixe. Nous avons choisi une
série croissante {Ny} k=1,... . kpax de nombres de points de la série temporelle. Nous

avons compté le nombre de points de la série temporelle dans chaque boule autour
de chaque point central, d'abord pour les premiers N4 points. Nous avons calculé les

courbes de corrélation, puis nous avons continué a compter, pour les No - Ny points

suivants. Nous avons ensuite calculé le nombre de points dans chaque boule, calculé
les courbes de corrélation pour les premiers No points et ainsi de suite.

Le rayon, le plus grand reste le méme pour tous les nombres de points de la série
temporelle. Les indices des plus petit rayons L+ et L™ sont récalculés pour chaque
nombre Ny . Les figures 14 & 15 montrent les résultats pour l'attracteur de Lauwerier

et de Thibault ( voir paragraphe 6A.6.2) .

L'augmentation de la longueur de la série temporelle permet d'allonger le domaine de
rayons. Les résultats deviennent donc plus fiables. Il serait souhaitable d’augmenter
encore la longueur de la série temporelle, mais cela entraine des difficultés
supplémentaires de programmation et une augmentation du colt de calcul, voir
paragraphe 6A.1.

Nous n'avons pas fait cette expérience pour les attracteurs des itérations
unidimensionelles, parce que pour ces exemples le domaine de rayons est limité par
la discrétisation des coordonnées.
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Ine

Figure 14  Attracteur de Lauwerier
Les courbes d'entropie en variant la longueur de la série temporelle

Série temporelle : + =1000 X =4000
» = 8000 =16 000 ¢ =32000
m =200

Série de rayons: A e = N2 Tousles 3 rayons un symbole a été dessiné.

143



Chapitre 6 Résultals numériques : systémes discréls

InN

In€

Figure 15  Attracteur de Thibault :
Les courbes de capacité en variant la longueur de la série temporelle

Série temporelle : + =1000 X =4000
> = 8000 O=16 000 O =32000
m =200
Série de rayons: A = 42

Tous les 3 rayons un symbole a été dessiné.
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A6, Résul . is dimensions : différent |

Nous avons calculé la dimension de capacité( par la dimension de -1-corrélation), la
dimension d'information et la dimension de corrélation pour des différents exemples .

Attr r
N m dicor dinf Yeor tdim
20000 200 1.27 1.24 121  16min
ref:[GP], 1.28 1.26 1.21
[Gra1],[Gra2]

Grassberger [Gra2] 1.28
_ Russel et coll. [HOR] 1.26
Giorgilli et coll. [Gio] 1.27
Caswell et Yorice [CY)] 1.26
Arneodo et coll. [AGK] 1.26 124 120
d.1 cor dinf  deor
Grassberger [Gral] 1.29 126 1.23
Paladin et Vulpiani [PV]  1.20
I Igorithm
Badii et Politi [BP] 1.27
Grassberger et Procaccia 1.21
[GP]

Quant au calcul de la dimension fractale par les coéfficients de Lyapunov, avec la
formule

Grassberger et Procaccia, Russel et coll. et Caswell et Yorke ont obtenu tous 1.26
comme valeur.

La relation DIM(cw(x)) < djpflit,) < dcor(ity) est vérifiée. tgin est le temps de calcul

pour obtenir la dimension, qui ne comprend pas le temps de calcul pour obtenir la
serie temporelle .

Attention : Il est habituel de donner une estimation d'erreur de la dimension calculée
en utilisant les écarts de la droite des moindres carrées, qui interpole la courbe de
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corrélation. Cette méthode cache linfluence de certaines erreurs systématiques qui
apparemment sont la plus grande source d'erreurs dans ces calculs.

i rrélati r_les valeur
T : fractal

Pour l'attracteur cantorien du tiers median on a étudié la dépendance de la valeur
numérique de la dimension de corrélation en fonction du plus grand et du plus petit

rayon. Pour ce calcul on a utilisé une série de rayons { 21 2'L} ,LeN. Le nombre
de points total est égal a N=104, et le nombre de points centraux a m=100. Nous
avons fait varier L entre 2 et 13. Les résultats obtenus sont présentés dans la figure 16.

On comprend bien les oscillations des résultats numériques pour la dimension fractale
autour de la valeur théorique, si on les compare avec les oscillations de la courbe de
corrélation du méme attracteur cantorien (6A.3, fig. 7)
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figure 16 Attracteur cantorien du tiers median
la valeur de la dimension de corrélation en fonction du rayon minimal

Avec des rayons de la forme 3k (correspondant a I'homothétie interne de
'ensemble de Cantor), on obtient des résultats de meilleure qualité, par exemple avec
104 points et 100 points centraux, on a obtenu dgq(f1,) = 0.630.

146



Chapitre 6 Résultats numériques : systémes discréts

Attracteur de Feigenbaum
Reésultats :
N m : dicor dinf deor
104 200 0.584 0.534 0.503
valeurs théoriques 0.538... 0.5170... 0.4926 < dgq, < 0.5024

L'écart entre résultat numérique et valeur théorique pour la dimension de capacité est
inquiétant. On verra dans paragraphe 6A.7. que les valeurs numériques des
dimensions ponctuelles varient énormement. Peut - étre on a un nombre de points
centraux trop petit.

Attracteur cantorien asymmeétrique: (& comparer paragraphe 6A.6)

q -1 dipf) 1
dq +1inf(() .5605 .5578 .5553
(valeurs théoriques)
dq cor(it) 561 559 557

(valeurs numériques)

L'accord entre résultats théoriques et résultats numériques est excellent.
A.6.2 Itérations bidimensionell n ign riti

Attracteur de Lauwerier ; Selon la conjecture de Kaplan-Yorke[FKYY], on obtient

dinf=1-X/Xo =1+In2/(In2 + Inb") = 1.3868 ...

mais il n'est pas démontré que cette formule s'applique sur cet exemple.
Résultats ; (N=32000 m=100)

dimension de capacité:  1.32

dimension d'information: 1.22
dimension de corrélation: 1.10

Bien que point de vue optique cet attracteur ressemble a l'attracteur de Hénon, les
résutats numériques pour les dimension fractales sont différents.

Il faut considérer les résultats avec précaution. En effet, la valeur de la dimension
fractale augmente, si on tient compte seulement des plus petits rayons.

Observation : La pente de la courbe de corrélation augmente pour les rayons les plus
petits (voir figure 17). ,
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Ing

Figure 17 Attracteur de Lauwerier :
La courbe d'entropie (par 'algorithme des points centraux)
N =20 000 m = 200

Série de rayons: A = W2

Tous les 5 rayons un symbole a été dessiné

Pour vérifier cette impression, nous avons divisé la série de rayons en quatre
domaines: les dix plus grands rayons, les dix suivants et ainsi de suite. Nous avons
calculé la pente de la ligne des moindres carrés interpolant les courbes de corrélation
sur chacun de ces domaines.
On note

Lmax lindice du plus grand rayon du domaine

Lmin lindice du plus petit rayon du domaine
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N=20000 m =200
Lmax Lmin DIM dinf deor

11 1.1 1.08 1.05
11 21 1.33 1.20 1.05
21 35 1.47 1.35 1.14
35 43 1.26

On rappelle que € N €ke1 -

Par exemple, si Lijin - Lax = 10 , alors €L min / ELmax = 225 o, 565

Il ne faut pas s'attendre a des résultats précis avec des domaines de rayons tellement
réstreints. Les résultats obtenus sont conformes a l'observation que la pente des
courbes de corrélation augmente vers les petits rayons.

Le domaine de rayons n'est pas assez large pour donner une convergence claire des
valeurs estimées des dimensions fractales vers des valeurs limites. Ces difficultés sont
probablement dues a l'existence de lignes critiques (pour la définition de lignes
critiques voir Cathala [BC].) Donc toute conclusion sur la vraie valeur des dimensions
fractales est précoce.

aux coéfficients g différents
Considérons lintersection de I'attracteur avec la ligne
y=¢c O<c«<l1
C'est un ensemble de Cantor. Le sous-intervalle droit et le sous-intervalle gauche de
chaque intervalle n'ont pas la méme longueur. Considérons la mesure d'une bande

autour de cette ligne. Soit Ic[0,1] un intervalle. Nous posons

Voll) = lim (I x [c-e,cre]) / €
€-0
He) =vel) /v [0.1]
On suppose, que pour tout coefficient q
dq inf() = dq inflte) + 1

ou (« est la mesure invariante sur l'attracteur de Lauwerier. Il faut alors s'attendre a ce
que la dimension généralisée de l'attracteur varie avec le coefficient q. La taille de ces
varaitions dans les résultats numériques est tout de méme étonnant.

Attracteur de Thibault ; Contrairement a l'attracteur de Hénon ou de Lauwerier, le flot
n'est pas différentaible dans tous les points.
“Cet attracteur a aussi des lignes critiques.
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Résultats : (N=20000 m=200)
dimension de capacité: 1.48
dimension d'information: 1.36
dimension de corrélation: 1.30

N=20000 m =200
Lmax Lmin DIM dint dcor

5 15 1.61 1.36 1.29
15 25 1.29 1.33 1.26
25 33 1.64 1.44 1.29
33 43 1.38

Comme dans le calcul pour I'attracteur de Hénon, nous avons enlevé quelques trop
grands rayons avant le calcul de la droite des moindres carrés. Comme pour
I'attracteur de Lauwerier, les résultats numériques sont a considérer avec précaution.
La pente de la courbe de corrélation varie selon le domaine de rayons, en particulier
pour la dimension de capacité. Il faudrait élargir le domaine de rayons total pour avoir
des résultats plus fiables.

6A.7. Calcul de la fonclion dq cor

Pour l'attracteur cantorien du tiers median la fonction de g-corrélation est une
constante. Ce n'est pas le cas pour l'attracteur cantorien asymmétrique introduit dans
paragraphe 6A.3. . On peut calculer les valeurs exactes des dimensions fractales de
cet attracteur, en appliquant les formules pour les dimensions fractales de la
transformation du boulanger (paragraphe 3A.3. ). Selon la formule de Grassberger
pour la dimension de g-information on a

(1-q) dq int(1t) (1-q) dg jni(10)
1=p'X e (1) an

ou p=1/2 X=1/3 et ¥ =1/4 pourcetexemple.
Si on pose q=2, on obtient pour la dimension de corrélation

4 = 3dcor(u) . 4dcor(“)
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En posant q=0 on obtient selon la proposition 3 de paragraphe 3B3.2. la dimension
de capacité

DIM(A) DIM(A)

;] 1
-3 7
Donc DIM(A) = 0.5605...

Pour calculer la dimension d'information on applique la formule de [FOY] (voir aussi
paragraphe 3B.1.)

pinp+(1-p)in(1-p)
pinx +(1-p)Ink

diy(0) =

avecp=1/2 A=1/3 et ¥ =1/4 onobtient

dipy(f1) = 0.5578...

Résultal méri

Partant du point 1.0 nous avons d'abord enregistré 200 points centraux parmi
10000 itérations. La série temporelle contient 10000 points, ce sont les points itérés
suivant le 100008Me point itéré a partir du point 1.0.

Nous avons calculé numériquement la dimension de corrélation généralisée aux
coéfficients -20, -10, -3, -1, 1, 3, 10 ,20 et la dimension d'information. Dans le tableau
suivant ces valeurs sont comparées aux valeurs théoriques, qu'on obtient en
appliquant la formule de Grassberger pour la transformation du boulanger. Pour des
coéfficients négatifs nous avons également donné les valeurs calculées par la formule
de Grassberger, bien que pour ces valeurs la dimension de g-information n'est pas
définie.

q 20 -10 -3 1 dipf) 1 3 10 20
dg+1inf(i0) 6008 .5833 .5658 .5605 .5578 .5553 .5504 .5360 .5232
(valeurs théoriques)
dq cor(t) 593 582 566 .561 559 557 552 536 .522

(valeurs numériques)

La proposition de Grassberger recouvre seulement la dimension de g-information aux
coéfficients q non-négatifs. La formule est en excellent accord avec les résultats
numériques, méme pour les coéfficient q négatifs.

Vu ce résultat nous émettons la conjecture suivante.
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Conjecture ;
On suppose, que litération discréte f:R->R admet un ensemble de Cantor comme

attracteur. On suppose que la mesure engendrée (1 vérifie les propriétés suivantes.
Soit [a,b] un intervalle de I'ensemble de Cantor d'ordre k, alors il contient les

intervalles [a,a+\(b-a)] et [b-¥(b-a),b] d'ordre k+1. Alors
laas(b-a)=pulabl e

p [b-E(b-a),b] = (1-p) ¢fa,b]
La dimension de q-corrélation pour tout nombre réel q+0 est donnée par la formule

1 =pd1\a9q cor(tt) + (1-p)a-1 £"99q cor(H)

La conjecture est vraie pour q>0 par la proposition sur I'égalité entre dimension de
g-corrélation et dimension de q+1information (paragraphe 3B.3.1. Prop. 1 ).

Attr r de Hén
Des valeurs théoriques pour les dimensions de g-corrélation n'existent pas.

Résultats
N=32000 m =200 g, =294
q 40 20 10 -3 1 diy(w) 1 3 10 20 40

dqcor(”) 137 136 136 131 127 124 121 109 095 092 091

(valeurs
numériques)

dg+1inf(0) 126 124 120 1.04 0.87 0.83 0.82
(Ref. [AGK]

Les valeurs de référence ont été obtenus par un algorithme de boxcounting, par
conséquence seulement des dimensions & coéfficient non-négatif ont été calculés. Au
point de vue qualitatif les résultats sont en accord. Cependant il y a un écart significatif
entre les résultats, peut-étre du a la différence de l'algorithme ou a un choix de série
de rayons différent.

Icul de la di ion pon Il r in ntr
Pour certains attracteurs nous avons calculé la dimension ponctuelle de chacun
des points centraux en méme temps, que les dimensions généralisées de I'attracteur.

Nous avons fait cette expérience pour repondre a la question
- Combien de points centraux faut-il pour calculer les dimension généralisées?
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En plus on pourrait espérer de détecter ainsi des régions de dimension ponctuelle
inégale, si l'attracteur n'est pas ergodique.

Le début de l'algorithme est le méme que pour le calcul des dimensions
généralisées par la méthode des points centraux. On se fixe une série de rayons, on
choisit les points centraux, on calcule les nombres des points de la série temporelle
dans chaque boite autour de chaque point central. Nous avons utilisé le méme plus
petit rayon pour le calcul de la dimension ponctuelle autour de chaque point central:
C'est le rayon que nous avons calculé pour le calcul de la dimension d'information. On
rappelle, qu'on obtient ainsi pour chaque point central X les estimateurs de la mesure

pour chacune des boules autour de ce point

u'(B(Xj,Ek)) = ni'k/ N-1 k=1,.,U
Puis on calcule la pente de la droite des moindres carrés, qui interpole les valeurs
In u'(B(xj,ek)) aux abcisses In € .

1.Remarque;: On n'a pas besoin de diviser les compteurs nj Kk avant le calcul de la

droite des moindres carrés, car In u‘(B(xi,ek)) = In Nk - In N-1 et le terme In N-1
disparait dans le calcul de la pente.

2. Bemarque: On peut aussi fixer le plus petit rayon pour chaque point central. Dans
beaucoup d'exemples il devient ainsi possible d'utiliser un domaine de rayons plus
long pour une grande partie des points centraux. Mais nous avons aussi voulu
repondre a la question "Combien de points centraux faut-il?", et nous avons évité
d'influencer les résultats pour des rayons, dont on ne tient pas compte dans le calcul
des dimensions généralisées.

Résultats ;
Attracteur de Hénon (voir figure 18)
Nous avons fixé
N = 32 000 m = 200 g =294

Nous avons obtenu comme plus petit rayon L~ =30

La variation des dimensions ponctuelles en fonction des points centraux est
importante. En augmentant beaucoup la longueur de la série temporelie cette variation
devrait diminuer lentement, mais nous n'avons pas fait d'expériences.
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2071 %7
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B! fégé% -
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Figure 18 : Variation de la dimension ponctuelle de l'attracteur de Hénon

Attracteur Cantorien du tiers median ( voir figure 19)
Nous avons fixé
N =10 000 m = 200
Nous avons obtenu comme plus petit rayon L™ =45

x/\ 7
40 Z
30} Z?
7%
NN 77
o 7
W%%éy// >

Figure 19 : Variation de la dimension ponctuel'a de l'attracteur cantorien du tiers
median
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On sait que pour cet exemple la dimension ponctuelle en tous les points de l'attracteur
estégaleIin2/In 3 =0.6309 ...

Comparé a l'attracteur de Hénon, la variation des dimensions ponctuelles est moins
grande. C'est du au fait que la mesure de cet attracteur est trés uniforme, tandis que la
mesure de l'attracteur de Hénon a des fortes concentrations locales. Dans cet exemple
I'écart est du a la forme oscillante du logarithme de la mesure des boules autour d'un
point central. (voir paragraphe 6A.5.1. fig. 11)

i (voir figure 20)
Nous avons fixé '

N =10 000 m = 200
Nous avons obtenu comme plus petit rayon L =45

On sait que la dimension ponctuelle des points sur cet attracteur est presque partout,
égale a la dimension d'information, mais différente pout un nombre infini de points sur
l'attracteur.

min dpoint (x)=1/2

xeA
max dpoint(x) =In2/In3=0.6309...

xeA

AT

NN
» NN
R

mm A 273 4 1 | AN
I 1 | I I I L4
S .58 .62 .66 dpoint

Figure 20 : Variation de la dimension ponctuelle de [lattracteur cantorien
asymmeétrique

La variation est plus grande, que pour l'attracteurs cantorien du tiers median, mais
inférieure a l'écart observé pour l'attracteur de Hénon.
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Attracteur de Feigenbaum (voir figure 21)

On a fixé
N =10 000 m = 200
On a obtenu comme plus petit rayon L =45

€ N
7

1 7?
10+ A

i 972??2’ %

W 7,7, 77 777271777 2: o e Mo S RN
32 40 .48 6 .68 .8 88 dooint

Figure 21 : Variation de la dimension ponctuelle de l'attracteur de Feigenbaum

Maximum et minimum de la dimension ponctuelle des points sur l'attracteur sont
connus [HJ]
min dpoint (x) = 0.37775...

xeA
max dpgint(x) = 0.75551...

xeA
L'énorme écart des dimensions ponctuelles est surprenant. Peut-étre c'est la cause
des difficultés de calculer numériquement la dimension de capacité.

Il serait erroné de déduire de ces résultats un lien entre la distribution des points aux
dimensions ponctuelles différents et les dimensions de g-corrélation. L'attracteur
cantorien du tiers median, pour le quel tous les dimensions de qg-corrélation sont
égaux, a tout méme un écart type non-nul sur les valeurs numériques des dimensions
ponctuelles. En ce qui concerne les autres attracteurs l'écart entre les dimensions
ponctuelles a été supérieur & I'écart des dimensons de g-corrélation (Attracteur de
Hénon, Attracteur cantorien asymmaétrique), et surtout devrait dépendre de la longueur
du domaine de rayons. :
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Ré s ot Conglusi
Une des premiéres découvertes était, que les capacités d'un micro-ordinateur sont
suffisantes pour obtenir des bons résultats sur des différents exemples, contrairement
4 une opinion repandue. Il est plus important d'améliorer l'algorithme et les possibilités
d'analyse des résultats que de passer sur des ordinateurs plus puissants. Nous nous
sommes .apergus que, avant de juger la fiabilité d'un résultat numérique pour une
dimension fractale, il faut dessiner et étudier la courbe de corrélation.
La fonction de corrélation peut avoir des différents propriétés péculiaires, qui rendent
incontrollable l'erreur de l'estimation de la dimension fractale, méme si la courbe de
corrélation approche parfaitement la fonction de corrélation. Donc notre étude se
décompose en deux parties:
- étudier lallure de la fonction de corrélation.
- étudier la convergence de la courbe de corrélation vers la fonction de corrélation.
La fonction de corrélation peut osciller autour d'une droite. Cependant nous n'avons
pas observé ces oscillations pour tous les exemples.
Dans tous les cas nous observons une convergence des courbes en augmentant le
nombre des points centraux et la longueur de la série temporelle. Les valeurs
numériques de la dimension ponctuelle calculée autour des points centraux varient
dans une bande trés large pour la plupart des exemples.
Il est parfois tres délicat de faire une extrapolation des courbes de corrélation pour
les rayons inférieurs aux rayons observés. C'est un grand probléme dans le calcul des
dimensions fractales.
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6.B. ALGORITHME DE TAKENS

résultats: Algorithme de Takens

Nous avons testé l'algorithme de Takens sur l'attracteur de Hénon. Nous avons
d'abord testé la version originale, pour la quelle tous les points de la série temporelle
sont considérés comme des points centraux; puis nous avons modifié cet algorithme
en utilisant des points centraux.

D'abord nous avons enregistré chaque itération a partir du point de départ de la
série temporelle ( série 1) . Puis nous avons seulement enregistré chaque 25éme
itérée (série 2). Le but de cette modification était de diminuer les corrélations entre les
points de la série temporelle, pour améliorer le reésultat.

Comme nous avons déja expliqué dans paragraphe 4.8. , nous avons estimé la
dimension pour toute une série de rayons maximaux. Nous avons choisi ces rayons

distants d'un facteur 2.

Resultats :

N = 500 m = 500
série 1 série 2 Lmax
deor deor
1122001 1.19+0.01 3
1.16+0.01 1.20+0.01 4
1122002 1.16%0.02 5
1.16*003 1.09*0.03 6 .
111004 1.07%0.05 7
1.04+0.07 1.10%0.07 8
110009 1.13%0.09 9

moyenne:’ 1.11 1.13

N = 2500 m =100
série 1 série 2 Lmax
deor deor
121001 1.1610.01 3
120001 1.21 £0.01 4
1.17+0.01  1.23+0.01 5
1.25+0.02 1.23%0.02 6
1.22+£0.03 1.15+0.03 7
120005 1.11%0.05 8
1011009 1.23+0.07 9

moyenne: 1.21 ) 1.19
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*) nous n'avons pas tenu compte de la valeur du plus petit rayon pour le calcul de
la moyenne

Commentaire : Dans I'exécution de la version originale de l'algorithme, c'est a dire
avec m=N la dimension de corrélation est systématiquement sousestimée. L'utilisation
d'une série temporelle de points peu correlés (série 2) n'améliorait guére le résultat.
Par contre l'utilisation d'une série temporelle plus longue, avec la technique des points
centraux, donne un résultat, qui reste dans les bornes d'erreur. L'explication est que,
méme si les points de la série temporelle sont indépendants, les paires de points sont
correlées. Les corrélations entre ces paires diminuent beaucoup, si on utilise la
technique des points centraux.

Il serait souhaitable d'exécuter I'algorithme de Takens sur d'autres exemples, pour
lesquels on connait la valeur théorique de la dimension de corrélation (comme les
altracteurs cantoriens présentés dans ce chapitre).

L'algorithme de Takens est lent, du moins sur un micro-ordinateur Micral, parce que le
calcul d'un logarithme est environ dix fois plus lent que le traitement d'une distance
dans l'algorithme des points centraux. '
Cet algorithme est peut-étre le meilleur candidat pour utiliser au mieux des séries
temporelles courtes, par exemple des données d'experiences physiques. |l faudrait
plus d'expériences pour comparer cet algorithme a l'algorithme des points centraux.
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Chapitre 7 résultats: systémes continus

2.0, Introduction

Ce chapitre contient les résultats sur deux exemples d'attracteurs de systémes
dynamiques 4 temps continu. |.e premier est I'attracteur de Lorenz, découvert en 1963,
et devenu célebre. Le deuxidme exemple est un modéle pour une réaction d'enzyme
qui intervient dans le cycle de vie d'un genre d'amibes. Ce modéle a été formulé par
Martiel, qui a constaté un comportement chaotique.

Par rapport aux itérations discrétes on a ici un probléme de calcul suppléementaire: il

faut intégrer la trajectoire. Il existe beaucoup de méthodes d'intégration pour des

systémes d'équation différentielles ordinaires. Les plus connus sont

- La méthode de Runge-Kutta-Merson (dont la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 et
la méthode de Euler sont des cas particuliers).

- La méthode de Adams-Smith

- La méthode de Gear

A priori on ne sait pas, quelle est la bonne méthode pour intégrer la trajectoire d'un

systéme dynamique donné. Pour I'étude du comportement dynamique d'un systeme

chaotique il est indispensable d'essayer plusieurs méthodes d'intégration. Il est aussi

conseillé de faire varier la précision d'une méme méthode d'intégration d'une ou

plusieurs puissances de dix. Si ces variations ne modifient pas le comportement limite

de la trajectoire, on peut supposer qu'on a trouvé le vrai comportement limite du

sytéme.

Le fait que le systéme soit chaotique, n'implique pas, qu'on ait besoin d'une méthode

d'intégration sophistiquée pour décrire son attracteur.

On trouve ces méthodes d'intégration dans les libraries de routines de calcul
scientifique, comme Nag, qui est implémenté sur l'ordinateur du centre de calcul de
Grenoble. Si on doit soi-mé&me programmer une méthode d'intégration ( par exemple
parce que on travaille avec un micro-ordinateur), on choisit d'abord une méthode
simple, c'est a dire la méthode de Runge-Kutta. Nous avons utilisée cette méthode,
avec un control de pas et une possibilité de donner un poids différent & I'erreur de
chaque variable.

7.1. Attra r ren

Dans le cas d'un systéme continu il faut un espace des phases de dimension
supérieure ou égale a 3 pour avoir un attracteur chaotique. L'attracteur de Lorenz est
le premier (1963) et le plus célébre exemple de systéme dynamique chaotique
continu. Les équations sont les suivantes:

]

6 (y-x)
“Y+IX-XZ; =10 r=28 b=8/3

xl
yl
Z'= xy-bz
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Voir figure 2 du paragraphe 4.2. pour une image de l'attracteur.

Plusieurs auteurs ont essayé différentes méthodes d'intégration sur l'attracteur de
Lorenz. Les résultats pour les paramétres choisis ci-dessus, sont restés les mémes.
Nous avons essayé la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 d'abord & pas fixe, puis
avec un controle de pas. La trajectoire avait parfaitement la méme allure. Dans la suite
nous avons choisi la méthode a pas fixe, qui est plus rapide pour cet exemple et
permet d'enregistrer facilement une série temporelle & delai de temps constant.

On choisit un point de départ quelconque dans le bassin d'attraction, différent des
points fixes (0,0,0), (6V2,6v2,27) et (-6v2,-6Y2,27) . On laisse évoluer la trajectoire
pendant plusieurs milliers de pas d'intégration pour avoir un point de départ qu'on
suppose étre proche de l'attracteur. Nous indiquons pour chaque expérience le delai
de temps d'intégration de la trajectoire et le delai de temps pour 'enregistrement de la
série temporelle. _

Nous avons calculé les courbes de corrélation de cette série temporelle.

Constatation : La courbe de corrélation (figure 22) approche trés bien une droite. Par
contre la courbe de capacité (figure 23) et la courbe d'entropie approchent mal une
droite. Le domaine des rayons est trop court pour obtenir une valeur fiable de la
dimension d'information et la dimension de -1-corrélation.

Nous avons obtenu les valeurs suivantes pour les dimensions fractales de I'attracteur

25104 001 0.1 100min 200 11 7 4 2

€

dicor Yinf 9cor ‘dim
195 190 203 50min

légende ;

tsgrie temps de calcul pour la série temporelle
tgim  temps de calcul pour les dimensions fractales

14 delai de temps d'intégration
At delai de temps de f'enregistrement de la série temporelle

Il n'y a pas de valeurs analytiques pour les dimensions fractales de cet attracteur. On
n'a méme pas démontré qu'll s'agit d'un attracteur étrange. Il faut donc comparer les
résultats aux valeurs calculés par d'autres auteurs.
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In C(e)

Figure 22 Attracteur de Lorenz :
La courbe de corrélation
N = 32 000 m = 200

Série de rayons: A, =42
Tous les 4 rayons un symbole a été dessiné
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In€
Figure 23 Attracteur de Lorenz :

La courbe de capacité
méme calcul que pour la figure 22
Tous les 4 rayons un symbole a été dessiné

On peut calculer les coéfficients de Lyapunov de cet attracteur numériquement et en
déduire la dimension d'information par la conjecture de Kaplan-Yorke. La dimension
ainsi calculée est notée dy vy,

d.1 cor dint deor dLyap
[PV] 2.05

[GP] 2.05
2.06

Nos résultats pour la dimension de -1-corrélation sont inférieurs aux valeurs qu'on
trouve dans la littérature. La série temporelle était trop courte. Cela induit 2 erreurs

- le domaine de rayons est trop court

- la discrétisation de la trajectoire baisse la dimension
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Pour éviter ces probldmes nous avons essayé de calculer la dimension fractale en
prenant un plan de section de l'attracteur.

La section de Poincaré (voir [GH])

La section de Poincaré est une variété de dimension n-1, qui a des intersections
_orthoginales partout avec le flot du systéme dynamique. En général la section de
Poincaré n'est pas plan.

(a)

Figure 1.5.1. The Poincaré map. (a) The cross section and the map;

Pour le calcul numérique on remplace la section de Poincaré, qui en général n'a pas
une forme analytique simple, par un plan de section. Il faut bien choisir le plan, pour
éviter, que les intersections non-orthogonales de la trajectoire avec le plan faussent le
résultat. ' )

On enregistre tous les points d'intersection de la trajectoire avec le plan, si la
trajectoire vient du coté que I'on s'est fixé par avance (par exemple, si le plan verifie

x=c celR , on peut poser comme condition x'>0 )

Pour le calcul des plans de section de l'attracteur de Lorenz nous avons aussi utilisé la
méthode de Runge-kutta d'ordre 4 & pas fixe et & contréle de pas. Nous avons calculé
les points d'intersection de la trajectoire avec le plan par la méthode deHénon [Hen2].
Nous avons choisi 3 plans de section différents (figure 24. 25 et 26)

Commentaire ; Ces images apportent plusieurs surprises:

1) Sur aucune des images on ne peut reconnaitre de fagon sure une structure
fractale de l'attracteur. Une explication possible est que le seul coéfficient de
Lyapunov négatif est trés grand en valeur absolue par rapport aux coéfficients de
Lyapunov positifs. La dimension de Kaplan-Yorke est donc proche de 2 . La structure
fractale de l'attracteur risque alors d'étre fortement compressée.

2) Les images des plans de section sont trés différentes. Nous verrons dans la suite,
que les valeurs numériques des dimensions fractales varient selon le choix du plan de
section
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>
v‘-eso"‘s =
T -~
i‘/“

."/"
Figure 24  Attracteur de Lorenz
Plan de section: x=-8
2000 points
> B

Figure 25 Attracteur de Lorenz
Plan de section: y =-8.45
1000 points
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AN

~_

Figure 26 Attracteur de Lorenz
Plan de section: y=6.3

1000 points

L'intégration de la trajectoire a été executée par une méthode Runge-Kutta d'ordre
4 a pas contrdlé [SB]. L'erreur maximal par pas d'intégration est de 1072 . Pour obtenir
2500 points de section il fallait 3 heures de calcul.

plan de section - N

x=-8 x'<0 2500
=-8.45 2000
méthode

contréle de pas
pas fixe(tr=0.02)

m

200
200

L+
13
40

dimy dipt dimy  tgim tsec
125 102 112 7min 3h
1.27(?)1.00 1.00 3min 30min
L Lmax  Ex/€k41
7 4 2
16 1 NZ  gy=294

Les temps d'execution pour le calcul d'un plan de section avec quelques milliers de
points sont déja trés longs. Les résultats dépendent du choix du plan d'une fagon
significative. Pour cet exemple il n'est pas possible de calculer la dimension fractale
de l'attracteur avec un seul plan de section, sans avoir des informations supplémen-

taires.

Nous n'avons aucune explication pour la valeur 1.27 pour la dimension de capacité du
plan y=-8.45, qui est peut-étre due a une erreur de calcul. La dimension d'information
et la dimension de corrélation sont trés proches de 1 pour ce plan, correspondant aux

prévisions.

Le dessin des plans de section s'est révelé trés utile pour la compréhension de la

structure de l'attracteur.
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Lame_Qlclms.teJlum_dﬁdeﬁum (co-auteur de ce paragraphe J.L Mamel vonr aussi
[DGM))

L'amibe D. discoideum vit dans le sol des foréts et présente un sysle de vie
intéressant & modéliser. Ce cycle de vie est présenté dans le schéma 1. Durant la

phase de croissance, les amibes isolées (taille 10 tm) consomment des bactéries et
se multiplient tant que cette nourriture est présente. L'absence de bactéries enclenche
la phase d'agrégation. Les observations en laboratoire permettent de mettre en
évidence deux séries d'événements

a) quelques cellules synthétisent de fagon périodique et autonome une molécule
signal (CAMP) qui sert de chimio-attracteur pour les cellules qui entourent;

b) les cellules qui entourent ont deux comportements concomitants: (i) elles amplifient
le signal chimique quelles regoivent (ce qui permet la propagation de ces signaux sur
des distances de l'ordre du cm) et (ii) elles se meuvent vers l'origine des signaux. Par
ce_mécanisme les centres contrélent la formation d'amas qui comportent jusqu'a 106 -
107 cellules. Durant la derniére phase du cycle il y a formation de spores (forme de vie
résistante) et la germination de ces spores aura lieu lorsque de nouvelle conditions
favorables seront réunies.

B °
feeding \

pulsatory
':1. secretion

b D.discoideum
f D.mucoroides
) ¥
P a
A ' AR
tipformation
o A AN
L7 stamntess migration

D.discoideum * v /
~ l

culmination

streaming

Schéma 1 (ce schéma est pris d'un article de P. Schaap [Sch] )
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-

Le but du modéle est de présenter des équations qui rendent compte de
Fensemble d2s réactions chimiques a l'origine de la systhése périodique du signal
cAMP. Les biochimistes sont en accord sur quelques faits (cf. schéma 2)

(i) la molécule du signal extracellulaire se fixe sur un récepteur spécifique attaché a
la face externe de la membrane

(i) le recepteur activé par cette fixation, active & son tour un enzyme intracellulaire,
I'adénalyte cyclase, qui synthésise le CAMP & partir de I'ATP (substrat)

(iii) le récepteur posséde deux formes capables de fixer ce signal: une forme active (R)
et une forme désensibilisée (D) . La forme D est incapable d'activer I'adénalyte
cyclase. La forme R est préponderante lorsque la concentration de cAMP est nulle,
mais le CAMP se fixe plus facilement sur D

(iv) il existe des enzymes (phospodiestérases) qui détruisent les molécules de cAMP
et empechent son accumulation.

(b

ATP cAMP

membrane

Fig. 3. Models for the cAMP signalling system of D. discoideum
based on coupling of the cAMP receptor (R) to adenylate cyclase
(C). In (b) , the receptor undergoes a reversible transition from
the active (R) to the desensitized (D) state of the receptor.

Schéma 2 (pris de [DGM] )

Le modéle présenté tient compte de ces faits. Les équations du modéle sont présentés
ci-aprés

X' =-A(y) x + (1-x) B(x)

y'= ®(xy.2) - key
' =(v- O(xy,2))/F

avec

2

ki +ky y

Aly) = ———5
1+y
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B(y) = k1Ly + koLo c2y2 / (1 + c2y?)
1Ly +kolo

2
6z (N0 +E V=)
1+y

2
Xy
1+y

P(xy,z) =

1+40z+¢ (1+2)

2

ou .

x fraction des récepteurs dans I'état actif . On a toujours 0<x<1

y concentration du signal cAMP normalisée

z concentration du substrat ATP normalisée

A(y) est la proportion du flux des récepteurs passant a I'état actif

B(y) est la proportion du flux des récepteurs passant & I'état désensibilisé

d(x,y,z) est la fraction de cAMP actifs. P vérifie toujours 0<P <1

o représente la valeur maximum de l'activité de I'adénylate cyclase
v est la production constante de ATP dans la cellule
kg est le taux de déstruction de cAMP

Les autres paramétres (F,\,0,€) ont une signification biologique qu'il est inutile
d'exposer dans le cadre de ce travail.

Le mécanisme des oscillations peut se décrire comme suit:
(i) dans un premier temps, la concentration de cCAMP est trés faible et le récepteur est
essentiellement dans I'état R.
(ii) le récepteur fixe le cAMP (état R) et donc peut activer I'adénalyte cyclase. Il en
resulte une explosion de la production de cAMP et une augmentation de la
concentration de cAMP ' :
(iif) comme la forme désensibilisée du récépteur (D) fixe plus facilement cAMP que R,
il y a un déplacement de I'équilibre entre le deux formes vers la forme désensibilisée,
incapable d'activer I'adénalyte cyclase.
(iv) cet effet, conjugué & la destruction du cAMP, induit une décroissance de la
concentration de cAMP
(v) lorsque cAMP atteint de faibles valeurs, le récepteur sous forme D revient & son
état actif R, état préponderant aux faibles concentrations de cCAMP.

Selon le choix de paramétres des équation ci-dessus on observe un

comportement stable, périodique, ou chaotique.
Le premier jeu de paramétres ,que nous avons étudié, est le suivant:
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ky =0.015 ko =0.006

Ly =316.2277... = 1025 Lo = 0.03162277... = 10°1-5
=104 =32 A =9=0.01 € =0.02
ke=0.035 F=320 v=1.87594... - 102

Martiel supposait I'existence d'un attracteur chaotique, aprés le dessin d'une
trajectoire. Il nous a communiqué le point de départ d'une trajectoire chaotique
suivant.

Xg = 0.61934...
yo = 0.073008.
ZO = 1.3919...

Il avait suivi la trajectoire par une méthode de Gear et obtenu le dessin suivant (figure

27)

Figure 27 Attracteur de Martiel par la méthode d'intégration de Gear
(Auteur de cet image: Martiel)

Traduction des coordonnées: R=x y=y X =z
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Nous avons d'abord essayé de suivre la trajectoire par la méthode de Runge-Kutta
d'ordre 4 A pas fixe, nous n'y sommes pas arrivé. Puis nous avons essayé la methode
de Runge-Kutta & contréle de pas, cette fois ci nous avons réussi de suivre la
trajectoire (voir figure 28).

La trajectoire ressemble 2 la trajectoire obtenue par Martiel, mais nous avons choisi
une autre projection. Cet attracteur a comme particularité une bande vide dans
I'anneau, sur lequel la trajectoire a I'air de rester. Cette bande était invisible sur le
dessin de Martiel.

Figure 28 Attracteur de Martiel, méthode de Runge-Kutta a contréle de pas
projection du plan x-y
15 000 points

Nous avons essayé de calculer la dimension fractale de I'attracteur par une série
temporelle. Nous avons obtenu dggr = 1.2, d_qcor = 1.8 , C'était donc un échec.

Probablement ces résultats sont influencés par le fait que la trajectoire reste longtemps
dans certains régions. Cela permet aussi d'expliquer, pourquoi la méthode de
Runge-Kutta a pas fixe n'a pas été efficace.

Puis nous avons calculé trois plans de section différents de l'attracteur. Deux de
ces plans sont dessinés (figure 29 et 30). Cette fois les plans de section se
ressemblent tous. On retrouve 'espace vide dans I'anneau qu'on avait déja observé
dans le dessin de la trajectoire.

Nous avons calculé les dimensions fractales pour deux des sections. Nous avons
obtenu

plan N d.ycor Yint deor

y=1.0 4000 1.06 0.99 0.96
z=0.67 1000 1.13 1.00 1.07
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Donc les dimensions fractales de l'attracteur sont proches de deux, ce qui correspond
a limpression visuelle.

Figure 29  Attracteur de Martiel
Plan de section: z=0.67
1000 points

Figure 30  Attracteur de Martiel
Plan de section: y =1
4000 points
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Commentaire des résultats: On ne peut pas voir sur les figures des sections la

structure fine de I'attracteur. Les variations des valeurs numériques autour de un ont
plusieurs raisons: Le pli dans le plan qui semble contenir 'attracteur augmente la
valeur numérique des dimensions fractales, sans qu'il représente la structure fractale.
Des concentrations de points aléatoires sur la section baissent les résultats des
dimensions fractales. Cet effet est le plus fort pour la dimension de corrélation. La
structure fractale de I'attracteur est tellement compressée, que probablement elle
n'influence pas les valeurs numériques des dimensions fractales. Donc les valeurs
numériques des dimensions fractales ne permettent aucune conclusion sur la structure
fractale de l'attracteur. Les informations fournis par les dessins de l'attracteur et ses
sections sont riches, le calcul des dimensions fractales ne pouvait que confirmer ces
informations.

Il était donc trés important dans ce cas de faire des dessins de I'attracteur et des
sections, pour vérifier les valeurs numériques des dimensions fractales, et pour mieux
comprendre la structure de lattracteur.

Si par contre il n'est pas possible de faire un dessin de l'attracteur, parce que la
dimension de l'espace des phases est trop grande, le calcul de la dimension fractale,
et d'autres quantités dynamiques du systdme, comme les exposants de Lyapunov et
I'entropie, sont les seules sources d'information sur la structure de I'attracteur et ont
donc une grande importance.
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8. CONCLUSION

Comment caracteriser un attracteur par ses dimensions fractales? Deux fonctions
de dimension sont utilisés couramment aujourd'hui : la fonction de dimension de
corrélation et la fonction de dimension d'information. Contrairement a une opinion
repandue ces deux fonctions ne sont pas équivalentes: Seule la fonction de
dimension de corrélation est définie sur toute I'axe réelle, tandis que la fonction de
dimension d'information est definie seulement pour des coéfficients positifs. Nous
avons établie une égalité entre ces fonctions pour la plus grande partie du domaine
des coéfficients, et une inégalité valable pour tous les coéfficients, pour les quels les
deux fonctions sont définies.

Ces fonctions de dimension contiennent chacune deux dimensions fractales: la
dimension d'information et la dimension de corrélation. La dimension de capacité est
inclue dans la fonction de dimension d'information, si une proportion assez grande
des boites contenant un point de l'attracteur ont une mesure positive. .

Nous avons vu des exemples d'un attracteur d'une itération discréte, pour les quels
ces trois dimensions sont inégales, et les fonctions de dimension ne sont pas des
constantes. Est-ce qu'il en est de méme pour les systémes dynamiques chaotiques
continus, comme lattracteur de Lorenz par exemple?

Il est certain, que la connaissance d'une des trois dimensions fractales d'un
attracteur, c'est a dire de la dimension de corrélation, de la dimension de capacité ou
de la dimension d'information, n'est pas suffisante, pour déduire la structure
géometrique et dynamique de lattracteur. Est-ce qu'on peut, & partir de la
connaissance d'une des deux fonctions de dimension, déduire cette structure? Cette
question reste ouverte. Il n'est pas clair non plus, lesquels de ces dimensions sont les
plus utiles pour décrire la dynamique d'un systéme.

Nous avons décrit en détail un algorithme pour calculer la fonction de dimension
de corrélation, que nous avons baptisé I'algorithme des points centraux. Cet algorith-
me n'est pas nouveau, mais nous espérons que la notice d'emploi donnée permettra a
Futilisateur d'éviter des recherches dans des différentes références. Nos améliorations
de l'algorithme dans le détail devraient permettre de accélerer l'algorithme.

Nous avons avancé vers un calcul d'erreur de cet algorithme. Cette analyse n'est
pas achevée mais permet déja de discerner quelques difficultés dans le calcul
numérique.

- L'erreur causé par Is oscillations de la fonction de g-corrélation

- L'erreur par le fait que les rayons considérés dans le calcul ne sont pas assez
proches de zéro.

Ces erreurs sont trés difficiles a contrdler.

Nos résultats numériques permettent d'observer certains problémes de convergence

de cet algorithme. Il est facile d'approcher la fonction de g-corrélation pour des rayons

pas trop petits. Par contre il est tres couteux d'élargir le domaine de rayons. Nous

avons observé les oscillations de la fonction de q-corrélation pour certains exemples.

L'erreur causé par le fait, que le domaine des rayons ne soit pas assez proche de

zéro, semble' étre important dans certain cas.

A la fin nous essayons notre algorithme sur un exemple d'un sytéme dynamique de
la biochimie. Le résultat est satisfaisant pour le calcul des dimensions fractales de ses
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plans de section, mais le calcul a échoué, quand nous avons essayé de calculer les
dimensions fractales directement a partir d'une série temporelle. Un ordinateur plus
puissant aurait peut étre permis d'améliorer les résultats dans ce dernier cas.
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RESUME

Cette thése se veut d'abord une étude mathématique qui donne des bases
théoriques au calcul numérique des dimensions fractales d'un attracteur. Des
nombreuses expériences numériques relient la théorie aux exigences qui
apparaissent dans les applications.

L'algorithme de calcul des dimensions fractales proposé par Paladin et Vulpiani,
que nous appelons algorithme des points centraux, nous semble étre le plus puissant
parmi tous les algorithmes proposés.

Nous donnons la description détaillée de cet algorithme, et espérons qu'elle est aussi
compréhensible pour-un non-spécialiste.

Une méthode d'estimation d'erreur pour cet algorithme est proposée et justifiée par
des résultats des expériences numériques. Le colt de ['algorithme est calculé.

La thése est complétée par I'étude d'un systéeme dynamique, qui modélise une
réaction biochimique chaotique, qui intervient dans le cycle de vie d'un genre
d'amibes. '

Mots-ciés: Dimension fractale, attracteur étrange

ABSTRACT

This thesis intends to study the theoretic foundations of the numerical caiculus of the
fractal dimensions of an attractor. Numerical experiences link the theory to the
problems which appear in the applications.

The algorithm of calculus of the fractal dimensions proposed by Paladin and Vulpiani,
which we baptise the algorithm of central points, seems to us to be the most powerful of
all the algorithms proposed.

We give the detailed description of this algorithm and hope that it can also be
understood by a non-specialist.

A method of error-estimation for this algorithm is proposed and justified by the result of
numerical experiences. The cost of the algorithm is calculated.

The thesis is completed by the study on a dynamical system, which modelises a
chaotic bio-chemical reaction, which occurs in the cycle of life of a genus of amoeba

Key-words: Fractal dimension, strange attractor
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