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Introduction

INTRODUCTION GENERALE

Dans cette thése, nous nous intéressons 2 la résolution des systemes différentiels
linéaires homogenes d'ordre 1 au voisinage d'une singularité quelconque. Nous
conviendrons dans la suite de noter

A(x)

(A) = MW Yo =

1
Y) = —[Ag+Ax+... +Ax*+ ... ]Y(x)
xP xP

ce systéme. x est une variable complexe, les A, sont des matrices carrées d'ordre n a
coefficients complexes et p est un entier.

Le probleme de l'intégration des équations différentielles linéaires dans le
champ complexe est extrémement ancien et a été étudié par de nombreux
mathématiciens. Historiquement, ce sont Lazarus Fuchs (1866), Thomé (1877) et
Fabry (1885) qui apportent la notion de points singuliers réguliers et irréguliers et
proposent des méthodes pour le calcul des solutions normales au voisinage de la
singularité d'une équation différentielle homogene d'ordre n.

Les travaux suivants sont diis 3 George D. Birkhoff (1909-1930) qui s'est
intéressé au cas des systémes. Par une technique généralisant la théorie développée
par Henri Poincaré (1885), G. D. Birkhoff a dépassé le cas formel (asymptotique)
en essayant de donner des méthodes permettant le calcul des vraies solutions en
étudiant leurs développements asymptotiques. Il donne en particulier la forme des

solutions d'un systéme (A) au voisinage de la singularité.

Au méme moment, Sauvage (1886) a montré que la nature des solutions en un
point quelconque dépend, comme dans le cas des €quations différentielles scalaires,

du comportement des coefficients mij(x) de la matrice M(x) au voisinage de ce

point. C'est ainsi que G. Birkhoff et Sauvage ont introduit la notion analogue de
points réguliers, singuliers réguliers et singuliers irréguliers pour un systéme.

On peut noter ici que le choix de x = 0 n'exclut pas la généralité du probleme
puisque, si x,, est un pdle pour la matrice M(x), par une translation de la forme x - X,

(ou 1/x si X, = °0), On peut toujours se ramener i l'origine.
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Lorsque p < 0, on dit que x = 0 est un point régulier. Et si on désigne par
Ym (1 <1< n) une solution vectorielle du syst¢eme (A), elle est de la forme:

Yi(x) = EYﬂ? X"

ou Y, sont des vecteurs a coefficients complexes que I'on peut déterminer 2 I'aide
des formules de récurrence.

Si p = 1, on dit que le point x = 0 est singulier régulier et toute solution
vectorielle Ym(l <i<n) est de la forme:

@) (i) ;i)
Y= x| Vo (x) + Logx ', (x) + ... + (Log)“ W, (x) ]

ot les Y sont des vecteurs colonnes a coefficients des séries formelles sans pdle a
l'origine et A une racine de I'équation caractéristique: det(A,- AI) = 0. Les

coefficients de la série ¥ ® sont déterminés comme dans le cas régulier par des
formules de récurrence.

Dans le cas p > 1, la singularité peut étre réguliere ou irréguliere. Ceci vient du
fait que l'entier p peut, dans certains cas, &tre diminué par des changements de
variables appliqués sur les composantes du vecteur Y.

Sous I'hypothese que I'équation caractéristique det(A ;- AI) = 0 admet n racines

distinctes A Ay ...y A, Birkhoff donne la forme générale des solutions formelles

au voisinage d'un point singulier irrégulier sous la forme:

Ai 1 )‘il 1
+A

pc
Yi) = exp X [co+cx+...1i=1,2,..,n

+ +.o..4h  —
p+l xP1 pe2 xP2 P2 x
Il montre ensuite que tout systtme (A) peut étre transformé, A l'aide de
transformations analytiques (i.e. dont le terme constant est inversible), en une
forme simplifiée, appelée forme canonique. Ces transformations analytiques ont été
étudiées plus tard par Gantmacher (1959), Masani (1959),Turritin (1963) et
récemment par ( Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff (1979)). Par un contre
exemple, Gantmacher démontre que dans le cas général (si on n'impose pas de
conditions sur la partie la plus polaire A ), il n'existe pas de transformations

-analytiques permettant de transformer (A) sous une forme canonique. Cependant,
ces observations n'altérent pas l'importance théorique des travaux de Birkhoff qui

2
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restent indéniablement au coeur du probldme de l'intégration des équations
différentielles.

A c6té de ces travaux, il faut ajouter d'innombrables contributions Schlesinger
(1907),Tamarkin (1927), Cope (1936), Watson (1962)) jusqu'aux travaux
modemes de Wasow (1973), Sibuya (1958-1962), Turritin (1955/1 963), Malgrange
(1974-1981), Deligne (1970), Ramis (1981-1985), Gérard et Levelt ( 1973), Jurkat,
Lutz, Moser, Balser ...). L'apport de ces travaux a permis de rendre ces méthodes
plus précises et plus générales.

Associé au probléme de la recherche des solutions asymptotiques des équations
différentielles, se trouve le probléme de I'intégration exacte de ces solutions. Grice
au calcul formel, on peut pallier maintenant a cette difficulté. Cet outil a permis de

jeter un nouveau regard sur ce probléme qui est maintenant en pleine expansion.

Dans ce travail, nous avons été amenés 2 chercher des algorithmes de réduction
permettant a la fois une caractérisation de la singularité et construisant par le méme
moyen des transformations qui conduisent a la résolution directe du systéme en
question.

Au chapitre I, nous développons un algorithme (basé sur le critére de
J. Moser) permettant de transformer un systétme sous une forme irréductible au
sens de Moser. Cet algorithme permet la caractérisation des systemes différentiels
linéaires a singularité régulidre. Il construit, en un nombre fini de pas des
transformations élémentaires permettant d'écrire le systéme sous une forme dont
l'ordre polaire est égal 2 1. Ces matrices s'obtiennent a l'aide de la méthode
d'élimination de Gauss. Cet algorithme constitue une étape nécessaire pour la
résolution des systémes différentiels au voisinage d'une singularité réguliére. Ceci
est developpé dans le chapitre III.

Au chapitre II, on présente la méthode du vecteur cyclique (développée dans
une thése de 3*™ cycle, Hilali (1982)). Cette méthode consiste & réduire tout systéme

(A) en une équation différentielle scalaire d'ordre n. Ce procédé permet
d'appliquer sur le systéme tous les critéres déja connus pour les équations scalaires.

Il permet en outre de calculer explicitement tous les invariants associés i (A) a
partir des coefficients de 1'équation obtenue par la méthode; en particulier le
polygone de Newton, outil important pour la résolution du systéme. Cependant, du
point de vue pratique, la méthode s'avére d'un maniement lourd et cofiteux, d'autant
plus que ces invariants sont déterminés uniquement par les valuations des
coefficients de 1'équation obtenue par un vecteur cyclique. Toutefois, cette méthode
est loin d'étre négligeable, car elle va jouer dans toute la suite un réle important
dans la traduction, pour les systémes, de tous les résultats connus sur les équations
différentielles scalaires.
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Au chapitre IV, on s'intéresse au calcul de l'invariant de Katz (i.e. la plus
grande pente du polygone de Newton) d'un systéme sans l'utilisation du vecteur
cyclique. Partant d'un systeme différentiel irréductible, nous construisons un
algorithme qui permet le calcul de cet invariant 3 partir du polynéme
caractéristique associé a la matrice du systéme.

Au chapitre V, on donne une généralisation du critére de J. Moser. Une suite
d'invariants p < p,< ... < Hoy s associés au systeme (A), est définie. Cette
généralisation donne lieu a un algorithme permettant de transformer, en un nombre
fini de pas, tout systeme sous une forme appelée super-irréductible. Cette forme
définit des polyn6mes 8 (A1), 0,(AM), ..., GN(AJL), ol A est un parameétre et p le
plus petit ordre polaire de la matrice du systéme lorsqu'on lui applique toutes les
transformations i coefficients des séries formelles. On démontre en particulier, que
les polynomes 6, (A,)) sont des invariants formels pour les systemes différentiels.

Au chapitre VI, on montre que cette forme définit en outre certains entiers qui
permettent le calcul effectif de I'invariant de Malgrange (i.e. la hauteur du polygone
de Newton), ainsi que d'autres invariants classiques, ceux de Gérard et Levelt, de
Lutz et Shiifke et de Wagenfiihrer. On introduit par I'intermédiaire de ces entiers un
polygone dont toutes les pentes sont entiéres et qui coincident avec celles du
polygone de Newton lorsque celles-ci sont entiéres.

Au chapitre VII, on donne une généralisation de 1'algorithme de calcul de
l'invariant de Katz. Ce travail introduit la notion du polygone algébrique de
Newton-Puiseux. Ce dernier est tout naturellement le polygone de Newton associé
au déterminant caractéristique det(M(x) + AI) de la matrice M, lorsqu'on remplace
le paramétre A par I'opérateur de dérivation. On montre que lorsque l'ordre polaire
de la matrice M(x) est assez grand, les deux polygones algébrique et différentiel
coincident. Ensuite, par une ramification de la forme x = t™ (I'entier m est donné),
on peut se ramener au cas précédent.

Ce résultat donne lieu A une généralisation de la classification formelle de la
singularité et 3 une méthode générale pour la résolution directe des systémes
différentiels linéaires.

Dans le chapitre VIII (consacré aux systémes 2x2), et le chapitre IX (aux
systémes nxn), nous avons pu, grice a certaines propriétés des fonctions 6,(A.}),
généraliser la méthode de Frobenius que l'on utilise dans les équations
différentielles d'ordre n au voisinage d'une singularité réguliere. D'apres les
travaux de B. Malgrange et J. P. Ramis, on sait que cet algorithme est au coeur du
probléme général qui est celui de la recherche des solutions au voisinage d'une
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singularité irréguliere. Cette méthode, dite de cassure de pentes, consiste a
construire un certain nombre de solutions correspondant a la pente nulle du
polygone. Ensuite, par des changements de variables successifs et des ramifications,
on démontre que le tout se rameéne a l'utilisation de cet algorithme.
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CONTENU DE LA THESE

Nous donnons dans ce qui suit, un résumé détaillé du contenu des résultats
présentés dans cette these. Comme nous I'avons signalé, ces algorithmes présentent
une étape préliminaire pour la recherche des solutions formelles d'un systéme
différentiel linéaire au voisinge d'une singularité quelconque. On notera

(AY Y0 =MEY(X) =xPACYX) =xPA -+ Ax+... + A x5 .. [Y(x)

un tel systéme. Les A, sont des matrices carrées d'ordre n A coefficients complexes.
Un systéme fondamental de solutions de (Ap) est une matrice carrée formée par n

solutions vectorielles Ylll » Yigps oo Y[n] linéairement indépendantes, que I'on peut
représenter sous la forme [Birkhoff 1930, Turritin 1955]:

(1.1) O (x) =F(t) tAexp [Q(I/) ]

avec
) =[ Yy, Yy, .. Yy

A est une matrice constante A coefficients complexes, t est une variable liée A x par
une ramification de la forme x = t™ ( m 21 est un entier convenablement choisi).

(12 o(-:.)=diag(q,(%)qz(-:—).-..qn(%))

est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des polynémes sans
terme constant.

ooy
(1.3) FO) = 2, F* v 20
k=-v
est une matrice a coefficients des séries formelles en t, et dont la partie non polaire
est en général divergente.

Si p <0, un systtme fondamental de solutions peut étre représenté sous la forme
(I.1)avecm=1,Q(1/t) =0et A =0,

Sip = 1, un systtme fondamental de solutions peut €tre représenté sous la forme
(I.1)avecm =1et Q(1/) = 0.
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Si p > 1 comme nous l'avons dit, la singularité peut étre réguliére ou
irréguliére. C'est 1a un des premiers problémes que nous avons essayé de résoudre
(voir aussi les travaux de [Dietrich 1978, Harris 1972, Wagenfiihrer 1983-1987,
Lutz et Shifke 1987])).

1. Systémes différentiels a singularité réguliére.

Dans le cas ou le systeme différentiel est a singularité réguliére, on sait
[Wasow 1973, Lutz 1967a] qu'il existe une transformation T appartenant au groupe

GL(n,C ((x))) des matrices inversibles a coefficients dans C ((x)) telle que le
changement de variables:

(1.4) Y(x) = T(x) Z(x)
transforme (A p), en un systéeme de la forme:

(A) Z'(x) = x'B(x)Z(x) =x'[By+ B x + ... + B.x*+ ... ]Z(x)

N

ol
x'B(x) = xPTAX)T - T!T

On dit que les systémes (A p) et (A)) sont équivalents.
Au systéme (Ap), J. Moser 1960, associe les nombres rationnels

(1.5) m(M) =p -1 +rang(Ay)/n 20
aveem(M)=0si p-1+ rang(Ao)/n <0.
(1.6) p(M) = Inf { m( T'M&x)T - T!T"), T € GL(n,C((x))))

Le but du premier chapitre, est de calculer l'invariant de J. Moser p défini par
I'égalité (1.6). L'algorithme proposé construit, en un nombre fini de pas, des
transformations successives de la forme:

T, (x) = diag(1,1,...,1,x,x,... x)P k=1,2,...,N
ou P est une matrice constante inversible. La transformation finale

T(x) = T, (x) T(x) ... Ty(x)
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permet de réduire le systéme sous une forme
dy 1 iy
(A —= — Z AL x¥ Y(x)
P dx  ,p ( o k

ou (p*, rang(A"y)) sont les plus petits entiers vérifiant I'égalité (1.6). Cet algorithme

permet d'avoir une condition nécessaire et suffisante de la régularité du point
singulier. On a

x = 0 est une singularité réguliére du systéme (A - ) si et seulement si p* = |

L'algorithme développé dans le chapitre I1I permet de transformer tout systéme de
la forme (A 1) enun systéme de la forme:

dyY C
ax ~x Y

ol C est une matrice constante dont un systeme fondamental de solutions est

d(x) = xC.

2. Systémes différentiels a singularité irréguliére
On peut résumer 1'algorithme de la résolution des systeémes différentiels au

voisinage d'une singularité irréguliere en quatre étapes :

Etape 1: SYSTEMES DIFFERENTIELS k-IRREDUCTIBLES:

Considérons la fonction o qui a tout élément f de C ((x)) de la forme:

k=4o0

fx) = x" 2 f,x* avec ve Z e f,%0
k=0

associe son ordre en zéro (au sens large). Cest a dire w(f) = v (avec ®(0) = +00). On
désignera dans la suite par C[[x]] I'ensemble des séries formelles f vérifiant o(f)=0.
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Désignons par (aij(x)) les coefficients de la partie non polaire de la matrice
M(x), on construit n entiers positifs ou nuls de la maniére suivante

o = Inf( p-1, “’(aij)) j=1,2,...n
1€i<n

La matrice du systéeme (Ap), s'écrit alors d'une maniére unique sous la forme :
a.7n A(x) = x PN(x)x*

ot N est un élément de M(C[[x]]): I'ensemble des matrices carrées d'ordre n 2

coefficients dans C[[x]], avec

a=diag(al,a2, ...... o) aie{O,l,...,p~1)

Appelons n, la multiplicité (éventuellement nulle) de I'entier i dans la matrice o. On
peut supposer sans changer la généralité (quitte 3 appliquer 3 A une permutation sur
les colonnes) que la matrice a soit de la fome :
(1.8) a = diag( 0no , In,’ 2]n2 yeees(P-2) Iﬂ,..z , (p-l)In.p_')
- Ou Ono est une matrice nulle d'ordre ng, In, est la matrice identité d'ordre n, , avec
l-p-2
(1.9) Ny =n- 2 n
=0
Au systéme (A p), on associe les nombres rationnels suivants [Hilali, Wazner 1986b]:

mM) = mM) :=1 (ke IN¥ si p =1
n n n
mM) = p- 14 =+ = 4+ ... + =1 (1sksp1)
n o n n si p>1
m(M) = m(M) :=m_ (M) (k2p)

10
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On définit alors les invariants (M) (1 <k <p-1) et u*(M) de la maniére suivante

M) =Inf m(T-IMT -T-17))
Te GL(, C((x))
WHM) =p (M)

et on dit que le systéme différentiel (Ap) est k-irréductible si m, (M) = n (M) etsi
k =p-1, on dit que le systeme différentiel (Ap) est super-irréductible .

On appelera les entiers ( p, nyn, ..., “p-z) les paramétres associés a une forme
super-irréductible.

Remarques
En utilisant I'invariant de Moser p(M) défini ci-dessus, on a

u, (M) = Max( 1, y(M) }
et la singularité réguliére est caractérisée parp, (M) =1.

On considere ensuite les fonctions [Hilali,Wazner 1986b]:

r A
(1.10) GS(A,x,l)=xr'dct —L:—)+M) s=1,2,...,p-1
X

Iy =sn,+ (s-l)nl +...... +ng

Ces fonctions sont des polyndmes en A i coefficients dans C [[x]]). Elles permettent de
caractériser les systémes différentiels super-irréductibles [Hilali, Wazner 1986b]:.
Onale

Théoréme 1
Soit k un entier compris entre 1 et p-1.8ip 22, alors le systéme différentiel

( Ap) est k-irréductible si et seulement si les polynémes 6,(A,0,2),
6,(A,0,2)...., 6,(A,0,1) sont non identiquement nuls en 2.

L'algorithme décrit dans le chapitre V, construit, en un nombre fini de pas, des
transformations successives de la forme:

11
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T, (x) = diag(1, 1, ... ,1, x, %, ... )P+ Px+ ...+Px") k=1,2,...,N

ou Py, Py, ... , P, sont des matrices constantes avec det (Po) # 0. La méthode

proposée est relativement simple, car les transformations sont construites a chaque
pas a l'aide de la méthode d'élimination de Gauss sur des matrices constantes
d'ordre < n.

Considérons maintenant une équation différentielle linéaire homogéne de la
forme:

dny k=n n-ky
(D) — - 2a — =0
dx ke X

ou les a, sont des séries formelies de la forme :

a, =xMc(x) k=1,2,..,n
avec A’k = - (D(ak).

Dans le cas d'une équation différentielle scalaire, on peut obtenir d'une maniere
explicite le calcul des invariants définis ci-dessus, sans avoir a utiliser I'algorithme
de super-réductibilité. On a [Hilali 1987b]

Théoréme 2
Soit q, le plus petit entier tel que q 2A/k et q 2 1. Soit v, (I1<s5<q-1)
I'entier défini par:
Vs = Max (4 - kig-s))

1 <k<n

Alors l'invariant p*(D) de l'équation différentielle ( D ) est

wD)=1 si q=1 et

Vi Vy-2v, Voo - 2V + Vg Vo - 2vq_2 +Vo3

p*Md) =q-1+—+ + ...+ +...+ si g>1.
n n’ n® nd!

Remarque
Si l'on considere (D) comme une équation différentielle obtenue 2 partir du
systéme (A p) par l'intérmédiaire d'un vecteur cyclique, on peut déduire le calcul de

plusieurs invariants classiques. Nous rappelons briévement cette méthode:

12
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On pose Y, (x) = (Bl(x), By(x), ..., B,(x)), un vecteur ligne a n composantes, ou
les B;(x) sont des polynémes de degrés < n-1 [Ramis 1984]. La récurrence :

Y1 = Y + Y, M(x) k=0,1,...,n-1

définit alors une matrice carrée d'ordre n; Q(x) dont les lignes sont:
Yo Yy, ..., Y, . Si Q est inversible, on dit que Y, est un vecteur cyclique, et le

changement de variables Y(x) = Q(x)Z(x), nous conduit & un systéme dont la
matrice est sous une forme compagnon:

[0 ]

C(x) =oM(x)o"+‘£ !
|

a4, - - . . . .a
" lJ

Les a, représentent naturellement les coefficients de I'équation différentielle
correspondant au systéme (Ap) et obtenue a l'aide du vecteur cyclique Y,

En transformant la matrice compagnon sous une forme super-irréductible, on
obtient alors les conséquences suivantes [Hilali 1987b]:

Théoréme 3 ,
Si le systéme (A p) est super-irréductible de paramétres (p.ny, n I+ Mp) ) et
sip 22, alors pour tout choix du vecteur cyclique, on a les propriétés suivantes:

(i)  p est le plus petit entier tel que p2X/k (1 <k<n).( A désigne l'ordre
polaire du k° coefficient de la forme compagnon C(x).

(i) rg=sng+(s-In; + ... +ng ; = Max(lk-k(p-s)) s=12,...,p-1.
1<k<n

(iii) Si ng # 0 et si l'on désigne par k, le plus petit entier appartenant a
lintervalle [ng+n; + ... + Rg.p» Mg+ ny + ...+ ng] pour lequel le
maximum est atteint, on a

k.=n- dv(6(A0.2) avec Aks =rg + k(p-s).

13
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Remarques

les propriétés (i), (ii) et (iii), montrent en particulier que les entiers p, rgetkg
sont des invariants formels pour les systémes différentiels super-irréductibles. Ces
entiers donnent naissance a un polygone fPN(A) dont toutes les pentes sont entiéres.
La construction de ce polygone se fait de la maniére suivante:

Dans un repére orthonormé, on trace la droite D, passant par I'origine et de

pente l'entier p - 1 (p étant I'ordre polaire de la matrice du systéme). Ensuite, pour
tout entier s = 1, 2, ..., p -1, on trace la droite D passant par le point:

0, rg=sng+(s-)n; + ... +ng )
etdepentep-s-1.

Comme les entiers rg vérifient les inégalités A, - k < r, + k (p-s-1), si I'on
considere les points M, d'abscisses k et d'ordonnés A, - k > 0. Tous ces points se

trouvent dans le domaine limité par I'axe des abscisses et 1'enveloppe convexe
supérieure formée par les droites D.. De plus, d'aprés la propriété (iii), chaque

droite Dy (s 2 1) passe par I'un (au moins) des points M, (voir fig. ci-dessous).

Ay -k 2 Do D
kk 1 D,
r’-l*D’-l
+
rz + +
+
rl +
> k
(0]
P

Ces résultats donnent en particulier le cacul des invariants de Malgrange et Gérard
et Levelt. On a la proposition [Hilali 1987b]:

14
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Proposition

Si le systéme (A p) est super-irréductible de paramétres (p, Mgs Mpveees Mo ).

Alors les entiers

rg=sng+(s-I)n; + ... +ng; (1 <s<p-l)

désignent les invariants de Gérard et Levelt, et Tp.

sens de Magrange (i.e la hauteur du polygone ﬂ’N( A)).

1 Vindice d'irrégularité au

Etape 2. POLYGONE DE NEWTON

D'apres les travaux de J. P. Ramis et B. Malgrange, on sait que le polygone de
Newton que 1'on néte P 4ii(A) associé a un systéme est indépendant du choix du

vecteur cyclique. Se basant sur ce critére, on peut définir le polygone a partir des
coefficients du polyndme caractéristique de la matrice compagnon obtenue via un

vecteur cyclique. Donc P 4ii(Q) est le méme que celui de l'opérateur différentiel:

det(QMQ! + Q' Q! + A2, = d/dx

ol Q(x) est la matrice définie précédemment. Or, ce déterminant est invariant par
similarité. L'opérateur différentiel précédent est donc le méme que:

detM(x) + Q1Q+ Ay, _ g/ax

Il est donc naturel d'introduire ce que I'on peut appeler le polygone algébrique de
Newton que l'on notera ‘ﬂjalg(A ). Ce polygone est naturellement le polygone
différentiel de Newton associé 2 l'opérateur différentiel:

det(M(x) + ln, A = d/dx

On énonce dans le théoréme suivant le résultat essentiel du chapitre VII
[Hilali 1987a]: '
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Théoréme 4
Soit (A p) un systéme différentiel super-irréductible. Soit s* le plus petit entier a

partir duquelona ng,, ,=n, ,=...= n,,= 0. Soit k* l'entier défini par :
k*=n- 3°(0P_I(A, 0,2)

Si l'inégalité (I) p > s* + 2 + k*/4 est vérifiée, alorsona P di!]( A)= @a,g( A)
Sinon, le changement de variables

k*/4 + 2

—
(1) x =t avec m> — T

permet de transformer (A p) en un systéme dont les deux polygones sont
identiques.

Ce théoréme donne un moyen de calcul rapide du polygone de Newton associé
au systéme (Ap). Dans le cas ou I'inégalité (I) n'est pas vérifiée, on applique au

systéme la ramification x = t™, ensuite on applique I'algorithme de réductibilité. Les
paramétres du systeme obtenu vérifient alors I'inégalité (I). Les pentes du polygone

de Newton associé a (Ap) sont celles du systeme ramifié divisées par I'entier m.

Etape 3: METHODE DE CASSURE DE PENTES

Cette méthode consiste a appliquer sur le syst¢éme (A p) des changements de
variables successifs de type

Y(x) = exp( a/xM) Z(x)

ou A désigne la valeur d'une pente strictement positive, de telle maniére a rendre
cette pente nulle. On sait (cf. [Malgrange 1981], [Ramis 1981-1984]) que cet
algorithme converge et que I'on peut, en un nombre fini de pas, rendre chaque pente
strictement positive égale a 0. On peut trouver une démonstration de ceci pour le cas
particulier des systemes 2x2 dans le chapitre VIII.
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Contenu de la thése

Cette technique est celle que I'on utilise dans les équations différentielles
scalaires. Pour plus de détails, on peut consulter les travaux de J. Della Dora et
E. Tournier (1981-1987).

Etape 4: ALGORITHME DE CALCUL DES SOLUTIONS
FORMELLES ASSOCIEES A UNE PENTE NULLE

Comme nous l'avons précisé, on sait que le tout se ramene 2 i'utilisation de cet
algorithme connu sous le nom de Frobenius. Il s'agit de construire une chaine de
solutions formelles associée 2 une pente nulle du polygone. 11 est clair que les deux
étapes 3 et 4 fournissent n solutions linéairement indépendantes du systéme.

Théoréme 5
Soit (A p) un systéme différentiel super-irréductible. Si l'entier
k* =n - 39 0,. 1(A.0.2) est inférieur strictement & n, alors le polygone

P diﬁ( A) présente une pente nulle de longueur n - k*.

D'aprés ce qui précede, nous avons vu (cf. (1.7)) que l'on peut toujours
supposer que la partie non polaire A(x) de la matrice M(x) soit de la forme

[ A+ ) x AV ey FHASE ) AR )
10 11 -2 - -
(Ao + ) x(Al+.) o PP(ABEL ) PNl
A(x) =
L A ) x ATy AP L) AP )

ol les A (i,j =1, ..., n) sont des blocs associés a la matrice A, (k=1,2,...0)de
dimensions respectives nxn, (si0<i,j<p-2), n'p_lxnj (sii=p-let0<j<p-2),
nixn'p_l (sij=p-let 0<i<p-2)et n'p_lxn'p_l (si i=j=p-1).
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Ce qui s'écrit encore sous la forme:

A(x)= Ny + Njx + ... + NxK+ . x®

avec
o = diag ( Ono . In' y eeerenees , (p-1) In-’_')
et
Ny ny Ny2 Np-1
4 o z ’ 11 \
00 01 ? 0p-
10 11 1p-2 1p-1
p-10 p-it p-1p2 p-1p-1
N S Y O A oy

La fonction 8 (A, 0, 1) définie ci-dessus s'écrit ( pour s = p-1) sous la forme:
Gp_](A, 0,2) =det(N, + AEy)
avec

E, = diag(0,0,...,0,1,1,...,1)

tme é

oule i lément de la diagonale vaut 0 sii<np+n;+... +n_ , et 1 sinon.

p

On suppose que la condition du théoréme précédent soit satisfaite et on montre
(cf. chapitre IX) que les solutions associées a la pente nulle peuvent étre choisies
sous la forme

YX) =xMxE[Zy+ Zx + ... + ZxKe o ]
ou € est une matrice diagonale donnée par la formule:

e=(p-Nl-a

18



Contenu de la thése

A est une racine de I'équation caractéristique:

(1) ep_l(A,O,l) = det(N, +AE)) = 0.

Z, est une solution arbitraire de I'équation:

(ii) (Ny+1E)Z, =0

et Les Z, sont déterminés a I'aide de 1a formule de récurrence:

(iii) (Nyg+ (A-KE) Z, = Vi, k=12,.... oo,

ou V, , est un vecteur colonne qui ne dépend que de 2y,2,,..,27,.

Ces trois équations permettent le calcul des solutions formelles associées a la
pente nulle de longueur n-k*. Dans le chapitre IX, on construit ces solutions suivant
la structure matricielle de N,: Cas générique, cas o1 I'équation (ii) n'admet pas n-k*
solutions linéairement indépendantes, cas o les racines de I'équation caractéristique
Op_l(A,O,l) = 0 différent entre elles d'un entier.
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FORMES IRREDUCTIBLES D'UN SYSTEME
DIFFERENTIEL LINEAIRE






Chapitre 1 Réductibilité

1. Classification des singularités
l.a. Singularité réguliére |
On considere un syst¢me différentiel linéaire homogene de la forme
(1-1) Y'(x) = M(x) Y(x)

ot M est une matrice carrée d'ordre n dont les coefficients m; (i,j =1, 2,..., n) sont

supposés holomorphes dans le disque 0 < Ixl<p, p > 0.

Dans la résolution des systemes différentiels linéaires au voisinage d'une
singularité, nous sommes conduits  une étude préliminaire qui est la classification de
la singularité. Les singularités des solutions sont en général celles des coefficients de
la matrice M(x) et sont dans la plupart des cas plus compliquées. Nous supposerons
que l'origine est un péle pour les fonctions my; (i,j = 1, 2,..., n). Le choix de x = 0 est
arbitraire, car on peut toujours a l'aide d'une translation, se ramener 2 l'origine.
Notons

(1-2) @)= Ypyp Yigp oo Yo

un systéme fondamental de solutions de (1-1) ou les Y[i] sont des vecteurs colonnes

a n composantes. D'aprés le théoréme d'existence (cf. [14], p. 3), on sait qu'un
systeme de la forme (1-1) admet dans tout ouvert ne contenant pas l'origine, une
solution holomorphe. On peut alors prolon er cette solution le long d'un circuit
autour de l'origine de telle sorte qu'en z = xe?™, on obtienne une autre solution que
l'on notera

dH(x) = P(xe?m)

Si on suppose que la matrice M(x) est uniforme (M(x) = M(xe?™), il en résulte qu'il
existe une matrice constante C non singuligre telle que :

(1-3) d*(x) = d(x)C.

Puisque C est une matrice inversible a coefficients complexes, il est toujours

possible de définir une matrice R appartenant a M, n(C) et telle que :
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(1-4) C = ¢smR

Posons (cf. [2,14] )
S(x) = d(x) e Rlog x

cette matrice est uniforme car, on a
S*(x) = S(x e%i™) = p*(x) e -R log(x.exp(2ir))
=dx)C e-2inR o-Rlog(x)

= P(x) e RIoE®

De plus S(x) est une matrice holomorphe dans le disque 0 < Ixl < p et de déterminant
non identiquement nul. Donc tout systéme fondamental de solutions de (1-1) peut
s'écrire sous la forme

(1-5) d(x) = S(x) xR avec R = 1/2indog C

ol S(x) est une matrice uniforme, holomorphe dans 0 < Ixl < p et de déterminant non
identiquement nul. Comme on a :

M(x) = ®'(x)d1(x)

En utilisant (1-5), on en déduit 1a relation suivante
(1-6) M(x)=s§-s"+s's"

Définition 1.1 [14]

Considérons le systéme différentiel linéaire (1-1) dont la matrice M(x) est
holomorphe dans le disque 0 < [x| < p, avec p >0 et dont le point x = 0 est un
pole pour M(x).

On dit que ce systéme admet une singularité réguliére a l'origine si
la matrice S dans la relation (1-6) est holomorphe au voisinage de
l'origine, ou si elle posséde un péle en ce point. Dans le cas contraire, on dira
que le point x = 0 est un point singulier irrégulier.
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Nous nous plagons, dans ce qui suit, dans le cas formel. M(x) sera toujours une

matrice a coefficients dans le corps des séries formelles C ((x)). C'est a dire une

expression de la forme
kn+oo

(1-7) Mx)=xPAx) = xPY AX"
k=0

ol p = p(A) est un entier supérieur oi égal a 1 et les A, (k=0,1,2,.) des matrices
constantes a coefficients complexes. A, sera appelée la matrice résidu de M(x) et
supposée non nulle.

Si p(A) = 1, l'origine est une singularité réguli¢re pour le systéme (1-1), mais
cela peut étre également vrai lorsque p(A) > 1 (voir des exemples a la fin de ce
chapitre). En fait d'aprés la définition 1.1, tout systme différentiel a singularité

réguliére peut se ramener A un systéme dont la matrice présente un pdle simple a
l'aide d'une transformation de la forme :

Y (x) = T(x) Z(x)

ou T(x) est une matrice carrée d'ordre n A coefficients dans C ((x)) et de déterminant
non identiquement nul.

Par une telle transformation, on obtient un nouveau systeme :
(1-8) Z'(x) = B(x) Z(x)
ou B(x) est une matrice carrée d'ordre n qui vérifie la relation
B=T!MT-TIT et p(B) =1

Les deux systemes (1-1) et (1-8) sont dits équivalents par la transformation T, car les
solutions au voisinage de la singularité sont du méme "type".

Dans la littérature, le probléme de la caractérisation des systemes différentiels 3
singularité réguliére a été étudié par plusieurs auteurs :

G. D. Birkhoff [1] a démontré, dans le cas des systeémes aux différences, que l'on

peut toujours se ramener a une équation scalaire aux différences d'ordre n. Cette
méthode a €té reprise, dans le cas des systémes différentiels par F.T. Cope [3], et
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récemment par J. P. Ramis [11] qui a démontré que tout systeme différentiel est
équivalent & une forme compagnon (voir la démonstration dans le chapitre II).

B. Malgrange [9] associe ainsi 2 tout syst¢éme (1-1) un entier i(D) que l'on
appelle I'indice d'irrégularité et dont la nullité caractérise la singularité réguliére.

De méme, N. Katz associe 2 toute équation différentielle scalaire d'ordre n, un
rationnel RK appelé I'ordre de la singularité (cf. [4]) dont la nullité entraine la
régularité du point singulier.

R. Gérard et A.H.M Levelt [4] définissent pour tout syst¢tme (1-1) des entiers
Pis Poreess Py (les invariants associés au systéme ) et ils montrent que i(D) = p,.

W.B Jurkat et D.A Lutz [7] associent & (1-1) une suite de matrices Gy
(k=1,2, .., 0 ) définie par la formule de récurrence

G, = M
G,, =GM +G, k=1,2, ..., o

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. le systeme (1-1) est & singularité réguliére
2.p(G) <k +(n-1)(p-1) pour k=n,n+l,.., (n-1) 2n(p-1)-1)
J. Moser [10] associe a tout systéme (1-1), le nombre rationnel :
(1-9) mM) = p-1+— >0
ou r=rang (A;) <n. Il consideére ensuite le nombre
(1-10) u(M) = Inf {m(T-'MT - T'IT"), T ¢ GL(n, C((x)) )
ot GL(n, C((x))) désigne le groupe des matrices inversibles dans M, 4n(C((x))). On

appelera n(M) l'invariant de Moser associé 4 (1-1) et on a la caractérisation suivante:
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x =0 est un point singulier régulier si et seulement si u(M)<1.

Moser (cf. [10] p. 382) démontre l'existence des transformations polynomiales de
type : :

T(x) = (Py+x P, ) diag(1, 1, ...,.1, x, x, ..., x )
ou P, P, sont des matrices constantes avec det(P,) # 0 et qui permettent de réduire la
quantité m(M).

D. A. Lutz [8] donne des conditions nécessaires pour que la singularité soit
réguliére, en regardant le polynéme caractéristique de la matrice M(x) du systeme
considéré:

det(M(x) +AD) =A"+a,(x) A" + ... + a_(x)

I démontre que si I'origine est une singularité réguliere, alors le k™€ coefficient a,
du polynéme caractéristique présente un péle a l'origine d'ordre au plus égal a (k-1)p
si 2< k< netauplus égal 2 1 si k = 1. Il montre en particulier que l'une des
conditions nécessaires pour que la singularité soit réguliére est que la matrice résidu
soit nilpotente.

Dans le méme ordre d'idées, W. A. Harris [6] a donné des conditions

supplémentaires (non suffisantes), en démontrant que si le point singulier x = 0 est
régulier, alors les propriétés suivantes sont vérifiées:

() a®=0x&Dpyxky k=12, . n
(i) Mexiste k (k<n) tel que Ak =0.
(iii) trace(AgkA)=0  k=0,1,...,n-1 si p>3 et k=1,...,n- sip=2.

E. Wagenfiihrer [12,13] a étudié la matrice Ap(k) construite a partir du
développement (1-7) de M(x) et définie par:
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‘A, 0 07
Ay Ao
AN = A,- N e=p
A, A-to-pl A Ao,

Se basant sur le critere de Gérard et Levelt, Wagenfiihrer [12] associe a la
matrice Ap(X) I'entier

d =Min{dim[Ker(A (\)]}
® et ¢

et démontre l'existence d'un entier q < np -1 a partir duquel, le nombre dp est une

constante d pour tout p > q. La singularité réguliére est alors caractérisée par
(cf.[12] p.383) d=np.

Dans ce chapitre, on s'intéresse au critére de J. Moser en lui donnant un
caractere plus pratique. On donne des conditions nécessaires et suffisantes, dépendant
des coefficients Ajet A,, pour que le nombre m(M) défini dans (1-9) puisse étre

diminué. Ce critére conduit a la construction d'un algorithme qui, en un nombre fini
de pas, donne une transformation T(x) qui réduit le systéme (1-1) sous la forme

Y'(x) = _:,_[ 2 A x"]Y(x)
X k=0

ou p* = p(A*) est la valeur minimale de I'entier p(A) lorsqu'on applique au syst¢me
(1-1) toutes les transformations de GL(n, C((x))).

La singularité réguliére est caractérisée par p(A*) = 1.
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Les transformations données par cet algorithme sont calculées 2 I'aide de la
méthode d'élimination de Gauss. Cet algorithme est donc plus performant que la
méthode proposée dans [5] qui utilise les transformations de Jordan. On traite 2 la fin
de ce chapitre deux exemples.

2. Réductibilité d'un systéme différentiel linéaire

Définition 2.1
Considérons les nombres rationnels de J. Moser wWM) et m(M). On dira
que le systéme (1-1) (ou la matrice M(x) ) est irréductible au sens de Moser

(ou M-irréductible) si m(M) = pu(M).
Au systeme (1-1), on associe la fonction en x et A définie par:
-1 f(x,2)=x"detPIMx)+Al) avec r= rang (A,)

et qui est un polynéme en A dont les coefficients sont des séries formelles sans pole a
l'origine (cf. § 3)

Nous supposerons dans toute la suite que m(M) > 1 et nous allons regarder dans
quelles conditions la matrice M(x) est M-réductible. Ceci est contenu dans un
théoréme de Moser :

Théoréme 2.1 [10]
Si m(M) > 1, alors M(x) est M-réductible si et seulement si le polynéme f(0,1)
est identiquement nul en A.

Remarque 2.1
La réductibilité de la matrice

400

1 k

M(x)=—pZAkx
X o0

ne dépend que de A, et A,.Eneffet,on a

' A
(2-2) f(o.x)=x’det(—9+A, + )\I)
X | x =0
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Remarque 2.2
Si P est une matrice constante, inversible permettant d'écrire A, sous une forme

de Jordan

J=P1A,P
ona:

1(o,>\)=x'det(i+e+>d)
X | x =0

G=PIA,P.

Proposition 2.1
La réductibilité du systéme (1-1) ne dépend que de la partie nilpotente de la
matrice résidu A, ( i.e. la partie la plus polaire de la matrice du systéme).

Démonstration :
Soit

Pl A, P=J=diag (J,, J,,...J )
une décomposition en blocs de Jordan de la matrice A, avec
(2-3) J= xiln' +H; i=1,2,.,m

ou In‘ désigne la matrice identité d'ordre n,, et oil les H; sont des matrices nilpotentes

d'ordre n, de la forme :

avec
n= l’l|+ n2 + ...+nm
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Supposons que dans J, les valeurs propres ApAy, ... s A (s <m)soient nulles et
que A, ,,A 5 ..., A ne le soient pas. Dans ce cas,on a :

r=rang (Ap)) =n, -1+ n-1+..+n-1+n,, + et = n 4+, +4n oS

On peut écrire la matrice J sous la forme:
J=diag(H,K)
ou H est la partie nilpotente de J de rang

ry=rang(H)=n, -1+ n-1+...+n.-1= n+n,+.4n-s
K est une matrice diagonale par blocs ne contenant que des valeurs propres non nulles
et

r, = rang (K) =ng,, + ...+n_

est son rang. On a

r=rn +r,
Considérons maintenant les matrices
2-4) €(x) = diag (In-rK , xIrK )
et
(2-5) R()\,x)=)\l+;+G

ou G = P‘lA]P que I'on décompose en quatre blocs suivant la méme décomposition
que J,ona

G G
a =( " 12]
Gy, Gy,

ol Gll et Gzz ont les mémes dimensions que H et K. Puisque det(e(x)) = x', on a
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f (0 ) =x"" det [(R(Ax) e(X)]; 4 = o

En effectuant le produit des matrices (2-4 ) et (2-5), on obtient

Al +t'-+G11 0
r-rg MK X
f(0,\)=x " det
Gay K oo
Donc
r-rg H
(2-6) 1(0,1)=x det(K)det(Mn_,K +7+G")| i
X =
On peut écrire alors (2-6 ) sous la forme :
Nse1  Ms42 "m
f(o.)\)=)\s+1 )\3+2 ...)\mg(o,)\)
ou
H
g@,x)=x" det(lln_,K+-x-+G“) L My =Ten
|x=0

La réductibilité de la matrice M(x) ne dépend donc que de la partie nilpotente de la
matrice A,. En particulier une condition nécessaire pour que la quantité de Moser

m(M) définie dans (1-9) puisse étre diminuée est que la matrice A, posséde une
valeur propre dont un bloc de Jordan J, correspondant, soit de dimension supérieure
ou égale a 2.

3. Algorithme de réductibilité

3.a. Etape 1

Soit )
(3-1) Y'(x)-.-x"’[ 2 A x"]v(x)
k=0
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Le systeme différentiel de départ avec p > 1 et r = rang (Ap) <n.
I existe alors n-r vecteurs colonnes Wy, W, ... W, linéairement indépendants
tels que

Aowi=0 i=1,2,..,nr
On peut compléter la famille des vecteurs Wi (i=1,2, .., nr) de maniére 2 avoir
une base de C". Appelons
(3-2) B=(e, €908 , WL W,y, .0, W, )

cette nouvelle base.

Soit P (A,) lamatrice de passage de la base canonique 2 la base 8. Comme les
vecteurs W; ont été choisis dans le noyau de A, en appliquant P(A) a Ajlesn-r
derniéres colonnes de la matrice

(3-3) A =P(A) 1A P(A)
sont toutes nulle.

La premiére étape consiste donc A construire une matrice constante (que l'on
notera dans la suite par P.(A,)) telle que le changement de variable

Y(x) = P(A)Z(x)

transforme (3-1) en un systéme
K=4c0
Z(x) = x "’[ 2 Al x"]Z(x)
k=0

ol les r premiéres colonnes de la matrice résidu A,(D sont linéairement
indépendantes et les n-r suivantes sont toutes nulles. Avec

1 -1
A =P (A) T A P(A,) k=0,1,...
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3.b. Etape 2
D'aprés ce qui précéde, on peut supposer dans cette étape que la matrice résidu
du systeme (3-1) soit de la forme

A0
(3-4) Po=| o
A2 0

o A, est une matrice carrée d'ordre r et A,?! une matrice 3 n - r lignes et r
colonnes. Décomposons la matrice A, de la méme maniére

(3-5) A A:1 A:Z
- y =
Af’ Afz

ot A 1let A 21 ont respectivement les mémes dimensions que A,'! et A2l
Considérons les matrices

€ (x) =diag (xI, , I, )

et
A0
R1 (X'X) =X'+';'+A1
Ona
(3-6) f(0,A) =det(R,(A,x)) det (e (X)), _q

En utilisant les décompositions (3-4) et (3-5) de A, et A, on obtient

(3-7) f(O,L) = det(G(M,1n))
ol
Al AP
(3-8) GM, N =Ry (A, Xe Keuo =| 2
A, A +Mn_'

44



Chapitre 1 Réductibilité

D'ou le résultat :

Lemme 3.1
Si m(M) > 1, alors le systéme (3-1) est M-réductible si et seulement si la

matrice G(M,A) est singuliére identiquement en A.

D'aprés la forme particuliére (3-8) de G (M, 1), une condition suffisante (mais
non nécessaire) pour que M(x) soit M-réductible est que:

- les vecteurs colonnes de 1a matrice

1
AO

(3-9) C =
Al

- ou les vecteurs lignes de 1a matrice :

1"

(3-10) L= (A, Alz)

soient linéairement dépendants.

Dans I'étape 1, nous avons montré comment transformer le systéme sous une
forme telle que les vecteurs colonnes de C soient linéairement indépendants. Nous
supposons donc, dans cette étape, que les vecteurs colonnes de la matrice C soient
linéairement indépendants et que les vecteurs lignes de la matrice L soient
linéairement dépendants .

Théoréme 3.2
Supposons m(M)> 1. Si la matrice M(x) est M-réductible et si les vecteurs
lignes de la matrice L sont linéairement dépendants, alors la réduction s'obticnt
a l'aide d'une transformation de la forme :

T(x) = diag ( x, x, ...x, 1,1, ...., 1)Q

ou le i élément de la matrice diagonale vaut x si i <r et I sinon. Q est une
matrice constante inversible.
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Remarque 3.3
Soit ¢ (x) = diag (xI, , I, ) la matrice définie ci-dessus. On a

e le'=1/x diag( I.,0..)

La matrice ¢! e, est donc d'ordre polaire égal a 1, le nombre rationnel m(M), ne

peut donc étre diminué que par I'opération T-1AT, il s'agit donc de démontrer ici que
sim(M)> 1 et si

(3-11) M“’=er'1M €
alors
rang ( A((," ) < rang (A,

ou A" désigne la matrice résidu de la nouvelle matrice MO,

Démonstration du théoréme 3.2
En appliquant a (3-1), la transformation er(x), la matrice résidu du nouveau
systéme est

-8
0 0
Appelons
(3-12) r' = rang (Ao"’Al'z)

le rang de la matrice A (. Par hypothése les vecteurs ligne de la matrice L sont
linéairement dépendants, donc

(3-13) r<r

rd

on est alors ramené 2 I'étape 1. Soit P.(A,(D) la transformation constante associée a
Ao définie dans I'étape 1. En I'appliquant a la matrice M) définie dans (3-11),
nous obtenons

M® =P (A D) MD P (A (1)
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ou les n-r' derniéres colonnes de 1a matrice résidu AP de M® sont nulles. D'ou,
en vertu de (3-13) et de la remarque 3.3 '

m(MY) = p-1»+'F < p-1+—:-;-=m(M)

En particulier, lorsque r' = 0, I'entier p est réduit a p-1.

3.5. Etape 3
Dans cette étape, nous supposons que la matrice G(M,1) soit singuliere
identiquement en A et que

11
A
(3-14) rang[ 0 ] =T et rang(A:,1 A:2)= r

A2l
Posons A = 0 dans (3-8), la matrice obtenue
11 12
A A
G(M,0) = { ‘2’ 1 ! ]

A, AT
est singuliére.

Nous allons d'abord étudier le cas ou G(M,0) admet une forme particuliére et
donner la transformation de réduction correspondante. Ensuite, par une
transformation constante, nous montrerons que I'on peut toujours se ramener 2 celte
forme. Pour cela, on suppose que les matrices blocs de G(M, 0) sont telles que :

B W u
(3-15)
W. W,
SRS
3
ou

- V, est de dimension (n-r-q) xr avec 1< qg<n-r

- U,, U, sont respectivement de dimensions r x (n-r-q)etrxq
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- W,, W, sont de dimensions respectives (n-r-q) x (n-r-q) et (n-r-q) xq
- W, est une matrice carrée d'ordre q trianguli¢re a diagonale nulle.
On supposera de plus que 1'on a la propriété :
(3-16) rang (Ay  U,) < r

Remarque 3.4

D'apres (3-15), la matrice G(M, 0) est de la forme:

. A:J1 U1 U2
(3-17) G(M,0)=[v, w, W,

Appliquons & (3-1), la transformation :
o(x) = diag (xI, In_r_q, qu)

" Comme nous l'avons fait dans I'étape 2 (cf. Remarque 3.3), on ne considérera que
I'opération

(3-18) MO = o 1Mo,

Soit A, la matrice résidu de la matrice MD. En effectuant l'opération (3-18), on
trouve que la matrice résidu associée 3 M) est de la forme

AU 0
1
Ay =|0

0 0o o

Nous sommes ramenés a I'étape 2 de l'algorithme. On sait alors construire une
transformation (cf. Théoréme 3.2 ) qui permet de réduire (3-1) en un systéme dont la
matrice résidu est de rang :
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r, =rang (AW U) < r

Pour terminer cette dernigre étape, il suffit de démontrer que I'on peut toujours
se ramener a un systéme dont la matrice G(M , 0) est sous une forme (3-17), ou q
est un entier compris entre 1 et n - r. Considérons la matrice intiale

1 12
o (WA
07t 2 22
\Ao Al
Soit
W - (W1)
\w2

un vecteur du noyau de la matrice transposée de G, Avec
w,‘ =( 319 az, ees g ar) et W2l= (bl, b2, eee g bn_r)

D'aprés (3-14), le vecteur w, peut étre choisi de telle sorte que l'une au moins des
composantes b; (i = 1,..., n-2) soit non nulle. On peut supposer sans changer la
généralité que b, _# 0, il suffit pour cela d'appliquer 2 M(x) une permutation sur les
n-r derniéres lignes qui ne change pas la structure de la matrice M.

Dans ce cas, si l'on désigne par e le i*™ vecteur de la base canonique de C", le
systeme
B = (Y YN €, pr W)

forme une base de C". Soit P, la matrice dont la i*™ ligne est formée par le it™

vecteur de la base canonique si i # n, la nime ligne étant formée par le vecteur w. Fn
faisant I'opération

M® =p MP -

on trouve que la n®™ ligne de la matrice G(M®, A) associée a MW est nulle, car le
vecteur w a €t€ choisi dans le noyau de 'G,. La matrice G, associée a MO est donc

de la forme (3-17) avec q=1.
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En réitérant le méme procédé k fois, on obtient un systéeme dont la matrice G est
de la forme

A:)‘ U1 U2
(3-19) GMY ) =lv, WL, W,
0 0 W, + Al

ot W, est une matrice carrée d'ordre k, triangulaire supérieure a diagonale nulle.
En développant det (G(M®), 1)) par rapport aux k deriéres colonnes, on a

1"

k A U
(3-20) det (G, (MM, 7)) =X det| © !
\2 W+l

Si les vecteurs colonnes et les vecteurs lignes constants de la matrice G(M® 1) ne sont
pas dépendants, on applique de nouveau 3 M® la matrice

Pk =( €1 €k W en-r-k+l”"’en)
ou cette fois le vecteur w est un vecteur du noyau de la transposée de la matrice

G(M(k), 0). Au cours de cet algorithme, soit on rencontre k < n-r tel que l'une des
conditions suivantes :

1

A 1

rang| % | <r ou rang(A, U)<r
v,

soit vérifiée, soit k = n-r auquel cas on a

det(G,(M®, 1)) =A™ det (A 1) = 0

et les deux conditions sont vérifiées.

Nous venons de donner un algorithme permettant & chaque pas de réduire la
quantit¢ m(M) de Moser. Si I'on désigne par T(x), la transformation donnée par cet
algorithme, et par p* l'ordre polaire du systtme équivalent a (1-1) par cette
transformation, alors p* est la plus petite valeur de I'entier p lorsqu'on applique a
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(1-1) toutes les transformations de GL(n, C ((x))) et on a la propriété :

x=0 est un point singulier régulier si et seulement si p*=I.

L'algorithme s'arréte losque p =1 ou det(G(M, 1)) = 0.

4. Algorithme

Considérons le systéme initial

Y(x) = (Z AX }Y(x)

k=0

On désignera par p (M) = p > 1 l'ordre polaire de la matrice du systéme et par n,, le
nombre de colonnes non nulles de la matrice résidu A, On note A= (a,ii) 1<i.j<n €1

=(a¥) jen les coefficients des matrices Ajet A, dans le developpement de la
matnce M(x).

Etape 1
1.1 Sing= 0 remplacer p(M) par p(M) - 1.

1.2 Appliquer & la matrice M(x) une permutation telle que les n-n,
demiéres colonnes de A, soient nulles.

1.3 Si p(M) = 1, arréter l'algorithme

1.4 Former la matrice

U
> | A2 Afzn\l,,_no

1.5 Si det (Gy) = 0, arréter l'algorithme.
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1.6 Former la matrice :
. A:) 1 A12
0 =
A2 A2
1.7 Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systéme linéaire :

GoX =0.

1.8 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul
rencontré a la position (k, k) dans G et qui est tel que :

X, = (a,a),...,a,1,0,..,0)
1.9 Sik>n,, passer a I'étape 2.

1.10 Appliquer 3 M (x) la transformation dont la i®™¢ colonne est celle de
l'identité si i #k et X, sinon

1.11 Remplacer n, par n, -1 et passer a I'étape 1.1.

Etape 2
2.1 Former la matrice

ta i1 t 21
A Ay
t 0

1,12 1522
2.2 Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systeme linéaire
G, X=0

2.3 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul
rencontré a la position (k, k) dans G et qui est tel que :
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X = (b',‘.b'é.....bﬁ,,.1,o,...,0)

2.4 Sik > ny, appliquer 2 M(x) la transformation dont la it™® ligne est celle de
lidentité si izket 'X, sinon.

2.5 Passer 2 la 3°™ étape
2.6 Sik <n,, appliquer a M(x), la transformation :
T(x) = diag (x,..., x, 1, ..., 1)
ol le i¥™ élement de la diagonale vaut x si i < n, et 1 sinon

2.7 Passer a l'étape 1.

Etape 3
3.1 q=0

3.2 Former les matrices

Il = (a,ij . = (a,ii . .
AO (aolj) 1<i,j<ng Ul (alu) 1<i<ng *ng +1<j<n-ngq
Vl = (aolJ ) ng+1<j<n-ng-q,1<j<ng
Wl = (al“) Ng+1 <i< n-ng-q’ ng +1<j<n-ng-q

3.3 Former la matrice

1"
G = A0 U1
) V1 W,

3.4 Résoudre par l'algorithme de Gauss le systeme linéaire

GqX=O
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3.5 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul

rencontré a la position (k, k) dans G, et dont la jeme composante vaut 1 si
j=k et 0 si j>k.

3.6 Sik <n,, passer a la premigre étape

3.7 Sik > ny, résoudre par I'algorithme de Gauss le systéme linéaire
'GYx=0

3.8 Soit X, la solution correspondant vérifiant les mémes propriétés que dans
3.5. '

3.9 Sik <n, appliquer & M(x) la transformation
Tx)=(x,.,x,1,..,1,x,.,x)

oil le i*™€ élement de la diagonale vaut 1 si nj +1<i <n- ny-q et x sinon.
Passer a I'étape 1.

3.10 Sik > n,, appliquer & M(x) la transformation dont la i¥™ ligne est celle
de l'identité si i # k et 'X, sinon

3.11 Passer a I'étape 3.2 en remplagant q par q+1.

Conclusion

On peut considérer cet algorithme comme une caractérisation des systémes
différentiels a singularité régulitre. En effet si le systéme différentiel de départ est a
singularité réguliére, en calculant successivement les transformations TO, Tl,...,TN

permettant a chaque pas de réduire le nombre rationnel
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On peut ramener ainsi 'entier p(M) 4 1 en au plus (n-1)(p(M)-1) pas. En général, la
transformation donnée par I'algorithme :

T(x) = To(x)T{(x) . ..... . Ty(x)

conduit a un systéme de la forme :
1 [«
' . K
Yix) = T(E A X }«x)
X \ks0
ol p* est la valeur minimale de I'entier p (M) lorsqu'on applique a (1-1) toutes les
transformations a coefficients des séries formelles et de déterminant non

identiquement nul.

L'invariant de Moser [10] est alors immédiat

rang(A,")
HM=mM)=p*- 14— 2"

la singularité réguliere est caractérisée par p*=1.

S. Cas d'une équation différentielle scalaire d'ordre n.
Considérons une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre n.

(E) y®-a,y™D- -2 (x)y -2,y =0

ol les a, sont des séries formelles dans C ((x)). On note A2 0 I'ordre polaire du
k®me coefficient a avec A =0 si a,(x) est sans pole a l'origine.

Dans son article, J. Moser [10, p. 382] montre que le calcul de I'invariant p pour
une équation différentielle de la forme (E) peut étre obtenu d'une maniére explicite,
sans avoir a utiliser I'algorithme de réductibilité développé ci dessus.

Soit C(x) la matrice compagnon associée a I'équation différentielle (E). Elle
s'obtient en choisissant comme inconnue le vecteur colonne :
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Y'=(y,y,...y™D)
L'équation (E) s'écrit alors matriciellement sous la forme :

(5-1) Y'(x)=C(x)Y (x)
ou

C(x) =

1
ap - - . . . .7

les entiers p et r associés au systeme différentiel (5-1) sont construits de la maniére
suivante (cf. [10] :
On considere I'entier p immédiatement supérieur a A, / k pour k =1, 2,....n.

Ensuite si p > 1, on définit I'entier r par la formule
(5-2) r=Max (A - (p-1)k)

On peut alors par l'intermédiaire de ces entiers construire un syst¢me différentiel
M-irréductible, en considérant la transformation suivante( cf. [10]) :

(5-3) 6=diag (5,5 ...,
ou

8, =pk si 0<k<r
et

o =(p-Dk +r si r<k<n

le changement de variable Y(x) = x8 Z(x) nous conduit au systeme

(5-4) 209 = (86 -2 Jow
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avec
n-r+l r-1

L 4
L

B(x) =

ba- - - - bb, - - - - b,

oil les by sont donnés par la formule

(5-5) by(x) =x d a, (x) k=1,2,..,n
Par construction, on a pour tout k =1, 2, ..., n les inégalités

A < pk
et
A < (p-Dktr
les fonctions b, sont donc réguligres a l'origine. Soit
(5-6) M(x) = x PB(x) - %
la matrice du systéme (5-4). Sa matrice résidu est

A,=B(0)

D'apres la formule (5-2), il existe un entier k, 2 rtel que
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5-7) kko= (p-1k,tr

Comme
-xko
bk0 (x) = x ako(x)

ona
bko(O) 0

le rang de la matrice A est donc r, puisque le bloc A,22 contient r-1 colonnes
linéairement indépendantes. En considérant le déterminant f(x, A) défini dans (2-1),

ona:
B i
f (x,\) =x'det( PN PRl x"z)
X |x=0

En développant ce déterminant, on obtient aprés avoir posé x = 0,

f(0, ) = A"k b (0)+ ...

ou k, 2 rest le plus petit entier pour lequel I'égalité (5-7) est obtenue. Le systéme

différentiel (5-4) est donc M-irréductible, par conséquent l'invariant de Moser
associé a I'équation différentielle (E) est

pE)=m(M)=p-1+r/n si p>1.

6. Etude de quelques exemples

Considérons la matrice:

; .‘2x2 - x3 x5 + x6 4x2
AX) = 5| 1-2x x> ax
X
0 3% o2 4+ x*

Ona
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0 0 0 0 0 0
r=1 , A0=[1 0 0) et G(A N =1 A 0
0 0 0 0 0 A

Comme la premigre ligne de G est nulle, en vertu du théoréme 3.2, on applique 3 A la
transformation

T0=diag(x, 1,1)
On obtient alors

2
. 1 X - X X +X 4
1 1 1
AV ST AT, - T T = 5| 1-2« 2 4x
X
0 ax* 2%+ x°
avec
(M _
rang (Ay,’) =2
Appliquons la permutation
1 0 0
P, = (o 0 1
0 1 0
Nous obtenons la matrice
1 4 X +X
2 4,0
A()=P1 A() ___2_ 2X+X4 3x4
1-2x 4x X
La matrice
0 4 0
GA® 2 =0 o o
1 0 A

est singuliere identiquement en A. En vertu du théoréme 3.2, on applique Ia
transformation

T2=diag(x,x,1)
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ce qui conduit a

' NG 4 x>+ X2
3 1,02 Ay
A”=T2 A()Tz‘T2T2=—2' 0 x+x 3x°
X
x-2x° a4 X
Appliquons la permutation
0 1 0
T3 = [1 0 0
V] 0 1
Ona
; X 4% 0 3x°
4 1,3
A()=T3 A(,T3=-2- 4 'X2 x2+x3
X 2 2 2
4x X - 2X X
Puisque la premiére ligne de la matrice
0 0 0
G(AY N =4 24n 0
0 1 A
est nulle, la transformation i appliquer 2 la matrice A® est
T, =diag(x,1,1)
ce qui réduit I'ordre polaire a 1. On trouve
4 ‘xz 0 3x
5 A a4 A
A =1 AT, T T, = |4 I
ax° 1-2x X
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La matrice donnée par l'algorithme est donc le produit des matrices T, (i=0,1,2,3,4):

0 X 0
T(x)=|0 0
2 0 0

Cette matrice transforme le systéme initial en un syst®me dont la matrice est A®
avec p(A®) =1.

Exemple 2
10x° X 0 X
AX) i] 0 0 X
X) =—
x‘ 0 4x3
0 -14x3 X 14x3
Ona
0 -1 0 1
0 A 1 0
G(A,\)=
1 0 A 0
0 0 1 A

La matrice A(x) est M-réductible sans que la premiére ligne ni la deuxiéme ligne ne
soient nulles. En faisant A = 0 dans G(A, 1), on trouve que le vecteur

0

-1
W=
0

1

est dans le noyau de la matrice tG(A, 0). Désignons par T, l'inverse de la matrice :

o - O

0

0
1
0

- =)

1
0
0
0

)
—h
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On trouve
10x° 0 0 X
3 1 0 X
AV = T AT, = < .
X 0 4x
0 0 0 14x°
LLa matrice
0 0 0 1
) 0 0 1 0
G(A",0)=
( ) 1 0 0 0
0 0 0 0

est bien sous la forme (3-17). De plus elle vérifie la condition (3-16). On applique
alors & la matrice A(, en vertu de Ia remarque 3-5, la transformation:

T,(x) = diag(x,1,1,x)

On obtient
2

Ox 0 0 1
_ - 1] 0 0 1 0

AP =T AT Ty = .
X 1 0 4x 0
0 0 0 13x°

En appliquant 2 A"V 1a permutation T, qui échange les colonnes 2 et 4, on trouve

2

9x 1 0

3 1 2
A( )(X) - 3 0 13x \ 0
X 1 0 4x 0
0 0 1 0
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avec

0
G(A® )) = ?
0

© 00 -
- oo o
> ©0 0o

les vecteurs lignes constants sont linéairement dépendants, on applique donc la
transformation :

T3(x) = diag(x,x,x,1)

Ona
8x2 1 0
4 1 2
A( )(X) = _3 0 12x \ 0
X1 1 0 3x 0
0 0 X 0

Le rang de la matrice A est égal & 2. En formant la matrice G(A®, 1), on trouve

que les vecteurs lignes constants sont linéairement dépendants, ce qui nous conduit i
poser
T,(x) = diag(x,x,1,1)

cela donne
' 1 0
1 2
A(s)(x) = 3 0 11x 0
x| x 0 3% 0
0 0 X 0

En désignant par Ty la permutation qui échange la deuxieéme colonne avec la
premicre, on a

11x 1 0 0

(6) 1|4 e 0 0
A% ==

x| o X 3 0

0 0 X 0
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En formant la matrice G(A®, 4), on est conduit 4 appliquer la transformation

Te(x) = diag(x,1,1,1)
on frouve

10x 0 0 0

n, . 111 7x 0 0
A( )(X) = > .

x| O 1 3x 0

0 0 1 0

les vecteurs lignes de la matrice G(A(", 1), sont linéairement dépendants, donc
T,(x) = diag(x,x,x,1)
De la méme maniére on trouve

Tg(x) = diag(x,x,1,1)
To(x) = diag(x,1,1,1)

En appliquant finalement cette derniére transformation, l'ordre polaire est réduit
a 1. La singularité du syst¢me considéré est donc réguliére et la transformation

Tx) =T, T,. ... T,

appliquée a A(x) conduit a la matrice

Bx) = T'AT-T'1' =

C
—_ ou C=
X

- N O O
o O O O

avec
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0 X 0 0

0 0 0 1
T (X) = 2

0 0 X 0

x’ 0 0 1

Dans cet exemple, on peut avoir explicitement quatre solutions linéairement
indépendantes du systéme, en calculant une forme de Jordan de la matrice C. Soit

J=PlCcP=diag(7,5,2,0)

avec

(1 0 0 0)
1
5 1 0 0

P=]1 1

T 3 1 0
1 1 1 ]

\70 15 2 )

Un systéme fondamental de solutions associé au systeme différentiel et dont la
matrice est B(x), est

by (x) = xC=Pdiag(x7,x5.x2. 1 )P’1
Donc
[ x 0 0 0]
D(x) = (x7-x5)/2 x° 0
BTl 2. 5 _3 2 3 2
x*(3x”-5x°+2)/30 x°(x>-1)/3 X
| (3x"-7x°+7x%-3)/30 @°-5x%43)30  (x3-1)12 2]

Quatre solutions linéairement indépendantes associées au systeme différentiel
Y'(x) = A(x)Y(x) sont les vecteurs colonnes de la matrice

D ,(x) = T(x)Pp(x)
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

1. Introduction

C'est en 1930 que G. D. Birkhoff [1] donne une méthode permettant de réduire
un syst¢me aux différences de dimension n a une équation aux différences scalaire
d'ordre n. Cette méthode a été reprise par F.T. Cope [3] pour les systémes
différentiels linéaires et ensuite par P. Deligne [4] qui a démontré que tout systéme
différentiel linéaire a coefficients dans un corps est équivalent & une équation
différentielle scalaire a coefficients dans le méme corps, par l'intermédiaire d'un
vecteur dit cyclique, choisi convenablement.

Dans le cadre des systtmes différentiels 3 coefficients séries formelles,
J.P. Ramis [11] a démontré qu'un tel vecteur peut toujours étre choisi en tant qué
polynéme de degré ne dépassant pas la dimension du systme.

Le but de l'utilisation de cette méthode est d'avoir dans un premier temps une
classification de la singularité. B. Malgrange associe ainsi 2 tout systeme différentiel
un entier i(D) appelé l'indice d'irrégularité que 1'on sait calculer a partir de la
valuation des coefficients de 1'équation obtenue via un vecteur cyclique. La
singularité réguliére est alors caractérisée par la nullité de i(D).

Un second but de 1a méthode est de pouvoir construire un systeme fondamental
de solutions du systéme a partir de celui de I'opérateur différentiel associé. Cette
méthode a été programmée dans un langage de calcul formel Reduce et ajoutée a un
Code "SYSDIFF" (cf. [12]) permettant ainsi de calculer un systeme fondamental de
solutions au voisinage d'un point singulier régulier ou irrégulier.

Cependant, la méthode s'avére trés coiiteuse et donne des transformations trés
compliquées avec des coefficients trop longs (On donne des exemples a la fin de ce
chapitre).

Néanmoins, la méthode est d'une utilité théorique loin d'étre négligeable. Elle
permet en effet d'attribuer au systéme toute la théorie connue pour les équations
scalaires en lui associant tous les invariants que l'on trouve dans la littérature. En
particulier, le polygone de Newton, outil important pour le calcul des solutions
formelles au voisinage de la singularité.

Dans ce chapitre, on reprend I'algorithme développé dans [6] en donnant
quelques propriétés relatives i la méthode du vecteur cyclique.
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2. Méthode de Birkhoff-Cope
2.a. Systeme différentiel associé & une équation différentielle scalaire.
On considere une équation différentielle scalaire d'ordre n :

2-1) y(“) - a,(x) y(“'l) - a5(x) y(“'z) - -2 (x)y=0
ou les a; sont des éléments de C ((x)).

Il est bien connu que I' équation différentielle (2-1) peut toujours s'écrire sous la
forme d'un systeme différentiel linéaire en prenant comme vecteur

y'
Yx) =f

.

Ly

(n-1)
I'équation (2-1) s'écrit alors sous la forme :
(2-2) Y'(x)=C(x)Y

ou C(x) est une matrice compagnon :

e oy

0 1

(2-3) C(x) =

On appelera (2-2): le systéme différentiel compagnon associé a (2-1).
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On suppose que les coefficients a, de (2-1) soient de la forme
(2-4) 8,00 = xMb (x)

ol les b, (x) sont des fonctions régulieres a l'origine. Les A, désignent I'ordre polaire
du k€M coefficient a,. Onprendra A, =0 si a,_ est réguliere A l'origine.

Pour une équation différentielle scalaire de la forme (2-1), on posséde un
critére trés pratique bien connu dii A Fuchs [7]: x =0 est une singularité réguliére si
et seulement si

2-5) A < k k=1,2,..,n

Dans ce cas, on sait que 1'ordre polaire de la matrice C(x) dans (2-3) peut étre réduit
a 1. 1l est facile de voir que si I'on applique au systeme (2-2) l'algorithme de
réductibilité (cf. chapitre I), on obtient comme transformation :

T(x) = diag (x™1, x"2, .., 1)

En faisant I'opération :

Bx) 1
— =T cxT-T"T"
on trouve
(-(n-1) 1 0 0
0 -(n-2) 1 0
0 0 -(n-3) 1 0
B(X) =
-1 1
| x"a,(x) x"'a_(x) xa, (x)

D'apres (2-5), la matrice B(x) est réguliére 2 l'origine, puisque les fonctions

b, (x) = xK a (x) =x k-Ae b, (x)
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sont régulieres a l'origine .Les vraies inconnues sont donc

-n+1 x-n+2

x My, Y, ..., y®D

au lieu de |
YoV, y("' ),

3. Equivalence entre systéemes différentiels
et systémes compagnons

Considérons le syst¢eme différentiel écrit sous la forme :

n
(3-1) y'i = Emi](x) Y’(x) i= 1! 2| oy N
=1
ou les m;; sont des éléments de C((x)); coefficients de la matrice M(x). On pose
(cf. [1])
y(x) = Bol(x)yl + Boz(x)yz +...+ Bon(x)yn

oil les B ;(x) sont des fonctions arbitraires. En dérivant successivement la fonction
y(x) et en remplagant a chaque fois y'; par son expression (3-1), on obtient n+1
équations

[(Y(X) = B (X)yy+ B (X)y + ...+ B_(0)y,
y(x) = B, (x)yy+B, )y + ... +B, (X)y,

(3-2) 4

Y00 =B (X)y, +B_(x)y, + .. +B ()Y,

ol les Bij(x) vérifient la relation de récurrence :
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k=n
ds;.
(3-3) B;i(x) = i + Zﬂi-ﬂ((x) mkj(x)
dx k=1

i=1,2,..,n  j=1,2,..,n

Pour que le systéme d'équations (3-2) admette des solutions non triviales, il faut et il
suffit que le déterminant :

Yy Bo o Bop

y By - By
(3-4)

y(n) Bm Gnn

soit identiquement nul.

Il en résulte alors une relation linéaire homogene entre les dérivées successives de
la fonction y de la forme

(3-5) a0y M+ a,x)y" D+ .. +a (x)y=0
oll 'un au moins des a, est non identiquement nul.

Remarque 3.1
On peut écrire les relations (3-3) sous une forme matricielle en considérant les
vecteurs lignes Y, définis par

(3-6) Yy =(Bypr By s By k=0,1,2,..,n

On a d'aprés (3-3)

dy,
(3-7) Y ) = —!

+ Y, M(x) k=1,2,...,n

ol M(x) = (mij(x)) Osijen €St la matrice du systéme différentiel (3-1).
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D'apres le systeéme (3-2),0on a :

(3-8) W= <Y, ,Y>

ot <Y, ,Y> désigne le produit scalaire du vecteur Y, défini dans (3-6) et du
vecteur Y de composantes (y,, y,, ..., Yp): solution du systeme (3-1). Si on désigne

par M la matrice co-facteur de y("'i) dans le déterminant (3-4), on a :

( Yo(x) )
(Yolx) ) Y4l
Y(x) .
(3-9) «M,O(X) =\’ ) Mi(x) = Ypi1(x) i=1,2,...,n
: Ypir1(X)
\Yn-i(x)J
(Yn(X)
et )
a,(x) =(-1)" det (M,(x)) i=0,1,2,...,n

Pour que I'équation différentielle (3-5) soit d'ordre n, il suffit d'imposer aux
fonctions By, (i= 1, 2..., n) la condition

(3-10) ay(x) = det(M,,(x)) =0

autrement dit, il faut que la matrice M., soit un élément du groupe des matrices
inversibles a coefficients dans C((x)) (i.e. ‘M*o e GL(n, C((x)))).

Définition 3.1
On dira que le vecteur Y oX) = (By(x) , ..., By, (%) est cyclique si et seulement

Si ‘Mo e GL(n, C((x)))).
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Remarque 3.2
Si on désigne par E(Yo) I'équation différentielle (3- 5) obtenue par

l'intérmédiaire d'un vecteur cyclique Y|, alors a toute solution scalaire y de (3-5), on
peut associer une solution vectorielle du systéme (3-1) en inversant la matrice M,
définie ci-dessus. Soient

Yar Yapr -0 Y

n solutions linéairement indépendantes de E(Y,). D'apres les relations (3-2), si I'on
désigne par

[Yi1) Yi2) [ Yin)
Yy Y2) Y'in)

Z),m = . , ZY[2] = Y e e , ZY[n] =

(n-1) (n1) n-1)
YD) [ ¥iz) iy |

un systéme fondamental de solutions du systéme compagnon associé a E(Y,), alors

A -1 -1
Y“] = (Mo Zy[‘] ’ Y[21 = (Mo Z ’ Y[n] = (Mo Z

g ' o Yin)

sont solutions du systéme (3-1). Ces n vecteurs sont linéairement indépendants car s'il
existe n constantes @, Oy, ... , 0., non toutes nulles telles que

o, Y )+ a2Y[2] ...... + anY

alors, on a nécessairement

alym + azym +...... + ozny[n] =

Ce qui est contradictoire.
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Remarque 3.3
Il est facile de voir que I'équation différentielle (3-5) dépend du choix du

vecteur cyclique. Ce choix est évidemment infini, il suffit de voir que si Y, est
cyclique, alors tout vecteur produit de Y, avec une matrice T appartenant a

GL(n, C), est aussi cyclique. Cependant, J. P. Ramis [11] a démontré que les Boi

peuvent toujours étre choisis en tant que polyndmes de degré inférieur ou égal 2 n-1.
Ce résultat est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 3.1 [11]
Soit x, appartenant @ C qui n’est pas péle des fonctions my; (i,j=1,2,...,n).

Soit L une matrice constante a coefficients complexes fixée (arbitraire). Alors,
on peut trouver

Yo(x) = ( Byy(x), Byp(x), ... By (x)) € (Clx])"
avec d(B,) < n-1 (i=1,2,..,n)tel que
(3-11) My(xy) = L
Les B,; sontalors déterminés d’'une maniére unique par cette condition.
Démonstration

Soient ; i=1,2,..,n) les vecteurs lignes de L, la condition (3-11) s'écrit de

la maniére suivante :

'Yo(xo) = 11

Yi(xg) = 12
(3-12) {-

\Yn-1(x0) = l'n

ces conditions sont équivalentes a
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YolXo) = l1

Y'o(Xo) = l2 - Yo(Xg) P oo(xo)
(3-13)

YoXg) =1, - Yiglxg) Paolxg) - Y o(xg) Pay(x,)

ol les ®,; sont des matrices, fonctions algébriques de M, M, ..., M("-D), Les m;, étant
définis en x , la matrice M et ses dérivées le sont et donc les <l>ij aussi. Les conditions
(3-13) considérées comme équations en Y, (xp), Y'o(xo),..., Y, (D(x,) admettent une
solution et une seule de la forme

Yox9= L;=C,;

Yoo = L - 11®y(xy) = C;

Y,D (x) =C,

ol les C = (cy» Cin» 5 ),(i=1,2,...,n)sont n vecteurs lignes a coefficients
dans C dépendants des li i=1,2,..,n).
On détermine ainsi d'une maniére unique les By (i=1,2,..,n)parla formule
de Taylor
(x-xo)("'”

BoilX) =Cyj+ (xXg)Cp + ... Ay Coet

On peut trouver une autre méthode dans [8] pour la construction effective d'un
vecteur cyclique d'une matrice donnée. Cependant, du point de vue pratique, ces
méthodes ne sont pas intéressantes, car le choix d'un tel vecteur reste large, voire
méme infini et le calcul des coefficients a, s'avere trop long et coiiteux (on donne des
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exemples a la fin de ce chapitre). Pour pallier & cette difficulté, les By;(x) doivent étre

choisis de degré le plus petit possible. Le théoréme suivant donne une condition
suffisante pour qu'un tel vecteur puisse étre choisi constant.

ey
X \k=0

Théoréme 3.1
St la matrice résidu de

1
M(X) = ——p

est cyclique (polydbme minimal est égal au polynéme caractéristique), alors tout
vecteur cyclique de Ay est cyclique pour la matrice M(x).

Démonstration
Considérons au lieu des vecteurs Y, dans (3-6), les vecteurs

Zk=x""Yk pour k=1,2,...,n

ot p=p(M)> 1 est l'ordre polaire de la matrice M(x). On pose

A iy
M(x) = -(; , avec Ax) =X, AX"
X k=0

On peut écrire les relations (3-7) sous la forme:

( dz
Z, =X — + Z A
dx
dz
Z, + px'”Z, =P Z, A(x)
dx
(3-14) J
dz.
z, +(Npx'z, =" 4z Ax
» dx
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ou cette fois, les vecteurs Z, sont tous sans pdle a l'origine.

L'équation différentielle obtenue a l'aide du vecteur cyclique Y= Z, s'écrit
alors de la maniére suivante:

(3-15) xPbo(x) Y™ + X", (x) + ... +b (x)y = 0

ol

(3-16) bo(x) = det[Zy,2,,...,2 ]

et

(3-17) bix) =(-1)det[Zy,2},.... 2 ;. 2510 2]

Supposons que le vecteur Z,, est choisi constant. En posant x = 0 dans (3-14), on
obtient les relations

z1|x.o = ZOAO

2
Zyeo = Zohe

n-1
Z"'1|x.o= Zo Ao

Puisque la matrice A, est cyclique, il existe un vecteur Z, a coefficients constants tel
que la famille de vecteurs :

-1
$ = (Zo,ZoAO’ ------ 'ZoAr('))

constitue une base de C". Par conséquent, si Z,, est choisi de cette fagon, en posant
x = 0 dans (3-16), on obtient

t
bo(0) = det(Z,,AZh, ... ... LAY Zb) =0
c.q.f.d.
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

Remarque 3.4 [11]
Les systemes différentiels

(3-18) Y'(x) = M(x)Y(x)
ct
(3-19) Z(x) =C(x)Z(x)

sont €équivalents par la transformation T(x) = MO'I; ou C(x) est la matrice
compagnon associée a E(Y,):

0 1
(3-20) C(x) =
1
Cpn - - - - - - Cy
ol
(3-21) ck(x)=-fﬂx_) k=1,2,...,n
ag(x) T

En effet, d'aprés les relations (3-17), on a

(3-22) M, = + My A(x)
dx
De plus, on a
(Yo=Y
(3-23) )
Yn=CYo+Co¥ + ...... +C,Y 4

82



Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

ou les c, sont les coefficients de la forme compagnon définis dans (3-21). Le systéme
(3-23) s'écrit matriciellement sous la forme suivante

M, =C(x) M,
En utilisant la relation (3-22), nous obtenons la relation
(3-24) Cx)=TIMT -TIT  avec T(x) = M, (x)

Ce qui signifie que le systtme différentiel de départ est équivalent au systéme
compagnon par la transformation T= ML,

Remarques 3.5

Ce résultat va jouer un réle important dans la suite, car il va permettre la
traduction, pour le systeéme (3-18), de tous les résultats (criteéres, invariants, ...)
connus pour les équations différentielles scalaires.

Proposition 3.1
Pour tout choix de vecteur cyclique, on a la relation suivante

d
dx (det (Mo(x))

C,(x) =trace (M(x)) +

1(x) (M(x)) dot (Mo
ou trace (M(x)) = my+my+...+m désigne la trace de la matrice M(x).
M, étant la matrice définie dans (3-9).

En effet, pour toute matrice Q(x) appartenant a GL(n, C((x))), on a la relation
(cf. [2]):

d
— (det(Q(x))
(3-25) trace (@' 99 - &

dx” " det(Q(x))
Or d'apres la relation (3-24), on a

M(x) = MoCOM, - Myt M,
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

Donc
trace(M(x)) = trace (C(x)) - trace( Mo" M)

en utilisant la relation (3-25), nous obtenons la relation de la proposition 3.1.
Proposition 3.2
Soit M(x) = xPA(x), p > 1, la matrice du systéme (3-1), on A(x) est une
matrice réguliére @ l'origine. Pour tout choix de vecteur cyclique, on a la
relation:

c (x) =x"" [ (-1)*1det (A(x)) + O(x")]

ou c,(x) désigne le nme coefficient de I'équation différentielle associée au
systéme de matrice M(x).

Démonstration:
Soit Y, un vecteur cyclique de la matrice M(x) et E(Y,) I'équation différentielle

associée. On a
Ca¥) =(-1)™! det (C(x))
oi C(x) est la matrice compagnon associée 2 E(Y,). Donc
¢, (x) = (-1)"! det (MM M1 + MM 1)
= (-1)™!det (M(x) + My 1M
= (-)™!x"det (A(x) + xPM,TM)

Posons (cf. [5, 10))
M, =Rx) xPV(x)

ol V(x) est une matrice polynomiale de déterminant identiquement égal a 1,
B=( Bp B2’ cees Bn)

avec B, <P,<...<B  des entiers relatifs, et
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

-‘-00
R(x) =Z R, X" avec det (Ry) # 0
k=0
Ona
S ] -1 ) )
MMy - VIV =M, PRRT + PTRERT) M,
Donc

-1 . -1 - . R
det[A(X) + X" My Mo - X"V V'] = det{ MoAM, +*RR ' +x"'8 R}

D'aprés les propriétés des déterminants, si A et B désignent deux matrices carrées,

ona
k=n

det (A+B) = det(A) + X, (A,B),
k=1

o (A, B), désigne le déterminant de la matrice A dans laquelle on remplace les n-k
derniéres colonnes par celles de B. Donc

det (A(x) + XPM IM') = det(A(x)) + OxP1)

D'oui la relation
c,(x)= x"P [(-1)™det (A(x)) + O(xP1)]

En appliquant les proposition 3.1 et 3.2 aux systemes différentiels linéaires de
dimension 2, on a le résultat suivant:

Corollaire 3.1
Soit  Y'(x) = xPA(x)Y(x) avec A 6M2 2(43[[x]]) et A(0) %0

un systéme différentiel linéaire de dimension 2 avec p >1. Pour tout choix de
vecteur cyclique, l'opérateur différentiel associé est de la forme:

2
P 2 (1race (A) + 0™ )di + (det(A(x)) +0(""))
dx X
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

4. Caractérisation des systémes différentiels a singularité réguliere
par ia méthode du vecteur cyclique

Supposons que la matrice du systéme (3-1) soit de la forme

(4-1) M(x) = ﬁ(pf-) avec Y, Akxk
X k=0

Sip =p(M) = 1, la singularité A I'origine est régulitre et on sait dans ce cas (cf.
chapitre III) construire un systéme fondamental de solutions. On suppose alors que
p(M) = p >1, et nous allons construire 2 partir des vecteurs Y, définis par les

relations de récurrence (3-7), une transformation T(x) permettant de réduire I'ordre
polaire p(M) a 1, lorsque (4-1) présente une singularité régulidre.

Soit Y, un vecteur cyclique de la matrice M. Considérons les vecteurs
=k =
Z, =xY, k=0,1,...,n

Les relations (3-7) s'écrivent alors sous la forme:

(Zo =Y,
A
xP
. A(x)
(4-2) <22 = X21 + 21(;5.—1-' | )
] A(x
Z, =xZ , + ZM(-—% - (n-1)l)
L X

L'opérateur différentiel associé au systéme (3-1) est de la forme

o

(4-3) x" a(x) L + x"a i
0 1 .

dx” dx™"
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

ou
(ay(x) = det(Z,2, , ... .. L2
(4-4) la0 =det(Z,,2, ..., 2 2y s 2
i=1,2, ...,n

Soit w la fonction qui a tout élélement f de C((x)) de la forme :
400
f(x) = x"), f x* avec v e Z et f,=0
k=0

associe son ordre en zéro (au sens large). C'est a dire o(f) = v. On prendra comme
convention w(0) = +oo,

Définition (Indice d'irrégularité de Malgrange [9]):
On appelle irrégularité du systéme (3-1), au point x = 0, l'entier défini par

(4-5) i(D) = sup[ 0,-w (i)]
&

ou les a,(x) sont les coefficients de (4-3), obtenus par la méthode du vecteur
cyclique.

Remarque 4.1
On montre (cf. [9]) que l'indice défini dans (4-5) est indépendant du choix du
vecteur cyclique Y, et qu'il désigne la hauteur du polygone de Newton

(cf. Chapitre VI). On a la caractérisation suivante:
x = 0 est une singularité réguliére, si et seulement si (D) = 0.
Ce qui est équivalent A dire que w(a/a)) 20 pourtoutk=1,2,..., n.

Par conséquent, si la singularité du systéme (3-1) est réguliére, alors il existe n
fonctions c, c,, ..., C, toutes régulieres a l'origine, telles que:
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

- (4-6) Z(x) =cZy +c, Z, + ... ... +c,Z

D'aprées les relations (4-2), on a

A(x)

d
Mﬂ + Dn‘M’O = X&Mo + MOF

ou M (resp. M ;) est la matrice formée par les lignes Z,, Z,,
(resp. Z,,Z,, ..., Z ) et

D, =diag(0,1,2,...,n-1)
D'autre part, on a la relation
M =C(x) M,

ou C(x) est la matrice compagnon de coefficients Cys Cgs +-25 Cpe

Donc
C(x) +D
S0 *0n 1Ay oy,
X x"
avec
4-7) T(x) = .Mo-‘ .

ey Z)

En conclusion, si le systtme différentiel (3-1) est A singularité réguliére,
d'apres le critére de B. Malgrange, la matrice C(x) est sans pdle 2 I'origine. Par
conséquent la matrice M ,obtenue par la méthode du vecteur cyclique permet de

réduire l'ordre polaire de la matrice (4-1) a 1.
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

5. Exemples

L'algorithme du vecteur cyclique a été programmé en Reduce . Nous reprenons
ci-dessous les exemples que nous avons traité au chapitre I et sur lesquels nous avons
appliqué l'algorithme de réductibilité. Ces deux exemples sont tous les deux 2
singularité réguliere et la transformation T(x) (définie par la relation (4-7)) ainsi que
la matrice B(x) du systéme équivalent, sont données 2 la fin de chaque exemple.

On peut remarquer, comme le montrent ces deux exemples, que la taille des
coefficients est considérablement réduite si l'on utilise l'algorithme de réductibilité
développé dans le premier chapitre.

89



MATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL :

a(i,1)

a(1,2)

a(1,3)

a(2,1)
a(2,2)
a(2,3)

a(3,1)

a(3,2)

a(3,3)

s= (- 2*x + 1)/x

. .
] n
o —
~N
b

(1]
n
(=)

o
]
w

X

2
s= (x + 2)/x

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIQUE YO

20(1) = - x + 1
20(2) =x + 1
Z0(3) = - x + 3
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COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES :

19 18 17 16 15 14
a3(x) =( - 10*x - 96*x + 70*X + 1876*x + S5*x - 15268=*x + 4308x
13 12 11 10 9 8
X + 36603*x + 22066*x - 77734=»Xx - 34925xx + 59770xx +
7 6 5 4 3 2
23252xx - 31739xx + 16250*X -~ 9952xx + 3736*x -~ 1604*x + 136*
9
X - 60)/x
18 ) 17 16 15 14 13
a2(x) =( - 50*x - 145xx + 801xx + 2077#*x - 5761*x - 4144x*Xx +
12 11 10 9 8 7
1929=xx + 19518#*x + 3358=*x - 26059»xx + 2880*x + 3647*x -
6 5 4 3 2 9

15652 + 9542X + 632%X - 124%X - 4*X - 12+X + 4)/X

17 16 15 14 13 12 11
al(x) =( - 5sx = 182X + 8%xX + 34»xx + 121*X + 1696sx - 3539xx
10 9 8 7 6 5
- 2295xx + 5269xX + 15602xx - 1078*X - 2105&xX + 522xX == 74x
4 3 2 8
X + 4*X + 20*x - B*x + 12)/x
15 14 13 12 11 10 9
a0(x) =(5*x + 18sx =~ 6BxX - 232xX + 5592x + 392xx - 933ax -
8 7 6 5 4 3 2
4492rx + 3292X + 685*X ~ 238xX + 50%X -~ 462X + 24xX -~ 4*X + 4
7
)/x
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IHPRESSION DE LA TRANSFORMATION T

e = s = . = o o ———— — ——— - —

3 11 10 9 8 7 6 5
T(i,1)=(x *( - 52x - 21%X  + 4Bxx + 243%x - 369*x - 148xx - 265xx
4 3 2 15 14 13
+ 666*X + 1052X - 50%X + 42x - 8))/(5*x + 182X - E8sx
12 11 10 9 8 7
= 232sx  + 559X 4+ 392#x - 933ax - 4492x + 329xx + EB85»
6 5 4 3 2
X - 23B2X + 50%X - 46%X + 242X - 4xx + 4)
2 9 8 7 6 5 4 3 2
T(1,2)=(x »( - 32X + 3xx =~ 23#x + 1222% - 119%x + Qax - 32X+ 102X
15 14 13 12 11 10
+ 4))/(5*x + 18*x - 68%X - 232&x  + 559ax  + 392ax
9 8 7 6 5 4 3

= 933xX - 449*x + 329:x% + 685*X - 2382x + 50*x - 46*x +

2
24*X -~ 4% + 4)
4 6 4 3 2 15 14 13
T(1,3)=(x 2(x - 182X + 272X + X - 5ax - 14))/(5=x + 182X - E82x
12 11 10 9 8 7
- 232xx + 559=xx + 392=xx = 933*X - 449+*x + 329xx + 6852
6 5 4 3 2
X = 238*x + 50*X - 46%*X + 24*X - 42X + 4)
11 10 9 8 7 6 5 4
T(2,1)=( = 32X + 9ax + 47+*x - G4*x =~ 240*x + 2592x - 68ax + 992x
3 2 15 14 13 12
- 61*X + 322x - B*x + 4)/(5=xx + 18xx - 682x - 232*x +
11 10 9 8 7 6 5
559+ x + 392=2x = 933xx - 449*x + 329*x + 685*X - 238rx +
4 3 2
50%X = 462X + 24*X - 4*x + 4)
2 8 7 6 5 4 3 2
T(2,2)=(x *( - 52x = 62X + 44*X + 262X - 93*x + 30&X - 25xxX + 12ax
15 14 13 12 11 10
- 7))/(52x + 18=xx - 68=x - 232xx + 559=zx + 392=xx
9 8 7 6 5 4 3

= 933*x - 449+x + 329*Xx + 685%*x - 238X + 50*x - 46xx +

2
24*X - 4*x + 4)
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2 6 5 4 3 2 15 14
T(2,3)=(x *(xXx - 32X - X - 5xx + 132X + 4»x - 3))/(5*xx + 1Bxx - 68»

13 12 11 10 9 8 7
X - 232*x + 559=x + 392=xx - 9332X - 449=X + 329xx +

6 5 4 3 2
685%xX =~ 238*X + 50*X = 46*X + 24*X - 42X + 4)

3 10 9 8 7 6 5 4
T(3,1)=(x »( - 22X - 7sX + 13xx + 982X - 263%X + 244*X - 54*X + 89x

3 2 15 14 13 12
X = T72*x - X - 3))/(5*x + 18xX =~ 6BxX - 232*X + 550x

11 10 9 8 7 6 5
X + 392=x - 933xx - 449*xX + 329xx + 685xx -~ 238x*X + 50«

4 3 2
X = 462X + 24*X - 4=X + 4)

2 9 8 7 6 5 4 3 2
T(3,2)=(x *(3*X - 2*X + 9xX =~ B0xX + 7i*X + 18sx + 32x + x + 1))/(5

15 14 13 12 11 10 9
*X + 18=*Xx - 68xXx ~ 2322Xx + 559xx + 392*x - 933*x -

8 7 6 5 4 3 2
449*xX + 329xX + 685xX - 23B2X + 50%X - 46*X + 242X - 4=»x

+ 4)

2 8 7 6 5 4 3 2 15
T(3,3)=(x »( = X - 22X + 132X -~ Bax - 2%X =~ 6*X - X + 1))/(5*x +

14 13 12 11 10 9 8
182X - 68BxX - 232X + 559X + 392ax - 933xx -~ 449=x

7 6 5 4 3 2
+ 3292 + 685%xX -~ 23BxX + 50*X -~ 462X + 24xX - 4»*X + 4)
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IMPRESSION DE LA MATRICE B = Taa(-1)*AsT-Ta=(-1)4T"

———

B(i,1) =0
B(1,2) := 1/x
B(1,3) := 0
B(2'i) 2= 0
B(2,2) := 1/x
B(2,3) := 1/x
19 18 17 16 15 14
B(3,1) = (10*x + 96%xx - T702x - 1876*x% - 5=x + 15268=2x - 4308#
13 12 11 10 9 8
¢ - 36603=*x - 22066*x + 77734xx + 34925x2x - 59770*x -
7 6 5 4 3 2
232522x + 317392x - 16250*x + 9952=2x -~ 3736*Xx + 1604sx -
15 14 13 12 11
136*x + 60)/(5*x + 18=2x - 68*x - 232=*x + 559=xx + 392=
10 9 8 7 6 5 4
X - 0933ax - 449ax + 3292x + 685xX = 238#xX + 50*x - 46*
3 2
X + 24*x - 4*x + 4)
18 17 16 15 14 13
B(3,2) = (50*x + 145=x - B801=+x - 2077=xx + 57612x + 4144+2% -
12 11 10 9 8 7
1929*x - 19518sx - 3358Bxx + 26059ax - 2880*x -~ 3647*x
6 5 4 3 2
+ 1565%X ~ 954*X =~ 6322Xx + 1242x + 4*X + 122%x - 4)/(xx(5=
15 14 - 13 12 11 10
X + 18=2x - 68*x - 232xx + 559«x + 392=xx - 933»
9 8 7 6 5 4 3
X - 449xx + 329sx + 685*x -~ 238xX 4+ 50*X - 46*x + 24
2
aX - 42x + 4))
17 16 15 14 13 12 11
B(3,3) = (5=2x + 18xx 4+ 2xxX  + 2=X - 2572x - 2160*x + 4657*x
10 9 8 7 6 5
+ 3079=xx - T71352x =~ 24582x + 1736*x + 34752x - 998+*x +
4 3 2 15 14 13
174*x - 962X + 2B8rx - 4)/(x*(5*x + 1Baxx - 68rx - 232+
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12 11 10 9 8 7 6
X + 559s2x + 392xx - 933aX - 449xx + 329xX + 685sx

5 4 3 2
- 23BxX + 50*X -~ 46*X + 24xX - 4*X + 4))
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MATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL

a(1,1) :

a(i,2)

a(i,3)

a(1,4)

oo
1]

8(201)

oe
n

a(2,2)

a(2,3)

a(2,4)

oe
1)

a(3,1)

oo
"

a(3,2)

oo
"

a(3,3)

o0

a(3,4)

L}

a(4,1)

Y3
n

a(4,2)

a(4,3)

a(4,4) :

( - 14)/x%

1/x

14/x

- o o = — - O

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIQUE ZO

Zo(1) =1
20(2) =x
20(3) =(-
z0(4) =1

1)
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COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

14 13 12 11 10
a4(x) =(24=(1965600*x - 630630*x  + 23040*x - 361095*x + 87618#x

9 8 7 6 5 4
- 2222*x + 10166*x + 3B00*x - 339*x - 1388xx = 252:x +

3 2 23
1262X + 27*x - 5xx - 1))/x

15 14 13 12
a3(x) =(24=( - 1965600*x - 1334970*x + 607590*x + 338055*x + 273477

11 10 9 8 7 6
*X - 85396=*x - 7944xx - 13966*x - 3461xX + 1727*xx +

5 4 3 2 23
1640%Xx + 126&x =- 153ax - 22*X + 62X + 1))/x

15 14 13 12
a2(x) =(12+(1291680*x + 1294314#Xx ~ 815820*x - 5195252x - 312912

11 10 9 8 7 6
X + 81838xx + 468012xx + 10967*x + 7628xx - 2825xx -

5 4 3 2 22
2324*x - 404*x + 237sx + 51*x - 10*x - 2))/x

15 14 13 12
al(x) =(4=( - 484380*x - 541002xx + 382662*X + 266685*x + 155097

11 10 9 8 7 6
X - 49572*X - 34425»xx - 3512*X - 4125xx + 2387*x + 1807=

5 4 3 2 21
X + 318sx - 187xx - 50*X + 9xx + 2))/x

15 14 13 12 11
ao(x) =(84240*x + 98364xx - 72888ax - 53337=Xx - 32652*x + 11016*

10 9 8 : 7 6 L) 4 3
X + B8100*x + B878xx + 1100*x - 682axx - 556*x - 106*x + 682X

2 20
+ 20%*x - 4*x - 1)/x
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IMPRESSION DE LA TRANSFORMATION T

- ———— o o = v - - -

6 9 8 7 6 5 4 3
T(1,1)=(x »(21840*x - 60062x + 912*x - B37*x - 300*X - 180*x + 60#*x

2 15 14 13
4+ 26%X - 4*x - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888xx - 53337

12 11 10 9 8 7
*X - 32652*x + 11016*x + 8100*x + B78*x + 1100*x - 682*

6 5 4 3 2
X - 556%*X - 1062X + 68*X + 20*X =~ 4*x - 1)

5 10 9 8 7 6 5
T(1,2)=(x =( - 21840xx - 158342x + 5094xx - 75xx + {137*X + 480=*x +

4 3 2 15 14
120*X - BB6rX - 22*xX + 5*xxX + 1))/(84240*x + 98364*x -

13 12 11 10 9 8
728882x - 53337xx - 32652*x + 11016#*x + 8100*xX + B78=2x

7 6 5 4 3 2
+ 1100*X - 682*X - 556%*x - 106*X + 68xx + 202X - 4*X - 1)

5 10 9 8 7 6 5
T(1,3)=(x *(6240*x + 62552X - 3450*x -~ 13052X =~ 597ax - 351xxX - 48*

4 3 2 15 14
X + 40*x + 1B8sx - 3xx - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888

13 12 11 10 9 8
X - 53337xx - 32652*x + 11016*x + 8100*x + B878xx + 1100

7 6 5 4 3 2
*X - 682*X - 556%*X =~ 106%X + 68Bax + 202X - 4*x - 1)

7 8 7 6 5 4 3 2
T(1,4)=(x »( - 390*xX - 417*X + 258xx + 1142x + 38sx + 232X + 32x -~ 2

15 14 i3 12
*x - 1))/(84240*x + 98364rx - 728B88*x - 53337xx - 32652

11 10 9 8 7 6 5
*X + 11016*x + 8100*x + B87Bxx + 1100*X - 682*x - 556*x

4 3 2
- 106*X + 6Bax + 20*X ~ 4*x - 1{)

14 i3 12 11 10 9
T(2,1)=(134400*x - 31920*x - 30720*x - 32840*x + 1614*x + 8598#+x

8 7 6 5 4 3 2
~ 331aX + 14852Xx - 273xx - 42B*X - 150*X + 46*x + 23*x - 3=

15 14 13 12 11
X - 1)/(84240%*x + 98364*x - 7288B*x - 53337x*x - 32652*x
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10 9 8 7 6 5
+ 11016*x + B100*x + B878*Xx + 1100*x - 682*X - 556=X

4 3 2
- 106*X + 6B*Xx + 20*X - 42x - 1)
2 12 11 10 9 8
T(2,2)=(x *( - 50160*x - 4116*X - 10248+x + 10223%xX =~ 1426*X + B804*
7 6 5 4 3 2
X - 167*X - 276*X -~ 112*X + 19xx + 22sxx -~ 2xx - 1))/(
15 14 13 12 11
842402x + 98364xx - 72888#*x - 53337=x - 32652=*x + 11016
10 9 8 7 6 5 4

*X + B100*x + B878*Xx + 1100*x = 6B82*X =~ 556*X - 106*x + 68 -

3 2
*X + 20%*X -~ 4*x - 1)

4 10 9 8 7 6 )
T(2,3)=(x =(6000*x + 1452%xX + 2568*X - 1243xX + 2B89xX - 325&x - 29=

P 3 2 15 14 13
X - 18%X + 192x - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888ax -

12 11 10 9 8 7
53337»x - 32652=*x + 11016*x + 8100*x + 878*x + 1100*x -

6 5 4 3 2
682xx =~ B56&X - 106ax + 6B8xX + 20*X - 4xx - 1)

6 8 7 6 5 4 3 2
T(2,4)=(x »( - 240*x =~ BO*X - 136*X + 52aX = 172X + 19axx + 42X + 32X

15 14 13 12
- 1))/(84240*x + 98364*x - 72888xx - 53337ax - 32652%

11 10 9 8 7 6 5
X + 11016*x + B100*x + 878*x + 1100*X - 682*x - 556*x -~

4 3 2
106*x + 68*X + 20*X - 4*x - 1)

3 12 10 9 8 7 6
T(3,1)=(x *(65520*x + 11880*x - 10556*x + 910*X - 1052*x + 243=*x +

5 "4 3 2 15
306*x + 108xX - 20*Xx - 22*X + 2xX + 1))/(84240*X + 98364

14 13 12 11 10 9
X - 72888*x - 53337ax - 32652*x + 11016*x + B100*x +

8 7 6 5 4 3 2
878xX + 1100*x - 682*X - 556*X - 106%X + 682X + 20*X - 4=X

-1)
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T(3.,2)=(x »( - 65520#*x - 65520*x - 11880*x = 1324+x + 9646:x + 142

8 7 6 5 4 3 2
*X + B809*xx - 549xx - 414xx - BBxX + 42xx + 20*X - 3*xx -
15 14 13 12 11
1))/(84240*x + 98364*x - 72888*x - 53337*x - 32652*X
10 9 8 7 6

+ 11016*x + B100*x + B78Bxx + 1100*X - 682*x - 556*

5 4 3 2
X - 106xX + 6Bxx + 20*X =~ 4*X - 1)

4 11 10 9 8 7 6
T(3,3)=(x *(10296%x + 11760*x + 1980*x + 902*X - 1407*xX -~ 541xx -

5 4 3 2 15
462*x + Bxx + 232X + 162x - 2*x - 1))/(842402x + 9B364»

14 13 12 11 10 9
X - 72888*x ~ 53337=xx - 32652*X + 110162X + 8100*x +

: 8 7 6 5 4 3 2
878xX + 1100*X =~ 682*x - 556*X - 106*X + 6Bax + 20*x =~ 42X

- 1)

6 9 8 7 6 5 4 3
T(3,4)=(x *( - 46Bxx - 560*X - 992X - 68*X + 554X + 47%xx + 36*x + 2%
2 15 14 13 12
X = 1))/(84240*x + 98364*x - 72888%x - 53337*x - 32652
11 10 9 8 7 6 5

*X + 11016*x + B100*x + B78*x + 1100*X - 682*X - 556*X

4 3 2
- 106*x + 68B%X + 20*X - 42X - 1)
15 14 13 12 11
T(4,1)=( - 648B0*x + 136290*x - 31200*X - 30216=*x - 33056*x + 1546
10 ] 8 7 6 5 4
*X + B614%*x - 327*x + 1485xx -~ 273*x =~ 42B8xxX - 150%*x + 46*
3 2 15 14 13
X + 23*x - 3*x - 1)/(84240ax + 98364xx - 72888xx -~ 53337
12 11 10 9 8 7 6
b4 - 32652*x + 11016*x + B100*x + B878xx + 1100*x -~ 682=X
5 4 3 2
- 556%X - 106%*X + 68*X + 20*X - 4*X - 1)
2 13 12 11 10 9 8
T(4,2)=(x =(6480*X - 45570%*Xx - 6726*x - 11472*X + 9935ax - 1142sX
7 6 5 4 3 2

+ B56%x - 1B7*x - 2B0*X - 112xx + 192X + 22*x =~ 2*x - 1)
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15 14 13 12 11
)/(84240*x + 98364xx - 72888xx -~ 53337ax - 32652*x +

10 9 8 1 6 5
110162x + 8100*x + 8782X + 1100*X - 6B2*X -~ 556*x - 106*

4 3 2
X + 68xX + 20*X - 4=*x - 1)

4 11 10 9 8 7 6
T(4,3)=(x =( - 1944=sx + 4053#x + 2862*xX + 3450*x - 1099*x + 135xx

5 4 3 2 15 14
- 385%xX = 14*X - 14*x + 19*xx =~ 1))/(84240*x + 98364xx
13 12 1 10 9 .
- 72888=2x - 53337=*x - 32652*x + 11016*x + 8100xx + 878x
8 7 6 5 4 3 2

X + 1100*X - 682*X - 556*X - 106*X + 68*X + 20*X - 4sx - 1

)

6 9 8 7 6 5 4 3 2
T(4,4)=(x *(162*X - 63sX - 221*X - 234xX + 342X + 5xX + 29*x + X +
15 14 13 12
2xx - 1))/(84240*x + 98364*x - 728882x - 53337ax -
11 10 9 8 i 6

32652*x + 11016=*x + B100*x + B78*Xx + 1100*x - 6B82*x - 556

5 4 3 2
*X = 106*X + 68xX + 20*X - 4*x - 1)

101



IMPRESSION DE LA MATRICE B = Taa(-1)#A2T-Txx(-1)2T"

B(1,3) := 0
B(ll4) := 0
B(2,1) =0
B(2,2) = 1/x
B(2,3) := 1/x
B(2,4) := 0
B(3,1) =0
B(3,2) =0
B(3,3) := 2/x
B(3,4) := 1/x
14 13 12 11
B(4,1) 2= (24»( - 19656002x + 630630*x - 23040xx + 361095*x - 87618
10 9 8 7 6 5
X + 2222*x - 10166%x - 3800*xX + 339=2x + 1388=xx + 252
4 3 2 15 14
2% = 126*x - 27*x + 5xx + 1))/(84240xx + 98364*x -
13 12 11 10 9
72888=x - 53337*x - 32652*x + 11016=x + B8100*x + 878
8 7 6 5 4 3 2
X + 1100%*X =~ 682*x =~ 556*x =~ 106*X + 68ax + 20a*X = 4=X
- 1)
15 14 13 12
B(4,2) := (242(1965600%x + 1334970=x - 607590%x - 338055*x - 273477
11 10 9 8 7 6

"X + 85396*x 4+ 7944*x + 13966%x + 3461xx =~ 1727*x -

5 4 3 2 15
16402 - 126#*% + 153s2x + 22=x - 62X - 1))/(x*(84240*x

14 13 12 11
+ 98364*rx - 72888Bxx - 53337xx - 32652*x + 11016+

10 9 8 7 6 5 4
X + B100*x + B878*x + 1100*x - 682*x - 556*x - 106*X

3 2
+ 6Brx + 20*x - 42x - 1))
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15 14

13

B(4,3) := (12x( - 1291680*x - 1294314*x + 815820*x

11 10
312912sx - 81838*x - 46801+x

6 5 4

2825*xx + 2324%xX + 404xxX - 237xx

15 14 13
(B4240xx  + 98364*x - 72888x*X

10 9 8

11016*x + 8100*x + B878*x + 1100=*Xx

4 3 2 )
1062X + 682X + 20*X = 4*X - 1)

15 14

B(4,4) := (2190240#*x + 2459100=*x - 1749312#*x

11 10 9

X + 231336*X + 162000*x + 16682*x

5 4 3 2
8896%xxX - 1590ax + 952+x + 260*X

14 13

+ 98364*x - 72888xx - 53337sx

10 9 8
X + 8100*x + B878xx + 1100*x

3 2
+ 68xX + 20*X - 4=*x - 1))
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)

- 10967=*x

3

8

+ 519525xx

12
+

7

- 7628sx +

- 51X + 10*X + 2))/(x»

7

13

- 53337=*x

- 682*x

12

11

- 32652=*Xx +

6

12

- 1226751=Xx

8

+ 19800*x

7

5

- 556*x -

718344+

6

- 11594*x -

15

- 48*x - 11)/(x*(84240*x

7

12

- 682xx

6

11

- 32652=xx

- 556=*x

5

+ 11016+

- 106*x

4
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous reprenons I'algorithme développé dans ( [7] ou [3)), qui
permet de trouver un syst¢me fondamental de solutions des systémes différentiels
linaires au voisinage d'une singularité réguliere. Le systéme considéré est en
général de la forme:

dY A(x)
(A,) S Y(x)

ol A(x) est une matrice carrée d'ordre n a coefficients dans C[[x]] et p un entier
supérieur ou égal a 1.
Lorsque le syst¢eme (Ap) présente une singularité réguliére a l'origine, on sait

(cf.[1]) qu'il existe une base de solutions de la forme:
®(x) = F(x) xA

ou F(x) est une matrice a coefficients des séries formelles de la forme

k=+eo
Fi)= X Fx* v20
k=-v
et A est une matrice constante a coefficients complexes. Dans le chapitre 1, nous
avons développé un algorithme permettant de construire une transformation
polynomiale T(x) telle que le changement de variable
Y(x) = T(x) Z(x)

réduit (Ap) sous la forme
(4Ay) — = — Z(x)

ou cette fois l'ordre polaire est égal a 1.

L'algorithme de réductibilité est considéré comme une premiére étape pour la
résolution des systemes différentiels linéaires au voisinage d'une singularité
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité régulicre

réguliere. La deuxieéme consiste A partir d'un systéme écrit sous une forme (A)
pour construire une transformation S(x) de la forme:

k=+oo

S(x)= X, Sx* avec det(S(x)) = 0

k=-v
telle que le changement de variable
Z(x) = S(x)W(x)
transforme (A ) sous la forme

° dw C
A — = —W
ou C est une matrice constante a coefficients complexes. Un systéme fondamental

de solutions de (Ap) est alors

d(x) = Tx)S(x) xC

Nous rappelons briévement ici, I'algorithme développé dans ([1], [7] ou [3]) qui
décrit la deuxi¢éme étape. Dans le chapitre 9, nous donnons une méthode plus
générale qui permet de trouver le développement des solutions formelles sous la
forme :

Y(x) = x"[Uo+le+ o+ Ux ke

ou A e C,etles Uk sont des vecteurs colonnes a coefficients dans C.

Dans le cas d'une singularité réguliére, on sait (cf.[2]) que le polygone de
Newton associé au systéme (A p) admet une seule pente nulle de longueur n. On peut

alors appliquer la méthode décrite dans le chapitre IX qui permet d'avoir d'une
manigre directe le développement des solutions formelles correspondant  une pente
nulle du polygone de Newton (cf. chapitre VII) et de longueur quelconque.
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

2. Solutions formelles des systémes différentiels linéaires
au voisinage d'un point singulier régulier

Considérons le systeme (A ) écrit sous la forme

dy
(4A,) X9x A(x)Y(x) = 0 oul Ae M (C[x]])

L'algorithme ( cf. [7]) consiste a chercher une matrice P(x) de la forme:

K=400
P(x) = 2, P, x"
k=0

ou les P, sont des matrices constantes, telle qu' en posant
2-1) Y(x) = P(x)Z(x)

on rameéne A(x) a étre constante. Par une telle transformation, le systéme (A )
devient

dZ
(2-2) X5 - BX)Z(x) =0
ou
1 4dP
(2-3) B=PTAP - xP

Considérons les développements des matrices A(x) et B(x):

Ax) = X A X* et B(x) = 2, B, x*
k=0

k=0

En mutipliant & gauche les deux termes de 1'égalité (2-3) par P, on obtient

P
X 0 = A(x)P(x) - P(x)B(x)
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d’une singularité réguliére

En remplagant les développements de A et B dans la relation précédente, nous
obtenons formellement Ia relation:

400 400 k
Yk x =X | XA P -PB |
k=0 k=0 \ v=0

En identifiant les termes en x¥ des deux membres de I'égalité, on obtient le systeme
d'équations:

AOF‘0 - F’OB0 =0
(24) k-1
(Ag-kI)P, - P, By =- 3 (A P -PB )
v=0
k=1,2,..., 4

Choisissons Bo =A0, Pozl et B, =0 pour k 21.Le systtme (2-4) s'écrit
alors de Ia maniére suivante:

( (AO‘kI)Pk - PkBO=Hk k=1,2,...,°°

(2-5) <

k-1
Hk ='Z Ak-VPV k=1v2v"'!°°

v=0

la matrice H, ne dépend que de %0 STRONN A
Pour que le systtme (2-5) admette une solution unique en P,, il suffit que
I'équation homogene

(Ag- KDP, - P,A, =0

admette pour tout k > 1, comme seule et unique solution la solution triviale
P, = 0. Le théoréme suivant est démontré dans (7]
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité régulicre

Théoréme
L’équation matricielle AX - XB = 0, ou A et B sont des matrices carrées a

coefficients dans C, admet une solution triviale si et seulement si A et B ont une
valeur propre commune.

Il en résulte de ce théoréme, que si les valeurs propres de la matrice A, ne
différent pas entre elles d'un entier, alors il existe une transformation

K=+co
P(x) = X, P, x*
k=0

avec P =1, qu'on peut déterminer d'une maniére unique telle que le changement de
variable Y (x) = P(x) Z(x), réduit le syst¢tme (A ;) sous la forme

dz Ao
a; = x— Z(X)

Nous avons donc deux cas a distinguer:

2.1. Cas ot les valeurs propres de la matrice A, ne différent pas entre
elles d'un entier (Le cas générique )

L'équation matricielle (2-5) peut s'écrire a I'aide du produit tensoriel (cf. [4])
sous la forme suivante :

2-7) G, p, = hk k=1,2, .00
ou G, est une matrice carrée d'ordre n®? qui s'exprime sous la forme
Gy = (Ay-kD®I - I®'A,

ou A®B désigne le produit tensoriel de la matrice A avec B. ‘AO est la matrice

113



Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

transposée de A,,. p, et hk sont des vecteurs colonnes 3 n? composantes que l'on

construit de la maniére suivante:
Soit (P);e (resp. (H);,) le itme  yecteur ligne de la matrice P,

(resp. H,), on pose :

-t h [t h
(Pk )‘lo (Hk )10
t t
(Pk )20 (Hk )20
pk = hk =
t t
L (Pk )n. p L (Hk )n° J

Remarque 2.1
L'équation (2-7) est un systéme linéaire de n2 équations & n? inconnues qui
sont les coefficients de la matrice P,. Dans le cas générique, G, est inversible

quelque soit le choix de I'entier k > 1. En utilisant le calcul formel, on peut inverser
formellement la matrice G, et sil'on désigne par D(k) son inverse formel, on

peut déterminer a chaque fois 1'inconnue P, en affectant a I'entier k la valeur
correspondante.

Remarquons que numériquement, il est difficile de décider si deux valeurs
propres différent d'un entier qui est la condition de la régularité de la matrice G

cependant on peut appliquer un algorithme dd a Watanabe (cf. [8], [6]).

2.2 Cas général: 1l existe des valeurs propres qui difféerent d'un entier

Cette méthode (cf. [7] ) consiste A chercher une transformation T(x) qui permet
de se ramener au cas générique. Autrement dit, si I'on désigne par A(x), la matrice:

- 1 4dT
A = TTAQT - 77 &
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliore

Les valeurs propres distinctes de la matrice A(0) ne différent pas entre elles d'un
entier. La procédure a suivre est la suivante:

Désignons par i,,,, ..., Ay les valeurs propres de A, qui different entre elles
d'un entier. Soit m, la multiplicité algébrique de la valeur propre A. On suppose
que A, A,,..., kp sont ordonnées de la maniére suivante :

(2-8) Re(x)) 2 Re(d,) 2 ...Re(lp)

avec
- =k (i=1,2,...,p-1)

ou k; appartient a IN*,

Soit P, la matrice de passage qui permet de transformer A, sous une forme de
Jordan

(2-9) J=P1A,P

que I'on suppose écrite sous la forme :

m, n-m;
Ji 0
(2-10) J=
0 J,
ou

J, estlamatrice J 2 laquelle on enléve les m, premieres lignes et colonnes et
ayant comme valeurs propres :

Ags Agperss Ay Ay s A,
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

J, est la matrice diagonale par blocs correspondant 2 la valeur propre A, dela
forme

my

Ecrivons la matrice A(x) sous la forme
A(x) = Ao + xN(x)
ol Nx)=A, + AX +...

Soit
To(x) =P S(x)

ou P est la matrice définie dans (2-9) et S(x): la matrice diagonale définie par :

S(x) = diag( Im' , xln_m')
dT
A = Tg' ATy -xT! =2
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Ona
- ] 1dS
(2-11) Ro=A0) = 8" (J+xG)S,.o -XxS =
dxlx=0
ol

G=P1A P
Décomposons la matrice G en blocs suivant la méme décomposition que J;

G=(Gyij-12

ou G, G,, G,;, G,, désignent les blocs de dimensions respectives m,xm,
m,x(n-m,), mlx(n-ml) et (n-m )x(n-m,).En effectuant I'opération (2-11), on
trouve:

3 0
Ao =
Gy, Ja-1

dont les valeurs propres sont cette fois:

Ap Ay -1, - Ly d - 1,4

pr1~ Dos d - 1

p

chacune de ces valeurs propres admet la méme multiplicité algébrique initiale.

En répétant le méme procédé k, fois, les valeurs propres de la matrice résidu
obtenue sont:

Ap Ay -k =2, Ay- Ky e - K k

p l’)‘

o1~ Ko d - k.

On peut ainsi se ramener au cas générique en amenant toutes les valeurs propres qui
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différent entre elles d'un entier A étre égales. L'algorithme s'arréte au bout de
k=k, + k,+... + kp_' pas.

Pour une autre méthode, on peut appliquer l'algorithme développé dans le
chapitre 1X qui donne le dévelppement des solutions formelles (sous une forme
vectorielle ) suivant la longueur de la pente nulle du polygone de Newton associé au
systeme. Pour cela, il suffit de considérer une pente nulle de longueur égale a n.

3. Exemples
3.1. Exemple 1
Le systéme
’ X+ X 1-2x 4’
(3-1) V) = 5[ x°+x® 335 x* [V(x)
X
3x° 0 3 x’

admet au voisinage de l'origine une singularité réguliére, car si on applique
Falgorithme de la réductibilité, on trouve que le changement de variables:

0 1 0
(3-2) Y(x) = T,(x)Z(x) avec T, =0 0 x
X 0 0

transforme (3-1) en un systéme dont l'ordre polaire est 1. On obtient :

2 2

1 24X 3x 0
(3-3) Z'(x) = " 4x 14X 1-2x K(x)
X x+x2 1-x

118
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Les valeurs propres de la matrice résidu du systéme (3-3):

2 0O o
A, = [o 11 )
0 o 1
différent entre elles d'un entier. En vertu de ce qui précéde, on applique a (3-3), la
transformation:
(3-4) T,(x) = diag(x,1,1)

ce qui nous conduit au systéme :

2

’ 14X 3x 0
Wix) = —| 4 14X 1-2x W(x)
x2 x+x2 1-x

ou cette fois, les valeurs propres de la matrice résidu sont toutes confondues. On
donne dans la suite, les 7 premiers termes du développement de la matrice P(x)
définie dans le paragraphe 2.1 (cas générique).

Un systeme fondamental de solutions du systéme (3-1) est donc:
¢xx) =T, T,PV

ou T,, T, sont données par les formules (3-2) et (3-4), P est donnée dans page 120

et
X 0 0
Vx) = |0 X xLogx]

0 0 X
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Matrice du systeme :

A(lvl)'—'x + 1
A(1,2)=3#x%
A(i,3)=0

2
A(2,1)=4xx

A(2,2)=x + i
A(2,3)= - 2*x + 1|

2
A(3,1)=x

A(3,2)=x*(x + 1)
A(3,3)= - x + 1

Impression des - 7 - premiers transformation P

T e e e e o e e o o e = e = = = = = = — T~ S - — ——— —— —

P(1,1) =(1159*x + 925xx + 700%*x + 2700*X + 600*x + 1200)/1200

5 4 3 2
P(1,2) =(3*x*(96*x + 165*x + 250*x + 100*X + 200*x + 200))/200

5 4 3 2
P(1,3) =(421875+x*( - 16264*X - 34255xx -~ 31250*X - 16000%*Xx - 42000*x

- 12000))/1687500000

2 4 3 2
P(2,1) =(18*x *(40512x + 12508+x + 3B850*x + 4400*x + 16200) ) /129600

6 5 4 3 2
P(2,2) =(2%(4448*x + 2934xx + 6525%X + 7200*X + 900*x + 3600%x + 1800)

) /3600

5 4 3 2
P(2,3) =(46875+x+( - 627217*X - 545166%*x - 1308375%*x - 612000*x -

270000*x - 648000))/5062500000

2 4 3 2
P(3,1) =(x »(1389*x + 1945*x + 2500*x + 2100*x + 1800))/3600

5 4 3 2
P(3,2) =(x*(748*x + 915xx + 900*X + 900*X + 600*X + 600))/600

6 5 4 3
P(3,3) =(140625*( - 134362*x - 137805*x - 150000%*x - 126000*x - 90000*

2
X = 72000*x + 36000))/5062500000
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3.2. Exemple 2

Nous reprenons l'exemple 1 du chapitre 1 (page 58) sur lequel nous avons
appliqué l'algorithme de réductibilité. Soit

Y'(x) = A(X)Y(x)

ou
4 2x2 - x3 x5 + x6 4x2
Alx) = 5 | 1-2x x> a°
X
0 3x5 2x2 + x4

L'algorithme de réductibilité fournit la transformation (cf. chap.1 pour le calcul):

o X o0
T(x)=|0 0 1
¥ 0 0
qui réduit le systeme sous la forme :
! X2 0 3x
(3-5) Yix) = —1 4 x  Xex |YX)
4x° 1-2x X

On donne dans ce qui suit le développement des premiers termes de la matrice P(x)
qui permet de transformer le systéme (3-5) sous la forme:

Ao
Y'(x) = — Y(x)
X

ol A, est la matrice résidu du systéme (3-5).
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Matrice du systeme :

A(1,1)
A(1,2)
A(1,3)
A(2,1)
A(2,2)

A(2,3)

A(3,1)
A(3,2)

A(3,3)

x*(x + 1)

2
4xx

- 2*x + 1

X

Impression des - 7 - premiers termes de la transformation P

P(1,2)

P(1,3)

P(2,1)

P(2,2)

P(2,3)

P(3,1)

P(3,2)

P(3,3)

ve
n

414548053*x + 24595524*xx + 1301029*x + 565322x + 1633sx + 12
*x + 1

5 4 3 2
3*xx+( - 3769780*x - 275607*X =~ 18944*X - 1166*X - 56X - 1)

5 4 3 2
3#x%(211938*X + 192832X + 1754xX + 159#x + 14»x + 1)

. 5 4 3 2
4*x*(466553251+*x + 2B8443951*x + 1570609%*x + 73715%x + 25332x

+ 38)

6 5 4 3 2
- 48012368*x - 3560388*x - 2504122X - 16092*X - B58xx - 26*

X + 1

5 4 3 2
X*(2541340*x + 231224*x + 21036*X + 1910*X + 170#x + 13)

5 4 3 . 2
4+*x*(488601792*x + 30667472*X + 1769309+*x + B89339*x + 35442x

+ 80)

5 4 3 2
2xxx( = 234B3971*x - 1769449*x - 127579xx - B567*X - 503%x -

21)

6 5 4 3 2
2310124»x  + 210184*X + 19124*X + 1740*X + 158xX + 14*X + 1



Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliere
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UN ALGORITHME DE CALCUL
DE L’INVARIANT DE KATZ
D’UN SYSTEME
DIFFERENTIEL LINEAIRE

par A. HILALI et A. WAZNER

1. Introduction.

On considére un systéme différentiel linéaire homogéne d’ordre 1 :

d
== M(x)y (S)
dx

ou M est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans C((x)),

le corps des séries formelles :

1
=— Y Axk A #0 (1)
0

avec q un entier supérieur ou égal a 1, les A, :k=0,1,...
sont des matrices a coefficients dans C. On sait par le lemme du
vecteur cyclique [2] réduire le systéme (S) & une seule équation
différentielle scalaire d’ordre n [4]. Ce procédé permet d’appliquer
sur le systéme (S) tous les critéres déja connus sur les équations
différentielles scalaires et d’attribuer ainsi au systéme (S) des
~ invariants (voir [9]) qui servent 4 mesurer I'irrégularité au point
singulier (supposé ici & I'origine). B. Malgrange [9] a démontré que
Pindice d’irrégularité associé a I'équation différentielle est indépen-
dant du choix du vecteur cyclique. Cependant du point de vue pratique,
on constate que la méthode est d’'un maniement lourd et coiliteux
(voir des exemples dans [4]) surtout que ces invariants sont unique-
ment déterminés par la connaissance des valuations des coefficients
de I'équation différentielle obtenue par la méthode. D’ou I'intérét
de travailler directement sur le systéme.

Mots-clés : Points singuliers — Invariant de Moser — Invariant de Katz — Vecteur
cyclique.
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68 A. HILALI, A. WAZNER

Le calcul explicite de ces invariants est en général connu pour
une équation différentielle scalaire, tandis que pour un systéme
différentiel (S) nous sommes amenés a construire des algorithmes
de “Réduction” qui conduisent au bout d’un certain nombre de
pas au calcul de ces invariants. On s’intéresse dans cet article
au calcul de linvariant de N. Katz. Ce travail constitue une suite
i lalgorithme de “Réductibilité” développé dans [S] et [6]. Ensuite
partant d’un systéme écrit sous une forme irréductible (au sens de
Moser) nous construisons un algorithme permettant le calcul de cet
invariant sans ['utilisation de vecteur cyclique. Nous rappelons
briévement cette méthode : '

2. Méthode du vecteur cyclique.

On pose
Yo(x) = (x),N(x), ..., A, (x))

un vecteur & n composantes ou les A,(x) sont des polyndomes
arbitraires de degrés < n — 1[12]. La récurrence :

Y,;=Y,_,+tY,_, M
définit une matrice Q carrée d’ordre n dont les lignes sont :

Y,, Y, ,....Y,_,.

DerINITION 1 [4). — On dira que le vecteur Y, est “cyclique”
si la matrice Q est inversible.

(Pour une autre méthode de construction de vecteur cyclique voir

(71
Dans ce cas on pose T = Q™' et le changement de variables :
y(x)=T(x)z(x) 2)

transforme (S) en un systéme dont la matrice est sous une forme

compagnon : i
0 1

C=T 'MT—T"'T'=| . \ @3)
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CALCUL DE L'INVARIANT DE KATZ 69

Les a, (k=1,2...,n) sont naturellement les coefficients de
I’équation différentielle qui correspond au systéme (S) obtenue
par lintermédiaire du vecteur cyclique Y,. On notera Es(Y,)
cette équation :

dn—ky

d*y _
dxn -k -

dx" B k§| ak (x)

0.

Es(Y,) :

DEFINITION 2. — On dira que deux matrices M et N apparte-
nant a M, (C((x))) sont équivalentes (ou que leurs systéemes diffe-
rentiels sont équivalents) s'il existe T appartenant @ Gl(n,C((x)))
telle que :

dT

M=T '!NT—-T ' —,
dx

Dans la suite on supposera que les a, sont de la forme :
a,(x)=x""b (x) k=1,2,...,n (4)

ou les A, désignent lordre du poéle des a, au sens large, avec
b,(0) # 0 (onprendra A\, = — o si q, =0).

3. Invariant de Moser.

J. Moser [11] associe 4 tout systéme (S), les rationnels :

m(M)=gq — 1+ rang(A,)/n =0 (5)
avec : m(M) =0 si ¢q—1+rang(A;)/n<0
r(M) = Inf  (m(T~'MT—T"!dT/dx)) (6)

T E€GI(n, C((x)))

ou Gl(n,C((x)) désigne le grdupe des matrices inversibles a
coefficients dans C((x)).

DEFINITION 3. — On dira que le systéme (S) est irréductible
au sens de Moser (ou M-irréductible), si m(M) = u(M).
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70 A. HILALI, A. WAZNER

Dans le cas ou m(M)> 1, nous avons donné dans [5] et
[6] un algorithme qui construit, en un nombre fini de pas, une
transformation permettant de mettre (S) sous une forme :

|
D (LAY (S*)
dx xqo . 0

o gq* et r* =rang(A;) sont les plus petites valeurs de g = 1
et r obtenues en appliquant & (S) toutes les transformations de
Gl(n,C((x))). Dans le cas ol x = 0 est une singularité réguliére,
I'algorithme s’arréte lorsque m(M) < 1. Cet algorithme donne
la caractérisation suivante :

x = 0 est une singularité réguliére si et seulement si :
pu=q*—1+r*n<1.

3.1 Calcul de Uinvariant de Moser a partir d'un vecteur cyclique.

Dans le cas d’une équation différentielle scalaire de la forme
Eq(Y,), J. Moser (cf. [11] théoréme 3 p. 382) a explicité le
calcul du nombre p. Pour cela il considére p le plus petit entier
tel que

p>% k=1,2,...,n,et p=1 @)
et en notant
r, =N —(p— Dk (8)
= My, 0 2
ona pu=p—1+r/n.

En appliquant ce résultat & I'équation différentielle Eq(Y,)
on obtient :

PROPOSITION 1. — Si le systéme (S) est M-irréductible et si
la singularité est irréguliére (ie. q = 2) alors quel que soit le choix
du vecteur cyclique ona : p = q et r = rang(A,) ou p et r sont
les entiers définis par (7) et (9).
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CALCUL DE L’'INVARIANT DE KATZ 71

Démonstration. — Soit Eg(Y,) I'équation différentielle obtenue
a partir du systéme (S) 4 l'aide du vecteur cyclique Y,. Soit
C(x) sa matrice compagnon définie en (3) et :

d
——dy = C(x)y (10)
X

le systéeme différentiel correspondant. Dans [11] J. Moser construit
une matrice :

xP = diag(x" , x™ 3....x"") B,EZ

qui réduit (10) a une forme M-irréductible :

= y (1)

ou DEM, (C[[x]]) (C[[x]] désigne I'algébre des séries formelles &
coefficients complexes). p et r = rang(D(0)) sont les entiers définis
en(7) et (9).Or:

D(x)
xP

= x"PC(x)xP -—f— . (12)

D’aprés les relations (3) et (12), les systémes (S) et (11) sont
donc équivalents par la transformation S(x) = T(x)x?. Comme les
deux systémes sont M-irréductibles on a :

q—1+rang(Ay))/n=p—1+r/n
d’ol

q=p et rang(A))=r.

4. Invariant de Katz.

N. Katz (cf. [3] pages 190 et 191) associe a tout systéme (S)
un nombre rationnel RK = 0, tel que si Y, est un vecteur cyclique
de (S), ona (cf. [2], prop. 1.10 p. 48)

RK = Max (O , Max (A" — k))

1€k<n k
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72 A. HILALI, A. WAZNER

d’aprés (8) on peut encore écrire :
RK—-Max(O,p 2+M:x(k)).

(La singularité réguliére est caractérisée ici par la nullit¢é de RK).
On sait (cf. [10]) que si le systtme (S) est M-irréductible et
si la matrice résidu A, est non nilpotente, alors I'invariant de

Katz vaut p — 1.
Nous supposerons donc dans la suite les hypothéses suivantes :

a) — le systéme de départ (S) est M-irréductible.
b) —p =q =2 et r = rang(A,) (cf. propositionl).
c) — Lamatrice A, est nilpotente.

5. Algorithme de calcul de I'invariant de Katz.

Au systéme (S), on associe I’expression :

r ane (AX)
falx,N)=x det( . +7\l)
ou r=rang(A,) et: v
A(x) = xP M(x) = 2 A, x*. (13)
0

LEMME 1. — f,(x,\) est un polynbme appartenant d
Cl[x]}1[\] et son développement en x jusqu'a l'ordre k dépend
seulement des k + 2 premiers termes du développement (13).

En effet r désignant le rang de A(0), il existe r colonnes de
A(0) linéairement indépendantes. On peut supposer sans changer
la généralité que ce sont les r premiéres. Soit la matrice :

E = diag(1,1,...,1,0,0,...,0)
le i¢™® glément de sa diagonale vaut 1 si i <r et O sinon.

On pose

A(X))xg

P(x,x)=(x1+ x
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donc
fa(x ,N) = det(P(x , \).

Les seules expressions polaires de la matrice P(x,\) sontles n—r
derniéres colonnes de A,. En ajoutant a ces colonnes une combi-
naison linéaire adéquate des r premiéres colonnes, on ne change
pas la valeur du déterminant et on élimine ainsi les termes polaires.

Nous noterons :

+ oo
P(x,N= 2 P,
(1]

la matrice obtenue par 'opération décrite ci-dessus.
On remarque que P,(A) ne dépend que de A, de A, etde A, ,.
Notons :
C,(x,N),C(x,N),...,C(x,N)

les vecteurs colonnes de la matrice ‘!‘"(x ,A). Le terme d’ordre k
du développement de f, (x ,A) en x est:

1 ok ~
T (det(P(x , 1)) (14)

pris en x = 0. Or I'expression (14) dépend des dérivés partielles
des C(x,\) (i=1,2,...,n) dordres plus petits ou égaux
4 k. Donc la valeur de cette expression prise en x = 0 dépend de

P,(\),P,(A),....,P.(N).

Or la donnée des A, (i=0,1,...,k+ 1) détermine les coeffi-
cients P(A) (i=0,1,...,k) de P(x ,A). Donc le coefficient
d’ordre k en x du polynéme f,(x,\) dépend seulement des
k + 2 premiers coefficients de la matrice A(x) etde A.

A
LEMME 2. — Soient M(x) = -—%—Q et N(x) = B(x)
x xP

ou A et B

appartiennent @ M, (C[[x]]) et telles que rang(A(0)) = rang(B(0)).
Si p>2 et sl existe une transformation T appartenant d
Gl((n ,C((x))) telle que

dT
N=T 'MT—T '—

dx (15)
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74 A. HILALL, A. WAZNER
alors fa(x ,N)=fg(x,N)+0O(xP~3),

Remarque. — Le lemme 2 montre que si deux matrices, ayant
le méme ordre polaire et dont les matrices résidus ont méme rang,
sont équivalentes alors les polynomes f, et f; ont le méme
développement en x jusqu’da I'ordre p — 3. D’aprés le lemme 1,
il suffit de considérer les p — 1 premiers termes de A(x) et
B(x) pour démontrer le lemme 2. Ce résultat est la conséquence
d’un lemme da & Moser :

LeMME 3 [11]) — Toute matrice T appartenant d Gl(n,C((x)))
peut étre décomposée de la maniére suivante :

T(x)=P(x) x* Q(x)

ou
— P est une matrice polynomiale vérifiant det(P(x))=1
+ 00 ‘ '
—Q(x) = Y, Q, x* avec det(Q,)#0
o -
— o = diag(a, ,0,,...,a,) a,€Z
avec

—g<a s, .S, .

En posant T(x) = P(x)x®*Q(x) d’aprés la relation (15) si on
note :

(1) :
-A——--=P’l é-P—x"" P"'%
2
—1-3—=Q"' é—Q—.x”"‘ Q-—l g_Q_
X X dx
on a alors :
@) A(D
A _ o x® —xP-a, (17)
X X

Comme P est un polynOme de déterminant identiquement égal a
1, P~ ! est aussi un polynéme. Le terme xP—! P~ ! dP/dx est donc
de valuation supérieure ou égaled p — 1. Commeona:

rang(A (0)) = rang(A" (0)) (18)
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et
X" det —9‘—)+M)—x'd t(p! Alx )P+x1)
en vertu de I’égalité (16) et dulemme l ona:
fAOx ) = £, y(x ,N) +0(xP-2). (19)

De la méme maniére puisque Q, est inversible, la matrice Q'
est dans M,(C[[x]]). En faisant le méme raisonnement on

trouve

rang(B(0)) = rang(A® (0)) (20)
et

fa(x , ) =1, ) (x ,N) +O(xP~2). @n

L’hypothése du lemme rang(A(0)) = rang(B(0)), et les égalités
(17), (18) et (20) entrainent les relations :

r = rang(A!" (0)) = rang(A® (0))
et
Foy X ) =f, 1y (x,N)+0(xP~3) (22)
d’olr :
falx ;M) =fa(x,N)+0(xP~3),
Ceci démontre le lemme 2.

D’aprés les relations (3) et (12), les matrices :

A(x) D(x)
T et P

sont équivalentes. D’aprés le lemme 2,si p > 2, ona:
fax , N)=fp(x,N)+0(xP-3). (23)
Or  fo(x,N)=x"det(xP~! x~8 C(x)x* —xP-? § +Al).
Comme x? et f commutent entre elles :
fo(x ,\)=x"det(x?~! C(x)—xP-2 g+l

d’ou le résultat :
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LEMME 4. — Si C(x) désigne la matrice compagnon obtenue par
Uintermédiaire d'un vecteur cyclique d’un systéme (S) M-irréductible
etsi p>12 alors:

A

x" det ——J(-;J-‘—) + M)= x"det(xP~1 C(x)+ AI) + O(xP-3).

Soit q.(x,\) le polynome x" det(x?-'C(x) + AI) ou C(x)
est la matrice définie dans (3) :

ona
gc(x ,N) =x"*n(P-1) det(C(x) +Ax~P*1 1)
n
= x"\" — 2(_ l)k An-—k xr+k(p—l) ak(x).
i
Or d’aprés(4)ona:
a,(x)=x""* b, (x) avec b,(0)#0
donc
n
Gc(x ,N)=x" N = Y (— D x"" "k an-k b, (x) (24)
1
ou

r = rang(A(0)) = Max(r, ) = Max(\, —k(p — 1)).
K x

DEFINITION. — On  appelle ¥,  l'application linéaire de

d
C((x))[A) dans C((x)) L—I;] , espace des opérateurs différentiels

linéaires d coefficients dans C((x)) qui, au polynéme x'A\"—*

i—k(p-1) d" ¥
dxn—k *

Nous allons dans ce qui suit donner un moyen de calcul de
I'invariant de Katz. Pour cela nous distinguerons deux cas :

associe l'opérateur x

5.1Casou p>r+12.

THEOREME 2. — Soit le systéme différentiel M-irréductible :
dy A(x)

dx xP

(S)
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ou A(0) est une matrice nilpotente de rang égald r. Si p >r + 2
alors (S) admet le méme invariant de Katz que l'opérateur :

Fp (det (Aix)

Démonstration. — D’aprés le lemme 4, si p > 2 alors :

gc(x ,N) =f,(x,\) +0(xP~3)

+ M).

donc
x" de t( Alx )+)\l)—x A" —Z(-—l)" x "‘b A"k + O(xP- 3)
! (25)
Notons
A(x)

x" det +M)—x A" —x" 2(—1)* Q (x)\"~*  (26)

le développement en A du premier terme de 1'égalité (25). Par
identification on a :

x"Q (x)=x"""% b, (x)+ O(xP~3). Q27

On peut supposer sans changer la généralité que les r, sont positifs
puisque les r, négatifs n’interviennent pas dans le calcul de
P'invariant de Katz (voir la définition page 72).

D’aprés la relation (27) on a :
Q(x)=x""* b (x) +O(xP~"-3).
Comme nous avons supposé que p>r + 2 et b,(0) #0 onadonc:
Q(x)=x""* b(x) (28)
avec b (x)EC[[x]] et b (0)#0 k=1,2,...,n

Dans I'égalité (26) on divise les deux membres par x" et on
applique Fp

A" § k-0 g o 37
— § k b (x)d -

(29)

F, (d t( Ax) )=
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L’invariant de Katz associé 4 I'opérateur (29) vaut alors :

ot k(p—1—k
RK= Max (0, (p—1) )
i<k<n k

RK=p—2+Ltax(%-)

qui est le méme que celui de Péquation différentielle Eg(Y,)
associée au systéme (S) et obtenue par le vecteur cyclique Y, .

5.2.Casou p<r+2.

Nous allons voir dans ce paragraphe que dansle casot p <r + 2,
par un changement de variable de la forme x = ¢" (m est un
entier convenablement choisi) on peut se ramener au cas précédent
(p >r + 2). Enposant x = t™ on obtient :

dy
;=mt'"" M(t™)y . (S,,)

DEFINITION. — On dira que (S,,) est le systéme ramifié de (S)
par m.

LEMME 5. — Le rang de Katz RK d'un systéme différentiel
(S) Me-irréductible d'invariant de Moser p=p — 1+ r/n est tel
que :

p<RK+ 1<p.
Démonstration. — Supposons que (S) est M-irréductible i.e
de rang de Moser
r
p=p—1+—.
n

Soit Y, un vecteur cyclique dont [’équation différentielle
correspondante est Eq(Y,). Le rang de Katz vaut :

RK=p—2+ M:x(L,:—).
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Les r, sont les nombres définis dans (8), on a r, <k pour
k=1,2,...,n etdonc:

f<M?(%)<L

Ceci démontre le lemme 5.

LEMME 6. — Si (S) est Me-irréductible et si m est un entier
tel que

+
m>—ntl
p—2+r/n
alors (S, ) est d'invariqnt de Moser E— 1 +7/n avec 77>?+ 2.

En effet soient RK et RK les rangs de. Katz des systémes
respectifs (S) et (S,,), d’aprés le lemme 5 :

p—2+<RK<p-—1.
n

Or on sait [10] que si (S) est de rang de Katz RK, alors RK = mRK
donc

m(p—2+r/n) <RK=mRK <m(p—1)
pP—12RK>n+ 137 +1
ce qui entraine |
;>7+ 2. c.q.f.d.

6. Conclusion.

On peut résumer tout ce qui précéde en un algorithme
qui est le suivant :

d
Soit 2 o M@x)y. (S)
dx

I — Appliquer I'algorithme de réductibilité (cf. [6]) qui construit
-une transformation T(x) telle que le systtme de matrice
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dT A(x)
T-'MT—-T !'— =
dx xP

soit irréductible au sens de Moser.

I —1)Si A(0) n’est pas nilpotente alors RK =p — 1. Sinon :
2)Si p> 2+ rang(A(0)) alors RK est égal 4 celui de
I'opérateur :

F, (det (A(") +11))

X
3) Si p <2 + rang(A(0)) alors
3-a) Trouver un entier m tel que :

n+1 .
p — 2+ rang(A(0))/n

m>

3-b) Soit (S,,) le systéme ramifié par m .
3-c) Appliquer I'algorithme de réductibilité, le systéme obtenu
est de la forme

d A
__y__= __(_x_l y avec p >2+ rang(A(O)) .

dx xP

3-d) Si A(0) n’est pas nilpotente RK = (p — 1)/m.
3-e) Si A(0) est nilpotente, le rang de Katz de (S) est
RK/m ot RK est le rang de Katz de I'opérateur Fp.
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