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Un système dynamique d'ordre réduit basé sur uneapprohe APR-POD pour l'étude de l'interationéoulement turbulent-partiulesRésuméMotivé par l'étude numérique de la dispersion de partiules dans un éoulementturbulent, e travail présente l'appliation et le développement de méthodes de ré-dution de modèles ouplées à un système dynamique d'ordre bas pour les équationsde Navier-Stokes. Ainsi, la première méthode appliquée est la déomposition ortho-gonale aux valeurs propres (POD). Couplée à un système dynamique d'ordre faibleobtenu par projetion de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base POD,ette méthode montre son e�aité en terme de temps de simulation pour le al-ul de la dispersion de partiules. Cependant, la POD néessite au préalable unéhantillonage temporel de l'éoulement, e qui est handiapant. A�n de palier eproblème, l'alternative envisagée dans e travail est l'utilisation d'une méthode derédution a priori, l'APR, basée sur la onstrution itérative d'une base de l'éoule-ment. La méthode APR est d'abord testée dans des as modèles simples : l'équationde onvetion-di�usion 2D et les équations de Burgers 1D et 2D. Comparée auxméthodes de résolution lassique, l'APR permet de diminuer fortement les temps dealul tout en onservant une préision du même ordre de grandeur. Les équations deNavier-Stokes sont ensuite résolues à l'aide d'un ode volumes �nis 2D, utilisant undéouplage vitesse-pression de type Van Kahn. Un algorithme de rédution a prioriadapté à l'algorithme de projetion est alors présenté et appliqué pour le as de laavité entraînée 2D à Re = 10000. Les résultats obtenus sur un ourt intervalle detemps sont assez enourageants. En�n, une démarhe d'avanement temporel baséesur le ouplage d'APR et de systèmes dynamiques est présentée.Mots-lés : Déomposition orthogonale aux valeurs propres (POD), Système dyna-mique, Rédution de modèles, Eoulements turbulents, Partiules, Base A Priori
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A low-order dynamial system based on a APR-PODapproah for studying turbulent flow-partilesinterationAbstratIn order to study the partiles' dispersion in a turbulent �ow, this work presents theappliation and the development of redued order models oupled with a low-orderdynamial system for the Navier-Stokes equations. The �rst method we applied isthe Proper Orthogonal Deomposition (POD). Coupled with a low-order dynamialsystem obtained by a Galerkin projetion of the Navier-Stokes equations onto thePOD basis, this method shows a great advantage in term of omputational timefor the omputation of partiles' dispersion. However, the POD needs samples ofthe �ow over a given time interval whih is the limiting step for its performane.In order to overome this problem, this work proposes as an alternative to use aa priori redution method, alled APR, based on the iterative building of the ba-sis of the �ow. The method is �rst validated in more simple test ases : the 2Donvetion-di�usion equation and the 1D and 2D Burgers' equations. Compared toother lassial resolution shemes, the APR allows us to obtain an auray of thesame order, with less omputational e�ort. The Navier-Stokes equations are thenresolved with a 2D �nite volume ode, using a Van Kahn algorithm to ahieve thedeoupling between veloity and pressure. A a priori redution algorithm adaptedto the projetion sheme is then proposed and applied for the on�guration of the2D driven avity at Re = 10000. The results obtained over a short time interval arequite enouraging. At last, we present a time advane sheme based on the ouplingbetween the APR and dynamial systems.Keywords : Proper Orthogonal Deomposition, Dynamial system, Redued OrderModelling, Turbulent �ows, Partiles, A Priori Redution (APR)

iv



Remeriements
On se dit toujours que ça va être la partie la plus faile à rédiger pare qu'on estsûr (là au moins !) de e que l'on va dire. Et bien il n'en est rien. Pare que trouverles mots justes pour remerier de la façon dont il se doit toutes les personnes quivous ont soutenu, e n'est pas si simple !Je tiens ainsi à remerier en premier lieu Aziz Hamdouni pour m'avoir donné, grâeà ette thèse, l'opportunité de partager son expériene et d'apprendre à ses �tés lemétier de herheur. Car une thèse, e n'est pas seulement trois années de souf-frane à travailler dans son oin, mais bel et bien une introdution au monde dela reherhe. Cette vision qu'a Aziz de la reherhe, son esprit d'ouverture tant auniveau sienti�que qu'humain, sont autant de points qui ont rendu mes trois annéesà La Rohelle inoubliables.J'ai parlé de trois années de sou�rane, e ne fut pas omplètement le as, et çaje rois que je le dois bien à Cyrille Allery, mon o-enadrant et surtout oah auquotidien. Je pourrais bien évidemment parler de toutes es onversations sienti-�ques que nous avons eues tout au long de la thèse (on dit �fruitful disussion� enanglais non ?), des longues séanes de ré�exions sur les divers problèmes renon-trés, des � non-moins longues � heures de debuggage intensif de mes odes (aïe j'aisou�ert.. mais ça a valu le oup !), des aller-retours des di�érentes versions de eprésent manusrit,.. mais je rois que e que je tiens vraiment à souligner ii, 'estsa disponibilité, sa sympathie, et sa bonne humeur omniprésente ! Sa modestie aussi.Lui m'a souvent dit que 'était son r�le de m'enadrer, mais beauoup ne l'auraientpas fait de ette façon. Toujours à l'éoute, il a su me guider et même me remonterle moral lorsque ça n'allait pas. Il est alors tout naturel pour moi de remerier éga-lement Rahel, qui a en partie �subi� les onséquenes de et enadrement, puisqueles ouvre-feux ont rarement été respetés ! Meri également au petit Axel, qui estné pendant ette thèse. Promis, je me ferai pardonner plus tard d'avoir aaparé tonpapa de nombreux soirs.. Pour résumer en des mots simples, bien plus qu'un oahsienti�que de qualité, 'est surtout un ami que j'ai renontré à La Rohelle.Je pro�te de ette oasion pour montrer toute ma reonnaissane envers les per-sonnes qui ont bien voulu partiiper à mon jury de thèse, en partiulier Pao Chi-nesta et Mar Médale qui ont aepté la lourde tâhe de rapporter e mémoire. Meriégalement à David Rykelynk, à l'origine de la méthode que j'ai utilisée et adaptée à



mes exemples. Les di�érentes renontres que j'ai pu avoir ave David et Pao ont parailleurs ontribué à l'amélioration de la ompréhension des problèmes numériquesrenontrés.Ainsi, trois années s'ahèvent.. Trois années berées au rythme du quotidien d'un la-boratoire de reherhe : le LEPTAB, un labo dynamique où notamment les dotorants(également dénommés amialement par Franis �les fores vives du laboratoire�) vontet viennent.. Alors je ne vais malheureusement pas pouvoir iter tout le monde, maisje vais quand même en iter tout un tas juste question d'se défouler1 !Alors don pour ommener, je tiens à faire une spéiale ae-dédi au bureau 62,le bureau surpeuplé du labo, où dotorants et stagiaires ont dé�lés. Parmi eux-i,Hassan, le libanais hanteur que j'ai eu à supporter 3 ans juste en fae de moi (engénéral on remerie les gens qui ont réussi à nous supporter, mais bon, pas grave..'est gratuit !) ; Sylvain qui lui a subi mes hoix musiaux à partir du jour où j'ai ré-upéré des eneintes ; les stagiaires tels Antoine, qui lui aussi s'est fait prendre dansle erle viieux de la rédution de modèles ou enore Jérémie, le tzigane venant del'est, omment qu''est gros ? !La salle afé fut également le siège de nombreux souvenirs mémorables : pauses dé-tentes pontuées de grosses séanes de déonnades, notamment ave Marx, Patrie,Max, ou enore Mihèle et Bibihe ; mais aussi onversations politio-sérieuses aux-quelles, je le onède, je me suis rarement prêté. Alain, Erwan, Maro ( ?) et Martiny étaient eux, par ontre, toujours très atifs !Je ne puis également m'empêher de saluer les ateurs quotidiens de ma réussite(hmmm.. hmmm..), à savoir JM, James, Clément ou Etienne qui mériteraient biend'être santi�és pour tout e qu'ils m'ont apporté les (rares) soirs de déprime. Maistoutes les soirées ne furent pas toujours sombres. Et ça je le dois essentiellement àErwan Liberge, mon amarade de galère numérique dans la grande famille de la ré-dution de modèles. Même direteur de thèse, même méthode de rédution, ça partaitbien ! Mais aurions nous deviné que nous avions également le même goût prononépour les soirées pinard / �Le hâteau� ou enore les h�tels **** d'Ibiza ?.. Les mêmesdélires également : des séanes de ré�exion sur le sénario d'Opération Rédution2aux histoires de lé à molette dans �Dodgeball� en passant par le tubakro ©désormaisélèbre, je rois que l'on peut dire que l'on ne s'est pas ennuyé es trois ans (en plusde la thèse, bien évidemment !)..L'étau se ressère, je me rapprohe de la �n de ette longue série de remeriements,rassurez vous !Ceux qui me onnaissent bien savent à quel point les femmes sont importantes pourmoi, alors vous omprendrez aisément pourquoi je leur ai laissé une plae de hoixdans e petit disours. Alors tout naturellement je tiens à saluer et remerier ha-1jeu : d'où vient ette itation ? !2Moutarde & Cinéma Prod. Un grand meri au passage à toute l'équipe du Judo SportRohelais vi



leureusement Agota et Timi, nos deux harmantes émissaires de la Hongrie et leurpetit aent si sensuel, à qui j'ai adoré donner des ours de français a�n d'enrihirleur hamp lexial. Mes amies judokates ont dû aussi supporter mes frasques hebdo-madaires, parmi elles Claire, Marie, Willow et bien sûr Elvina, mon Kinder préféré.Ma thèse fut.. rihe en événements, aussi je tiens à remerier Marie-P. pour m'avoirsoutenu la première année. La deuxième année, elle, a été marqué par divers séjoursen Guyane et Martinique. C'est à Céline que je dois es souvenirs inoubliables : desréveillons de Noël et de Nouvel An à 32 �C, des balades dans la forêt tropiale,la déouverte de fruits et légumes tropiaux et d'une gastronomie nouvelle (si ! si !J'vous jure, le tatou ça se mange.. et 'est bon !), le mirale de la ponte de tortuesLuth, la déouverte de site historiques tels les Iles du Salut ave notre opain Chris-tian le gendarme, j'en passe et des meilleures..La toute �n de thèse, les derniers jours, les dernières heures, n'ont pas été failes.Je tiens vraiment à mettre en avant la femme terrible qui m'a aidé à surmonter estous derniers moments de thèse, les plus durs psyhologiquement mais aussi physi-quement. Malgré l'éloignement, malgré un ontexte loin d'être des plus favorables,elle m'a supporté à haque fois que j'en ai eu besoin, de jour omme de nuit. Je n'enonnais pas beauoup qui auraient aepté de se faire réveiller à 3h30 du matin pourm'aompagner au téléphone dans ma seule pause noture.. Elle l'a fait, et ave lesourire et la bonne humeur qui la aratérisent tant..Alors de la part d'un manouhe heureux, meri pour tout Emmanuelle...En�n je tiens à remerier Pierrette et Jean-Claude, mes parents, mes supporters etfans de la première heure, toujours présents pour moi, toujours prêts à me remonterle moral, à me onseiller sur les durs hoix que j'ai eus à prendre ; pour la on�anequ'ils me portent.
Meri à tousDoNdoN

vii



à Axel..



Table des matières
Liste des tableaux xiiiListe des �gures xvii1 Introdution générale 12 La rédution de modèle 72.1 Modèles réduits à des problèmes de ontr�le de systèmes linéaires . . 82.2 Des méthodes de rédution de modèles pour des problèmes non linéaires 112.3 La POD ou déomposition de Karhunen-Loève . . . . . . . . . . . . . 152.4 Modèle réduit par approhe POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.4.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.4.2 POD lassique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4.3 La snapshot POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.4.4 Déomposition bi-orthogonale ou BOD . . . . . . . . . . . . . 232.4.5 Système dynamique d'ordre faible . . . . . . . . . . . . . . . . 243 Appliation de la POD à la dispersion de partiules 293.1 Prinipe de ouplage �uide-partiule . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.1.1 Modèle partiulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.1.2 Modèle �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.1.3 Prinipe du ouplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.2 Présentation de la LES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3 Cavité ventilée 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.3.1 Appliation de la POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.3.2 Système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.3.3 Dispersion de partiules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413.3.4 Temps de alul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453.4 Cavité entraînée 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463.4.1 Appliation de la POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473.4.2 Système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483.4.3 Dispersion de partiules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.4.4 Temps de alul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 513.5 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



x4 La méthode de Rédution a priori 534.1 Desription de la méthode de rédution a priori . . . . . . . . . . . . 544.1.1 Problème étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 544.1.2 Initialisation de la base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554.1.3 Constrution du modèle d'ordre faible . . . . . . . . . . . . . 554.1.4 Résolution du modèle d'ordre faible et alul des résidus . . . 564.1.5 Mise à jour de la base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.2 Equation de onvetion-di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.2.1 Problème étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.2.2 Appliation de l'APR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.2.3 Appliation de la POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644.2.4 In�uene de di�érents paramètres de alul . . . . . . . . . . . 674.2.4.1 In�uene du hoix de ritère de onvergene . . . . . 674.2.4.2 In�uene du hoix de la base initiale . . . . . . . . . 694.2.5 Evolution ave système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . 694.2.6 Corretion du système dynamique par l'APR . . . . . . . . . . 704.3 Equation de Burgers monodimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . 744.3.1 Appliation de l'APR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744.3.2 Appliation de la POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 754.3.3 In�uene de di�érents paramètres de alul . . . . . . . . . . . 794.3.3.1 In�uene du hoix de ritère de onvergene . . . . . 794.3.3.2 In�uene du hoix de la base initiale . . . . . . . . . 814.3.4 Evolution ave système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . 834.4 Equation de Burgers 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 844.4.1 Appliation de l'APR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 844.5 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 905 Résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode APR 915.1 Modèle omplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 925.1.1 Disrétisation des équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . 925.1.1.1 Maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 935.1.1.2 Disrétisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . 945.1.1.3 Deouplage vitesse-pression . . . . . . . . . . . . . . 955.1.1.4 Disrétisation spatiale par volumes �nis . . . . . . . 965.1.1.5 Calul des �ux intermédiaires . . . . . . . . . . . . . 1015.2 Validation du modèle omplet pour l'éoulement dans une avité en-traînée 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1025.2.1 Problème étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1025.2.2 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1035.2.2.1 Cas stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1035.2.3 Cas instationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085.3 La méthode APR pour les équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . 111



xi5.3.1 La méthode APR adaptée au shéma de projetion . . . . . . 1115.3.2 Système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.3.3 Appliation de l'APR à la avité entraînée . . . . . . . . . . . 1145.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226 Conlusion générale 123





Liste des tableaux3.3.1 Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD appliquée au asde la avité ventilée 2D et énergie orrespondante . . . . . . . . . . . 393.4.1 Quatre premières valeurs propres obtenues par la POD appliquée auas de la avité entraînée 3D, énergie et résidus orrespondants . . . . 474.2.1 Temps CPU, erreur L2 et erreur en norme sup des méthodes APR(ritère de onvergene ε = 10−7) et gradient bionjugué (BiCG) . . . 634.2.2 Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résiduorrespondants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644.2.3 Comparaison de l'erreur de reonstrution entre la POD et l'APR enfontion du nombre de modes retenus . . . . . . . . . . . . . . . . . . 674.2.4 Erreur sup Esup alulée sur les résultats du système dynamique pourdi�érents t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 704.2.5 Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 0 à t = 6T . . . . . . . . 724.2.5 Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 10 à t = 15T . . . . . . . 724.2.5 Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 16 à t = 20T . . . . . . . 734.2.6 Temps CPU entre la méthode APR ave ε = 10−7 et ε = 10−8 et pourla méthode BiCG pour T = 0, · · · ,20T . . . . . . . . . . . . . . . . . 734.3.1 Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résiduorrespondants obtenus pour l'équation de Burgers 1D . . . . . . . . 764.3.2 Evolution du pourentage de l'erreur maximale en fontion du ritèrede onvergene ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 794.3.3 Nombre d'itérations néessaires à la méthode APR pour onverger enfontion du ritère de onvergene ε pour nx = 50, · · · ,250 . . . . . . 794.4.1 Comparaison du temps CPU entre les méthodes de Newton-Raphsonet APR lorsque la disrétisation spatiale augmente . . . . . . . . . . . 90





Table des �gures1.1 Shéma de prinipe du ouplage �uide/partiules. . . . . . . . . . . . 32.1 Représentation shématique de la déomposition de Karhunen-Loève :les deux modes propres φ1 et φ2 représentent les diretions prini-pales de l'ensemble de données aléatoires [�] exprimé dans les axesoriginaux x1 et x2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153.1 Con�guration de la avité ventilée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.2 Isolignes de l'énergie √u2 + v2 pour le as de la avité ventilée à
Re = 10000. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383.3 Evolution du résidu rN en fontion du nombre de modes N onservésdans la base POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.4 Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégrationdu système dynamique sur la phase d'éhantillonage. . . . . . . . . . 413.5 Evolution temporelle des partiules dans la avité (position initialedes partiules n◦1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.6 Pourentage des partiules présentes dans la avité, attahées ou éje-tées en fontion du temps. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.7 Evolution temporelle des partiules dans la avité (position initialedes partiules n◦2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443.8 Pourentage des partiules présentes dans la avité, attahées ou éje-tées en fontion du temps. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453.9 Con�guration de la avité entraînée 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . 463.10 Eoulement moyen dans le plan médian vertial z = 0 obtenu par LES. 473.11 Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégrationdu système dynamique sur la phase d'éhantillonage. . . . . . . . . . 483.12 Isolignes de vitesse �utuante au temps t = 9s dans le plan z = 0. . . 493.13 Evolution temporelle du pourentage de partiules attahées sur laparoi horizontale inférieure de la avité (dp = 5µm) . . . . . . . . . . 503.14 Evolution temporelle de la dispersion des partiules pour di�érentstemps après l'injetion (dp = 5µm). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.15 Evolution temporelle de la dispersion des partiules pour di�érentstemps après l'injetion (dp = 10µm), en noir : t = 20s, en blan :
t = 64s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



xvi 4.1 Evolution temporelle de la solution analytique . . . . . . . . . . . . . 624.2 Comparaison entre les modes POD et APR . . . . . . . . . . . . . . . 654.2 Comparaison entre les modes POD et APR (suite) . . . . . . . . . . . 664.3 Evolution temporelle des oe�ients temporels (ε = 10−7) . . . . . . 684.4 Evolution temporelle de a5(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 694.5 Evolution temporelle des oe�ients temporels an(t), n = 1, 2, 3 sur
10T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 714.6 Solution APR [−] de l'équation de Burgers omparée ave la solutionanalytique [ � ] sur l'intervalle T = 0.1s toutes les 0.01s . . . . . . . 754.7 Evolution temporelle de l'erreur entre la solution reonstruite par laméthode APR et la solution analytique, η = 10−14 et ε = 10−5 . . . . 764.8 Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les oe�ientstemporels orrespondants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 774.8 Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les oe�ientstemporels orrespondants (suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 784.9 Evolution du temps de alul ave le nombre de noeuds de disrétisa-tion nx pour le modèle omplet et la méthode APR, ave deux ritèrede onvergene ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 804.10 Evolution du gain de alul ave le nombre de noeuds de disrétisation
nx pour le modèle omplet et la méthode APR pour ε = 10−5 . . . . 804.11 Di�érents hoix de base initiale pour la base APR . . . . . . . . . . . 814.12 Comparaison entre les modes spatiaux obtenus par l'APR ave lesdi�érentes bases initiales, et les oe�ients temporels orrespondants 824.13 Mode APR 7 orrespondant au hoix de base initiale φ0(x) = f(x),évolution du oe�ient temporel orrespondant . . . . . . . . . . . . 824.14 Evolution de la solution obtenue par APR + SD sur t = 10T = 1s(traits rouges) en omparaison ave la solution analytique (arrés noirs) 834.15 Solution analytique de l'équation de Burgers 2D pour ν = 0.01 autemps t = 0.5s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 854.16 Solution analytique de l'équation de Burgers 2D pour ν = 0.01 autemps t = 2s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 864.17 Trois premiers modes propres obtenus par l'APR . . . . . . . . . . . 874.17 Trois derniers modes propres obtenus par l'APR . . . . . . . . . . . . 884.18 Erreur relative entre les omposantes de vitesse u et v obtenues parl'APR et les solutions analytiques pour ν = 0.01 au temps t = 0.5s . . 895.1 Détails d'une ellule de ontr�le d'un maillage volumes �nis et shémaoloalisé utilisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 935.2 Con�guration de la avité entraînée 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . 1025.3 Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développé(�) et eux de Ghia (•) [30℄ pour Re = 100 . . . . . . . . . . . . . . . 104



xvii5.4 Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développé(�) et eux de Ghia (•) [30℄ pour Re = 1000 . . . . . . . . . . . . . . 1045.5 Isolignes de pression pour Re = 100 et Re = 1000 . . . . . . . . . . . 1055.6 Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développéet eux de Ghia [30℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065.7 Isolignes de pression pour les di�érents nombres de Reynolds station-naires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065.8 Lignes de ourant pour les di�érents nombres de Reynolds stationnaires1075.9 Evolution de u et v au point (0.47, 0.86) au ours du temps . . . . . . 1085.10 Lignes de ourant de l'éoulement sur une période pour Re = 10000 . 1095.11 Isolignes de la pression sur une période pour Re = 10000 . . . . . . . 1105.12 Isovaleurs des omposantes u et v de la vitesse obtenue à t = 0.1s parl'APR omparée ave la DNS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1155.13 Isovaleurs de δu(x, y) et δv(x, y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1165.14 Isovaleurs de la pression obtenue à t = 0.1s par l'APR en omparaisonave la DNS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1175.15 In�uene du nombre d'itérations APR sur les erreurs en norme L2(Ω) 1175.16 Isovaleurs de u(x, y) à t = 0.3s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1185.17 Isovaleurs de u(x, y) à t = 1.0s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1185.18 Divergene de la solution obtenue par l'APR à t = 0.1s . . . . . . . . 1195.19 Modes propres φu issus de l'APR omparés ave eux obtenus par laPOD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1205.20 Modes propres φv issus de l'APR omparés ave eux obtenus par laPOD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121





Chapitre 1
Introdution générale

Le alul d'un éoulement néessite la résolution d'une équation aux dérivéespartielles (EDP). Faire du ontr�le d'éoulement revient ainsi à faire du ontr�le sures EDP e qui peut être lourd et très oûteux. Au lieu de résoudre es équationsomplètes, l'idée qui est souvent retenue onsiste à onstruire un nouveau problèmequi ontiendrait les mêmes informations que le problème original, mais ave beau-oup moins de degrés de liberté, et qui serait don beauoup plus rapide à résoudre.On appelle e type de démarhe la rédution de modèle. Les modèle réduits ne sontpas onstruits par hasard, ils doivent onserver les propriétés propres aux phéno-mènes physiques étudiés. Ainsi, dans le domaine de la méanique des �uides le ritèreque l'on adopte est énergétique : l'énergie que l'on va représenter ave le modèle ré-duit devra être aussi prohe que possible de elle obtenue par le modèle omplet.Les méthodes de rédution de modèles les plus performantes à l'heure atuelle s'ob-tiennent par projetion de Galerkin sur une base empirique de l'éoulement.Parmi es bases, elle obtenue par la déomposition orthogonale aux valeurspropres (POD) est la plus utilisée puiqu'elle possède la propriété d'être énergéti-quement optimale. Cette base est obtenue par résolution d'un problème aux valeurspropres assoié au tenseur de orrélations spatiales en deux points � si les don-nées sont issues de l'expériene � ou au tenseur de orrélations temporelles si lesdonnées sont issues de simulations numériques. La base POD est alors formée desveteurs propres solutions de e problème aux valeurs propres et très peu de ve-teurs ontiennent la quasi-totalité de l'énergie du système. De e base réduite, ononstruit un système dynamique à l'aide d'une projetion de Galerkin des équationsde Navier-Stokes. La résolution de e système dynamique est très rapide. Cepen-dant, on peut se poser la question du gain de temps d'une telle démarhe puisquel'on realule e que l'on onnait déjà. Un intérêt physique évident est de dégagerles strutures ohérentes de l'éoulement. En e qui onerne le temps de alul, lesystème dynamique permet de aluler l'éoulement sur des durées beauoup plus



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALElongues que la durée d'éhantillonage néessaire à la onstrution de la base POD,sous réserve que le système dynamique est su�samment robuste. Quelle est alors lalimite de validité de la base POD lorsque des paramètres de l'éoulement évoluent ?En e�et, il n'est pas néessairement évident que le système dynamique se omportebien fae à des hangements de es paramètres.Il existe ependant des perspetives intéressantes dans l'appliation de ette mé-thode aux problèmes du bâtiment, omme notamment les problèmes de ontr�leatif. En partiulier, omme on va le montrer dans ette thèse, dans l'appliation dualul d'interation éoulement/partiules, ette approhe apporte un gain de tempsonséquent, e qui onstitue un réel progrès par rapport aux méthodes usuelles. Dansle ontexte atuel, pour résoudre e problème ouplé, on a l'obligation de alulerle hamp de vitesse sur de très faibles pas de temps imposés par la partiule. Lealul de la dispersion de partiules à l'aide de l'approhe lagrangienne néessiteen e�et la onnaissane de la vitesse instantanée du �uide en haque point de l'es-pae où se trouve une partiule puisque la résolution de l'équation de mouvementde la partiule fait notamment intervenir la fore de traînée subie par haque par-tiule qui est fontion de la vitesse de l'éoulement. Pour disposer de ette vitessede l'éoulement, les équations de Navier-Stokes sont lassiquement résolues à l'aidedes méthodes suivantes :
• la Simulation Numérique Direte ou Diret Numerial Simulation (DNS) quirésout les équations de Navier-Stokes sans modèle de turbulene [10, 21, 77℄,
• les méthodes Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) basées sur la résolu-tion de l'éoulement moyen et la modélisation de �utuations de vitesse par ades modèles stohastiques [24, 31℄,
• en�n la Simulation des Grandes Ehelles ou Large Eddy Simulation (LES) oùles grandes strutures sont simulées et l'e�et des petites éhelles sur les grandesstrutures est modélisé, voir notamment [11, 50, 80℄.La résolution de Navier-Stokes seules est déjà soumise à une ondition sur le pasde temps ∆tf utilisé en fontion du maillage onsidéré. Cette ondition, onnuesous le nom de ondition de Courant-Friedrih-Lewy (CFL), s'exprime de la façonsuivante1 :

u∗
∆tf
∆x

< Coù u∗ est la vitesse aratéristique du problème onsidéré, ∆x est le pas d'espae et
C est le nombre CFL, dépendant du problème traité2. Le problème vient alors dufait que le pas de temps ∆tp imposé par la résolution numérique des équations demouvement de la partiule est très faible :

∆tp ≪ ∆tf1par exemple en 1D2souvent C ≤ 1



3et e pas de temps pilote le ouplage �uide/partiules. Ave la démarhe de rédutionde modèles par POD, l'éoulement est d'abord simulé sur une période d'éhantillo-nage ave le pas de temps �uide ∆tf . L'apliation de la POD permet d'obtenir unebase réduite aratéristique de l'éoulement et de onstruire le système dynamiqueassoié à ette base. L'obtention du hamp de vitesses instantanées pour des pas detemps supérieurs à la phase d'éhantillonage, néessaire au alul de la dispersionde partiule, est alors obtenu par résolution d'un système d'équations di�érentiellesordinaires de petite taille (système dynamique). Cette résolution, même si elle este�etuée ave le pas de temps de la partiule ∆tp, est beauoup plus rapide quedes méthodes lassiques. Ave la démarhe de rédution de modèle présentée au-PSfrag replaements
Equationde la partiule
Equationsde Navier-Stokes ∆tf

∆tp

tn+1 = tn + ∆t

∆t ≤ ∆tp ≪ ∆tfFig. 1.1 � Shéma de prinipe du ouplage �uide/partiules.paravant, les données de l'éoulement sont stokées failement et le ouplage entrel'éoulement et la résolution des équations de la partiule s'e�etue à moindre oûtde alul.L'approhe POD se justi�e ainsi dans ertaines appliations omme la disper-sion de partiules par exemple. Cependant, même dans les appliations où la PODest intéressante au niveau oût de alul, la méthode reste limitée par le alul del'éhantillon de la solution pour onstruire la base.Pour aroitre les performanes de l'approhe, une adaptation de la méthodeprenant en ompte la ritique préédente doit être envisagée. Ainsi, nous nous inté-ressons à une méthode où ette fois-i, la base n'est plus alulée a posteriori maisa priori de manière itérative. Cette approhe, développée initialement par Ryke-lynk en méanique des solides [67℄ et appliquée à d'autres appliations [6, 69℄, seramodi�ée pour traiter les problèmes des éoulements �uides. Cette extension à laméanique des �uides n'est pas une formalité ar il ne s'agit pas d'une adaptationdirete de la méthode à un autre type de problème. En e�et, la di�ulté prinipaledes éoulements �uides provient du fait que les équations de Navier-Stokes se pré-



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEsentent sous la forme d'une problème mixte ouplant la vitesse et la pression. Onsait alors que si l'on traite es équations par une tehnique de résolution ouplantles deux problèmes, des di�ultés peuvent apparaître ar la ondition inf/sup (ouLBB) n'est pas néessairement véri�ée pour la base de pression et la base de vitessepuisque l'on ne garantit pas que le hamp de vitesse ainsi onstruit est à divergenenulle. Notons au passage que e problème ne se pose pas pour la POD lassiquedans la mesure où les modes propres sont par onstrution à divergene nulle e quidéouple le problème. L'autre di�ulté majeure est le omportement à long termedu système dynamique, omme on l'a signalé avant dans l'introdution.L'apport de ette thèse se situe don dans les deux points mentionnés i-dessus.Ainsi, le problème posé par la ondition LBB a été résolu en utilisant une approhede déouplage vitesse-pression par l'intermédiaire d'une tehnique de projetion.De même, une démarhe de orretion inrémentale du système dynamique a étéenvisagée pour palier aux problèmes liés à la divergene du système dynamique àlong terme ou lorsque les paramètres de l'éoulement hangent.Ainsi, e mémoire sera organisé de la façon suivante :
• Dans le hapitre 2, nous présentons un état de l'art sur la rédution de modèle,en insistant sur les atégories qui nous semblent les plus importantes à l'heureatuelle, à savoir la rédution de modèle sur des systèmes linéaires dans ledomaine du ontr�le et de l'automatisme et la rédution de systèmes non-linéaires dont la POD fait partie.
• Dans le hapitre 3, nous appliquons l'approhe POD-Galerkin à l'interation�uide/partiules dans deux on�gurations d'éoulement : la avité ventilée2D et la avité entraînée 3D.
• Dans le hapitre 4, la méthode de rédution a priori APR est détaillée avant deprésenter di�érentes appliations progressives, hoisies par degré de di�ultéssuessifs a�n de jauger de la performane de ette approhe. Les exemplestraîtés sont don les suivants :� l'équation de onvetion-di�usion 2D pour traiter un as linéaire qui om-porte les terme de di�usion et de onvetion ontenues dans les équationsde Navier-Stokes� l'équation de Burgers 1D, pour tester un exemple non-linéaire souvent utiliséomme modèle simpli�é des équations de Navier-Stokes pour l'étude de laturbulene� l'équation de Burgers 2D, le pendant des équations de Navier-Stokes 2Dsans le terme de pressionAve es di�érents exemples, on teste ainsi la apaité de prédition des solu-tions en s'intéressant tout partiulièrement aux performanes de la méthodeen terme de temps de alul.



5
• Armé de es validations, nous présenterons dans le hapitre 5 l'adaptation de laméthode APR pour les équations de Navier-Stokes. Dans un premier temps,la résolution des équations de navier-Stokes instationnaires, inompressibles,2D3, à l'aide de la méthode des volumes �nis sera présentée. En outre, la teh-nique de projetion utilisée sera également détaillée et la méthode de résolutionsera don validée pour l'exemple de la avité entraînée dans des as station-naires et instationnaire. Ensuite, on présentera l'algorithme APR modi�é ensuivant le déouplage vitesse-pression et les résultats de la démarhe seronten�n présentés.
• En�n, le hapitre 6 résumera le travail présenté dans e mémoire avant de tirer lesonlusions et les perspetives sur les méthodes de type APR-POD assoiéesà une projetion de Galerkin.

3l'extension en 3D ne pose pas de problème partiulier





Chapitre 2
La rédution de modèle

Résoudre numériquement des équations aux dérivées partielles est souvent trèsoûteux et dans bien des domaines on a été obligé de développer des méthodes derédution de modèles pour diminuer es oûts de alul. Dans ette ourte partiebibliographique, plut�t que de dérire en détails toutes les méthodes développéeset de reenser les appliations que l'on peut trouver dans di�érents domaines, ons'intéresse plus à présenter la philosophie des modèles réduits, 'est-à-dire l'obje-tif reherhé dans la onstrution de modèles réduits dans diverses branhes de laphysique. Ainsi, on présentera la adre général de la rédution de modèle avantd'aborder dans un premier temps le as d'EDP linéaires provenant du domaine duontr�le, ensuite dans le as de systèmes non-linéaires ave un aent tout partiulierporté sur les systèmes à paramètre. Dans ette partie sur les méthodes appliquéesaux problèmes non-linéaires, on s'intéressera plus préisément à la déomposition deKarhunen-Loève plus onnue sous le nom de déomposition orthogonale aux valeurspropres (POD) qui est la tehnique la plus ouramment utilisée en méanique des�uides.Cadre général. D'une façon générale, résoudre un phénomène physique revientà déterminer la solution u ∈ L2(0, T ;V ) d'un système d'équations aux dérivéespartielles que l'on note symboliquement :




A : V −→ W
∂u

∂t
+A(u) = 0 dans un ouvert Ω de Rn où n = 1, 2, 3

u(0) = u0

(2.1)où V etW sont souvent des espaes de Hilbert de dimension in�nie, u(t) ∈ V l'inon-nue du problème physique et A l'opérateur di�érentiel dérivant le système d'équa-tions du phénomène. Lorsqu'une résolution analytique n'est pas possible, il onvient



8 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEde disrétiser l'équation (2.1) et de la résoudre numériquement. Ainsi, l'étude duphénomène physique se ramène à une étude dans un nouvel espae de Hilbert Vh(respetivement Wh) de dimension �nie n = O

(
1

h

) où h est le paramètre de dis-rétisation spatiale. Le nouveau problème à onsidérer s'érit alors :




Ah : Vh −→Wh

duh

dt
+Ah(uh) = 0

uh(0) = u0
h

(2.2)où maintenant l'opérateur Ah est l'opérateur disret assoié à la disrétisation spa-tiale de pas h et uh(t) ∈ Vh représente l'inonnue du problème disret. La dimension
n de l'espae dépendant de la �nesse de la disrétisation du problème physique, onomprend aisément les di�ultés que peut engendrer une résolution numérique di-rete de e système d'équations pour n grand. De plus, pour dérire orretement laphysique de ertains problèmes, disposer d'un maillage �n est indispensable. D'unpoint de vue général, onstruire un modèle réduit du système (2.2) revient à trou-ver l'approximation ũh de la solution uh dans un sous-espae Vh de l'espae Vh dedimension N ≪ n, 'est-à-dire que elà revient à projeter la variable omplète dansun espae de dimension réduite Vh pour lequel des aratéristiques de la solutionpeuvent être bien approximées. Par exemple Vh peut être de telle sorte que l'énergiede ũh dans Vh soit très prohe de elle de uh dans Vh. Les di�érenes entre les dif-férents types de rédution de modèle résident don dans la façon de hoisir, ou deonstruire e sous-espae Vh.Dans la suite de e paragraphe, omme on l'a préisé dans l'introdution de ehapitre, on distingue deux types d'appliations di�érentes des modèles réduits :
• les modèles réduits appliqués aux systèmes linéaires issus des problèmes deontr�le
• les méthodes de rédution de modèles pour des problèmes non-linéaires.2.1 Modèles réduits à des problèmes de ontr�le desystèmes linéairesLa rédution de modèle est très largement utilisée dans le domaine de l'auto-matisme depuis de nombreuses années. Pour des revues détaillées sur es sujets, leleteur peut onsulter les revues et travaux d'Antoulas [8, 7℄, Antoulas et al. [9℄,Gugerin et Antoulas [34℄ et en�n Stykel [75, 76℄.Antoulas [8℄ et Gugerin et Antoulas [34℄, dans leurs di�érents travaux sur les mé-thodes de rédution pour les systèmes ontr�lables, mettent en avant les qualités



2.1. MODÈLES RÉDUITS À DES PROBLÈMES DE CONTRÔLE DESYSTÈMES LINÉAIRES 9que l'on reherhe dans la onstrution de e modèle d'ordre réduit :
• l'erreur d'approximation due à la rédution de l'ordre du système doit êtrefaible omparée au système d'ordre élevé et ette erreur doit être bornée
• les propriétés du système telles que la stabilité doivent être onservées
• la méthode doit être numériquement stable et performante en omparaisonave le modèle d'ordre élevéDans la suite de e paragraphe, on adopte la terminologie utilisée par Gugerinet Antoulas [34℄. On rappelle alors l'expression d'un système SISO (Single InputSingle Output) à résoudre :

Σ :

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bw(t)

y(t) = Cx(t) +Dw(t)
(2.3)où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn, CT ∈ Rn (où CT désigne la transposée de C), et D ∈ R ;

x(t) ∈ Rn est nommé l'état du système 'est-à-dire ii l'inonnue, w(t) ∈ R l'entréedu système et y(t) ∈ R la sortie. Erire un modèle réduit relatif au système d'ordreélevé (Σ) revient à onstruire le système (ΣN) d'ordre réduit N ≪ n dé�ni de lafaçon suivante :
ΣN :

{
ξ̇(t) = ANξ(t) +BNw(t)

yN(t) = CNξ(t) +DNw(t)
(2.4)où AN ∈ RN×N , BN ∈ RN , CT

N ∈ RN , et DN ∈ R. En dé�nissant une projetion Πpar Π = ZTV , où Z, V ∈ Rn×N , e système réduit (ΣN ) s'érit :
ΣN :

{
ξ̇(t) = ZTAV ξ(t) + ZTV Bw(t)

yN(t) = CV ξ(t) +Dw(t)
(2.5)et les di�érentes méthodes utilisées dans e domaine sont fontion du hoix du pro-jeteur. Antoulas [7℄ distingue alors deux types de méthodes de rédution d'ordre :les méthodes basées sur la déomposition aux valeurs singulières SVD (pour Singu-lar Value Deomposition) notamment la méthode de tronature équilibrée (en anglaisbalaned trunation), et elles basées sur les sous-espaes de Krylov.Balaned trunation. La balaned trunation peut ainsi être vue omme uneméthode de projetion sur l'espae engendré par les veteurs propres ϕi assoiés auxvaleurs propres λi prépondérantes de la matrie PQ, où P et Q sont les matriesgrammiennes relatives au système (2.3), et qui sont dans la pratique alulées ommeles solutions des deux équations de Lyapunov suivantes :

AP + PAT +BBT = 0, P > 0

ATQ+QA + CTC = 0, Q > 0
(2.6)On note alors σi la raine arrée des valeurs propres de la matrie PQ appelées aussivaleurs singulières de Hankel :

σi =
√
λi(PQ), i = 1, · · · , n (2.7)



10 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEOn parle de tronature équilibrée lorsque les matries gramiennes P et Q sont tellesque
P = Q = diag(σ1, · · · , σn) (2.8)Les matries Z et T sont alors onstruites à partir des gramiennes du système àun ordre de tronature N < n du système. Cette méthode possède l'avantage deonserver la stabilité du système et d'avoir une erreur bornée globalement :

‖Σ− ΣN‖∞ ≤ 2(σN+1 + · · ·+ σn) (2.9)mais elle est lourde à mettre en ÷uvre numériquement [34℄.Méthodes de Krylov. Les méthodes de Krylov, quant à elles, peuvent être vues[7℄ omme une projetion sur les sous-espaes de ontr�labilité et d'observabilitéd'ordre N dé�nis omme suit :
RN = [B,AB, · · · , AN−1B]

ON = [CT , ATCT , · · · , (AT )N−1CT ]
(2.10)Le projeteur Π = ZTV s'érit alors en fontion de la déomposition1 LU de lamatrie de Hankel HN :

HN = ONRN = LU (2.11)et on a ZT = L−1ON et V = RNU
−1.Cette méthode possède l'avantage d'être itérative et ne requiert que des produitsmatrie/veteur. On obtient ainsi diretement l'approximation d'ordre N du modèleontrairement à la balaned trunation où une tronature pour ne garder que Nveteurs de base a été néessaire. Cependant, auun estimateur d'erreur a priorine peut être donné pour les méthodes de e type et la matrie relative au systèmeréduit n'est pas néessairement stable.Ces tehniques, largement utilisées dans le domaine du ontr�le et de l'automa-tisme, ne s'appliquent ependant qu'à des systèmes linéaires2 alors que l'on s'in-téresse ii à étudier des phénomènes non-linéaires. On trouve ependant quelquesappliations dans des as non-linéaires. Par exemple, un algorithme de Newton peutêtre ouplé ave des méthodes de Krylov. En e�et, haque itération de l'algorithmede Newton fait intervenir la matrie jaobienne du système non-linéaire et on a unlarge système linéaire à résoudre, e qui est e�etué par des méthodes de Krylov.Une revue détaillée de es méthodes, appelées méthodes de Newton-Krylov peut êtretrouvée dans [42℄.1L est une matrie triangulaire inférieure et U est une matrie triangulaire supérieure2ou linéarisés



2.2. DES MÉTHODES DE RÉDUCTION DE MODÈLES POUR DESPROBLÈMES NON LINÉAIRES 112.2 Des méthodes de rédution de modèles pour desproblèmes non linéairesDans le as de systèmes non-linéaires, l'utilisation de méthodes de rédutiond'ordre est assez fréquent. Ce paragraphe présente ainsi la démarhe de quelquesméthodes et quelques appliations. En partiuliers, on présentera le as des pro-blèmes non-linéaires à paramètres.Un exemple de rédution de modèle non-linéaire en méanique des so-lides. Kapania et Byun [41℄ étudient la réponse non-linéaire d'une plaque minesoumise à un hargement uniformément distribué. Ils présentent une approhe ba-sée sur la projetion des équations de la dynamique sur des sous-espaes Vh devantrespeter les propriétés suivantes :
• les veteurs de base doivent être linéairement indépendant
• ils doivent aratériser su�samment la réponse dynamique non-linéaire de lastruture dans le voisinage du point étudié
• ils doivent être apable d'approximer la solution sur un intervalle de tempssigni�atifDans leur travail, deux hoix pour l'espae Vh sont présentés :
• le sous-espae engendré par les veteurs solutions du problème aux valeurspropres assoié à l'équation de vibration libre de la plaque
• le sous-espae engendré par des veteurs de Ritz.Les résultats qu'ils obtiennent dans ette étude ne sont pas si satisfaisants. La basede Ritz est plus performante que la base omposé des veteurs propres, mais ils ontbesoin tout de même de 80 veteurs de Ritz. Ainsi le gain en temps de alul estfaible et les auteurs onluent que pour e type de problème une base plus e�aedevrait être envisagée.Problèmes non-linéaires à paramètres. D'autres travaux [38, 54℄ onernantla rédution de modèle dans le domaine de la méanique des �uides présententd'autres hoix pour le sous-espae Vh. La démarhe adoptée par es auteurs est deonsidérer les équations de Navier-Stokes omme une équation à un paramètre notéii3 µ :

E(uh, µ) = 0 pour µ ∈ R et uh ∈ H (2.12)La question abordée ii est la suivante : omment obtenir un espae qui soit va-lable même quand le paramètre varie ? Pour e faire, Peterson [54℄ propose d'utiliser3dans le as des équations de Navier-Stokes, le paramètre est le nombre de Reynolds



12 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEomme espae de projetion le sous-espae de Taylor.On note alors u∗
h la solution de l'équation (2.12) à une valeur µ∗ donnée du para-mètre. De plus, on onsidère les équations pour la variable uk

h =
∂kuh

∂µk
pour tout

k = 1, · · · ,N obtenues par dérivations suessives de l'équation (2.12) par rapportau paramètre et évaluées en µ∗. On postule don que l'inonnue du problème 2.12est fontion du paramètre uh = uh(µ). Dérivons alors la relation (2.12) par rapportau paramètre. On obtient :
∂E

∂µ
+
∂E

∂u

∂u

∂µ
= 0 (2.13)En évaluant la relation préédente en µ = µ∗ et uh = u∗

h, on obtient :
∂E

∂µ
(u∗

h, µ
∗) +

∂E

∂u
(u∗

h, µ
∗)
∂u

∂µ
(u∗

h, µ
∗) = 0 (2.14)En reonnaissant que u1

h = ∂u

∂µ
(u∗

h, µ
∗), u1

h est solution du problème :
∂E

∂u
(u∗

h, µ
∗)u1

h = −∂E
∂µ

(u∗
h, µ

∗) (2.15)D'une manière générale, on peut montrer que uk
h est solution des problèmes onsé-utifs suivants :

∂E

∂u
(u∗

h, µ
∗)uk

h = f(u∗
h,u

1
h, · · · ,uk−1

h , µ∗) (2.16)Remarquons que, omme dans l'approhe MAN4 (voir [18, 19℄), on obtient une su-ession de problèmes linéaires ayant la même nature puisque seul le seond membrehange.Alors, le sous-espae de Taylor est le sous-espae engendré par u∗
h ainsi que lessolutions ∂kuh

∂µk
de l'équation (2.12) dérivée N fois. On a don dans e as :
Vh = V ect

{
u

j
h =

∂juh

∂µj

∣∣∣∣
µ=µ∗

, j = 0, · · · ,N
} (2.17)L'autre sous-espae utilisé onjointement par par Ito et Ravindran [38℄ et Peterson[54℄ est le sous-espae de Lagrange, engendré lui par les solutions de l'équation (2.12)pour di�érentes valeurs du paramètre µ. Le sous-espae Vh s'érit dans e as :

Vh = V ect
{
uh

j = uh(µj), j = 1, · · · ,N
} (2.18)Le dernier sous-espae présenté dans [38℄ est le sous-espae d'Hermite engendré parla solution de l'équation (2.12) et de la dérivée première pour di�érentes valeurs duparamètre µ :

Vh = V ect

{
uh

j = uh(µj) et ∂uh

∂µ

∣∣∣∣
µ=µj

, j = 1, · · · ,N
} (2.19)4Méthode Asymptotique Numérique



2.2. DES MÉTHODES DE RÉDUCTION DE MODÈLES POUR DESPROBLÈMES NON LINÉAIRES 13Peterson [54℄ a utilisé ave suès les espaes de Taylor (2.17) et de Lagrange (2.18)pour une avité entraînée et une marhe (forward faing step) jusqu'à un nombrede Reynolds Re = 1000. Ito et Ravindran [38℄ étudient également le problème dela avité entraînée stationnaire et une on�guration marhe ave les espaes de La-grange (2.18) et d'Hermite (2.19), ave ette fois-i des appliations dans le domainedu ontr�le de l'éoulement.Cependant, dans les appliations présentées par es auteurs, le nombre de modesonservé pour représenter orretement la solution est arbitraire : les auteurs nementionnent pas de ritère partiulier pour e hoix. De plus, les bases peuventêtre lourdes à aluler. Par ailleurs, les exemples itées restent dans des régimes àbas Reynolds, pour des éoulements laminaires, alors que les appliations qui nousintéressent rentrent dans le adre d'éoulements turbulents. En�n, la ritique fon-damentale que l'on peut faire à une telle approhe est qu'elle suppose l'uniité de lasolution uh en fontion de µ. L'intérêt d'une telle approhe aurait été justi�ée parl'étude des bifurations quand µ varie qui sont des problèmes de non-uniité de so-lutions, mais la méthode présentée ii n'est pas adaptée dans ette optique. A notreavis, une telle démarhe est don intéressante, mais il est néessaire de l'adapterpour tenir ompte de l'objetion que nous avons formulée i-dessus, par exemple enl'assoiant à une formulation de type MAN.Une méthode de rédution basée sur les modes propres de l'opérateurde Navier-Stokes. Une autre méthode appliquée aux problèmes de ontr�le atifd'éoulements a été introduite par Gadoin et al. [29℄. Le prinipe onsiste à étudierla réponse de l'éoulement au voisinage d'une solution stationnaire.On étudie le problème suivant :




∂u

∂t
= A(u)

u(0) = u0

(2.20)Soit u une solution stationnaire du problème (2.20). On herhe à étudier la stabilitéde ette solution. Pour elà, on introduit une perturbation ũ de telle sorte que l'onait :
u = u + ũ (2.21)et on onsidère le problème linéarisé de (2.20) :

∂ũ

∂t
=
∂A
∂u

(u) · ũ = Lu · ũ (2.22)où Lu est le Jaobien de l'opérateur de Navier-Stokes. Soit alors L∗
u l'adjoint del'opérateur de Navier-Stokes. Les auteurs déterminent alors les modes propres duJaobien ainsi que eux de l'adjoint du Jaobien. Rappelons au passage que lesproblèmes direts et adjoints possèdent le même spetre lorsque les opérateurs sont



14 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEréels. On note alors les veteurs propres assoiés au Jaobien de l'opérateur deNavier-Stokes (ϕn)n∈N et (ψn)n∈N représente les modes propres assoiés à l'adjointdu Jaobien. La perturbation ũ(x, t) de l'éoulement est alors déomposée sur labase engendrée par les modes propres ϕn :
ũ(x, t) =

N∑

k=1

ak(t)ϕk(x) (2.23)Puisque l'opérateur de Navier-Stokes et son adjoit ne sont pas néessairement sy-métriques dé�nis positifs, on n'a pas de propriétés partiulières sur les valeurs etveteurs propres solutions des problèmes relatifs au Jaobien et à l'adjoint du Ja-obien, notamment l'orthogonalité des bases obtenues. Cependant, dans e as lesveteurs de bases assoiés au Jaobien ϕn, n = 1, · · · ,N sont orthogonaux aux ve-teurs propres ψn, n = 1, · · · ,N assoiés à l'adjoint du Jaobien (N représente l'ordrede tronature des bases). Dans e as, le système dynamique assoié au problème li-néarisé est obtenu par projetion du problème (2.22) sur la base (ψn)n=1,··· ,N assoiéeà l'adjoint du Jaobien en utilisant la déomposition (2.23) sur la base (ϕn)n=1,··· ,Nassoiée au Jaobien. On a alors :
dan

dt
= λnan −

N∑

j,k=1

µnjkajak (2.24)où λn est la valeur propre orrespondant à ϕn(x) et µnjk = (ψn,ϕj ·∇ϕk) représenteles termes de ouplage non-linéaires.Cet méthode a été appliqué pour le as de la avité di�érentiellement hau�ée et lesproblèmes suivants ont été mis en avant ave ette exemple :
• la base a besoin d'un nombre élevé de modes pour dérire onvenablement lesystème étudié, en pratique supérieur ou égal à une entaine de modes
• la séletion des modes n'est pas aisée. En e�et, omme les modes ne sont pasà valeur déroissante, il faut trouver un proédé permettant de ne séletionnerque les valeurs les plus importantes
• en�n, au dessus du seuil ritique, la prédition du système dynamique n'estplus orrete, même lorsque l'on onserve un grand nombre de modes.Cette tehnique a don été utilisée ave suès mais voit son usage limité à ertaineson�gurations, où les instabilités sont faibles.Une alternative : la POD. Il a été mis en évidene que l'on pouvait dégager deséoulements turbulents e que l'on appelle des strutures ohérentes et ainsi un mo-dèle d'ordre faible en méanique des �uides peut être onsidéré omme performants'il arrive à représenter la dynamique de es strutures ohérentes. Un point de vueommun a été en partie adopté depuis 1967 où Lumley [48℄ assoie les struturesohérentes d'un éoulement aux modes propres issue de la déomposition orthogo-nale aux valeurs propres. En e�et, même si ertaines divergenes subsistent enore



2.3. LA POD OU DÉCOMPOSITION DE KARHUNEN-LOÈVE 15quant à la dé�nition et la nature de es strutures ohérentes (voir en guise d'illus-tration la thèse de Piard [55℄ par exemple), il a été établi numériquement que laPOD parvient e�aement à apturer la plupart de es strutures. Ainsi, ette teh-nique de rédution de modèle est la méthode de rédution de modèles appliquée àdes systèmes non-linéaires qui est la plus utilisée dans le domaine de la méaniquedes �uides. Pour ette raison, et puisque 'est ette méthode qui a été hoisie pourl'étude de la dispersion de partiules, le paragraphe suivant a pour but d'expliquerplus en détails les idées diretries de la POD onnue sous le nom général de dé-omposition de Karhunen-Loève, de la présenter dans plusieurs domaines di�érentset de donner quelques exemples d'appliations.
2.3 La POD ou déomposition de Karhunen-LoèveLa déomposition de Karhunen-Loève est une méthode statistique proposée in-dépendamment par Karhunen en 1946 et par Loève en 1955. Il s'agit d'une méthodepermettant de passer d'une représentation d'un très grand nombre de données aléa-toires à une représentation déterministe d'ordre réduit, aratérisée par des modesobtenus par un problème de maximisation. Elle a été développée dans bien d'autresdomaines que les statistiques et il existe atuellement un grand nombre de méthodesdérivées, ave des noms propres aux di�érents domaines d'appliation. L'objetif
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Fig. 2.1 � Représentation shématique de la déomposition de Karhunen-Loève : lesdeux modes propres φ1 et φ2 représentent les diretions prinipales de l'ensemblede données aléatoires [�] exprimé dans les axes originaux x1 et x2ommun de toutes les méthodes de e type est de apturer une grandeur � la varianedans le domaine statistique, l'inertie en oéanographie, l'énergie de l'éoulement en



16 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEméanique des �uides � en un nombre optimal de modes, omme illustré sur la �gure2.1.Dans le domaine de la reonnaissane de forme et l'imagerie mais aussi de l'ana-lyse des données, la déomposition de Karhunen-Loève est onnue sous le nom d'ana-lyse en omposantes prinipales (PCA pour Prinipal Component Analysis). Pourune revue plus détaillée sur ette appliation de la PCA, le leteur pourra se référerà [1℄. Dans et artile, les limites de la PCA pour la reonnaissane de visage sontmises en avant, et d'autres méthodes de rédution telles que la LEA (Linear Disri-minant Analysis) et la ICA (Independant Component Analysis)5, sont itées ommealternative à la PCA pour e type de travaux. Comme exemple d'illustration dans ledomaine de l'analyse d'image, Luttman et al. [49℄ e�etuent une analyse aux ompo-santes prinipales sur un éhantillon vidéo représentant le phénomène d'ouverturesde stomates. Ils utilisent par ailleurs une variante de la PCA plus e�ae dans le asd'une distribution non-elliptique des données : l'analyse arhétypale détaillée dans[74℄. En e�et, dans une distribution elliptique, les omposantes prinipales repré-sentent les prinipaux axes du nuage de données et sont failement exploitables, equi n'est pas le as lorsque la forme de l'éhantillon de données n'est plus la même.L'analyse arhétypale, au lieu de déterminer les diretions de plus grande varianestatistique omme le fait la PCA, détermine l'enveloppe onvexe de l'ensemble dedonnées, e qui rend les modes issus de ette déomposition plus exploitables dansle as de domaines non-elliptiques. Un exemple probant est donné dans [74℄.Dans le domaine de l'oéanographie et de la prévision météorologique, dontLorenz [47℄ est un des instigateurs, les omposantes prinipales sont plut�t appe-lées fontions propres empiriques (EOF pour Empirial Orthogonal Funtions), parexemple [16, 66℄. Ainsi Blayo et al. [16℄ traitent un modèle oéanique basé sur leséquations quasi-géostrophiques, l'oéan étant divisé en N ouhes superposées im-pliquant un système de N équations ouplées. L'étude du modèle de irulation gé-nérale oéanique passe par un problème d'optimisation dé�ni à partir de la fontionde ourant. Les résultats obtenus dans une on�guration assez simple, un domainearré fermé divisé en 3 ouhes selon la vertiale, montrent une division du nombred'itérations de alul de l'ordre de 20 à 30 pour une erreur de résolution ompa-rable au modèle omplet. Les modes empiriques obtenus possèdent également selonles auteurs une grande aptitude à représenter les irulations des ouhes profondesde la géométrie dû au fait que es modes ontiennent la struture dynamique deséoulements.5ette méthode peut être vue omme une généralisation de la PCA : au ontraire de laPCA qui exploite uniquement les statistiques d'ordre 1 et 2, la ICA exploite les statistiquesd'ordres supérieurs



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 17Dans le domaine de la méanique des �uides, la déomposition de KL est onnuesous le nom de déomposition orthogonale aux valeurs propres (POD pour ProperOrthogonal Deomposition) et les modes propres issus de ette déomposition sontassoiés aux strutures ohérentes de l'éoulement. La méthode sera détaillée dansle paragraphe suivant. Elle est devenue dans e domaine la méthode de rédutionde modèle la plus utilisée. Elle est relativement peu oûteuse et les divers typesd'éoulements qui ont été étudiés depuis la �n des années 80 ont montré que laméthode donne des résultats satisfaisants dans bien des as. Allery [4℄ dresse unpanorama rapide des di�érents types d'éoulement étudiés es dernières années :allant de la ouhe de mélange axisymétrique à l'étude d'un jet plan en passant pardes appliations à des éoulements omportant des partiules. Pour plus de détails,Cordier [23℄, Holmes et al. [36℄ et Solari et al. [73℄ présentent également un grandnombre d'appliations dans le domaine de la méanique des �uides.Bien d'autres domaines omme l'életromagnétique, la himie ou enore la bio-logie uilisent à présent la déomposition de KL pour résoudre les équations auxdérivées partielles qui leurs sont propres. Des travaux dans e sens sont par ailleursde plus en plus ourant.2.4 Modèle réduit par approhe PODDans e qui suit on onsidère des fontions omplexes u(x, t) dé�nies par
{

u : Ω× [0, T ]→ Cn

(x, t)→ u(t,x)où Ω est un sous espae de Rn et n = 2 ou 3.
{

u(t) : Ω→ Cn

x→ u(t)(x) = u(t,x)Dans la suite, quand auune onfusion n'est possible, nous noterons u pour u(t).2.4.1 GénéralitésDans ette sous setion, a�n de simpli�er la démonstration, la POD est présentéepour des fontions à valeurs réelles6. Le fondement de la POD revient à herher une6La POD est en général présentée pour des fontions omplexes pour tenir ompte destransformées de Fourrier qui apparaissent dans les diretions de périodiité



18 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEfontion déterministe φ qui approxime au mieux en moyenne un hamp aléatoire
u. Ce problème onsiste don à herher φ qui appartient à un espae d'Hilbertomplexe noté H tel que :

< (φ,u)2 >

(φ,φ)
= max

Φ∈H

< (Φ,u)2 >

(Φ,Φ)
(2.25)où (•, •) désigne le produit salaire et < • > l'opérateur moyenne.Le problème (2.25) peut enore s'érire

< (φ,u)2 >= max
Φ∈B

< (Φ,u)2 > (2.26)où B est la sphère unité de H 'est à dire B = {Φ ∈ H tel que ‖Φ‖2 = 1}.Alors, si l'on suppose que
δ < f >=< δf >

φ est solution de l'équation :il existe λ tel que < (Φ,u)(δΦ,u) >= λ(Φ, δΦ) pour tout δΦ ∈ Hoù λ est un multipliateur de Lagrange, lié à l'appartenane de Φ à B.Ce qui peut enore s'érire
< ((Φ,u)u, δΦ) >= λ(Φ, δΦ) (2.27)De plus si on suppose que u est aléatoire et que Φ est déterministe alors :
< (u,Φ) >= (< u >,Φ) (2.28)Sous es hypothèses l'équation (2.27) s'érit

(< (Φ,u)u >, δΦ) = λ(Φ, δΦ)'est à dire
< (Φ,u)u >= λΦ

Le problème de maximisation (2.25) se ramène don à la résolution d'un problèmeaux valeurs propres. On herhe don φ solution du problème :
< (Φ,u)u >= λΦ dans H (2.29)



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 19Si on suppose que l'espae H orrespond à l'espae L2(Ω) des fontions de arrésommable7 dans le domaine Ω, le produit salaire est dé�ni par
(f, g) =

∫

Ω

f(x).g(x)dx (2.30)Dans e as le problème (2.29) s'érit :
<

∫

Ω

u(x
′

).φ(x
′

)dx
′

u(x) >= λφ(x)Introduisant dans ette relation le tenseur de orrélation en deux points R(x,x
′

),dé�ni par R(x,x
′

) =< u(x, t) ⊗ u(x
′

, t) >, on est amené à résoudre l'intégrale deFredholm : ∫

Ω

R(x,x′)φ(x′)dx′ = λφ(x) (2.31)La solution φ de l'équation intégrale de Fredholm (2.31) étant déterministe, elle aété supposée indépendante8 de l'opérateur de moyenne < • >. De plus et opérateurmoyenne a été supposé quelonque à la seule ondition de véri�er l'égalité (2.28).Selon l'ensemble statistique des réalisations de l'éoulement utilisé pour évaluer lamoyenne < • >, di�érents types de déomposition orthogonale sont obtenus (las-sique, snapshots, bi-orthogonale...). Selon les déompositions, la moyenne est évaluéede manières di�érentes :
• dans le as de la méthode lassique, la moyenne d'ensemble est assimilée à unemoyenne temporelle sous hypothèse d'ergodiité dans un éoulement statisti-quement stationnaire. L'opérateur moyenne s'érit don :

< h >=
1

T
lim

T→∞

∫ T

0

h(t)dt (2.32)
• dans le as de la méthode des snapshots, on utilise une moyenne spatialeévaluée à partir de réalisations prises aux instants tn.� dans le as de la méthode bi-orthogonale, introduite par Aubryet al. [12℄, lamoyenne spatiale ou temporelle est évaluée à partir de réalisations spatio-temporelles de l'éoulement u(x, t) sans qu'auune hypothèse de stationnaritéou d'ergodiité du signal ne soit néessaire.2.4.2 POD lassiqueDans ette partie on se plae dans le as de la POD lassique et la moyenne estdonnée par l'équation (2.32). Le tenseur de orrélation spatial R est symétrique et7'est à dire d'énergie �nie8'est à dire < φ >= φ



20 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEdé�ni positif. Ainsi, en aord ave la théorie d'Hilbert-Shmidt, l'équation (2.31)possède un ensemble de solutions orthogonales dénombrables φn assoiées à des va-leurs propres λn réelles et positives.Les valeurs propres et veteurs propres obtenus par résolution du problème (2.31)possèdent les propriétés suivantes :
• les veteurs propres spatiaux φn sont orthogonaux et peuvent être normalisés :

(φn,φm) =

∫

Ω

φn(x)φm(x)dx = δnm (2.33)
• toute réalisation du hamp aléatoire u(x, t) peut s'érire sur la base de fon-tions propres déterministes φ :

u(x, t) =

∞∑

n=1

an(t)φn(x) au sens de L2 (2.34)
• les oe�ients aléatoires an(t), projetion de u(t) sur φn, sont déterminés dela façon suivante :

an(t) = (u(t),φn) (2.35)Ces oe�ients sont inorrélés et leurs valeurs moyennes sont les valeurs propres
λn :

< an(t)am(t) >= δnmλ
n (2.36)

• Par onstrution, la POD est optimale au sens de l'énergie. Cela signi�e quetout autre ensemble de N modes ontient moins d'énergie que les N pre-mières fontions propres issues de la POD. Cette propriété laisse espérer, quelors d'une projetion de Galerkin, un nombre relativement faible de fontionspropres su�sent, pour reproduire la dynamique d'un éoulement turbulent.
• Les fontions propres φn véri�ent les onditions aux limites, respetent lessymétries de l'éoulement et sont à divergene nulle pour un éoulement in-ompressible.

2.4.3 La snapshot PODLe alul du tenseur de orrélations spatiales R(x,x′) est très oûteux lorsquel'on utilise des maillages très �ns. En e�et, si l'on note n le nombre de points dumaillage utilisé pour la disrétisation du domaine Ω, la dimension du problème auxvaleurs propres à résoudre est 2n dans le as 2D et vaut 3n dans le as 3D, e quipeut être très oûteux. Sirovih [72℄ introduit une manière équivalente de traiter



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 21le problème en onsidérant des lihés temporels (snapshots) de l'éoulement. Lenouveau problème à résoudre est alors de tailleM , oùM ≪ N représente le nombrede es lihés de l'éoulement.Soit alors {u(x, ti)}i=1,··· ,M l'ensemble des M snapshots et φi(x) un veteurpropre de la déomposition orthogonale. Alors la snapshot POD onsiste à détermi-ner les oe�ients ak, pour tout k = 1, · · · ,M tels que :
φ(x) =

M∑

k=1

aku(x, tk) (2.37)Si l'on suppose l'hypothèse d'ergodiité réalisée, la moyenne 〈•〉 peut être évaluéeomme une moyenne temporelle, et le tenseur de orrélations spatiales peut don serérire de la façon suivante :
R(x,x′) = 〈u(x, t)⊗ u(x′, t)〉

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

u(x, t)u(x′, t) dt ≃ 1

M

M∑

i=1

u(x, ti)u(x′, ti)
(2.38)et le problème aux valeurs propres (2.31) se rérit alors :

∫

Ω

1

M

M∑

i=1

u(x, ti)u(x′, ti)φ(x′) dx′ = λφ(x) (2.39)On rérit alors la relation (2.39) en utilisant l'expression (2.37) et on obtient :
∫

Ω

1

M

M∑

i=1

u(x, ti)u(x′, ti)

M∑

k=1

aku(x, tk) dx′ = λ

M∑

k=1

aku(x, tk) (2.40)qui peut être réarrangé :
1

M

M∑

i=1

M∑

k=1

aku(x, ti)

∫

Ω

u(x′, tk)u(x′, ti) dx′ = λ

M∑

k=1

aku(x, tk)où l'on reonnaît dans le premier membre la dé�nition du produit salaire (•, •)L2(Ω).On a alors :
1

M

M∑

i=1

M∑

k=1

(u(tk),u(ti))L2(Ω) aku(x, ti) = λ
M∑

k=1

aku(x, tk) (2.41)Si l'ensemble {u(x, ti)}i=1,··· ,M forme une famille linéairement indépendante9, alorsle problème (2.41) se simpli�e en :
1

M

M∑

k=1

Ckiak = λai pour i = 1, · · · ,M (2.42)9ette ondition sous-entend que les lihés de l'éoulement sont indépendants, 'est-à-dire qu'ils sont pris à des pas de temps su�samment espaés. Elle est généralement véri�éeen pratique.



22 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEave
Cki =

1

M
(u(tk),u(ti))L2(Ω) ∀k, i = 1, · · · ,M (2.43)L'équation (2.42) représente le nouveau problème aux valeurs propres pour la snap-shot POD. Le tenseur de orrélation Cki est ette fois-i de taille M ≪ N e quijusti�e le fait que la snapshot POD est utilisée au détriment de la POD lassiquepour les simulations numériques. Là enore, les oe�ients spatiaux et temporelsont les mêmes propriétés que eux obtenus ave la POD lassique. Dans la suite denotre étude, nous utiliserons la méthode de la snapshot POD.Remarque. Nous avons présenté la POD dans le paragraphe 2.4.2 et sa versionsnapshot i-dessus dans un adre où les fontions onsidérées sont aléatoires (entout as 'est le langage que l'on a adopté). Cei se justi�e par le adre visé, quirelève des éoulements turbulents. Cependant, il est tout à fait possible d'érireune formulation du problème de onstrution de la base dans un adre déterministe(voire stationnaire), où la variable t joue dans e as le r�le d'indexation des données.En e�et, on onsidère un espae de Hilbert X réel. Soit alors V l'ensemble engendrépar les veteurs u1, · · · ,un ∈ X qui orrespondent aux données que l'on dispose surl'éoulement étudié, 'est-à-dire que l'on a :
V = V ect{u1, · · · ,un} (2.44)On note par ailleurs d la dimension de et espae, 'est-à-dire d = dim(V).En onsidérant une base orthonormée {ψk}k=1,··· ,d de l'ensemble V, on peut érirehaque élément ui ∈ V sur ette base :

ui =

d∑

k=1

(ui,ψk)X ψk ∀i = 1, · · · ,n (2.45)où (•, •)X est le produit salaire assoié à l'espae X. La déomposition orthogonaleaux valeurs propres onsiste don à trouver la base orthonormale {φk}k=1,··· ,N derang N ∈ {1, · · · ,d} où N ≪ n qui représente au mieux tous les éléments ui,
i = 1, · · · ,n de V suivant la déomposition (2.45). Celà revient à minimiser l'erreurentre les éléments ui ∈ V et leur déomposition sur la base {ψk}k=1,··· ,N au sens desmoindres arrés :

min
{ψk}k=1,··· ,N

1

N

N∑

i=1

∥∥∥∥∥ui −
N∑

k=1

(ui,ψk)X ψk

∥∥∥∥∥

2

X

(2.46)ave (ψi,ψj

)
X

= δij , où δij est le symbole de Kroneker, ‖•‖X est la norme assoiéeau produit salaire sur X. Dans e as, il est possible d'estimer l'erreur de tronature



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 23ommise par la POD orrespond à l'énergie des modes négligés, omme l'indiquentKunish et Volkwein dans [44℄ :
1

N

N∑

i=1

∥∥∥∥∥ui −
N∑

k=1

(ui,φk)X φk

∥∥∥∥∥

2

X

=

d∑

k=N+1

λk (2.47)2.4.4 Déomposition bi-orthogonale ou BODUne autre approhe plus générale que les deux préédentes, ar ne néessitant nihypothèse de stationnarité ni hypothèse d'indépendane des snapshots, a été intro-duite par Aubry et al. [12℄. La méthode, appelée déomposition Bi-orthogonale (BODpour Bi-Orthogonal Deomposition), onsiste en une desription spatio-temporelledes éoulements qui permet de déterminer à la fois des modes propres spatiaux ettemporels. En d'autres termes, appliquer la BOD revient à herher les fontionsspatiales {φk(x)}k=1,··· ,N et temporelles {ψk(t)}k=1,··· ,N telles que :
u(x, t) =

N∑

k=1

αkφk(x)ψk(t) (2.48)où les fontions φk(x), appelés modes topos, sont les fontions propres du problèmespatial onsidéré sur le domaine Ω :




∫

Ω

R(x,x′)φ(x′) dx′ = λφ(x)

R(x,x′) =

∫

T

u(x, t)u(x′, t) dt (2.49)et les fontions ψk(t), appelés modes hronos, sont les fontions propres du problèmetemporel onsidéré sur l'intervalle de temps T :




∫

Ω

C(t, t′)ψ(t′) dt′ = λψ(t)

C(t, t′) =

∫

Ω

u(x, t)u(x, t′) dx (2.50)Les oe�ients αk orrespondent à la raine arrée des valeurs propres λk, solutionsommunes des deux problèmes aux valeurs propres (2.49) et (2.50).On a don, pour tout k = 1, · · · ,N αk =
√
λk don les oe�ients αk véri�entles mêmes propriétés que les valeurs propres de la POD, vues au paragraphe 2.4.2,'est-à-dire que l'on a :

α1 > α2 > · · · > αN > 0 (2.51)De la même façon que pour la POD lassique, la projetion du signal sur la basespatiale est optimale au sens de la norme L2(T ) et la projetion du signal sur la basetemporelle est optimale au sens de la norme L2(Ω).



24 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEDe plus, les modes spatiaux et temporels sont liés suivant les relations suivantes :
φk(x) =

1

αk

∫

T

u(x, t)ψk(t) dt
ψk(t) =

1

αk

∫

Ω

u(x, t)φk(x) dx (2.52)En�n, ette méthode, ontrairement à la POD, ne néessite auune hypothèse d'er-godiité ou de stationnarité du signal. Remarquons que toutefois, les expressionsdes tenseurs de orrélations spatiales et temporelles ne sont pas dé�nis omme desmoyennes. En toute rigueur, sans autre hypothèse sur le signal, si elui-i est pu-rement aléatoire, alors les modes alulés le seront également, ils ne sont don pasdéterministes. Cette méthode néessite don tout de même des hypothèses supplé-mentaires pour pouvoir prétendre onstruire des bases déterministes.Cette méthode, bien que plus générale, voit son usage limité à de rares as où ladesription spatio-temporelle est néessaire à la bonne ompréhension des proessusphysiques, par exemple l'intermittene spatio-temporelle (STI) omme le soulignentles auteurs de [12℄ ou l'interation �uide-struture (IFS) omme expliqué par Hémonet Santi [37℄ qui montrent que l'appliation de la POD seule pose des problèmes dusà l'hétérogénéité de la pression moyenne.2.4.5 Système dynamique d'ordre faibleLa prinipale aratéristique de la POD est son optimalité énergétique. Commeave très peu de veteurs (N), la base POD représente la quasi-totalité de l'énergie dusystème étudié, il est ourant de onstruire un système dynamique d'ordre faible parprojetion de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur les N premiers veteursde ette base.Ainsi, on obtient un système d'équations di�érentielles ordinaires de taille N. Leoût de alul néessaire à la résolution d'un tel système est alors bien inférieur àelui requis pour résoudre le modèle omplet. En�n, puisque les modes POD sontensés représenter les strutures ohérentes de l'éoulement, on peut espérer que ladynamique de l'éoulement soit bien représentée par es modes, au moins sur desintervalle de temps prohes de l'éhantillonage sur lequel la base a été onstruite.Cette démarhe, initiée par Aubry et al. [13℄, a été par la suite reprise de nom-breuses fois pour di�érentes appliations. Ainsi, Rempfer [63℄ observe dans sa thèsele omportement du système dynamique pour l'étude des strutures ohérentes ob-servées lors de la transition laminaire�turbulente pour la ouhe limite d'une plaque.Cazemier [20℄ onstruit un système dynamique pour l'étude de l'éoulement dansavité entraînée 3D. Plus réemment, Johansson et al. [39℄ onstruisent un système



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 25dynamique pour étudier l'éoulement dans un anal plan. Allery et al. [5℄ utilisent unsystème dynamique pour étudier la dispersion de partiules dans une avité ventilée2D En�n, dans le but d'appliquer la POD aux domaines mobiles, et plus préisé-ment à l'interation �uide struture, Liberge et al. [46℄ introduisent un domainede référene, �xe et ontenant toutes les on�gurations mobiles et leurs évolutionspendant la période de snapshot. Des fontions aratéristiques sont utilisées a�n desuivre l'évolution de es domaines dans l'espae de référene et la POD est e�etuéepour le hamp de vitesse globale obtenu sur le domaine de référene. Un systèmedynamique est ensuite établi pour l'interation �uide solide rigide en utilisant uneméthode de type domaine �tif et testé sur le as monodimensionel de l'équation deBurgers ouplé ave un ressort.On dérit suintement dans e paragraphe la onstrution du système dyna-mique d'ordre faible. Les équations de Navier-Stokes s'érivent :




∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u +

1

ρ
∇p = f dans Ω

div u = 0
(2.53)où l'on rappelle que u = u(x, t) est la vitesse du �uide, p est la pression, ρ la massevolumique du �uide et ν sa visosité inématique. En�n f aratérise l'ation desfores extérieures appliquées sur le �uide, ii on onsidère que f = 0. Après avoire�etué la déomposition orthogonale aux valeurs propres sur un éhantillon de Msnapshots u(x, ti) (i = 1, · · · ,M) de l'éoulement, tout veteur vitesse u(x, t) peutalors s'érire sous la forme de la déomposition suivante :

u(x, t) =

M∑

i=1

ai(t)φi(x) au sens de L2(Ω) (2.54)En se basant sur des onsidérations énergétiques, on onserve le nombre de modes
N < M néessaire à la bonne représentation de l'éoulement.On rérit don l'équation de quantité de mouvement en utilisant ette déomposi-tion, on obtient alors la relation suivante :

∂

∂t

(
N∑

i=1

ai(t)φi(x)

)
− ν∆

(
N∑

i=1

ai(t)φi(x)

)

+

((
N∑

i=1

ai(t)φi(x)

)
· ∇
)(

N∑

i=1

ai(t)φi(x)

)

+
1

ρ
∇p = 0

(2.55)
On e�etue ensuite une projetion de Galerkin sur la base POD. On obtient, entenant ompte des propriétés d'orthonormalité des modes POD, l'équation suivante :

dai

dt
=

N∑

j=1

N∑

k=1

Cijkajak +
N∑

j=1

Bijaj +Di (2.56)



26 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEoù l'on a introduit le terme quadratique Cijk, qui représente le terme onvetifprojeté, le terme linéaire Bij qui représente la di�usion et en�n le terme Di depression. Ces termes s'érivent :
Cijk =

(
φi,∇φj · φk

)
Bij = ν

(
φi,∆φj

)
Di = −1

ρ

∫

Γ

p φi · n dS (2.57)Le système dynamique fait intervenir le terme Di qui représente le terme de pressionprojeté sur la base POD. Or, on ne peut pas déomposer diretement la pressionsur la base POD. Ce terme est don handiapant puisqu'il sous-entend que l'ondoit onnaître la pression pour tous les temps que l'on veut résoudre. Cependant,pour des appliations de type avité (fermée), e terme est exatement nul puisqueles modes propres φn sont nuls à la paroi10. Dans les autres as, il faut soit lemodéliser soit utiliser une autre formulation qui ne fait pas intervenir la pression,omme la formulation en vortiité [4, 64℄. Rempfer [64℄ propose également de relierla pression au hamp de vitesses par l'intermédiaire d'une équation de Poisson.Il obtient ainsi une expression de la pression sous la forme d'une fontionnelle nonlinéaire en φn. Le problème de la pression étant traîté, on n'a alors plus qu'à résoudre(2.56) pour tout i = 1, · · · ,N , 'est-à-dire un système de N équations di�érentiellesordinaires. On peut ainsi résoudre e système dynamique sur des longs intervallesde temps11 de manière très rapide, puisque N est en général très faible12, et avedes pas de temps aussi faibles qu'on le souhaite, e qui rend son utilisation trèsintéressante dans la dispersion de partiules, au vu des problèmes numériques duouplage �uide/partiules évoqués dans l'introdution.Il a été souvent onstaté dans la littérature (voir [4, 20, 65℄ notamment) quele système dynamique diverge pour des temps plus ou moins longs après la phased'éhantillonage. En e�et, puisque l'on n'a onservé qu'un faible nombre de modesPOD pour la onstrution du système dynamique, l'in�uene des petites éhelles� orrespondant aux modes POD les plus faibles énergétiquement et que l'on anégligés � n'est pas prise en ompte par le système dynamique. Or es petites éhellessont responsables de la dissipation énergétique. Pour palier à e problème, il estalors néessaire de modéliser l'in�uene de es éhelles sur le système dynamique etplusieurs travaux font référene d'une stabilisation du système dynamique par desapprohes plus ou moins empiriques.La façon la plus simple est de onsidérer une visosité orrigée onstante νeff =

ν + νt, que l'on détermine par expérimentations numériques [4, 40℄. Rempfer dans[63℄ alule la visosité intervenant e�etivement dans le système dynamique et la10les modes propres véri�ent en e�et les onditions aux limites11'est-à-dire sur des temps bien plus longs que la durée de l'éhantillonage néessairepour la onstrution de la base POD12elà dépend de la omplexité du problème, mais générallement de l'ordre de la dizaineau maximum



2.4. MODÈLE RÉDUIT PAR APPROCHE POD 27ompare à la visosité du problème physique. Le alul de ette visosité e�etiveest basée sur des onsidérations énergétiques.En notant ei la ontribution énergétique du mode φi, on a la relation suivante :
ei(t) =

1

2

∫

Ω

(ai(t)φi(x))2 dΩ =
1

2
a2

i (φi,φi) =
1

2
λia

2
i (t) (2.58)La dérivée de l'équation (2.58) fait intervenir la dérivée des oe�ients temporels :

dei
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i

)
= λiai

dai
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(2.59)et en remplaçant dai

dt
par son expression dans (2.56) (ave le terme de pression priségal à 0), on obtient la relation :

dei
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= λi

N∑
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N∑
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Cijkaiajak + λiν

N∑

j=1

B̃ijaiaj (2.60)où B̃ij =
1

ν
Bij . Puisque l'énergie est bornée, la moyenne temporelle de la dérivéetemporelle (2.60) est nulle :
〈
dei
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〉
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T→∞

1

T

∫ T

0

dei
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dt = lim

T→∞

ei(T )− ei(0)

T
= 0 (2.61)La visosité physique véri�e don l'expression (2.60) lorsque la moyenne de la dérivéetemporelle de l'énergie est nulle. Pour aluler la visosité e�etive νeff

i orrespon-dant à haque mode i, Rempfer e�etue un bilan énergétique sur une période T0 desimulation du système dynamique :
〈
dei

dt

〉
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dei
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dt =

ei(T0)− ei(0)
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= λi

N∑
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Cijk〈aiajak〉+ λiν
eff
i

N∑

j=1

B̃ij〈aiaj〉(2.62)Or, en rappelant que 〈aiaj〉 = δij , l'expression de νeff
i peut alors être alulée del'expression préédente omme suit :

νeff
i =

ei(T0)− ei(0)

λiT0
−

N∑

k=1

Cijk〈aiajak〉

B̃ii

(2.63)Dans sa thèse, Rempfer alule don la visosité e�etive qui rentre en ompte dans lesystème dynamique en utilisant les oe�ients temporels issus de la projetion de lasolution DNS sur la base POD (2.35). Il onstate ainsi qu'il existe un omportement



28 CHAPITRE 2. LA RÉDUCTION DE MODÈLEquasi-linéaire de la visosité ajoutée à la visosité physique en fontion de l'indexdu mode. Ainsi, la visosité e�etive peut s'érire de la façon suivante :
νeff

i = ν(1 + νadd
i ) ave νadd

i = i× Constante (2.64)où la onstante est ajustée empiriquement.Cazemier [20℄ utilise également ette approhe, et la formalise par l'introdutiond'un oe�ient d'amortissement linéaire dans l'équation du système dynamique.Vigo [79℄ ajoute quant à lui un terme ubique au système dynamique dont l'obten-tion s'avère oûteuse en temps de alul. Allery [4℄ propose également une méthodede orretion du système dynamique. Cette méthode revient à prendre en omptedes éventuelles erreurs des simulations numériques en séparant le hamp de vitesseen un hamp de vitesse véri�ant e�etivement les équations de Navier-Stokes et unhamp de orretion. La réériture du système dynamique fait alors intervenir destermes supplémentaires orretifs qui sont obtenus par la résolution d'un autre sys-tème dynamique faisant intervenir les oe�ients temporels issus de la projetiondu hamp sur la base POD (2.35). Il a appliqué ave suès ette méthode dans leas de la avité entraînée et de l'éoulement dans un di�useur long.En�n, Bergmann [15℄ utilise des méthodes à région de on�ane pour realibrer lemodèle réduit. La validité du système dynamique est étudiée à l'aide d'informationssur le modèle détaillé et le modèle réduit est atualisé par un proessus d'optimi-sation. Cette méthode appelée TRPOD (Trust Region POD) a été adoptée pour leontr�le d'éoulement autour d'un ylindre en régime laminaire.



Chapitre 3
Appliation de la POD à ladispersion de partiules

Dans e hapitre, on présente l'appliation de la POD ouplée ave un systèmedynamique d'ordre faible pour aluler la dispersion de partiules. On présente dansun premier temps le modèle partiulaire utilisé avant de s'intéresser à la modélisationde la partie �uide. Puis on présente la façon dont le ouplage est traîté entre le alulde l'éoulement et la résolution des équations des partiules.En�n, ette démarhe va être appliquée pour le alul de l'éoulement dans deuxon�gurations di�érentes :
• la avité ventilée 2D
• la avité entraînée 3D

3.1 Prinipe de ouplage �uide-partiule3.1.1 Modèle partiulaireHypothèses. Dans toute la suite de l'étude, on onsidère que :
• les partiules sont solides et sphériques.
• l'aérosol étudié est dilué et est onsidéré omme isotherme et monodisperse.
• les partiules ne oagulent pas et ne modi�ent pas l'éoulement.
• les grandeurs qui aratérisent les partiules sont leur diamètre dp et leur massevolumique ρp.Comme on a supposé que les partiules ne modi�ent pas l'éoulement, une approheone-way oupling est utilisée pour la résolution de la dispersion de partiules. A�n



30 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESde pouvoir aluler la trajetoire de haque partiule, l'approhe lagrangienne estadoptée dans e travail.Equations du mouvement. Pour dérire le mouvement des partiules, on ap-plique le prinipe fondamental de la dynamique à haque partiule. Ainsi, on obtient :
mp

dup

dt
= Fp (3.1)où mp et up désignent respetivement la masse et la vitesse de la partiule, et Fples fores qui s'appliquent sur une partiule.Parmis les fores qui peuvent intervenir dans l'équation de la partiule (3.1), ontrouve :

• la fore de gravité Fg dé�nie par :
Fg = mpg (3.2)où g est l'aélération de la gravité. Elle n'est négligeable que dans le as detrès petites partiules où son ordre de grandeur est bien inférieur aux autresfores.

• la fore de traînée Fd, due à l'aélération du �uide déplaé dans le mouvementde la partiule, qui s'exprime par la relation :
Fd =

1

2
Cd

πd2
p

4
ρ ‖u− up‖ (u− up) (3.3)où on rappelle que u est la vitesse du �uide, Cd est appelé le oe�ient detraînée de la partiule, et peut selon Hinds [35℄ être alulé omme fontiondu nombre de Reynolds partiulaire Rep dé�ni omme suit :

Rep =
‖u− up‖ dp

ν
(3.4)Ainsi, dans le régime de Stokes, 'est-à-dire pour Rep < 1, on a l'expressionsuivante du oe�ient de traînée :

Cd =
24

Rep
(3.5)Pour une valeur du nombre de Reynolds partiulaire omprise entre 1 et 1000,on se trouve en régime transitoire et le oe�ient de traînée s'exprime alorsde la façon suivante :

Cd =
24

Rep

(
1 +

Re
2

3

p

6

) (3.6)En�n lorsque Rep > 1000, on se trouve en régime newtonien et le oe�ientde traînée est alors onstant et vaut Cd = 0.44.



3.1. PRINCIPE DE COUPLAGE FLUIDE-PARTICULE 31
• la fore due au mouvement Brownien, qui a de l'importane seulement pourdes partiules de très petite taille[35℄.
• les fores dues à la rotation des partiules, à savoir la fore de Sa�man, engen-drée par le isaillement au voisinage des parois et la fore de Magnus engendréeelle par la rotation propre de la partiule. L'étude de Ahmadi et Li [3℄ indiquepar ailleurs que la fore de Sa�man peut être négligée lorsque les partiulesonsidérées sont su�samment petites.
• la fore de Basset FB, qui dépend de la di�usion de la vortiité dans le �uideenvironnant. Cette fore est une fore de mémoire qui s'exprime sous la formeintégro-di�érentielle du premier ordre suivante :

FB = KBd
2
p

√
πρµ

∫ t

−∞

d

dt
‖u− up‖
√
t− τ dτ (3.7)où µ est la visosité dynamique du �uide et KB une onstante dépendant durégime de l'éoulement. Ce terme tient ompte de l'histoire de l'aélération dela partiule aux instants passés. Pour plus de détails sur ette fore, le leteurpourra onsulter la thèse de Abbad [2℄

• la fore de masse ajoutée Fma, indépendante de la visosité et qui est due àl'aélération d'un volume du �uide sous l'e�et de l'aélération de la partiule.Son expression est la suivante :
Fma = KmaρpVp

d

dt
‖u− up‖ (3.8)où Vp =

π

6
d3

p est le volume de la partiule et Kma une onstante dépendant durégime de l'éoulement.
• les fores életrostatiques qui sont importantes mais dans notre as, elles serontnégligées puisque les parois ne sont pas hargéesDans notre as, le �uide onsidéré est de l'air, sa masse volumique vaut environ

ρ ≈ 1kg/m3 et la masse volumique des partiules a été prise égale à ρp = 2000kg/m3.Le rapport de masse volumique entre les partiules et le �uide est alors très élevé,e qui aratérise le fait que les partiules sont essentiellement soumises aux foresde gravité et de traînée visqueuse, toutes les autres fores sont négligées par ailleurs,voir Armenio et Fioretto [10℄. De plus, les partiules onsidérées ii sont de diamètresupérieur à 1µm e qui assure qu'elles ne sont pas soumises au mouvement Brownien.L'équation de mouvement de la partiule (3.1) s'érit don, en onsidérant donque les seules fores appliquées sont les fores de gravité et de traînée, de la façonsuivante :
π
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32 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULES3.1.2 Modèle �uideLa fore de traînée présentée dans le paragraphe préédent (3.3) fait intervenirla onnaissane de la vitesse de u(x, t) du �uide. Cette vitesse est obtenue parrésolution des équations de Navier-Stokes inompressibles rappelées ii :




∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u +

1

ρ
∇p = f

div u = 0
(3.10)où l'on rappelle que p est la pression, ρ la masse volumique du �uide et ν sa visositéinématique. En�n f aratérise l'ation des fores extérieures appliquées sur le�uide. L'approhe one-way oupling a été envisagée ii, elà signi�e que les partiulesn'ont pas d'e�et sur le mouvement du �uide, par onséquent le terme f = 0.La résolution des équations de Navier-Stokes peut se faire à l'aide des di�érentestehniques que l'on a déjà évoquées rapidement dans le premier hapitre, à savoirles méthodes DNS, LES ou RANS. Sans rentrer dans les détails de es méthodes derésolution numérique, on présente ii suintement les di�érentes approhes, leursavantages et inonvénients :

• Tout d'abord on peut résoudre les équations de Navier-Stokes disrétisées de fa-çon direte, 'est-à-dire à toutes les éhelles spatiales sans modélisation. Cetteméthode, la DNS, néessite don des maillages très �ns pour pouvoir prédireorretement la physique des phénomènes omplexes, et son utilisation resteenore limitée au domaine théorique et fondamental puisque les temps de al-ul néessaires à la résolution de es problèmes demeurent très importants. Ene�et, lorsque les problèmes font intervenir de nombreuses éhelles, e qui estle as de la turbulene, on doit représenter toutes es éhelles. Pour l'exempled'un éoulement turbulent homogène isotrope, le ratio entre l'éhelle la plusénergétique L et la plus petite éhelle dynamique η est évalué par la relation :
L

η
= O

(
Re

3

4

) (3.11)où Re est le nombre de Reynolds de l'éoulement, qui mesure le rapport entreles fores d'inertie et les e�ets visqueux. On l'exprime de la façon suivante :
Re =

Uref lref

ν
(3.12)ave Uref et lref sont respetivement des vitesses et longueurs de référene duproblème étudié et ν la visosité inématique. Ainsi, le nombre de degrés delibertés néessaires pour représenter toutes les éhelles de et éoulement doitêtre proportionnel à O(Re 9

4

) pour un volume ubique. Pour des éoulementsoù le nombre de Reynolds est très élevé, typiquement Re ∼ 106 − 108 e qui



3.1. PRINCIPE DE COUPLAGE FLUIDE-PARTICULE 33est ouramment le as pour des appliations industrielles, notamment en aéro-nautique, e type de résolution fait intervenir une disrétisation spatiale tropimportante. Il est ainsi néessaire de séparer les éhelles spatiales pour pouvoirtraiter e type d'appliations.
• Ainsi, la deuxième tehnique, utilisée dans de nombreux solveurs �uides, sebase sur la résolution des équations de Navier-Stokes moyennées temporelle-ment. On les obtient en onsidérant la vitesse u omme la somme de sa partiemoyenne 〈u〉 et d'une �utuation u′ :

u(x, t) = 〈u(x, t)〉+ û(x, t) (3.13)où
〈u(x, t)〉 ≈ ũ(x) = lim

T→∞

∫ T

0

u(x, t) dt (3.14)En rérivant les équations de Navier-Stokes (3.10) en utilisant la déomposition(3.13), on obtient :
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(3.15)Ces méthodes appelées RANS introduisent ependant un terme supplémentairedans les équations, le tenseur de Reynolds u′iu′j qu'il onvient de modéliser àl'aide de modèles de turbulene. Les modèles RANS ne requièrent don pas demaillages aussi �ns que eux utilisés pour la DNS, et sont don moins oûteuxen terme de temps de alul mais leur performanes restent limitées à la �nessedes modèles de turbulene et ertains phénomènes ne peuvent être apturéspréisément. De plus, dans le as de dispersion de partiules, 'est la vitesseinstantanée du �uide qui doit être prise en ompte. Ainsi, les méthodes RANSsont assoiées à des modèles stohastiques pour aluler les �utuations devitesse. Beauoup d'étude de dispersion de partiules s'e�etuent don à l'aidedes modèles RANS en utilisant le modèle d'interation tourbillon � partiule(ou EIM pour Eddy Interation model) proposé par Gosman et Ioannides en1981, on itera par exemple Graham et James en 1996 [31℄.
• L'alternative la plus souvent utilisée, tant au niveau fondamental qu'indus-triel, est la LES. Cette méthode est basée sur la résolution direte des grosseséhelles de l'éoulement alors que l'in�uene des plus petites est modélisée.Intermédiaire entre la DNS et les modèles RANS, ette méthode a l'avantaged'être moins oûteuse que la DNS et plus préise que les tehniques RANS.



34 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULES3.1.3 Prinipe du ouplageLe problème de la dispersion de partiules provient du fait que les fores quis'exerent sur les partiules sont alulées à partir des données de l'éoulement �uide.Ainsi, il faut résoudre les équations de Navier-Stokes pour haque pas de temps dealul du mouvement de la partiule.Le ouplage s'e�etue don de la façon suivante :1. à l'instant tn, on résout les équations de Navier-Stokes (3.10), on obtient alorsles expressions de la pression et de la vitesse du �uide à et instant.2. à partir de la vitesse du �uide, on alule la fore de traînée à l'aide de (3.3)3. l'équation du mouvement de la partiule (3.9) est alors résolue pour e pas detemps, on obtient up4. la position de la partiule xp est déduite en intégrant la vitesse de la partiuleobtenue à l'étape préédente :
up =

dxp

dt
(3.16)5. on inrémente le temps tn+1 = tn + ∆tp où ∆tp est le pas de temps lié à larésolution de l'équation de la partiule (3.9), et on retourne à l'étape 1.Comme on l'a déjà mentionné dans le hapitre 2, une des di�ultés de la résolutionnumérique de la dispersion de partiules est liée au fait que le pas de temps ∆tpimposé par l'équation (3.9) est très petit. L'équation (3.10) doit être alors résolueave un pas de temps ∆t < ∆tf e qui rend l'utilisation de méthodes telles quela DNS ou même la LES très oûteuses. L'alternative hoisie dans e travail estl'utilisation de modèles réduits pour le alul de l'éoulement et plus partiulièrementla POD. Ainsi, la démarhe de ouplage éoulement/partiule ave l'approhe POD-système dynamique se résume de la façon suivante :1. On alule un éhantillonage de l'éoulement par LES ou DNS2. La base POD est alulée en résolvant le problème aux valeurs propres (2.42)3. Les oe�ients du système dynamique sont alulés à partir de (2.57)4. Pour haque pas de temps, on alule :

• la vitesse de l'éoulement u(x, t) par résolution du système dynamique
• la fore de trainée Fd qui est appliquée sur haque partiule
• la trajetoire des partiules par résolution de l'équation de mouvement etintégration temporelle de la vitesse de la partiuleLes étapes 1., 2. et 3. sont e�etuées une fois pour toute e qui onstitue l'avantageprinipal de la méthode et qui permet un gain de temps important dans le alul dela dispersion de partiules. Comme on l'a déjà mentionné, l'appliation de la POD



3.2. PRÉSENTATION DE LA LES 35néessite un éhantillonage de l'éoulement. Dans e hapitre, l'éhantillonage étantobtenu par LES, nous allons faire dans le paragraphe suivant une brève desriptionde la LES.3.2 Présentation de la LESLe prinipe de la LES repose sur la déomposition du hamp de vitesse u =

u(x, t) en grandes strutures notées u(x, t) et en petites éhelles ou strutures desous-maille u′(x, t) :
u(x, t) = u(x, t) + u′(x, t) (3.17)Le prinipe de la LES est basée sur une opération de �ltrage pour séparer les di�é-rentes éhelles de l'éoulement. La grandeur �ltrée u(x) s'érit :

u(x) =

∫

Ω

G(x,x′,∆)u(x′) dx′ (3.18)où Ω représente toujours l'espae onsidéré, G(x,x′,∆) désigne la fontion �ltreave ∆ la largeur du �ltre, 'est-à-dire la longueur d'onde de la plus petite éhelleretenue dans l'opération de �ltrage. La fontion �ltre détermine alors la taille et lastruture des petites éhelles. Des illustrations de di�érentes fontions de �ltragesont référenées par exemple dans [56℄.Lorsque et opérateur est appliqué aux équations de Navier-Stokes (3.10), onobtient les équations �ltrées suivantes, érites ii en notation tensorielle en utilisantla onvention de sommation sur les indies :
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(3.19)où τij est le tenseur de sous-maille qui s'érit :
τij = uiuj − uiuj (3.20)et qui représente l'in�uene des éhelles de sous-maille sur les grandes éhelles. A�nde fermer le système d'équations obtenu par le proédé de �ltrage (3.18), e tenseurdoit être modélisé.Dans la littérature, de très nombreux modèles ont été élaborés pour exprimer etenseur de sous-maille, le leteur trouvera les informations néessaires dans l'ouvragede Sagaut [70℄. Une très bonne revue synthétique de es di�érents modèles se trouve



36 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESégalement dans la thèse de Raza�ndralandy [58℄, qui propose également des modèlesde sous-mailles qui respetent les symétries des équations de Navier-Stokes, voir parexemple [59, 61, 62℄ et une extension de ette approhe en éoulement anisotherme[60℄.Dans un souis de simpliité, on ne présente ii que le modèle qui a été retenudans tous les aluls LES. Dans ette étude, on a utilisé un modèle à visosité desous-maille, en rappelant que l'on peut érire le tenseur de sous-mailles (3.20) de lafaçon suivante :
τij = −2νsmSij +

1

3
δijτkk (3.21)où Sij le tenseur taux de déformation des grandes éhelles dé�ni par :
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)et νsm est la visosité de sous-maille. Elle s'exprime à l'aide de la relation suivante :
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ksm (3.22)où ksm est l'énergie inétique des éhelles de sous-maille dé�nie par :
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τkk (3.23)Dans le modèle onsidéré, l'énergie inétique des éhelles de sous-maille est dé-terminée par l'équation de transport suivante :
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(3.24)que l'on obtient à partir de l'équation de quantité de mouvement des petites éhelles,obtenue elle en soustrayant la deuxième équation de (3.19) à l'équation de quantitéde mouvement non-�ltrée (3.10). Les di�érents termes inonnus de l'équation (3.24)sont alors modélisés suivant di�érentes hypothèses qui sont rappelées dans [70℄ :� les termes orrespondants à la di�usion sont modélisés de la façon suivante :
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) (3.25)� le terme de dissipation est modélisée par des onsidérations dimensionnellesde la façon suivante :
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3.3. CAVITÉ VENTILÉE 2D 37Finalement, l'équation de transport pour l'énergie inétique de sous-maille à résoudres'érit :
∂ksm
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∂
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(3.27)où les onstantes Cε et Ck peuvent être déterminées par une théorie analytique dela turbulene, omme le souligne Sagaut [70℄. Les valeurs qui ont été utilisées sont

Cε = 1 et Ck = 0.05.3.3 Cavité ventilée 2DLe premier exemple étudié est une avité ventilée 2D, omme présentée sur leshéma 3.1. La avité est arrée de longueur 2.5m, l'entrée et la sortie d'air sontrespetivement à 0.31m de la fae supérieure sur la fae gauhe, et à 0.31m de lafae inférieure sur la fae droite, et sont de largeur 0.07m.La vitesse moyenne à l'entrée de la avité vaut u0 = 0.446m.s−1 orrespondant à unnombre de Reynolds égal à 10000 et l'intensité turbulente à l'entrée est égale à 10%.Le domaine de alul a été disrétisé en utilisant un maillage non-uniforme de 18477
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PSfrag replaements
2.5m

2.5mposition 1
position 2

u0 = 0.446m.s−1entrée
sortieFig. 3.1 � Con�guration de la avité ventiléeellules. La �gure 3.2 présente l'allure de l'énergie inétique obtenue par la LES.3.3.1 Appliation de la PODPour pouvoir appliquer la POD, on a besoin d'un éhantillonage de l'éoulement.Celui-i a été obtenu par LES ave un pas de temps �uide ∆tf = 0.005s pour assurer



38 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESun CFL inférieur1 à 0.5. La snapshot POD dérite au paragraphe 2.4.3 a été alorsappliquée sur la vitesse �utuante û(x, t) ave 99 éhantillons de l'éoulement prisà intervalles réguliers toutes les 0.01s. On a déjà souligné l'optimalité de la POD en
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Fig. 3.2 � Isolignes de l'énergie √u2 + v2 pour le as de la avité ventilée à Re =

10000.terme de représentation énergétique de l'éoulement. Ainsi, on alule le pourentaged'énergie représentée par les N premiers modes en fontion de l'énergie totale dusystème, 'est-à-dire elle obtenue lorsque l'on onserve lesM modes. Ce pourentaged'énergie est donné par la relation suivante :
Ec =

N∑

i=1

λi

/
M∑

i=1

λi (3.28)La ontribution énergétique de haque mode est également représentée par En dé�nidon par :
En = λn

/
M∑

i=1

λi (3.29)Ces pourentages d'énergie �utuante sont rapportés dans le tableau 3.3.1 pour lesinq premiers modes POD. On onstate e�etivement que les premiers modes sontles plus énergétiques : le premier mode à lui seul ontient plus de 78% de l'énergie�utuante du système et ave seulement 5 modes on représente plus de 99% del'énergie. De plus, on onstate bien que la ontribution énergétique de haque modediminue : ainsi le inquième mode ontient moins d'1% de l'énergie totale du système.1ave le maillage onsidéré



3.3. CAVITÉ VENTILÉE 2D 39Mode n λn 100×Ec 100× En1 0.53 · 10−2 78.62948 78.629482 0.99 · 10−3 93.18179 14.552313 0.29 · 10−3 97.48127 4.299484 0.96 · 10−4 98.89760 1.416325 0.33 · 10−4 99.38720 0.48960Tab. 3.3.1 � Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD appliquée au asde la avité ventilée 2D et énergie orrespondanteLa apaité de la base POD à reproduire la solution ave N modes est égalementtestée à l'aide du résidu rN entre la solution reonstruite par la POD ave N modeset la solution LES de référene. Ce résidu est dé�ni par :
rN =
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∞

(3.30)où ‖•‖∞ est la norme in�nie dé�nie par :
‖f(t)‖∞ = sup f(t) (3.31)La �gure 3.3 montre l'évolution du résidu entre la solution POD reonstruite et lasolution de référene en fontion du nombre de modes retenus dans la base POD.Elle montre qu'ave 4 modes, on reonstruit la solution ave un résidu inférieur à

Fig. 3.3 � Evolution du résidu rN en fontion du nombre de modes N onservésdans la base POD
2·10−2 en norme L2(Ω) equi orrespond à une erreur relative de seulement 3.2·10−4,



40 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESe qui est satisfaisant. Le système dynamique va don être onstruit à partir de esquatre modes.3.3.2 Système dynamiqueLa POD a été e�etuée sur le hamp de vitesse �utuante û(x, t) tel que :
u(x, t) = ũ(x) + û(x, t) (3.32)où ũ(x) est le hamp de vitesse moyen. De même que pour la vitesse, la pressions'érit de la façon suivante :
p(x, t) = p̃(x) + p̂(x, t) (3.33)Le système dynamique est onstruit sur le hamp �utuant. Les équations de Navier-Stokes aux grandeurs �utuantes sont obtenues en utilisant les déompositions (3.32)et (3.33) dans les équations de Navier-Stokes et en soustrayant l'expression moyen-née :

∂û

∂t
+ grad ũ · û + grad û · ũ + grad û · û− ˜grad û · û = −1

ρ
grad p̂+ ν∆û (3.34)Cette fois-i, 'est la déomposition de la vitesse �utuante sur la base POD quel'on érit :

û(x, t) =

N∑

k=1

âk(t)φk(x) (3.35)Le système dynamique pour la vitesse �utuante s'érit don en remplaçant l'ex-pression de la vitesse �utuante (3.35) dans les équations de navier-Stokes (3.34)et en e�etuant une projetion de Galerkin sur la base POD φk, k = 1, · · · ,N . Onobtient alors :
dâi

dt
=

N∑

j=1

N∑

k=1

Cijkâj âk +

N∑

j=1

Bij âj +Di +Hi (3.36)ave
Cijk = (φi,∇φj · φk)

Bij = ν (φi,∆φj) − (φi, grad ũ · φj + grad φj · ũ)

Di = −1

ρ

∫

Γ

p′ φi · n dS
Hi = (φi,−gradp̃− gradũ · ũ) + ν (φi,∆ũ)Le alul du terme Di lié à la pression �utuante est très handiapant ar il néessitede onnaître la pression à haque instant. Nous allons tester l'in�uene de e termesur le omportement du système dynamique. La �gure 3.4 présente don l'évolutiontemporelle des oe�ients ai(t), pour i = 1, · · · ,4 obtenus par résolution du systèmedynamique :
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• en prenant en ompte le terme Di de pression dans (3.36) (noté SD avepression dans la �gure 3.4)
• en négligeant le terme de pression (noté SD sans pression)Ces oe�ients sont alors omparés à eux obtenus en projetant la solution deréférene, 'est-à-dire ii la LES, sur la base POD obtenue. Elle est repérée par REFsur la �gure 3.4. Sur ette �gure, on onstate que l'évolution des oe�ients obtenus

(a) Mode 1 (b) Mode 2

() Mode 3 (d) Mode 4Fig. 3.4 � Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration dusystème dynamique sur la phase d'éhantillonage.par résolution du système dynamique reproduisent assez bien l'évolution observéepar la solution de référene. De plus, on onstate que e terme de pression dans lesystème dynamique in�ue très peu sur la prédition des oe�ients temporels. Dansla suite de l'étude, on hoisit don de le négliger.3.3.3 Dispersion de partiulesDans ette partie, on présente les résultats obtenus en simulant le système dyna-mique sur une durée T = 30s, 'est-à-dire 30 fois la durée de l'éhantillonage. Deux



42 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESas de �gures di�érents on été étudiées. Un nuage de 10000 partiules a été injetédans les deux positions (1 et 2) repérées sur le shéma de la on�guration 3.1 parles ronds noirs :
• la première position oïnide ave l'entrée d'air
• la deuxième position se situe à 10m de la fae inférieure, à égale distaneentre les faes gauhes et droites.Grâe à la POD, les aratéristiques de l'éoulement sont ontenues uniquementdans les modes POD. Il n'est pas alors néessaire de realuler l'éoulement pourhaque on�guration que l'on veut étudier, ontrairement à e que l'on aurait àfaire ave la LES. Ii on n'a qu'à résoudre un système d'équations di�érentiellesordinaires ouplé ave l'équation de la partiule, don on peut traîter simplement etaisément plusieurs on�gurations de dispersion de partiules. Le pas de temps pour
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(d) t = 30sFig. 3.5 � Evolution temporelle des partiules dans la avité (position initiale despartiules n◦1).l'intégration de la partiule a été pris égal à ∆tp = 0.0002s et 150000 pas de temps



3.3. CAVITÉ VENTILÉE 2D 43ont été e�etués pour haque position initiale du nuage de partiules.La �gure 3.5 présente l'évolution temporelle de la dispersion des partiules surl'intervalle T , pour l'injetion en position 1, 'est-à-dire au milieu de l'entrée d'airde la avité. De ette �gure, on onstate bien que les partiules suivent l'éoulementreprésenté sur la �gure 3.2. Ainsi, sur la �gure 3.5(a), on onstate déjà que quelquespartiules sont oinées dans la reirulation situées dans la partie supérieure gauhede la avité. La �gure 3.5(b) montre bien que les partiules suivent la irulation duvortex primaire. En�n, au bout de 20s et 30s, respetivement �gures �gure 3.5()et �gure 3.5(d), on onstate que ertaines partiules sont sorties de la avité tandisque d'autres sont restées ollées sur les parois. On onstate également que beauoupde partiules sont oinées dans les reirulations des oins de la avité. Toutes es

(a) Partiules attahées (b) Partiules dans la avité

() Partiules éjetéesFig. 3.6 � Pourentage des partiules présentes dans la avité, attahées ou éjetéesen fontion du temps.onstatations qualitatives sont étayées par un traitement statistique e�etué surles partiules. La �gure 3.6 présente don l'évolution temporelle du pourentagede partiules enore présentes dans la avité, de partiules éjetées de la avité,et en�n l'évolution du pourentage de partiules ollées au di�érentes parois de la



44 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESavité. Ces résultats on�rment bien le fait que des partiules sont éjetées de laavité aux environs du temps t = 17s, 'est-à-dire quand les partiules on atteint lareirulation dans la partie inférieure droite où se situe la sortie d'air de la avité.On onstate aussi qu'un nombre assez important de partiules vient se oller auxparois (≈ 8% à la �n de la simulation), essentiellement les parois droite et gauhe.En e�et les partiules sont petites don l'e�et de la gravité est minime omparé auxfores dues à l'éoulement, e qui explique bien le fait que peu de partiules restentollées sur le sol.Des résultats similaires sont observés sur la �gure 3.7 pour la deuxième posi-tion où sont injetées les partiules. Là enore on onstate bien que dans l'ensembleles partiules suivent l'éoulement d'air. Le même traitement statistique que préé-
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(d) t = 30sFig. 3.7 � Evolution temporelle des partiules dans la avité (position initiale despartiules n◦2).demment est e�etué pour les résultats de la deuxième on�guration. Les résultats



3.3. CAVITÉ VENTILÉE 2D 45obtenus sont présentés sur la �gure 3.8. Pour ette on�guration, des analyses si-milaires peuvent être faites. Des partiules restent oinées dans les reirulations(voir �gure 3.7(d)) et �nalement peu sont éjetées de la avité (à peine 5% au boutde 30 seondes). Puisque les patiules sont injetées au bas de la avité et que lesens de l'éoulement est horaire, les partiules renontrent don en premier la paroigauhe, ontrairement au premier as où elles renontraient la paroi droite, don ladi�érene ii est que l'on trouve un plus grand nombre de partiules ollées sur laparoi gauhe que la paroi droite.

(a) Partiules attahées (b) Partiules dans la avité

() Partiules éjetéesFig. 3.8 � Pourentage des partiules présentes dans la avité, attahées ou éjetéesen fontion du temps.
3.3.4 Temps de alulEn termes de oûts de alul, l'approhe POD/système dynamique se révèle êtretrès avantageuse pour l'appliation à la dispersion de partiules, en omparaison ave



46 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESl'approhe par LES2. On estime alors que le alul de la dispersion de partiulesnéessite 19 jours de temps de alul alors que l'approhe par POD et systèmedynamique ne demande que 3 jours et 10 heures de temps CPU3.3.4 Cavité entraînée 3DDans ette partie, on présente les résultats obtenus sur le alul de la dispersionde partiule dans une avité entraînée ubique unitaire (lref = 1). La on�gurationdu problème est rappelée sur le shéma 3.9. Comme indiqué sur le shéma, la fae
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u = 0.15ms−1, v = 0injetion des partiules
sortieFig. 3.9 � Con�guration de la avité entraînée 3Dsupérieure entraîne le �uide de visosité inématique ν = 15 × 10−6 à une vitesseégale à Uref0.15ms−1 e qui orrespond à un nombre de Reynolds valantRe = 10000.Le nuage de partiules est lâhé dans la partie haute de la avité, prohe de la paroihorizontale supérieure. Le domaine où se situe les partiules à l'instant t = 0s estrepéré par les oordonnées suivantes :

0.03m < xp < 0.07m 0.48m < yp < 0.49 − 0.05m < zp < 0.05mLe domaine de alul a été disrétisé en utilisant un maillage non-uniforme de 58×
58 × 58 ellules. La �gure 3.10 présente l'éoulement moyen dans le plan médian2La simulation LES-partiules n'a pas été faite pour ause d'inompatibilité entre leode Star-CD et le ode partiules. Cependant, à partir du temps de simulation LES faitesur l'éhantillonage et du temps de alul du programme partiule seul, on peut faire uneestimation du temps de alul de l'approhe ouplée.3Le temps de aluls rapportés ont été obtenus par des aluls sur un ordinateur IBMSP.



3.4. CAVITÉ ENTRAÎNÉE 3D 47vertial z = 0 obtenu par le alul LES à partir duquel les partiules vont êtreinjetées.
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X(a) Champ de veteurs (b) Isolignes de la vitesse (m/s)Fig. 3.10 � Eoulement moyen dans le plan médian vertial z = 0 obtenu par LES.
3.4.1 Appliation de la PODUne fois que l'éoulement turbulent simulé par LES est établit, la POD est alorsappliquée sur la vitesse �utuante ave 100 snapshots pris toutes les 0.1s. Commedans la partie 3.3.1, on alule la ontribution énergétique de haque mode ainsi quele résidu entre la solution reonstruite ave N modes et la solution de référene dé�nipar la relation (3.30), en norme L2(Ω). Le tableau 3.4.1 résume les di�érents résultatsobtenus pour les quatre premiers modes. Là enore, on onstate que le premier modeMode n λn 100×Ec rN1 4.61 · 10−6 85.24 2.31 · 10−12 6.76 · 10−7 97.73 5.33 · 10−23 9.94 · 10−8 99.56 1.44 · 10−24 1.90 · 10−8 99.81 3.95 · 10−3Tab. 3.4.1 � Quatre premières valeurs propres obtenues par la POD appliquée auas de la avité entraînée 3D, énergie et résidus orrespondantsontient la quasi-totalité de l'énergie du système. Ainsi, les quatre premiers modesontiennent 99.81% de l'énergie et le résidu orrespondant est inférieur à 4 ·10−3. Lavitesse �utuante est don bien reonstruite ave es 4 modes. Le système dynamiqueva don onstruit ave es modes.



48 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULES3.4.2 Système dynamiqueDans un premier temps, le système dynamique �utuant4 (3.36) est résolu surla phase d'éhantillonage. Sur la �gure 3.11, n a représenté l'évolution temporelledes oe�ients an(t). sans le terme de pression pour une durée de 120 seondes,'est-à-dire 12 fois supérieure à la période néessaire à la onstrution de la base(TPOD = 10s). Là enore, on s'intéresse à l'évolution temporelle des oe�ients an(t)sur la période d'éhantillonage, omme représenté sur la �gure 3.11. La solution deréférene, notée REF, est obtenue par projetion de la solution LES sur la base PODobtenue. On onstate sur la �gure 3.11 que le système dynamique ne dissipe pas assez

(a) Mode 1 (b) Mode 2

() Mode 3 (d) Mode 4Fig. 3.11 � Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration dusystème dynamique sur la phase d'éhantillonage.d'énergie, puisque l'on a négligé les plus petits modes. Comme on l'a mentionné dansla partie bibliographique, e problème a largement été renontré dans la littérature,et la méthode la plus simple et la plus utilisée, est d'ajouter une visosité arti�ielle4dans et exemple, le terme de pression est exatement nul ar les modes propres φirespetent les onditions aux limites, 'est-à-dire φi = 0, ∀i = 1, · · · ,N .



3.4. CAVITÉ ENTRAÎNÉE 3D 49onstante pour que le système dynamique dissipe plus d'énergie. Cette approhe a étéutilisée dans et exemple. La visosité rajoutée νt a été prise égale à νt = 2×10−5 etles résultats obtenus (notés SD ave stabilisation) sont omparés ave eux obtenuspar résolution direte du système dynamique. On onstate une large améliorationdes résultats, surtout pour les modes les moins énergétiques. La �gure 3.12 présente
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X(b) Solution obtenue par le SDFig. 3.12 � Isolignes de vitesse �utuante au temps t = 9s dans le plan z = 0.une omparaison qualitative entre la vitesse de référene obtenue par LES et lavitesse obtenue par le système dynamique ave 4 modes au bout de t = 9s dans leplan médian vertial z = 0. Sur ette �gure on onstate que, malgré quelques petitesdi�érenes entre les deux vitesses, le système dynamique est apable de reproduireassez �dèlement l'éoulement.3.4.3 Dispersion de partiulesDans ette partie, on traite la dispersion de partiules sur un intervalle de 120seondes pour deux tailles de partiules, 'est-à-dire de diamètres dp = 5µm et

dp = 10µm. Le pas de temps imposé par l'équation de mouvement de la partiulevaut ii ∆tp = 2 · 10−4s. Pour la première taille de partiules, on teste tout d'abordl'in�uene du nombre de partiules injetées dans la avité. La �gure 3.13 montrel'évolution du pourentage de partiules attahées sur la paroi horizontale inférieurede la avité au ours du temps pour des nuages de 1000, 5000 et en�n 10000 par-tiules. On onstate ainsi qu'à partir de 5000 partiules on obtient des résultatsstatistiquement indépendants. Dans la suite de l'étude on ne onsidère don plusque le as d'un nuage de 5000 partiules.
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Fig. 3.13 � Evolution temporelle du pourentage de partiules attahées sur la paroihorizontale inférieure de la avité (dp = 5µm)La �gure 3.14 montre l'évolution temporelle des partiules dans la avité. On onstate
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(b) en noir : t = 80s, en blan : t =

120sFig. 3.14 � Evolution temporelle de la dispersion des partiules pour di�érents tempsaprès l'injetion (dp = 5µm).là enore sur ette �gure que les petites partiules suivent l'éoulement présenté surla �gure 3.10. La �gure 3.15 montre quand à elle l'évolution temporelle de la dis-persion de partiules pour des partiules de diamètre dp = 10µm ette fois-i. Lespartiules dans e as sont bien plus lourdes don l'importane de la fore de gravitéest nettement plus importante. Ainsi, l'éoulement n'est pas su�samment impor-tant pour parvenir à soulever les partiules jusqu'en haut de la avité et don laquasi-totalité des partiules est attahée au bout de seulement5 t ≈ 80s.5ontre seulement 35% environ pour dp = 5µm
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Fig. 3.15 � Evolution temporelle de la dispersion des partiules pour di�érents tempsaprès l'injetion (dp = 10µm), en noir : t = 20s, en blan : t = 64s.3.4.4 Temps de alulLe alul de l'éoulement par LES a été parallélisé et e�etué ave 10 proes-seurs. Le pas de temps utilisé pour ette simulation vaut ∆tf = 0.01s. Résoudre
Tsample = 10s de l'éoulement ave es paramètres a don néessité environ 40 mi-nutes. Le temps de alul de la base à partir des 100 snapshots est de 10 minutesalors que la résolution du problème ouplé SD/partiules sur Ttot = 120s a néessité40 heures de alul ave un proesseur.Il a été estimé que le temps néessaire pour la résolution sur 120 seondes du pro-blème ave une approhe LES/partiules et un pas de temps ∆tf = 2 · 10−4 auraitété supérieur à une semaine ave 10 proesseurs alors que la simulation POD (éhan-tillonage ompris) n'a requis que 41 heures.L'approhe POD ouplée ave un système dynamique se révèle don très performantepour l'appliation à la dispersion de partiules.3.5 ConlusionsDans e hapitre, l'approhe système réduit par POD a été appliqué à la disper-sion de partiules. La base POD a été onstruite à partir de snapshots obtenus parLES. Le système dynamique �utuant onstruit à partir des modes prépondérantsau niveau énergétique est alors apable de dérire la dynamique de l'éoulement.De plus, le stokage des aratéristiques de l'éoulement néessitant uniquement de



52 CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD À LA DISPERSION DEPARTICULESsauvegarder les modes POD, il est aisé de tester plusieurs on�gurations � tailles departiules di�érentes, positions di�érentes de l'injetion � ave un e�ort réduit enterme de temps CPU. L'approhe a don montré son e�aité en terme de tempsde alul en omparaison ave des approhes DNS ou même LES. Cependant, il aété onstaté que l'essentiel du temps de alul dans l'approhe POD est imputableà la phase d'éhantillonage néessaire à la onstrution de la base POD. Ainsi, lesperformanes de la POD sont limitées par la résolution de l'éoulement sur l'éhan-tillonage de l'éoulement.Pour faire fae à ette limitation, on se propose d'utiliser une méthode de onstru-tion itérative de la base, basée sur des améliorations et enrihissements suessifs dela base a�n de onstruire sur l'intervalle Tsample une base qui dérive orretementl'éoulement. Le hapitre suivant présente ette méthode de onstrution de la basea priori, la méthode APR.



Chapitre 4
La méthode de Rédution a priori

Les méthodes basées sur la déomposition de Karhunen-Loève sont des méthodesde rédution de données a posteriori. Le problème est ramené ainsi à un nombre ré-duit de degrés de liberté mais elà néessite néanmoins la onnaissane préalable dedonnées de l'éoulement. On a vu dans le hapitre préédent que, numériquement,l'obtention de es données est très oûteuse. Rykelynk [67, 68℄ a ainsi développéune méthode de rédution a priori pour des problèmes thermoméaniques. Il uti-lise une proédure inrémentale basée sur des améliorations de la qualité de la basesur un intervalle de temps donné pour résoudre es problèmes. Ammar et al. [6℄ etRykelynk et al. [69℄ utilisent également l'approhe de rédution a priori pour desproblème d'élastiité non-linéaire et d'éléments de frontière.Dans e hapitre, on présente ette approhe de rédution en insistant sur lesétapes importantes de la onstrution itératives de la base de projetion des équa-tions, et on l'applique sur di�érentes équations de transfert. L'objetif étant detraiter les équations de Navier-Stokes, les équations de transfert étudiées ont étéhoisies par degré de omplexité roissant a�n de se rapproher des équations deNavier-Stokes. Ainsi, le as de l'équation de onvetion-di�usion 2D a été étudié.Cette équation linéaire, instationnaire, nous a don servi de premier exemple simplepour valider la méthode. Ensuite l'étude s'est portée sur l'équation de Burgers 1D.Cette équation, identique à l'équation de quantité de mouvement dans Navier-Stokessans le terme de pression est don souvent étudiée omme modèle simpli�é des équa-tions de Navier-Stokes, voire notamment les artiles de Kunish et Volkwein [43, 44℄qui appliquent la POD sur l'équation de Burgers, en présentant également une ap-prohe de ontr�le. Elle est également très importante pour de nombreuses autresappliations dans des domaines allant de la physique statistique à la osmologieen passant par l'étude de la turbulene hydrodynamique. Plus de détails sur esexemples peuvent être trouvés dans la réente revue bibliographique de Be et Kha-nin [14℄ sur la turbulene analysée par les équations de Burgers. En�n un dernier



54 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIexemple, l'équation de Burgers 2D, sera également rapidement abordé de façon àaborder un as non-linéaire en 2D.Les résultats seront, pour les deux premiers exemples ités i-dessus, présentésde la façon suivante :
• dans un premier temps on présente le as-test étudié ainsi que sa solutionanalytique assoiée qui sert de solution de référene tout au long de l'étude.
• Ensuite la méthode APR est appliquée sur un intervalle de temps T que l'ona appelé période de onstrution de la base dans la partie 4.
• La snapshot POD est également appliquée à haque problème et les modesPOD et APR sont omparés. Les résultats obtenus par l'APR sont alors om-parés à eux obtenus par la POD à l'aide de la solution de référene.
• En�n, une approhe par système dynamique pour simuler la solution sur destemps plus longs que la durée de onstrution de la base (POD ou APR) estprésentée.La partie 4.5 donnera en�n quelques onlusions intermédiaires sur les di�érentsrésultats de ette étude.

4.1 Desription de la méthode de rédution a priori4.1.1 Problème étudiéDans toute ette partie, on note l'inonnue du problème u(x, t) dé�nie de la façonsuivante : {
u : Ω× [0, T ] −→ Rn

(x, t) 7→ u(x, t)
(4.1)où Ω est un sous-espae de Rn. Lorsque auune onfusion n'est possible, l'inonnue

u(x, t) est notée u. Le problème que l'on herhe à étudier ii est le suivant :Trouver u tel que  ∂u

∂t
+ F(u) = G dans Ω×]0, T [

+ onditions aux limites
+ ondition initiale (4.2)La forme disrète assoiée au problème (4.2) s'érit alors :





duh

dt
+ Fh(uh) = Gh dans Ω×]0, T [

+ onditions aux limites
+ ondition initiale (4.3)



4.1. DESCRIPTION DE LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI 55où on note uh = uh(t) l'inonnue du problème que l'on a disrétisé spatialement.De même, Fh et Gh sont les opérateurs disrets relatifs à F et G de la formulationontinue (4.2). Cette forme disrète peut être indi�éremment obtenue par une mé-thode di�érenes �nies omme e sera le as par la suite pour l'équation de Burgers,mais aussi par une méthode volumes �nis, omme pour les équations de onvetion-di�usion et de Navier-Stokes, ou enore par éléments �nis.L'objetif de la méthode APR (A Priori Redution) est, tout omme la déom-position orthogonale aux valeurs propres (POD), d'obtenir une déomposition de lasolution uh(x, t) sur une base spatiale {φk(x)}k=1,··· ,N de dimension N très faibleomparée à la taille du système disrétisé, telle que l'on puisse érire :
uh(x, t) =

N∑

k=1

ak(t)φk(x) (4.4)La di�érene par rapport à la POD, déomposition de KL et autres SVD vient de laonstrution de la base. En e�et, si dans toutes es méthodes la base est onstruiteà partir de la onnaissane de la solution pour un éhantillon temporel, la méthodeAPR, quant à elle, n'utilise auune onnaissane préalable pour onstruire sa base,d'où le terme a priori par opposition aux autres méthodes qui elles sont des méthodesa posteriori. La philosophie de la méthode APR est une orretion itérative de labase jusqu'à en obtenir une qui dérive le mieux possible la solution uh(x, t) surtout l'intervalle de temps onsidéré.4.1.2 Initialisation de la baseLa première étape de l'algorithme de rédution a priori est don, puisqu'il s'agitd'une méthode itérative, l'initialisation de la base. Il est à noter que l'on peut partirde n'importe quelle base pour initialiser l'algorithme. Dans e doument, la plupartdu temps on a hoisi de onsidérer omme base initiale la ondition initiale duproblème étudié. L'in�uene du hoix de ette base sera étudié dans la suite de ehapitre.4.1.3 Constrution du modèle d'ordre faibleDans ette partie, et dans la suite, puisque l'on se plae dans l'espae L2(Ω), onnote dans un souis de simpli�ation le produit salaire1 (•, •)L2(Ω) = (•, •). On se1Rykelynk dans ses travaux utilise quant à lui la norme eulidienne



56 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIplae ii à la jème itération de la méthode APR. A ette itération, le nombre demodes retenus est noté Nj et la déomposition de l'inonnue s'érit alors :
uh(x, t) =

Nj∑

k=1

ak(t)φk(x) (4.5)Il faut alors onstruire le modèle réduit. Pour e faire, on introduit ette relationdans l'expression du problème 4.3. On obtient alors :
d

dt




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


+ Fh




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


 = Gh (4.6)Ensuite, l'expression (4.6) est projetée sur la base APR. Pour tout n = 1, · · · ,Nj ,on a alors :

 d

dt




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


+ Fh




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


,φn(x)


 = (Gh,φn(x)) (4.7)En réarrangeant l'expression (4.7), on obtient :

Nj∑

k=1

(φk(x),φn(x))
dak(t)

dt
+


Fh




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


,φn(x)


 = (Gh,φn(x)) (4.8)L'expression (4.8) représente alors la nouvelle équation à résoudre, de dimensionréduite Nj, respetif à la jème itération. Le problème peut alors se mettre sous laforme : 




da(t)

dt
+ fh(a(t), t) = gh

a(0) = a0

(4.9)où les nouvelles inonnues sont les oe�ients temporels a(t) =
(
a1(t), · · · ,aNj (t)

)T ;
fh et gh désignent les opérateurs disrets assoiés au modèle d'ordre faible et a0 =(
a1(0), · · · ,aNj (0)

)T est la ondition initiale du système réduit.
4.1.4 Résolution du modèle d'ordre faible et alul des rési-dusNotons maintenant T la durée de résolution du problème (4.2) que l'on va ap-peler période de onstrution de la base APR2. Cette période est disrétisée tem-porellement en M pas de temps, que l'on note ti ∈ T , i = 1, · · · ,M . La résolution2même si l'on résout également le problème, dans la démarhe de ouplage de la méthodeAPR ave un système dynamique, ette phase orrespond prinipalement à la détermina-tion itérative de la base.



4.1. DESCRIPTION DE LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI 57du système (4.9) fournit les oe�ients temporels a(ti), pour tout i = 1, · · · ,M .Connaissant les an(t), la solution omplète est don reonstruite pour haque pas detemps ti en utilisant la relation (4.4) et les résidus du modèle omplet orrespondantspeuvent ainsi être évalués. On dé�nit les résidus de la façon suivante :




R : Ω× [0, T ] −→ Rn

(x, t) 7→ R(x, t) =
d

dt




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


+ Fh




Nj∑

k=1

ak(t)φk(x)


− Gh

(4.10)La norme de e résidu est également évaluée et omparée au ritère de onvergene
ε �xé par l'utilisateur qui détermine la �n des itérations APR. Ce résidu représentepar ailleurs la qualité de la base de la base en ours. Si le ritère de onvergenen'est pas véri�é pour un pas de temps ti ∈ T , i = 1, · · · ,M , 'est-à-dire que l'on a :

‖R(x, t)‖ < ε ∀t < ti et ‖R(x, ti)‖ > ε (4.11)Celà signi�e que la base ne représente pas orretement la dynamique du systèmesur tout l'intervalle de temps. Elle doit don être mise à jour a�n de tenir omptede nouveaux éléments de la dynamique du problème. Dans e as, le ritère d'arrêtde l'algorithme nCV vaut 0. L'algorithme s'arrête lorsque, pour tout t ∈ T , on a :
‖R(x, t)‖ < εet dans e as là, le ritère d'arrêt de l'algorithme nCV vaut 1, la base est sauvegardéeet la solution est orrete sur tout l'intervalle de temps.4.1.5 Mise à jour de la baseLa mise à jour de la base s'e�etue en deux étapes :

• une première étape d'amélioration qui a pour but de ne garder que les élémentssigni�atifs de la base ave laquelle on vient de projeter le système omplet.
• une deuxième étape d'enrihissement de la base où le manque d'informationsaratérisé par les résidus va être pris en ompte.Amélioration. Dans un premier temps, on se sert des informations reueillies surles oe�ients temporels obtenus lors de la résolution du système réduit (4.9) àla j−ème itération APR. Pour e faire, on extrait les informations prinipales dela résolution de (4.9) à l'aide d'une déomposition de Karhunen-Loève e�etuée surl'ensemble des oe�ients temporels, noté ii Ξ = {a(ti), i = 1, · · · ,M}. Le problèmese ramène don à déterminer les solutions du problème aux valeurs propres suivant :

[K]V = λV (4.12)



58 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIoù [K] est la matrie de orrélation de taille3 Nj×Nj assoiée à l'ensemble Ξ, dé�niede la façon suivante :
Kij =

1

M

M∑

k=1

ai(tk)aj(tk) pour i, j = 1, · · · ,Nj (4.13)La résolution de e problème onduit à Nj valeurs propres λ1 > λ2 > · · · > λNjdont on ne garde que elles qui ont une ontribution signi�ative dans l'ensembledes données Ξ. Ainsi, on ne garde que les q valeurs propres, où q ∈ {1, · · · ,Nj},telles que :
λq > ηλ1 et λq+1 < ηλ1 (4.14)où η est le ritère de séletion des modes propres �xé par l'utilisateur. La baseaméliorée φ̃ s'obtient grâe à la relation :

φ̃k =
N∑

i=1

φiV
k
i pour k = 1, · · · ,q (4.15)où V k est le veteur propre assoié à la valeur propre λk, pour tout k = 1, · · · ,q.Enrihissement. Après avoir retenu toutes les informations issues de la résolutiondu système réduit, on s'intéresse maintenant à la deuxième phase de la mise à jour,'est-à-dire la phase d'enrihissement de la base à partir des résidus alulés.En e�et, omme il a déjà été souligné auparavant, si à un instant t+ ∈ T lanorme du résidu R(x, t+) dépasse le ritère de onvergene �xé, 'est-à-dire si l'ona :

∀t < t+, ‖R(x, t)‖ < ε et ∥∥R(x, t+)
∥∥ =

∥∥R+
∥∥ > ε (4.16)elà signi�e que la base de l'itération ourante est apable de reproduire la solutionuniquement jusqu'à e temps t+ � exlus � et qu'après la base n'est pas su�sante.Le veteur qui va être retenu pour l'enrihissement est don le premier résiduqui ne satisfait pas le ritère de onvergene hoisi par l'utilisateur R(x, t+) = R+.A partir de e résidu, on forme le sous-espae de Krylov d'ordre m orrespondant :

Km = {R+,JR+,J2R+, · · · ,Jm−1R+} (4.17)où J est la matrie jaobienne du système (4.3).3on rappelle que Nj est le nombre de modes à l'itération j



4.1. DESCRIPTION DE LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI 59Nouvelle base. Ainsi, la nouvelle base φj+1 pour l'itération (j + 1) de l'APR estonstituée de la base améliorée φ̃ enrihie ave le sous-espae de Krylov Km assoiéau résidu R+ :
φj+1 = {φ̃,Km} (4.18)Tous les veteurs de ette base ont par ailleurs été normé mais ne sont pas néessai-rement orthogonaux. On peut d'ores et déjà noter que dans nos appliations, nousavons onsidéré le sous-espae de Krylov d'ordre 1.L'algorithme 1 résume la démarhe adoptée par la suite pour traiter une équationde transfert quelonque à l'aide de la méthode APR. Dans le as des équations deNavier-Stokes, qui représentent un problème mixte, l'algorithme présenté ii devrasubir quelques modi�ations. Celles-i seront présentées dans le hapitre 5.
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Algorithme 1 Méthode APRProblème: Equation de transfert disrète : duh

dt
+ Fh(uh) = Gh, ondition initiale :

u = CIBut: Trouver φk, k = 1, · · · ,N tel que u(x, t) =

N∑

k=1

ak(t)φk(x)Initialisation de la base φinit = {CI} ou hoix aléatoire
φ ← φinitpour j = 1 à NAPR faireInitialisation de nCV pour le alul du résidu nCV = 1Projetion de (4.2) sur la base φ→ (4.7), dim(φ) = Njpour ti ∈ T, i = 1 à M faireRésolution de (4.9)⇒ ak(ti) ∀k = 1, · · · ,NjReonstrution de la solution u(x, tj) ave (4.4)si nCV = 1 alorsCalul du résidu R(x, tj)�n siCritère de onvergenesi ‖R(x, ti)‖ > ε alors

R+ = R(x, ti)

nCV = 0sinon
nCV = 1�n si�n poursi nCV = 0 alorsAmélioration de la base φ par KL (4.15) → φ̃Enrihissement de la base φ̃ par sous-espae de Krylov Km (4.17)Nouvelle base formée φ← {φ̃,Km}sinonAlgorithme onvergé�n si�n pour



4.2. EQUATION DE CONVECTION-DIFFUSION 614.2 Equation de onvetion-di�usion4.2.1 Problème étudiéDans ette partie, on étudie l'équation de onvetion-di�usion bidimensionnellerappelée i-dessous :




∂θ

∂t
+ V · ∇θ − ν∆θ = 0 dans ]0, 2[×]0, 2[×]0, T [

V = α(ex + ey)

θ(x, y, 0) = θ0(x, y) = exp

(
−(x− x0)

2

ν
− (y − y0)

2

ν

)

+ onditions aux limites, voir (4.20) (4.19)
où ex et ey représentent respetivement les deux veteurs unitaires dans les diretions
x et y et (x0, y0) représentent les oordonnées de la valeur maximale de la variablesalaire.Cet exemple a été traité en utilisant la méthode des volumes �nis. Il permetde tester la méthode sur une on�guration 2D, ave la onnaissane d'une solutionanalytique omme élément de omparaison.La solution analytique que l'on trouve dans [78℄ est rapportée i-dessous :

θ(x, y, t) =
1

4t+ 1
exp

[
−(x− αt− x0)

2

ν(4t+ 1)
− (y − αt− y0)

2

ν(4t+ 1)

] (4.20)Les onditions aux limites sont alulées à partir de ette solution analytique. Dansla suite de l'étude, sauf préision ontraire, le oe�ient de onvetion α a étépris égal à 0.8 et la di�usivité vaut ν = 10−2. De plus la solution initiale a étéentrée au point (x0, y0) = (0.5, 0.5). Dans toute la suite de l'étude sur l'équationde onvetion-di�usion, le maillage utilisé est un maillage uniforme 200× 200 et lepas de temps de alul a été �xé à ∆t = 1.25 · 10−4s. Le shéma temporel utilisé estun shéma de Crank-Niholson. La résolution du modèle dit omplet, 'est-à-dire larésolution numérique direte des équations disrétisées, a été quant à elle e�etuéeen utilisant la méthode gradient bionjugué (implémentée à l'aide des routines quel'on peut trouver dans [57℄), que l'on notera par la suite BiCG pour BiConjugateGradient. La �gure 4.1 montre l'évolution de la solution analytique pour quatreinstants di�érents. La vitesse de onvetion valant V = α(ex + ey), la solution sedéplae le long de la diagonale tout en voyant son intensité diminuer du fait de ladi�usion ν.
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(a) t = 1.25 × 10−2s (b) t = 6.25× 10−2s

() t = 1.25 × 10−1s (d) t = 2.5 × 10−1sFig. 4.1 � Evolution temporelle de la solution analytique



4.2. EQUATION DE CONVECTION-DIFFUSION 634.2.2 Appliation de l'APRDans ette partie, les paramètres de aluls suivants ont été adoptés :
• La période sur laquelle la base APR a été alulée, et ainsi sur laquelle l'équa-tion est en même temps résolue a été hoisie égale à T = 100∆t = 1.25 ·10−2s.
• le ritère de onvergene a été pris égal à ε = 10−7.
• le ritère de séletion des modes propres pour la phase d'amélioration de labase APR a été pris égal à η = 10−14.
• le mode APR initial a été pris égal à la ondition initiale du problème traîté.On a don :

φinit(x, y) = θ0(x, y) = exp

(
−(x− x0)

2

ν
− (y − y0)

2

ν

)

La résolution de l'équation de onvetion-di�usion par la méthode APR sur l'inter-valle d'éhantillonage T s'e�etue ave tous les paramètres préedemment dé�nis enseulement 5 itérations de alul, représentant un temps de alul de 5.2s. La baseobtenue à la �n du alul omporte par ailleurs 5 modes.A�n de tester la préision de la solution, on introduit ii plusieurs dé�nitions del'erreur de alul omparée à la solution analytique. Tout d'abord on dé�nit l'erreuren norme L2(Ω) de la façon suivante :
EL2(t) = ‖θcalc(x, t)− θan(x, t)‖L2(Ω) (4.21)où θcalc(x, t) représente la solution alulée aussi bien par la méthode omplète quepar une méthode réduite (POD ou APR), et θan(x, t) est la solution analytique pourle temps t onsidéré. Ensuite, puisque la norme L2(Ω) a tendane à lisser l'erreursur le domaine Ω, on introduit également une erreur dé�nie en norme sup ommesuit :
Esup(t) = sup

x∈Ω
|θcalc(x, t)− θan(x, t)| (4.22)Le tableau i-dessous 4.2.1 résume les résultats obtenus obtenus par l'APR auniveau vitesse de alul et préision en omparaison ave le modèle omplet. Ontemps CPU EL2(t = T ) Esup(t = T )APR 5.21s 5.68 · 10−5 1.02 · 10−3BiCG 8.63s 5.68 · 10−5 1.02 · 10−3Tab. 4.2.1 � Temps CPU, erreur L2 et erreur en norme sup des méthodes APR(ritère de onvergene ε = 10−7) et gradient bionjugué (BiCG)onstate sur et exemple que la méthode APR est 1.5 plus rapide tout en onservant



64 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIune erreur identique à elle obtenue par le modèle omplet, résolu par la méthodedu gradient bionjugué.4.2.3 Appliation de la PODA�n de tirer des informations sur les modes obtenus par la méthode, on e�etueune POD sur le même éhantillon temporel qu'a été résolue l'équation de onvetion-di�usion ave la méthode APR. La base POD a été alulée sur l'éhantillon tem-porel T , en prenant M = 100 snapshots4 tous les ∆t. Les inq premières valeurspropres sont représentés dans le tableau 4.2.2. De plus, il présente aussi l'énergie etle résidu orrespondants à haque mode, omme dé�nis par les relations (3.28) et(3.30) dans le hapitre 3. On onstate sur et exemple que les deux premiers modesMode n λn 100×Ec resN1 0.15 · 10−1 99.83 4.87 · 10−32 0.26 · 10−4 ≈ 100 5.45 · 10−63 0.18 · 10−7 ≈ 100 3.36 · 10−94 0.84 · 10−11 ≈ 100 1.44 · 10−125 0.30 · 10−14 ≈ 100 4.75 · 10−16Tab. 4.2.2 � Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résiduorrespondantsontiennent à eux seuls la quasi-totalité de l'énergie. De même, on onstate que lerésidu diminue très rapidement ave le nombre de modes que l'on onserve pourla reonstrution de la solution. Pour seulement 5 modes, on atteint un résidu del'ordre de la préision mahine. Sur la �gure 4.2, les modes APR sont omparés auxmodes POD. On observe que les modes APR obtenus sont très prohes des modespropres issus de la POD. Pour omparer quantitativement les di�érenes entre lesmodes obtenus par l'APR et les modes POD, on alule l'erreur de reonstrution(en norme L2(Ω) et norme sup) des solutions POD et APR en fontion du nombre demodes retenus. Le tableau 4.2.3 présente les résultats obtenus. On onstate que l'er-reur de reonstrution varie très peu en fontion du nombre de modes retenus dansla reonstrution de la solution à partir de N = 3. L'in�uene des deniers modesest don relativement faible et l'erreur de reonstrution obtenue par l'APR est dumême ordre de grandeur que pour la POD. Ainsi, les modes obtenus par l'APR sonttrès similaires aux modes POD. A�n de on�rmer e résultat la �gure 4.3 présenteégalement l'évolution des oe�ients temporels a(t) sur l'intervalle d'éhantillonage
T . Là enore, on s'aperçoit que l'évolution temporelle des oe�ients orrespondantsaux premiers modes APR est très prohe de eux orrespondants aux modes POD.4alulés à partir de la solution analytique
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(a) Mode APR 1 (b) Mode POD 1

() Mode APR 2 (d) Mode POD 2

(e) Mode APR 3 (f) Mode POD 3Fig. 4.2 � Comparaison entre les modes POD et APR
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(g) Mode APR 4 (h) Mode POD 4

(i) Mode APR 5 (j) Mode POD 5Fig. 4.2 � Comparaison entre les modes POD et APR (suite)



4.2. EQUATION DE CONVECTION-DIFFUSION 67Le dernier mode ependant est très éloigné du mode mode POD. Ce omportementest probablement dû au hoix du ritère de onvergene, e qui sera étudié dans uneautre partie du travail.Mode N Esup EL2POD APR POD APR2 1.02 · 10−3 1.02 · 10−3 5.69 · 10−5 5.69 · 10−53 1.02 · 10−3 1.03 · 10−3 5.69 · 10−5 5.69 · 10−54 1.01 · 10−3 1.02 · 10−3 5.60 · 10−5 5.66 · 10−55 2.27 · 10−3 2.27 · 10−3 1.41 · 10−4 1.41 · 10−4Tab. 4.2.3 � Comparaison de l'erreur de reonstrution entre la POD et l'APR enfontion du nombre de modes retenusPar la suite, nous allons présenter les di�érents tests numériques que nous avonse�etués pour déterminer les performanes de la méthode, à savoir omment l'al-gorithme réagit en fontion d'une perturbation de la base initiale, mais égalementlorsque les paramètres de ontr�le hangent.
4.2.4 In�uene de di�érents paramètres de alul4.2.4.1 In�uene du hoix de ritère de onvergeneDans les aluls présentés préédemment, le ritère de onvergene était �xéà ε = 10−7 et on a vu que le dernier mode APR est sensiblement di�érent dumode POD, notamment les omportements du oe�ient temporel orrespondantsont assez di�érents, voir �gure 4.3(e). Pour tester l'in�uene de e paramètre, nousavons respetivement �xé le ritère de onvergene à ε = 10−8 puis ε = 10−9. Commeles quatre premiers modes restent inhangés, les résultats sont présentés pour leinquième mode uniquement sur la �gure 4.4. On onstate alors que, plus ε est petit,plus les modes APR tendent vers les modes POD, notamment pour l'évolution dudernier oe�ient temporel. Cependant, on a observé dans la partie préédente quel'in�uene des derniers modes est négligeable sur l'erreur de reonstrution Ainsi,dans la suite du alul, nous avons hoisi de onserver ε = 10−7 étant donné que 'estle paramètre qui néessite le moins de temps de alul, et la préision n'étant pasaltérée de façon signi�ative (puisque l'on a la même erreur que le modèle ompletet la POD) en omparaison ave un ritère de onvergene plus restritif.
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(a) a1(t) (b) a2(t)

() a3(t) (d) a4(t)

(e) a5(t)Fig. 4.3 � Evolution temporelle des oe�ients temporels (ε = 10−7)
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(a) ε = 10−8 (b) ε = 10−9Fig. 4.4 � Evolution temporelle de a5(t)4.2.4.2 In�uene du hoix de la base initialeDans e paragraphe on présente l'in�uene des résultats de la méthode APRlorsque l'on hoisit une autre base que la ondition initiale. En e�et, si hoisir laondition initiale omme base initiale du proessus itératif semble être le hoix le plusphysique, il onvient de voir omment la méthode se omporte devant un hangementde base. Dans le as, présent, nous avons hoisi une base totalement non-physique,'est-à-dire non représentative de la ondition initiale du problème puisque nousavons pris
φ(x, y) = 1 ∀(x, y) ∈ Ω (4.23)Les erreurs que l'on obtient ave ette base initiale non-physique sont les mêmes queelles obtenues ave la base initiale prise égale à la ondition initiale du problème,à savoir :

EL2 = 5.68 · 10−5 et Esup = 1.02 · 10−3La di�érene fondamentale entre les deux aluls réside dans le temps CPU. En e�et,la base étant physiquement moins bonne, l'algorithme a besoin de plus d'itérationspour onverger : ii 20 itérations sont néessaires pou onverger, 'est-à-dire 21sde alul ontre 5 itérations dans le as le plus favorable, e�etuées en seulement
5.2s. Par ailleurs, les modes obtenus dans les deux as sont, à l'exeption de légèresdi�érenes loalement, sensiblement identiques.4.2.5 Evolution ave système dynamiqueUne fois la base APR obtenue (de nombre de modes N), de la même façon quee qui est ouramment fait ave la base POD, on onstruit le système dynamique



70 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIorrespondant à l'équation de onvetion-di�usion. Son expression est rappelée i-dessous :
dai

dt
=

N∑

j=1

(φn,−V.∇φm + ν∆φm)aj pour i = 1, · · · , N (4.24)On rappelle ii que les modes issus de l'APR ne sont pas néessairement orthogonaux'est pourquoi on les a orthogonalisé au prélable à l'aide de la méthode de Gram-Shmidt. Par la suite, e système dynamique est alors résolu sur des temps bien pluslongs que la période T qui a été néessaire pour onstruire la base APR.Ainsi, omme premier test, on résout le système dynamique sur une période égaleà 10 fois la durée de onstrution de la base, 'est-à-dire t = 10T , et on regardel'erreur obtenue à di�érents instants. Dans le tableau 4.2.4, on présente les résultatsobtenus en onsidérant l'erreur dé�nie à l'aide de la norme sup (4.22). Dans etemps t T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T 10T

Esup (×10−3) 1.02 1.88 2.49 3.1 4.24 7.06 13.9 25.8 43.2 66.9Tab. 4.2.4 � Erreur sup Esup alulée sur les résultats du système dynamique pourdi�érents t .tableau, on onstate que l'erreur augmente de façon importante sur l'intervalle detemps simulé par le système dynamique et dépasse 5 · 10−3 après 5T = 0.06s. De lamême façon, on regarde l'évolution des trois premiers oe�ients temporels sur etintervalle. Sur la �gure 4.5, les oe�ients temporels alulés en résolvant le systèmedynamique (notés APR+SD sur la �gure) sont omparés aux oe�ients temporelsdits de référene (notés REF ) alulés par projetion de la solution analytique deréférene sur la base obtenue :
aREF

k (t) = (θan,φk) =

∫

Ω

θan(x, t)φk(x) dΩ (4.25)Là enore, on onstate que les oe�ients alulés à partir du système dynamiques'éartent des oe�ients de référene à partir de t ≈ 0.06s ≈ 5T . On déide alors detester l'aptitude de la méthode APR à orriger la prédition du système dynamique.4.2.6 Corretion du système dynamique par l'APRLa stratégie d'avanement temporel que nous avons utilisé pour orriger la baselorsque le système dynamique ne se omporte plus bien est la suivante :1. on résout l'équation de onvetion-di�usion (4.19) ave la méthode APR de
t1 = 0 à T .
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(a) a1(t) (b) a2(t)

() a3(t)Fig. 4.5 � Evolution temporelle des oe�ients temporels an(t), n = 1, 2, 3 sur 10T



72 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI2. on alule les oe�ients du système dynamique assoiés à la base APR quel'on vient de aluler.3. on résout le système dynamique (4.24) de ti−1 + T à ti = ti−1 + βT .4. on améliore la base en utilisant la méthode APR de ti à ti +T . Les onditionsinitiales pour la méthode APR orrespondent alors à la dernière prédition dusystème dynamique et la base initiale pour l'APR est ette fois-i l'aniennebase utilisée dans le système dynamique.On répète alors les étapes 2,3 et 4 jusqu'à e que ti soit égal au temps de �n dela simultaion. Une stratégie similaire a par ailleurs été utilisée par Sirisup et al.[71℄ pour les équations de Navier-Stokes inompressibles. Dans leur as, la base estaméliorée par POD à l'aide de nouveaux snapshots obtenus par simulations DNS.Dans notre as, au vu du omportement des oe�ients temporels, on a hoisi β = 4et on a utilisé ette proédure jusqu'à t = 20T , 'est-à-dire 4 itérations de l'avane-ment temporel proposé. Le tableau 4.2.5 présente l'évolution des erreurs (en normesup et en norme L2(Ω)) sur tout l'intervalle de temps simulé. Ainsi, on véri�e
t = T t = 5T t = 6T

EL2 Esup EL2 Esup EL2 EsupBiCG 5.7 · 10−5 1.0 · 10−3 2.0 · 10−4 3.3 · 10−3 2.2 · 10−4 3.6 · 10−3APR ε = 10−7 5.7 · 10−5 1.0 · 10−3 7.1 · 10−4 8.9 · 10−3 6.3 · 10−4 8.2 · 10−3APR ε = 10−8 5.7 · 10−5 1.0 · 10−3 2.8 · 10−4 4.2 · 10−3 2.8 · 10−4 4.0 · 10−3Tab. 4.2.5 � Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 0 à t = 6T

t = 10T t = 11T t = 15T

EL2 Esup EL2 Esup EL2 EsupBiCG 2.8 · 10−4 4.1 · 10−3 2.9 · 10−4 4.2 · 10−3 3.1 · 10−4 4.2 · 10−3APR ε = 10−7 8.3 · 10−4 11.2 · 10−3 7.6 · 10−4 10.5 · 10−3 1.4 · 10−3 17.5 · 10−3APR ε = 10−8 4.3 · 10−4 9.1 · 10−3 4.0 · 10−4 6.8 · 10−3 6.8 · 10−4 13.3 · 10−3Tab. 4.2.5 � Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 10 à t = 15Tl'aptitude de la méthode à orriger l'erreur induite par la résolution du systèmedynamique. On onstate qu'au bout de t = 10T , la démarhe de orretion de labase APR permet de réduire signi�ativement l'erreur de la solution. En e�et, sansontr�le sur la base, on observait (voir 4.2.4) pour t = 10T une erreur Esup ≈ 6.6·10−2alors qu'au même instant on n'obtient qu'une erreur de Esup ≈ 9 · 10−3. De même,
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t = 16T t = 20T t = 21T

EL2 Esup EL2 Esup EL2 EsupBiCG 3.1 · 10−4 4.2 · 10−3 3.2 · 10−4 4.1 · 10−3 3.2 · 10−4 4.0 · 10−3APR ε = 10−7 1.2 · 10−3 16.7 · 10−3 2.4 · 10−3 29.0 · 10−3 2.1 · 10−3 26.9 · 10−3APR ε = 10−8 6.0 · 10−4 7.3 · 10−3 9.4 · 10−4 12.9 · 10−3 8.2 · 10−4 9.9 · 10−3Tab. 4.2.5 � Evolution des erreurs en fontion du ritère de onvergene hoisiomparées ave le modèle omplet pour t = 16 à t = 20T .l'erreur obtenue à la �n de l'intervalle de temps onsidéré, 'est-à-dire 20T est en-ore 6 fois inférieure à l'erreur obtenue au bout de 10T pour l'évolution du systèmedynamique sans orretion.Ainsi, non seulement la base APR est adaptée par rapport à l'évolution dusystème dynamique, mais la méthode APR est également apable de réduire l'erreurà un temps supérieur au dernier temps simulé par le système dynamique. On onstatepar exemple qu'à la �n du premier système dynamique résolu de t = T à t = 5T ,l'erreur vaut Esup ≈ 4.2 · 10−3 (pour ε = 10−8). En utilisant la méthode APR sur unintervalle T supplémentaire, on obtient alors une erreur qui vaut Esup ≈ 4.0 · 10−3alors que l'erreur orrespondant au même temps résolu uniquement par le systèmedynamique vaut Esup ≈ 7.1 · 10−3. Ainsi, l'appliation de la méthode APR parvientà réduire l'erreur introduite par le alul du système dynamique.
t = T t = 5T t = 6T t = 10T t = 11T t = 15T t = 16T t = 20T t = 21T

ε = 10−7 5.2s 6.2s 13.0s 14.0s 28.1s 29.2s 51.7s 52.8s 76.5s
ε = 10−8 6.8s 7.8s 22.2s 23.2s 63.5s 64.6s 99.5s 100.6s 129.8sBiCG 8.6s 35.2s 41.6s 60.5s 70.6s 102.4s 118.0s 156.0s 170.2sTab. 4.2.6 � Temps CPU entre la méthode APR ave ε = 10−7 et ε = 10−8 et pourla méthode BiCG pour T = 0, · · · ,20TLes résultats en terme de temps de alul sont présentés dans le tableau 4.2.6qui ompare les performanes de la méthode APR pour deux ritères de onvergeneave la méthode du gradient bionjugué. On onstate que le gain en temps de alulest relativement faible pour le as ε = 10−8 (seulement 1.5 fois plus rapide) alors quele alul est trois fois plus rapide lorsque ε = 10−7. Cependant, e gain de temps estmineur par rapport à e qu'on pouvait espérer. Celà vient probablement du fait quele problème étudié est linéaire. Le gain de temps pour les problèmes non-linéaires estsupposé être plus important, 'est pourquoi le paragraphe suivant traite l'équationnon-linéaire de Burgers.



74 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI4.3 Equation de Burgers monodimensionnelleDans e paragraphe, on onsidère l'équation de Burgers monodimensionnellerappelée ii :
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν ∂

2u

∂x2
= 0 (4.26)où l'on note ν la visosité et u = u(x, t). Dans ette partie, on onsidère les onditionsinitiales et aux limites suivantes :

{
u(x, 0) = sin(πx) pour 0 < x < 1

u(0, t) = u(1, t) = 0 pour t > 0
(4.27)Sous es onditions, il a été montré que l'on peut trouver une solution analytiquede la forme suivante :

u(x, t) = 2πν

∞∑

n=1

ane
−n2π2νtn sin(nπx)

a0 +
∞∑

n=1

ane
−n2π2νt cos(nπx)

(4.28)où les oe�ients de Fourier sont donnés par les expressions suivantes :
a0 =

∫ 1

0

exp{−(2πν)−1[1− cos(πx)]}dx

an = 2

∫ 1

0

exp{−(2πν)−1[1− cos(πx)]} cos(nπx)dxCe problème a été disrétisé en utilisant la méthode des di�érenes �nies et unshéma Crank-Niholson a été utilisé pour la disrétisation temporelle.4.3.1 Appliation de l'APRDans ette partie, la visosité a été prise égale à ν = 0.1, les paramètres de alulpour la résolution de la méthode APR sur l'intervalle de onstrution itérative de labase T sont les suivants :
• le nombre de noeuds vaut nx = 50,
• le pas de temps a été �xé à ∆t = 10−3s, et l'intervalle d'éhantillonage vaut
T = 100∆t = 0.1s.
• le ritère de onvergene a été �xé à ε = 10−5,
• le ritère de séletion des modes propres η a été hoisi valant η = 10−14,
• la base intiale a été hoisie égale à la solution initiale du problème.



4.3. EQUATION DE BURGERS MONODIMENSIONNELLE 75La résolution de et exemple a néessité un temps de alul d'à peine 0.2 seondes età l'issue de ette période de onstrution de la base, on obtient 6 modes APR. Surla �gure 4.6, on présente la solution obtenue par la méthode APR pour di�érentspas de temps pris sur la période de onstrution de la base. Cette solution estomparée ave la solution analytique. On onstate que qualitativement, la méthode

Fig. 4.6 � Solution APR [−] de l'équation de Burgers omparée ave la solutionanalytique [ � ] sur l'intervalle T = 0.1s toutes les 0.01sAPR semble bien représenter la solution de l'équation de Burgers sur l'éhantillontemporel onsidéré. Pour quanti�er la préision de la méthode, on alule l'erreurrelative de la solution uAPR(x, t) obtenue par la méthode APR ave la solutionanalytique de référene uREF (x, t) omme dé�ni i-dessous :
err(x, t) =

uAPR(x, t)− uREF (x, t)

uREF (x, t)
(4.29)La �gure 4.7 montre ainsi l'évolution de l'erreur obtenue sur tout l'intervalle detemps. On onstate que elle-i roît le long de l'intervalle de temps mais ne dépassepas 1.1%. La résolution de l'équation de Burgers sur l'intervalle T = [0, 0.1] est donsatisfaisante en terme de préision du résultat.4.3.2 Appliation de la PODDans ette partie, nous présentons les résultats de la POD appliquée sur unéhantillon de 1000 snapshots5 pris à intervalles réguliers sur la période T = 0.1s.5alulés à partir de la solution analytique (4.28)
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Fig. 4.7 � Evolution temporelle de l'erreur entre la solution reonstruite par laméthode APR et la solution analytique, η = 10−14 et ε = 10−5Les inq premières valeurs propres sont là enore représentées dans le tableau 4.3.1,ainsi que les énergies et les résidus orrespondants. Comme pour le as préédem-Mode n λn 100×Ec resN1 9.60 · 10−1 99.97 1.22 · 10−52 2.64 · 10−4 ≈ 100 7.13 · 10−83 1.96 · 10−6 ≈ 100 5.29 · 10−104 1.68 · 10−8 ≈ 100 4.09 · 10−125 1.49 · 10−10 ≈ 100 3.18 · 10−14Tab. 4.3.1 � Cinq premières valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résiduorrespondants obtenus pour l'équation de Burgers 1Dment traîté sur la onvetion-di�usion, très peu de modes propres POD arrivent àapturer la quasi-totalité de l'énergie. Le résidu est par ailleurs inférieur à 10−10 enonsidérant uniquement 4 modes. La �gure 4.8 onfronte alors les modes APR auxmodes obtenus par la snapshot POD, ainsi que l'évolution temporelle des oe�ients
an(t), n = 1, · · · ,6 orrespondants. Sur ette �gure, on observe une légère di�érenepour l'évolution du premier oe�ient temporel, orrespondant pourtant au modeprépondérant. Nous n'avons pas réussi à déterminer la ause de ette di�érene. Ononstate néanmoins que les 5 premiers modes spatiaux sont très prohes, et l'on ob-
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(a) Mode spatiaux φ1(x) (b) Coe�ients temporels a1(t)

() Modes spatiaux φ2(x) (d) Coe�ients temporels a2(t)

(e) Modes spatiaux φ3(x) (f) Coe�ients temporels a3(t)Fig. 4.8 � Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les oe�ientstemporels orrespondants



78 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIserve des osillations près des bords pour le dernier mode. De même, les oe�ientstemporels sont similaires entre la méthode APR et la POD, à part pour le derniermode où l'évolution du oe�ient temporel n'est pas du tout similaire.

(g) Modes spatiaux φ4(x) (h) Coe�ients temporels a4(t)

(i) Modes spatiaux φ5(x) (j) Coe�ients temporels a5(t)

(k) Modes spatiaux φ6(x) (l) Coe�ients temporels a6(t)Fig. 4.8 � Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les oe�ientstemporels orrespondants (suite)



4.3. EQUATION DE BURGERS MONODIMENSIONNELLE 794.3.3 In�uene de di�érents paramètres de alul4.3.3.1 In�uene du hoix de ritère de onvergeneTout d'abord, nous avons étudié les performanes de la méthode APR en faisantvarier le ritère de onvergene ε. Les aluls ont été e�etués ave quatre ritèresde onvergene di�érents : ε = 10−3, ε = 10−4, ε = 10−5 et ε = 10−6. Pour haunde es ritères de onvergene, on a résolu l'équation de Burgers pour un nombre denoeuds allant de nx = 50 à nx = 250. Nous avons par ailleurs �xé le pas de temps à
∆t = 10−4s (pour pouvoir augmenter le nombre de noeuds sans avoir de problèmes)et les simulations sont e�etuées sur 1000 pas de temps, de façon à simuler 0.1s dela solution. Les résultats sont omparés ave eux obtenus par le modèle ompletnon-linéaire, résolu par la méthode de Newton-Raphson.Tout d'abord, l'in�uene du ritère de onvergene sur la préision de la méthodea été testée, voir tableau 4.3.2. Ave le ritère ε = 10−3, l'erreur maximale obtenue

ε 10−3 10−4 10−5 10−6

max
x∈Ω,t∈T

(err(x, t)) (%) 5.90 1.94 1.06 1.06Tab. 4.3.2 � Evolution du pourentage de l'erreur maximale en fontion du ritèrede onvergene εavoisine les 6% puisque la méthode a onvergé en une seule itération. Ce ritère deonvergene est don trop lâhe. Ensuite l'erreur déroît ave le ritère de onver-gene : pour ε = 10−4, elle vaut à peine 2% et à partir de ε = 10−5, on onstate quel'erreur ne varie plus.L'in�uene du hoix du ritère sur le temps de alul a également été testé. Ainsi, surla �gure 4.9, nous avons traé le temps CPU de résolution de l'équation en fontiondu nombre de noeuds pour di�érents ε. On onstate que l'e�aité de la méthodeAPR roit ave le nombre de noeuds. Il est par ailleurs lair que le ritère de onver-gene in�ue sur le temps de alul. On onstate que le gain de temps est signi�atifuniquement pour ε = 10−5. En e�et, pour satisfaire un tel ritère de onvergene, laméthode a besoin de beauoup plus d'itérations pour une amélioration de la solutiontrès peu signi�ative. Le tableau 4.3.3 repporte le nombre d'itérations néessairespour onverger dans les deux as étudiés. On onstate bien que pour satisfaire le
ε\nx 50 100 150 200 250
10−5 5 8 12 17 22
10−6 15 55 133 260 443Tab. 4.3.3 � Nombre d'itérations néessaires à la méthode APR pour onverger enfontion du ritère de onvergene ε pour nx = 50, · · · ,250
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Fig. 4.9 � Evolution du temps de alul ave le nombre de noeuds de disrétisation
nx pour le modèle omplet et la méthode APR, ave deux ritère de onvergene εritère ε = 10−6, la méthode APR a besoin de plus de 400 itérations alors qu'unevingtaine est su�sante dans l'autre as.Ainsi, le hoix ε = 10−5 semble être un bon ompromis entre temps de alul etpréision de résultat pour e problème.

Fig. 4.10 � Evolution du gain de alul ave le nombre de noeuds de disrétisation
nx pour le modèle omplet et la méthode APR pour ε = 10−5Dans e as, le gain de temps par rapport à la méthode de Newton-Raphson, pourune erreur similaire, est assez important, omme présenté dans la �gure 4.10.



4.3. EQUATION DE BURGERS MONODIMENSIONNELLE 814.3.3.2 In�uene du hoix de la base initialeDans ette partie, on étudie l'in�uene du hoix de la base initiale sur l'e�aitéde la méthode APR. Ainsi, on a testé les trois hoix suivants :
• la base initiale orrespond à la ondition initiale, 'est-à-dire φ0(x) = sin(πx),voir �gure 4.11(a) (hoix CI 1 ),
• la base initiale est le veteur unitaire φ0(x) = 1 (hoix CI 2 ),
• la base initiale est une fontion a�ne par moreaux f(x) dé�nie par :

f(x) =

{
2x ∀x ∈ [0, 0.5]

2(1− x) ∀x ∈]0.5, 1]omme représenté sur la �gure 4.11(b) (hoix CI 3 ).

(a) hoix CI 1 (b) hoix CI 3Fig. 4.11 � Di�érents hoix de base initiale pour la base APRQuel que soit le hoix de la base initiale, on a onstaté que les 4 premiers modesobtenus sont rigoureusement identiques. La même observation a été également faitepour l'évolution des oe�ients temporels. Par ailleurs, on note que, pour les deuxpremiers hoix de base initiale, on obtient 6 modes APR alors que pour le dernierhoix, 'est-à-dire la fontion a�ne, la méthode a besoin de 7 modes pour onverger.On onstate des di�érenes dans les inquième et sixième modes, ainsi que desosillations non-physiques pour le sixième mode. Il en va de même pour le septièmemode obtenu dans le dernier hoix de base intiale (voir �gure 4.13). L'origine de esosillations reste inexpliqué mais il demeure que l'in�uene du dernier mode pris enompte par la méthode APR est assez faible. Ainsi, il onvient de préiser qu'ii,seuls les 5 premiers veteurs de base, les plus signi�atifs, ont été pris en omptepour la onstrution du système dynamique.



82 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI

(i) Modes spatiaux φ5(x) (j) Coe�ients temporels a5(t)

(k) Modes spatiaux φ6(x) (l) Coe�ients temporels a6(t)Fig. 4.12 � Comparaison entre les modes spatiaux obtenus par l'APR ave les dif-férentes bases initiales, et les oe�ients temporels orrespondants

(a) Mode spatiaux φ1(x) (b) Coe�ients temporels a1(t)Fig. 4.13 � Mode APR 7 orrespondant au hoix de base initiale φ0(x) = f(x),évolution du oe�ient temporel orrespondant



4.3. EQUATION DE BURGERS MONODIMENSIONNELLE 834.3.4 Evolution ave système dynamiqueDans ette partie, tout omme pour l'exemple de la onvetion-di�usion, la solu-tion a été alulée sur des plus intervalles de temps que la période de onstrution dela base APR par un système dynamique dont l'expression est rappelée i-dessous :
dai

dt
=

N∑

j=1

(
φi, ν

d2φj

dx2

)
aj −

N∑

j=1

N∑

k=1

(
φi, φj

dφk

dx

)
ajak pour i = 1, · · · , N (4.30)Comme on l'a préisé, le système dynamique a été onstruit ave seulement 5 modes.La durée de résolution du système dynamique TSD a été prise égale à TSD = 10Te qui orrespond à une durée de 1s. Le résultat est présenté en omparaison avela solution analytique sur la �gure 4.14. Là enore, on onstate que le système

Fig. 4.14 � Evolution de la solution obtenue par APR + SD sur t = 10T = 1s(traits rouges) en omparaison ave la solution analytique (arrés noirs)dynamique est apable de reproduire très �dèlement la solution analytique, en termed'erreur, on obtient un maximum d'environ 2% pour le temps t = 0.4s. Dans e as,la résolution du système dynamique est su�sament performante pour que l'on nenéessite pas la même démarhe temporelle de restart omme pour l'équation deonvetion-di�usion présentée au paragraphe 4.2.5. En�n, pour résoudre l'équationde Burgers 1D sur l'intervalle de temps TSD = 10T , le temps de alul pour la



84 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORIméthode de Newton-Raphson vaut pour une péision égale à environ . Ainsi, le gainde temps obtenu par l'approhe POD-système dynamique par rapport à l'algorithmede Newton-Raphson est très important dans et exemple.4.4 Equation de Burgers 2DPour se rapproher enore des équations de Navier-Stokes, on présente ii lesrésultats de la méthode APR pour la version 2D de l'équation de Burgers, rappeléei-dessous : 



∂u

∂t
+ u∇u− ν∆u = 0

+ onditions aux limites
+ ondition initialeoù l'on note enore ν la visosité et u = u(x, t) = (u(x, y, t), v(x, y, t)). Ainsi,leproblème a étudier se rérit : dé�ni sur le domaine Ω = {0 ≤ x ≤ 0.5, 0 ≤ y ≤ 0.5}et sur l'intervalle de temps ]0, T [. Une solution analytique peut être trouvée enutilisant une transformation de Hopf-Cole [28℄. Elle s'érit de la façon suivante :

u(x, y, t) =
3

4
−
[
4

(
1 + exp

(
(−4x+ 4y − t) 1

32ν

))]−1

v(x, y, t) =
3

4
+

[
4

(
1 + exp

(
(−4x+ 4y − t) 1

32ν

))]−1 (4.31)Les onditions initiales et aux limites du problème sont alulées à partir de ettesolution analytique. La solution analytique est présentée pour une visosité égale à
ν = 0.01, aux temps t = 0.5s et t = 2s, sur les �gures 4.15 et 4.16.Cet exemple a été traité à l'aide d'une disrétisation en volumes �nis (shémasentrés) et le shéma temporel utilisé est le shéma de Crank-Niholson. Il est parailleurs à noter que les onditions aux limites de e problème varient en fontion dutemps, e qui est un as des plus limitant pour la méthode APR, puisque l'on a àrealuler les onditions aux limites à haque itération de la méthode.4.4.1 Appliation de l'APRLes paramètres de alul pour la résolution de la méthode APR sur l'intervallede onstrution itérative de la base T sont les suivants :
• le domaine a été disrétisé en 20× 20 noeuds,
• le pas de temps a été �xé à ∆t = 5.10−4s, et l'intervalle d'éhantillonage vaut
T = 1000∆t = 0.5s.
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• le ritère de onvergene a été �xé à ε = 10−5,
• le ritère de séletion des modes propres η a été hoisi valant η = 10−12,
• la base intiale a été hoisie égale à la solution initiale du problème.La méthode APR onverge ainsi en 8 itérations et environs 700s. La base est alorsonstituée de 6 modes qui sont représentés sur la �gure 4.17. Là enore, omme dansl'exemple de Burgers 1D, on onstate que le dernier mode présente des osillationsnon-physiques. Dans l'optique de la onstrution d'un système dynamique, il est donimportant de ne pas onserver e mode. La �gure 4.18 présente l'erreur relative
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90 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE DE RÉDUCTION A PRIORI(en %) dé�nie par la relation (4.29). L'errreur maximale obtenue en pourentageà la �n de l'intervalle de temps vaut don ≈ 0.35% pour u(x, y) et ≈ 0.65% pour
v(x, y) e qui est du même ordre de grandeur que l'erreur observée par la méthodede Newton-Raphson.En�n, le tableau 4.4.1 ompare les temps de alul respetifs de la méthode APR etde la méthode de Newton-Raphson lorsque l'on augmente la disrétisation spatiale.Ainsi, le gain de temps obtenu par la méthode APR est là enore très important

n = nx = ny 11 12 13 14 15 16 17temps CPU NR (s) 28.81 52.75 105.91 197.90 343.74 516.19 989.94temps CPU APR (s) 11.46 16.62 33.93 52.99 63.51 103.08 158.96Tab. 4.4.1 � Comparaison du temps CPU entre les méthodes de Newton-Raphsonet APR lorsque la disrétisation spatiale augmente(plus de 6 fois), alors que le as envisagé n'est pas le plus favorable puisque lesonditions aux limites doivent être realulées à haque pas de temps, et égalementà haque itération APR, au ontraire de la méthode de Newton-Raphson qui n'abesoin de les aluler qu'une fois. En�n la POD a été également été appliquée à etexemple. Là enore, les modes obtenus par l'APR sont très prohes des modes POD,ils ne seront don pas enore représentés ii.4.5 ConlusionsDans e hapitre, la méthode APR a été appliquée pour l'équation de onvetion-di�usion 2D, ainsi que les équations de Burgers 1D et 2D. Elle s'est révélée être assezperformante au niveau du gain de temps de alul, notamment pour les exemplesnonlinéaires. En e�et, la méthode APR est environ 30 fois plus rapide que la mé-thode de Newton-Raphson pour l'équation de Burgers 1D, et jusqu'à 6 fois plusrapide pour le as 2D, malgré les onditions aux limites dépendant du temps. Deplus, on a onstaté pour les trois exemples que les modes obtenus par l'APR sonttrès prohes des modes POD. Ainsi, la méthode APR permet de aluler ave pré-ision la solution : l'erreur relative observée est en e�et toujours du même ordrede grandeur qu'ave les méthodes de résolution lassique, à savoir la méthode deNewton-Raphson et le gradient bionjugué. On peut toutefois remarquer qu'elle nes'est pas révélée très performante pour le as linéaire puisque le gain en temps dealul ne vaut que 1.5 par rapport au modèle omplet. Cependant, pour et exemple,nous avons mis en plae une démarhe d'avanement temporel ouplant la méthodeave un système dynamique. Cette démarhe a ainsi permis de orriger l'erreur dueà la résolution du système dynamique par des itérations de la méthode APR. Ellesera adaptée dans le dernier hapitre de la thèse aux équations de Navier-Stokes.



Chapitre 5
Résolution des équations deNavier-Stokes par la méthode APR

Dans ette partie, nous allons présenter la résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode APR. Nous avons vu dans le hapitre préédent la mise en÷uvre de la méthode sur di�érentes équations de transfert et les résultats obtenusont été très satisfaisants. Dans le hapitre 3, nous avons par ailleurs onstaté que legain de temps par rapport à la POD peut se faire sur le alul de l'éhantillonagede la solution pour onstruire la base POD. Ainsi, l'objetif de e hapitre est demontrer la possibilité de l'APR d'engendrer la base néessaire pour la onstrutiondu système dynamique présenté dans le hapitre 2.La di�ulté de la mise en ÷uvre de l'APR sur les équations de Navier-Stokes provientde la formulation mixte du problème. Pour le mettre en avant, nous introduisantformellement la disrétisation en éléments �nis des équations de Navier-Stokes. Ainsion aboutit à l'équation suivante :




duh

dt
+Nh(uh,uh) + Ahuh +Bhph = fh

BTuh = 0
(5.1)où uh(t) ∈ Vh et ph ∈ Hh sont les espaes d'approximation assoiés au problème deNavier-Stokes , Nh(uh,uh) le terme issu de la disrétisation du terme non-linéaire,

Ah représente la partie linéaire et Bh la disrétisation de la pression. En�n, BTuh = 0traduit l'inompressibilité, pour plus de détails, se référer à [25℄. Pour avoir de bonnessolutions, il faut que les espaes Vh et Hh véri�ent la ondition inf-sup ou LBB :
∃α > 0 tel que
infqh∈Hh

supvh∈Vh

|(BT vh,qh)|
‖vh‖Vh

‖qh‖Hh

> α
(5.2)Ce problème intervient lorsque l'on étudie un problème en formulation mixte. Celàn'arrive pas ave la POD ar les veteurs de base obtenus par ette méthode sont à



92CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APRdivergene nulle. Ainsi, la projetion des équations de Navier-Stokes sur ette basepermet d'obtenir une équation pour la vitesse seule, don la ondition inf-sup n'in-tervient pas.Au ontraire, lorsque l'on e�etue une projetion des équations de Navier-Stokes surune base hilbertienne où les veteurs de base ne sont pas à divergene nulle (omme'est le as en éléments �nis), on obtient un problème disret mixte ouplant vitesseet pression et on sait que e e problème ne donne pas de bonnes solutions si laondition inf-sup n'est pas satisfaite [33, 45℄. Or, dans la phase de résolution duproblème réduit de l'APR, les veteurs ne sont pas à divergene nulle (ils le serontuniquement à onvergene, s'il y a onvergene) et don dans haque étape du pro-blème réduit on se trouve onfronté au problème signalé plus haut. Autrement dit,omment hoisir les bases APR sur la vitesse et sur la pression pour que la onditioninf-sup soit véri�ée ? Chinesta [22℄ avait onstaté e problème sur les équations deStokes stationnaires. Il a remédié à ette di�ulté en ne onsidérant un enrihis-sement de la base pour la pression que toutes les 3 itérations alors que la base devitesse est enrihie à haque itération.Dans e mémoire, nous proposons d'appliquer l'approhe APR sur une méthode dedisrétisation des équations de Navier-Stokes de type volumes �nis déouplant par-tiellement la vitesse et la pression par un algorithme de projetion. Ainsi, e hapitresera struturé de la façon suivante :
• La disrétisation des équations de Navier-Stokes utilisée pour la résolution dumodèle omplet et pour la onstrution de la base APR va être détaillée.
• Le ode, que l'on va appeler dans la suite par abus de language ode DNS vaensuite être validé sur l'exemple de la avité entraînée 2D.
• En�n, ette on�guration sera résolue à l'aide de la méthode APR.5.1 Modèle omplet5.1.1 Disrétisation des équations de Navier-StokesDans ette partie, on rappelle la disrétisation utilisant la méthode des volumes�nis. Notre hoix s'est porté vers ette méthode puisqu'elle présente l'avantage im-portant de disrétiser les équations de Navier-Stokes sous une forme onservative.Ainsi, ela permet notamment de pouvoir suivre des disontinuités omme des hos.Dans ette partie, on rappelle les prinipes fondamentaux de la méthode en préi-sant les hoix que nous avons faits, notamment au niveau des disrétisations spatialeet temporelle. Pour de plus amples informations et des détails sur la méthode desvolumes �nis, le leteur pourra se référer aux ouvrages de [26℄ et [53℄. A�n de dé-oupler vitesse et pression, une tehnique de projetion a également été utilisée. Elle



5.1. MODÈLE COMPLET 93sera détaillée dans e paragraphe.Tout d'abord, on rappelle les équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-pression, pour un �uide inompressible dans un domaine borné Ω de R2 :




∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u +

1

ρ
∇p = f dans Ω

div u = 0

u = g sur ∂Ω
+ onditions initiales (5.3)

où ν est la visosité inématique, ρ la masse volumique du �uide qui va être prisepar la suite égale à 1 pour des raisons de simpli�ation d'ériture, u = u(x, t) =

(u(x, y, t), v(x, y, t)) est la vitesse, p la pression, ∂Ω la frontière du domaine Ω et fles fores extérieures par unité de masse agissant sur le �uide. Dans notre as, esfores sont nulles.5.1.1.1 MaillageLa méthode des volumes �nis onsiste à disrétiser la forme intégrale du problèmeà résoudre sur des volumes de ontr�les, que l'on note par la suite Ωij . Le domaine
Ω est don partitionné en ellules de ontr�les de telle sorte que l'on ait Ω =

⋃
ij Ωijet Ωij

⋂
Ωkl 6= ∅ pour tout (i, j) 6= (k, l). Cette disrétisation est représentée surla �gure 5.1. Par ailleurs, le domaine a été disrétisé suivant un arrangement envariables oloalisées omme présenté sur la même �gure, 'est-à-dire que toutesles variables � vitesse u = (u, v) et pression p � ont été alulées aux entres desellules de ontr�le. Le hoix de l'arrangement en variable oloalisées par rapport

Ω ij
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pFig. 5.1 � Détails d'une ellule de ontr�le d'un maillage volumes �nis et shémaoloalisé utiliséaux variables déalées est essentiellement un hoix d'implémentation numérique. En



94CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APRe�et, dans e type de maillage, toutes les variables sont stokées au même noeudsalors que les grilles à maillage déalées stokent les variables u, v et p à des endroitsdi�érent du maillage, e qui introduit plusieurs ensembles de ellules de ontr�le, unpour haque variable. Traiter des géométries omplexes ave des maillages déalésdevient alors plus ompliqué, et l'extension à des exemples tridimensionels n'est pasaisée. Pourtant, e type de maillage est le plus populaire pare qu'il est réputé êtreplus e�ae dans la manière dont la vitesse et la pression sont ouplées. En e�et,l'utilisation de maillages oloalisés peut onduire à des gradients de pression nulsaux noeuds du maillage même s'il existe des osillations dans le hamp de pression,e qui n'est pas physique. Cependant, des progrès sur les shémas oloalisés ontété e�etués depuis la �n des années 90, omme le soulignent les auteurs de [52℄.Pour utiliser ette approhe et s'a�ranhir du problème expliqué avant, une �astue�dans le alul des �ux inspirée de Patankar [51℄ et Peri¢ et al. [53℄ a été utilisée avesuès par Faure [27℄ dans le as de la avité entraînée. C'est ette astue que nousutiliserons dans notre travail.
5.1.1.2 Disrétisation temporelleLes méthodes de disrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes sonttrès diverses. D'une façon générale, les shémas de résolution faisant intervenir deuxitérations temporelles suessives, que l'on notera (•)n et (•)n+1 pour une variablequelonque (•), sont les plus populaires. Dans ette atégorie, on trouve le shémaexpliite, onditionnellement stable mais faile à implémenter numériquement, etles shémas Euler impliite et Crank-Niholson plus di�iles à mettre en ÷uvre etqui requièrent plus de mémoire mais qui ont l'avantage d'être inonditionnellementstables. Le shéma de Crank-Niholson étant d'ordre 2 alors que le shéma impliiten'est que du premier ordre, nous avons hoisi dans notre étude de l'utiliser pourla disrétisation temporelle des termes di�usifs et de pression. Le terme onvetif,quant à lui, peut être linéarisé, ou pris omplètement expliite1 pour résoudre leséquations de Navier-Stokes. Dans notre as, e terme a été disrétisé à l'aide d'unshéma d'Adams-Bashforth, shéma multipoints qui fait intervenir les deux pas detemps préédents n et n−1, lui aussi du seond ordre. Une expliation plus détailléedes shémas Adams peut être trouvée dans l'ouvrage de Peri¢ [53℄.Les équations de Navier-Stokes (5.3) sont don rérites en utilisant es di�érentes1'est su�sant dans les appliations qui nous intéressent. Cependant, pour des étudessur les bifurations, il est néessaire de onserver le aratère non-linéaire des équations deNavier-Stokes.



5.1. MODÈLE COMPLET 95disrétisations temporelles, on obtient alors :




un+1 − un

∆t
− B(un,un+1, pn, pn+1) + C(un,un−1) = 0

div un+1 = 0

un+1
|∂Ω = g

+ ondition initiale (5.4)Où B(un,un+1, pn, pn+1) est le terme linéaire regroupant les termes di�usifs et depression, et C(un,un−1) est le terme onvetif. On a don :
B(un,un+1, pn, pn+1) = ν∆

(
un+1 + un

2

)
+∇

(
pn+1 + pn

2

) (5.5)
C(un,un−1) =

3

2
(un · ∇)un − 1

2
(un−1 · ∇)un−1 (5.6)5.1.1.3 Deouplage vitesse-pressionLorsque l'on disrétise les équations de Navier-Stokes (5.3), on a le hoix deonsidérer omme inonnue du problème le ouple (u, p) ou alors de déoupler lavitesse et la pression. Or, il a été a maintes reprises onstaté que onsidérer lesdeux inonnues ouplées pose des problèmes numériquement puisque la matrie [A]obtenue lors de la disrétisation est mal onditionnée. Le problème a néanmoins ététraîté sous ette forme et les résultats obtenus par ette approhe seront présentésdans le paragraphe 5.2.2. On verra en e�et que la matrie mal onditionnée onduit àune mauvaise résolution du problème, même pour des nombres de Reynolds faibles.Dans tous les autres as présentés dans e travail, un algorithme de projetion a étémis en plae pour déoupler la vitesse et la pression. Une liste assez omplète peutêtre onsultée dans Guermond et Shen [32℄ mais dans ette étude, seul le shémade Van Kahn a été utilisé. Faure [27℄ utilise e shéma de Van Kahn et obtient desrésultats satisfaisants dans le as de la avité entraînée 2D.De manière générale, les algorithmes de projetion appartiennent à la atégoriedes méthodes de prédition-orretion. Dans un premier temps, 'est l'équation dela onservation de quantité de mouvement qui est résolue seule en onsidérant unepression initiale estimée, en général on prend la pression au pas de temps préédent.L'inonnue de ette équation est la vitesse ũ que l'on appellera par la suite vitesseintermédiaire ou vitesse estimée. On doit don résoudre l'équation suivante :

ũn − un

∆t
− ν∆

(
ũn + un

2

)
+ C(un,un−1) +∇pn = 0 (5.7)où la vitesse intermédiaire véri�e également les onditions aux limites de Dirihlet :

ũ|∂Ω = g (5.8)



96CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APRCette vitesse doit alors être orrigée en utilisation le système d'équations suivant :




un+1 − ũn

∆t
= −1

2
∇p̃

div un+1 = 0
(5.9)où p̃ = pn+1 − pn. Pour aluler la orretion de pression p̃, on prend la divergenede l'équation (5.9) qui donne, en utilisant le fait que la divergene de la vitesse aupas de temps n + 1 est nulle, l'équation de Poisson suivante pour la pression :

∆p̃ =
2

∆t
div ũn (5.10)où p̃ respete des onditions aux limites de type Neumann. En e�et, en utilisant(5.9) prolongée sur le bord, on a :

(un+1 − ũn) · n
∣∣
∂Ω

= −∆t

2
∇p̃ · n

∣∣∣∣
∂Ω

(5.11)où n est la normale sortante au volume de ontr�le Ω. Or on a :
un+1 · n

∣∣
∂Ω

= ũn · n|∂Ω = g (5.12)d'où �nalement on obtient :
∂p̃

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 (5.13)En résumé, la démarhe adoptée par l'algorithme de Van Kahn que l'on va utiliserpar la suite dans tous nos aluls peut se résumer de la façon suivante :1. L'équation de onservation de la quantité de mouvement pour la vitesse es-timée ũ (5.7) est résolue en utilisant des onditions aux limites de Dirihlet(5.8).2. L'équation de Poisson pour la orretion de pression p̃ (5.10) est résolue enutilisant des onditions aux limites de Neumann (5.13).3. La vitesse est alors orrigée suivant l'expression (5.9) où la divergene nulleest assurée par la résolution de l'équation de Poisson.5.1.1.4 Disrétisation spatiale par volumes �nisOn présente ii les di�érents hoix de disrétisation spatiale que nous avonse�etués en suivant l'algorithme de projetion. Ainsi, la formulation en volumes�nis s'obtient en intégrant les équations (5.7) et (5.9) sur les volumes de ontr�le
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Ωij dé�nis lors de la disrétisation, omme indiqué sur la �gure 5.1 :





∫

Ωij

[
ũn − un

∆t
− ν∆

(
ũn + un

2

)
+ C(un,un−1) +

1

ρ
∇pn

] dΩ = 0
∫

Ωij

[
∆p̃− 2

∆t
div ũn

] dΩ = 0

ũ|∂Ω = g

∂p̃

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0

(5.14)
Tout d'abord, on rérit l'expression de l'intégrale du terme instationnaire sur levolume de ontr�le Ωij . :

∫

Ωij

un+1 − un

∆t
dΩ ≃ Ωij

un+1
ij − un

ij

∆t
(5.15)Les intégrales de volumes intervenant dans la formulation (5.14) se ramène alors à desintégrales sur les surfaes. On obtient ainsi l'expression suivante pour la onservationde la quantité de mouvement :

|Ωij|
ũn

ij − un
ij

∆t
=

∫

∂Ωij

[[
ν

2
∇(ũn + un)− 1

ρ
pn

]
· n− 3

2
un(un · n) +

1

2
un−1(un−1 · n)

] dS(5.16)où |Ωij | =
∫
Ωij

dΩ représente la mesure de Ω.Pour aluler les intégrales de surfae, on introduit le �ux F d'une quantité
f = ϕ.n à travers les surfaes d'un volume de ontr�le Ωij :

F =

∫

∂Ωij

f dS ≃∑
k

Fk ≃
∑

k

∫

∂Ωk
ij

f dS (5.17)où ∂Ωk
ij représente la surfae entre deux noeuds de alul, Fk représente le �ux dela variable f à travers la surfae Sk, respetivement k prend les valeurs 'e', 'w', 'n'et 's' pour les surfaes situées entre les points de ontr�le P et E, W et P, P et N,et en�n S et P (voir �gure 5.1). L'approximation de l'intégrale de surfae que nousavons hoisie est la méthode des retangles exprimée omme suit pour la surfae

∂Ωk
ij :

Fk =

∫

∂Ωk
ij

f dS ≈ fkSk (5.18)où fk est la valeur au milieu de la surfae Sk, approximée par un shéma entré àl'aide des deux points alentours, e qui permet d'avoir une approximation du seondordre de l'intégrale de surfae.Pour l'intégrale sur la surfae 'e' par exemple, on va don avoir (voir shéma 5.1) :
∫

∂Ωe
ij

f dS ≈ feSe ≃
fP + fE

2
Se =

fij + fi+1j

2
Se (5.19)



98CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APROn obtient des expressions similaires pour les autres surfaes de la ellule de ontr�le.On rérit don les di�érents termes de l'équation (5.14) en utilisant ette approxi-mation et en onsidérant le maillage régulièrement espaé (on peut don érire danse as : Se = Sw = ∆y et Sn = Ss = ∆x) suivant ex et ey, où ex et ey sont lesveteurs unitaires suivant x et y. On obtient alors :
• Pour le terme di�usif :
∫

∂Ωij

ν∇u · n dS ≃
∑

k

∫

∂Ωk
ij

ν∇u · n dS ≈∑
k

ν(∇u)k · n Sk

≃ ν

((
∂u

∂x

)

|e

Se −
(
∂u

∂x

)

|w

Sw +

(
∂u

∂y

)

|n

Sn −
(
∂u

∂y

)

|s

Ss

)

≈ ν

(
ui+1j − uij

∆x
∆y − uij − ui−1j

∆x
∆y

+
uij+1 − uij

∆y
∆x− uij − uij−1

∆y
∆x

)

• Le gradient de pression s'érit quant à lui :
∫

∂Ωij

p · n dS ≃
∑

k

∫

∂Ωk
ij

p · n dS
≃ (peSe − pwSw) · ex + (pnSn − psSs) · ey

• Pour le terme onvetif, il vient :
∫

∂Ωij

u(u · n) dS ≃
∑

k

∫

∂Ωk
ij

u(u · n) dS
≃ (u · u)|eSe − (u · u)|wSw + (u · v)|nSn − (u · v)|sSs

≈
(
F u

e

ui+1j + uij

2
− F u

w

uij + ui−1j

2

+ F v
n

uij+1 + uij

2
− F v

s

uij + uij−1

2

)
· ex

+

(
F u

e

vi+1j + vij

2
− F u

w

vij + vi−1j

2

+ F v
n

vij+1 + vij

2
− F v

s

vij + vij−1

2

)
· ey

• La divergene de la vitesse s'érit quant à elle :
∫

Ωij

div ũ dΩ =

∫

∂Ωij

ũ · n dΩ

≃
∑

k

F̃ u
k = F̃ u

e − F̃ u
w + F̃ v

n − F̃ v
soù l'on a introduit les expressions des �ux de vitesse F u

k (resp. les �ux devitesse estimée F̃ u
k ) à travers la surfae Sk. On fait don intervenir les �ux de



5.1. MODÈLE COMPLET 99vitesses à travers les surfaes Se et Sw : F u
e et F u

w , et à travers les surfaes Snet Ss : F v
n et F v

s et es �ux seront alulés en utilisant l'approximation (5.19)dérite auparavant. Pour le �ux à traver la surfae 'e' par exemple, on a :
F u

e =
uij + ui+1j

2
∆y (5.20)et les autres �ux s'obtiennent de façon similaire.

• En�n, le laplaien de pression qui intervient dans l'équation de Poisson s'éritde la même façon que le laplaien de la vitesse, à savoir :
∫

Ωij

∆p̃ dΩ =

∫

∂Ωij

∇p̃ · n dS
≃

∑

k

∫

∂Ωk
ij

∇p̃ · n dS ≈∑
k

(∇p̃)k · n Sk

≃
((

∂p̃

∂x

)

|e

Se −
(
∂p̃

∂x

)

|w

Sw +

(
∂p̃

∂y

)

|n

Sn −
(
∂p̃

∂y

)

|s

Ss

)

≈
(
p̃i+1j − p̃ij

∆x
∆y − p̃ij − p̃i−1j

∆x
∆y +

p̃ij+1 − p̃ij

∆y
∆x− p̃ij − p̃ij−1

∆y
∆x

)

Toutes es approximations ont été injetées dans le système d'équations (5.14). Ainsi,l'algorithme de projetion de Van Kahn disrétisé s'érit :1. On résout l'équation de quantité de mouvement pour la vitesse intermédiaire ũ.
• On a don, sur ex :
|Ωij |

ũn
ij − un

ij

∆t
− ν

2

(
ũn

i+1j − ũn
ij

∆x
∆y − ũn

ij − ũn
i−1j

∆x
∆y +

ũn
ij+1 − ũn

ij

∆y
∆x

− ũn
ij − ũn

ij−1

∆y
∆x

)

=
ν

2

(
un

i+1j − un
ij

∆x
∆y − un

ij − un
i−1j

∆x
∆y +

un
ij+1 − un

ij

∆y
∆x

− un
ij − un

ij−1

∆y
∆x

)

− 3

2

(
F un

e

un
i+1j + un

ij

2
− F un

w

un
ij + un

i−1j

2

+ F vn

n

un
ij+1 + un

ij

2
− F vn

s

un
ij + un

ij−1

2

)

+
1

2

(
F un−1

e

un−1
i+1j + un−1

ij

2
− F un−1

w

un−1
ij + un−1

i−1j

2

+ F vn−1

n

un−1
ij+1 + un−1

ij

2
− F vn−1

s

un−1
ij + un−1

ij−1

2

)

− ∆y

2
(pn

i+1j − pn
i−1j) (5.21)
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• Et sur ey :

|Ωij|
ṽn

ij − vn
ij

∆t
− ν

2

(
ṽn

i+1j − ṽn
ij

∆x
∆y − ṽn

ij − ṽn
i−1j

∆x
∆y +

ṽn
ij+1 − ṽn

ij

∆y
∆x

− ṽn
ij − ṽn

ij−1

∆y
∆x

)

=
ν

2

(
vn

i+1j − vn
ij

∆x
∆y − vn

ij − vn
i−1j

∆x
∆y +

vn
ij+1 − vn

ij

∆y
∆x

− vn
ij − vn

ij−1

∆y
∆x

)

− 3

2

(
F un

e

vn
i+1j + vn

ij

2
− F un

w

vn
ij + vn

i−1j

2

+ F vn

n

vn
ij+1 + vn

ij

2
− F vn

s

vn
ij + vn

ij−1

2

)

+
1

2

(
F un−1

e

vn−1
i+1j + vn−1

ij

2
− F un−1

w

vn−1
ij + vn−1

i−1j

2

+ F vn−1

n

vn−1
ij+1 + vn−1

ij

2
− F vn−1

s

vn−1
ij + vn−1

ij−1

2

)

− ∆x

2
(pn

ij+1 − pn
ij−1) (5.22)On note qu'un algorithme de gradient bionjugué a été utilisé ii.2. On alule la orretion de pression p̃ en résolvant2 l'équation de Poisson :

p̃i+1j − p̃ij

∆x
∆y − p̃ij − p̃i−1j

∆x
∆y +

p̃ij+1 − p̃ij

∆y
∆x− p̃ij − p̃ij−1

∆y
∆x

=
2

∆t
(F̃ u

e − F̃ u
w + F̃ v

n − F̃ v
s ) (5.23)où l'on a noté F̃ uk le �ux assoié à la vitesse intermédiaire au travers de lasurfae k.3. La vitesse est orrigée, don on alule un+1 et on update les �ux à l'aide desrelations suivantes :

|Ωij |
un+1 − ũn

∆t
= − 1

2ρ

(
∆y

2
(p̃i+1j − p̃i−1j)ex +

∆x

2
(p̃ij+1 − p̃ij−1)ey

) (5.24)et
F̃ u

e − F̃ u
w

∆t
= −1

2
∆y

p̃i+1j − p̃ij

∆x
(5.25)

F̃ v
n − F̃ v

s

∆t
= −1

2
∆x

p̃ij+1 − p̃ij

∆y
(5.26)2également ave un algorithme de gradient bionjugué



5.1. MODÈLE COMPLET 1015.1.1.5 Calul des �ux intermédiairesLa ritique souvent faite aux shémas oloalisés par rapport aux shémas déalésest la mauvaise ondition de ouplage entre la vitesse et la pression. Celà a éténumériquement mis en évidene par Patankar [51℄, Peri¢ et al. [53℄ ou enore plusréemment par Faure dans [27℄. Dans la partie préédente, on a introduit les �uxdes vitesses intermédiaire et l'interpolation linéaire utilisée pour le alul de es �uxest à l'origine des problèmes numériques renontrés. En e�et, lorsque le nombre deReynolds augmente, la pression et les vitesses ne sont plus su�samment ouplées,omme elà est très bien expliqué dans [27℄. Si on alule les �ux intermédiaires àl'aide de l'interpolation linéaire (5.20) :
F̃ u

e =
ũij + ũi+1j

2
∆y (5.27)où ũij est solution de l'équation (5.21). La ontribution de la pression dans le �ux

F̃ u
e vaut alors :

−
(

∆x∆y

∆t
+ ν

∆y

∆x
+ ν

∆x

∆y

)−1
∆y

4
(pn

i+2j + pn
i+1j − pn

ij − pn
i−1j) (5.28)e qui implique que la ontribution de la pression dans le terme (F̃ u

e − F̃ u
w) dansle seond membre de l'équation de Poisson (5.23) est pn

i+2j − 2pn
ij − pn

i−2j . Ainsi, lespressions des noeuds (i+ 1, j) et (i− 1, j) n'interviennent pas dans la divergene dela vitesse, e qui sous-entend que la vitesse et la pression sont déouplées dans eas. A�n de surmonter e problème, les auteurs de [27, 53℄ proposent de realulerles �ux intermédiaires en modi�ant la ontribution de pression dans la vitesse inter-médiaire. Au lieu de onsidérer l'expression entrée de la pression, on onsidère uneontribution upwind. Si l'on note :
˜̃uij = ũij + β

∆y

2
(pn

i+1j − pn
i−1j) (5.29)où β =

(
∆x∆y

∆t
+ ν

∆y

∆x
+ ν

∆x

∆y

)−1, on obtient alors :
F̃ u

e =

[˜̃ui+1j + ˜̃uij

2
− β∆y(pn

i+1j − pn
ij)

]
∆y (5.30)Cette astue numérique a pour onséquene de oupler plus e�aement vitesse etpression dans l'équation de Poisson. Comme e n'est pas le propos de e travail,le leteur trouvera une expliation plus détaillée dans [27℄. Dans toute la suite del'étude, 'est e alul des �ux qui a été utilisé.



102CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APR5.2 Validation du modèle omplet pour l'éoulementdans une avité entraînée 2D5.2.1 Problème étudiéLa validation du ode a été e�etuée en étudiant la on�guration de la avitéentraînée 2D. Cet exemple, souvent traîté dans la littérature, voir [5, 17, 27, 30℄,est intéressant du fait de sa géométrie simple à mettre en ÷uvre et de l'abondanede résultats, numériques mais aussi expérimentaux, sur les di�érents régimes ren-ontrés. C'est par ailleurs un bon as test puisque la physique de e problème estrihe. Le problème possède une solution stationnaire pour des nombres de Reynoldsfaibles. On observe par ailleurs une bifuration de Hopf située, selon les auteurs, auxalentours de Re = 8000, où le nombre de Reynolds est basé sur la longueur de laavité et la vitesse d'entraînement du �uide3. Pour un nombre de Reynolds égal à10000, la solution que l'on trouve est alors instationnaire et périodique. Pour revenirà la on�guration, il s'agit d'un domaine arré unitaire (L = 1) où l'on impose unevitesse d'entraînement sur la paroi horizontale supérieure alors que toutes les autressont �xes, omme présenté sur la �gure 5.2. Celà orrespond don aux onditionsPSfrag replaements

ex

ey

L

L

u = 1
v = 0

u = 0
v = 0

u = 0
v = 0

u = 0
v = 0

Fig. 5.2 � Con�guration de la avité entraînée 2Daux limites suivantes :




gu(0, y) = gu(1, y) = gu(x, 0) = 0

gv(0, y) = gv(1, y) = gv(x, 0) = gv(x, 1) = 0

gu(x, 1) = 1

(5.31)3on note que la longueur L et la vitesse d'entraînement restent �xes, 'est don lavisosité inématique ν qui pilote le nombre de Reynolds.



5.2. VALIDATION DU MODÈLE COMPLET POUR L'ÉCOULEMENT DANSUNE CAVITÉ ENTRAÎNÉE 2D 1035.2.2 Résultats numériques5.2.2.1 Cas stationnairesLe ode a don été validé dans un premier temps sur les régimes stationnaires dela avité entraînée. Ainsi, nous avons alulé les solutions pour un nombre de Rey-nolds valant suessivement, Re = 100, Re = 1000, Re = 3200 et en�n Re = 5000.Les résultats obtenus ont alors été omparé aux résultats de Ghia et al. [30℄, souventités omme résultats de rérérene pour la on�guration de la avité entraînée. Leritère de onvergene utilisé pour déterminer si le alul est onvergé s'est e�etuésur l'énergie inétique totale dé�nie omme suit :
E =

1

2

∫

Ω

‖u‖2 dΩ (5.32)et alulée sur le maillage de taille nx × ny de la façon suivante :
E ≈ 1

2

nx∑

i=1

ny∑

j=1

(u2
ij + v2

ij)Ωij (5.33)En pratique, on arrète don les aluls dès lors que l'on obtient, entre deux itérationsde alul k et k + 1 :
|Ek − Ek+1| < ε (5.34)Dans la pratique, on a hoisi ε = 10−4.Résolution des équations de Navier-Stokes ave vitesse-pression ouplées.Dans e paragraphe, on s'intéresse à la résolution direte du problème (5.3), 'est-à-dire en onsidérant le problème (u, p) ouplé. Comme on l'a mentionné dans leparagraphe 5.1.1.3, des problèmes numériques surviennent lorsque l'on essaie detraiter les équations de Navier-Stokes entièrement ouplées pare que la matrieissue de la disrétisation est mal onditionnée. On préise ii que le alul, e�etuéde façon direte, diverge si l'on ne pénalise pas la pression. Les résultats présentésdans e paragraphe ont don été obtenus en résolvant, à la plae de l'équationd'inompressibilité, l'équation suivante :
div u− 1

κ
p = 0 (5.35)où κ −→ ∞ est le oe�ient de pénalisation, qui en pratique a été pris égal à

κ = 10−5. Dans e as, on doit alors résoudre l'équation de quantité de mouvementdu système (5.3) et l'équation d'inompressibilité pénalisée (5.35). Ce problème aété disrétisé par la méthode des volumes �nis présentée dans le début du hapitre et
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(a) Pro�ls de vitesse horizontale (b) Pro�ls de vitesse vertialeFig. 5.3 � Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développé(�) et eux de Ghia (•) [30℄ pour Re = 100

(a) Pro�ls de vitesse horizontale (b) Pro�ls de vitesse vertialeFig. 5.4 � Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développé(�) et eux de Ghia (•) [30℄ pour Re = 1000



5.2. VALIDATION DU MODÈLE COMPLET POUR L'ÉCOULEMENT DANSUNE CAVITÉ ENTRAÎNÉE 2D 105le problème a été résolu pour deux nombres de Reynolds assez faibles, typiquementon a hoisi Re = 100 et Re = 1000. Ainsi, la �gure 5.3 présente les pro�ls de vitessedans les axes médians de la avité à Re = 100 en omparaison ave les résultats deGhia.Sur ette �gure, on onstate que la vitesse est orretement alulée par notre ode.De plus, la �gure 5.4 présente la même omparaison pour un nombre de Reynoldsplus élevé. On onstate dans e as que la résolution ouplée des équations de Navier-Stokes ne permet pas d'obtenir une bonne estimation de la vitesse. La �gure 5.5

(a) Pression pour Re = 100 (b) Pression pour Re = 1000Fig. 5.5 � Isolignes de pression pour Re = 100 et Re = 1000montre alors les hamps de pression obtenus pour es deux aluls. On onstatesur ette �gure que, même à Re = 100, la pression est assez mal déterminée. Ene�et, on observe des osillations non-physiques de la pression. On se rend alorsompte que 'est la détermination de la pression qui est ruiale pour obtenir unevitesse orrete. Par la suite, on utilisera alors l'algorithme déouplant la vitesse etla pression présenté dans la partie 5.1.1.3.Résolution par déouplage vitesse-pression. La �gure 5.6 présente les pro�lsde vitesse dans les axes médians de la avité pour les quatre nombres de Reynoldsétudiés. La �gure 5.6(a) montre l'évolution de la omposante vertiale de la vitessesuivant x pour y = 0.5 alors que la �gure 5.6(b) montre l'évolution de la omposantehorizontale de la vitesse suivant y pour x = 0.5. On onstate ave es deux résultatsque le ode omplet est apable de reproduire les solutions stationnaires de l'éou-lement. Pour s'assurer de la validité des résultats, on représente également sur les�gures 5.7 et 5.8 respetivement les isolignes de pression et les lignes de ourant del'éoulement pour les quatre valeurs du nombre de Reynolds étudiées. Tout d'abord,par rapport aux résultats présentés sur la �gure 5.5 pour la résolution du problèmeouplé, on onstate que la pression est mieux estimé, 'est-à-dire que dans le asde la résolution déouplée, on n'observe plus d'osillations de pression. Les résultats
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(b) Pro�ls de vitesse vertialeFig. 5.6 � Comparaison entre les pro�ls de vitesse obtenus par le ode développé eteux de Ghia [30℄

(a) Pression pour Re = 100 (b) Pression pour Re = 1000

() Pression pour Re = 3200 (d) Pression pour Re = 5000Fig. 5.7 � Isolignes de pression pour les di�érents nombres de Reynolds stationnaires



5.2. VALIDATION DU MODÈLE COMPLET POUR L'ÉCOULEMENT DANSUNE CAVITÉ ENTRAÎNÉE 2D 107pour la pression sont par ailleurs onformes aux résultats de la littérature, ommeprésentés par exemple dans [17, 27℄. En�n, les lignes de ourant aratérisent l'éou-lement pour les di�érents régimes stationnaires. A Re = 100, on observe un petitvortex en bas à droite de la avité qui grandit à mesure que le nombre de Reynoldsroît. De plus, à partir de Re = 1000, un autre vortex se forme en bas à gauhe dela avité, alors que le vortex prinipal situé au entre de la avité est déjà formé.

(a) Lignes de ourant pour Re = 100 (b) Lignes de ourant pour Re = 1000

() Lignes de ourant pour Re = 3200 (d) Lignes de ourant pour Re = 5000Fig. 5.8 � Lignes de ourant pour les di�érents nombres de Reynolds stationnaires
En�n, à Re = 5000, on observe trois zones de reirulation, en bas à gauhe et àdroite, mais également en haut à gauhe, due à la vitesse d'entraînement de la faesupérieure. Ces observations sont onformes à elles trouvées dans la littérature.



108CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APR5.2.3 Cas instationnaireDans e paragraphe, on présente les résultats obtenus par le alul DNS pour unnombre de Reynolds Re = 10000. Les résultats sont analysés une fois que l'énergieinétique totale E dé�nie par l'équation (5.33) osille autour d'une valeur moyenne.En e�et, au delà de la bifuration de Hopf, on observe une solution instationnairepériodique. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à l'évolution tem-porelle des grandeurs de l'éoulement à quelques noeuds de alul hoisis dans lesreirulations. La �gure 5.9 montre ainsi l'évolution de la omposante horizontalede la vitesse au point de oordonnées (0.47, 0.86).

(a) Composante horizontale u (b) Composante vertiale vFig. 5.9 � Evolution de u et v au point (0.47, 0.86) au ours du tempsCette �gure on�rme bien le fait qu'à Re = 10000, on observe une solution pério-dique. Une leture préise de l'évolution temporelle des grandeurs de l'éoulementaboutit à une période valant T ≈ 1.51s, e qui est légèrement inférieur à l'évaluationde Bruneau et al. [17℄ qui annonent une période prinipale de T = 1.64s. Cette lé-gère di�érene peut s'expliquer par le fait qu'ils utilisent des shémas d'ordre élevésur des maillages plus �ns.La �gure 5.10 montre l'évolution de la solution sur une période prinipale enterme de lignes de ourant. On retrouve bien les omportements dérits dans [4, 17,20℄. On observe dans le oin en bas à gauhe deux strutures qui se déplaent ensuivant le gros vortex entral pour venir s'apparier au bout de t ≈ 0.35s. De la mêmefaçon, une petite struture est périodiquement inorporée dans la grande struuresituée en haut à gauhe de la avité (à t = 0.7s). La pression évolue également defaçon périodique, son évolution est représentée sur la �gure 5.11. On onstate quepour e nombre de Reynolds, on n'observe toujours pas d'osillations de pression.Toutes es résultats nous permettent ainsi de valider le ode qui a présent peut êtreutilisé pour la méthode APR.
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(a) t = 0s (b) t = 0.3s

() t = 0.7s (d) t = 0.9s

(e) t = 1.3s (f) t = 1.5sFig. 5.10 � Lignes de ourant de l'éoulement sur une période pour Re = 10000
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(a) t = 0s (b) t = 0.3s

() t = 0.9s (d) t = 1.5sFig. 5.11 � Isolignes de la pression sur une période pour Re = 10000



5.3. LA MÉTHODE APR POUR LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES 1115.3 La méthode APR pour les équations de Navier-StokesDans le hapitre 4, on a présenté la méthode APR pour des équations de transfertet montré les performanes de ette approhe. Si l'on pouvait résoudre les équationsde Navier-Stokes diretement, alors on pourrait utiliser la formulation du hapitre4. Au vu des résultats présentés dans le paragraphe préédent, on onstate queonsidérer la vitesse et la pression ouplées pose des problèmes quand le nombrede Reynolds est grand. Par rapport à l'algorithme dit traditionnel 1, il faut donmodi�er ertaines étapes en suivant la démarhe de déouplage de vitesse-pressionque l'on a présentée dans le début de e hapitre.Dans e paragraphe, nous présentons don et algorithme modi�é qui suit toutes lesétapes de l'algorithme de projetion de Van Kahn.5.3.1 La méthode APR adaptée au shéma de projetionPour la résolution des équations, on a hoisi de déoupler la vitesse et la pressionave l'algorithme de projetion de Van Kahn. La méthode APR a pour but derésoudre des équations de taille réduite en déterminant des bases de leurs solutions.De e fait, on va dé�nir une base pour la vitesse estimée ũ notée φu(x) et une basepour la orretion de pression p̃ notée φp(x) qui vont être les bases de projetiondes di�érentes équations utilisées par l'algorithme de projetion. L'algorithme seprésente don sous la forme suivante :1. Pour la phase d'initialisation, on onsidèrera les bases initiales pour la vitesseet la pression égales aux onditions initales respetives.2. Ensuite l'algorithme de projetion prend d'abord en onsidération l'équationde quantité de mouvement (5.7) pour la vitesse estimée ũ. On herhe alors lasolution de ette équation omme déomposition sur la base de vitesse φu(x) :
ũ(x, t) =

Nu∑

l=1

ãl(t)φ
u
l (x) (5.36)où Nu est le nombre de veteurs propres de la base APR pour la vitesseestimée. En rérivant l'équation (5.7) en utilisant la déomposition i-dessuset en projetant sur la base de vitesse, on obtient l'équation réduite pour lesoe�ients temporels de la vitesse estimée suivante :

Nu∑

l=1

(
1

∆t
φu

l −
ν

2
∆φu

l ,φ
u
m

)
ãl =

(
Su(un,un−1, pn),φu

m

) (5.37)



112CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APRoù Su(un,un−1, pn) est le seond membre de l'équation de quantité de mouve-ment réduite qui ne dépend que des grandeurs aux instants passés. Il s'érit :
Su(un,un−1, pn) =

ν

2
un − C(un,un−1)− 1

ρ
∇pn (5.38)3. La résolution de l'équation (5.37) fournit les ãn, pour tout n = 1, · · · ,N e quinous permet alors de reonstruire la vitesse estimée.4. La vitesse doit ensuite être orrigée à l'aide de la relation (5.9) où la orretionde pression p̃ est obtenue en résolvant l'équation de Poisson (5.10). En pratique'est ette équation qui est la plus oûteuse à résoudre. On va alors résoudreii une équation de Poisson réduite en onsidérant la déomposition de laorretion de pression sur la base φp(x) :

p̃(x, t) =

Np∑

l=1

b̃l(t)φ
p
l (x) (5.39)où Np est le nombre de veteurs propres de la base APR pour la orretion depression. L'équation de Poisson réduite est don là enore obtenue en rérivantl'équation de Poisson omplète en utilisant la déomposition de la orretionde Pression i-dessus et en la projetant sur la base de pression, on obtientalors :

Np∑

l=1

(∆φp
l (x),φp

m(x)) b̃l = (Sp(ũ),φp
m(x)) (5.40)où Sp(ũ) est le seond membre de l'équation de Poisson réduite ne dépendantque de la valeur préédemment alulée de la vitesse estimée. Il s'érit :

Sp(ũ) =
2

∆t
div ũ (5.41)5. l'équation de Poisson réduite est alors résolue e qui fournit les oe�ientstemporels de la orretion de pression b̃n. Connaissant es oe�ients, on re-onstruit don la orretion de pression p̃.6. La vitesse est alors orrigée en utilisant (5.9), et la pression est alulée à l'aidede pn+1 = pn + p̃On e�etue ette démarhe de projetion réduite pour tout l'intervalle de temps

T onsidéré, et à la �n de l'intervalle, de la même façon que pour une équationde transfert quelonque (voir hapitre 4), on e�etue les étapes d'amélioration etd'enrihissement sur respetivement les bases de vitesse et de pression, en utilisantles résidus et matries de orrélation respetivement à l'équation (5.37) de quantitéde mouvement réduite et à l'équation (5.40) de Poisson réduite. Ensuite, on revientà l'étape 1 jusqu'à e que le alul soit onvergé.On note que les bases que l'on a alulées φu(x) et φp(x) sont les bases respetives



5.3. LA MÉTHODE APR POUR LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES 113de la vitesse estimée ũ(x, t) et de la orretion de pression p̃(x, t) et non les basesde la vitesse u(x, t) et de la pression p(x, t), e qui est gênant pour la onstrutiondu système dynamique. Puisque la méthode APR permet de déterminer la solution
u(x, t) des équations de Navier-Stokes sur un intervalle T , on e�etue une snapshotPOD sur des éhantillons issus de l'APR sur ette période, et la base que l'on vaobtenir sera alors une base POD ave toutes les propriétés qui ont été mentionnéesdans la partie introdutive sur la rédution de modèle.5.3.2 Système dynamiqueComme on l'a présenté dans le hapitre 4 pour le as de l'équation de onvetion-di�usion 2D, l'intérêt de la méthode APR réside dans le fait qu'elle est apable deréduire l'erreur introduite par la résolution du système dynamique. Or, dans le asdes équations de Navier-Stokes un problème supplémentaire survient : le traitementde la pression dans e système dynamique. En e�et, si l'on veut e�etuer une APRsur le hamp obtenu par le système dynamique, on a besoin d'une pression de départ,qui n'est pas fournie par le système dynamique.On rappelle i-dessous l'expression du système dynamique4 :

dai

dt
=

N∑

j=1

N∑

k=1

Cijkajak +
N∑

j=1

Bijaj +Di (5.42)La résolution de e système d'équations fournit les oe�ients temporels an(t) avelesquels on peut reonstruire la vitesse selon l'équation5 :
u(x, t) =

Nu∑

l=1

al(t)φ
u
l (x) (5.43)C'est alors e hamp de vitesse que l'on onsidère omme ondition initiale pour laméthode APR. Pour onstruire la ondition initiale pour la pression, on utilise sadéomposition sur la base de pression6 :

p(x, t) =

Np∑

l=1

bl(t)φ
p
l (x) (5.44)4les oe�ients du système dynamiques sont eux donnés dans le hapitre 2, équation(2.57)5on note ii que la base φu

n(x) n'est pas la même que dans le paragraphe préédent,elle-i orrespond à la déomposition de la vitesse et non de la vitesse estimée.6par ontre la base pour la pression est la même que pour la orretion de pression p̃puisque l'on a la relation p̃ = pn+1 − pn



114CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APREn prenant la divergene de l'équation de quantité de mouvement (on rappelle quel'on a toujours ρ = 1), on obtient l'équation de Poisson suivante pour la pression :
∆p = −∇ · (u · ∇u) (5.45)On rérit ette expression en tenant alors ompte des déompositions (5.43) et (5.44).Après projetion sur la base de la pression, on obtient alors :

Np∑

k=1

(∆φp
k(x),φp

l (x)) bk(t) =

(
∇.
[

Nu∑

i=1

Nu∑

j=1

ai(t)aj(t)φ
u
i (x)∇φu

j (x)

]
,φp

l (x)
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](5.47)où tr[•] représente l'opérateur trae. Finalement, l'expression (5.46) se rérit :
Mlkbk(t) = Lijlai(t)aj(t) (5.48)où :
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) (5.49)Cette relation permet don de aluler les oe�ients temporels pour la base depression qui vont ainsi permettre de reonstruire une pression initiale pour pouvoirappliquer l'APR. La démarhe d'avanement temporel qui est envisagée sera alorsla même que elle proposée pour l'équation de onvetion-di�usion dans le hapitre4.5.3.3 Appliation de l'APR à la avité entraînéeDans ette partie, on présente les résultats obtenus par la méthode APR sur laon�guration de la avité entraînée présentée dans la partie 5.2.1. Les paramètresde alul utilisés ii sont les suivants :

• le domaine a été disrétisé en 250× 250 ellules de ontr�le,
• le pas de temps a été pris égal à ∆t = 10−3s et la solution a été alulée surun intervalle T = 100∆t = 0.1s,
• le ritère de onvergene pour la vitesse εu a été �xé à εu = 5.10−7 et eluipour la pression vaut εp = 10−4,
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• les oe�ients de séletion pour l'amélioration respetivement de la base devitesse ηu et de la base de pression ηp ont été pris égaux à ηu = 10−8 et
ηp = 10−4.

(a) Isolignes de u APR (b) Isolignes de u DNS

() Isolignes de v APR (d) Isolignes de v DNSFig. 5.12 � Isovaleurs des omposantes u et v de la vitesse obtenue à t = 0.1s parl'APR omparée ave la DNSAu bout de 20 itérations APR, e qui orrespond à environ 700s � ontre 3200s pourle modèle omplet � on obtient une base de la vitesse onstituée de 3 modes alorsque la base de pression en ontient 4. La préision de la méthode est omparée auxrésultats DNS de référene à l'aide de l'erreur en norme L2(Ω) dé�nie par l'équationrappelée ii :
EL2(t) = ‖ucalc(x, t)− uref(x, t)‖L2(Ω) (5.50)A la �n de la période de résolution T , l'erreur obtenue vaut don, pour la omposantehorizotale u de la vitesse Eu

L2(Ω) = 4.4 · 10−4 et pour la omposante vertiale v, onobtient Ev
L2(Ω) = 4.3 · 10−4. La �gure 5.12 présente les isovaleurs des omposanteshorizontales et vertiales de la vitesse, respetivement obtenues par la DNS et parl'APR. A�n de visualiser plus préisément l'éart entre la méthode APR, la �gure



116CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APR5.13 présente les isolignes des quantités δu(x, x) et δv(x, y) dé�nies omme suit :
δuDNS(x, y) = uDNS(x, y, T )− uDNS(x, y, 0)

δuAPR(x, y) = uAPR(x, y, T )− uAPR(x, y, 0)

δvDNS(x, y) = vDNS(x, y, T )− vDNS(x, y, 0)

δvDNS(x, y) = vAPR(x, y, T )− vDNS(x, y, 0)

(a) Isolignes de δu(x,y) APR (b) Isolignes de δu(x, y) DNS

() Isolignes de δv(x, y) APR (d) Isolignes de δv(x, y) DNSFig. 5.13 � Isovaleurs de δu(x, y) et δv(x, y)On onstate sur ette �gure que la méthode APR arrive à reproduire l'évolution dela vitesse sur l'intervalle T = 0.1s. Il est alors intéressant de véri�er également laprédition de la pression. Ainsi, la �gure 5.14 ompare la pression obtenue par laméthode APR à la �n de l'intervalle T à la pression issue du alul DNS au mêmeinstant. On onstate alors que l'évolution de la pression n'est pas très bien détermi-née par la méthode APR.En e�et, la méthode APR ne onverge pas au bout de 20 itérations, on onstate quele résidu utilisé pour la phase d'enrihissement est environ toujours séletionné aumême pas de temps. On teste don l'in�uene du nombre d'itérations de l'APR surla qualité de la reonstrution de la solution.
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(a) Isolignes de p(x, y) APR (b) Isolignes de p(x, y) DNSFig. 5.14 � Isovaleurs de la pression obtenue à t = 0.1s par l'APR en omparaisonave la DNSAinsi, la �gure 5.15 représente l'évolution de l'erreur de reonstrution en norme
L2(Ω) pour les deux omposantes de la vitesse ainsi que pour la pression, lorsquele nombre d'itérations varie de 5 à 50. Cette �gure met en évidene le fait que lapression est moins bien déterminée que la vitesse. De plus, l'in�uene des itérationsAPR n'est évidente que pour l'erreur sur la vitesse. La pression ne reste pas foré-ment bien déterminée. Ainsi on onstate sur et exemple que les résultats obtenuspour 10 itérations APR sont presque les meilleurs obtenus pour un temps de al-ul raisonnable. On note par ailleurs qu'au bout de 100 itérations, la méthode neonverge toujours pas.

Fig. 5.15 � In�uene du nombre d'itérations APR sur les erreurs en norme L2(Ω)



118CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APREnsuite, la méthode a également été testée sur des intervalles plus longs, à savoir0.3s et 1s. Sur la �gure 5.16, on présente les isolignes de la omposante horizontalede la vitesse à l'instant t = 0.3s.

(a) Isolignes de u(x, y)u APR (b) Isolignes de u(x, y) DNSFig. 5.16 � Isovaleurs de u(x, y) à t = 0.3sOn onstate que jusqu'à et instant, la méthode APR est apable de traduire l'évo-lution dynamique de l'éoulement, en terme de vitesse. Ainsi, l'APR reproduit assez,bien la dynamique de l'éoulement alulé sur 300 pas de temps. Quand on e�etueun alul sur 1000 pas de temps, la qualité de la solution prédite par la méthodeAPR se dégrade, omme on peut l'observer sur la �gure 5.17 qui présente les iso-lignes de la omposante horizontale de la vitesse à l'instant t = 1s.

(a) Isolignes de u(x, y) APR (b) Isolignes de u(x, y) DNSFig. 5.17 � Isovaleurs de u(x, y) à t = 1.0sCelà semble provenir de la prédition de la pression. Contrairement à la solution deréférene, il existe un pi sur l'erreur dans le oin en haut à droite omme on le voitdans la �gure 5.14 (la valeur maximale de la pression estimée par l'APR vaut 0.53ontre 0.58 pour la solution de référene). Ce pi est loalisé au même endroit où la



5.3. LA MÉTHODE APR POUR LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES 119divergene du hamp de vitesse, représentée sur la �gure 5.18, est de l'ordre de 10−5alors que partout ailleurs elle est de l'ordre de 10−10. C'est ette singularité qui se

Fig. 5.18 � Divergene de la solution obtenue par l'APR à t = 0.1spropage au ours du temps et qui dégrade la solution. En�n, la base APR obtenueaprès 10 itérations est présentée sur les �gures 5.19 et 5.20. Ces �gures présententrespetivement les modes φu et φv obtenues par l'APR, en omparaison ave lesmodes POD de référenes alulés sur le hamp instantané de référene.Là enore, on observe que les modes obtenus par l'APR sont �nalement assez prohesdes modes POD, à part un �pi� loal dans le oin supérieur droit de la avité, es-sentiellement pour le troisième mode. Il est à noter que e pi est handiapant pourfaire des préditions sur des longs intervalles de temps.En�n, en terme de temps de alul, la méthode APR, dans son as le plus favo-rable, 'est-à-dire pour la résolution des équations de Navier-Stokes sur l'intervallede 0.1s ave 10 itérations, ne requiert qu'environ 170 seondes de temps CPU alorsque la résolution pour le modèle omplet s'est e�etuée en environ 1600 seondes,'est-à-dire un gain de temps de l'ordre de 10 fois plus rapide.
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(a) φ1
u(x, y) APR (b) φ1

u(x, y) POD

() φ2
u(x, y) APR (d) φ2

u(x, y) POD

(e) φ3
u(x, y) APR (f) φ3

u(x, y) PODFig. 5.19 � Modes propres φu issus de l'APR omparés ave eux obtenus par laPOD
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(a) φ1
v(x, y) APR (b) φ1

v(x, y) POD

() φ2
v(x, y) APR (d) φ2

v(x, y) POD

(e) φ3
v(x, y) APR (f) φ3

v(x, y) PODFig. 5.20 � Modes propres φv issus de l'APR omparés ave eux obtenus par laPOD



122CHAPITRE 5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES PARLA MÉTHODE APR5.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons résolu les équations de Navier-Stokes par la mé-thode APR. Pour e faire nous avons développé un ode utilisant la méthode desvolumes �nis pour résoudre les équations de façon omplète. Ce ode a ainsi étéprésenté dans une première partie du hapitre. La méthode des volumes �nis a étéutilisée sur un maillage oloalisé et la vitesse et la pression ont été déouplées enutilisant l'algorithme de projetion de Van Kahn. Après avoir montré les problèmesdus à la résolution direte des équations de Navier-Stokes ave vitesse et pressionouplés, nous avons validé le ode ave l'algorithme de projetion sur le as de laavité entraîné 2D, d'abord à faibles nombre de Reynolds, puis à Re = 10000 quiorrespond à un régime instationnaire périodique souvent étudié dans la littérature.Les résultats qualitatifs et quantitatifs obtenus sont en aord ave eux de la litté-rature.Dans la deuxième partie, nous avons présenté la modi�ation de l'algorithme del'APR adapté au shéma de déouplage de la vitesse et de la pression. De plus, unedémarhe d'avanement temporel, ouplant un système dynamique et la méthodeAPR a été présentée. Le problème de la pression initiale pour une nouvelle itéra-tion de la méthode APR est traîté en résolvant une équation de Poisson réduitepour la pression et en reliant les oe�ients temporels de la pression à eux obtenuspour la vitesse. Cette démarhe n'a ependant pas été mise en appliation puisquela bonne qualité de la solution APR s'est vue limitée à des ourts intervalles detemps, pas su�sants pour onstruire un système dynamique. Toutefois, la vitesseest orretement estimée sur es ourts intervalles et le temps de alul a été divisépar un fateur 10. Ce problème de déterioration de la qualité de la solution provientertainement de la mauvaise estimation de la pression, très pontuellement ommele suggère la divergene de la vitesse. Ainsi, la perspetive envisagée à ourt termepour pallier e problème serait de stabiliser le système réduit onstruit dans haqueboule APR.



Chapitre 6
Conlusion générale

Motivés par l'étude de la dispersion de partiules, nous avons présenté dans etravail plusieurs méthodes de rédution de modèles basées sur une approhe de typePOD-Galerkin pour le alul de l'éoulement �uide. Ces méthodes permettent d'ob-tenir une base de l'éoulement de faible dimension e qui permet, à l'aide d'uneprojetion de Galerkin, de n'avoir à traiter qu'un système di�érentiel aux dérivéesordinaires de faible taille, au lieu du problème initial qui est un système d'équationsaux dérivées partielles de très grande taille.La première méthode, la déomposition orthogonale aux valeurs propres, a été ap-pliquée sur deux on�gurations de type avité. Les résultats obtenus sont en aordave la solution de référene donnée par une prédition LES. En outre, les temps dealuls mis en jeu dans les deux as ont montré un réel avantage à utiliser une ap-prohe POD ouplée ave un système dynamique pour l'appliation de la dispersionde partiules.Cependant, il s'avère que le gain de temps de alul est limité par la phase d'éhan-tillonage de la solution préalable, néessaire à la onstrution de la base POD. Deplus, la base POD donne de mauvaises préditions lorsque les paramètres de l'éou-lement sont modi�és. La méthode que nous présentons dans la deuxième partie dee travail a pour but de pallier es problèmes.Ainsi, nous avons introduit dans le troisième hapitre la méthode APR, présen-tée pour une équation de transfert quelonque. Elle a don ensuite été testée surdi�érents as tests de di�ulté roissante :
• l'équation de onvetion-di�usion
• l'équation de Burgers 1D et 2DLes résultats en terme d'erreur et de temps de alul ont été omparés à des méthodesde résolution lassique, onnaissant les solutions analytiques des problèmes étudiés.On a don onstaté que la méthode APR ouplée ave un système dynamique esttrès performante en terme de temps de alul, essentiellement pour les problèmes



124 CHAPITRE 6. CONCLUSION GÉNÉRALEnon-linéaires, tout en onservant une erreur du même ordre de grandeur que ellesobtenues par les méthodes lassiques. Une démarhe d'avanement temporel a égale-ment été présentée pour le as de la onvetion-di�usion 2D. Cette démarhe montreque la méthode APR est apable d'adapter rapidement la base APR aux pertur-bations apportées par la résolution du système dynamique, et également de réduirel'erreur omise par e dernier. On a également véri�é que la méthode ne déteriorepas la préision de la solution.Dans la dernière partie de e mémoire, les équations de Navier-Stokes ont étérésolues par la méthode APR en ayant au préalable validé le ode développé pour lemodèle omplet. Ce ode 2D, basé sur la méthode des volumes �nis et utilisant unalgorithme de projetion pour le déouplage vitesse-pression, a ainsi été validé surl'exemple de la avité entraînée 2D avant de résoudre la même on�guration ave laméthode APR. Le gain de temps apporté par la méthode APR est assez importantpuisque l'on a réussi à diviser le temps de alul par un fateur 10 pour une erreurraisonnable par rapport à la solution de référene.Cependant, les limites de la méthode se sont révélées sur et exemple. La pres-sion n'est pas totalement bien déterminée e qui induit un pi sur la divergene dela vitesse. En efetuant une POD sur un éhantillonage de solutions obtenues parl'APR, ette erreur loale est transmise aux modes POD e qui induit une fortedéstabilisation du système dynamique.Ainsi, la méthode parvient à déterminer la vitesse de l'éoulement assez préi-sément. La faible erreur omise est ependant umulée e qui est atuellement unhandiap pour faire des préditions sur des longs intervalles de temps.La perspetive de notre travail, est don, dans un ourt terme de onstruire unestabilisation pertinente du système pour le rendre insensible au pi de pression. A�nde diminuer e pi de pression, il sera également important de modi�er la détermi-nation de la base pour orriger les e�ets des petites inompressibilités numériques.A moyen terme, il serait intéressant d'assoier la méthode APR pour les équationsde Navier-Stokes à paramètres en utilisant une approhe MAN/APR. En�n, l'ob-jetif à long terme serait d'intégrer la méthode APR dans une boule assoiée à unproblème de ontr�le.
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