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RESUME

Ce document présente une synthese des travaux de recherche effectués apres la
these, soutenue a 'université Toulouse III en décembre 2001.

Une large partie de ces recherches est consacrée aux inégalités fonctionnelles, dont
les inégalités de Poincaré ou de Sobolev logarithmique sont deux représentantes
emblématiques. De facon générale, les inégalités fonctionnelles sont a la frontiere
de T'analyse et des probabilités et sont utilisées dans de nombreux problemes
mathématiques. On pourra citer par exemple I’'étude de la convergence a 1’équilibre
d’équations différentielles ou de chaine de Markov, 1’étude des ensembles convexes
en grande dimension, I’étude de la concentration de mesures produits ou corrélées,
I’étude de la convergence de systemes de particules, ou I’étude de I'existence d’une
unique mesure de Gibbs en mécanique statistique. La résolution de chacun de ces
problemes repose sur I’établissement d’une inégalité fonctionnelle adaptée au modele.

Dans ce mémoire, nous traitons ces problemes de deux fagons. D’une part, nous
nous intéressons directement aux inégalités fonctionnelles, en cherchant a établir des
hiérarchies entre elles, a trouver des criteres simples permettant d’établir leur exis-
tence. D’autre part, a partir de problemes de convergence a 'équilibre d’équations
d’évolutions, nous élaborons et utilisons des inégalités fonctionnelles appropriées
permettant d’obtenir des taux de convergence a 1’équilibre.

Ce document est divisé en 5 chapitres. Les 4 premiers chapitres traitent des
inégalités fonctionnelles et leurs implications pour des équations d’évolutions
linéaires, non-linéaires, locales ou non-locales.

Le dernier chapitre traite quant a lui un tout autre probleme. Nous essayons de
montrer la convergence a 'équilibre d’un algorithmique génétique utilisé pour des
problemes de filtrage non-linéaire.
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INTRODUCTION

Ce document est une synthese des travaux effectués apres la these. Avant de voir
plus en détail dans les chapitres suivants les différents résultats, en voici une courte
introduction.

Mes travaux de recherche sont largement tournés vers les inégalités fonctionnelles
et leurs applications en probabilités et pour I'’étude d’équations aux dérivées par-
tielles. Les deux inégalités les plus emblématiques sont les inégalités de Poincaré et
de Sobolev logarithmique que 'on peut décrire brievement sur R™ : Si y est une
mesure de probabilité, on dit que p vérifie un inégalité de Poincaré si I'on peut com-
parer la variance a 1’énergie, c’est-a-dire s’il existe une constante C' > 0 telle que
pour toute fonction réguliere f,

Var, (1) = [ fd - ( / fdu)2 <c [ Vit

Par ailleurs la mesure de probabilités vérifie I'inégalité de Sobolev logarithmique si
I’'on peut comparer I'entropie avec 1'énergie

2
2\ . 2 f 2
Ent, (f?) .—/f logff2dludu<0/|Vf| dp.
N’oublions pas qu'une version de I'inégalité de Sobolev logarithmique existe sur R"
muni de la mesure de Lebesgue, et est appelée inégalité de Sobolev logarithmique
de type euclidien :

n 1
Entdm(fz) < §log <%/|Vf|2dx),

pour toute fonction f réguliere telle que [ f2dz = 1.
Ces inégalités sont importantes car elles permettent, en particulier, d’étudier la
convergence et la régularité des diffusions

ou
E = LU,

ou L est un opérateur différentiel linéaire. Si L admet une mesure réversible
i, deux cas se présentent : si p est une mesure de probabilité alors les deux
premieres inégalités fonctionnelles fournissent un outil important pour la conver-
gence a I’équilibre de la diffusion. Si p n’est pas une mesure finie, par exemple la
mesure de Lebesgue et L le laplacien, c’est alors la derniere inégalité qui fournit un
précieux outil pour I’étude de la régularité du semi-groupe de la chaleur.
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Meéme si ces inégalités sont connues depuis longtemps, de nombreuses zones
d’ombre subsistent et nécessitent un travail de recherche. Ce mémoire traite es-
sentiellement du lien entre les inégalités fonctionnelles et la convergence d’équations
aux dérivées partielles mais de nombreuses études sont actuellement en cours, que
ce soit en géométrie riemannienne, géométrie des convexes, convergence de chaines
de Markov, systemes de particules ou en mécanique statistique.

Détaillons maintenant les différents thémes de ce mémoire.
Version [P de I’inégalité de Sobolev euclidienne

L’inégalité de Sobolev logarithmique euclidienne est tres fortement reliée au semi-
groupe de la chaleur. On utilise le fait que la mesure de Lebesgue est réversible par
rapport au laplacien :

/ngdx: —/Vf-ngx.

Ainsi I’étude de la régularité de diffusion plus générale comme le p-laplacien requiere
une inégalité d’ordre p. En effet, le p-laplacien est défini de la fagon suivante :

Apu = div (|VulP*Vu),

et celui-ci vérifie par suite [ gA,gdx = — [ |V f|Pdx.

Dans le chapitre 77, nous établissons et étudions une inégalité de Sobolev lo-
garithmique euclidienne d’ordre p. Ce type d’inégalités est relié a la régularité de
semi-groupe de la chaleur dirigé par le p-laplacien mais aussi a la régularité des
solutions de Hopf-Lax des équations de Hamilton-Jacobi.

Inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées

Il est bien connu que la classe des mesures de probabilités qui satisfont une
inégalité de Poincaré ou de Sobolev logarithmique est réduite. En particulier nous sa-
vons que ces inégalités impliquent de la concentration exponentielle pour la premiere
et gaussienne pour la seconde.

Ainsi dans le chapitre 7?7, nous nous fixons une mesure de probabilité qui ne vérifie
par forcément Sobolev logarithmique et nous cherchons 'inégalité fonctionnelle la
plus adaptée a cette mesure. C’est dans ce sens que nous définissons les inégalités de
Sobolev logarithmiques modifiées. Dans ces inégalités modifiées, le terme de gauche,
c’est-a-dire I’énergie, a été changé, on considere alors :

Vf

Ent, (f?) < /H<7> fdu,

ou H est une fonction a définir, dépendant de p.
Cette famille d’inégalités est pertinente pour établir des inégalités de concentra-
tion, ou des inégalités de transport pour des mesures log-concaves.

Inégalités de type capacité-mesure et applications

Pour prouver et étudier les inégalités fonctionnelles, un bon outil est les inégalités
de type capacité-mesure, celle-ci sont bien détaillées dans [?]. En effet, elles per-
mettent d’élaborer une hiérarchie entre les inégalités et d’établir un critere pratique
pour les établir dans le cas de la dimension 1.
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Ainsi dans le chapitre 7?7 nous commencons par étudier 'inégalité de Sobolev
logarithmique faible. Celle-ci est définie de la fagon suivante :

vr >0, Ent, (1) < 4(r) / IV g+ | £,

o 3 est une fonction décroissante positive sur R*. Cette inégalité présente ’avan-
tage d’étre vérifiée pour presque toutes les mesures de probabilités, moyennant une
adaptation de (3 en fonction de la mesure.

Nous obtenons dans la section ?? du chapitre 7?7 la convergence de diffusion
en entropie au lieu de convergence en moyenne quadratique plus restrictive. Nous
illustrons par des exemples le cas ou seule I'entropie peut étre utilisée, puisque la
moyenne quadratique n’est pas définie.

De la méme maniere nous nous intéressons a la diffusion non linéaire suivante
m
w = L(u™),

oum > 1 et L est un opérateur de diffusion admettant une mesure de probabilité u
comme mesure réversible. Cette équation est appelée [’équation des milieux poreux
a poids. Nous étudions son existence et sa convergence a l’équilibre, cette derniere
est reliée aux inégalités d’ordre ¢ suivantes :

(Var,(f9))"/" < C / IV fPdp,

(But, (1)) < C [ 1V1Fan

ou ¢ €]0,1]. Ainsi nous menons dans la section ??, une étude de ces inégalités a
I’aide des inégalités de type capacité-mesure. En particulier nous établissons le lien
entre ces inégalités et d’autres plus connus et nous développons des criteres pratiques
permettant de les établir.

Méthodes entropiques pour des équations dissipatives

Dans le chapitre 77 nous traitons plusieurs cas de convergence a 1’équilibre
d’équations d’évolutions particulieres.
Dans la section 77 nous traitons I’équation d’ordre 4 suivante

uy + (u(logu)pe)er = 0, u(-,0) =ug >0 in S,

ot St est le tore unidimensionnel. D’une part nous établissons I'existence de solu-
tions, et d’autre part nous prouvons, a partir d’inégalités fonctionnelles d’ordre 2
(faisant intervenir la dérivée seconde), la décroissante exponentielle vers 1’équilibre
de la solution.
De facon plus générale, a partir de I’équation précédente et des deux modeles

non-linéaires suivants

@:(um)m, resS', t>0,

ot
et

= — (U™ Upg)e, €S, t>0,

nous cherchons a étudier la vitesse de convergence a 1’équilibre. Nous montrons en
particulier dans la section 7?7 que méme si la décroissance est polynomiale au départ,
elle est ensuite exponentielle comme pour les équations linéaires.
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Dans la section ?? nous travaillons sur la convergence d’une équation de Fokker-
Planck dirigée par le générateur infinitésimal noté Z, d'un processus de Lévy. La
forme de 1’équation est la suivante :

O = T[u] +div(uVV) =z e Rt > 0.

La particularité ici est que 1’équation d’évolution est dirigée par un opérateur non-
local.

A partir d’inégalités fonctionnelles non-locales, nous établissons la convergence
exponentielle vers 1’équilibre pour une large classe d’équations de Lévy-Fokker-
Planck.

Toujours dans l'esprit des méthodes entropiques, nous cherchons a établir la
convergence a |’équilibre de systemes d’équations de réaction-diffusion provenant
de la réaction chimique réversible suivante :

q q
Z oA = Z BiAs,
i=1 i=1

ol les especes A; diffusent dans I'espace avant de réagir entre elles. Nous établissons
comme dans le cas des réactions chimiques sans diffusions, sous une hypothese de
trou spectral pour la diffusion, I’existence d’une solution et la convergence exponen-
tielle de celle-ci vers 1’équilibre.

Filtrage non-linéaire et systémes de particules en interaction

Le dernier chapitre traite d’un sujet différent des autres.

Nous définissons une suite de mesures définies de proche en proche a partir d’une
chaine de Markov. L’étude de ces suites est fondamentale car elles apparaissent dans
les problemes de filtrage. Cette suite de mesures étant souvent difficile a calculer
explicitement, ainsi des algorithmes sont utilisés pour en déduire une approximation.
Une bonne famille d’algorithmes est la famille des algorithmes génétiques, ou 1'on
sélectionne a chaque itération du procédé un certain nombre de particules qui vont
se reproduire avant de muter selon la chaine ce Markov.

Dans le chapitre ?? nous travaillons sur une sélection particuliere. Cette sélection
est tres intéressante car elle est presque déterministe et donc tres rapide a simuler sur
un ordinateur. Toutefois, son caractere quasi-déterministe a pour conséquence que
la preuve de sa convergence est difficile a établir. Malheureusement nous n’obtenons
pas le résultat final, nous établissons donc dans ce sens une conjecture vis-a-vis de
la convergence.

Pour illustrer la conjecture, nous simulons un cas simple de probleme de filtrage.
Ce cas est intéressant car la suite de mesures utilisée peut étre calculée explicitement,
et donc la convergence de ’algorithme génétique peut donc étre illustreé de fagon
numérique.
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CHAPITRE 1

INEGALITE DE SOBOLEV
LOGARITHMIQUE EUCLIDIENNE ET
APPLICATIONS

1.1. Lien avec les équations de Hamilton-Jacobi

Les résultats de cette section proviennent d’un article publié dans Journal of
Functional Analysis en 2003 : [7].

En 1978, F. B. Weissler prouve dans [?], I'inégalité de Sobolev logarithmique de
type euclidien, c’est-a-dire pour la mesure de Lebesgue sur R”. Pour toute fonction
assez réguliere f, vérifiant [ f2dz =1on a:

Enty, (f?) = /f2 log f2dx < glog (wine/ |Vf|2da7>.

Notons qu'une fonction réguliére est une fonctions telle que les termes des
inégalités ont un sens. Par exemple dans le cas présent nous pouvons considérer
les fonction dans l'espace H!'(R™). Cette notion sera utilisée dans la suite de ce
mémoire.

Cette inégalité est tres utile pour une étude fine des propriétés du semi-groupe de
la chaleur. Elle est en fait équivalente a I'inégalité de Sobolev logarithmique pour
la mesure Gaussienne, comme ’a démontré E. Carlen dans [?]. 1l est naturel de se
demander si une version dans les espaces L? est possible. M. Del-Pino et J. Dolbeault
proposent une réponse dans [?].

Soit 1 < p < n on obtient I'inégalité suivante :

) Bt (") = [ |11 togl e < 21og (£, [ (957a),
pour toute fonction f réguliere telle que [ |f|’dx =1 et
—1\""" [ I(2+1 i
(2) ﬁp:B<p ) n —(zj )
n\ e p—
F(nT + 1)

Cette inégalité est appelée LP-inégalité de Sobolev logarithmique euclidienne.
L’inégalité (??7) pour p = 1 a été prouvée par W. Beckner dans [?].
Ces inégalités sont optimales et les fonctions extrémales sont données par

n p—1 P z ‘l— 1 1 p
Ve e R, f() = mtos LG o (‘—Iw - ﬂ)
r(nt 4 1) o
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ouo >0etx e R™

Dans [?] nous proposons une extension de (??), c’est a dire ou il n'y a pas de
restriction pour le parametre p, et ou la norme LP est plus générale.

Soit C': R® — R* une fonction paire strictement convexe. On suppose qu'il existe
q > 1 tel que C soit g-homogene, c¢’est-a-dire pour tout x € R" on a

(3) VA>0, zeR", C(\z)=\C(x).

Notons par C*, sa transformée de Legendre. Il est clair dans ce cas que C* est aussi
une fonction paire et p-homogene, ou 1/p + 1/¢ = 1. Nous pouvons considérer par
exemple la fonction suivante : C'(x) = ||z[|?, ol ||-|| est une norme dans R™.

Ainsi nous obtenons :

Théoréme 1.1.1. — Soit ¢ > 1 et n > 0, et notons par dx la mesure de Lebesque
sur R™. Supposons que 1/p+1/q = 1. Alors pour toute fonction réguliére f a valeurs
dans R™ telle que [ |f[’dz =1, on a

@ Bues(fP) = [ 1P log (e < 2 1og (ﬁc / C*(Vf)dx),

\

ou

pp+1
nep—l (f 6—C($)d1’)p/n.
Linégalité (??7) est optimale et les fonctions suivantes
(5) Ve € R", f(x) =aexp(—=bC(x —T)),

ot a™? = [exp (—pbC(x — T))dx sont des fonctions extrémales.

Lo =

Remarque 1.1.2. — (e théoreme est bien une généralisation de l'inégalité (77),

il suffit pour s’en rendre compte de poser C(x) = %|x|q avec 1/p+1/q=1.
Ainsi la généralisation par rapport a [?] concerne d’une part la fonction C, et

d’autre part [’ensemble des valeurs possibles du paramétre p.

La preuve du théoreme 7?7 s’appuie sur un autre résultat de régularité des
équations de Hamilton-Jacobi : Soit g une fonction réguliere dans R"™ (par exemple

lipschitzienne), définissons I'opérateur <Q§0)> par
20

Ec)g(:c) = inf {g(y) + tC’(u) } , t>0,z€eR",
yeR” t

Q\g(x) =g(z), zeR™

Il est bien connu que Qy'® g(z) est la solution de Hopf-Lax de 1’équation

(6)

0
- { (@) + O (Vu(a, 1) =0, t>0,z€R",
v(z,0) =g(z), xeR™
Ces équations sont largement décrites dans [?] and [?]. Nous obtenons alors :

Théoréme 1.1.3. — Soit n > 0. On suppose que 1/p+ 1/q = 1. Alors pour toute
fonction g réguliere dans R", 3> a >0,t >0 on a

L (Bma\ ARG 1\
3 A ||€ Ha t ﬁﬁ%(§+%) fe_c(x)dl’ ’

(8) Hth(C)g
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ot ||-[|5 est la norme LP associée a la mesure de Lebesgue dans R™.
Linégalité (7?) est optimale, et [’égalité est obtenue pour 0 < o < 3, T € R",
b >0 avec
Ve e R", g(z) =—bC(x —T)
00—«
t = bp/—qﬂ.
De plus, lorsque 3 = oo et o = 1, on obtient une borne ultracontractive pour

( EC)) " Pour toute fonction g réguliere,

ey ()2
Oo\||f3||1¥ m>

avec égalité sit = (1/b)P/7 et g(z) = —bC ().

H th(C)g

Les liens entre la régularité des équations de Hamilton-Jacobi et la majoration de
I'entropie montrent que les inégalités (?77) et (??) sont équivalentes. Ainsi les deux
théoremes 77 et 7?7 se déduisent 1'un de 'autre. Le plus naturel & démontrer est le
théoreme 77, il s’obstient directement en utilisant 1'inégalité de Prékopa-Leindler
qui est une forme fonctionnelle de 'inégalité de Brunn-Minkowski.

Plus précisément, soit a, b deux nombres réels strictement positifs tels que a+b = 1.
Soient trois fonctions positives dans R", u, v, w. Supposons que pour tout x,y € R",
on a

u(z)*v(y)” < wlaz + by),
alors

() ( / udm)a ( / vdx)b < / wdz.

L’inégalité (??) appliquée aux fonctions caractéristiques d’ensembles donnent la
forme multiplicative de 'inégalité de Brunn-Minkowski

vol(A)*wol(B)® < vol(aA + bB),

ou aA+bB ={axs +bxrp, x4 € A,xp € B} et vol(A) est le volume par rapport a
la mesure de Lebesgue de 'ensemble A. Une belle introduction est présentée par B.
Maurey dans [?].

1.2. Applications a des diffusions non linéaires

Les résultats de cette section proviennent d’un article écrit en collaboration avec
Manuel DEL PINO et Jean DOLBEAULT publié dans Journal of Mathematical Ana-
lysis and Applications en 2004 : [?].

Si I'inégalité de Sobolev logarithmique de type euclidien est utile pour dégager
des propriétés du semi-groupe de la chaleur, la version dans les espaces LP va nous
permettre de prouver des propriétés de régularité de diffusions non-linéaires de type
p-laplacien.

Considérons le probleme de Cauchy suivant

{ I~ B (0N) (m ) €RT xR

(10)
ul,t=0) = /()



20 CHAPITRE 1. INEGALITE DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE EUCLIDIENNE

ol f est une donnée initiale positive et Ayu := div (|VulP~2Vu).

Notons que Ayu™ est homogene de degré 1 si et seulement si m =1/(p — 1).

SiI’étude de I’équation (?7?) est fortement reliée aux inégalités de Sobolev logarith-
miques euclidiennes dans les espaces LP, I'équation u; = Ayu™, avec m # 1/(p— 1),
est quant a elle fortement reliée aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg. Ceci a été
étudié par M. Del Pino et J. Dolbeault dans [?, 7, ?]. Le cas limite des inégalités de
Gagliardo-Nurenberg, lorsque m — 1/(p — 1), redonne (??) avec les restriction sur
le parametre p.

Notons par ||ull,, p # 0 la norme suivante ([ |ul? dz)'/? sur R". Notons aussi par
p* =p/(p—1) Pexposent conjugué de p, si p € (1, 400).

Le premier théoreme est un résultat d’existence.

Théoréme 1.2.1. — Soient p > 1 et f une fonction positive dans L*(R™) telle que
|z|[P" f et flog f appartiennent a L*(R™).

Alors il existe une unique solution faible u € C’(]RZF,LI(]R")) de ’équation (77)
avec une condition initiale f, telle que u'/? € LL (RS, WLP(R™)).

ocC

Le résultat concernant la régularité est la propriété d’hypercontractivité suivante :

Théoréme 1.2.2. — Soient o, B € [1,+00] avec § > «. Sous les hypothéses du
théoréme 7?7, si de plus f € L*(R™), les solutions de l’équation (??) avec une
condition initiale égale a f vérifient ['estimation optimale suivante

lu(-t)lls < I la Aln,p.cr, /) 1755 Wt 0

avec
B-a
afd C2p ,

=3

A(n, p, o, f) = (G (B — a))

-5 1-p_ 1
p-v (o) g
prtl T 2T (o — 1)1%‘ oAl E

(11) Ci=nL,e

ot la constante L, est donnée par l’équation (?7).

Notons que dans le cas p = 2, avec Ly = ﬁ, nous retrouvons les résultats
classiques des estimés du semi-groupe de la chaleur (on pourra consulter par exemple
(7, 2, 7).

Dans un cas particulier du théoreme ?7 nous obtenons un résultat d’ultracontrac-
tivité lorsque 'on fait tendre a vers 1 et (3 vers +oo :

Corollaire 1.2.3. — Considérons une solution u de (??) avec une condition ini-
tiale positive f € L*(R™) satisfaisant les mémes hypothéses que le théoréme 77 avec
a=1.

Alors pour tout t >0, on a :

G\ "
el < 170 ()

ou Cy est définie par l’équation (77).
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1.3. Conclusion, remarques et extensions

Nous pouvons résumer les articles [?, ?] par ’équivalence entre ces 3 estimations :
— Pour tout w € WHP(R") avec [ |wl? dx =1,

/|w\plog\w| dr < %log [Ep/ |Vwl|? d:c] .

— Avec la notation P} appliquée pour le semi-groupe associé a (?7), i.e. uy =
A, (uV/®D),

_n f-a
1P flls < 1 flla A(n, p, o, B) 277 e
— Avec les notations Q¥ pour le semi-groupe associé a (?7?), i.e. le cas particulier
suivant v; + % |VoulP =0,

B—a

€995 < [le?]la B(n, p, v, B) 7 o .

Remarque 1.3.1. — 1) Les premiers liens entre les inégalités de Sobolev logarith-
miques et les équations de Hamilton-Jacobi proviennent d’un article écrit en col-
laboration avec S. Bobkov et M. Ledouz, [?]. Ensuite celui-ci a été étendu pour
Vinégalité de Sobolev logarithmique euclidienne, lorsque C(z) = |z|*/2, dans [?].

2) Les résultats de la section 7?7 sont dans une large mesure généralisables dans le cas
d’une variété riemannienne. En particulier [’équivalence entre les inégalités (77)
et (77?) est encore vraie indépendamment de leurs ezistences.

3) Notons de plus que linégalité (??7) obtenue par M. Del-Pino et J. Dolbeault a
aussi été démontrée par D. Cordero-Eurausquin, B. Nazaret et C. Villani dans
[?]. Iis utilisent des méthodes de transport de masse.

M. Agueh, N. Ghoussoub et X. Kang dans [?], généralisent ces méthodes de
transport de masse pour établir une famille d’inégalités fonctionnelles. En parti-
culier ils démontrent, de maniére indépendante, 'inégalité (7).

Ces méthodes ont été largement utilisées dans d’autres cas, comme par exemple
pour I'étude de la stabilité de I’équation d’évolution non linéaire
m
Ut = AP(U )a
pour différentes valeurs du parametre m, dans R™ ou dans une variété riemannienne
(voir [?, ?]).

De facon générale, pour étudier la régularité de cette équation non linéaire il
nous faut démontrer une inégalité de Sobolev logarithmique euclidienne mais non
homogene, du type

/\w|alog |w|* dx < C'log |iCa“6/ |Vwl|” dm] ,

pour toute fonction w vérifiant : [ |w|*dx = 1 pour des parametres a et 3. Ce
genre d’inégalité est difficile a obtenir, comme nous pouvons le constater dans le
chapitre ?7?7. Ce travail est en cours d’élaboration avec Matteo BONFORTE.

Dans un travail en cours avec Bruno NAZARET, nous nous intéressant aux liens
entre les inégalités de Sobolev logarithmiques a trace développées dans [?], le résultat
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fondamental de cet article est la généralisation dans L” de I'inégalité a trace suivante

1/2
n- < ;
%@Ri)\CUR ||Vf||2> :

pour une certaine constante C'.

La méthode utilisée est reliée au transport optimal, comme c’est le cas des
inégalités Sobolev dans R™ ou des inégalités de Gagliardo-Nirenberg. Le lien entre
ces méthodes et celles développées dans ce chapitre étant tres important, nous es-
sayons d’utiliser la solution de Hopf-Lax des équations de Hamilton-Jacobi dans ce
cadre-la.

I/

n
+



CHAPITRE 2

INEGALITES DE SOBOLEV
LOGARITHMIQUES MODIFIEES ET
APPLICATIONS

Une mesure de probabilité p sur R™ satisfait a I'inégalité de Sobolev logarithmique
sl existe une constante C' € R* telle pour toute fonction réguliere f sur R™ on a

(12) But, () < C [ [9fd
ol

But, (%) = [ Plog fdu— [ Fplog [ fdu
et |V f| est la norme euclidienne du gradient Vf de f.

L. Gross dans [?] montre que la mesure gaussienne canonique dans R" de densité
(2m)~/ 2¢=121%/2 par rapport & la mesure de Lebesgue vérifie une telle inégalité avec
une constante optimale C' = 2.

Soit a > 1 et définissons la mesure de probabilité pi, sur R par

(13) pa(de) = " d,
Ze
ot Z, = [ e 1""dx. 11 est bien connu que p, satisfait & I'inégalité de Sobolev
logarithmique (?7?) si et seulement si o > 2.
Ainsi pour a € [1,2[, méme si la mesure p, ne satisfait pas a cette inégalité elle
vérifie I'inégalité de Poincaré (appelée aussi inégalité de trou spectral) : pour toute
fonction f assez réguliere

(14) var,, (1) < € [ [9fde

ou Var,, (f) = [ fidp. — ([ fd,ua)2 et 0<C.

Rappelons tout d’abord, voir par exemple la section 1.2.6 de [?], que si une mesure
de probabilité vérifie I'inégalité de Sobolev logarithmique avec une constante C' elle
satisfait alors a 'inégalité de Poincaré avec une constante inférieure a C'/2.

On se pose donc deux problemes naturels. Puisque lorsque o € [1,2], p, vérifie
I'inégalité de Poincaré, ces mesures ne sont pas loin de vérifier 'inégalité de Sobolev
logarithmique. Ainsi on peut se poser la question suivante : peut-on trouver une
inégalité de Sobolev logarithmique adaptée aux mesures u, ? Bien entendu cette
inégalité serait plus faible.

De plus, lorsque a > 2, les mesures p,, se concentrent mieux que la mesure gaus-
sienne. De la méme maniere, peut-on trouver une inégalité adaptée a ces mesures?
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Et bien entendu, dans ce cas cette inégalité serait plus forte que I'inégalité de Sobolev
logarithmique.

L’intérét d’obtenir ces généralisations est de pouvoir utiliser les propriétés
de l'inégalité de Sobolev logarithmique aux mesures pu, tout en gardant leurs
spécificités.

2.1. Cas sous-gaussien

Les résultats de cette section proviennent de deux articles écrits en collaboration
avec Arnaud GUILLIN et Laurent M1CLO, parus dans Probability Theory and Related
Fields et Revista Matematica Iberoamericana en 2005 et 2007 : [?, ?].

Le premier cas qui nous intéresse est le cas sous-gaussien ; L’inégalité de Gross
n’est pas satisfaite contrairement a I'inégalité de Poincaré (77).

Nous traitons un cas plus général que les mesures pu,. Intéressons nous a des
mesures qui sont log-concave ayant une concentration comprise entre e~ * et e,
Plus précisément, soit ® une fonction sur R, on dit que ® vérifie la propriété (H) si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

— @ est de classe C2, paires et strictement convexe sur R c’est-a-dire Vo € R,
o”(x) > 0.
— De plus il existe M >0 et 0 <e < 1/2 tels que (M) > 0 et

Vo= M, (1+e)®(x) <ad'(x) < (2—¢e)P(z).

Nous supposerons dans cette sous-section 77 que la fonction ® sur R vérifie
I'hypothese (H).

L’hypothese (H) nous assure que la fonction @ est entre |z| et 2. En effet cette
hypothese implique qu’il existe mq, mo > 0 telles que

Ve > M, muz'/079) < d(z) < mox®*.

Ainsi, on sait que [ e ®@dxr < 0o et on peut définir la mesure de probabilité g
sur R par
1
po(dr) = ——e " du,
Zy

ol Zy = [e @z,
Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1. — Supposons que ® vérifie ’hypothése (H) alors il existe des
constantes A, A", B,D > 0 et k > 0 telles que pour toute fonction [ assez réqulicre
positive et vérifiant [ fidue =1 on a

/

(15) But,, (%) < AVan,, (£)+ A4 [ty (fT) Py,
22k

ot

B x?  silx] < D,
(16) Ho () = { &*(Bx) sile| > D,

et * est la transformée de Legendre-Fenchel de ®, ®*(x) := sup,cg {z -y — ®(y)}.
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Sachant que la mesure pug vérifie I'inégalité de Poincaré ainsi nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. — Soit ® vérifiant les propriétés du théoreme ?77. Alors il existe
A, B, D > 0 tels que pour toute fonction assez réguliere f >0 on a

/
(17) Ent,, (/%) < A/Hq) ("%) fAdue,

ot He a été définie par (?7). Cette inégalité est appelée inégalité de Sobolev loga-
rithmique modifiée.

La propriété de tensorisation, classique et fondamentale pour les inégalités de type
Sobolev logarithmique, est encore valable pour I'inégalité (77?).

Corollaire 2.1.3. — Si pe wvérifiée l'inégalité de Sobolev logarithmique mo-
difiée (?7), alors pour tout n € N*, la mesure de probabilité p§ sur R™ vérifie
Uinégalité (ISLM ) pour toute fonction réguliere f > 0,

(ISLM) Ent,, (/%) < A4 / Hg <V—f) fPdue,

f
Vf =
() -En()
/ P
La preuve se décompose en deux étapes selon si I'entropie est petite ou grande.

Dans ces deux cas, les preuves s’appuient sur I'inégalité de Hardy que nous rappelons
maintenant.

ot

9if
f

Soit u, v deux mesures de Borel sur R*. Soit A € [0, +o0] la meilleur constante
telle que pour toute fonction f réguliere :

(18) / (@) — £0)2du(z) < A / P,

Définissons la constante B par

(19) B = sup {mx,oo[) | (dc’;f)_ldt},

ol v est la partie absolument continue de v par rapport a u. Alors A est finie si et
seulement si B est finie, et de plus nous avons

B < A<4B.

On pourra consulter [?, 7, ?] a ce sujet.

Un exemple particulierement étudié dans [?] est le cas des mesures p, définies

en (?7). Ce cas est intéressant car nous pouvons définir les fonctions Hg, définies

n (?77), d'une fagon particuliere. Nous prouvons aussi un lien avec les inégalités de
Sobolev logarithmiques modifiées et les inégalités de transport.

Soit av € [1,2], et § > 2 vérifiant 1/a+ 1/8 = 1 et soit a > 0. Définissons les
fonctions L, o et Hyq-
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Si a €]1, 2] notons

x .
5 si|z] <a
Laol®) =9 5 g La—2 | ’
a” " — +a si|z] > a
\ (6] 2c
et
( 1'2
5 si|z] < a
Ha,oc(l'): 2_5|x|ﬁ+ 2/6—2 . | |>
a”P— +a si x| > a
| B 20 -
Si a = 1, notons
v si |7] < a a?
_ 1 :I/, .
L) ={ 2 T et Hyla) = { o hlse
alx| — 5 silz|>a 00 si|z| >a
Théoréme 2.1.4. — Soit i une mesure de probabilité sur R™, on suppose que i

vérifie ['inégalité de Sobolev logarithmique modifiée suivante

(LSI, .(C)) Ent, (f?) < C / H,. (VTf) 2y,
ou
\Y f) - (8f 1)
Haa — | = Ha,a R
’ ( f ; Ox; f
Alors p vérifie l'inégalité de transport
(T.a(C)) Ty, . (Fdp,dp) < CEnt,(F),
o

T, .(Fdu,p) = inf {/ Lyo(x —y)dr(z, y)},

et linfimum est pris sur [’ensemble des mesures de probabilités m sur R™ x R™ telles
que 7 a deux marginales Fdu and p.

La démonstration de ce théoreme s’appuie sur des techniques de semi-groupes
connectées a des équations de Hamilton-Jacobi.
Notons de plus qu'une réciproque partielle du théoreme 7?7 est aussi proposée dans

7).

2.1.1. Remarques. — Notons que F. Barthe, P. Cattiaux et C. Roberto dans [?]
ont aussi étudié ces mémes mesures, mais avec une approche différente. Ils prouvent
que les mesures ug vérifient une inégalité modifiée proche des inégalités démontrées
par W. Beckner dans [?] et généralisées par R. Latala et K. Oleskiewicz dans [?].
Leur approche consiste a garder I’énergie classique et a adapter I’entropie a la mesure
étudiée.
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2.2. Cas sur-gaussien et mesures log-concaves

Les résultats présentés ici sont a paraitre dans les Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse : [?].

On s’intéresse dans cette partie au cas des mesures log-concaves, c¢’est-a-dire des

mesures [ip pour ® fonction concave. Le cas présenté ici est multidimensionnel.

Le théoreme général est le suivant :

Théoréme 2.2.1. — Soit ¢ une fonction de classe C* sur R™ strictement convexe,
telle que
(20) i P _
Jall—oo |||
Notons par
(21) dpy(r) = e ?Wdx

la mesure de probabilité sur R™, (on suppose ici que fe‘*o(:”)da: = 1). Supposons de
plus que i, vérifie pour tout R > 0,

y; ly—2+yoll<R

(22) /(||Z||+||yo||+R)2<||Vs0(Z)II+ sup IIHESS(SD)(y)II)du@(Z)<+oo,

ot yo vérifie [[Vo(yo)|| < [Ve(2)[| + R.
Si¢* est la transformée de Legendre-Fenchel de o, p*(x) := sup,cpn {2 - 2 — ¢(2)},
alors pour tout fonction réguliere g sur R™, on a

(23) Ent, () < /{93 - Vy(2) = 9" (Vo(2) + " (Ve(z) — Vg(x)) e Ddpy ().

Ce théoreme est une amélioration des résultats de S. Bobkov et M. Ledoux
dans [?]. Ils utilisent I'inégalité de Prékopa-Leindler détaillée, dans la section 77,
pour obtenir des inégalités de Brascamp-Lieb, Sobolev logarithmique ou alors de
transport. L’inégalité (??7) que nous obtenons, nous permet de retrouver les résultats
de [?] ainsi que d’autres résultats que nous mentionnons ici.

De maniere naturelle nous pouvons obtenir des inégalités de Sobolev logarith-
miques pour des mesures plus concentrées que la mesure gaussienne. Comme cela
était annoncé au début de la section 77, nous proposons une inégalité adaptée aux
mesures [i,, définies en (??7), avec @ > 2. La méthode basée sur les inégalités
de Hardy, proposée dans la sous-section 7?7, ne s’applique pas dans ce cas. Le
théoreme (?7) permet en revanche d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2. — Soit p une fonction a valeurs réelles satisfaisant les condi-
tions du théoréme ??7. Supposons de plus que ¢ est paire, p(0) = 0, " est
décroissante sur | — 0o, 0], croissante [0, +o0[ et satisfait,

(24) VeeR, ¢"(z)>¢"(0)=X>0cet ‘ l‘im O"(r) = 0.

Supposons aussi qu’il existe A > 1 et A" > 0 telle que pour tout |x| > A,
(25) Ap(z) < z¢'(2).
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Alors il existe C' > 0 telle que pour toute fonction réguliére g,

(26) But,, () < [ Holo)edn,
ot
2A x
22 (2, szl >c
(27) | 317 [5)
2 ; <
oL St lz] < C

Nous voyons que, contrairement aux inégalités de Hardy, le théoreme 7?7 permet

d’obtenir une version multidimensionnelle de I'inégalité de Sobolev logarithmique
modifiée (77).

Proposition 2.2.1. — Soit ® une fonction de classe C?, strictement convewe, paire
sur R™ et satisfaisant (?7) et (?7). Supposons de plus que ® > 0, ®(0) = 0 (ceci
implique que 0 est l'unique minimum de ®),

(28) lim  sup {(1 — ) g ‘;) } =1,

a—0,a€(0,1] reR"
et qu’il existe A > 0 telle que
(29) VeeR" z-V&(r) < (A+1)P(x).

Alors il existe Cy,Cy,C3 > 0 telles que pour toute fonction réguliére g telle que
[efdus =1 on a

(30) Entuq)(eg) < C’l/(I)*(Cng)egdu<1> + Cg.

L’inégalité ainsi obtenue est une version n-dimensionnelle de (??). Notons que
celle-ci n’est toutefois pas une inégalité tendue, dans le sens que si g est une
constante, l'inégalité (?7) n’est pas une égalité.

Notons pour finir que le théoreme ?7 permet d’obtenir a nouveau les inégalités de
Sobolev logarithmiques euclidiennes :

Théoreme 2.2.3. — Supposons que la fonction ¢ wvérifie les conditions du
théoreme ?7. Alors pour tout X > 0 et pour toute fonction g assez réguliere sur R",

(31) Entg,.(e?) < —nlog (Xe) /egd:c—i-/ —A\Vg)eldx.

Cette inégalité est optimale dans le sens que si g = —p(xr — ) avec T € R™ et
A =1 nous obtenons une éqalité.

Lorsque ¢ est g-homogene (comme dans les hypotheses du théoreme 77), une
optimisation sur le parametre A permet de retrouver I'inégalité (??) du théoreme ?7.
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2.3. Applications aux inégalités de concentration

Une propriété importante de ces inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées
mis en valeur dans [?, 7, 7] est la concentration. En effet, le corollaire ?? prouve que
ces inégalités se tensorisent et ainsi nous obtenons des inégalités de type Hoeffding.

Corollaire 2.3.1. — Soit ® wvérifiant les hypothéses du théoreme 77 ou du
théoreme ?77.

1l existe des constantes A, B, D > 0 telles que pour tout n > 0, toute fonction f lip-
schitzienne vérifiant || fl|Lip, < 1 et Xy, -+, X, des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi g, alors

P (% > (X — ()

ou de fagon équivalente,
A
1 . A .
IP’(— >)\) < 2exp( nA@(B\/ﬁ)) if A
v 2 exp (—A)\z) if O

On retrouve dans ces inégalités le caractere gaussien de ﬁ(zzzl f(Xe) — pu(f))

lorsque n est assez grand. Ce résultat n’est pas nouveau, on pourra consulter par
exemple l'article de M. Talagrand [?], mais 'utilisation d’inégalités de ce type l'est.

) < 2exp (—nA®(BN)) if A= D,
S| 2exp (—nAN) if 0 <A< D,

Zf(Xk> — n(f)

2.4. Remarques et extensions

Les inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées ont depuis été largement
étudiées. Elles sont caractérisées sur R dans [?] ou alors sur R" dans [?]. D’autres
applications avec les inégalités de transport ont aussi été montrées dans [?].
L’élaboration de telles inégalités n’est pas encore évidentes en dimension n. Et
qu’en est-il en dimension infinie ? En particulier les méthodes utilisées dans [?] par
S. Bobkov et B. Zegarlinski peuvent étre appliquées pour démontrer une inégalité
de Sobolev logarithmique modifiée pour des mesure de Gibbs.

La vitesse de convergence d'un semi-groupe de Markov repose sur des inégalités
fonctionnelles. La dérivée de l'entropie le long des trajectoires fait apparaitre
I’énergie et non I’énergie modifiée. Il faudrait donc essayer de construire des
inégalité de type Entropie-Energie de la forme :

2
w1« e )

avec une fonction ® adaptée a la mesure p.

Ce genre d’inégalité a été étudié pour les mesures i, lorsque a > 2. La fonction ¢
obtenue est alors concave (on pourra consulter [?]) et les inégalités qui en découles
sont dans ce cas plus faibles que les inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées
obtenues dans ce cas. Ainsi le cas intéressant est par exemple celui des mesures
Lo avec a € [1, 2], la fonction ® devant alors étre convexe, ce qui rend le probleme
beaucoup plus difficile. Actuellement un travail est en cours pour affirmer ou infirmer
ceci pour la mesure fi;.






CHAPITRE 3

INEGALITES CAPACITE-MESURES ET
APPLICATIONS

Les inégalités de type capacité-mesure ont été introduite par Maz’ya en particulier
dans [?]. Depuis elles ont été largement étudiées dans le contexte des inégalités
fonctionnelles comme Poincaré ou Sobolev logarithmique, on peut se référer par
exemple [?, 7, 7, 7, ?7]. Les méthodes utilisées sont aussi tres proches de celles de
[?7] dans le cadres des inégalités de Sobolev.

Dans cette section, M est une variété riemanienne. Soit v une mesure positive sur
M. Alors pour tout ensemble mesurable A C €2 on définit sa capacité par rapport a
v par :

Cap,(A, Q) = inf{/ IV fPdv; 14 < f < IQ},

olt 'infimum est pris sur Pensemble des fonctions f € H'(M, v). Par convention, si
I'ensemble des fonctions f € H'(M,v) telles que T4 < f < I est vide, alors nous
notons Cap, (A, ) = +oo (voir par exemple [?, ?7]).

Soit de plus g une mesure de probabilité sur M, et un ensemble A vérifiant
1(A) < 1/2 nous notons

(32) Cap,(A) == inf {Cap,(A,Q); A CQ, n(Q) <1/2}.
Ainsi une inégalité de type capacité-mesure est de la forme
p(A)
(33) ——— < Cap,(A),
Y(p(A))

pour tout ensemble A vérifiant p(A) < 1/2 et pour une certaine fonction .

Un aspect remarquable de ces inégalités est qu’elles sont comparables a de nom-
breuses inégalités fonctionnelles classiques, telles que Poincaré ou Sobolev logarith-
mique.

3.1. Capacité et inégalité de Sobolev logarithmique faible ; applications

Les résultats de cette section proviennent d’un article écrit en collaboration avec
Patrick CATTIAUX et Arnaud GUILLIN paru dans Probability Theory and Related
Fielad en 2007 : [?].

Définition 3.1.1. — Soient respectivement p, v une mesure de probabilité et une
mesure positive sur M. On dit que le couple (u,v) vérifie une inégalité de Sobolev
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logarithmique faible, LSF, sl eziste une fonction décroissante Brsp : (0, +00) —
R*, telle que pour tout s > 0 et pour tout fonction bornée et réguliere,

(LSF) Ent,( /f2log< }f% ) t < Brsr(s /|Vf| dv + s Osc?(f).

Cette définissons est une généralisation naturelle de I'inégalité de Poincaré faible
que nous rappelons maintenant.

Définition 3.1.2. — Soient p et v respectivement une mesure de probabilité et une
mesure positive sur M. On dit que le couple (u,v) vérifie une inégalité de Poincaré
faible , s’il existe une fonction décroissante fpr : (0, +00) — RT, telle que pour tout
s > 0 et pour toute fonction bornée et réquliere,

(PF) Vs>0, Vard(f)< ﬁPF@)/Wf\?stosc?(f).

Le premier résultat formule une équivalence entre une inégalité de Sobolev loga-
rithmique faible et une inégalité capacité-mesure. Pour simplifier nous supposerons
icl que p = v.

Théoréme 3.1.3. — Supposons que le couple (p, 1) vérifie LSF avec une fonction
Brsr. Pour tout A C M tel que u(A) < 1/2, on a alors

p(A)log (1+ 55 ) — s
ﬁLSF(S)

Réciproquement, soit 3 : (0,+00) — RT une fonction décroissante telle que pour
tout A C M avec u(A) < 1/2, on ait

Vs > 0,

< Capu(A).

p(A)tog (14 :25) = s
A(s)
Alors la mesure p vérifie LSF avec la fonction Brsp(s) = 165(3s/14), for s > 0.

(34) Vs >0,

< Capy(A).

Remarque 3.1.4. — Les deux inégalités suivantes nous montrent que linégalité
de Sobolev logarithmique faible est équivalente a une inégalité capacité-mesure a une
constante multiplicative pres :

(A)
“2 <1 + ZM(A )
A)
Brsr (uT (1 + 2,u(A)>)
w(A)log (1 + WlA)) —s
sup

>0 ﬂLSF(S)

<
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A tog (14 555) s\ nA)los(1+ )
Sslilg Brsr(s) h 5LSF( (A4)log (1 i (A)>> |

L’intérét majeur de cette équivalence est que que I'on peut décrire tres précisément
les mesures de probabilité sur R qui vérifient une inégalité de Sobolev logarithmique
faible. Nous retrouvons ici des criteres de type Hardy adaptés a ces inégalités.

Proposition 3.1.5. — Soit p une mesure de probabilité sur R absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesque et notons p, sa densité. Soit m une médiane de
poet Brsr : (0,00) — R décroissante. Soit C' la constante optimale telle que pour
toute fonction bornée et réquliere,

Vs >0, Ent,(f?) < CﬁLSF(s)/|Vf|2d,u—l— s Osc?(f).

Alors on a max(b_,b,) < C < maX(B_, B.), ou

x-i—oo
log (1 + o +oo>>> 1
by = sup —

>m ﬁLS (M log (1 + W)) m Pu

u(( 001‘] m
b_ = sup log <1+ 2p((— oox})) / 1
r<m B, op (mlog (Hm)) v Pa
16p([x, +00)) log <1+ [x+oo v q
(35) B, = sup ” /
e By (Y[, +00)) log (1 + iy ) ) I P
B_ = sup

w<mﬁLSF(%u<(—oo,wD1og(1+u<<fi§mn>) e

Ainsi, connaissant la densité de la mesure de probabilité sur R on peut donner
une estimée de la fonction Grgp :

Exemple 3.1.6. — Voici quelques exemples :
~ Pour o > 0, la mesure dmq(t) = a(1 + [t|)~172dt/2, t € R vérifie LSF avec la
fonction
(log 1/8)1+2/a

Vs > O, /GLSF(S) =C 2/a ,

ot C' > 0 est une constante.
— Pour o € (0,2), définissons la mesure de probabilité dua(t) = Zoe 11dt, t € R,
(ot Z,, est la constante de normalisation). Alors . vérifie LSF avec la fonction

Vs >0, Brsp(s)=C(logl/s)? /e,
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ou C' > 0 est une autre constante.

Contrairement au cas de ['inégalité de Poincaré faible étudiée par F. Barthe,
P. Cattiauz et C. Roberto dans [?], on peut étudier le cas a € (1,2]. En
particulier on retrouve que pour o = 2, la fonction Brsr est bornée.

De plus dans [?] de nombreux liens entre les différentes inégalités classiques sont

exhibés.

— On prouve que l'inégalité de Sobolev logarithmique faible est treés fortement
corrélée avec 'inégalité de Poincaré faible. Elles se déduisent I'une de I'autre en
changeant les fonctions ( associées aux deux inégalités.

— On donne un lien entre I'inégalité de Sobolev logarithmique faible et 1'inégalité
appelée super Poincaré introduite par F.Y. Wang dans [?].

— Pour finir, les liens avec 'inégalité appelée inégalité de Beckner généralisée sont
aussi présentés.

3.2. Applications a la convergence de processus de diffusion

L’inégalité de Sobolev logarithmique présentée dans la section ?? permet d’obtenir
des estimées sur la convergence de semi-groupes en entropie.

Ce premier résultat nous montre la décroissance de l’entropie en fonction de
I'oscillation de h. On obtient plus précisément :

Proposition 3.2.1. — Soit j satisfaisant une inégalité de Sobolev faible de fonc-
tion Brsr et soit h > 0, bornée avec [ hdu = 1. Pour tout t assez grand, on a :

(36) Ent,(P.h) < C&(t) Osc*(Vh)

ou C est une constante et la fonction £ est donnée par

(37) £71(r) = —3 Busr() log (1),

pour r assez petit.
Réciproquement, s’il existe une fonction décroissante & telle que, pour toute fonc-
tion bornée h > 0, avec [ hdu =1 on ait

Vt >0,  Ent,(Ph) < &(t) Osc*(Vh),

alors la mesure pu vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique faible de fonction

Brsr(t) = 7H(t) ot (t) = 24/2&(t). En particulier si £(t) < ce™, pour un certain
a > 0, alors la mesure p vérifie une inégalité de Poincaré.

Ce résultat de convergence permet d’obtenir des estimées pour la convergence a
I’équilibre de processus de diffusion en variation totale ou en entropie. Nous étudions
le cas ou la loi initiale du processus n’admet pas forcément de densité par rapport a
la mesure réversible p. Ainsi 'entropie initiale n’est pas forcément finie.

Par simplicité nous considérons seulement le cas ot M = R" et u = e~ 2V dz. Ainsi
le processus de diffusion est donné par I’équation différentielle stochastique suivante :

(38) dX, = dB, — (VV)(X,)dt, Loi(Xo)=v

ou B est un mouvement brownien standard dans R".
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On suppose que V est de classe C® et qu’il existe une fonction 7 telle que
(x) — 400 lorsque |x| — +oo et

1
~3 A + VV.VY

est bornée inférieurement. Cette hypothese nous assure l'existence d’une unique
solution de (??) qui n’explose pas en temps fini, cf. [?]. Si v = J,, notons X7 le
processus associé.

Une conséquence remarquable du théoreme de Girsanov est que sous les hy-
potheses mentionnés ci-dessus, pour toute mesure v et tout ¢t > 0, la loi de X,
(notée Pyr) est absolument continue par rapport a p. Sa densité est alors notée h;.
Avec de plus, si v = hu, Pyv = (Pyh)p et p est la mesure reversible.

En particulier Py = (Py_,hy)p, et le taux de convergence de Pyv vers la me-
sure réversible p peut-étre étudié en utilisant les propriétés du semi-groupe. Dans ce
cadre, nous utiliserons la notation Pyv = (P;_,h,), et nous identifions donc ici la me-
sure avec sa densité. L’objectif ici est de comprendre le comportement asymptotique
de P¢h, ou h est une densité de probabilité.

Intéressons nous ici au cas ou
1
(39) |VV\2(x) — 5AV(:¢) > —Cin > —00

pour une constante C,,;, positive; il est alors possible de montrer que (se référer a
[?, Theorem 3.2.7]) que Ent,(P;d,) est fini pour tout ¢ > 0. Plus précisément, on
obtient le résultat suivant :

Proposition 3.2.2. — Avec les hypotheses précédentes : si on a
/ewdy =M < 400,

ou V. représente la partie positive de V' et alors il existe to > 0 et une constante C
telle pour tour p > 1,

1
(40) ([ PoogParan)” < pe
pour tout t >ty > 0. Si de plus on a

(41) Vi(y) < D(Vi(2) + |y — 2> + D),

pour certaines constantes D > 0, D' et pour tout couple (x,y), il suffit alors de
supposer

/e’\v+dy =M < 400
pour un certain A > 0.

Théoréme 3.2.83. — Soit du = e 2Vdx une mesure de probabilité satisfaisant
une négalité de Sobolev logarithmique faible de fonction Brsp. Soit & la fonction
définie (7). Supposons que la condition (?77?) est satisfaite et que v est une mesure
de probabilité telle que (??) soit vérifiée.

Alors pour tout 1 = ¢ > 0 et tout k > 0, il existe une constante C(e, k), et t. >0

tel que
C(e, k)

Bt (Ph) S = ey
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pour tout t > t..

La démonstration de ce résultat est basée sur la semi-additivité de I'entropie : si
f, g sont deux fonctions positives alors on a

Ent,(f + g) <Ent,(f) + Ent,(g).

Ainsi pour h > 0, appliquons cette derniere inégalité a f = Py(hl,ck) et g =
Py (h1,~ k), et d’apres la décroissance I'entropie le long du semi-groupe nous obtenons

(42) Ent“(Pth) < Ent“(Pt(hIth)) +Ent“<h1h>]() s
pour tout K > 0.

Exemple 3.2.4. — FEssayons maintenant de percevoir la pertinence de l'inégalité
de Sobolev logarithmique faible. Il est clair que la décroissance proposée dans le
théoreme 77 n’est pas optimale. L’intérét majeur de l'inégalité de Sobolev faible
provient de ['utilisation de [’entropie au lieu de la variance, puisque il est en effet
moins restrictif de se placer dans le cas ou [’entropie est finie que dans le cas ou
la variance est finie. Illustrons ceci par un exemple simple. Nous cherchons une
condition initiale v telle que tout en ayant une entropie fini, Psv & L?(u).

Soit une fonction V' telle que pour tout A > 0, fe_wdx < 400, par exemple
V(y) = lyl*, 1 < a < 2. Soit duy = e dr et dv = e @9V /Z dx tel que
dv/du :=h = Z.eV ¢ L2(u) pour 2 > & > 1, mais fe%g Vdy < +00.

On peut montrer dans ce cas que pour tout s > 0, Psh ¢ 1L2(u) tandis que la
condition (77) est satisfaite.

Dans cet exemple les inégalités de Poincaré ou de Poincaré faible ne peuvent pas
étre appliquées.

3.3. Li-inégalités et applications aux milieux poreux a poids

Les résultats de cette section proviennent d’un article écrit en collaboration avec
Jean DOLBEAULT, Arnaud GUILLIN et Feng-Yu WANG paru dans Potential Analysis
en 2008 : [?7].

Nous travaillons ici avec deux mesures de Borel y et v sur une variété riemannienne
(M, g), p étant supposée étre une mesure de probabilité, et pu et v n’étant pas
forcément absolument continues par rapport a la mesure de volume. Pour considérer
des quantités telles que [ f?dpou [|Vf |2 dv, il est naturel de travailler dans I’espace
de fonctions f € C'(M).

Définition 3.3.1. — Soit q € (0,1]. On dit que (u,v) vérifie une Li-inégalité de
Poincaré de constante Cp si pour toute fonction positive f € C'(M) on a

(13)  [Var, (/9] = [/ 14 dpi - (/ fqdu)] <Cr [P,

On dit aussi que (u,v) vérifie une L9-inégalité de Sobolev logarithmique de
constante Crg si pour toute fonction positive f € C1(M), on a

log f24 1/q
Ent f2q l/q R (/ f2q ffg2qfd /vL) < CLS/|Vf|2 dl/ ]
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Décrivons maintenant ces inégalités en utilisant les inégalités de type capacité-
mesure comme dans la section ??. La difficulté est le cadre non-linéaire des inégalités.
Comme dans le cas de l'inégalité de Sobolev logarithmique faible, nous obtenons
I’équivalence entre une inégalité de type capacité-mesure et une L9-inégalité de
Poincaré.

Soit ¢ € (0,1) définissons alors

Q109 (1-9)/q
Bp = sup{ Z [M( k)] 1=q) }

kezZ [Capu(Qk7 Qk+1)} g

olt le supremum est pris sur tout @ C M avec u(€2) < 1/2 et toute suite (),cy
telle que pour tout k € Z, ) C Qi1 C Q. Dans ce cas nous pouvons caractériser
les mesures vérifiant la Li-inégalité de Poincaré.

Théoréme 3.3.2. — Soient u et v respectivement une mesure de probabilité et une

mesure positive sur M.

(i) Siq e [1/2,1) et (u,v) vérifie une Li-inégalité de Poincaré avec une constante
égale o Cp, alors Bp < 29 Cp.

(ii) Si maintenant ¢ € (0,1) et fp < 400, alors (u,v) vérifie une Li-inégalité de
Poincaré avec une constante égale a Cp < Kkp Op, pour un certain Kp qui ne
dépend que de q.

Soit g € (0, 1) et définissons la quantité

2 1/(1-q)
kez [Cap, (i, Qk+1)]q/(1_q)

(1-9)/q

Brs = sup

olt le supremum est pris sur tout & C M avec p(€2) < 1/2 et toute suite (),cy
telle que, pour tout k € Z, ) C Q1 C €.

Théoréme 3.3.3. — Soit u et v respectivement une mesure de probabilité et une
mesure positive sur M. Si g € (0,1) et s < +oo, alors (u,v) vérifie une LI-
inégalité de Sobolev logarithmique avec la constante égale a Crs < Krs OLs, 0U KLs
dépend seulement de q.

Contrairement au cas de l'inégalité de Poincaré, nous ne savons pas s’il y a
équivalence entre la majoration de la constante g et une L?-inégalité de Sobolev
logarithmique.

Comme nous pouvons 1’observer dans les théoremes 77 et 77 il n’est pas évident de
vérifier si un couple de mesures (y, v) vérifie une Li-inégalité. Nous affaiblissons, dans
la proposition suivante, les inégalités pour pouvoir obtenir des conditions accessibles.
Le premier résultat, pour Poincaré, est di a Maz’ja, et se trouve généralisé pour
I'entropie dans [?].

Théoréme 3.3.4 ([?],[?]). — Soitq € [1/2,1). Pour tout ensemble ouvert Q2 C M,
51 () yey €5t une suite croissante d’ensembles ouverts tels que Q C Qpy1 C €2, alors

N(Qk)l/(l_q) 1 o) " q/(1-q)
< Y dt )
Z [Cap, (s, eyt )]0~ 1—¢ /0 ((I)(t))

kEZ
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ov ®(t) := inf{Cap,(A,Q): ACQ, u(A) >t}. De méme nous obtenons
également :

[ () log (1 + -2 )]7" ™ @ /(1-0)

(82, og( e—)} z a/(1=q

) pll) < 1 / ( t ) dt ,
0

S [Cap, (U, %)]00 T 1—g o(t)

e(t)

oi (1) := inf { Cap, (4,9) : ACQ, u(A) log(1+:55) > ¢},

Notons qu’en conséquence nous obtenons les estimées suivantes :

1

(1-9)/q
pr<(122) WO

N

et

1 (1-q)/q
Bus < (1—_(1) I#/4(8) /0000 ey,

Le théoreme 77 est important, du fait que les fonctions ® et 1 sont assez faciles a
estimer. Elles correspondent en effet aux inégalités de capacité-mesures associées aux
inégalités de Poincaré faible et Sobolev logarithmique faible (voir le théoreme ?7).

Corollaire 3.3.5. — Soit q € [1/2,1) . Supposons que (p,v) vérifie une inégalité
de Poincaré faible de fonction Opg. Alors (p,v) vérifie une Li-inégalité de Poincaré
avec

Bp < rip (£2) 7 |Ber(-/4)]

ou kp est définie dans le théoreme ?77.
De la méme maniére, si (u,v) vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de
fonction Prsr, alors elle vérifie une Li-inégalité de Sobolev logarithmique si

Brs < Cgl|Bsr(cy )

ou Cy, ¢4 sont deux constantes.

q
LT=4(0,1/2)’

||L137(0 1/2)’

Nous pouvons résumer les résultats obtenus dans le schéma suivant : pour tout
q€[1/2,1),
Poincaré faible LY -Poincaré

4 Poincaré  —> o =
orcare avec Bpp(s) = C's'v v €0.q)

Sobolev log. faible L7-Sobolev Log.
qg—1 :>
avec Oisp(s) =Cs @ V¢ €(0,q)

De facon générale, les inégalités capacité-mesures impliquant les L%-inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmique, on peut, par le critere de Hardy, donner des
exemples concrets en dimension 1. Ainsi sur R, soient g une mesure de probabilité
et v une mesure positive de densité p, par rapport a la mesure de Lebesgue; si m,,
est une médiane p, nous associons les fonctions

R(@) = p((z,4+00)) ,  L(x) = p((—o0,2]) . r(x) ::/w L et o) ;:/m”i d .

my Pv Pv

L-Sobolev log. —



3.4. APPLICATIONS AUX MILIEUX POREUX A POIDS 39

Proposition 3.3.6. — Le couple (u,v) vérifie une Li-inégalité de Poincaré si
/OO|TR\‘1/(1_‘1) du < oo et /m L]0 gy < oo .
my —c0
De fagon analogue, (u,v) vérifie une Li-inégalité de Sobolev logarithmique si
/OO|7°R log R|9 dy < 0o et /mu | ¢ L1og L7 dy < oo .
my —c0

Nous pouvons illustrer par les exemples suivants sur R dans le cas ou y = v.

(i) Pour p € (0,1), et considérons la mesure de probabilité du = e~ 1*I" /(2T(1 +
1/p))dz, x € R. Alors p satisfait aussi une L9-inégalité de Poincaré et une
Li-inégalité de Sobolev logarithmique pour tout ¢ € [1/2,1).

(i) Soit a > 0, et considérons la mesure de probabilité du = a (1 + |z|) ™17 dz/2,
x € R. Alors pour tout ¢ € [1/2,1), la mesure p vérifie une L?inégalité de
Poincaré et une L?-inégalité de Sobolev logarithmique si o > 2¢/(1 — q).

(iii) Ainsi d’apres les exemples proposés, les deux L?-inégalités de Poincaré et de
Sobolev logarithmique semblent équivalentes. Il semble que ce n’est toutefois
pas le cas, comme l'illustre I’exemple suivant :

Cop

1+«

dp dr avec a>0,eR.

1+ 2| [log z|°

Cette mesure vérifie une inégalité de Poincaré faible avec [Opp(s) =
C s72*(log(1/s))"2"/* pour une certaine constante C' > 0, et une inégalité
Sobolev logarithmique faible avec fusp(s) = C's~2/*(log(1/s)) 722/ pour
une autre constante C’. Il en résulte que si « est fixé tel que %%q =1, la

1
convergence des intégrales de Bertrand impliquent que p satisfait une L9-

inégalité de Poincaré si et seulement si 3 > 1, et une L?-inégalité de Sobolev
logarithmique si 5 > 14 1/(1 — q). Ces conditions different donc clairement.

3.4. Applications aux milieux poreux a poids

Soit d € N* et ¢ € C*(R?) une fonction telle que [ e ¥dz < +oo. Définissons la
mesure de probabilité
dis e~V dx

et I'opérateur L sur C?(R?) par
VfeCARY, Lf=Af—Vi-Vf.

Un tel opérateur L est symétrique dans Liw (RY),

V1.9eC®), [ rLodu, =~ [ VIV

Considérons pour m > 1, 'équation aux dérivées partielles non-linéaires

ou "
5 = Lu (MPP)

pour t > 0, z € RY, avec une condition initiale positive u(0,z) = ug(x) pour tout
x € R%. Une telle équation est appelée équation des milieux poreux a poids.
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Le premier résultat est un théoreme d’existence. Nous n’avons pas trouvé dans la
littérature un tel résultat. Cette équation differe du cas classique car la mesure de
référence n’est plus la la mesure de Lebesque sur R™ mais une mesure de probabilité.

Proposition 3.4.1. — Soit up € C' N LTJFl(Rd), une condition initiale positive.
Alors il existe une unique solution classique de (MPP) sur R™, avec pour condition
inatiale ug.

Comme c’est le cas pour les diffusions linéaires, nous obtenons un lien entre la
vitesse de convergence et les inégalités fonctionnelles.

Théoréme 3.4.2. — Soitm > 1.

(1) Si (g, pyp) vérifie une LI-inégalité de Poincaré avec ¢ = 2/(m + 1), pour une
certaine constante Cp > 0, alors pour toute condition initiale uy € L*(py),
nous avons

~m-1/2 | 4m(m—1) “Hm=y
Vt>0, Var, (u(-,t) < ([Var%(uo)} +WCpt> :
Réciproqguement, si la condition ci-dessus est satisfaite pour tout ug, alors
(g, pryp) vérifie une Li-inégalité de Poincaré de constante Cp.
(it) De la méme maniére, si (fup, jty) véTifie une Li-inégalité de Sobolev logarith-
mique avec ¢ = 1/m, pour une certaine constante Crg > 0, alors pour toute
condition initiale ug telle que Ent, (ug) < 0o, nous avons

B ~1/(m—1)
¥t>0, Ent,, (u(-t) < ([En% ()] ™" + W Cre t) .

Réciproquement, si la condition ci-dessus est satisfaite pour tout ug, alors
(s f1p) véTifie une Li-inégalité de Sobolev logarithmique de constante Crg.

3.4.1. Remarques et Perspectives. —

— Les inégalité de type capacité-mesure sont difficiles a établir si I'on écarte
le cadre de la dimension 1. Une question naturelle autour de ces inégalités
est la tensorisation. Par exemple, nous savons que l'inégalité de Poincaré est
équivalente, a une constante pres, a l'inégalité

(44) 11(A) < CCap(A).

Nous savons que 'inégalité de Poincaré est indépendante de la dimension mais
cette question n’est en revanche pas résolue pour (77?).

De plus, que peut-on dire des inégalités capacité-mesures pour des mesures
discretes ou alors pour des gradients non locales comme pour forme de Dirichlet
provenant de générateur infinitésimaux de processus de Lévy 7 Quelques pistes
seront données dans la section 77.

— Dans un travail en cours avec Arnaud GUILLIN, nous nous intéressons a
I’évolution des diffusions rapides a poids, c’est-a-dire lorsque le parametre m
appartient a |0,1] dans 'équation des milieux poreux a poids. Ajouter des
poids change beaucoup la nature de I’équation, en particulier il n’y a pas de
restriction sur le parametre m comme c’est le cas pour le laplacien. L’existence
d’une solution s’obtient facilement puisque nous nous plagons sur un espace
de probabilité (donc de masse finie). L’estimation de la vitesse de convergence
quant a elle est plus délicate. Celle-ci repose sur des inégalités plus difficiles a
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prouver ; il semble qu'une décroissance polynomiale classique n’est possible que
pour des diffusions non-linéaires définies sur des ensembles compactes.

— L’équation des milieux poreux classique, lorsque que le générateur est le lapla-
cien, peut apparaitre comme la limite naturelle hydrodynamique d’'un modele
de particule, voir [?]. Une question naturelle est de savoir si I’équation des mi-
lieux poreux a poids peut apparaitre comme la limite hydrodynamique dans
une situation ou l'on a ajouté un courant ou alors une force de rappel.






CHAPITRE 4

METH’ODES ENTROPIQUES POUR DES
EVOLUTIONS DISSIPATIVES

4.1. Existence et étude entropique d’une équation d’ordre 4

Les résultats présentés ici proviennent d’un article écrit en collaboration avec
Jean DOLBEAULT et Ansgar JUNGEL paru dans Communications in Mathematical
Sciences en 2006 : [?].

Nous nous intéressons ici a I’équation d’évolution non linéaire d’ordre 4 suivante
(45) us + (u(l0gu)rp) e = 0, u(-,0) =ug >0 in S,

olt S* est le tore unidimensionnel que I’on parametre avec la variable - € [0, L] pour
une certaine constante L > 0 fixée.

Cette équation est nommée [’équation de Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn (DLSS)
(voir [?]). C’est une équation homogene d’ordre 1, possédant plusieurs fonctionnelles
décroissantes de long des trajectoires. Un calcul formel nous donne :

d
(46) — [ u(logu — 1) + ldx +/ w |(log ) ge|” dz = 0.
dt Jo g1
et
d 2
(47) — | (u—logu)dx + / |(log 1) ze|” dx = 0.
dt S1 S1

Le premier théoreme est un résultat d’existence.

Théoréme 4.1.1. — Soit ug : S* — R une condition initiale telle que f31 (ug —
logug)dx < oo et soit T > 0.
Alors il existe une solution faible globale uw de (??) vérifiant

we L72(0, Ty WH(SY) n Wit (0, T H3(SY)),

loc

u>0 surS'x(0,00), logue L*(0,T;H?*(SY)),
pour tout T' > 0 et toute fonction test réguliere p,
T T
/ (Ut, @) -2 p2dt —I—/ / u(log u)ppeedrdt = 0.
0 o Js
La condition initiale est satisfaite dans le sens de H=2(S') := (H*(S"))*.

Pour I'étude de la convergence a 1’équilibre, nous avons repris des inégalités
fonctionnelles sur le tore unidimensionnel. Le théoreme suivant est du a Weissler. Il
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s’agit de I'inégalité de Sobolev logarithmique sur le tore de dimension 1 (voir [?, 7, ?|
et [?] pour une synthese).

Théoréme 4.1.2. — Pour toute fonction réquliere et L-périodique, nous avons
l'inégalité de Sobolev logarithmique suivante pour la mesure jui,

L2
(15) But,, () < 35 [ (9 du.

Cette inéqgalité est de plus optimale.

La méthode d’entropie et de production d’entropie permet aussi d’obtenir des
inégalités de type Beckner :

Remarque 4.1.3. — Pour tout p €]1,2] et toute fonction réquliére et L-
périodique, on a :

[ fPdu— (f f2/pd,UL)p L? 2
(19) L <o [ (dus

Corollaire 4.1.4. —  — Nous pouvons nous affranchir de la périodicité, et l'on
a par suite, pour toute fonction réquliere,

2
(50) Ent,, (f?) < %/(f’fdm.

Cette inégalité est également optimale.
— Soit n > 0; on a alors les inégalités d’ordre n suivantes, pour toute fonction
réguliere et L-périodique :

5) var, (< ()" [ 0t

52 out,, () <2( ) [ )

Ces deux inégalités sont aussi optimales.

En utilisant le théoreme d’existence et les inégalités fonctionnelles associées, nous
obtenons la décroissance exponentielle de la solution a ’équilibre de (77?).

Théoréme 4.1.5. — Supposons que la condition initiale ug soit une fonction me-
surable positive telle que

/ (ug — logug)dzr et / ug log ugdx
st st

soient finies. Soit u une solution faible de (??7) construite grace au théoréme 77, et
posons = [¢ ug(x)dz/L. Alors

vt > 0, / u(+,t) log (u(,t)) dr < e_Mlt/ up log (u—,0> dz,
g1 u S1 u

N 4
ou My = 3%’; :

De plus, si l'on a \/ug € H(S'), nous obtenons

[ (W) < [ (s

Sl
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o My = 16umt/L* et p = (103 + \/214)/72 est la plus grande racine de 362* —
103z + 72 = 0.

4.2. Etudes fines de convergence a I’équilibre

Les résultats présentés ici ont été écrits en collaboration avec José Antonio CAR-
RILLO, Jean DOLBEAULT et Ansgar JUNGEL et sont parus dans Discrete and Conti-
nuous Dynamical Systems-series B en 2006 : [?].

A travers trois équations d’évolutions non-linéaires différentes, nous faisons une
étude fine de la convergence entropique. Les 3 équations sont les suivantes : la
premiere est I’équation des milieux poreux ou des diffusions rapides (m > 0) :

0

(53) T (™), x€SY, t>0,
ot

la seconde équation est celle des films minces (m > 0)

(54) Uy = —(W" Upga)w, TES, t>0,

et enfin la derniere est celle étudiée dans la section précédente 77, I’équation de
Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn (DLSS),
(55) = —(u(log)pe)es , T €S, t>0,

avec une condition initiale u(-,0) = ug > 0 dans S' = [0, 1).

4.2.1. Inégalités fonctionnelles non linéaires adaptées. — Nous nous
placons ici dans l'espace S' = [0,1) en imposant des conditions périodiques au
bord de [0,1). La mesure de Lebesgue sur S* est alors une mesure de probabilité :
Jordz =1.

Notons g,[v] et © les moyennes d’une fonction positive v sur S* :

p
Uplv] = </ vl/P dm) et v ::/ vdz,
st st

Définition 4.2.1. — Soit p € (0,+00) et g € R. Sur Uespace {v € H{(S') : v#
0 p.s.}, définissons la famille d’entropies dépendant des paramétres (p,q) par

L T dx — v])? st e
Epqlt] -—m[/yv dz — (pp[v]) ] pg#letqg#0,

ainsi v = 4 [v].

v9 .
Y1/qqlv] = /Slvq log <W) dx sipg=1letq+#0,

1 v
270::——/10g< )dm siq=20.
ol P Jst fip[V]

La fonctionnelle d’énergie correspondant aux équations du deuxrieme ordre est
définie par

L= WPde VveHY(S).
S1
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et la fonctionnelle d’énergie correspondant auzx équations du quatrieme ordre est
définie par

L] = [ W'Pde Yve H*SY.
Sl
Grace a 'inégalité de Jensen, les quantités X, ,[v] sont positives pour tout p €
(0, +00) et ¢ € R. La définition des cas limites pg = 1 et ¢ = 0 est cohérente, puisque

lim X, ,[v] = 3i/4[v] pourq>0,
p—1/q
1in(1] Yoqv] = X,olv] pourp>0.
q—

On peut par ailleurs s’intéresser au cas limite suivant, lorsque p = ¢ = 0,

—/ log( Y )da:,
51 10/l oo

mais celle-ci ne sera pas utilisée.

Les inégalités de Beckner correspondent au cas ¥,/52 ol p € (1,2]. Le cas limite
p — 1 correspond au cas de 'entropie classique, utilisée pour I'inégalité de Sobolev
logarithmique.

Les inégalités fonctionnelles obtenues sont :

Théoréme 4.2.2. — Pour tout p € (0,400) et g € (0,2), il existe k,, > 0 telle
que pour tout v € HL(S"),

Kp,q
Soient de plus p € (0,+00) et q € (0,2) tels que pq # 1; alors
1
(56) Syt < o hlt] Vv e HY(S).

Remark. Les résultats décrits dans cette cette section sont parus avant ceux de la
section ??. Pour des raisons de présentation, cette partie figure apres, méme si la
proposition ?? permet de retrouver et méme de donner une estimation des constantes
Kp,q > 0 trouvées dans le théoreme 77.

Les entropies décroissant le long des trajectoires, nous pouvons maintenant refor-
muler ces inégalités dans le cas ol les entropies sont petites ; les fonctions admissibles
sont alors dans I’ensemble suivant :

AP = {U € Hﬁl-(Sl) D Epglv] e et pplu] = 1} 5
et nous obtenons :

Théoréme 4.2.3. — Pour tout p > 0, ¢ € R et ¢y > 0, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout ¢ € (0, &g,

1+Cy/e

(57) Ypaqlv] < 8 p? 2

Jifv] Yve xra.
De plus, pour tout p > 0, q¢ € (0,2) et g9 > 0, il existe C > 0 telle que, pour tout
e € (0, &),

1+Cye : 2/l
EP,q[v]émJg[v] VUEXepqﬁH (S)
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4.2.2. Applications a la décroissance de l’entropie. — Dans le cadre des
milieux poreux et des diffusions rapides nous obtenons : pour tout m > 0, soit u une
solution de
(58) du _ (u™)pe €S t>0,
ot
avec pour condition initiale u(-,0) = ug dans S*.
Les fonctionnelles d’entropies a considérer sont alors

( 1 k1 —ktl .
—_ — d keR\{-1
k(k+1)/31(u i ) x si e R\ {-1,0},

u

(59) Yrlu] = /51 ulog (j> dx si k=0,

u

k—/ylog(%) dx si k=-1.

Ainsi nous obtenons :

Proposition 4.2.4. — Soit m € (0,400), k € R\ {—-m}, ¢=2(k+1)/(m+ k),
p=(m+k)/2 et u une solution réguliere de (?7).

i) Décroissance algébrique dans le temps court : st m > 1 et k > —1, alors

—q/(2—q)
} VteRT.

2 _
Sufu(- )] < [Ek 0+ 22

i1) Décroissance exponentielle pour le temps long : Sim > 0 et m+k > 0, il existe
C >0 ettty >0 tels que

8p27r2)\up(2—q)(t—t1)> .
= U1 .

1+ Cy/Zgu(-, t1)]

Considérons maintenant un cas plus général d’équation d’ordre 4 :

Yl )] < plu(-, )] exp (—

(60) ut:—<um (uxxx+au_luxuxx+bu_2ui)> , xeS t>0,

avec m, a, b € R et une condition initiale u(-,0) = uy € L} (S*). Cette classe contient
deux exemples classiques décrient au-dessus :

(61) Uy = _(um u:c:c:c)xa
et
(62) Uy = _<u (1Og u)mm) )
Notons
1 3
(63) Ly = Z(3a+5):t1 (a—1)2 =8,
et
A= (k+m+1P2=9(k+m—1"+12a(k+m—2)— 360,

ou a, b et m sont définis dans (?7?). Pour ces équations, nous obtenons le résultat
suivant :
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Théoréme 4.2.5. — Soit u une solution réquliere et strictement positive de (77)
et soient a,b vérifiant (a — 1)? > 8b.
i) Décroissance de I'entropie : Soit k, m € R tels que L_ < k+m < L,. Alors

d
—Yilu(-,t)] <0 Vt>0.

goklu )] <

it) Production d’entropie : Soit k, m € R tels que k+m+1#0et L_ < k+m < L,.

Alors A est strictement positif et

%zk[u(-, ]+ p \(u<k+m+1>/2)m\2 dr <0 Yt>0,
Sl
ol
4 , )
(64) u::—(k+m+1)4 min{(k+m + 1), A} .

Sitk+m+1=0eta+b+2—pu <0 pour un certain 0 < p < 1, alors

d
%Zk[u(-,t)] + ,u/ |(log t)e|” dz <0 Vt>0.
S1

Théoréme 4.2.6. — Soit k, m € R tels que L_ < k+m < L, et considérons une
solution réguliere de (?77).
i) Décroissance algébrique en temps court : si k > —1 et m > 0, alors
—q/(2—q)
Selu(-,t)] < {Zk[uo]_@_q)/q + 47 fkp g (— — 1) t} VieR"t.
q
i1) Décroissance exponentielle pour le temps long : Sim+k+1 > 0, alors il existe
C >0 ettty >0 tels que

32prmt paP® (t —t

Zk[u(,t)] < Zk[u(atl)] exXp <_ 14+C Zk[u( tl)]

ol u est définie en (7).

k K
\2 2

~1 Ny

™~ 2 3 ™ 2 3

] \\ : \\

FIGURE 1. Le graphe de gauche décrit la région admissible pour les paramétres
telle que ’entropie décroit de fagon algébrique; le graphe de droite décrit quant a
lui la région admissible des paramétre pour obtenir une décroissance exponentielle
en temps grand de ’entropie. Ces régions sont décrites dans le théoréme 7?7 pour

I’équation des films minces.
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Remarque 4.2.7. — Ainsi comme les deux théorémes précédents le montrent, la
décroissance de l’entropie pour une équation de diffusion non-linéaire est dans un
premier temps polynomiale, puis exponentielle.

Qu’en est-il pour une diffusion non linéaire sur R ou sur R™, comme par exemple
une équation des milieux poreux a poids détaillée dans la section 77 ¢ Bien entendu
les arguments de compacité utilisés dans cette section ne sont plus valables.

4.3. Application a I’équation de Lévy-Fokker-Planck

Les résultats de cette section proviennent d’un article écrit en collaboration avec
Cyril IMBERT & paraitre in Asymptotic Analysis : [?].

Nous étudions ici le comportement asymptotique de 1’équation généralisée de
Fokker-Planck, dirigée non pas par le laplacien, comme c’est généralement le cas,
mais pas le générateur infinitésimal d’un processus de Lévy.

Soit Z un opérateur de Lévy, défini par
(65) Z[u](x) = div (cVu)(x) —b- Vu(z) +/ (u(z+2) —u(x) —Vu(z) - zh(z))v(dz),
R4
ot (b,0,v) sont les parametres de 'opérateur, c’est-a-dire b = (b;) € R?, o0 = (0y)
est une matrice d x d symétrique définie positive et v est une mesure appelée mesure
de Lévy sur RY vérifiant

(66) v({0}) =0 et /min(l, 12| (dz) < +oo0,

h étant donnée pour tout z € R? par h(z) = 1/(1 + |2]?).
L’équation de Lévy-Fokker-Planck est alors :

(67) O = T[u] +div(uVV) z € R4t >0,
avec pour condition initiale :
(68) u(0,2) = uo(z) = € R,

oll ug est positif et appartenant a L'(R?), et V est un potentiel tel qu’il existe un
état stationnaire.

De fagon générale, nous essayons de montrer la convergence de la solution u de (77?)
vers la solution stationnaire :

(69) Tt + div(ueoVV) =0

telle que f U = f ug = 1. La fonction u., est appelée état stationnaire et I'on
suppose que celle-ci existe et est positive. Nous allons décrire la convergence au sens
de V'entropie, les résultats généralisent alors [?]. Pour cela, soit ® : RT +— R une
fonction convexe de classe C? et uy, positive telle que [uodx =1, et définissons la
fonctionnelle ®-entropie : pour tout fonction positive f,

Entd ( f):= /<I>( f) uoodx—cb(/ fuoodx).

L’inégalité de Jensen assure que Entfoo( f) = 0. Montrons maintenant que ces
entropies décroissent bien le long des trajectoires.
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Proposition 4.3.1. — Supposons que la condition initiale ug soit positive et satis-
fasse [uodz =1 et Entfoo u%) < 00 avec Uy, une solution de (?7). Alors, pour

toute fonction convexe ® : RT — R et pour tout t > 0, la solution u de (77)-(??)
satisfait

(70) Vt >0, %E nty ( i) = —/@”(U)VU-UVU Usodx
Use

_ / / Da (v(t,2), v(t, 7 — 2)) v(d2) o () d2

ou Dg est la distance de Bregman associée a P :

(71) Y(a,b) € R, Dg(a,b) := (a) — (b) — & (b)(a — b) > 0,

v(t,x) = ;LS(Z)) et v est la mesure de Lévy associée a T.

Théoréme 4.3.2 (Convergence exponentielle a ’équilibre)

Supposons maintenant que V() = %\x|2 et que l'opérateur T soit un générateur
infinitésimal associé a un processus de Lévy ayant comme mesure de Lévy v. Sup-
posons que v admette une densité N par rapport a la mesure de Lebesque et que
celle-ci vérifie :

(72) / In|2| N(2) dz < +o0
R\ B

ot B est la boule unité de R%. Alors il existe un état stationnaire oo, i.e. une solution
positive de l'équation (??) satisfaisant [ usdr = 1.
De plus, si N est paire et satisfait pour tout z € R,
+oo

(73) N(s2)s¥'ds < CN(2)

1
avec une certaine constante C' > 0, alors pour toute fonction convexe ® telle que

(74) (a,b) — Dg(a+b,b) {a+b>0,b>0}
(r,y) — @"(r)y - oy R* x R ’

la fonctionnelle ®-entropie appliquée a la solution u de (?7)-(?7) converge vers 0
de facon exponentielle. Plus précisément, pour toute condition initiale ug telle que

Entfoo ( 5—0> < 00, 0N @ :

(75) vt >0, Entd ( @> < e TEnt? < ﬂ)

Uoo

est convexre sur {

avec la constante C' provenant de (77).

La preuve de ce résultat est en partie basée sur le théoreme suivant du a L. Wu
et généralisée par D. Chafai.

Théoréme 4.3.3 ([?, ?7]). — Soit & réguliére satisfaisant (??) et considérons une
loi infintment divisible . Alors pour toute fonction positive v,

(76) Ent;f(v) S/@”( Vv - oVou(dx) + //Dq> v(z + 2))v,(dz)p(dx)
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ot v, et o représentent respectivement la mesure de Lévy et la matrice de diffusion
associée a [i.

Remarque 4.3.4. — L’égalité N, = N/X est satisfaite si et seulement si ¢ est
homogéne d’ordre X € (0, 2], i.e.

Y(t€) = t"(€) pour tout t > 0,& € RY,

Dans ce cas, on a A = /X et by = 0. Ce cas est trés particulier, il s’agit des
processus de Lévy \-stables et nous avons dans ce cas éqgalité. Le cas limite, c’est-a-

dire X = 2, donne alors Noo = N/2 = 0.

4.3.1. Remarques et Perspectives. — Nombreuse sont les restrictions dans
I’application du théoreme ?77.

— En effet, dans le résultat fondamental de la section ??, on suppose que V = z2.
Cette restriction est indispensable pour les techniques utilisées.

Cependant, le cas général d’un Fokker-Planck dirigé par un processus de Lévy
est intéressant. Une idée est peut-étre d’utiliser d’autres distances que ’entropie,
plus appropriées aux processus de Lévy. Est-il possible de déduire de ces calculs
un critere permettant de retrouver une inégalité de Sobolev logarithmique,
comme c’est le cas du critere I'y pour ’équation de Fokker-Planck dirigée par
un brownien ?

— De la méme maniere, les hypotheses demandées au processus de Lévy sont
contraignantes. La condition (??) implique qu’il faut étre “proche” d’un proces-
sus A-stable, et la méthode proposée ici ne permet pas par exemple de traiter
le cas d’un processus discret.

Des travaux sont en cours avec Cyril IMBERT, Gregorz KARCH et Aldéric JOULIN

dans ces directions.

4.4. Application aux équations de réaction-diffusion
Les résultats présentés ici sont écrits en collaboration avec Boguslaw ZEGAR-

LINSKI, [?], et sont en cours de rédaction.

Nous étudions ici le comportement asymptotique de la réaction chimique réversible
suivante

q q
(77) Z ;A = Z BiAi,
i=1 i=1

ou A; sont des especes chimiques qui réagissent entres elles, ¢ est un entier positif et
a;, B; € N. Nous supposons que les particules doivent diffuser avant de réagir. Nous
supposons de plus que pour tout 1 <7 < ¢, on a o; — 3; # 0, ainsi nous ne prenons
pas en compte les effets d'un catalyseur.

Soit 2 C R™ (n > 1) un ensemble ouvert et borné, on suppose que son bord 92
est de classe C*. Soit la diffusion L donnée par :

Lf(z)= Z bi ()07 f () + Z bi(%)0; f (x),

i,j=1
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pour toute fonction réguliere f, ol b; ; et b; sont dans C>(€2) et la matrice (b; j(x)); ;
est symétrique positive pour tout z € 2. Soit de plus p une mesure de probabilité
réversible pour la diffusion L.

Pour tout i € {1,---,q}, soit v;(t,x) (t > 0, x € Q) la concentration de l'espece
A; au temps t a la position z. Les fonctions v; vérifient les équations de réaction-
diffusion :

q

q
Vi >0, Ve € Q, 0Owi(t,z) = Lv; + (5 — o) (le;.xj — quf”)j
j=1 j=1

(78) Ve eQ, u(0,2) = ()
Ve e a0, Vt >0, Z0(tx) =0,
ov

ou v représente la normale au bord 092 et k,I > 0 sont les constantes de vitesse
des deux réactions chimiques. Les conditions initiales vérifient pour tout 1 < i < g,
v) > 0et [v)du > 0.

Pour simplifier nous supposons que k = [ = 1, ce qui ne change pas les résultats.

Nous décrivons ici la convergence a 1’équilibre de ce systéeme vers un

état stationnaire que nous définissons de la facon suivante : Soit & =
q

{(Zi)lgigq, tel que Zzl(ﬁz — ;) = 0}. Alors pour tout (2;)1<icq € S, on a
i=1

q q
O E 2iv; = L E ZiUy,
i=1 i=1

ce qui donne

=1 i=1

Z zivi(t,x) = Py (Z Zi”?) (z),

ou Py est le semi-groupe associé a la diffusion L. En particulier

Z [ wtta)duta) = Z [

Définition 4.4.1. — Un état stationnaire de [’équation (?7) avec des conditions
initiales positive (v));<;c, est un vecteur (si)icicg € (RT)? tel que pour tout
(2i)1<icg €S -

q q q q
Soasi =Y a [t e [[s =]
i=1 i=1 i=1 i=1

Lemme 4.4.2. — Soit (v;)1<i<q Satisfaisant (?7) avec des conditions initiales sa-
tisfaisant v? > 0 et [vldp > 0. Alors il existe un unique état stationnaire (s;)1<i<q
au systeme (?77).

La convergence a l’équilibre n’est pas tres loin du cas d’une réaction chimique
mélangée, c’est-a-dire lorsque la concentration des especes chimiques ne dépend pas
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de la position. Dans ce cas I’équation devient

d L _
(79) %vi :ki(ﬁi—ai)< vy’ —vaj).
j=1

J=1

Ainsi nous obtenons :

Théoréme 4.4.3. — Soit (v;(0))1<j<q une condition initiale strictement positive.
Alors Uéquation (?77) admet une unique solution définie sur [0,+00) qui satisfait
pour tout 1 <1 < g,

[0:(t) = si] < € [vi(0) — sif exp (=C1),
ou K est une constante dépendant de [’état stationnaire (s;)1<i<, défini dans le
lemme 77,
2

(80) C = HSZ%ZM

S
i=1 i=1
De plus, C est le taux de convergence optimal.

Ce résultat nous permet de comprendre le cas général, c’est-a-dire lorsque les
éléments doivent diffuser avant de pouvoir réagir. Pour cela, nous supposons que la
diffusion est définie sur 'ouvert €2, vérifie un trou spectral (ou de fagon équivalente
une inégalité de Poincaré) de constante Cis¢ pour la mesure de probabilité réversible

L.
Soit (v))1<j<q une condition initiale vérifiant 1 <4 < g, v > sur Q avec [ v)du >
0.

Théoréme 4.4.4. — Supposons qu’il existe 1 < i, jo < q tel que By — iy > 0 et
6jo -, < 0.

Pour toutes conditions initiales (v)),;«, il eviste une unique solution faible
de (?7?7). C’est-a-dire pour tout t € I, v;(-,t) € Li(Q), G(vi(-,t), - ,v4(-, 1)) €
Ll(Q)?

t
[ 609 o)l ds < 400
0
et de plus pour tout 1 <1< q, x € Qett >0,

sy | =REDE kG- / P (Gor(5)- vyl ) (@)

(%i .
x € 01, E(t,x) =0

qui satisfait aussi pour tout x € Q, v;(0,x) = v (x).

Soient j;" et jJ les entiers tels que

0
{_ [ o0dp } o Jvivdn

sup -—1
B — oy Bir — oy

7, t.q. ﬁj—ai>0
0 0 d

g oy _ _M
)

jstB—a<o | B — q; Biz —ay;

2
et solent j; et j, qui réalisent les extrema dans les autres cas.
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Ainsi la convergence asymptotique est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 4.4.5. — Supposons qu’il existe 1 < i, jo < q tel que By — ay, > 0 et
ﬁjo — Oy, < 0.

Soit (V)i une condition initiale telle que 1 < i < g, [vldu > 0. Supposons
de plus que ajfﬁjf = aj;ﬁj; =0 ou aj;ﬁj; = aj;/@jg =0.

Soit (s;)1<i<q 'état stationnaire donné par le lemme ?77. Alors pour tout 1 < i < g,
on obtient

(82) \// (v = ) dp < K exp (—min {a, M}1),

ou a > 0 dépend des constantes oy, (3; et Csq, alors que M, K > 0 dépendent des
conditions initiales.

4.4.1. Remarques et Perspectives. —

— De nombreuses perspectives sont également ouvertes dans cette direction. Nous
avons, en particulier, que les especes diffusaient de la méme maniere, c¢’est-a-
dire avec la méme diffusion L. Nous savons que les problemes d’existence et de
convergence sont alors tres différents. Un travail est actuellement en cours avec
Boguslaw ZEGARLINSKI.

— De plus, nous devrions pouvoir nous affranchir des restrictions techniques de-
mandées sur les parametres « et 3 pour le théoreme 77.



CHAPITRE 5

FILTRAGE NON-LINEAIRE ET SYSTEMES
DE PARTICULES EN INTERACTION

Les résultats présentés ici proviennent d’'une publication écrite en collaboration
avec Bruno REMILLARD & paraitre in Advances in Applied Probability : [?].

Ce chapitre est indépendant de ce qui précede.

Soit (X )k>o une chaine de Markov non-homogene dans un espace métrique loca-
lement compact F, de noyau de transition (K,),>1 avec pour loi initiale 7, définie
sur la tribu borelienne B(E). De plus soit B,(E) l'ensemble des fonctions bornées
mesurables B(E).

Soit une suite (g,)n>1 de fonctions positives dans I'ensemble B,(E); supposons
que nous voulons calculer de fagon récursive la formule de Feynman-Kac (1,),>1 :

'Vn(f)
'Vn(1>’

(83) m(f) = f € By(E),

ou

(84) Tulf) =E (f(Xn) Hgk(Xk—1)> :

En utilisant les notations de [?] et [?], notons par M;(E) ’ensemble des mesures de
probabilité sur (E, B(E)). Si u € Mi(E) et n > 0, soit uk,, la mesure de probabilité
définie sur B,(E) par

pln(f) = p(Kaf) = //f o (, dz2)p(dr).

Décomposons les étapes pour mieux comprendre la relation entre les 7,,, pour tout
n > 1, soit ¢, : My(E) — M;(F) définie par

n(gnf)

¢n(77>f = n(gn)

, n€ME), feBy(E),

et soit ®,, définie par

D, (n) = n(n) K,

Ainsi on a pour tout n > 1,

(85) Th = (I)n(nn—1>-
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Notons que pour tout n > 1, l'opérateur ®, peut-étre décomposé de la fagon
suivante :

ﬁn - ¢n+l(nn)>
(86) h+1 = ﬁnKn—i-b " O’ < Ml(E)

Meme si le systeme entre les équations est simple il n’est pas facile de le résoudre
directement. C’est pour cela que des algorithmiques d’approximations a ’aide de
particules sont développés pour approcher (1), .y. Ces algorithmes particulaires
utilisent la décomposition (?7), ou les particules sont sélectionnées dans la premiere
étape, puis évoluent selon le noyau markovien dans la seconde étape. Ces algorithmes
sont appelés algorithmes génétiques. On pourra consulter les articles de synthese
suivants [?, 7, ?].

La vitesse de convergence de ces algorithmes dépend des deux étapes mentionnées
précédemment, nous nous intéressons ici a la premiere étape : celle de la sélection.

Nous supposons que pour tout n > 1,

0< inngn(x) < sup gp(z) < +oo.
TEe

zel
L’algorithme général. — Soit NV un entier représentant le nombre de particules,
pour tout n > 0, posons &, = {f}” e ,fﬁlv} les particules au temps n et posons
| N
N _ )
— Au temps n = 0, le systeme initial de particules &, = {53, e ,5(])\’} consiste en
N variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi 7.
— Pour tout n > 1, le systeme de particules &, = {5}1, e ,fﬁlv} consiste en N

particules, et s’obtient de la facon suivante :
— (Sélection) On calcule le vecteur des poids W, € (0,1)", ou1

(87) W:‘L:M, i=1,...,N.
> im1 9n(&h1)
Nous sélectionnons ensuite les particules én_l = {éjl_l, e ,éfy_l} a partir

des particules &,_; et selon les poids (W}).

— (Evolutions/Mutation) Etant données les particules &,_;, les nou-
velles particules &, consistent en N particules indépendantes se-
lon la loi Kn(él dr),1 < ¢ < N. D’une autre fagon, pour tout

n—1»

z=(24...,2V) e BN,

N

Pour décrire la maniere dont les particules sont sélectionnées, il suffit de décrire
les nombres M}, ... MY € {0,1,..., N}, ot M? représente le nombre de particules
de type 7 qui vont rester pour 1’étape suivante. Ainsi, on peut écrire

~ o 1g RN
,r]n—l = N Zl 5AZ;,L?1 = N Zl Mn6§3L71~
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Une méthode de sélection est dite non biaisée si pour tout 7 € {1,..., N} et pour
tout k > 1, E(M{|&k—1) = NW,.

Sélection selon la méthode du choix systématique. — L’algorithme que
nous étudions est basée sur une méthode de sélection appelée ici celle du choix
systématique. Elle apparait une premiere fois dans [?], mais aucun théoreme de
convergence n’est associé.

Cette méthode de sélection est tres simple et peut-étre décrite de la maniere
suivante : pour n > 1, soit U, une loi uniforme sur [0, 1) et soit pour w € [0, 1],

M(w,U,) := [Nw + U,], ou [z] est la partie entiere de x. Alors nous posons
M, = MW,,U,),
MF o= MW 4 WEU) - MW 4+ WL U, k=2,...,N.

Puisque M(1,U,) = N, nous avons Zf\il M! = N. Ainsi le nombre de particules
reste constant a chaque étape.

Etude de la convergence. — De fagon générale, 'intérét de ces algorithmes
génétiques est la convergence lorsque N tend vers l'infini vers la loi cible. La fagon
la plus simple est d’obtenir un théoréme de convergence L?. Le théoréme suivant
nous donne une condition générale.

Théoréme 5.0.6. — Soit (ay) une suite croissante telle que ay /N — 0, lorsque
N — 00. Supposons que la méthode de sélection soit non biaisée, alors

I N _ 2
N1_r}r(1)oaN 1%?;%”% 77k||2 0

si et seulement si pour toute fonction f € By(E),

N—o00 1<k<n -
=1

N 2
(88) lim ay max E (% > (Mf - NWy) f(g,g_l)) = 0.

De plus, sup y, ay max |n — ni||3 est finie si et seulement si
= 1<k<n

N>1 1<k<n
= =1

N 2
sup ay max E (% Z(M,i — NW;)f(ﬁ,i_Q) < 0.

Cette condition n’est toutefois pas vérifiée dans le cas de notre sélection :

Remarque 5.0.7. — L’inégalité (??7) n'est en effet pas valide de fagon générale
dans le cas de la sélection systématique. En voici une illustration : soit N = 2m, et
posons pour tout i € {1,---,N/2}, W2 = 1/(2N), et W*~1 = 3/(2N). Alors on
peut vérifier que pour tout 1 < i < N/2,

M2t =145 U, €[0,1/2), M2V =26 U, €[1/2,1),

M*  =1si U, €l0,1/2), M*  =0si U, e€[1/2,1).

Si1<i< N/2, posons alors ¢* =1 et ¢* ' = —1. Il vient par suite :

1 & ’ 1
E (N (M,i—NW,ﬁ)ql> Sk—1 =7

i=1
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ce qui met en défaut l'inégalité (?7).

La description de cet algorithme montre qu’il n’est pas tres gourmand en calcul.
En revanche, il résulte de la remarque précédente que la convergence L? n’est pas si
simple a obtenir.

Nous n’avons pas été en mesure a ce jour de démontrer cette convergence, mais
nous avangons toutefois la conjecture suivante :

Conjecture 5.0.8. — Supposons que 1y et (K,)n>1 soient des lois absolument
continues et considérons les entiers MY ... MY obtenus en wutilisant la méthode
de sélection systématique. Alors pour tout f € By(E) et n >0, on a.

3 1 = ) 7 ) i _
(89) lim E (N > (M — NWi)£( M)) =0.

N—o0 -
=1

L’inégalité (??) nous assure la convergence L? du systéme de particules.

Dans [?], quelques résultats sont obtenus dans la direction de la conjecture. On
peut remarquer que le cas n = 0 est évident, c’est la loi des grands nombres. Nous
traitons, presque entierement le cas n = 1. Mais la complication des calculs ne nous
a pas permis de conclure.

Notons par ailleurs dans [?], qu'une comparaison entre différentes méthodes de
sélections est proposée. Nous nous appuyons pour cela sur un cadre de fitrage non
linéaire ot il est possible d’expliciter directement les mesures 7,, et nous effectuons
les simulations associées. Ce modele est décrit dans un article écrit en collaboration
avec Bruno REMILLARD et Pierre DEL MORAL, [?].
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