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CHAPITRE 1

PROBLEMES DE FORMALISATION

1. PRESENTATION

Dans ce chapitre, j'expose une formalisation assez générale de
1'étude des relations a plusieurs variables, congue pour faciliter
une étude mathématique des systémes relationnels de bases de
données.

J'énonce sous cette forme des résultats qui sont déja connus
ou qui se déduisent facilement de la théorie des produits de
relation. Encore que ces résultats ne soient pas neufs, leur
formalisation 1l'est plus.

Les notations choisies sont doubles ; d'une part une notation
"savante" peu pratique pour le calcul, mais permettant les
démonstrations générales, d'autre part une notation indiciée
(cf. 6.b) qui permet d'exprimer trés simplement & peu prés toutes
les opérations courantes de mise & jour. Peut-&tre 1'idée de
cette notation est-elle 1'aspect le plus utile de ce chapitre.

Dans les chapitres suivants nous choisirons des notations
simplifiées pour 1'étude des relations "a variables toutes

distinctes" ou "externes".

a) Les choix et leurs justifications

by

- Les objets a étudier sont des ensembles de relations sur un

nombre fini d'ensembles.

- Les ensembles sur lesquels portent 1les relations ont pour
- éléments des objets individuels considérés dans cette étude comme
non structurés; ainsi par exemple, si un des ensembles en question
est un ensemble de numéros de sécurité sociale, on ne décomposera

pas ces numéros pour en tirer la date de naissance.

- Nous supposerons toujours que les ensembles d'objets sur lesquels

portent les relations sont infinis.

Une telle optique est assez fidéle a la réalité lorsqu'il s'agit
d'ensembles de wvaleurs numériques représentant des grandeurs
continues ou d'ensembles d'objets en quantité finie certes, mais

potentiellement non bornée (ensemble d'éléves par exemple).
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Dans les autres cas - ensembles ne pouvant prendre qu'un nombre
fini de valeurs (ensemble {0,1} par exemple), les résultats
démontrés ne sont plus toujours valables, mais 1le lecteur

constatera que beaucoup de résultats peuvent alors étre adaptés.

b) Définition d'une relation

- La définition d'une relation & n variables & partir de la notion
de produit cartésien est peu propice au calcul sur les relations
a plusieurs variables : pour décrire le lien de paternité, par
exemple, elle donne a choisir entre deux relations, celle qui
va du pére au fils, et celle qui va du fils au pére, la deuxiéme
étant une application et pas la premiére. Dans notre formalisation,
toutes les relations décrivant le lien de paternité entre les
mémes ensembles de personnes sont "semblables" : ce sont des
"recopies" de 1l'une d'entre elles. De ce fait, pour décrire le
lien entre peére, meére, fils et les quatre grands parents au lieu
de disposer des 7! = 5040 relations de la théorie classique,
ayant chacune leurs propriétés distinctes, nous disposons d'une

infinité de "recopies" isomorphes de la méme relation.

c) Relations "internes" ou "externes"

Pour un mathématicien pur, une relation sur A x B x C peut toujours
étre prolongée en une relation sur (AU B v C)’. I1 n'y a donc
pas lieu de distinguer entre relation interne ou externe.

Pour un gestionnaire, dans une relation de location par exemple
entre loueur, locataire et 1logement, les ensembles de loueurs
et locataires sont des ensembles de personnes dont 1'intersection
éventuellement non vide peut étre recherchée tandis que 1'ensemble
des logements est conceptuellement distinct des deux autres.

Ces diverses considérations ont conduit & la formalisation que

nous allons exposer.

2. ENSEMBLES DE DEPART ET VARIABLES

a) Présentation formelle

On note L)X un ensemble de n ensembles infinis et disjoints. Les

éléments de Q) sont appelés ensembles de départ. Chacun d'eux

est désigné par une lettre d'imprimerie majuscule.
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on choisit un ensemble d'indices dJ infini, appelé ensemble

d'indices de référence. Il est sans inconvénient pratique de

supposer J dénombrable et c'est utile si 1l'on veut que tout

ensemble infini ait une partie équipotente a J ; nous supposerons

donc J dénombrable.

Pour des raisons qui tiennent seulement aux habitudes prises
dans les algofithmes de "tableaux", on prend souvent NN comme
ensemble d'indices.

L'ensemble ( I,iLA) x J sera appelé ensemble des composants.

Nous écrirong i)lus simplement aj le composant (a,i) ou

a ¢ AIE-?LA et i € J. Le premier élément a du couple (a,i) est
appelé valeur de aj.

Etant donné un ensemble de départ A € {L et un indice i € J, on
appelle variable A; 1'ensemble des composants aj pour lesquels
a e€ A. L'ensemble A est dit ensemble de départ de la variable
Aj. Deux variables ayant méme ensemble de départ sont dites
semblables. Il y a entre deux variables semblables une bijection
canonique mettant en correspondance les composants de méme valeur.
On remarquera que, les ensembles de départ étant disjoints, deux
composants de méme valeur ne peuvent qu'appartenir a des variables

semblables.
L'ensemble des variables construites a partir de ) sera appelé
VW. I1 existe une bijection canonique entre "t et o x J faisant

correspondre Aj = }a%;aeA et (A,i).

b) Présentation pratique - signification de £l et J

- Les ensembles de départ sont des ensembles mathématiques
disjoints.

Si 1l'on a choisi de considérer que 1l'ensemble A des gendarmes
et B des voleurs sont disjoints, cela signifie que
1'administration, quand bien méme Monsieur Untel serait gendarme
et voleur refuse de tenir compte dans ses traitements que "Monsieur
Untel gendarme" et "Monsieur Untel voleur" ont un air de
ressemblance.

Sinon 1l'ensemble des gendarmes et 1l'ensemble des voleurs seraient
considérés comme deux parties d'un méme ensemble de départ: celui

des personnes.
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- Les indices peuvent avoir plusieurs fonctions :
. d'une part, décrire de fagon plus souple la réalité :
exemples :

1) si A est un ensemble de personnes AC, A, A, A, A, Av peut

s e

représenter l'ensemble de ces personnes en tantE;ue congiibuables,
salariés, propriétaires, locataires, gendarmes ou voleurs
potentiels. Formellement, Ag par exemple, comprend tous les couples
(a,g) ol ae A. Mais dans les relations faisant intervenir Ag,
les seules valeurs utilisées sont des éléments de 1'ensemble
des gendarmes, on pourra d'ailleurs écrire une relation unaire

R(Ag) vérifiée par 1l'ensemble des gendarmes.
2) Si A est un ensemble d'éléves d'une école, Aq,, Ag, etc...

peut représenter 1l'ensemble de ces éléves en tant que présents

ou absents & la date dj, dj

3) L'indice peut encore é&tre considéré comme désignant un support

sur lequel on peut inscrire une partie de A.

D'autre part, 1l'utilisation de ces indices va nous permettre

une formalisation pratique du calcul sur les relations.

3. ESPACE ENGENDRE PAR UN ENSEMBLE FINI DE VARIABLES

Soit B ¢ 'V un ensemble fini de variables. On appelle point de
1'espace engendré par B toute partie de vE&é V comportant
exactement un élément dans chaque variable élément de B.

L'espace engendré par B est 1l'ensemble de ses points. Tout point
p ne peut étre élément que d'un seul espace qu'on désigne par

Ep et qu'on nomme espace de définition du point p.

Dans toute la suite de ce travail, le mot espace désignera toujours
un espace ainsi défini engendré par une partie @B finie de
l'ensemble V' des variables construites sur 1'ensemble £2 des

ensembles de départ, £ étant donné une fois pour toutes.

Notations : 1l'espace E engendré par 8 = {A,, A,, B,, C,, C.test
——— 1 3 2 1 5

noté E = < Al A3 82 C1 C5 >.

Soit E un espace et V; une variable ; la proposition :
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"V; est élément de 1'ensemble de variables qui engendre E" se
dit "V; est variable de E" et est notée V;j var E. '

Soit E un espace, p(€ E) un de ses points et Vj(var E) une de
ses variables ; on appelle coordonnée de p sur Vj et on note
coorvi(p) la valeur de 1'unique élément de pMN Vj.

Exemple soit p = {al, a'3, b2, Cy c'S}

peE <A AjB,C Cg>

. -
on voit que coorAB(p) a

4. STRUCTURE D'ORDRE DE L'ENSEMBLE g DES ESPACES ENGENDRES
CHACUN PAR UN ENSEMBLE FINI DE VARIABLES

Ordre =] défini sur § : soient E, et E, des espaces éléments

de E . On dit que El est un sous-espace de E2 et on note

E1 -] E, si et seulement si 1'ensemble des variables
engendrant El est incluse dans 1l'ensemble des variables engendrant
EZ'

Cet ordre est isomorphe & 1l'ordre d'inclusion défini sur 1l'ensemble
des parties finies d'un ensemble infini dénombrable (puisque
1'ensemble d'indices J l'est) ; c'est donc un treillis distributif
a4 chaines commengantes finies.

Dans cet ordre, l'espace le plus petit est celui engendré par
1'ensemble vide. Nous le noterons 0 ; 0 n'a qu'un seul point
qui est 1l'ensemble vide : 0 = {?} .

On note E1 A E2
de variables engendrant E1 et Ez, EIV E2 l'espace engendré par

l'espace engendré par l'intersection des ensembles

1'union de ces ensembles de variables et E1 E2 1'espace engendré
par le complément dans 1l'ensemble de variables engendrant

E V E2 de 1l'ensemble de variables engendrant E2

On nommera parfois E, A E, et E; V E), 1! intersection et 1'union
de El et E2,

d'ambiguité. .

par abus de langage et lorsqu'il n'y a pas

On dit que deux espaces, E1 et Ez, sont disjoints si leurs

ensembles de variables sont disjoints, c'est-a-dire si :

A, E, = 0 (Au sens de la théorie des ensembles deux espaces

distincts seraient toujours disjoints).
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Notations indiciées : par définition :

>

Ei = Ej,

ie {io}

ieé{iofi (ie Ei)A "o

E; =

i€

\/

o

EiOV( V E;)

iel

o]
[

e
m
ey
C
P e eorad

5. RELATIONS

On appelle relation R entre les variables d'un espace E ou relation
définie sur E le couple (E,R) ou R est une partie de E.

Or, les variables <constituant des ensembles disjoints, la
connaissance d'un point de E et 3 plus forte raison d'une relation
R non vide définie sur E permet de déterminer E. C'est pourquoi,
par abus de 1langage, on dira habituellement 1la relation R au
lieu de dire la relation (E,R).

Nous désignerons par E_, l'unique espace dont R est une partie

R
non vide (si R est non vide) et 1'appellerons espace de définition
de R.

Toutefois, si R = ?5 , on pourrait 1lui attribuer un espace de

définition quelconque ; nous désignerons alors par g la relation

(E, ).

Remarquons que sur l'espace 0, on peut définir deux relations:

la relation vide }t!“ et la relation pleine 0 = {7’}

Nous nommerons ® 1'ensemble de toutes 1les relations définies
sur tout espace engendré par une partie de VYV et &E 1'ensemble

de toutes les relations définies sur E ; R = U R_.
eef, E
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6. OPERATEURS DE RECOPIE-PROJECTION

On verra qu'une recopie-projection n'est que la formalisation
de 1l'opération concréte qui consiste a recopier "ailleurs" avec
éventuellement une permutation de variables une projection d'une
relation.

Les propriétés d'un tel composé d'une projection et d'une
permutation de variables, se déduisant immédiatement des propriétés
bien connues des projections, seront données sans démonstration.
On verra a partir du chapitre III 1'intérét de cette opération
condensée pour notre travail et dés le paragraphe 9 de ce chapitre,

son utilisation en calcul des relations.

a) Espaces semblables

Deux espaces E1 et E2 sont dits semblables si, pour tout ensemble
de départ A €Q, le nombre de variables de El ayant pour espace
de départ A et le nombre de variables de E2 ayant A pour ensemble

de départ sont égaux.

Exemple : E, =< Co A, A, By > et E, = < Co Ao A, B, >

sont semblables. .

Etant donné deux espaces semblables El et E,, il existe au moins
une bijection IP de 1l'ensemble des variables de E1 dans celui

des variables de E2 telle que

¥ Vvar B} : ¥ =3; > Ij Gj:I'P(V) = Aj.

Disons d'une telle bijection qu'elle est normale

Exemple : IP T
v Y
ColCo et Co | Co Sont les deux bijections
Ay ‘Ao AL A normales de 1l'ensemble de
A, | Ay A, Ag variables de El’ dans
By B, By 82 celui des variables de
E,, E; et E, étant les espaces semblables cités dans 1'exemple

précédent.
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b) Opérateurs de recopie-projection

Etant donné deux espaces semblables El et E2 et une bijection
normale lP de 1'ensemble des variables de E1 dans celle de Ez,

on appelle recopie-projection ordinaire (ou simplement lorsqu'il

n'y a pas ambiguité recopie-projection) associde & qf et on

note

LP
[m —— =]
1'application de &e]g E dans ELJ

— ¢ E qui 3 tout point p
2
fait correspondre le point [El ¥ >Eé] (p) =

;aj/aAeﬂzﬂie N Ai var (ElA Eq) et LP(Ai) = Aj et

coorAi(p)=a}

Lorsque les espaces E1 et E2 sont donnés explicitement par
énumération de leurs variables, nous désignerons la recopie

projection
b CP E en énumérant entre crochets 1les variables de
11— ™2

E, et en affectant chaque variable Aj de E2 d'un indice supérieur
i, qui soit tel que lP(Ai) = Aj.
Exemple : la recopie-projection associée a la bijection normale

donnée dans 1'exemple précédent sera désignée par

o 2
[cd Ao A} B3]
L'image du point :

’
*al,bl,b3,cz,do§(5< A1 B1 B3 C2 Do > par cette recopie-projection
est : :
’
[c5 Ao AT BI] ({ay.by,b'y,cydo)) = {ao,bz} € < Bo B, >

Lorsque El = E,, il existe une recopie-projection associée

Y

a la permutation identique de 1'ensemble des variables de El’
on 1l'appelle projection sur El et on la désigne par :

lEl ___i_d___) El] ou par Jﬁl
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Lr\’

Remarque : Si E; A Ep =0, [El——> E2] (p) =

c) Extension a 1l'ensemble des parties de U E
EEE

Nous désignerons par la méme notation une recopie-projection

et son extension a l'ensemble des parties de U E.

Eef
En particulier, étant donné un espace E, [El.____) E2] (E)

’ 3 ] . k3 " »
désigne 1l'ensemble des images des points de E par [El__; E2],
c'est un espace semblable a E1 A E ayant pour ensemble de
variables 1'ensemble des images des variables de El E par
la bijection normale Y associée a [El___, E2] ;3 nous noterons

cet espace (IE:1 A E), par abus de langage.

On a donc [El_li’___)Ezl (E) =LV(E1A E) —= E,.

D'une fagon générale si Ej —— E,, nous noterons

E ._.l,f_>E2 (Ej) =L,5(Ei).
[ ] . o P | w

De méme, étant donnée une relation R, I_El___9 E2

. . . .
désigne 1l'ensemble 'des images par [El______) EZ] des points
de R. C'est une relation dont 1l'espace de définition est

(E1 ER).

R espace de définition , , ER
r 4

[Eli E, ] [El-lf** E, ]

‘ .
[El_zﬂ,Ez](R) espace de définition q}('ElA Egp)

d) Relations semblables

on dit que deux relations Rl et R2 sont semblables s'il existe

au moins une recopie projection [ERI__?ERZ] telle que

[-ERl___.._; ERZ] (Rl) = R, ; cela implique que ERl et ERz soient

semblables.
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e) Résultante d'une relation suivant un espace E

On désigne par ‘EL 1'opérateur défini sur ®R, qui & toute relation

R fait correspondre la relation

.I.R = [E:RA E id SsE_ A f:_] (R) appelée résultante
de R suivant E.

f) Opérateurs de recopie-projection contractée

On dit qu'il existe une surjection normale 7 d'un ensemble de

variables '\7' sur un ensemble de variables ’\" s'il existe une
sur jection fde '\" sur W, telle que toute varlable Vi de 'V“
ait une image f (Vl) = Vj ayant méme ensemble de départ qu'elle.
Exemple : il existe six surjections normales de

{I\l,A /B) /B, 33) sur W, {Al,ByBS)

L'une d'elles est donnée par la table ci-dessous :

Y
&
Al M
By | B3
B, | B3
B3 | Bs

Etant donné deux espaces El' E2 tels qu'il existe une surjection
normale f de 1l'ensemble des variables de E1 dans celui des

variables de E on appelle recopie-projection contractée associée

ret on note [EI_L'7 ] la fonction de —U E dans
:eg

L‘J@E qui a tout point p tel que ¥ Aj var(E AN Ep :

Eé

v Aj var (E1 A Ep) : Y(Ai) = V(Aj) > coordAi(p) = coordAj(p)
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fait correspondre le point [El__(f_) E2] (p) =
a Aj; var (E A Ep) : (Aj) = Ay et coord, (p) = a
{ k/3 Bi 1 P 70 i k & A; P

Lorsque les espaces E1 et E2 sont donnés explicitement par
énumération de leurs variables, nous désignerons la
recopie-projection contractée [El""‘[_) Ez] en énumérant entre
crochets 1les variables de E, et en affectant chaque variable
Ay de E2 de tous les indices supérieurs i tels que T(Ai)=Aj.

Exemple : si E, = < A, A, B, B, B, > et

1 1 7271 72 73

B, B, > et si 7’ est la surjection

hormale de 1l'ensemble des variables de El dans celui des variables

de E2 donnée précédemment par sa table, la recopie-projection
5 ' vécri 1,2 2 g3
contracteée [El._r_)Ez] peut s'ecrire Ajr Bit BS

Extension a l'ensemble des parties de Ue :
E€

Nous désignerons par la méme notation une recopie-projection

contractée et son extension a 1l'ensemble des parties de lE)e E,

c'est-a-dire 1l'application de CP(ELG) E) dans ?(E&J E), b

qui a toute partie P de W, fait correspondre 1'ensemble des
Ee‘g
images de ceux des points de P qui ont une image par cette recopie-

projection contractée.

- En particulier, étant donné un espace E, [EI‘L')EZ] E est
un sous-espace de E, que nous noterons Y(El A E).

Comme dans les recopies-projections ordinaires, étant donné une
recopie-projection [El_f;_; EZ] et un espace F, nous n'utiliserons
la notation T(F) pour désigner [El—Lg E2] (F) que dans le

cas ou F est un sous-espace de El'
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Etant donné des sous-espaces F1 ’ F2 de El et

une recopie—projection[El_t__;Ez] , On a :
1-6-1. (v Fy) = fr)) v}"(pz) et

fie arp= PE)nPr)
(propriété classique des surjections). Si y’ est une recopie-
projection non contractée 7’(Fl A F2\= r(Fl) A f(Fz) .

- De méme, étant donné une relation R, 1'ensemble des points
qui sont images d'un point de R par [E1_~1L_>E2] est une relation
définie sur T’(E1 JAY ER) que nous désignerons par [El_f__,Ele ;

7. PROPRIETES DES OPERATEURS fEl_l_P__>E2] DE RECOPIE-PROJECTION
OU DE RECOPIE-PROJECTION CONTRACTEE PORTANT SUR L'ENSEMBLE
®R DE TOUTES LES RELATIONS DEFINISSABLES A PARTIR DE L

a) Utilisation des opérateurs dans des cas particuliers

(1-7-1) [El.__;EZ] (;bE) = ;{;{Elb E)
(1-7-2)  E; 8 E, =0 = (R+P, = [El___;Ez](R)=Q)
¥y
et (R= > |E,— E,| (R) = ))
?ER [1 2] 4)9_
En particulier 1'opérateur [QA]__; 9_] donne donc pour image

0 A toute relation non vide et ¢0 a toute relation vide.

(I-7-3) si [El ___;Ez] est une recopie-projection ordinaire,
U
et si ER——é El' alors R et [El__,EZ] (R) sont
semblables.

(I-7-4) Croissance (I:':Rl = 13:RZ et RIC R2) =

[El_{f_, E;) (R))c [EILEZ] (R,)
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b) Composition des projections :

(X-7-5) ._l_ o_l_ = __.L_

E, 10 By

Ey
(I-7-6) i o _L = ___.l___
E E B, v L,

2 1 1V 5
c) Composition des recopies-projections ordinaires ou contractées

%%

Soit [El IP >E2] une recopie-projection ordinaire ;

la recopie-projection de E, dans E, associée a 1la bijection"'y“1

réciproque de la bijection normale l’} de 1l'ensemble des variables

de El dans celui des variables de E2 sera notée

[, ]- L
[Ez id Ez] = 43‘2

Soit [El.__.q’_,Ez] une recopie-projection contractée et soit E

-
|
~
|
~
=}
N
l ]
o
=
(=]
[ -
o)
—
t
1
NLTJ
[S—
|

(1-7-8) [El ¥ 'Ez] o [EZ QS" El]

un sous-espace de E on désignera par "lj'l(E) 1l'espace engendré

'
par 1l'ensemble deszvariables Vi de E; telles que (Vi) soit
variable de E.

Soient [E3___(if__)E4] et [El__y__,Ez] deux recopies-projections,
ordinaires ou contractées ; soit qfo 'f la surjection normale
obtenue en composant 1la restriction de Y a 1l'ensemble des
variables de }"'1 (EZA E3) et celle de l'J a 1l'ensemble des

variables de E2 A E3. Alors .

(1-7-9) [E, _..l‘;_, E,] o [El._f_, E, ] =[}"‘1(E2A E3)_"I}(E2A E,)]

Premier exemple

i

2 4 4.2 ¢t 1 3
[Al Ay By C; C3 Dy Fz]

[El_._(f__> EZ] 3

[E3- ¥ > Eq)

2 .% .5 3 3 2 2
[Al A, A3 B} B, C1 Dy

I
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variables de El A2 A4 B4 C2 C1 Dl F3 (f
{ab L
variables de E2 Al A3 B1 C2 C3 Dz F2
variables de E3 A2 A3 A5 B1 B3 C2 D2 )lf
variables de E4 Al A2 A3 Bl 82 Cl Dl
variables de
-1
(E2 E3) A4 B4 C2 D1
Yo f
variables de
(}32 E3) A2 B1 C1 D1

On voit que

-

lA'*’l A 3 8t B} c‘:‘ Dﬂ o [Az At gt c‘; c; D3 3:\= [A4 Eq' c% D‘]

Deuxiéme exemple

[El._t..)Ez] = [A?’ A42’9 A8 p3t Bz c‘]

3 73 5
[E3LE4] = ‘["2:a A’;' A? ey &7
EZAE3=<A1A2A3B4>
f‘l(EZA E;) = < A, Ay A, A A, B >

z{’(EZAE3) = <A, Ay B, >
[,\iz A34 A5 p4 C67] o LAza a45 a8 B34 BS 8] =[A2345 a6 B5 ]
3 ‘4 4 7 1 "2 373 4 s 2 3 4

Régle pratique = Pour que dans 1'écriture indiciée du composé

P2 o Pl des recopies projections ordinaires _ou contractées P2
et P1 figure A}"J"’, il faut qu'il existe un indice k tel que
A..i.k...

de P

figure dans 1'écriture de P2 et AlL'J"' dans celle

1
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8. MORPHISMES PROJECTIFS
Soit E; un espace. Associons & chaque variable Aj de E,; une
application hA- de A dans A, A étant 1'ensemble de départ de

i
Aj.

Le morphisme projectif H de l) E dans lui-méme ayant pour

=1,
applications composantes les appllcatlons h est 1l'application
de (u) E dans lui-méme qui, a tout point p é {,) E fait
E-<=aE, £ 3E,

correspondre H(p) = {ai/ Jaj € p: hAi(a') = a}

p - y- @ = coorAl(p)
coorAi
H hAi
! !
H(p) . ,-a = coorAi(H(p))

coor, .

i

= hAi(coorAi(p))

par abus de langage nous dirons parfois de H que c'est un morphisme

projectif de El dans lui-méme.

I-8-1 : Si H est défini sur E1 et si E{‘=:3El’ alors

Lo

E = H o

/
1 1
On désignera aussi par H son extension 32 l'ensemble des parties
de L)E ; en particulier si ER‘:jEl' H(R) est une relation
E<3E
1

définie sur ER’

Si les applications hA- sont des bijections, H est appelé un
i

isomorphisme projectif.

Deux relations qui se correspondent par un isomorphisme projectif

sont dites projectivement isomorphes.
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Deux relations Rl et R2 sont dites déconnectées si 1'union des

ensembles de coordonnées de tous les points de R1 est un ensemble

disjoint de 1'union des ensembles de coordonnées de tous les
points de RZ‘
Puisque les ensembles de départ sont infinis et qu'aucune
structuration de ces ensembles n'intervient dans nos définitions,
étant donné une relation R, il est toujours possible de construire
deux relations projectivement isomorphes & R, donc projectivement
isomorphes entre elles, et déconnectées entre elles. Cette
propriété pourra intervenir dans certaines démonstrations

ultérieures qui ne resteraient donc plus valables si les variables

étaient finies.

9. OPERATEURS BINAIRES SUR R : #,+,-

a) Définitions

Par définition, et en confondant parfois par abus de langage

(ER,R) avec R,

Ry#R, = (B V By , {peERlv ERZ/% (p)ER, et ,}!_ (p)ERZ})

Ry Ro
R)+R, = (ERIV ERZ' {peERIV ERZ/'EI;' (p)eRl ou ']Iz:' (p)eRz})
R R
1 2
R, - R, = ( ERl, {peRl/él. (p)# J. (Rz)})
R Er

2 1

L'opération # s'appelle produit.

b) Intérét pratique de ces opérateurs et de 1'opérateur de recopie

projection

Montrons sur un exemple comment ces opérateurs et spécialement
la recopie-projection et 1le produit permet de "composer" les
relations.

Soit A un ensemble de personnes.
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Soit R une relation définie sur < Ag Ap A > et vérifie par{rf,
s } si r a pour pére s et "a" ou "a eu" pour maitre t.

p’
La relation entre pére et maitre d'un méme enfant est simplement

__L_ (R).

<A A >
P m
Celle vérifiée par {rf, s } si s est pére de r et si r et s ont
eu le méme maitre est (R *[.PAm (R)).
<A >

Quant & la relation ci-dessous définie sur </\1 A2_>5

__l_ ([Af A';] (R)ﬁ[l\i A';] (R) %
<Ay B>

[Ag A% aP] (R) & Enﬁ AP ] (R w [Ag A';} (R)

Elle est vérifiée par {xl, y2}

si x et y ont ou ont eu le méme maitre qui est peére de x, mais
éléve du grand-pére paternel de y.
L'écriture de cette relation pourrait étre légérement simplifiée

en utilisant une recopie-projection contractée :

fm
, ([A1 A3P (R) » lAF Sy AP (R) » 4‘ P (R) » f '“ (R))
<Al A2>
On voit apparaitre le besoin de définir des opérateurs complexes
et d'en faire une étude algébrique.
Par exemple, on pourrait noter ainsi 1'opérateur qui a toute
relation définie sur < Ac Ap AL > fait correspondre la relation

définie sur < Al A2

J_ o ([A‘i A';‘PJ[ Ag A';‘ A’:] [Af A!;J[Af A'_:])

<Al A2>

> et désignée quelques lignes plus haut :

En particulier, & partir de ce type de formalisme, on pourrait
introduire assez facilement des généralisations de 1la notion
de fermeture transitive 4 des relations a plusieurs variables.

Dans ce travail, je me contente de définir les opérateurs complexes
de décomposition construits a partir des opérateurs de' recopies-

projections ordinaires et de produits.
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Je n'utiliserai 1les autres opérateurs qu'exceptionnellement au
cours de démonstrations.

Signalons toutefois que les opérateurs + et - ont été choisis
de fagon a permettre de formaliser les opérations de mise & jour,

plutét que de E V E pour

ce qui explique le choix de E R
1 Ry

Ry
9"
Je vais maintenant citer quelques propriétés immédiates des

1'espace de définition de R, - R

opérations qui viennent d'étre définies. J'ai cru utile de 1le
faire pour faciliter les calculs ultérieurs mais inutile de donner
sous cette forme des démonstrations qui ne sont pas nouvelles.
La lecture des formules peut étre fastidieuse ; je suggérerai
au lecteur pressé, aprés avoir pris connaissance du cylindrage,

de ne s'y reporter qu'en cas de besoin.

c) Cas particulier du cylindrage

L'opération qui, & toute relation R fait correspondre E # R est
appelée cylindrage suivant E.

Nous la noterons souvent T’ . Elle a les propriétés ci-dessous:
E
I1-9-1. E=1E, = T (R) =R

E
: en particulier _L o'T-(R)=R

o L
4 Fa
¥

1-9-2. J_o (R) =
F

1-9-3. Rf B, > _J_o
EAE,

AE, °T‘75 75EA'"

(R)=EAE

}_

d) Propriétés des opérateurs binaires

- Eléments remarquables : en désignant par E un espace quelconque:

R+¢E=E*R;R-—¢E=R

I-9-6. R¥ 0 =R ; R+0=E, ;R-0 =96ER

~e

I-9-5. R %* = }b
. ¢E EV E,
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Et plus généralement : R + E = ERV E ; R-E-=

Egp AER,=Q=:> R - R' =¢E

Cas particulier :

Croissance par rapport aux opérandes '

I1-9-12. (ERl = ER2 et Ry C R,)) = (R} *# R

1 3

et R; + Ry CR, + Ry)

R

2

Pe,

R

I1-9-7. E = E >
Ry R,
(Ry ¥ Ry =R, MR, et R, + R, = Ry U R,
Rl - R, -CRI (Rln R2))
Commutativité :
I-9-8. R, # R, = R, % R, ; R; +R, =R, + R,
Associativité :
1-9-9. R, % (R2 »* R3) = (Rlx— R2) * Ry ;
Rl + (R2 + R3) = (Rl + Rz) + R3
Distributivité
.1—9-10. R, + (R2 * R3) = (R1 + R2) ® (R1 + R3) ;
R1 w-(R2 + R3) = (Rl* R2) + (le R3)
Absorption
I-9-11. R, + (Rl-)(- R2) = ERZ* Ry ; Ry # (Rl + R2)

C R, % R

3
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Complément

I-9-13. R1 - (R2 » R3) = (Rl = R2) + (Rl - R3) H

R, - (R, + Rj) (Ry - R,) % (Ry - R,)

e) Notations indiciédes - Par définition :

* Rj =0 * Rj = ( X Rj) ¥ Rj,
icp iew{io) i€I
z‘ Rj = Ig Z R; = ( Z Rj) + RiO
ief iGIU{io} ie1

10. OPERATEURS BINAIRES ET RECOPIES-PROJECTION

Y

Quoique par la suite nous ayions surtout A utiliser les recopies-
projections ordinaires, j'ai établi les formules pour toutes
les recopies-projections, sauf indication contraire.

Dans tout le paragraphe, les symboles Ei représentent des espaces

‘quelconques et les symboles R ou Ri des relations.

a) Recopie-projection d'un produit, d'une somme, d'un complément

‘ E
1-10-1. [Elj'—r»Ez] T e - ("l’(El A E)) ([El—lf{;ﬁ‘z] (R))

1-10-2. [EI.S_’. Ez] (Ry # R,) € (Eﬂl_l_'{; E,] (Ry)) & (lE:gEz-](Rd))

4

I-10-3. Si [bl'—‘9fb] est une recopie-projection ordinaire,
alors :
ER3A By, < By 2 ([El.._.)EZJ (Ry # R,) =

([Elg.,gz] (Ry))%( ElgEz (Rq))
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¥y

1-10-4. [El._z_'j_)Ez] (Ry + Ry) = ([E—"E,](Ry)) + ([E1£E2](R4))

Yy

I-10-5. Si [El___)EZ] est une recopie-projection ordinaire, alors

([El___)EZ] (Ry)) - [El__.)EZ] (Ry)) C[E) T5E)] (Ry-Ry)
I-10-6. Si [El“"EZ] est une recopie-projection ordinaire,
alors

ER3A ER4<E1 > ([El———-+E2-\(R3))-([E1—-> Ez](R4))

Y .
[El-——> E2J (Ry-R,)

b) Produit de projections d'une relation

(rappel des résultats connus)

1-10-7. , RC(J.. R)*(..L R)
E, E,

EVE,
I—10—8.J__((_.L R)*(.’.. R))C(_L R)at(—L R)
E, E, E, E,AF, E,A By
1-10-9. E2AE3AER-aEl > _l_ ((J_ R)*(l R)) =
E E E
1 2 3
( ._L R) » ( -—L‘ R)
E,0E, e, A,

c) Produit de recopies-projections d'une relation

s

, . o 14 [
I-10-10. Si les recopies-projections [bl“‘*Ez] et E3__f,E4]
sont telles que les restrictions des surjections normales qui
leur sont associées a 1l'ensemble des variables de ElA E, soient
égales, alors, en notant H 1'extension commune de f’ et de

by

a l'ensemble des variables de Elv E,

1o H r ) Y
1-10-10. [El Ve " 46V 134] (®) € ([e, L e R e ([EE,] (R))
1o-1 n 4 « Y

1-10-11. [ES.__,EG] (([El__,sz]m)) *¥ (B, e, () C

([ES___'L,)E6] o [El_LEZ](R))» ([Es_l,Eﬁ] o [E3{;EJ(R))
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1-10-12. [ES_'L,EGJ(([EI.Z.EZ](R))*-([E3l£.E4](R)))
([f"l (B, 8 E) _'.l'_’_’;'[(EZA ESXR))*([zF_l(E4AE5).3_°I,‘UE4AE5)](R))

1-10-13. Si [E5-—ﬂ—)Eé] est une recopie-projection ordinaire,
et si 70“5:1 A ER)A '-P(E3 A ER) | ES' alors dans 1les formules
11 et 12, on peut remplacer (C par =.

d) Produit d'un ensemble fini de projections

1-10-14. ._.LR C » (-I- R)
VE EcF F

Eeck
1-10-15. [El._l'_/_;Ezl (% Ei_g_,E;] (R))) <

1-10-16. [El._qi,nz] (£:i( Ei_‘_&_,mg (R))) <
X ([z_l(ElAE;)%{f(EIA E;)] (R))
ie

I-10-17. Si [El___9.E£] est une recopie-projection ordinaire

et Si v1 €1 :%3je1I: i f i = ﬁ(EiAER)AYj (EjﬂER)<|El-,

alors dans les formules 15 et 16, on peut remplacer ¢ par -=.
11. CONCLUSION

La formalisation qui a été présentée dans ce chapitre est trés
générale ; elle devrait permettre 1'étude d'un  ensemble de
plusieurs relations -ou - ce qui revient pratiquement au méme,

S

a 1'étude de relations internes.

Nous allons maintenant restreindre 1'étude 3 celle d'une unique

relation "externe", c'est-a-dire définie sur un espace dont les
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variables proviennent d'ensembles de départ distincts. Nous

prendrons donc un certain nombre de notations simplifiées.

Notre but sera d'étudier divers ensembles d'opérateurs "de
décomposition" portant sur des ensembles de relations externes.
Nous distinguerons les décompositions simples qui sont des produits
de projections et les décompositions généralisées qui sont des

projections de produits de recopies-projections ordinaires.
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CHAPITRE I1I

OPERATEURS DE DECOMPOSITIONS SIMPLES

SUR UN ENSEMBLE DE RELATIONS EXTERNES
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CHAPITRE 1I
OPERATEURS DE DECOMPOSITIONS SIMPLES
SUR UN ENSEMBLE DE RELATIONS EXTERNES

I1 est bien connu que si le contenu d'une base de données peut
étre considéré comme une relation qui a la propriété d4'étre
égale au produit de certaines de ses projections, il existe toutes
sortes de bonnes raisons (économie - sécurité - facilité de mise
a jour - cf Réf n° 107 ) pour en tenir compte en enregistrant
cette relation par 1l'intermédiaire de ses projections. Certaines
relations peuvent ainsi étre "décomposées" de plusieurs maniéres,
dont certaines, conséquences des autres, sont a découvrir. Nous
allons donc procéder a 1'étude des opérateurs de "décomposition
simple” qui, a toute relation, fait correspondre le produit de
certaines de ses projections. Mais il se peut que 1l'espace de
définition de 1la décomposition a étudier soit un sous-espace
strict de ER, autrement-dit, que ce soit non pas R, mais une
projection de R qui soit "décomposable", ce qui complique 1'étude
mathématique.

C'est pourquoi nous commencerons notre étude par celle des
"décompositions cylindrées" sur un sous-espace donné E, lesquelles
sont des fermetures sur Rgp et peuvent étre étudiées comme telles.
Auparavant, notre étude ne devant plus porter que sur des relations
"externes", nous allons proposer quelques simplificatiohs de

notations.

1. ESPACE Eq ; RELATIONS EXTERNES

a) Définitions

Soit J 1'ensemble d'indices de référence (cf. I1-2).

Nous choisirons dans cet ensemble et pour toute la suite un élément

particulier que nous nommerons 0.

Etant donné un ensemble {1 = {A,B,C,...,X} d'ensembles de départ,

on peut le mettre en bijection avec 1'ensemble des variables

d'indice 0 construit sur lui, de telle sorte que pour tout

V €0, V et Vg se correspondent. Pour simplifier l'écriture,

on identifiera les ensembles de départ aux variables d'indice

0. L'espace engendré par ces variables est noté E, ; on notera
tg,nl'ensemble des sous-espaces de E, et R, 1l'ensemble des

relations dont 1'espace de définition est sous-espace de Eg .
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Si 1'on qualifie d'externe une relation définie sur un espace
dont toutes les variables ont des espaces de départ distincts,
alors toute relation externe est semblable & une relation définie
sur un sous-espace de E o . L'étude des relations externes se

raméne a 1'étude des relations de R, .

b) Ordre et préordre sur R

Nous définirons sur ®, un ordre partiel noté C en disant que

(E, +R;) € (Ep ,R)) ¢ (E, = E, et R C R,)

1 2 1 2 1

Remarque : si Ry # P, (ERl,Rl)C_ (ERZ,RZ) ® R;C R,,

si bien que 1'abus de langage consistant a écrire R au lieu de
(E,/R) n'est pas génant.

Nous définirons aussi sur R __ un préordre noté (* en disant que:

* °
R, $* R, ©& ¥p €E : [ERl]peRl > {ERA p €R,

© E,*R CE_ *R

1 2

si R, C R alors R

*
1 2' 1 7 Ry

c) Simplification des notations pour les recopies-projections

On remarquera que si E est semblable a un sous-espace E, de E
(cf. I-6.a), alors il existe une seule recopie-projection

DQ,fE,Eﬂ et une seule recopie-projection [E.,Hi:l__,Eo .

Ces recopies seront notées respectivement [E] et [E—lJ H

on peut aussi nommer [E] en énumérant les variables de E entre
crochets, ce qui revient & éliminer les indices o dans 1'écriture
employée au chapitre précédent.

Nous noterons parfois Eg le sous-espace de E semblable a E,
lorsqu'il existe. Dans ce cas, Eg = [E—l] (E).

Enfin, 1l'opérateur de projection _L qui est souvent utilisé
EJL
sera noté simplement J_ .
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Exemples
Anciennes notations Nouvelles notations
si  E =< Ag By C] Dy > J si E=<ABC1D2>‘!
alors : Eg = < Ag By Cy Dg > alors : Eo = < ABCD>
bd _[o 0 -0 o -
[Eo Y ,E) = [a2 BS c? oS [E] = (ABCl D, ]
[E.__Lf;l_._EO] = [a8 BS cd 03] LE"11= [ABCI D’
[E.}V—._l___.)Eo] (E) = < Ag By Co Dg > LE-IJ(E)=<ABCD>
J.E=<A0BO> J_E=<AB>
E.n-
| = e, 0\ E
;'si F = < Ag Bg Cgo > ]‘ si F="<ABC >
J._ 14 - 0 RO ~O0 l__ |
alors F-|F-"5—>F| =135 Bo Co alors 7= F] =|A B C| .

Remarque : il ne faut pas confondre LE] = [Ag Bg c? Df} et

1 2
E:l= lAg B ¢l Da]

d) Composition de ces recopies projections

II-1-1. Soient F et E deux espaces quelconques semblables & des

sous-espaces de E

[FJ o|Ee]-= [LF] (Fo [\ E)] = U:FJ (.LE)] ‘
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il

[Fo——{-> F] o [Eo ’i{—-%E]

on erter + [¢] o 5]

[Freon e —F el s tirgam]| (1-7-0)
e _ Pl (] (ko A 1)

] o 8 ®)]

[[F] (e)]

[re]

Donc si E — Qn‘ et F.<:\E!L, alors [F] o[ E] = [E] o) [F]

I

I

11-1-2. E_gE_ = [F] o[E]

1]

11-1-3. F=gEq > [F]o [E]

Exemple d'application de 1la formule I1-1-1.

[A B, C, EF, Hl] o [A BCDE F, G3] = [[ABl c, EF, Hl] (<ABC>)J

= [A By ]

2. TREILLIS DES FERMETURES SUR L'ENSEMBLE Rp DES RELATIONS AYANT

POUR _ESPACE DE DEFINITION UN SOUS-ESPACE E de Egq .
@E est l'ensemble des parties de E ; (QE,C ) est donc un treillis

de Boole. L'ensemble des fermetures définies sur «RE,C.) ordonné

' . - .
par 1'ordre : f1 < f2 © ¥ R e @E : fl(R) C’fz(R)

est un treillis dont les propriétés ont été étudides dans 1'annexe,

paragraphe 4. Rappelons quelques résultats :

Soient fl et f2 deux fermetures ; la borne inférieure de {fl'fz\
dans le treillis des fermetures sur (mE,c:) est égale & la borne
inférieure de {fl,fz} dans le treillis des applications sur (RE,C):

c'est donc 1la fermeture que nous noterons fl * f2 ou plus

simplement fl fz et gque nous nommerons produit des fermetures

£, et £,, qui a toute relation R Rp fait correspondre fl*fz(R)=

fl(R)*fZ(R) (=fl(R)’W fz(R)) : la borne supérieure de {fl.fz}est
la fermeture ayant pour ensemble d'invariants 1'ensemble des

relations R de @E invariantes a la fois par fl et par f2.
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On prendra soin de ne pas confondre fl f2 avec f1 o f2, qui n'est
pas en général une fermeture.

On rappelle que lorsque fl o f2 est une fermeture, c'est 1la

borne supérieure de {fl,fz} dans le treillis des fermetures.

3. DECOMPOSITIONS CYLINDREES DANS E

a) Projections cylindrées

Soit E un sous-espace de E ., et F un sous-espace de E.

La restriction é(RE du composé %’o % (ou "T o[F]“) des opérateurs

E
de projection [FJ et de cylindrage T est une fermeture sur ‘RE

que nous nommerons projection suivant F cylindrée dans E.

L'ensemble ordonné des projections cylindrées dans E, muni de
l'ordre induit par celui du treillis des fermetures est un treillis

de Boole isomorphe au dual du treillis des sous-espaces de E.
Soient deux projections cylindrées dans E : T o [F] et T o [G] ;
E - E E

(To[c]h o (To[r) =To [carF];

le composé de deux projections cylindrées est une projection
cylindrée et donc une fermeture ; c'est donc la borne supérieure
de 1l'ensemble de ces deux projections cylindrées aussi bien dans
le treillis des projections «cylindrées que dans celui des
fermetures. Le treillis des projections cylindrées dans E est
un U-sous-demi-treillis du treillis des fermetures isomorphe

au dual du treillis booléen des sous-espaces de E.

b) Décomposition cylindrée dans E

Soit F un ensemble non vide de sous-espaces de E. La borne

inférieure dans le treillis des fermetures de 1'ensemble des
E
projections cylindrées de la forme T o [F] ou F est élément

E i
de F est la fermeture sur R, égale a * (To LF]) qui, a toute
FeF

relation R R fait correspondre la relation

El

« (To |F] (r)) = 'f ( * |F] (R)).
FCF FeF
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E -
Nous noterons cette fermeture T o (* [FJ) et nous dirons que
FeF

c'est une décomposition cylindréde dans E, ou encore une

décomposition simple cylindrée dans E.

Les éléments de F s'appellent facteurs de la décomposition.

Dans le cas ou \;7 F = E, alors % o ( * [F]) = [F] .

FeF FCF FEF

. E - .
Dans le cas ou F = ¢, T o ( * [FJ) est la fermeture qui,
F €F

a tout R E(RE fait correspondre E puisque c'est la projection
3 Id E

cylindrée T o 0

Lorsque F est cité en extension, il arrive souvent que

E

[.o ( * [F]) soit nommé en utilisant une énumération des facteurs

FEF
de F.

E
Exemple : si F = ‘<ABC>, <BCD>, <AD>}, on notera Tol( * [E])
E FeF
qui a toute relation R RE fait correspondre T(l%BC](R)*l?CD]

(R)*[AD](R)) par 1l'écriture :

% o (lgBC] * [BCD] * [AD]) ou, plus simplement 'F o ([bBC][BCDJ

([AD] )

c) Décomposition cylindrée en tant que fermeture

Soit C ='f o ( * [F]) une décomposition cylindrée dans E.
FeF
Nous avons vu que c'est une fermeture sur «RE,C:).
L'ensemble de ses invariants est donc un (). sous-treillis complet
de (mE,c:), donc :

II-—3—1.¥(RC(RE:(V-Re(R:C(R)=R)=§>C(* R) = * R
RER RER
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Autrement-dit, 1l'intersection d'un ensemble de relations de (RE
invariantes par la décomposition cylindrée C est invariante par
C.

D'autre part, C est un U-homorphisme, et 1la borne supérieure
- de C(Rl) et C(Rz) dans le treillis des relations invariantes
par C étant C(C(Rl) + C(Rz)), on en déduit :

II-3-2. ¥ Rj€ Ry : ¥ R

1 € R, : C(R1 + R2) = C(C(Rl)+C(R2))

2 E

4. ECRITURE STANDARDISEE OU MAXIMALE D'UNE DECOMPOSITION CYLINDREE

a) Formes maximales et standardisées

Soit C une décomposition cylindrée ; il existe plusieurs ensembles
F tels que :
E
T o ( *[ﬂ)==c
FeF

La régle ci-dessous est connue depuis longtemps, et découle de
la structure d'ordre de 1l'ensemble des projections sur les sous-

espaces de E :

on ne change pas une décomposition cylindrée en adjoignant a
1'ensemble de ses facteurs dans une écriture donnée, ou en

supprimant de cet ensemble un sous-espace d'un autre facteur.

A tout ensemble F C En_, on peut faire correspondre 1'ensemble

FM qui est, si F # g, la section commengante engendrée par F
dans 1l'algébre de Boole finie (5 <) et si F = ﬂ le singleton
Qo
0 .

On nomme FS l'ensemble des éléments maximaux de FM dans 1'ordre

——) . D'aprés la reégle énoncée, les décompositions cylindrées

ayant pour ensembles de facteurs F,FM et FS sont égales.

E E
Posons C = T o ( * [F]), on dit que To ( * 'lF]) est une forme
FEF Ferh
. E . ’
maximale de C et que‘T o ( * [F]) est une forme standardisée
: S
F eF

de C.
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Exemple : C = ‘f': o ([ABC] [AB][CD])

a pour écriture maximale

% o ([asc][aB][ac]{ec][a){B][c] o [co][b))

et pour écriture standardisée :

1@ o ([I\BC] [CD] )

b) Relations-reflet d'un ensemble de facteurs

Dans ce paragraphe, nous supposons que toutes les relations
considérées ont E (sous-espace de E ., ) comme espace de définition.

Soit F un ensemble de k sous-espaces de E.

On indicie F en prenant [l,k] pour ensemble d'indices. Alors
_ ) .

F=F; /ie |1.x]

Choisissons k+l points pl (0 ¢ i & k) de E tels que les singletons

{pi} soient déconnectés deux A& deux. Pour chaque valeur de i

comprise entre 1 et k, nommons qi le point de E tel que, pour
toute variable A de E, si A var F.. alors coorA(qi) = coorA(pO),

et sinon coorA(qi) = coorA(pi).

La relation vérifiée par les k points qi et par eux seuls, est

appelée relation reflet dans E de 1'ensemble de facteurs F, et

notée R Les diverses relations-reflets de F dans E sont

F
projectivement isomorphes.

Exemple : E = < ABC> ; F = {< AB >, < AC >}; po = {a,b,c\ ;

pl = {al,bl,CI\ : p2 = {az,bz,czl : RF = {{a,b,cl‘,{a,bz,cy}
Notation : dans la suite du texte, p©® désignera toujours le point
qui joue le rble indiqué ici dans la construction des relations-

reflets dont il sera question

E -
I1-4-1. Soient Cl = T o * [FJ) et C2 = ?'0 ( * lF]) H
' FeFl FF:F2

o M M
Alors p@ e C2(RF1) @Fz C Fl
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en effet p°e C,(R, ) & ¥ Fe€ F23 F'€e F, : F < F'
- 1

—4— o
I1-4-2. Pr°e C; (RFl)

c) Unicité de la forme standardisée

SoientCl=‘|E£o( * ]_F])etc2=]E‘o( [ F])

F€E l?'1 F6F2

D'aprés a) c, ='Fo ( * [F]) et C, = % ( * lF])
M

M
F‘GFl !’GFZ

M

F ) ; d'aprés 1I-4-1, si F,M n'est
1

D'aprés I1I-4-2, p© ¢ Cl(R 2

. M o .
pas inclus dans Fl , alors p ¢ C2(RF1M), donc C2 # C1 ;
on montre de méme que si F, n'est pas inclus dans F2M, alors

czfcl.

Par conséquent :

M - =
Fl F2M <> C1 C2
. S = S =
ou encore : Fl F2 L Cl C2
Toute décomposition cylindrée a une forme standardisée (ou

maximale) unique.

5. TREILLIS DES DECOMPOSITIONS CYLINDREES DANS E.

a) Ce treillis est une partie de Moore du treillis des fermetures

sur E
Soit © un ensemble de décompositions cylindrées dans E. Le
treillis des fermetures sur (mE,C) étant un (N -sous-demi-treillis

complet du treillis des applications de (Rg,¢) dans (Rg,< ),

1'application * C qui a toute relation R de R fait
ce®

correspondre * (C(R)) est la borne inférieure de @ dans
ce®

le treillis des fermetures. Soit F 1'ensemble des ensembles
de facteurs dans 1'écriture choisie pour 1les décompositions

é1éments de ©



ce® Fe'F F& F

= %’o ( * [F])
rel )
Fe F

* C est donc une décomposition cylindrée.
cee

Puisque d'autre part la fermeture sur E la plus grande est

E

T o 0 , décomposition cylindrée qui, & toute relation Re€ CRE
fait correspondre gr ©On voit que 1'ensemble des décompositions
cylindrées dans E est une partie de Moore du treillis des

fermetures surtﬁE-

L'ensemble des décompositions cylindrées, partie de Moore du
treillis des fermetures est donc un treillis ; par contre, ce

n'est pas un U-sous-demi-treillis de 1l'ensemble des fermetures:
Exemple : E = < A B C >

Rl = ;a,b,c} , {a,b,c'} ’ {a',b',c} est un invariant

pour C1 = % o lABJ[AC] et pour C2 = % o lAE][BCJ et donc un

invariant pour la borne supérieure de {CI,CZ} dans le treillis
des fermetures. Par contre, R1 n'est pas invariante pour le borne
supérieure de {CI,CZ) dans Ele treillis des décompositions
cylindrées, cette borne étant ]“()[ABJ[({I, comme nous allons }e

voir.

b) Le treillis des décompositions cylindrées dans E est isomorphe

au dual du treillis des sections commencantes non vides de
1'algébre de Boole (gly 1 ).

Soit gE 1'ensemble des sous-espaces de E. D'aprés le paragraphe

4, il y a bijection entre 1'ensemble des décompositions cylindrées
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dans E et l'ensemble des sections commengantes non vides de

( Ely —] ). Montrons que, étant donné deux décompositions
cylindrées dansEF, Cl et C2, ayant reﬁgectivement pour écritures
maximales €, =T o ( * [F]) et c, =To( * MFF]» on a
M
| FEF, FEF,
1'équivalence :
cp < C @ BCE
, M M
Supposons d'abord que F, C F1 ;

E
VGeFM:To[G];C

2 1

Or C est la borne inférieure de 1'ensemble des projections

2

E
cylindrées T o lG] pour G € Fr dans le treillis des décompositions

cylindrées ; donc

€2 G

Réciproquement, supposons que C1 < C2 ; alors, d'apres

(R_ ), donc, d'apreés

11-4-2. p© ¢ Cl (R
1

) , donc p© ¢ C

F,

2 F

I1-4-1. Fgc F .

Le treillis des décompositions cylindrées dans E est isomorphe
au dual du treillis des sections commengantes non vides de
l'algébre de Boole finie (EE,<I ), c'est-a-dire au dual du
treillis distributif 1libre privé d'un point ; 1le treillis
distributif libre étant auto-dual, on peut dire que le treillis
des décompositions cylindrées dans E est isomorphe au treillis
distributif 1libre privé de son plus grand élément. Ce treillis
a été étudié en détail dans 1'annexe, paragraphe 10. Nous en
retiendrons pratiquement 1'idée que le cardinal de 1l'ensemble
des décompositions cylindrées dans un espace E de plus de 4
variables est beaucoup trop grand pour que 1l'on puisse fonder

un algorithme pratique quelconque sur son énumération.
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6. DECOMPOSITIONS SIMPLES

a) Définitions

On appelle décomposition simple (ou décomposition lorsqu'il n'y

a pas ambiguité) construite sur F ¢ E;Ll'application de ®R,dans
®R, qui, a toute relation R ¢ R, fait correspondre la relation
( *[E] (R)). Cet opérateur est noté * [E] .

Ee€ F EE€ F

L'ensemble F est appelé un ensemble de facteurs de la

décomposition.
Comme dans les paragraphes précédents, il arrive souvent que

1'opérateur soit nommé par énumération des facteurs.

Exemple : si F = < AB >, < AC >, < AD > ,
* lFJ peut s'écrire [I\B][ ACJ[AD]
FEF

b) Espace de définition d'une décomposition simple

Etant donné une décomposition D = * [E] et une relation R,

E€ F
Eh(r) = :’ (EAER)
E€F

=ERL\(VE)

EEF

L'espace \V/ E est donc constant pour D donnée, quel que soit
ECF

1'ensemble des facteurs F choisi pour son écriture. Nous le

noterons E et le nommerons espace de définition de 1la

D
décomposition D.

c) Décompositions simples et décompositions cylindrées

11 y a une bi jection triviale 7’ entre 1'ensemble des

décompositions simples sur ®,, et celui des décompositions

B To D et‘f_1 (c) = [EQ‘O Co].

(Par abus de langage, on a nommé D la décomposition D définie

cylindrées sur telle que )P(D)

sur R_ et sa restriction a R ).
- Eq
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Remarquons 1- que la restriction d'une décomposition simple

D a R est une décomposition cylindrée d'un type particulier
D
et par conséquent une fermeture.

2- que si E est un surespace de E c'est-a-dire si ED-<ﬂ E,

D'
alors la restriction de la décomposition simple D a CRE est un
opérateur de 1la forme [ED] o C ou C est une décomposition

cylindrée sur E.

3- que si D = % [.F] est une décomposition simple quelconque
FeF
et R une relation quelconque D(R) = * [FAI%Q]( [ED] R) ;
FE F
si bien qu'on peut faire 1'étude de D(R) en posant D(R) = D'(R'),
ou la restriction de D' = * [FA ER] a (E, A Ep) est une
FEF
fermeture et ou R' = [ED] R est élément defR}EDl)Er)

d) Quelques formules utiles

Posons D = * [F] ; soit R€ R, et E <) E, ;
FEF
posons de méme D, = * [F]
F € Fj
11-6-1. D(R) = * [FA ERJ((ED](R)) - déja vu en c)
Fe€ F

E EAE
11-6-2. D(J(R)) = [ (D(R))

- E E4F
En effet  * ([F] (TR = * (T ([F](R))) (1-9-2)

FEF FEF
= * (CEAF) * ([F] (r)D)
FEF
o EAF
(définition de “r')
= ( * EAF )*( * ([ﬂ(an)
FEF FEF

(associativité et commutativité de *)

=( EAE;) * D(R)

= ERED (R
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E E
11-6-3. D( T“(R)) = 1D(D(R))

= DI -’E—:D(R))

ri-6-4. [E]J(D(R)) € D([EJ(R)) d'aprés I-10-15 et II-1-3.

[E](otr)) <+ [BaF](R) d'aprés 1-10-15 et II-1-3.
FEF

1T-6-5. (dFe¢ F : EA E,=d F) = [E](D(R)) = [E](R)
ou : (JF € F : E< F)%»[E} oD = [E]

11-6-6. (¥ F&€ F: YF'e F:F#F' > FAF.—] E) >
[E]o D = o[ E)

(d'aprés 1-10-17)

11-6-7. 02 o Dl (R) C. * * [_EAF](R)
Fe F] FE€ F»
M
17-6-8. F FT@DzoDl—Dz
YRec®R. : Fle Fl & * * EA F| (R) = Dy (R)
car ¢ R : F, s = Dy

Fe F] Fe Fp

REMARQUE : en général, les composés [EJ oD etD, o D, ne sont
pas des décompositions simples ; cela explique 1'intérét qu'il
Yy a & plonger 1l'ensemble des décompositions simples dans 1'ensemble
plus vaste des décompositions généralisées qui est stable par

composition des opérateurs.

7. DECOMPOSITIONS SIMPLES COMME PSEUDO-FERMETURES

Si 1'on choisit sur Qg l'ordre partiel <, alors toute

décomposition D est croissante, idempotente mais non-extensive,
R et D(R) n'étant pas en général d'ordre comparable. Autrement-
dit

IT1-7-1. ¥ R € Ry : ¥R, ®, : R CR

1 ) ~ = D(R;)C D(R,)

2

I11-7-2. % R € R, : D(D(R)) = D(R)
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I11-7-3. ¥ Re R, : [ED] (R)C D(R) (pseudo-extensivité)

Seule la restriction de D é‘(RE est une fermeture.

D
Si 1'on choisit sur ®, le préordre <* défini en 1.f), alors D
est croissante, idempotente et extensive, mais sur un ensemble
qui n'est que préordonné.
Pour généraliser 1la notion d'invariant d'une fermeture, nous
dirons qu'une relation R admet la décomposition simple D si et

seulement si D(R) = [EDJ(R). Pour que R admette D, il faut et
E
il suffit que TD o [ED] (R) soit un invariant de la restriction

de D AR, .
ED

En général, étant donné un ensemble ® de relations définies sur
le méme espace E=3] E, , il ne suffit pas que toutes les relations
de R admettent une décomposition D donnée pour que 1l'intersection

des relations éléments de R 1'admette.

QT\

T

9]
S~
P —

Q

T

Q
N, gt
o

Q

log

Q
Ny g’
g’

l
' lIa,b',c'l {a',b,c'} ' {a',b',c}}

Par contre, la restriction de D a (RE étant une fermeture, on

2’ N D
peut énoncer le théoréme :

Théoréme I : Si toutes les relations d'un ensemble R de relations
ont méme espace de définition que la décomposition simple D et
admettent cette décomposition, alors leur intersection * R

Re®

admet aussi cette décomposition.

On démontre aussi que R, et R, étant deux relations quelconques
de R, , la formule II-3-2. est valable pour les décompositions
simples, c'est-a-dire que :

11-7-1. ¥ R, € (RIL HE 4 Rzé(Rn_: D(Rl + R

1 ) = D(D(R))+D(R,))

2
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Pour démontrer cette formule, on se raméne au cas d'une
décomposition définie sur E = ES A (BR1V7 ERZ) portant sur des
relations définies sur E.
Supposons que D = * [F]

FE€ F
Posons D' = * [F‘A(ER V E, )] ; on remarque que si

FE F 1 2

B, =<3 ER1$7 ERZ, alors D'(R) = D(R)

Egr,V Ep o
Posons aussi R'1 = ——T—— o lEDJ (Rl) et

ERfV Ep

R'2 = ’ o [ED] (R2)

Alors D', R'1 et R'2 ont le méme espace de définition E=E _OA(E_V E_. )
D R1 R2

La formule II-3-2. peut donc s'appliquer :
[ ' ’ = (] ' 9 (] ]
D' (R} + R)) =D (D' (R*}) + D'(R",))

[ (] —_ *
Or, D'(R'; + R',) = [FA ER1+R2] ([ED] (R, + R,))
Fe F
et, d'apres I1I-6-1, = D(Rl + R,)
ERZAED

D'autre part, D'(R'}) = ‘ (D' (R 1)) d'aprés I1I-6-2.

ERZL\ED
= ’ (D(Rl» (puisque ER£<3 ER§7 ERZ)
Er,A Ep

de méme D'(R',) = | (D(R,))

Ep(Rry) Ep(Rry)

D'(R'}) + D'(R',) = [ (bryn+ | (p(ry)

= D(Rl) + D(Rz)
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R

Mais D(R;) + D(R,) ayant EDA»(E .

vV Ep ) pour espace de définition,
2

D(D(Rl)+D(R2)) = D'(D(Rl)+D(R2))

D'(D'(R'l)+D'(R'2n

' ' '
D SR 1+R 2)

1]
lw]
X
+
]

8. TREILLIS DES DECOMPOSITIONS SIMPLES

Soit D = * [F] une décomposition simple.
FeF

Si F = FM, on dit que D a une forme maximale et

si F = FS, on dit que D a une forme standardisée. Puisqu'il existe

une bijection de 1l'ensemble des décompositions simples sur

® sur l'ensemble des projections -cylindrées sur R, définie
L

E
Y(D) = ]' o D et puisque toute décomposition cylindrée
a une écriture maximale (ou standardisée) unique, toute
décomposition simple a elle aussi une écriture maximale (ou

standardisée) unique.

Nommons (igl l'ensemble des décompositions simples sur ®, et

g;.l'ensemble des décompositions cylindrées sur Ry .

a
Soient D, et D. éléments de &) , et soient [ o D, = C, et
1 2 hr 1 1
i g
T o D, = C, leurs images dans G, -
€, < C, ® ¥RE REn_ : Cl(R)CL C2(R)

Ea En
@ ¥ RE®, : C (T (RC CyH(T(R))

Ea
© v RE R, T“oo (Tm))c_‘. To o (T (R))
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E(\_ EI\.
@ ¥ Re Ry: T oD (R)C T o D,(R)

(cf. 11I-5-3.)

& VRER : Dl(R) <*H D2(R)

On peut définir sur (521 un ordre isomorphe & celui défini sur

g;, en disant que, par définition :

Dy ¢ b, ® VRE R, : D (R) <+ D,(R)

1~ 72
Ayant déja étudié 1'ensemble ordonné ( &; r L), ayant établi 1la
formule 11-6-8 et ayant remarque que, si RF est la relation
1
reflet dans E de F,, E po D,.(R., ) & FM FM, nous pouvons
1 02 2 F]

énoncer le théoréme :

Théoréme 11 : Soit RF la relation de Fl dans E
1

Soient deux décompositions simples D] et l)2 ayant Fl et F, pour

ensemble de facteurs ;

M M
l)l \( l)2 <« Fz C Fl
£ 34 D2 o Dl = 02

o [EDZ] p° € DZ(RFIP

L'ordonné ( 611'<5’ est isomorphe au treillis distributif 1libre
engendré par un ensemble équipotent 3 N, privé de son élément

maximum.

Complément sur la relation reflet d'un ensemble de facteurs :

Pour simplifier le discours, sauf avis contraire, on appellera
relation-reflet d'un ensemble de facteurs F c:G?( 2? ) sa relation
n,

reflet dans E ; on la notera encore RF' De plus, si FS est

l'ensemble de facteurs standardisé de 1la décomposition D, on
pourra désigner par Rp la relation R

Fs
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9. ENSEMBLE DES DEPENDANCES SIMPLES
Dl est moins fine que D,, par définition, si pour toute relation

R € ®R, : "R admet D2" = "R admet Dl". Cette relation définie

sur sz est évidemment réflexive et transitive ; toutes les

relations R admettent les décompositions a un facteur qui sont
donc équivalentes dans le préordre de finesse ; nous appellerons
ces décompositions, décompositions banales et leur <classe

d'équivalence _dépendance banale. Nous appellerons dépendance

simple une classe d'équivalence de cqn.dans le préordre de finesse.
Nous allons montrer maintenant que toute dépendance simple non
banale est un singleton. Pour cela nous allons d'abord énoncer

4 propriétés, qui présentent peut-&tre aussi un intérét propre.

Proposition 1) Soit D1 = & lFJ ; si Dl est non banale,
Fe F

- 1
E (p°) GI—E ] (R, ) et pour toute relation
Dl Dl Fl

RE® , si lED1) (RFl) C;lED;l(R) et si R admet D,

alors E (p°) € [E (R).
[f5,] @€ [0

Cette proposition est une conséquence immédiate des définitions,
mais méritait d'étre énoncée pour faciliter les raisonnements

ultérieurs.

Proposition 2) Si Dy est une décomposition non banale moins fine

que D,, alors ED1<::j EDz

En effet, soit Fl 1'ensemble des facteurs de Dl’ supposons que

E, ne soit pas sous-espace de E, . Alors, il existe une variable
1 2
A telle que A var E et non A var E_ .
Py Py

Construisons une relation R définie sur E:L en faisant 1l'union

\
de RFl et de { p' * 02 (R ) j l
* o) . = +
tel que coorA(P) coorA(p ) : R RFl ‘Pi * 02 (R

e lr=[e |r. +|E D, (R, )
[ DzJ [ Dzl Fy l Dz] 2 F

= D, (R; )
2 Fl

F ), ou p est un point de gﬂp E,

2

)
F,

It

Dl (R) ; R admet DZ-
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Mais R, ¢ R tandis que [, J[ﬂ’¢ [R ] (’pl ¥ Dy(Re )
1 1

. oy ¢ R o
puisque coorA(p ) f coor (p) ; si D1 est non banale [EDl] P
% [ED ]R : R n'admet pas Dl’ On voit que D1 ne pourrait étre
1 ,

moins fine que Dz.

Proposition 3) Dl est moins fine que 02 si et seulement si

Dl o 02 = [Bnl] o D2 et EDl — BDz

oD, = |E o D alors, soit R une
D1 2

Fn effet - si D 2

1

relation admettant D, ; alors |E (R) = D, (R) ;
2 D2 2

, D (R)'—'D([E ](R))
D, . 1 1|,

Donc Dl (R) =D, o DZ(R)

1

- e T (R))=[E ] (R)
['31] 2 D,

Toute relation qui admet 02 admet D1‘ et D1 est moins fine que

l)2 .

Réciproquement si D, est moins fine que D, ¥ Re R,

oD, (R) =D (DZ(R))

D 1 2

1

[EDIJ (DZ(R)) puisque Dz(R). admettant DZ' admet Dl.

)

Q

<
i

- |E ] oD
2 [ D1 2

Proposition 4) Si F = ED , alors :

1 2
Dl moins fine que D2 © D1 £ D2

D

< D, oD, =D

2 1 2

M
=4 FZ(: F
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En effet, si D, est moins fine que Dz, 1'ensemble des invariants

de la restriction C2 de 02 a RE est inclus dans celui de la
D,
restriction Cl de Dl a RED , alors C1 < C2 donc Dl S Dz,
1
_ M M
o Dl = D2 et F2C Fl'

D'aprés ce qui précéde, pour que deux décompositions non banales

aient méme finesse, il faut et il suffit que E. = E  , D <P et
Dl D2 1 2
D, £ Dy i donc :

Proposition 5 : toute dépendance simple non banale est un

singleton.

REMARQUE : la proposition 5 tendrait 4 faire confondre les notions
de décomposition et de dépendance, mais la proposition ne sera

plus vraie pour les dépendances généralisées.

10. ORDRE DE FINESSE SUR L'ENSEMBLE DES DEPENDANCES SIMPLES

a) Ordre de finesse

Définition. On note {.D} * 1'ensemble des décompositions moins
fines que D.

L'ordre induit sur 1'ensemble des dépendances par le préordre
de finesse est isomorphe & 1l'ordre d'inclusion sur 1'ensemble
des {D\*.

L'ensemble des {D}* ainsi ordonaé n'est pas un treillis (sauf
lorsque {L n'a que deux ensembles de départ) ; mais si (GBE,S)
est le sous-treillis de (6}1, &) ayant pour éléments les
décompositions ayant E pour espace de définition, on remarque
que 1'ensemble {{D‘*/ De@%, ordonné par inclusion est isomorphe
a (6)E’ <), qui lui-méme est isomorphe au dual du treillis des
recouvrements libres de 1'ensemble des variables de E (cf.annexe
11 ). A titre d'exemple pour En_= < ABC > comparons le treillis
( 6%} &) et l'ensemble ordonné | {{dT/DG szs,c )
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“treillis (O, < )

‘,9\[91

\

' s
[ AN
1] N Y

’ |
[7108) 57 (AN [ B]Lc} Ordre d'inclusion des [Df
AN L
N 4 .7 (isomorphe a 1l'ordre de finesse
) o des dépendances) .
(28] [ IS D [ec) {11, (0] L]}
N ’

N

N

[n8) [c] 18611A) /1A e)[c]f {[e]ial}

(i8] ()i (ordrea)

[nelLncd c(
(OICTRETEN N

\ /{IAB
r A4 [/\gtal}* |

[n8][AcILPE] {los] ()5
O [nrec]
Le diagramme du sous-treillis Dépendance
(®< aBc >, £) est tracé en trait plein ; Banale

ceux des sous-treillis (®< aB> , <),
(< ACc >, &) et (B < BC >, <) en traits
doubles. Les décompositions banales sont
marquées du signe o.

L3

b) Enumération des éléments de {D} ol D est une décomposition

simple
Le théoréme ci-dessous permet de construire un algorithme effectif

*
pour énumérer les éléments de D :

Théoréme III - Etant donné une décomposition simple D = *[E]
E€ F

- les éléments de (E)E N {D}* sont les décompositions A - *[F]
D
FCF1

obtenues a partir de D par alourdissement, c'est-a-dire telles
que FMC. F'H et E

a = Fp- .
- les éléments de {D}* ()623 sont les décompositions obtenues
: D
A partir des éléments A de G)E e {D} * par alldgement, c'est-
D :

a-dire en remplagant certains facteurs E de la forme standardisée

de A par un de leur sous-espace E' de telle sorte que toute
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variable de E figurant dans au moins un autre facteur de FS soit

aussi variable de E'.

Exemple d'utilisation : Soit b = [aB ][ Bc][ ][ cn]

s s * ’, , .
Les éléments de {D} sont énumérés ci-dessous, on retourne

évidemment aprés chaque alourdissement ou allégement, a la forme
standardisée. On énumére les alourdissements possibles en énumérant

les parties de E“- FM

qui sont des parties libres pour 1'ordre

=1 ; c'est dire que cette énumération est dans la plupart
des cas impraticable parce que le cardinal de ‘D)* est beaucoup
trop grand. Le théoréme n'en présente pas moins 1'intérét de
guider les recherches heuristiques de décompositions

"intéressantes" figurant dans {D}*.
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Décompositions obtenues par

alourdissement
[ aB)[Bc](BD]){CD] (décomposition D Donn
(aB) [Bc)[ BD]LCD) [AC]
[aB) [Bcl[ BD] [CD] [AD]
( aB) [Bc][ BD) [cD] [Ac) [AD]
[ B0) [cD] [ABC)
( Bo) [co] [aBc]{ab]
[B]][  [cp] [aBD]
[ B8] [co] [aBD] [Ac]
[co] [aBD] [ABC]
[ a8][ B[ B} [ACD)
[ BD) [acp] (aBc)
[Bd[ [Acp] [aBD]
[acp] [aBD)] [ ABC]

Décompositions non banales

obtenues par allégement
ée) — > [Bc][Bp](cp]

» [a8] [Bc ]

5] {50 ]

> [ a8] [BC ][ac])

[2B) [ Bcn)

[ AB) [Bco] [ad)

[ nB) [Bco) [AD)

[AR) [Bco) [ac) [aD)
[Bcp] [aBC]
[Bco] [aBc][ an)
[Bcp) [ABD]
[Bco] [aeo] [ ac]
[Bco] [aBp)[ ABc)

[nB) [Bcp] [aco]

[ Bco) [aco] [ aBd]
[ Bcp] (acp] [ABD)
[ Bcp) [acp] [aBp] [aBC)
[ ABcD] (banale)

» [ aB][BD ]{aD]

Démonstration : d'aprés la proposition 4 du 9., nous savons déja
que 1l'ensemble (S)E N ‘D}* des décompositions {\ de {D}* telles

D

que EA = E D sont celles obtenues

de D.

par alourdissement a partir
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-  Soit [32 une décomposition
décompositionl 1 € 6)E N )D} *
p |
soit F, un ensemble de facteurs de A&l
A, =+ [F Iy gﬁz]
LS o [E
l J o O 1 (d'aprés I1-6-6)

A 2 ol 1 [ 4, ] ZX

obtenue

)

*

par allégement d'une

(car[§1 est idempotente) ;

AN , est moins fine que A\l, donc moins fine que D (proposition

3 du 9.).
- Réciproquement, soit A , € ‘D} *
2 du 9. E

u ) que A2‘<1 E‘b

Nous allons montrer qu'il existe une décompositionl§

{o} * 6)ED

telle que L\2

-6

on sait (proposition

B

dans

soit obtenue par alldgement de A 1

Nous allons suivre la démonstration sur un exemple.

Posons D = * [E] et A2 = % [ F]
E€ P> Fe F>
Soit RF la relation reflet dans

2

E de l'ensemble standardisé de

D
facteurs de A 2 Si g € R,g,
2

nous noterons Fq le facteur dont q

est le reflet, c'est-a-dire le sous-

espace de Ej dont les variables sont

les variables V telles que coor,q =

o
coorp
Puisque D(RFS) admet D et que
2
A , est moins fine que D, D(RFS)
2

admet A ,+ Donc [EAZ“I (p°) &

|E ]oD(R g) d'aprés la propo-
2 F3

sition 1 du 9.).

Exemple
p=[ABD) [ABG] [BDG][ BCF]

E) = < ABCDEG >
[aBc) [aF][ BeE]
By = <ABCEF>
R, ={ {a%bocoalelql},

I a®b2c2d2£0g2},
{a3b°c°d3f°g3}}

si q ={a° b2 c2 42 ng?)

Fq =< A F >

Nous nommerons q',q",q'"

les 3 points de RFS dans
2
l'ordre ol ils sont cités.
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Alors il existe une application f FS f R;
2
de F° dans Rps telle que <ABD>|s ————>|a®b0c0qlflgl
2 /
* [E] ( £(E) ) se projette sur < N BG >|e a®b2c232£0g2
E€ FS
E, suivant lEA ] ( p° ) <BDG >}/
2 2 <BCF >|e 3 |a3bocod3fog3
* rE]( f(E) ) = {aObOcOdlngl}
EEFS
Pour chaque point q € f (FS) E,=<ABDG>
posons E = E E w=<BCF>
q
E/f(E)=q
* [E](f(m)= « [elcan
E€Fg gef (FS)
; o | « | \ =
[EAZ]( p )e[EAzl( lEq]({q‘)) E_ A EAZ <AB>=<J <ABC>
qgef (FS)
donc ¥ q ¢ £(FS):E NE, —1 F E ,,0E = <BCF> = <BCF>
qa- A, q q 2
Pour tout q € RF" posons F' ., =<ABCDG>
2
si qe f(FS), alors EVF F' ., =<AF>
J 9 a’ “q q
F'q= F'q,,,=<BCF>
] sinon F
q
Posons 4 | = « [F'q] A, = [nscoG]|ar]| er]
QGRFS
Pour tout facteur E de D, si g=f(E),
E —1 F'q, donc [&] est obtenue par
alourdissement de D.

Montrons que, si pour un facteur F'q de [X]j

i

variable V de F'q qui n'est pas variable de Fq

i
n'est variable d'aucun autre facteur F'

de A

il existe une

, alors Vv
i
1°
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Soit V var F'q.Aigai ; si une D est variable de F'q.A<F§,

telle variable existe, c'est que

q. € f(FS) ; alors E_ A E D n'est pas variable de E
1 i %2 42
F et V n'est pas variable
i

de E, .

A2
V n'est variable d'aucun facteur effectivement dans RF '

2

quF; ; donc les coordonnées D prend les valeurs dl’
sur V des divers points de RF2 a,, d3

sont toutes distinctes ; il faut
alors que V ne soit variable D n'est variable que de E
que d'un seul espace E ef(FS) et non de Eq‘"
puisque * [Eq]( q ) n'est
qsf(FS)

pas vide. On en déduit que V n'est
variable que du facteur Fé. de

i

le dans 1l'écriture choisie et

que sa suppression est un

allégement de [31.

On peut faire un tel allégement pour toute variable V de Ea;
qui n'est pas variable de EA H [52 s'obtient par allégement

deﬂl. 2

11. REPRESENTATION D'UNE DECOMPOSITION SIMPLE PAR UN RESEAU ET
TYPOLOGIE DES DECOMPOSITIONS SIMPLES.
Soit une décomposition simple D. On peut 1lui associer un réseau

de noeuds et d'étoiles en affectant a chaque facteur de sa forme

standardisée un noeud, et a chaque variable de son espace de

définition une étoile, puis en joignant chaque noeud aux étoiles
représentant les variables du facteur auquel il est affecté.

Nous appellerons ce réseau, réseau représentatif de D. Cette

représentation permet de visualiser la structure d'une
décomposition simple ; elle permet aussi par 1a de définir plus

simplement certaines notions utiles.
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a) Représentation graphique et allégement

On dit qu'une variable A est marginale pour la décomposition
D si elle ne fiqure que dans un seul des facteurs de la forme
standardisée de D. La représentation d'une telle variable est
une étoile située a une extrémité du réseau. Alors la décomposition
obtenue en allégeant D de 1la variable A est élément de hD}*.
Les variables non marginales de E_ sont dites centrales. L'espace

D
qu'elles engendrent est le centre de la décomposition.

Les variables centrales qui sont marginales dans une décomposition

non banale obtenue a partir de E_ par alourdissement sént dites

D
marginalisables ; on les reconnait a ce que 1l'union des facteurs

dont elles sont variables est un sous-espace strict de ED.
Exemple de représentation : D = | aBcp][BcE] [BDEF] [EFG] [BDGH ]
1 2 3 4 5

A et H sont marginales.

Les autres variables sont
centrales. C, E, F, G sont
marginalisables. B et D

ne le sont pas.

b) Connexité

On dit qu'une décomposition D est connexe si le réseau qui la
représente est connexe.

Si D est connexe et si deux relations déconnectées Rl et R2
admettent D, leur union admet D.

On appelle sous-décomposition connexe d'une décomposition D toute

décomposition représentée par un des sous-réseaux connexes maximaux
du réseau représentant D.

On appelle classe connexe de 1l'ensemble des variables pour 1la

décomposition D 1l'ensemble des variables de 1'espace de définition

d'une sous-décomposition connexe de D. L'ensemble des classes

connexes de variables pour D est la partition de {1, en classes

connexes définie par D, ﬁnD étant 1'ensemble des él1éments de _(O_

qui sont variables de Ej".
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Une décomposition dont chaque sous-décomposition connexe n'a
qu'un seul facteur sous forme standardisée, est une décomposition
dont tous les facteurs standards sont disjoints. Nous 1'appellerons

décomposition en produit direct, ou plus rapidement produit direct.

L'ensemble des décompositions en produit direct, défini sur un
espace donné E est un sous U-demi-treillis deG)E ; c'est un
treillis isomorphe au treillis des partitions de 1l'ensemble des
variables de E. Si ®' est 1l'ensemble des sousdécompositions

connexes d'une décomposition D, alors A * o, [EA] est la plus
€S

fine des décompositions en produit direct qui sont moins fines

que D. Si D est connexe, * [EA] se réduit & une décomposition
LYY

banale.

c) Déconnection d'une décomposition D par un sous-espace de ED

Définitions : Etant donné une décomposition D = * [F et un
F €F
sous-espace E de Ey, on appelle coupe de D par E la décomposition

E) - —
D * [F AE] ; son espace de définition est EDA E ;
Fe F

E)D=Dol
E

Etant donné une relation R et un point p, on appelle coupe de

P) —
R par p la relation notée R définie sur ERA Ep par :

P)R= -L.. ({ps*R)

ERA Ep
Cette coupe est non vide si et seulement si [ER] p € [EP] R

On dit qu'une décomposition connexe D est déconnectable par un

sous—-espace E de ED si la coupe de D par ED est non connexe.
On dit qu'un espace F est un connecteur de D si D est déconnectable
par F et si F est égal a un des facteurs standards de D.

Remarque : lorsque D est mise sous forme standard, sa coupe I;-:)D
par un sous-espace E de ED dont 1'écriture est obtenue en barrant
les variables de E dans les facteurs de D ne se présente pas

en général sous forme standard ; dans tout algorithme utilisant
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de telles coupes, il faut donc introduire un sous-programme de

standardisation.
Soit E un sous-espace de ED et p un point défini sur un sous-
- p)
: i E R t id admet donc
espace de E si l R] P & [Ep] R, est vide et

toutes les décompositions simples ; supposons que [ER] p € [EAR:

E) ) )
nors (b (P'rRye Plpr)
Si R admet D, alors

p)D(R) = p)lED]R

p) :
[ED] (" R) puisque Ep‘::LED

Donc, si une relation R admet D, si Ep_<\ E et E_<lED, alors

) E)
p R admet D.

De ce qui précéde, on déduit aisément la proposition 6.

Proposition 6

Soit D une décomposition simple connexe et un sous-espace E de

EJ ¢ les 5 propositions ci-dessous sont équivalentes.

1. D est déconnectable par E (autrement-dit E)D n'est pas connexe)

2. Il existe une décomposition non connexe D' ayant EDt) F pour
espace de définition et telle que pour toute relation R
admettant D, et pour tout point p ¢ E, p)R admette D'.

3. I1 existe dans {D}* une décomposition D1 non banale dont toutes

les variables centrales sont variables de E.

E)

4. 11 existe dans {D}* une décomposition D1 telle que D1 soit

un produit direct.

5. Il existe une décomposition en produit direct Dl ayant
ED A E pour espace de définition et telle que pour toute

)
relation R admettant D et pour tout point p € E, P R admette
Dl'
6. Enfin, si D est déconnectable par E, toute variable non

" marginalisable de D est variable de E.
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On peut imaginer facilement quelques algorithmes peu performants
pour énumérer les espaces qui déconnectent D et les coupes
correspondantes. Je préfére indiquer le procédé heuristique qui
consiste & chercher quels espaces déconnectent la coupe de D
par 1l'espace engendré par les variables non marginalisables ;
on utilise pour cela la représentation graphique de D sur laquelle
on a supprimé les étoiles des variables non marginalisables et
éventuellement les noeuds des facteurs devenus non standards
dans la coupe. Les solutions intéressantes apparaissent souvent

au ler coup d'oeil.

Exemple : reprenons l'exemple de a)
Le réseau obtenu aprés suppression de B et D variables non
marginalisables, est tracé ci-dessous ; 3 peut étre supprimé

par standardisation.

On voit que pour obtenir un
réseau non connexe, il faut

supprimer au moins une des

variables ci-dessous :
C, E, G.

Quelques espaces déconnectant
D et les coupes correspondantes
sont données par le tableau ci-

dessous :

E.)
Espaces E, tels que D 1'p sous forme standardisée
soit déconnéctable par E,

<B C D> [(a](erc]lcn)
<BDEj> [ac1(rc][cn)
<BDG)> [AC][CE]LEF]LH]
(B CDG) _[A][EF“H]

<B CEG)> : [AC][F][H]
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Dans chaque coupe, si elle n'est pas produit direct, chaque sous-
décomposition connexe peut &tre traitée de la méme fagon, ce
qui suggére une organisation de données arborescente :

exemple : [EFG][ GH] est déconnectable par G

on obtient 1'organisation : A’/ \\\\~G

12. DECOMPOSITIONS ARBORESCENTES ET DECOMPOSITION SANS FACTEURS
GENANTS

a) Types de facteurs

Etant donné un ensemble non vide de facteurs F on dit que F¢F
est une branche de F ou bien si F est un singleton et F son unique
élément ou bien si F a plusieurs éléments et si 1l'espace engendré
par les variables centrales de F est sous-espace d'au moins un
autre facteur de F; on appelle branche d'une décomposition simple
non banale, toute branche de 1'ensemble de facteurs de sa forme
standard. On remarque que si F est une branche de D, alors pour
tout sous-espace E de Ep, F A E est ou bien éliminé par
standardisation de 1'écriture de D, [E] ou bien branche de Dg
h?]. On appelle attache d'une branche 1'espace engendré par ses
variables centrales. Etant donné une branche B, pour tout facteur

F surespace de 1l'attache de B, on dit que B se greffe sur F.

Une décomposition en n facteurs dans laquelle tout facteur standard

est un surespace du centre, a été appeléde embranchement

(J.Boittiaux, contrat DGRST 69) ou plus récemment, dépendance

multivaluée.

Dans un embranchement, tous 1les facteurs sont des branches
si de plus le nombre des facteurs est supérieur ou égal a 3,
ce sont a la fois des branches et des connecteurs. L'attache
commune aux branches de 1'embranchement s'appelle racine de
1'embranchement. Pour qu'un facteur F d'une décomposition D non
banale soit une branche ou un connecteur de D, il faut et il
suffit qu'il existe un embranchement égal & D ou obtenu par

alourdissement de D dont la racine soit sous-espace de F. Soit

’
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une décomposition D = * LFJ mise sous forme standardisée, et
Fe¢F

soit Fg € F. On dit que F, est un facteur génant de D si F, n'est

ni branche ni connecteur de D, ou s'il existe un sous-espace

E de E, tel que Fgq A E ne soit pas éliminé par standardisation

de Dg [E] =k LEA F] et ne soit ni branche ni connecteur

FEF
de Dg Y_I_EI]

Remarques : 1. Si B est une branche de D, pour tout sous-espace
E de E_, BA E est soit éliminé par standardisation,
soit branche de Dg I_E] ; une branche de D ne peut

donc pas étre un facteur génant de D.

2. Si F /\ E est facteur génant de D, [E], alors F
est facteur génant de D ; donc si D n'a pas de

facteurs génants, DO[E] n'en a pas non plus.

Proposition 7 : Soit D = * [F'] une décomposition mise sous
F'€F

forme standardisée et F € F un de ses facteurs. F est un facteur

génant de D si et seulement si il existe un sous-espace E de

ED tel que F A E ait deux variables et que 1l'ensemble standardisé

de facteurs de DO[E] soit un ensemble d'au moins trois facteurs,

tous a deux variables dont le réseau représentatif soit un circuit

ou alternent variables et facteurs.

Attention : il ne suffit pas qu'un circuit comportant au moins
3 facteurs existe : exemple : B = [ABC]\ABDJ[ACE] n'a pas
1 2 3

de facteur génant. On voit que Dg [ABC] est banale et que son
réseau n'a pas de circuit.
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Démonstration : Si un tel espace E existe, dans DO[E] les facteurs

ne sont ni branches ni connecteurs.
Réciproquement, si F est génant, alors il existe un sous-espace

E, tel que dans la forme standardisée de Dg [El] + FAE, figure

et ne soit ni connecteur ni branche (donc en particulier, pas
isolé).

Pour que F N El ne soient pas branche, il faut qu'il existe deux
facteurs F1 et F, tels que FA Fl[) F2A El =0 et

FAFI A F, A E, = 0, mais pour que F A E, ne soit pas connecteur
de Dg [El] » 11 faut que F, JAY Ey
et F2A E, soient reliés par une

suite de wvariables ne figurant

pas dans F A E, et de facteurs.

En prenant pour variables de E
un ensemble de variables minimal réalisant cette jonction et
une variable dans chacun des espaces FA FlA 52 D E, et FAN Flé
F, A E;r Do [E] a pour réseau représentatif un circuit de 1la

forme annoncée.

b) Décompositions arborescentes

Soit F 1l'ensemble de facteurs d'une décomposition D mise sous

A la cloéture de F par l'opérationA sur

forme standard. Soit F
les sous-espaces. Si (FA s =1 ) est une arborescence, on dit

que D est une décomposition arborescente.

exemple : [aB][acpE][acor][acn][ac1a][AGIKL] est une décomposition

arborescente. L'arborescence (F® , [ ) peut &tre représentée

graphiquement ainsi : @

<AGN___/_/
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ou plus simplement, en lisant le nom des sous-espaces le long
des branches a partir de la racine : cette deuxiéme représentation
a de plus l'avantage de mettre en évidence les variables marginales

représentées a l'emplacement des feuilles.

De telles décompositions sont intéressantes pour l'informatique
puisqu'on peut les réaliser en rapprochant les projections de
la relation traitée sans avoir a les retrier si chaque projection
est triée successivement sur les valeurs des variables dans 1'ordre
ol elles se présentent & partir de la racine sur la branche de
l'arborescence correspondant & la projection considérée.

Le plus petit élément de F est appelé racine de la décomposition
arborescente. Si cette racine est 0 la décomposition n'est pas
connexe. On remarquera que tout embranchement est une décomposition
arborescente et que 1les deux définitions de 1la racine d'un
embranchement sont équivalentes.

Dans une décomposition arborescente D tout fapteur standard est
branche de D : en effet, soit F 1l'ensemble standardisé de ses
facteurs, soit F € F. L'ensemble des espaces F A Fi pour Fie F-{f}
est un ensemble de prédécesseurs de F dans (r @ ~<]) ; il est
donc totalement ordonné et F se greffe dans tout facteur F‘i

assurant a F A Fi sa valeur maximum qui est 1l'attache de F.



.78.

On peut associer & chagque facteur F d'une décomposition
arborescente D un embranchement ayant pour branches F et 1'union
des autres facteurs. Pour qu'une relation admette D, il faut
et il suffit qu'elle admette 1'ensemble de ces embranchements.
Enfin, la fagon la plus simple de reconnaitre une décomposition
arborescente est sans doute d'utiliser 1la définition, ce qui
revient a pratiquer, 1'algorithme ci-dessous :

calcul de la valeur logique de "D est arborescente"

Commentaire : D est écrite sous forme standardisée ayant F pour

ensemble de facteurs

1 <« /\F

F€ F

Si D est banale
Alors D es%)arborescente
Sinon §% D est connexe

alors D n'est pas arborescente

sinon Soit g l'ensemble des sous-décompositions

1)
connexes de D que 1l'on écrit sous forme standard.

valeur logique de valeur logique de :
"D est arborescente"|¢— % Dp'c¢ € : "D' est

arborescente".

finsi

finsi

Exemple : D

|8 )[ AcpE] [acF) [acu][Ac1a][ AGIKL)

I = <A >
<A>)D

.

sous-décompositions connexes de
’Dl = [B] banale
102 [coE] [ coF) 1, = <CD >

[en] [619] [c1ke) 1

D

]
It

< G >

3 3

IZ)DZ = [E] [F] - décompositions connexes: [E]banale
[F]banale

D2 est arborescente

13)03 = [n][1a] [IKL]
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ayant pour sous-décompositions connexes :
'D3l = [H] Banale

|ps, = [1o]) [1xL] ; 1,, =< I>;
I ) -
32 Dy, = LJ] [ KL} ayant pour sous-décompositions
connexes :
[J] banale

[KL] banale

032 est arborescente ;

D3 est arborescente ;

D est arborescente ;

c) Décompositions sans facteurs génants

Proposition 8 : Soit D = * [F] une décomposition écrite sous
FeF
forme standardisée ; soit C son centre ; pour que D n'ait pas

de facteurs génants, il faut et il suffit que D ou bien soit
égale & 0 , ou bien ait des variables marginales et que Do C
mise sous forme standardisée n'ait pas de facteurs génants.

D'ou l'algorithme pratique : tant que cela est possible, je barre
les variables marginales de D, je standardise 1'écriture de
décomposition ainsi obtenue et je recommence ; si Jje m'arréte
parce que la décomposition standardisée obtenue, bien qu'ayant
des facteurs différents de 0 n'a plus de marginales, alors D
a des facteurs génants ; si je m'arréte parce qu'il n'y a plus

que le facteur 0, D n'a pas de facteurs génants.

Exemple :

p = [aBc ] [BcE] [ADFK] [BCGJ [DHKJ [AIK] [IJK}

py = [aBc] [eeT[avk] [Be]ox] [ark] Je
b, = [aBc] [k ] [rx]
0y = [n] ]

D n'a pas de facteurs génants.
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Démonstration

Soit D une décomposition sans facteurs génants, écrite sous forme
standardisée et de centre D. Par définition d'un facteur génant,
DO[C] est sans facteur génant. Montrons que D a des marginales.
Si elle n'a que 1 ou 2 facteurs et si elle est distincte de 0,
elle a évidemment des variables marginales.

Supposons que toute décomposition standardisée sans facteurs
génants et possédant au plus n-1 facteurs ait des marginales.

Alors soit Dn une décomposition sans facteurs génants & n facteurs.

Soit Fn un facteur particulier de Dn. Si c'est une branche, il

. . . F
a des variables marginales ; si c'est un connecteur, alors rl)D
n'est pas connexe. Soit D une sous-décomposition connexe de

1
Fnlyp ;D = Do [E ] ; donc D; n'a pas de facteur génant. Elle
Py

a moins de n facteurs ; elle a donc des variables marginales
qgui ne peuvent qu'étre marginales de D.

Si D 0, D a donc des marginales.

Réciproquement

Soit D une décomposition standardisée ayant des variables
marginales et telle que Dg [(3] soit sans facteurs génants, C
étant le centre de D.

Si D avait un facteur génant, il existerait un espace E tel que
le réseau représentatif de DO[E] soit un circuit d'au moins trois
facteurs de deux variables ; mais puisque E ne pourrait qu'étre
inclus dans C, on aurait Dg [C] o [E] = Dg [EJ et le réseau
représentatif de Dg [C ] o [E:]serait aussi un circuit sur lequel
figurent au moins 3 facteurs, si bien que Dg [p.] aurait

s

des facteurs génants, ce qui est contraire & 1'hypothése.

d) Conclusions

Nous prouverons au chapitre IV que les décompositions sans facteurs
génants sont les décompositions &4 0, 1 ou 2 facteurs, et les
décompositions D admises par toute relation qui admet tout
embranchement obtenu par alourdissement de D et que les
décompositions ayant au moins un connecteur, sont les
décompositions D admises par toute relation qui admet toute

décomposition distincte de D obtenue par alourdissement de D.
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CHAPITRE IIX

OPERATEURS DE DECOMPOSITION GENERALISEE SUR

UN ENSEMBLE DE RELATIONS EXTERNES
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CHAPITRE II1I

OPERATEURS DE DECOMPOSITION GENERALISEE SUR
UN ENSEMBLE DE RELATIONS EXTERNES

1. DEFINITION ET PROPRIETES SIMPLES

a) Présentation : 1l'ensemble @, des décompositions simples

n'est pas stable par composition des opérateurs, si bien que
pour en faire une étude un peu plus approfondie, il faut le plonger
dans un ensemble d'opérateurs stable par composition. L'ensemble
que j'ai choisi et appelé ensemble des décompositions généralisées
n'‘est pas le plus petit ensemble d'opérateurs incluant @, et
stable par composition. Ainsi, la décomposition généralisée que
nous noterons | [ABl].[ AlBl] [ AlB] ne peut pas é&tre obtenue
en composant des décompositions simples. Malheureusement, 1'étude
des décompositions généralisées est rendue difficile par deux
particularités : d'une part, la grande variété d'écritures
représentant le méme opérateur ; d'autre part, 1le fait que
contrairement aux décompositions simples, les décompositions

généralisées ne sont pas idempotentes.

b) Définitions et notations

Soit E un espace semblable a un sous-espace de E.

[E] désigne alors une recopie projection ordinaire ; sa

restriction a est une application croissante de @®, dans

5ne
R si l'on prend sur (R, et sur (R 1l'ordre partielC.

Soit F un ensemble d'espaces E, chacun semblable a un sousespace

de E

On désigne par [E] 1'application de @®, dans (R qui, a
toute relation eigslne Re R, fait correspondre ¥ [E]R) relation
qui, en général, n'est plus externe. On remafZEZra que ¥ [E]
est encore une application croissante de (R, dans (R. ner
Définition - Etant donné un ensemble F d'espaces semblables a

des sous-espaces de E , , on appelle décomposition généralisée

admettant F pour ensemble de facteurs, 1l'application de (R, dans

définie par _L o ( % [E]). Nous noterons cette décomposition

[E]. E€F

Ra
1

EEF.
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Rappelons que l désigne la projection 1. [E ———*#E .]

Lorsque F est donné en extension, [EJ et [E] peuvent étre

EGF
nommés respectivement par la su1te des symboles [Ef] pour Ee¢F,

et par cette suite précédée de l
Exemple : si F ==< < ABD, >, < BC,D

171
on prend les notations :

* [F] - [ABDI]IlBC DI][ ACDZ] BC 02]

E(J;‘ [E]= J_[ABD }[ BC D } [ACD [BC1D2]

Nous verrons que deux ensembles de facteurs distincts peuvent

>, < ACD, >, < BC,D, >}

1 2

donner la méme décomposition généralisée.

On appe]le espace image de la décomposition généralisée

D = [E] et on note E le sous-espace de E défini par
ID

EGF
. = Ve
“1D EEF

= J_( ‘7 E)
EeF
L'espace E;p est l'espace de définition de D(R) si R est une
relation définie sur E, ¢ il est donc caractéristique de
1'opérateur D et non de 1'ensemble de facteurs utilisé pour le
décrire. Par contre \/ [ ] (E)) = Epp dépend de F.
E€EF

Mais nous verrons que 1'ensemble des espaces EDF aux diverses

écritures d'une méme décomposition généralisée D a un minimum.
' s
C'est ce minimum que nous noterons ED et que nous nommerons espace

de définition de D.

Bien-sir, on a toujours EID | EDF ; lorsqu'il existe une

écriture de D telle que EID = EDF’ autrement-dit, lorsque E

on dit que la décomposition est une décomposition pleine.

10~ Fp”

La restriction de D a R est toujours égale a la restriction

' EID —L
a R d'une décomposition pleine qui est D o = [E] (E
E ID
ID EEF
ID
si D = l [E]. Pour que D soit pleine, il faut et il suffit
_ E€EF
que D o J_ = D.
E

ID
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c) Premiéres propriétés

soit b = | [E] une décomposition généralisée.
EeF
D est une application croissante de R, dans R puisque c'est

la composée des opérateurs croissants ¥ E et | ;
E¢F
autrement dit,

II1I-1.1. ¥ R € R, : ¥ Rye Ry : R C Ry 3 D(R)) & D(Ry)

I11-1.2. ¥ R€ QR : |E (R)C D(R), autrement dit :
fn ID

¥ Re€ R : R &» D(R) : D est "pseudo-extensive".
En effet ¥ p € R : D({p‘) = [EID]({p}) et D(fp‘)c, D(R);

par conséquent, ¥ pé€ R : [EID](p) € D(R)

La restriction de D é(RE est une application extensive de ®
ID E
dans R . C'est donc une préfermeture sur R ID
E E
ID ID
III-1.3. ¥ R€ R, : D(R)C D(D(R))
Mais en général D # D o D ; D n'est pas idempotente.
La restriction de D a RL est une préfermeture ; 1'ordre
’ . ’ I
algébrique de cette prefermgkure D sur (RE (cf .Annexe 7 )

ID
est inférieur ou égal au nombre de facteurs figurant dans

l'ensemble F utilisé pour 1'écriture de D. Il est donc fini borné.

Nommons l)t la limite inductive de la préfermeture
D définie sur (RE . Alors ¥ R€ (R : DT(R) = U D(n)(R) ou
ID ID n€ N

p® Ry =r et bp'™(r) = D(D" "1 (R)) pour n » 1.

T

Exemple : D fl[ABlll AlB][ AlBl] est d'ordre 3

Prenons pour R la relation définie sur < A,B' > et vérifiée par

est d'ordre fini, mais généralement non borné.

les points (a,b)
s<a.b'),(a',b"),...(a‘“’.b‘“+l’)...

l(a',b),(a",b'),...(a(n+l),b(n))...
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Parmi les points de D (R), (a',b') € D({(a,b),(a,b'),(a',b)})
¢ p'(@,b),(a,b"), (a',b)})
(a",b") € D ({(a b),(a,b"),(a',b),(a',b"),(a",b")}))
pT ({(a,b), (a,b"), (a',b), (a*,b"), (a",b")} )

(n)'b(n)) € ﬁT(R) et le plus petit cardinal

d'une partie A de R telle que (a(" (n)‘G DT(A) augmente indéfiniment

aveo n.

2. COMPOSITION DES DECOMPOSITIONS GENERALISEES
a) Projections d'une décomposition généralisée
Rappelons d'abord les formules 1-10-15, 1-10-16, I-10-17.

On en déduit immédiatement

IT1-2-1. [Ea_ﬂ’__, Eb]((F-:F[F])(R)) c (F%;F‘[\*"-(EaAF)])(R)

IT1-2-2. Si toute variable figurant dans au moins deux facteurs

éléments de F est variable de E , alors

[Ea._qf—_.;, EbJ o * Irh = ‘P(E A F)]

I11-2-3. [EJ o FGF"] [ j ¥ [F] (car[E] ol =[E])
T11-2-4. [E] ol Frrmic » [[E](F)] (R)

FEF FEF

111-2-5. (3F € F : [E"l] (E) =3 F) = [ ] l-"léF [F] =[E]

b) Composition de deux décompositions généralisées, démonstration
générale
soit p, = L [F] et [G]
1 GeF,

FEF)
.on pose El = v F et E2 = v G
FeF GEF
1 2
On veut exprimer 02 o D1

Faisons d'abord correspondre a chaque facteur G de D2 une recopie-

projection ordinaire Ei______~9}r(E ﬂ

telle que z'l’ (E, A [G 1](0)) —1 ¢

et que (V(E) A ]} (G)) soit disjoint de Eq o de E,, de E

et de tout (Fz.(El) pour G' # G.
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*

On remarque que pour toute relation R définie sur l’::1 ou sur

un sous-espace de El (donc pas nécessairement externe),

[G'] (R) _L[El LY(E: | (R)
;[ 1_____, (E )]

2
Alors, pour tout G € F

G| (D,(R)) = |G (* | Fl (R)) (111-2-3)
1

FGF
%. IF(E )] Fel’ [F)(r)
[lF (F)] (R))  (I1I-2-2)

i

E FGF

On en déduit que

D, = lox J.o( ® ﬂf(F)]

GCI.“2 E FGF

Or, toute variable figurant dans les deux expressions I}’r (F)
FEF

et ‘_\F ,(Fl pour deux éléments différents G et G' de
F&F
F2 est %arlable de GA G' et donc de E2 d'aprés la définition

de L\) etLFG. ; donc
llo( * (% [(PG(F)]))

GGI?2 FéF
= l( T [(P )] )
GEF F‘El"1
Puisque toute variable de E; A ( V ; LF (F)) est variable
G€F2 FGF
de Ez.

On a démontré le

Théoréme IV. Soient Dl = J- [F] et D2 = —l- [G]

FEF

1 2
deux décompositions généralisées ; on pose E, = v F,
' F(:Fl
E, = ; G et pour tout G € F,, on définit une recopie projection

G(-.l“2

o %o
ordinaire [El_.__..._..—_)('jc (El)] telle que
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., ) D
LPG(EIA [G ](G))) =] G et que (PG(EI A [G ](G)) soit disjoint

de E E E, et de tout G,(El) pour G’ f G.

o NRA B

Alors D, o D, est la décomposition généralisée D. o D.= ~—l——- [?S (F)].
2 1 2 1 G
FEFI,GCFZ

L'ensemble des décompositions généralisées est stable par

composition des opérateurs.

c) Traitement d'un exemple
J_[l\lBC] [B,co ] aB 0,1 [ a8, ][ BZCF]; E, = < ABCDFA,B.D,B.>

I

1 1 18191 B,
D, = _\_[ABIC][BlCD ][I\BZDE ][BZCE] ; E, = < ACDEB,B, >
¥,
G [nl_._;rG(El )] D, o D,
1R111R2
<AB, C> AB, CD4F Ay BADY B2 l?\dBlC][B4CD3]lAB4D4][ABSD4][B5CF3]
<B,CD> A_B,CDF,A! B! p!p? [I\ B c][s CD][A B0, |[A.B.D)]B. CF
1 7B1CPF5AgBgDgBy 8B1 8 7°8Pg || A7BoPg| | BoCF5
aB,c, pF..A' B! p' B
ABRPE> [AB2C10PF10M11P11P11 B2 ["11’32(31(}[Buclo'M"BuDu}[’“312”13[‘312C10F1
1 1 LI
<BRCE> M) 3B,CD)3F ) 3Ry 4By 4Dy 4B s ["1482C]['314C.D13]["13314')1%["13315”1% BlSCF13]

Nous allons par 1la suite apprendre A simplifier 1'expression
trouvée.

Remarque : si D1 et D2 sont pleines et que EID£<:::] EIDZ’ alors

D o D

2 1 est pleine. Mais si E n'est pas sous-espace de EID ’

IDl 2

D, o D, n'est pas pleine.

3. PREMIERES REGLES POUR MODIFIER L'ECRITURE D'UNE DECOMPOSITION

a) Recopies-projections fidéles

Une recopie projection ordinaire ou contractée [El_‘“‘“_’EZ] est
dite fidéle si (P(El A En ) = E, A Eq - Lorsque 1la
recopie-projection est nommée par une suite de variables doublement

indiciée écrite entre crochets, alors la recopie-projection est
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fidéle si toute occurrence d‘'une variable ayant au moins un indice

supérieur nul, a un indice inférieur nul.

oo D?J est une recopie-projection

Exemple : [ 01 23 1

fidele. qs

Une recopie-projection ordinaire [El___) E2] est bll—-f1dele

si elle est fidéle et si la recopie-projection [Ez—-—_—-__9 El]

est fidéle aussi.

Nous avons, au chapitre I, d'abord défini les opérateurs de recopie

projection [El__ﬂj___)Ez} ordinaires ou contractés sur U‘& E,

E€
puis défini leur extension & 1'ensemble des parties
de U E. Nous allons maintenant définir leur extension a
Eef,

l'ensemble des parties de 1'ensemble des parties de U& E. Nous

EE€

désignerons encore cette extension par [EIL,Ez] qui peut

donc désigner 1'application de @ (®( U (E))) dans elle-méme,

E€g

faisant correspondre a toute partie de @@( UE(E)) 1l'ensemble
E €

de ses images par [El.__qr_}Ezl . En particulier, étant donné un
ensemble F d'espaces, [EIL E2] (F) désigne 1'ensemble des
images des éléments de F par [El.__q_f_%Ez] .
Si v F_—/E E __._?qf E,|(F) pourra étre noté 2"’(1")

FEF L 2 '

Nous dirons que deux espaces ou deux ensembles de facteurs sont
semblables s'ils sont image 1'un de 1'autre par une

recopie-projection ordinaire et qu'ils sont fidélement semblables

si cette recopie-bijection est bi-fidéle.

Exemple : {<ABC1>, <BClD>, <ACD1>, <BC2D1>, <BC2D1>,<AC20>}

et ’< ABC, >, < BC,D >, < ACD

i 3 3 >, < BC,D

121 >, < AC,D >}

1 1

sont fidélement semblables, car le deuxiéme ensemble image

est
du premier dans la recopie projection bi-fidéle : [ABC,3DD11C§]
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Régle de recopie bi-fidéle

Si Fl et Fz sont fidélement semblables, les décompositions
généralisées | [B] et | [E] sont égales.
Ee€ Fl EGF2

Dans ces conditions, les indices non nuls qui figurent dans 1'écriture
d'une décomposition généralisée par énumération de son ensemble
de facteurs jouent le roble de variables muettes. I1 serait plus
conforme & la tradition mathématique de 1les désigner par des
lettres, mais les habitudes prises dans les algorithmes de tableaux
poussent a les désigner par des chiffres - d'ol notre fagon

d'écrire.

b) Régle d'adjonction et de suppression de facteurs

On ne change pas une décomposition généralisée en adjoignant
a 1'ensemble de ses facteurs dans une é&criture donnée ou en

supprimant de cet ensemble un sous-espace d'un autre facteur.

Autrement dit :
111—3—1.VE168 : (JEeF : E

—m s L [F] = L=}

1 FEF u{Eﬂ FeF

Cela découle immédiatement des définitions.

c) Elagage et Formatage des écritures de décompositions

généralisées
Régles
1) On obtient une décomposition égale a .L [F] dans laquelle
FeF
A, n'est pas variable de \v/ F en remplagant dans F un facteur
FeF

-1
F, € F tel que A ne soit pas variable de lF J(F) par F, <7’<Ai>.
2) On obtient une décomposition égale a J_ [F] en supprimant
FEF
d'un facteur F, € F une variable d'indice non nul qui ne figure

que dans ce facteur.

Cela découle immédiatement des définitions.
Le jeu d'écriture qui consiste A& supprimer ainsi wune variable

d'indice non nul ne figurant que dans un facteur, sera appelée

élagage.
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On dira d'une décomposition généralisée J_ [EJqu elle est écrite
Ee F
sous forme élaquée si toute variable d'indice non nul qui est

variable de l [E]est variable d'au moins deux facteurs de F
E€ F
et si aucun facteur n'est sous-espace d'un autre. On dira que

son écriture est formatée si tous les facteurs de F sont
semblables. L'espace (hagﬁemblable aux facteurs de F s'appelle

leur format. Etant donné une décomposition écrite

D = i [F; on peut toujours formater cette écriture en prenant
FePF
pour format EDF ou un de ses sur-espaces, en particulier E, .

Toute décomposition a au moins une écriture formatée.

Exemple : l[ABCll [c,8,0]] BZCE]

,I[ABClDlEl][ AZBZCIDEZ][-A B CD EJ[AB4C1D4E4]

sont une forme élaguée et une écriture formatée de la méme

décomposition.

4. RELATION-REFLET D'UNE ECRITURE D'UNE DECOMPOSITION FORMATEE
SUR LE FORMAT E .

a) Définitions

Soit J 1l'ensemble d'indices de référence (cf.I.2.). On définit

une fois pour toutes une application de J dans E qui a tout

i € J fait correspondre un point pi tel que pour toute paire
{i,j} d'indices distincts, {p } et ’ J} soient déconnectés, ce
qui est toujours possible puisque les ensembles de départ sont
supposés infinis et que J est supposé dénombrable.

Etant donné un espace F semblable a En + on appelle point reflet

de F et on note pF le p01nt de E tel que pour toute variable
A de E , coor (p ) = coor (p ) © A, var F.

Le point reflet de E est noté p .

L'application reflet est donc une injection de 1'ensemble des
espaces semblables i E dans E définie a partir de
1'injection : J__ﬁ__, Ean

i »>pl
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L'extension de 1l'application reflet a 1'ensemble des parties
est alors une injection de 1l'ensemble des ensembles F d'espaces
semblables a E;, , c'est-a-dire de 1'ensemble des ensembles F

de facteurs formatés sur E, dans(RE qui & F fait correspondre
n

RF = {pF/Fe. F} que 1'on appelle relation-reflet de 1'ensemble

de facteurs F.

Exemples
1) < I\BlCD1 >, < AZBICDZ >, < AB3C3D > a pour relation

reflet {{a b] O 1}, {azblcd }, ’aob3c3doi%

2) Si 1'on prend soin de formater une décomposition simple [AB]
IAC]PCD] en ajoutant au n®Me facteur des variables d'indice n,
ce qui donne dans 1'exemple [ABC D ] [ AB CDZ][: A BCD] la
définition de la relation reflet de 1°' ensemble de facteurs ainsi
formaté est 1la méme que 1la relation reflet de 1'ensemble de
facteurs de la décomposition simple telle qu'elle a été définie
en I1-4.

b) Recopies-projections et morphismes projectifs

Soit F un ensemble de facteurs formaté sur EIL et RF sa relation

reflet. Nommons El 1'espace V7 F et considérons une recopie
FeF
prOJectlon quelconque de 1la forme [ Elhjii__;EZ] Posons F' =
[ l_W>EZJ(F) : soit RF' la relation-reflet de F'. Alors il existe
un morphisme projectif qu tel que Rp, = HqY(RF)‘
F reflet RF
recopie- morphisme
projection projectif WF
)

[El.——’EZ] ' . PR —> ®

F' reflet ] R

Fro- Hq, (RF)

En effet, soit A un ensemble de départ et soit JA 1'ensemble
non vide d'indices i tel que Ai var El’ Nommons fA une application
de J dans J telle que sa restriction a J

V‘ieJA : ly(Ai) = A

A soit donnée par

£ (i) et hA une application de A dans A, dont
A i
la restriction & 1l'ensemble des coordonndes des p sur A soit
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donnée par hA(coorA(pl)) = coorA(pfA(l)). Le morphisme projectif

de E o dans lui-méme ayant les applications hA pour applications
composantes, est le morphisme mv-.

Réciproquement, soit un morphisme projectif H de E  dans luiméme,
dont tou?e application composaqte hv donne, pour tout point pi,

b l . 1 . 3 ~ ’
a coor p une image hv(coorvp ) qui soit elle-méme coordonnée

suivant V d'un des points pJ. On peut alors définir, pour toute

variable V de E [ wune application fv de J dans lui-méme telle
£ (i)

que coorVH(pi) = coor p v . Alors, étant donné un espace E,

dont au moins un sousespace est semblable a En + on peut définir

une recopie—projection[E1 q{ 3 E2] telle que, pour tout ensemble

F de facteurs formaté sur E, et ayant la propriété \/ Fa—l E
FEF

la relation-reflet de LP;(F) soit égale a H(RF). I1 suffit de
prendre pour'LPA une application qui a toute variable Vi de E

ll

1
fasse correspondre la variable V

Y

Soit [El“__—“"9E2) une recopie-projection dans laquelle un

£a01)°

sous-espace de El est semblable a E, ; pour qu'on puisse lui
associer un morphisme projectif H‘F qui soit un isomorphisme
projectif, il faut et il suffit que [El_££;~,E2] soit une recopie-

projection ordinaire.

Nous appellerons morphisme projectif fidele un morphisme projectif

dans lequel pO est invariant.

Etant donné un -espace quelconque E et un morphisme projectif

'
fidgle H, si on peut leur associer uni recopie-projection
[El'—ﬂ'*EZ] . celle-ci est fidele ; réciproquement a une recopie-
projection fidéle[Er_Hf_;Ezl . on peut toujours associer au moins
un morphisme projectif fidéle qu' mais si ElAEn_fEn,on peut
aussi lui associer des morphismes projectifs non fidéles.

A un isomorphisme projectif fidéle, on ne peut associer qu'une
recopie-projection ordinaire bi-fidele, et a une recopie projection
ordinaire bi-fidéle, on peut toujours associer un isomorphisme
projectif fidéle.

Deux relations définies sur E  sont dites fidélement isomorphes

si elles sont projectivement isomorphes dans un isomorphisme

projectif fidele.
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D'aprés ce qui précéde, deux ensembles de facteurs formatés sur’

En
relations-reflet sont fidélement isomorphes.

sont fidélement semblables si et seulement si leurs

c) Propriétés des relations reflets

Proposition 9 '

Etant donné une décomposition D = - [F} dont 1'écriture

F € F
est formatée sur Eﬂ_' une relation R € R, et un point pe¢ ERAE

D’
pour que p ¢ D(R), il faut et il suffit qu'il existe un morphisme

projectif H de E dans E o tel que [ER](H(R ))C_R et
lE AR ID](ll(p )) = p (ou n ([E A EID](p )) = p) d'aprés I-8-1).

En effet, pour que p ¢ D(R), il faut et il suffit qu'il existe
une application f de F dans R telle que l He ([F](‘f(Fﬁ ))={p}:
FePF

pour cela il faut et il suffit que 1la conjonction des

deux propositions ci-dessous soit vraie :

¥ fegF: [lF (£(F)) [J.F] (p)

et ¥ N, : ¥ F €F : ¥ F,€ F: (A var ([FlJER)_e_tAi var

2

f(Fl) = coor, f(Fz).

1
lFZJ ER) > coor ,

ANors si p e D(R), on peut définir au moins un morphisme projectif

H par ses applications composantes, en imposant que pour toute

variable V de E hV ait les propriétés ci-dessous :

R'

1]

hv(coorv(po)) coor (p) si V est varlable de Eip

coorv(f(Ai)) si Vi var ( J E )

h_ (coor (pi))
v v FeF

et 1'on a bien alors [ER](H(RF)) R et [ERIX Elﬁ](H(po))=p et i #

Réciproquement si un morphisme projectif H ayant ces propriétés
existe, on peut définir une application f de F dans R telle que
pour tout facteur F de F, f(F) soit 1l'image par H du point reflet
de F. Il est immédiat que f a les propriétés voulues.

De la proposition 9, en posant R = RFI, on déduit immédiatement

la proposition 10 :
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Proposition 10

Etant donné deux décompositions D l F|] et D, = l_ LF
1 2
F € Fl F ¢ F2
I d " 0 3
formatées sur le format E (, pour que lEIDz](p ) € DZ(RFI)' il

faut et il suffit qu'il existe un morphisme fidéle H tel que

H(RF ) C Rp - ou encore qu'il existe une recopie-projection
2 - 1
fidele l F Y YT p)ftelle que (P(FZ)CFI.
F¢F FEF
) 2
Exemple
Soient D, et D, données par énumération de leurs facteurs.
D, = J_[ABCDlElFlGl][AZBCD2E2F2G2][AZB3C5D3E3F26][ AZBSCSDEZFGZ]
D, = l[ABClDlElFlGl] ‘_AZBCDZEZFsz] [ABB3CD3E3F3G3“A4B4C4E4FG4]
lA3BSCSDEnF565)

on vérifie sur 1l'exemple qu'il revient au méme de dire qu'il

existe une application f de F2 dans RF telle que
_ 1
J‘ LF] f(F) = {EID ] po, ou de dire qu'il existe un morphisme
FeF 2
2
fidéle H tel que H(R, ) € R, , ou de dire qu'il existe une
F, F ys
recopie-projection fidéle [ \/ — 7 :7 F)] tel que
FeF, FeF,
Pir,) c ¥
| R, SR
‘< ABClDlElFlGl > > < ABCDlElFlG1 > W
< A2BCD2E2F2G2 AZBCD2E2F2G2> Fl
Fzﬁ < AyByCDIE,F,G, A,ByC D E;F,G >
< B,B,C,D,E,FG, A,BC DE,FG, >} |
L < A3BSCSDE4FSG5
. ],{a b ¢t al el b cal el g gl
}az b c d2 e2 b c d2 e2 f2 92
\ R,
R . [a3 b3 ¢ ad e? fa? b3 ca%ed £2 g} |
F2 \ )
{a4 b4 c4 d4 e {az b5 c5d e2 £ gzkb
#3 b5 c5 d
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Remarque - par souci de simplification on a omis les indices
0 dans 1'écriture des relations reflets.

La recopie-projection LP- est égale a
111112 .2.2.2.2.33 333344444 45555
[ABC DlElFlG1A2CD2E2F2G2AZB DZEZFzGZAQBSCSD E2FG2B5C5F G2 ]

en notations contractées

0.0,3.0,1.40,51.1.%.1,2,3,4.2,3.2,3,4.2,3.2,3,4,5.4,5 4,5]
AB '""C " DF '"'DEF,GA D E F G B C
[oo 0 o0 11112 2 2 2 2 5 5

Enfin, de la proposition 9, on peut aussi déduire immédiatement

ou,

la formule

III-4-1. Si K est un morphisme projectif et D une décomposition
généralisée, ¥ Re R, : K(D(R))c D(K(R))

En effet, soit D = .L [F]. Si pe€ D(R), il existe un morphisme
FEF

projectif H tel que [ER] (H(RF))CL R et [ERA EID](H(pO)) =p

Alors le morphisme projectif K o H est tel que

K([ER] (H(R.)))C K(R) donc [ER]((KoH)(RF))C K(R)

et K ([Ey 8B J(H(p°))) = K(p) donc [Eq D E ) (Ko (p°))=K(p)
[ER A EIDJ((KOH)(po))G D(K(R))

K(p) est donc élément de D(K(R)).

s

Tout point K(p) élément de K(D(R)) est &lément de D(K(R)). D'ol
la formule III-4-1.

5. ORDRE £ SUR L'ENSEMBLE DES DECOMPOSITIONS GENERALISEES

a) Définition
On désigne par ((DG,S) l'ensemble des décompositions généralisées
ordonné par 1'ordre & défini par
Dy D, ® ¥ REQRE: D, (R) <* D,(R)
Théoréme V
Pour tout ensemble de deux décompositions généralisées
D, = l [F] et D, = l [F], dont 1'écriture est formatée
1 2
F €eF F €EF

1 2

sur 'E, , D1 £ D2, si et seulement si il existe une

recopie-projection fidéle ordinaire ou contractée
\/———q—%—%‘#‘( v )] telle que dP(Fz) C F,, ou encore si et
F e F2 F e F2

seulement si [EIDZ](pO)(EDZ(RFl)
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Démonstration
1) - Hypotheése D, & D,
EID2 pred EIDl (il suffit de remarquer que si p€E ,

Dl({pp < Dz({p\))

E o
[IDl] p € D, (RFl)

T ()< T

C:TDz(RF )par hypothése
1

¥ o EIDl
lEIDJ e T P2,
L . Eyp
E (p°) € lE T1! D, (R, )
1D, 1D, I F)
€D,(R_ )
2' %)

- o
bonc D, £ D, = [EIDZ] (p7) € D2(RF1)

D'apres la proposition 10

E poe D, (R, ) ©® il existe un morphisme projectif fidele
ID2 2 Fl

) C R

H de E , dans lui-méme tel que H(R
2

ou encore

F F

1

E [f)e D,(R, ) & . il existe une recopie projection fidele
ID2 2 Fl

[ ‘7. F————H{;—wa WY §;7 F)] telle que ?er)c; Fl‘

F e F2 F‘€F2

2) - Hypothése : il existe un morphisme fidéle H tel que

H(R. )C R, .
F, Fy

Soit R une relation quelconque et p € Dl(R). D'aprés la proposition
9, il existe un morphisme projectif H' tel que
[E8E ) H' () = p et [B |H' (R, )cR

R”VID, R F )

1
Alors, puisque H est un morphisme projectif fideéle,

H(po) = po donc [ER A.EID"](H'oH)(pO) = p et puisque
1
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H(RL ) C Ry o l.ER](H'oH)(RF ) C. R. Mais
2 1 2
de H(R

) C Rp « on déduit ElD ] EID , puisque H est fidéle.

2 1 2 1

Donc [ERA EID2] (H'oH) (p°) = LEIDZ] (p)

F

D'aprés la proposition 9 E (p)e D,(R).
/ ID2 2
Donc ¥ p'e E, : p'e€ TDl(R) > p'é€E DZ(R)

YRE Ry : D)(R) ¢ DR) et Dy < D

1 2°

b) Ordre, alourdissements et projections

Définition : on dit qu'un ensemble de facteurs F, est obtenu

1
par alourdissement d'un ensemble de facteurs F, si l.( ‘7 F1)=
F.€F
1 1

l( ‘7 F2) et V‘FZ € F2 : JFI (4 Fl : F2 <::J Fl.
F2 *FZ .

Remarque : si F2 est obtenu par alourdissement de Fl et distinct

de lui, les décompositions _L [F et L F peéuvent &tre suivant
FEFl F€F2

les cas, distinctes ou égales ; par exemple le formatage est
un alourdissement de 1l'écriture qui ne change pas la décomposition

représentée.

Proposition 11

Etant donné deux décompositions

D, = F_l v F, et Dy, D, £ D, si et seulement si il existe
2€ F
un ensemble de facteurs F obtenu par alourdissement de F, et
tel que |E o D, = J_ 'F|.
Fung) ® ®1 =L, (¥
En effet, supposons d'abord que E = E et démontrons 1la
IDl ID2
proposition dans ce cas.
Hypothése
D, = J, [F et F est obtenu par alourdissement de F,.
1 . 2
 FEF
Alors D, = \l____ [F] puisque F est obtenu a partir de FUF2

FE FuU F2
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en y supprimant des facteurs qui sont sous-espaces de facteurs

de F (formule III-3-1). Soit R une relation quelconque

p,(R) = | ( ¥ [Fh ®
FGEFL}FZ
Lo » [hwn » «x [Fhan
FEF F€;F2
cclos [fpwnxclox [r] @
FeF F€F2
C (D (R)) ¥ (D,(R)) C D,(R)
D1\<D2'
Réciproque, en supposant encore EIDl = EIDz'
Hypothése
D) £ Dy N
Soit D, = [F] la forme sous laquelle D, est donné.
On peut écrire encore D, = .1 [F] ou F', est un ensemble de
2 , 2
FeF
2
facteurs formaté sur E et obtenu par alourdissement de F,.
D, a au moins une écriture formatée D, = l_ [F] ou il est
1 1 FE F'

1
loisible de supposer que tous les indices différents de 0 sont

distincts de ceux utilisés dans F' . Puisque D, & < Dy, il existe

F_ﬂ’___;qf“w )

une recopieprojection fidéle

NS
telle que lP(F' ) C_F' F¢F
Alors on peut construire une application normale (P; de l'ensemble

des variables de ‘;7 F qui, a toute variable Vi de F'

2
' '
FeFlUF2

fasse correspondre lP(Vi) et a toute variable Vi de F{ fasse

correspondre elle-méme puisque ( i7 F)ZQL( §;7 F)<=:1Elr

F €& F'l FG,F"2
Alors la recopie-projection [. (;} 1P ———y qﬁ K7 ' F{l
FEF UF', rer V¥ 2

est une recopie projection fidéle telle que &PKF'I\J F‘2)cF'1.
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Ponc D, _l_ [F]

1~ FeF' F'
1V F 2
Etant donné que F'l\J F'2 est plus lourd que F'l,‘on a aussi

1 [F] < o,

.’ L
FGFlqu
Donc D, = J_ [F] ol F' U F', est obtenu par alourdissement
1 , , 1 2
FeF' UF
1 2
de F2.
Voyons maintenant le cas ol EIDl # EID2
Supposons [EID2J oD = FJ_F [EJ oll F, est obtenu par
P ,

alourdissement d'un ensemblé de facteurs F2 de D, - Alors d'aprés

ce qui préceéde

[EID ] o Dl <D

2 2

mais Dl < [EIDZ] (o) Dl

donc Dl < D2

Réciproquement supposons D, < D,
Alors EID e | EID v [EID o Dl RS 02 et [EID ] o D1 a méme
2 1 2 2
espace image que DZ' donc quelque soit F2 tel que D, = .l [F]
Fe F2
il existe un ensemble de facteurs Fl obtenu par alourdissement

de F, tel que [Emz] oD = F%F [F].
1

c) Structure de 1l'ensemble ordonné ((DGp.s)

A toute décomposition généralisée D, on peut faire correspondre

Jo D dont la restriction & ® est une préfermeture sur R, ;

En Eql
appelons G)gyl l'ensemble de ces préfermetures et décompositions
cylindrées généralisées les é&léments de 6)cyl’ On voit que

1'application de (® <) dans (® <) qui a toute décomposition

G’ cyl’
généralisée D fait correspondre la restriction de T o D a GHB'
O
est un isomorphisme d'ordre si (6%y1,§ ) est ordonné selon l'ordre

habituel des préfermetures.
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Etudions donc (@Yl' <).

L'ordre de l'ensemble des préfermetures sur Rg est un treillis
‘.

complétement distributif (annexe 7).

( G)Cyl, &) est un (N demi-sous-treillis de cette algébre de

Boole ; en effet, soit D = l [F] et D = l [F] on suppose
F € F Fc¢F)
que 1'ensemble des indices non nuls utilisés dans Fl est

entiérement disjoint de celui utilisé dans F,, ce gqui est toujours
possible ;

VRER, (1o Dl(R))n ( ’0 DZ(R)) = (To Dl(R))*(To Dz(R))

1N

- Towl(m*oz(a))
T (]« DA * [FlrR))))
© l F:F [F} ¥ FGFlF]R

mais si j'appelle E, l'espace de définition de [F](R) et
FCF

E, celui de [F)(R), E AE E.n.’ donc
FEF

Toli « [F](r)) * ( #[FIR))

F € Fl Fé[z

To J— [r] (R)

F€ FlU F2

E dans lui-méme qui a toute R € Re donne
N Eq
_pour image .To D (R) A T.o D, (R) est la borne inférieure de

¥Re®y : (oD (R To D, (R))

L'application de R

et T.o D dans le trelllls des préfermetures.

To b 2

1
Elle est égale au cylindrage de la décomposition généralisée
[F1 d'ou le résultat.

FGFUF

Par contre, la borne inférieure d'une partie non finie de (i)yl

risque fort de ne pas é&tre un cylindrage de décomposition

généralisée puisqu'une décomposition généralisée n'a qu'un nombre

fini de facteurs
(©yr -

complet du treillis des préfermetures sur R

<) n'est sans doute pas un M demi-treillis
Eq

En  général la borne supérieure de deux cylindrages de
décompositions généralisées dans le treillis des préfermetures

Sur(RE n'est pas uyn cylindrage de décomposition généralisée.
Ke



.102.

On peut se demander si tout ensemble {7-0 Dl'-r o 02\ de deux

éléments de 6)cyl a une borne supérieure dans (G)cyl's)’ ou ce
qui revient au méme si tout ensemble {Dl,Dz} de deux éléments
de G)G a une borne supérieure dans ( G)G,s). Un tel ensemble

a des majorants, par exemple Dl o DZ' 02 o Dl et 1la borne

inférieure de {Dl o D,, D, o Dl‘ , mais la question de savoir
s'il a une borne supérieure reste ouverte.

Résumons nos résultats.

Théoréme VI

( G)G.s) est isomorphe a un () -demi-sous-treillis du treillis
des préfermetures sur R : si D1

- LI[F],DZ= 1 [F] et

SN FeF Fe F

si 1'ensemble des indices non nuls utilisé dans Fl est disjoint
de celui utilisé dans Fz, alors la borne inférieure de DI'DZ
dans (G)G'S) est Dl~x D, = _L [F] .

2
Fe Flu F2

6. ECRITURE STANDARDISEE D'UNE DECOMPOSITION GENERALISEE

a) Comparaison de deux écritures formatées de D

On peut toujours ramener deux écritures d'une décomposition
généralisée D & deux écritures formatdes sur le méme format en
ajoutant a chaque facteur les variables voulues affectées d'indices

ne figurant nulle part dans 1'écriture et distincts pour chaque

facteur.
Soient D = -L [F] et D = J- [F] deux écritures de D écrites
FGFl FEF
~ )~ (o] o
sur le méme format E ; alors LEID] (p7) e D(RFI) et [EID](p )e
D(RF ). Donc il existe un morphisme projectif fidéle Hl de E
2 .

dans E et un morphisme projectif fidéle H2 de E dans E tels que
H (R, ) CR et H,(R_, ) C R .

1 F, Fl 2 F, F,
Alors H, o H, (RF ) C'HI(RF ) Rp

1 2 1

et H2 o Hy (RFz) C H2(RF1)C RF2



ler cas HloHZ(R)=R et H, o H, (R, ) = R_ .

1 1 2 2
Alors H,(R_, ) =R et H, (R, ) =R :
1 F2 Fl 2 Fl F2
la restriction de H a R et celle de H a R sont des
1 F, 2 F,
isomorphismes. RF et RF sont fidélement isomorphes ; Fl et
1 2
F, sont fidélement semblables.
2éme cas H, o H, (RF ) = R, mais H, o Hl(RF ) f R
1 1 2 2
Posons H2(RF1) = R ; RC RF2 ; d'autre part, puisque Hl(R) =RF1
et HZ(RF) = R, R est fidélement semblable a Rp . Remarquons
1 1
que R f Rp + car si R était égal a R + H, o H (R ) serait égal
2 2 2
a Rp - Rp  est donc fidélement semblable & une partie stricte
2 1
de RF et a donc un cardinal strictement inférieur a celui de
2
R, .
F)
3eme cas H, o H, (RF ) f Rp
1 1
Alors H; o H, (Rp ) R
1 1
Soit D' la décomposition généralisée telle §ue D' = l [_F}
U
et H, o H, (R, ) = R_,.
1 2 Fl Fl
/
RFl, C RFl et RFi # RF1 donc Fl C Fl et le nombre de facteurs
de Fi est strictement inférieur & celui de Fl ; enfin RF' est
1
1'image de RF par le morphisme fidéle H, o Hl' Donc il existe
1
une recopie-projection fidéle v F___Llff( \/ F) telle
FeF, F€& F)

= @/
que Z})}Fl) = Fy.

'

Alors d'aprés le théoréme V, _J_ [F] < D et puisque F, C F,
Fé€ F/!
1
d'aprés la proposition 11, D N F donc D = _J_ [F]
FeF, Fe F/
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b) Ecriture formatée standardisée

Soit _l F une écriture formatée sur E, d'une décomposition
Fe Fl

D. MAlors, ou bien il existe une recopie-projection contractée

fidéle de Fl dans une de ses parties strictes que nous nommerons

F{ et D = I ’[F}- ou bien, il n'en existe pas ; pour toute
Fe F
l -
autre écriture formatée sur E, J_ [FJ de D, on est alors dans
Fe F2
un des cas 1° ou 2°, c'est-a-dire que tout ensemble formaté sur
E de facteurs F, équipotent a F, et tel que D = _l [F] est
F e F2
fidélement semblable a F,; tout ensemble de facteurs F, formaté
sur FE non équipotent a Fl et tel que D = F%.F[F] a une partie stricte
T2
fidélement semblable a F,.
ponc soit | [F] une écriture formatée sur E mais quelconque
F ¢ Fl
de D, F, étant fini, on trouvera en quelques étapes un

sous-ensemble F de F, image de F, dans une recopie-projection
fidéle et telle qu'il n'existe aucune partie stricte de F qui

soit image de F dans une recopie-projection fidéle.

D'ou le théoréme :

Théoréme VII

Pour toute décomposition généralisée D ayant au moins une écriture

formatée sur un espace E <0 E. - il existe une écriture formatée
D = J_ [F} telle que :

FEF
1) Tout ensemble F' formaté sur E de facteurs de D équipotent

a F lui soit fidélement semblable.

2) Tout autre ensemble F" formaté sur E de facteurs de D ait

une partie stricte fidélement semblable & F et soit telle qu'il

existe une recopie-projection fidéle [ V F ¥ ka \Y4 F))
FG F" Fe F"

pour laquelle IP}F") = F.

Corollaire du théoréme VII
Pour toute décomposition généralisée D, il existe une écriture

élaguée D = Fg F[F]' telle que :

1) Tout ensemble élagué F' de facteurs de D équipotent a F lui

soit fidélement semblable.
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2) Tout autre ensemble élagué F" de facteurs de D a une partie
stricte F'" telle que 1'ensemble de facteurs obtenu en supprimant
de ceux de F'" les variables d'indice non nul qui ne figurent pas

dans un autre facteur de F'", soit fidélement semblable a F.

Les écritures de D avec un nombre minimum de facteurs, lorsqu'elles

sont formatées ou élaguées, sont dites “"écriture formatée

standardisée"” ou "forme élaguée standardisée". Les ensembles

de facteurs de deux écritures formatées standardisées sur le
méme format sont fidélement semblables ; il en est de méme pour

les ensembles de facteurs de deux formes élaguées standardisées.

7. PRATIQUE DE LA STANDARDISATION

Etant donné une décomposition D = [F] donnée dans une écriture

FEF .
formatée, on cherchera s'il existe une recopie-projection fidele

qfde F dans une partie stricte lP}F) de F. Si oui, on cherche

A nouveau s'il existe une recopie-projection de lF\F) dans une
de ses parties strictes ... etc ... jusqu'a temps d'obtenir
1'écriture standardisée.

La recherche d'une recopie-projection acceptable est assez
laborieuse. Un algorithme systématique pourrait étre le suivant:

on ordonne totalement et arbitrairement 1'ensemble F puis,
successivement, & chaque élément F de F, on fait correspondre
1'ensemble FF(l F des facteurs F' tels que lp — 1L F ; dans
toute recopie-projection fidélelF}Ly(F) € Fp. On va alors parcourir
de proche en proche l'arbre des possibles en éliminant les branches

inutiles jusqu'a 1'obtention d'une recopie-projection convenable:

Ensemble F F
Fy

Ensemble F
Fa
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Si 1'on choisit par exemple F, pour image de Fyo alors toutesl

les images des variables de Fi dans la surjection normaleP;ont
fixées. Les ensembles FZ' F3. ... d'images possibles pour F2,
F3.
n'est vide, on peut choisir une image de F2 ; 1'image de toutes

sont remplacés par un de leurs sous-ensembles. Si aucun

les variables de F est alors fixée et 1les ensembles F!, Fa’
vont & nouveau &tre restreints. Si un des ensembles Fi é%vient

vide, il faut remonter jusqu'ad un noeud dont tous les successeurs
n'aient pas été étudiés et repartir avec un autre successeur
de ce noeud.

S'il n'y a aucune recopie-projection qr possible telle (pnzqf(F)
soit une partie stricte de F, c'est que 1'écriture étudiée est
standardisée.

Lorsqu'on travaille & la main, un tel algorithme est trop lourd.
Pour faciliter 1'intuition, on remplacera d'abord 1'ensemble
de facteurs donné par un ensemble de facteurs élagué servant
% 1'écriture de la méme décomposition et on le représente par
un réseau de noeuds et d'étoiles, comme en II-11., les étoiles
pouvant représenter cette fois des variables indiciées. Soit
F un ensemble élagué de facteurs. A tout facteur F € F, on peut
faire correspondre un facteur formaté gue nous noterons f(F),
de telle sorte que f soit une bijection de F dans f(F) et que

F soit la forme élaguée de f(F). Alors, il existe une recopie-

projection fidéle [E‘E7Ff(FL~—SE;—9 an 27 Ff(F))] telle que

(F(F)) soit une partie stricte de f(F) si et seulement si il

— ' ’
existe une recopie-projection fidéle [ \V4 F__IE_;‘P( v F)]
FeF FeF
I3 . ’
et une partie stricte F, de F telle que tout facteur de QY (F)

soit sous-espace d'un facteur de f(Fl). Dans ce cas J. [F]=
FeF

F éjp [:Fl et F %—F [F) peut s'écrire en prenant pour ensemble
1

de facteurs celui obtenu en supprimant de tout facteur de F,

les variables d'indice non nul qui ne figurent pas dans un autre

facteur de Fl.

Fn particulier, on remarquera que si la décomposition élaguée
est déconnectable par F et si certaines des sous-décompositions
connexes de la coupe de D par F ne comportent que des variables
d'indice non nul, on peut, par une recopie-projection fideéle
appropriée, faire disparaitre les facteurs olu ces variables
figurent. Montrons sur un exemple comment peut se pratiquer la

standardisation d'une décomposition.
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Exemple : prenons pour décomposition a standardiser la

décomposition trouvée au 3., comme décomposition 02 o Dl'

Ecrivons-la sous forme élaguée :

I[B c} [AB4D4] [AB5D4] [B c] [» CD] lA7BBDB | 2,84 Da] [32 ]

——

[ 10]‘_311 10 ] [5311011J [5512”11} [Blz 10] [ﬁffjlléliéj

14 15
XA13314D14~\ l"13315°14J[ 15 ]
~N—— ~— —
16 17 18
16 @ 17 RESEAU REPRESENTANT

LA PREMIERE

@ @ FORME ELAGUEE
DE D :

N5 |
m |\\\\§
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Aprés avoir visualisé cet ensemble de facteurs par le réseau

ci-dessus, on constate que F5 y Jjoue 1le rdle de connecteur et
que, apres déconnection par Fs,deux des trois sous-décompositions

connexes obtenues n'ont pas de variables d'indice 0. On peut

donc formater F. sur < ABCD > en remplagcant B_CD par A8B8CD

5 8

par exemple, puis trouver une recopie-projection fidéle dans
laquelle tous les facteurs figurant dans ces deux
sous-décompositions ont pour image un sous-espace de <A8B8CD>’

A titre d'exercice, écrivons cette recopie-projection :

3 B BB, ,B, B, "CC DD D D, D

5 9 11,12.14.,15_,.10_.4 811 14]
5 8 1171278 8 10 11

| 8,132,
[A Nghghg BIB

X =
bb

7
8

Aprés avoir pris 1'image de 1'ensemble des facteurs de D par
cette recopie-projection, on obtient pour nouvelle écriture de
D :

[BL’,C] [AB D] V\BS 4] l ] [A By CD][A(B D] [@]

,_ [ E;CJ[Bz;oJ

[Bl.?il_o,o] ""311 11 [ 12 11” 12 1oJ [BE.C_MB :}[I\ :;':a] LD;;C]

~———

10 13 14 1

Les facteurs F6'F7'F8'F15'F16'F17'F18 sont sous-espace de

< AgBgCD > et peuvent étre supprimés. Aprés élagage, la

décomposition s'écrit donc :
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l[‘hfl [2840,] [ 2BsD,) [f_gc] [o0] [B,c14) [BllcloD.] [ABllDlﬂ
1 2 b) 5 q

10 11
[’“312011] lBIZClO ] [Egc]

12 13 14
Représentons le réseau relatif a cette nouvelle forme qui est

extrait du réseau précédent :

——

L\ 19}
é_zj g €10

Un coup d'oeil au graphe obtenu nous montre que les variables

B4 et Bg jouent des rdles similaires et les variables Bll et

B12 des rdles presque similaires ; au lieu de chercher une recopie-

projection utile par une méthode générale, guidée par 1la

représentation graphique, Jje cherche a construire une recopie-

projection fideéle telle que

Feryr = Fp Viey = v, Lf"m’ = Fpy et %Fn"’" F1o
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Je prends donc la recopie-projection fidele :

[ABZBngBll }ECC DD qu qui donne de la 2éme écriture élaguée

de D 1'image :

l[B C] ["B Pa L%Q/IM CDJ [Bzclol [Buclo"] rABllDll]
lABlfBﬁT Bl\lf/lo] [B C]

12 13
Le 13° facteur est sous-espace du 10° et on obtient finalement

l[‘iaﬁ] [";4] AB11] [Bil_il/o')] [ 10] B C] [CD]

kT 10
que je représente graphiquement :
71— (5 ) 5
[1a}- 1) &y L2 2

o
ey
@]

(ry——
Une recherche systématique ne fait trouver aucun morphisme fidele

de l'ensemble formaté des facteurs dans une partie de cet ensemble;
on a obtenu une forme élaguée standardisée : .l[B4q] LABq][jCP]

[Bzcm] [BllcloDJ [ ABH] [ BZC].

8. ETUDE D'UN ENSEMBLE (n- DE FERMETURES INCLUANT L'ENSEMBLE DES
DECOMPOSITIONS CYLINDREES GENERALISEES ET D'UN ENSEMBLE
grw)D'OPERATEURS INCLUANT L'ENSEMBLE DES DECOMPOSITIONS
GENERALISEES ; LIMITE INDUCTIVE.

a) Etude de 1' /1 -sous-demi-treillis (TT.S) du treillis

des préfermetures sur R,

n.

Soit 6) 'ensemble des décompositions généralisées.

Soit D e G) ; la restriction étRE de 1-0 D est une préfermeture
Fa ™

sur @ ; 1'idée peut donc venir naturellement d'étudier

En
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l'ensemble des ( T—C) D)De‘Gi) et d'en déduire des propriétés

de 6>G' Mais il s'avere que si {To D}D6@G est stable par »

fini et par o, il n'est pas stable par passage a la limite
inductive T ; nous allons donc étudier un ensemble plus vaste.
Par souci de simplicité, j'ai choisi d'étudier un ensemble de
préfermetures ayant celles des propriétés des To b gui me seront
utiles dans les démonstrations.

Soit T 1'ensemble des préfermetures f sur (RE ayant les

[ 4 ’ 3 -{L
propriétés ci-dessous :

’

- f est d'ordre algébrique fini borné ou non

- il existe un sous-espace de E noté Ef et appelé espace image

de f tel que :

¥ R € Gﬁg : f(R) = ’[(R') ol R' est une relation définie
n
ﬁ sur Ef et R'C % [vl(r)
V var Ef

(Remarque R' =.L f(R))
Eg

- f transforme un "cylindre" en un "cylindre", c'est-a-dire que

si R = ];%.lz est une relation définie sur E, , E étant un

l sous-espace de E , alors f(R) =T;-‘;3 f(R).

On voit que 1l'ensemble (ggyl = {I; D/D G'S)G } des décompositions
cylindrées généralisées est inclus dans 1.

-
ordonnons |l par la restriction éqT-de 1'ordre habituel du treillis

des préfermetures sur(RE .
L

Alors ¥ f, € IR f,e II': £, ¢, = Efzéafl

Soit deux préfermetures fl et f2 éléments de 77'.

La borne inférieure fl-* f2 de leur ensemble

- est d'ordre fini
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- est telle que (f]_;( fz)(R) = T(R'l)xT(R'z)

N v ’ . s 1]
(ou R 1 est définie sur Efl et R , sur Efz)

(fl* f2)R = -T(R'I*' R',)

2

ou R'lx- R', est définie sur E -§7 E

2 £ f

1 2
et R', ¥ R'.C * [v] =
1 2
V var EfVEf
1 2
- fl‘* f2 transforme tout "cylindre"

R = ];JE(R) en l'intersection de "cylindres" :

( I,JE,,fl(R)) x To.EL,fzm)) qui est égale A
F%NEI(R)* £,(R))

Donc fl-* f2 e—ﬁd et a pour espace image Ef V7 Ef . Par contre,
1 2

ijvn'est pas stable par intersection infinie, <car la borne
inférieure d'un ensemble infini d'éléments de 7rvn'est pas en
général d'ordre fini.

( Tr,g) est un /) demi-treillis non complet du treillis des
fermetures sur (RE_,L .
(TT, L) n'est pas stable non plus en général par passage a la
borne supérieure sur le treillis des préfermetures.

Pourtant la borne supérieure d'un Sﬂfemble d'éléments f déﬁ%yant

le méme espace image est élément de Il . En effet :

—
soit ({ un tel ensemble d'éléments de 7!

- Sup(f) est d'ordre algébrique fini puisque

fed

pe (Sup(£)) (R) = Jfeél : pe £(R)
fedl

- (Vfe@ : £(R) = T(R'f) et R'.c # [V](R) >

V var E

£
Sup(f£(R)) = | Sup(R' ) et Sup(R'()C [v](r)
feld FEG( Fed V var Eg

- s8i R = T(lR) > % fe GAL: f(R) = |0,L(f(R))
E ‘ E

alors R = | (LR) = sup (£(R)) = | 1 (Sup(£f(R)))
2 fe (o B fetl



.113.

Enfin (|l +{) est manifestement stable par composition des

~

applications. L'espace de définition de f2 o fl est Ef AEf

J_ 1 2
puisque f, o £,(R) = £ (T °© f£,(R))

TJ_o £,(£,(R))
TJ_ (T l (£,(£,(R))))

f

2
= T __l___ o fl(R)
f2
et ._L_ (£,0f (R))C  * [v](R)
A V var EfAE
1 2
éme

si £f7 est le composé n de f et si f eTr, fne,iretEn=E

f?
Loan "
donc Sup(fn) ell . or fT = Sup(f ) puisque f est d'ordre algébrique
nelN neN
fini.

e . . T oq 2 oy
Donc, si f el , sa limite inductive f est élément de"(cf.annexe
o~

7) et l'espace image EfT de £! est égal a Ef.

b) Ensemble d'applications de R dans R isomorphe & 1' N -
demi-treillis (T, ).

A toute application f de 02E dans (RE élément de M , faisons
‘L. BN
correspondre 1'application ¥ (f) de R, dans (R, qui a toute

relation R de R, donne pour image (O/(f)) (R) = __L of (R);
E_.NE
f R
( b/(f))R est alors une relation définie sur 1'espace EfA ER.
L'application ¥ est injection de Il dans l'ensemble des
applications de R, dans (R, . On appellera U ( M) son ensemble
image. Montrons que 11 est bien injective

: Nl . - W
Soit f' € 0 (!l). Il existe une application f € Il telle que

£ = b/(f). Montrons qu'elle est wunique. Pour toute relation
R e’(RE ' TO f'(R) = To_]_ o f(R) puisque E_=E
Tl E R 1
f

= f(R) par définition de Ef.
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Donc si nous appelons par abus de 1langage f' & la fois
l'application f' de R, dans R, et sa restriction a(RE '

n
f=Tof".
péfinissons sur ¥ ()l) la relation < par
¥Ee V(W) s v e, e¥(M) : £' < ') & ¥ REQR,

£'1(R) <w £',(R)

2

On démontre immédiatement que

. S . -1
vEeblh) we e (M) £ £, o F (1)) g
la relation £ définie sur ‘KXTY) est donc un ordre ;
(. <) et | YT, L) sont deux /N -demi-treillis isomorphes.

On remarque que (G:) L) et (60(3' £) sont respectivement sous

cyl’
(N -demi-treillis de ([, <) et de (¥ (M), ).

~~
c) Correspondance entre les diverses structures de Il et de

Y (W)

—~
Les éléments de || sont des préfermetures ; voyons d'abord quelles

propriétés des préfermetures sont conservées par les éléments
de ¥ (M).
Nous ne rédigeons que les démonstrations présentant quelque
difficulté.

Croissance
vie f(M) :%RrR €eRy : ¥R € R, : Ry C R, > £(R))CE(R,)

Pseudo-croissance (pour le préordre <# )
vie¥ (M) : ¥R € Ryt ¥ Rye ®_: R

K#* R, > £(R))g* £(R,)

1 2

1 Sw R2, alors TRl C TR2

or -"R1 =T;_}!:, Rl et TRz =T;;3L R2

R R

Démonstration : si R

1 2
To_l_ Ry CToJ. R, ; soit fe ¥ (),
E E
R1 R

e ) vy s el R,)
E ER

R 2

1
- -1
TL o endrpell ¥ e Try
E E

Ry R,
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—_ -1
Lo __L_ o ¥ Hie)) or)(Rl) c o 1 o ‘“’°T"Rz’

E. A E
ERI)Ef R2 f
1
];f(Rl) C:];f(Rz)
Pseudo-extensivité
vfe¥ (W) :¥RrRe R, : 1 (R)C £(R)
E
f
ou encore
¥ fe ¥ (M) :¥Re Ry : R <k £(R)
E
Image d'un cylindre par f € 6’(Tr) : Si R = TB.l (R) et si

E
fe ¥ (M), alors :

-1
(1 o () ol )yr)

EfAER

oo renda by
E

Een B

]

f (R)

f“—

Lo end e
E

Eca Eg
E_.AE
= | o _| ¥ een TR
EFB ERAE
E_AE

= i‘_{ J_f(R)
E

Image par X/ d'une application composée

v €N v :X(fl o £.) = T(fl> oY(fz)

2

Démonstration :

Pour tout couple de préfermetures (fl,fz)& 2

Pour toute relation R € R, _

(‘K(.fz))o({(fl))(m = ___J_,_ o f, olo l o f, oT(R)

E_AE_DN E E. 0\ E
flf_2 R fl R
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= (o) f2
E. NE. QA E
f1 f2 R
E. A E_. D E
f1 f2 R
E. NE. O E
fl f2 R
(cf.
= l o f2
E. 0 E. o E
f1 f2 R
(défi
= ______l*___, o (f2
E. D E. A E
f1 f2 R
Or E = EBE_ A E
f2°f1 f2 f1

Donc K(fz)ob/(fl) = {(f2°f1)

Les ensembles des éléments idempotents de

donc mis en bijection par 3’

Image d'une limite inductive

(Pr {) et (X'(") <) étant des ensembles

N
Pour tout élément f de ",

1((Sup £M)
nelN

¥ et

= Sup ¥ (£M)
nelN

= sup (¥ (£))"
n€eN

Posons ¥ gef(’lr) : gT= Sup(gn); alors
nemwN

’

*

o T'o l_ 1— _L o f o]#(R)

—r J. 1‘ _L o f 0]~ _L (R)
]— J_ ]—o.% (R)

définition de I )

o f,o J_(R)

nition de E_ )
£,

——

o f,) o | (R)

(T/et deb/ (Tr) sont

ordonnés 1somorphes,

¥ e = cxeent
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/'\'
D'aprés ce qui précéde, les éléments idempotents de I , comme
ceux de ¥ (1T ) sont les opérateurs f tels que f = f1‘ . En
particulier les décompositions simples D étant idempotentes sont
T
D

telles que D =

d) Premiéres propriétés des limites inductives

Utilisons les résultats donnés au paragraphe 8 de 1l'annexe :

L) ~ T
+f el : £ ¢ 3 ¥ E M o wfel £, Cfy, > £, < £, .

Donc :
. T . ) - 1) 1
wfe (M) : £ s vE eV (Wrwe,e ¥ (W) : £, £, > £] & £).

En particulier, pour les décompositions généralisées, on obtient

le résultat :

Proposition 2 : Si p°® = Identité, p" = DoDn-'l et l)1 = Sup Dn,

né€N

alors pour toute décomposition 0662;, D Df et D1 < D, > DIgD{

Soient fl et f, deux éléments de |l .

La borne supérieure de {fT,fg} dans le treillis des fermetures

sur (R est (f,of )f . L'ensemble des f1\ ordonné de fagon
E o 1772

habituelle est donc un U -sous-treillis du treillis des fermetures

sur R On remarque que si fl et f2 sont de la forme f1 =1.o b,

E

'
et f2 = T—o DZ' D et D étant les restrictions a (RE de

1 2 o

décompositions généralisées, alors, la borne supérieure de {f{,f;‘
T

est de 1la forme To D)oh D, est la restriction a QR de 1la
3 3 E,

décomposition généralisée D, o D,, puisque

fl o f2 = ,o Dl o.T o D2

-r; D, oD

1 2

I

L'isomorphisme entre I et ¥ (TT) nous permet de dire que si

fl et f2 sont éléments de § (M), la borne supérieure de {fT}fE\
existe et est (fl o fz)T.
En particulier, on obtient la proposition ci-dessous :

Proposition 13 : 1'ensemble ordonné des 1limites inductives de

décompositions généralisées est un U demi-treillis dans lequel
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la borne supérieure de {D{,Dg est (DloDZ)f qui est égale a

(DZODI)? ; si C; et C, sont des décompositions cylindrées

généralisées, 1la borne supérieure (CloCZ)T de {CI,CZ} dans

1'ensemble ordonné des limites inductives de décompositions

cylindrées généralisées est égal a la borne supérieure de {C:,C{

dans le treillis des fermetures sur R .

E
FeN
Si 1l'on considére les préfermetures f. et f, €ll , on sait que
Tl o eToel- ¢ ' ’
1~ "2 1 T2

2
T o 1 - T
& f, 0 f) = f,

L'isomorphie conduit & dire que les formules restent vraies si
~~
)

fle ¥ () et fzé ¥ (N ; en particulier lorsque l'on a affaire

a des décompositions, on obtient la proposition:

Proposition 14 : étant donné deux décompositions quelconques

D1 et D2 H
1 L) T T _ ,F
D1 £ D2 & D1 o D2 = 02
1) T _ 7
=4 02 o D1 = D2

on remarquera que cette propriété avait déja été établie dans

le cas des décompositions simples ol D¢ = D.

~

9. PREORDRE >> SUR || ET PREORDRE DE FINESSE SUR Y’(Tr)

a) Définitions : invariants ; applications pleines.

N
si fell et R € ®, , on dit que R est un invariant de f si f(R)=R.
n.

Puisque f(R) ==];_L R, cela implique que tout invariant R de f£
Ee
est de la forme R =.FJ_ R : c'est un "cylindre".
E
f

Dans la pratique, étant donné une application f e ¥ ( Tr), on
pourrait dire qu'une relation R est pseudo-invariante par f en

choisissant par définition un des trois critéres suivants :

-1 'TR est invariant de Kf_l(f) : ce qui reviendrait a ne
considérer comme pseudo-invariantes que les relations R telles

que ER N Ef ou les relations obtenues par cylindrage des

précédentes. Ce point de vue présente peu d'intérét car nous
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désirons pouvoir parler des propriétés d'une projection sur

ER
E; d'une relation R ¢# 7}\1_ R.
E
f
-2: T;l R est invariant par B/-l(f) ; ce qui reviendrait a dire
E
f

que R est pseudo-invariante par f si sa projection sur Ef

est invariante par f ; ce point de vue a 1'inconvénient de
ne pas distinguer 1'étude par exemple de J_[ACli][ BCi\et

de LA][ B].
-3: f(R) = J_ R ; ce qui revient a dire que R est pseudo-invariante
E
f

par £ si R et f(R) ont méme projection sur E.. Ce troisiéme

point de vue n'est pas le plus simple mais c'est celui que

nous retiendrons comme le plus utile.

Exemple : Soit la décomposition [ABI][ BlC} ;

quelles relations peut-on considérer comme pseudo-invariantes

par elle ?

La relation < B > » a,a'} x4{c,c'l vérifie les critéres 1,2,3.

La relation {{a,b,c} , {a,b,c'} , ‘a',b',c} . {a',b“,c‘s} vérifie
les critéres 2,3.

La relation {{a,b,c } ,{ a,b,c'} ' {a',b',c}} vérifie le critére
3.

Définitions : on dit qu'une relation R € ®R_ admet f € 5(T) si
et seulement si f(R) = J, R.
e

Les applications de R, dans R, éléments de ¥ (W) admises par

toutes les relations sont les projections. On qualifie ces
applications de banales. En particulier une décomposition qualifiée
de banale est une projection.
Une application f ¢ Il est dite pleine si et seulement si
f = f oTo d ; une application fe¥ (W ) est dite pleine si
. Ef
et seulement si f = f o.l_. On vérifie que
Ef
v fc W : f est pleine & ((f) est pleine.
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Propriétés

I11-9-1.

I11-9-2.

I11-9-3.

I11-9-4.

I11-9-5.

¥ fe e ¥R ER : f(R)=R @(R=TJ.RetJ_Radmetr(f))

E
oo Ef Ef
< (R =1~l R et R admet ¥ (£))"
E
f

¥ f ¢ W:vwacmn :leR)=TL(R)€>Ra&mtﬁ]ﬂoL

Ef EF Ef
o 1 R admet 2((f)
g
Si f ¢ 1" est pleine, alors
vrRe®y, : £(TL(r) =TL (R) & R admet ¥ (f)
e Eg

¥ fe ¥ (M) : fT = (f ol ﬁ et £1 est pleine.

N
¥ fe W el - (f olol ) et ' est pleine.

Démontrons 111-9-4 d'ou II1I-9-5 se déduit puisque

Yifolodl)= ¥(f) ol
E E

f f

‘soit fe ¥ (M)

on sait que f = l_ of

*
Donc ¥ ne N : f" = (J_ o £)"
E

A\



)(fo.L)
E r
0rf\<(fol)etdonché(foj_)A
E E
f b
1‘
- (fol)
E
f f'f 1
fol)y <ol ol ¢ttolVottoly=(e0l)
E¢ N Eg Eg R B¢ . Eg Ee
donc (fo.l.)o_l_ = (f ol) ; (£ ol) est plein et fT aussi.
Eg Eg B¢ Eg

b) Préordre de finesse-définition

Nous définirons sur 11 la relation > par

"f2 >> f si 1'ensemble des invariants de f2 est inclus dans

1

Tt
1'ensemble des invariants de fl". > est la restriction a Il du

préordre régulier associé a la fermeture "limite inductive"/’.sur

le treillis des préfermetures sur(BE
n

Donc (cf. annexe, 8.)

T 1

¥ f el : £f>>f et £f' >> f ce que nous noterons f > fT.

eTr:szeT:f > f. & f’r

T
De plus, ¥ fl 2 1 1 N f2

T

PR 1
On en déduit que f2 >=> f1 & fl o f2 = f2

et que f2 >=> fl > Ef<x IE:f
2 1
Enfin, T étant croissante, fl < £, > f: g

$ 5 $f

Pour pouvoir utiliser ces résultats en vue de 1'établissement
de résultats similaires sur ¥ (T ), nous allons d'abord définir

sur ¥ (1) la relation >~ par : "f2 S>> f si toute relation

1

admettant f2 admet fl' On constate immédiatement que >*~~——> est
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un préordre sur ¥ ( ). Nous désignerons par > < la relation

d'équivalence associée et nous appellerons dépendances sur

¥ (‘W ) les classes d'équivalence du préordre de finesse sur

(.

Remarquons dés maintenant que

111-9-6. V‘fle Yy (m) : % f,e ¥ (W) : (f

2 dSannad> f1 et

2
f. non banale) = E. — E. .
1 f £
1 2
En effet, soit R une relation définie sur Ef et n'admettant
1
pas f1 : il en existe une si fl est non banale. Alors il existe

au moins un point p € fl(R) tel que p¢; R. Supposons qu'il existe

une variable V de Ef qui ne soit pas variable de Ef ; alors,
1 2
soit v = coorv(p) : construisons une relation incluant R et

admettant f2 : pour cela nous prendrons une relation Rl sur Ef
1
incluant R et telle que J_ Ry = £, (L Rr) de 1a fagon suivante:
E E
f2 f2
S%lt p' € Ef1A f‘2 tel que coorv(p') # v et Ry = RU{p'}*
el r.
Ee
2
Alors p ¢ R1 et, puisque RcC R;, P € fl(Rl). R1 admet f2 et non

non R1 : on n'a donc pas f2 nnnay fl’

111-9-7. # £, € § (M) =% £,¢ ¥ (M)« (F) ¢ £, et
Efl = Efz) é'fz >IN fl
en effet, si fl < f2 et Efl = Efz, alors :

¥R ER, é. (R) & £,(R) K £,(R).
:

1

c) Correspondance entre les préordres (TT, >) et (¥ (Tr), AN~ ).

—~ ~

I11-9-8. Si f, ell, f£,€ I et si f, est pleine, alors

£, 5% £, (Ef2_<] B, et S(e,) > »;)K(fl) ojé_
f
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I11-9-9. Si flf " ’ fzeTr , alors

Y(£,)) s ¥ (£)) > (B, = E, et To l, o f, > f,)
1 2 E

1

Démonstration du III-9-8.
Y i .
Supposons fl c il , f2 el et f2 > fl ;

Alors Ef2<:;j Efl (d'apreés b)

f, < f2 (d'aprés b)

Soit R admettant Ul(fz) ; alors d'aprés III-9-3, lol R est
) E
P
invariant de f2 puisque f2 est pleine donc ];l‘ R est invariant
E

de fl.

Donc l (fl(]:J_ R))
Eg

E. A (E. A E_)
£, £,5 g

]
—
’-——
e

2 1 2 2
Vel wn-L L e
Eg Be B
2 1 2
or Ef A,Ef est l'espace image de ?{(fl) o J_
1 2 E. -
f2
\K(fl)o J_ (R) = __l—— (R)
E E. A E
) ], 5

R admet K(fl) oJ-—
Ef2
Yigy > ¥ (g)) 0]
E
f2
Démonstration de III-9-9.
Supposons fleTr, f2 e et {(fz) SN ( (fl)
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E - B (d'aprés I11-9-6.)

B 2
Soit R une relation définie sur E_ et invariant de T-o J_ of2,
E
£,
décomposition qui a E pour espace image, puisque E. A E. =E_ .
£y B, 55
Nors R = , o l_ (R) et J. (R) admet ¥ (1~o J_ o fz) d'apreés
E E E
f f f
1 1 . 1
111-9-2, mais ¥((lol ) o £,) = 3 (Tol )oY (f,)
Efl Ef]_
Y R Y(fz)
E
f
| 1
ponc Lo ¥ (g, (L (r)) =L (r)
Eg EBg Eg
1 1 1
or y(f )(_L (R)) est une relation définie sur E. M E. =E
2 f f f
E 1 2 1
£,
ey Loy =L
E E
f f
1 1
S (R)
E, AE
B, h )
,1_ (R) admet y'(f,) donc o (£,)
E
f
1
Mais par hypothése R =‘T o.L. R
Ee
1

To ¥ (£,) R
= £. (R)

R est invariant de fl’

d) Propriétés du préordre de finesse (¥ (T ), >s)

Utilisons les formules ci-dessus pour établir celles qui suivent:
Soient f,e o ) et £, € ¥ ()

I11-9-10. £, >~ f. = (E, =— E et fT.< (J. o f )T )
2 1 fl 2 1N E
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I11-9-11. Si f. et f_ sont pleines et si E = E_ , alors
1 2 f1 f2
£, >mvinngy o ff < fT
2 1 1~ "2
I1I-9-12. f. >~ £ > ft = fT
S | 2 1 2
ITI-9-13. Si f, et f, sont pleines f, > f, & fT = fT
: 1 2 1 2 1 2
en particulier si f est pleine f >»~"X fT
I11-9-14. % £el : £1o f ol o Ll et £7 = .
E
f
P ot d
111-9-15. ¥ fe § (W) : Vo F 0] et ¢ o_}_ >y f
E E .
f f

Démonstration de I11-9-10.
£, >9f, > (= E. et T2 £) >3 ¥ e ) (111-9-9)
2 1 1 f 2 1

2 E
£
>(g. —a1 g_ et (X—l(_l. fz))/r > (f-l(fl))T)
£y £ E
f
T -1 )
:»(Efla B et (e < (¥ ] o£,mh
Ee
t T .
(B <1 E; et £, ( (L o £,)7)
1 2 E
f
1
Démonstration de III-9-11
_ T . T -1 -1
(Be =B et f) <)) 3 7 e, =30 e
si f2 est pleine > f2 D~ f1 Oé‘L (IT1-9-8 et E£1=Ef2 )
.Fl
si f, est pleine > f, NS £, -

L'implication dans 1'autre sens découle de III-9-10.

Démonstration de III-9-12.

fl >l f2 > Ef = Ef (puisque f1 ANNA> f2 => Ef4=:3 Ef )
. 1 2 2 1
T
(Efl = Ef2 et £, > fy) 2> ) & f), (III-9-10)
(E. =E. et f, >y f ) > fT < ff (II1-9-10)
f1 f2 1 2 2~ 71
T T
fl o £, £, = £,
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Démonstration de III-9-13.

Si E = E et si f1 et f2 sont pleines, alors

1 2 2 >AAnnC fl d'apres I11-9-11.

Démonstration de III-9-14.

Soit fell
f1>¢ f ; f o lo l_ > (f o-ro.L )T
E E
f f
or Tigolol o (Fiero¥ (Tol
E E
f 2 f
- ¥ ol
Eg

T
= (]/(f)) d'aprés II1I-9-4
- ¥eh

donc (f o‘To l )1 = fT
E

f
et fT>< f ojlnj;
E

f
Démonstration de I11-9-15
Soit fe Y ()

T

fT=(f o_l.),r .Orfo_l_ est pleine:doncfo_‘_ > f
Ee Ee Ee

(I11-9-13)

D'autre part, £ < f o l. et f_§ f o_l > f o J_ > £
E

£ Eg Eg

(I1I1I1-9-7)
Donnons encore deux formules utiles :

I11-9-16. ¥ £.€¥ (W) : % f_e¢ ¥ (W) : ¢ >’V‘>f=>fof=.|_of
1 2 2 1 12E1 2

I11-9-17. Si fl et f, sont pleines et élément de U'("), alors

f2 NS fl <=>“ (Efl<:lEf

et f, o fT =‘L_ o fT)
2 1 2 E 2
1



Démonstration du III-9-16

. T
¥YRER,: (R) admet f,

Démonstration du III-9-17
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f_ T
Supposons Ef ~ Ef et fl o f2 = l_ o f2

1 2

E,

Soit R € ®R, une relation admettant f2 H

Si f2 est pleine, R admet fg,

On sait que f, ( £, o.% {fo J.
f

2
puisque E E ; or f =
£, °f, 1
donc fl = f1 o
Eg
2
Alors fl(R) = f1 o_l_ (R)
E
£
T
= fl o f2
—_— f N
= o f2(R) par hypothése
E
£
= o_l (R) puisque R admet f
E E
£y
= (R) puisque E
E
£
R admet fl.

f

(R) puisque R admet f2

<1 E
1 £,

r
2

10. SYNTHESE ET COMPLEMENTS APPLIQUES A[6 , >»~~—>)

Le théoréme ci-dessous résume

précédents.

un certain

nombre des

autrement dit fg(R) =_L (R).

résultats
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THEOREME VIII.
L'ensemble 6)r des images des décompositions généralisées par

i'application T appelée limite inductive qui, a toute
décomposition D ¢ G)G' fait correspondre 1'application de (R, dans

R D = Sup D"

o -
neE |

peut étre ordonné par 1'ordre < défini par :

: T . pl )
DDy, & ¥Re R : D; (R) <» D, (R).

( 6). <) est isomorphe 3 un U-sous-demi-treillis du treillis
des fermetures sur R, . Si (Ac @f et si ={ D;/ie [1.x] }
avec ¥ ie [l,k] s i ilj = b, ¢ Dy la borne supérieure de (&

f

k
dans ( 6), L) est (oD,) .
t =11

Pour toutes décompositions généralisées D, et D,, si E_. =E_ ,

‘ D1 02
alors:
‘ t
D, >~n~3 D, ® D & D; : si de plus D, et D, sont pleines,
f T
D, >~3> D ¢ D) K D,

Nous remarquons :
- que les décompositions pleines sont celles pour lesquelles

By, = E/p ¢ Que la composée de deux décompositions méme simples

n'ayant pas méme espace image n'est pas pleine en général.

- que les classes d'équivalence de la restriction du préordre
de finesse a 1'ensemble des décompositions généralisées ne sont
pas des singletons en général, contrairement & ce qui se passait
pour les décompositions simples.

. T 1
Par exemple, en général D, o D, # D, o D; et (D,oD,)=(D,0D,)

si D1 et D2

image, D1 o D2 et D, o D1 sont pleines, si bien que :

sont des décompositions pleines ayant méme espace

f
(Dl o DZ’ >~ D1 o 02

)
(D2 o Dl) dSannc 02 oD

> ANy 02 oD

1

D, oD

1 2 1

On a coutume d'appeler dépendances généralisées les classes




.129.

d'équivalence de la restriction du préordre de finesse a

6. U 6),. . J'appellerai dépendances pleines celles qui contiennent
G T pp

un D7 et par conséquent au moins une application pleine.

Ce qui précéde nous permet de deviner que 1'étude de 1'ensemble
des applications pleines de ¥ (Ti) ayant méme espace image,
ou des décompositions pleines définies sur le méme espace, ou,
pour rester plus proche des applications pratiques, des
décompositions simples définies sur le méme espace, va étre plus
facile que 1'étude d'ensemble d'applications méme pleines définies
sur des espaces différents puisque deux applications pleines
et f

1 2
fl o f2 et f2 o fl non pleines, de finesses différentes et souvent

ayant des espaces-images différents ont des composées
telles qu'aucun £ n'ait la méme finesse.

Soit E un sous-espace de E, . Nommons OPE 1'ensemble des

décompositions pleines d'espace image E et G)PET l'ensemble des
fermetures inductives de ces décompositions. (6)PE,5) est un
sous- (\ -demi-treillis de (S)G ;i les classes d'équivalence du
préordre de finesse sur QPE ordonné par l'ordre ipduit par >~-~>

est isomorphe au dual de (€D ). La restriction de tout élément

PE4’ S
de @PE a (RE est une préfermeture ; (G)PE'\<) est isomorphe &
un sous—-/\ -demi-~treillis des préfermetures sur RE‘
Soit D € ©PE ; la restriction de pT é(RE est la limite inductive

de la restriction de D a (RE ; c'est une fermeture sur (RE. Dans

(6>PE'5)’ la borne supérieure de D{, D72} est (D10D2)¢ dont 1la

restriction a (RE est la borne supérieure de 1'ensemble des
restrictions a (RE de DI et D;_r dans 1le treillis des fermetures

sur (RE.

(OPE‘PO est donc isomorphe a un sous-U~demi-treillis du treillis

des fermetures sur RE.

De ce qui précéde découle immédiatement ‘la démonstration du

théoréme :

THEOREME IX

Pour tout ensemble fini de décompositions pleines {DI,DZ,...,Dn\

définies sur le méme espace E et pour toute relation R définie

sur E, (Dl o D2 O ... O Dn)T(R) est la plus petite relation
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incluant R et admettant toutes les décompositions de 1'ensemble
donné. Etant donné un ensemble R quelconque de relations définies
sur le méme espace E et une décomposition pleine D définie aussi
sur E, si toutes les relations de R admettent D, leur intersection
admet D. '

11. PRINCIPE D'UN ALGORITHME POUR RECONNAITRE SI UNE DECOMPOSITION
Ql EST MOINS FINE QU'UNE DECOMPOSITION PLEINE D

2
Le théoréme ci-dessous conduit & la méthode dite des "tableaux",

qui date déja de quelques années.

THEOREME X : si Dl est non banale et si D2 est pleine, alors

pour toute écriture D1 = FJ. [F)de D1 formatée sur E, D2 P A D1
. . 7 T
si et seulement si [E191) (p )é- IDl](D2 (RFI)).

Démonstration : Soit D, une décomposition non banale.

- si D1 est moins fine que DZ' alors EID!‘:Q EID2 et
p, onl = [E o pY  (formules 111-9-6 et I1I-9-16).
1 2 IDl 2

. " T
Mais Dl RS D1 o LEIDZ-}g D1 o 02

?
donc D) [EIDI} o D)

D, et lbID ] o Dg sont des opérateurs ayant méme espace
1

image.
Oor -E ‘(po)G D,(R, ), donc |E (p°) €|E ) o D’(R )
IDIJ 1 Fl ' IDl] ID1 2 F

1
~si [E (p°) ¢ [E o DI(R. )
[ ID;] ID1 2 F1

Soit R wune relation définie sur E, et admettant D, et par

conséquent Dg puisque D, est pleine.
Soit p ¢ Dl(R). Puisque p € DI(R) il existe un morphisme projectif

H tel que H(R

3 oy, _
p.) CRet H(lEIDJ(p )) = p.

1

. o T N
Mais [EIDil(p ) e [EID;](DZ(RFl)) par hypothése.

(e}
lEIDI] (p) € [EIDI] (Sup Dz(Rpl))
néN

o N n
ponc I ne N : [EIDl](p ) € ([EIDIJO 03) (Rg )
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[EID ] o DI est une décomposition ayant E pour espace image
1

2 ID

1
et que j'appellerailxn

E (p°) €A (R )
[ IDl] n Fl

Posons Zl n - J. [F]

Fe Fn
I1 existe donc un morphisme H_ tel que H_ (R, ) < R et
n n Fn Fl
N o _ 4,0
H_( [EIDI](p )) = [Em \(p ).
1
Alors le morphisme Ho Hn est tel que
Ho H (R, )C R et Ho HH[EID'](pO) =p
n 1
p'od pe A _(r)
n
p e |E ] D, (R)
[70,] %
p e [EID ] Dg(R)
1
et, puisque R admet D2 et EIDi<:ﬂ EID2
P e[EID] (R)
1
¥pe D;(R) : p ¢ [EIDl]R ; R admet D,
Remarquons que la relation Rp étant finie et D;(RF ) étant compris
1 1
dans le produit direct des projections de [EID ] RF sur chacune
2 1
de ses variables, 1le calcul de [EID ] (DZ(RF )) se termine
1 1

toujours.
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Montrons sur un contre-exemple que le théoréme est faux si D

n'est pas pleine : E_, = < ABCD >

D, = [AB][ BC] . b, =] [nep,][ BCD, ]

Dl n'est pas moins fine que D2 puisque si R ={Ja'b'c'd'},{a"b'c"d“l\,

D,(R) = [ABC] (R) et D;(R) ¢ [ABC] (R) ; /S

méme, on peut montrer que D, obtenu par alourdissement de Dl
est moins fine que Dl'

T V rd
Pourtant [ABC ] (po) € Dz(RF ) D, n'étant pas pleine n'a pas
1

la méme finesse que Dg.
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CHAPITRE Iv

ENSEMBLES DE DECOMPOSITIONS SIMPLES

DEFINIES SUR E
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CHAPITRE IV
ENSEMBLES DE DECOMPOSITIONS SIMPLES
DEFINIES SUR E

1. TREILLIS (G)E , <) ET TREILLIS (T%,c), (T%, <)
e
ET (T¥, >~—).

Nous allons étudier des ensembles de décompositions simples
toutes définies sur le méme espace E. On peut sans inconvénient
supposer que cet espace est E, : on adapterait immédiatement
les résultats trouvés au cas ou E est un sous-espace strict
de E o puisque, D étant simple, ¥ R € R, : D(R) = D( [ED]R)

a) Treillis (6. . &)
0

Soit 6>E.o. l'ensemble des décompositions simples d'espace E,
. .
et @(@En) 1'ensemble des parties de (DE::.'
L'ensemble ordonné (G)E , L) est isomorphe a 1l'ensemble ordonné
‘n

de fagon habituelle des restrictions des éléments de 6)E a
‘n

(RE . Par abus de 1langage nous nommerons aussi (({)E ¢ L)
no , ‘n.

1'ensemble ordonné de ces fermetures.

Le plus grand élément de G)E,,_ est [A] [B] [C} [VJ , si A,

B, C, ... V sont les variables de E, .G)E est donc une partie

. FeS

de 1l'ensemble des fermetures sur (RE inférieures ou égales a
.

[A][B][ C} [V] , C'est-a-dire une partie de 1la section

commengante principale engendrée par [A] IB] [C [V} dans
le treillis des fermetures sur (RE qui est elle-méme un treillis

complet. Si D, € G)E et Dyc6® p + alors Dy x DzémE .

Lo s 5

Donc, puisque(S)E est fini, (6)E + ) est une partie de Moore
o

du treillis des fermetures sur (RE inférieures ou égales a

P

[PYee] - - [v]

Par ailleurs (®E + <) est un sous-treillis complet de
oo

(6)_“'5). C'est donc un treillis distributif. Il est isomorphe au

dual du treillis des recouvrements 1libres de v (cf. annexe

11).

b) Treillis (1%, >~wn>)

Définitions : Soit & 1 CQE{L ; on dit gqu'une relation

R CR admet 6)1 si et seulement si elle admet tous les éléments
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de 0. , socient ® ¢ G) et ®.c & , on dit que 6). est
1 1 €n 2 En 2
plus fine que 6)1 et on note 6)2 >AAA»}6)1, si toute relation

R ¢ (ﬂn admettant 6)2 admet @1.

On remarque que (f% >ann> 6)1 si et seulement si toute relation

R € R, admettant (§), admet 63]}

el
Le préordre (63(45)E ), >~ ~~>) est un préordre régulier sur
n.
( ) puisque ¥ & ,c 6) : ¥ O, c &) :
GO, ) puisq 1 E, 2 En
N1 c Oy > 6)2 >~nané(f)l et (6)3 S>> 6)1 et
A - /)
65 > 567,) = 63 > (6,0 6D )
(on pourra se reporter aux paragraphes 3 et 5 de 1'annexe

pour 1'étude de ces préordres).

Notons x la fermeture associée au préordre régulier >~ sur
C?(G)EJL).
6)2 >«/v~—>@)1 P, G);‘ W(S)1X
X X
= 6)1 c®,

L'ensemble des invariants de la fermeture x ordonné par inclusion

est un treillis U-homomorphe a GD(G)E ) et un sous-/) -demi-
‘n
treillis de cette algébre de Boole.

Remarque : Soit (}(CTG)EJ\ . (A est obligatoirement fini puisque
] - . |
(;)Ejl l'est. Posons (A = {Dl, Dyr vvns Dk‘ ; 1l'ensemble des

composés des éléments de (A est le plus souvent infini car le
nombre de fois ou chaque Di y figure n'est pas borné, mais la
limite inductive d'un composé des éléments de (A ol chaque élément
figure au moins une fois est unique et égale a

1

(Dl o D, ... o Dk) qui est la 1limite inductive d'une

décomposition généralisée pleine d'espace de définition E f .

L'ensemble x. ayant pour éléments les limites inductives des
composées de décompositions simples définies sur E  est donc

fini. On remarque au passage que (E)E:Lcl 2

Pour toute relation R e mEﬁ_, donc pour toute relation
97
) ; les treillis (;t ; a>) et

Re R R admet {Dl' D e Dk} si et seulement si R admet

n 4

(D1 oD oD

2 k
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(Tx, >~~w3) sont donc isomorphes.

pans le treillis des fermetures sur (RE ordonné par £,
1 - -

(DloDz...oDk) est la borne supérieure de {DI,DZ,...,Dkl‘

(cf.Théoréme IX). On en déduit que ({ ., <) est un demi-U-sous-

treillis du treillis des fermetures sur (REf._ ordonné par <;

'1 étant fini, ce demi-U-sous-treillis est complet. La fermeture

identique, plus petit élément du treillis des fermetures, est

élément de L ('1 , <) est donc une partie de Moore duale du

treillis des fermetures sur (RE ordonné par £, donc une partie
s

de Moore du treillis des fermetures sur ‘REn ordonné par

inclusion de leurs ensembles d'invariants. On retrouve que
(L, &), son dual (4, >>~~~>) et par conséquent (Tx,C) et

(Tx, >~~~>) sont des treillis.

Résumons ces résultats :
Proposition 15 : Soit T* 1l'ensemble des invariants de

la fermeture x définie sur ¢ (6) ) par 6):( = {De@Eﬁ, :
P D ; (Tx,C) est un treillis ; c'est une partie
1

de Moore de 6’((3) ) et son dual (T , >~>) est isomorphe
.n_
34 une partie de Moore du treillis des fermetures sur (R ordonné
.ﬂ.

par inclusion des ensembles d'invariants de ces fermetures,
c'est-a-dire par 1'ordre dual de 1l'ordre (K habituel ; enfin,
si @ {Di € @ /i€ [l.k:”. 6):‘ =

k .n.
{D € G)E < (o Dy) } .

1:=1

o]

Exemple : (1 = {A,B,C}; (T%X,c) peut &tre représenté par le
graphe ci-dessous. On voit sur cet exemple que le treillis n'est
en général pas modulaire puisque 1' intersection de {[A][BCH

ot “.BJ[ ACJ}X qui sont prédécesseurs immédiats de ‘LA][BJ[C]}
ne les précede pas immédiatement.
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¥ ’\[ I\B“BC]\' iAC)[BC]

.

{[AB“AC] . [AB_\ [BC}‘X
pqpqr

{[AB][AC) , [BC][AC]\X
\ [Ac] [Bc]}x { [nB)BC ]"‘

—

{[n8] [ac)]Bc]*

, }‘[ABC]\X = g¥

c) Fermeture 6)’1( sur R

E

K%
Soit (Di = ‘Dj/J ¢ [l,kj]} une partie de (DE:L
kj N
¥ RE R, : R admet (§). <= R admet (.0 D,)
o 1 j=1 ]
ky ,
Or ( O D,) est une fermeture qui a toute relation R ¢ R
j=1 3 Eq.
k.
1 ?
fait correspondre 1la relation ( .01 Dj) (R), qui est la plus
1~ K,
1 ?
petite relation incluant R et admettant ( O Dj) , autrement
i=1

dit, la plus petite relation incluant R et admettant @ix. Par
k.,

i
abus de langage, nous noterons @x la fermeture ( O D.)‘r sur
1 j=l
®R, . L'ensemble des invariants d'une telle fermeture 6)’1( ordonné
0o

par inclusion, est une partie de Moore de (RE . On peut étendre
Q.

. . X ‘L X _
1'application G)i & R, en décidant que ¥ R € R, :GDi(R)—
Ao O*Tr.

R i

Alors 6)?((12) est la plus petite relation définie sur E_, incluant
i

R
R et admettant 6)1' Si on définit sur T* la relation < par:

~



.139.

X X X
v O eT " : %6, T : ® < ®; & ¥vRe ®, :

6)1X(R) C @:(R), alors (T X, &) est un treillis isomorphe 3

(T*, c) et aux treillis des fermetures G)ix sur (RE égales
n
aux restrictions a 02E des applications G)tx que l'on vient
.
de définir sur ®, . Enfin, on peut définir sur (e ®, ) un

préordre régulier >?(> par ¥ ®, CR : ¥R, CR : (Rl >-?-(’> (R2

@VDG@E : (# Re ®; : R admet D) = (¥ R€ ®, : R admet
g N

D). Notons 6); 1'ensemble de toutes les décompositions simples
A1

définies sur E, et admises par toutes les relations éléments
de (Rl. La fermeture fx associée au préordre régulier >? fait

correspondre a tout ensemble de relations R, € R la plus
x
1" fx((Rl). Le treillis

des 1invariants de 1la fermeture fx ordonné par inclusion est

x
grande partie fx((Rl) de R, telle que ®CR

une partie de Moore de 6)((Rn_) ; 11 est isomorphe a

(T*, >»).

X
2. ALGORITHME TESTANT LA VALEUR LOGIQUE DE D € @l

THEOREME XI - Soient D = F'g P [F'] une décomposition simple

définie sur E , ayant R pour relation-reflet et G)l un ensemble

F'
de décompositions simples définies sur E_, ; alors D ¢ 6)’1(
si et seulement si p°¢ (D’l((RF.).

C'est une conséquence immédiate du théoréme X et de la proposition
15.

b) Pratique de 1l'algorithme

Pour reconnaitre si D € (S))l( , on cherche si poe 6))1((RF')’
pour cela on énumére les points de Rpvs ce qui est un simple
jeu d'écriture puis on cherche & former progressivement G))I((RF,),

ce qui pose des problémes de cheminement si 1'on veut éviter
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des recherches inutiles, mais se termine toujours puisque(Dx(R )
A\ B
est finie.

C'est la "méthode des tableaux".

Voici par exemple un cheminement possible :

Notations : a; point inscrit a la iéme ligne du tableau ;

Ri ensemble des q; premiers points. Soit r le nombre de points
de R, alors R_ = Rg,. Etant donnée une décompositicnllle-é)l
et une ligne x > 2 du tableau, on note A(D ,x) 1'ensemble des
applications f de F dans Rx telles que q, € f(l"A ) et que

f(ch) ait au moins deux éléments.

Enfin, étant donné un ensemble E et une mémoire M, 1l'ordre

"prendre(M,E)" effectue la double affectation : "envoyer dans
M un élément de E" et'E «— E—(’M}”, l'algorithme de <choix de
1'élément de E n'étant pas précisé ; on a supposé que D n'était

pas banale.
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Algorithme

Initialisation : Rr <~ R X — 2 ; i < r+l ;

F'

"poe 6)?" < faux ;

- . . . . nw O X
tant qu'il y a un point d, inscrit en ligne x et que non "p ¢ Ci)l

’
début 6>, < 6)1
Tant que 6); # ¢ et non "p°e€ GDf"
début Prendre (4, GDH);
A <— A (D, x)
Tant que A # ¢ et non "p°é€ G)f"
début
Prendre (f,A) ;

Former le produit FzLF {[F] f(F)} ;

si ce produit est un singleton {p}

(commentaire : sinon il est vide)

. o
alors si p =p

alors "pO € G)T" <« vrai
sinon si p €& R, 4
alors a; <— p

i — i+1;

fin si
fin si
fin si
fin
fin
X < x+1 ;
fin
Remarques : 1l'utilisation brutale de cet algorithme pourrait

donner des temps de calculs astronomiques si 1le tableau est
long et si les décompositions ont beaucoup de facteurs car

A(A ,x) a alors un cardinal trop é&levé. Pour rendre ce temps
de calcul acceptable, il faudrait d'abord ne parcourir qu'une
partie de A(A ,x) en évitant les applications que 1l'on sait

d'avance infructueuses.
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On peut aussi faire remarquer qu'il est préférable, lorsque

cela est possible, de substituter & <§>l
. c s 0 X X

décompositions 6)1 tel que CD, CD;' et tel que les

décompositions figurant dans ” soient des décompositions
1

un ensemble de

de CS)E ayant un nombre de facteurs aussi petit que possible,
. "
méme si 1'ensemble (5)1 comporte plus de décompositions que

On -

A la main, des cheminements rapides peuvent &tre trouvés
heuristiquement. Dans 1l'exemple qui suit toutefois, nous procédons
en suivant 1'algorithme indiqué.

6) _ a b AC d
c) Exemple : 1 —-fA D7, A avec
[aBc] [ap ] [CDE}
[ aBE ] [acDE]

[ aBcp) [ ABDE]

D- > >, c
Q Q op ol
| It It I

= [ acpE ][BCDE]

p = [ace [ ADEM BcD |

i A BCDE Remarque : pour accélérer 1'écriture,
on a noté 0 1 0 1 0 pour désigner le
01010 l point a® bl < al &° ;
0 IRD le méme chiffre écrit dans des colonnes
3 0 différentes ne représente donc pas
la méme valeur;
x | A numéro des images les valeurs
des facteurs de notées 0 sont
dans 1'application les coordonnées
f Je po
41 01200 2 | b 1, 2
5 02010 2 b 2, 1
6 01003 3 a 1, 2,
7 02003 5 a 5, 2, 3
8 01203 6 c 4, 6
9 01000 6 c 6, 4
10 31003 6 d 3, 6
11 00O0O0S3 6 d 6, 3
12 02203 7 c 2, 7
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13 /02000 |7 |c 7, 2
14 {32003 |7 |4 3, 7

15 |30000 |9 |a 3, 3, 9
16 | 31000 J10 |a | 10, 3, 9
17 |looooo 1 |a | 11, 2,9

D e 6):

en travaillant a 1la main et avec "flair", on aurait pu se
contenter de produire les lignes 4, 6, 9, 11, 17, qui sont les

seules qui interviennent réellement.

d) Corollaire du théoréme XI
. be
Si D ¢ (QEA,(OIC @EA De )}, et EE,
alors toute relation admettant toutes les décompositions
L\o[E] ou AeG)l admetDo[E].

En effet, si 1'algorithme des tableaux permet de conclure a

x 7 z .
D e CD1, en prenant pour espace de référence E au lieu de

En o

DO[E] G{AO[E] /A GG)IY('

1'algorithme des tableaux permettrait de conclure a

3. ENUMERATION DE 6)’1‘

a) Position du probléme

Supposons (§), < &) donné.
1 En X
Quoique 1'énumération exhaustive de 6)1 soit sans intérét pratique

parce que son cardinal est bien trop élevé en général, il est

bon de remarquer qu'elle est théoriquement possible puisque

GDE est énumérable et fini et que 1l'on sait tester la
Ju

proposition D € ®X pour tout D¢ 6D
1 EJL

I1 peut étre intéressant de se demander si 1'ensemble G): peut

étre obtenu a partir de 6)1 en prenant dans 63 (G)E ) la
; - £

fermeture de GD]‘ par un certain nombre de régles de dérivation

simples dont 1'ensemble reste a déterminer.

I1 s'avére que cela n'est pas possible avec 1les reégles de
dérivation usuelles. Par contre, nommons EC un espace semblable
a E__ et dont toutes les variables ont un indice différent de
0 que nous nommerons c et nommons CDC: l'ensemble des
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décompositions généralisées pleines définies sur E , et ayant

au moins un ensemble de facteurs F tel que F‘7F F-<:jEJL<7EC.
€

Soit GC l'ensemble des ensembles de facteurs F tels que

E,<3 FE7F F =1 EJL_ Y Ec ; 11 existe une surjection f de GC
dans (;)c qui, & tout ensemble de facteurs F donne pour image
f(F) = F‘L [F] : nous noterons aussi f son extension a 1'ensemble

des parties, c'est-a-dire 1'application de GP(GC) dans @)(G)C)

qui, & toute partie (& de G, fait correspondre f(&) = {De@c/

JFe & : D = FlF[Fl} Nous allons définir sur G_ un ensemble ér
€
de régles de dérivation qui soient telles que, si je note o la

fermeture sur 6?(GC) qui, A toute partie & de G, fait correspondre

la plus petite partie EL‘J de Gc stable par 1'ensemble de régles

de dérivation 5)érn , alors

#® Oy vEco :fw =60 > OF -0 arca®.

Les ensembles 6Dc et Gc étant finis, la fermeture 0O sera

théoriquement calculable.

b) Ensemble $)ér o de régles de dérivation sur G,

fl. Alourdissement

F — F U{F‘)

2. Affinement d'un facteur F1 de Fl par F2

Si F1<::3 En et si C2 est 1'espace engendré par 1'ensemble
des variables figurant dans au moins deux facteurs de F2
F, = {Fﬁu Fy, F, ——>’F/3E6F2 : F = (EAF)) V¥

[EC][E'I} (C,AEAF)) Yu Fy

3. Simplification d'écriture
S'il existe une projection fidéle [En§7 E_ Hi q&EnJV ch]
~telle que an) CF

F— P |
Lsi JF'€F: Fea F' : FUZF}—-) F

A
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- Quelques remarques :
1'alourdissement suivi de simplifications permet de remplacer
un facteur par un de ses surespaces, ou de remplacer dans un

facteur une variable V. par la variable V_ correspondante.

o
L'affinement de F, par F, revient a remplacer 1le facteur Fl
par un ensemble de facteurs obtenu 4 partir d'un ensemble de

facteurs de la décomposition généralisée [Fl] o 1 [F], en
F € F2

mettant & la place de chaque indice non nul de variable 1'indice

C.

- Exemple d'affinement :
L'affinement de < ABC > par { < ADEF_ >, < A_B E_F_ >,
C C C o]

< CEF >, < A_C E_ > |} dans F = {< ABC >, < B E_D >,

< D EC F >} donne :
f< AE F > <A_BE_F_ >, <CE_> <A_CE_ >,
C C C C C C C C
<BE D> <DE_F >}
C C
qui, aprés simplification, peut s'écrire :
{< AE_F_> <A, BE_F_ > <ACE > <BE D>,

<DE_F >)
C

c) Théoréme et sa démonstration

THEOREME XII
Soit (G un ensemble d‘'ensembles de facteurs tel que pour tout

FeGl, O = FgF [F] soit une décomposition simple définie sur

E ; soit 6) 1'ensemble des décompositions A qui euvent
£no 1 p

s'écrire N\ = F*'F[F] avec Fe @ ; soit F' un ensemble de facteurs
€
tel que D = l?g’F'[F'] soit une décomposition simple définie

sur E  ; alors DGQ:‘ < F' ¢ (o".

Démonstration

D x
= ' = *® '
1. Démontrons que (F' € (4L et D — .[F] ) = D€ 6)1

a
Tout ensemble de facteurs de (L est obtenu en appliquant les

régles de dérivation un nombre fini de fois. Il suffit donc

de démontrer :
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- que toute relation admettant une décomposition D1 G-G)C admet

toute décomposition D'1 obtenue par alourdissement de Dl ; il

suffit pour cela de remarquer que E_, = E. , et que D'sD ’
D'y D, 1¥71

ce qui entraine Dy M D'l.
- que toute relation R admettant D1 = tF{] et

~ F'e{F\Nuv F,
D2 = E—L»Fz l_E] ou F2 et F3 sont éléments de G, admet} si Fl<| E_Q,
la décomposition obtenue en affinant dans 1'écriture de Dl'
F1 par Fé ;  nommons C2 l'espace engendré par les variables

figurant dans au moins deux facteurs de FZ‘
Si R admet D, = [F J(R) = [FI]ODZ (R)

_ . -1 —_ h
or lFl‘} o D, E'eLFz [(FlA E) VlEc] [E J(cza EL\Fl)] > [Flk

Donc [FI](R) (1 FZ[(FIA B v [e.]| e ‘IJ(CZAEA F)]) (R)

WV

D'autre part R admet D1 ; donc

R

D, (R)

L Jr) » e, ED
=La L [ emre B} (B e AR aF DRI K (X [F])

= F'é_ F'[%'](R) ol F' ={ F/JE€F, : F = (F,A E)V[EC][E "IJ(CZL\ Fl)}ur3

I

R admet 1la décomposition obtenue en affinant dans 1'écriture

de D1 le facteur F1 par D2.

- et de remarquer que 1la simplification d'une écriture d'une
décomposition remplace cette écriture par une autre écriture

de la méme décomposition.

. . o
3. Démontrons que si D = _ ¥ [F'] ,De OF 3 Fr e &
F'e F'

Si De @f, alors on peut tester que D € G)f par 1l‘'algorithme
des tableaux. Pour décrire ce qui se passe au cours de son
déroulement, conservons les notations utilisédes en 3. b) et

complétons-les en nommant :
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C 1'espace engendré par l'ensemble des variables figurant
dans au moins deux facteurs de F' ; on remarque que
C=2E,.

E. 1'espace ayant q; pour point reflet.
Par formatage de F', on obtient 1'ensemble des facteurs
Ej(JG[l,r])

F, 1'ensemble des r facteurs F'ij (1 & jgr)

F'ig = lE"lll (E;8 Ej) © [Ec‘(CA Ej A E,)

on remarque qu'a la fin de 1'algorithme E, = E et F, = F'

Ci 1'espace engendré par les variables figurant dans au moins

deux facteurs de Fi
' = )
F ijAci (COEA Ej)V[Ec] (COE, 8F;)

donc F'ij A C, est semblable 4 CAE,

J
D, = [F'..] ; on peut remarquer sans que cela soit utilisé
1 jc[l,r] i)
dans la démonstration, que :
_1 b
D, = E.lo( * E.|) et gque par conséquent, a
i [ 1] je[l,r][ J] d p nseq !
la fin de 1'algorithme D, = D, comme nous l'avions déja
vu.
[Xi la décomposition élément de 6)1 utilisée dans 1'algorithme

pour construire le point q (et non la i€M€ citée dans

n-

Si le nombre de facteurs de [&i dans 1l'écriture utilisée
dans 1'algorithme.
Fi s le s€Me facteur de in dans 1'écriture utilisée dans
’

1'algorithme.
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12 1'application de [i'%.] dans [l,i-l] telle que si
f € A(l)i,x) est 1'application utilisée pour construire

le point aj - f(F, ) Alors les sous-espaces

i,s = q(fi(s)'

de Ei et de E (s) semblables a Fi sont égaux. Autrement

¢ S

dit, ¥ je[1,r] : Fi,SA([EEI}(EjA E)) =
-1
Fi'sA([E lr,i(s)](}33.1;1*37,1(@).

Remarquons, sans toutefois en rédiger la démonstration, car
ce résultat n'est pas utilisé dans celle de notre théoréme,
qu'un algorithme de tableau dérivant du théoréme XI prouverait
que toute relation admettant (;)1 admet Di ; c'est cette idée
qui a suggéré la démonstration en conduisant & 1'écriture de
D..

i
Voyons seulement comment cela se présente en reprenant 1'exemple

du 3.
®, = {Aa, AP, Aé, L\d’ avec N3= [ABC][AD”CDE], A b=[ABE] [ACDE],

AC

[ABCD][ABDEJ, A? = [acoE][BCDE] ; D = [ACE][ADE][BCD].

Voyons par exemple comment on arrive jusqu'a la ligne 7 et comment
un algorithme calqué sur 1le précédent nous permettrait de

reconnaitre que toute relation admettant D, admet D, en vérifiant
o 5 2
que p € A ° A RD

D, = [ACEC][ABDEC][CDE_’]

B numéro des images
images des facteurs de
i A BCDE i dans l'application f A BCDE
1
RFD 20 RFD
3 00
____________________________________________________ | SN -
s o2010[AP]| 2,1 0001 c
710200302 s, 2,3 00000
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Procédons maintenant a la démonstration ;

on peut, si on le désire, en suivre la trace sur 1'exemple du 3,
un peu plus loin en d).

- Les r premiéres valeurs de F, sont toutes égales a {E&}

Elles peuvent étre obtenues a partir de n'importe quel ensemble

, a

de facteurs par alourdissement et simplification. Donc Fie (oL
- . a '
Supposons que ¥ 1 < 1 Fi' G.G& et montrons que 1l'on peut
en déduire que Fie GLD
Nous allons construire une suite de si+l ensembles de facteurs
" hY 3 rd

F i'S(s € [o,si]) de fagon a ce que la propriété PS gue nous

allons énoncer reste vraie pour tout s € [o,si] : ‘PS &>

" . a . " -
Py ¢ @let FFcE P FU{Fi't/s<t\< SiJ

" = . "
Nous prendrons F i,0 ’Fi,t} ; alors F i'c)e GL'
te [l,si]

" n . 3 4 z
donc F i,o € (gL et la proposition Po est démontreée.

Supposons que ps—l soit vraie et construisons F"i g Ppour que
4

Ps soit vraie.

Pour cela, nous procéderons de deux fagons, suivant la valeur

de i(s).

”
s dans F i,s-1 par

’

F'. p(s)’ ce qui constitue un simple alourdissement suivi de
i,p.(s
i

) -1
simplification de F" puisque Fils«<:[Ei ](EiA Ef}(s))'

i,s-1

Si fi(s) > r, nous allons d'abord construire 1'ensemble de

a
facteurs G, € ° obtenu en affinant dans F", le facteur
i,s i,s-1
Fi,s par Fyi(s) i le facteur Fi,s est alors remplacé par
l'ensemble des facteurs G, . (1 & j £ r) ayant pour valeur

i,s,) N N

—

— [} i'l )
Gi,.S,J' - (Fyi(s),j A Fi,s) v [EC][FT(A}(‘,CYi(S) A I:‘{"i(s),jA Fi,s)
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autrement-dit : -

._l _1 —
, . =(F, \ ! !
Y

- -1] ; 1 , —
=(F; o AlEi J(EiA Ej))VZEC] [Fij(,,\].(cfi(‘g) i F}pi(s)'jA Fi g
i )Y

Toute variable d'indice 0 de Gi 8,9 est variable d'indice 0
[4 14

de F', .. D'autre part, les variables d'indice c de G, . sont
1+ 1,S¢]

. \ . s

toutes variables de Cfi(S)A]?fﬁ(S)cj qui est, comme nous l'avions

remarqué dans la définition de la notation Civ semblable a

c A Ej ; or Cp Fi' 3 lui aussi est semblable & C A Ej' Donc,
r

a toute variable d'indice c¢ de Gi s,j correspond une variable
14 14

d'indice 0 ou c de F.ij ayant méme ensemble de départ.

Dans 1l'ensemble de facteurs obtenu en remplagant dans F, par

i,s
Gi,s dans F"i,s—l" on peut donc par alourdissement ajouter a
Gis 1'ensemble Fi des facteurs F'ij' puis par simplificatjon

remplacer 1'union de Fi et de 1'ensemble des facteurs Gi s, j
° [ 3 I3 . 3 o N 4
(j e ll,r]) par Fi puisqu'il existe une projection fidele 'qui

donnne Fi comme image a cette union.

On obtient ainsi un ensemble de facteurs F”i g pour lequel la
14

proposition P_ est démontrée.

Nous avons démontré par récurrence

a
. ” . ” -
¥ s € [o,si] : F', e Gl et IJF CF Py F u[ri't/os}

14 'S

alors FP", . F,. Ou bien F", = F,, ou bien
irs; i i,sg i

Fi est obtenu par alourdissement de F"i 5. " Dans tous les cas
(4 .
i

Q
F, e A

Nous avons montré par récurrence que, Vi: Fi e or

., Q
4 la fin de 1l'algorithme F, = F' donc F'e 6L
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d) Trace des constructions utilisées dans la démonstration sur

1'exemple du 3.

F' =l< ACE >, < ADE >, < BCD >}:
Le centre C est C = < ACDE > ; r = 3;

CAE1=<ACE>;CAE2=<ADE>;CAE3=<CD>,’

Les lignes effectivement utilisées sont les lignes 4, 6,

9, 11, 17.
Pour i = 4 F" = /< ABE >, < ACDE > (A =1-\b)
—_—_— 4,0 4
= . " _l }
Y} (1) =1; F',  ={<ABC,E> <ACDE>
[— [}
(car < A B Cc E > F 4,1)

— . " _l s
‘f4 (2) =2; F', , '< ABC,E> <ACDE>

= ]
(car < ACDE > F 4,2)
donne OFM = l< A BC E >, < ACDE >, < C_D >}
) c C
par alourdissement.
Pour i = 6 F'e o = {< ABC >, < AD >, < CDE >}
’
Y6(1) =1 ; P'e | = {< ABC E_ >, < AD >, < CDE >}
’
car F'6 1 = < ABC Ec >
76(2) =2 ; F”G,Z = {< ABC E_ >, < AD E_ >, < CDE >}
car F'6 2 = < AD Ec >
= . " =
Y6(3) 3 ; F'¢ 3 {< ABC E, >, < AD E_ >, < CDE >\
car FV6 3 = < CDE >
’



Pour i = 9

fy1) = 6

fo(2) = 4

Pour i = 11

<0

f (1) =6

f. 2 =3

Pour i = 17

737(1) = 11
717(2) =2
.03 =9
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F'y o = {< ABCD >, < ABDE >}
14

G ={< ABCE_ >, < AD E_ >, < CD >, <ABDE>}
9,1 [o;

F'g | = {< ABCE >, < ADE >, < CD >, < ABDE> 5
4 N— o N—— - — ~—

L] [} 1
Fig,1 F'9,2 F'9,3

car Fy = {<ABCE>, <ADE>,<CD>}

Gy =( <ABCE>, <ADE>, <CD>, <ABC_E>, <ADE>, < C_ D }

SN——

' - \T"/ \";‘ T - e
F'91 F'9,2 F'9,36,2,1 C9,2,2 \55,2,3
Py, = {< ABCE >, < ADE >, < CD >J
r
F' 0 = ’< ACDE >, < BCDE >}
r
6,1 = f< ACE_ >, < ADE_ >, < CDE >, < BCDE >}
F'i0q = {< ACE_ >, < ADE_ >, < BCDE >}
” -
F'y , = ’< ACE_ >, < ADE_ >, < BCDE >}
= F
F' 0 o = {< ABC >, < AD >, < CDE >5
r
G191 = {< ACE_ >, < AD_E_ > <BCD_>, <AD>, <CDE>}
F"l% 1 ={ <ACE>, <ADE>, <BCD>, <AD>, <CDE>}
(4
F'yg 5 = {< ACE >, < ADE >, < BCD >, < CDE >}
14
Gy, 1 =(<ACE>, <ADE>, <BCD>, <A CE>, <A_DE>, <CD>}

Py, 5 = {< ACE >, < ADE >, < BCD >}

= Fjy = F
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Note

Dans le journal de 1'ACM d'Avril 1982, Edward Sciore, sous une
autre présentation, propose un ensemble de régles de dérivation
dans G, voisin de celui proposé ici. Sa démonstration suit plus
ou moins la méme démarque que celle utilisée au chapitre V dans
le cas général : étude successive pour i décroissant a partir
de sa derniére valeur des décompositions ayant R, pour relation
reflet ; il s'exprime en utilisant un graphe dont les noeuds
représentent des décompositions rencontrées en cours d'algorithme.
Le principe de ma démonstration me parait plus simple, méme si
je n'ai pas toujours réussi & traduire cette simplicité dans

1'expression.

4. ETUDE DES DECOMPOSITIONS EN PRODUIT DIRECT ELEMENTS DE 6);(

Une relation {pl, pz} formée de 1l'union de deux singletons
déconnectés admet toutes les décompositions connexes et aucune
décomposition non connexe. Donc, si toutes les décompositions
de 6)1 sont connexes, il n'y a pas de décomposition en produit
direct dans 6);{ Supposons que 6)1 comporte des décompositions
non connexes. A toute décomposition non connexe D définie sur

E, . Jje vais faire correspondre le produit direct 1le plus fin

pP*

produit direct ayant pour ensemble de facteurs 1'ensemble des

qui soit moins fin que D, c'esta-dire la décomposition en

espaces de définition de chacune des sous-décompositicns connexe

de D.

Si D 66)1, DprGG)’l{ . soit A 1a décomposition en produit direct

qui définit comme partition de {2 en classes connexes la moins

fine des partitions de fl qui soit plus fine que chacune des
partitions de 1 en classes connexes définies par les décompositions
é1éments de () 1 ¢ A\ est élément de(§)¥ ; en effet /A est obtenue
en affinant les facteurs d'une des décompositions pPY (avec

D€ 6)1) successivement par les diverses autres décompositions
pPY (avec D 6(91).

Soit maintenant /' une décomposition en produit direct strictement
plus fine que N . pour que /\' ¢ (5):(, il faut que 1l'algorithme
des tableaux puisse prouver que N’ e (S):( ; mais un facteur F
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de A ' au moins est soit disjoint, soit strictement sous-espace de
tous les espaces de définition des sous-décompositions connexes des
éléments396{ : le point reflet de ce facteur F ne pourra jamais
étre utilisé dans la construction des points q; et la projection

d'aucun de ces points sur F ne sera égale a [F] p°. Donc A’ 66)’1(.
On en déduit que toute décomposition en produit direct élément
de 6):( est moins fine que A

En effet, si A"e¢ (S)f et si A" n'est pas moins fine que 4 ,
Ao A" est strictement moins fine que N et est élément de
6)1’(, ce qui est contraire au résultat précédent.

Enfin on en déduit que toute décomposition D € G)'x a une partition
en classe connexe moins fine que celle de QA ; de plus, toute
décomposition D maximale de (G):(, &) a une partition en classe
connexe égale & celle de &\, sans quoi on pourrait affiner un
de ses facteurs par /\ et en déduire 1'existence dans 6)3( d'une
décomposition strictement plus grande que (Qj( Nous avons démontré

le théoréme :

THEOREME XIII

Soit G)l C G)E . S8i toutes 1les décompositions de @1 sont
o

connexes, toutes celles de 6)1’( le sont aussi. Sinon il existe
dans @,X une décomposition en produit directddéfinissant comme
partition de L)L en classes connexes la moins fine des partitions
de L) qui soit plus fine que chacune des partitions en classes
connexes de (L définies par 1les décompositions éléments de@l.
Toutes les décompositions maximales de (G)f, <) définissent la

méme partition de NN en classes connexes que A .

5. ETUDE DU TEST "D € Gaf?" LORSQUE D EST UN EMBRANCHEMENT DEFINI

SUR E_n ; ENUMERATION DES EMBRANCHEMENTS DE 0D X,

a) Etude théorique

Soit GE 1'ensemble des ensembles de facteurs tels que
oo Co

V F=Eq -

FeF

I1 existe une application f de G dans @E définie par

EJL N
f(F) = F:;FLF]' Nous allons définir un ensemble @éra de reégles

de dérivation sur G de telle sorte que pour toute partie@de

E [4
Su
G, . la plus petite partie A ge G incluant (( et stable
o o
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par ®éro ait la propriété que, pour tout embranchement
[Fl] [Fz] défini sur E_ , [Fl][Fz]e f(®) = [Fl][FZ] e (f)™.

Ensemble §)éro de régles de dérivation sur G,

Rappel : tous les ensembles de facteurs utilisés ont la propriété

.

V r-

E
FEF (-“-
1. Alourdissement

F —> Fu{F}

2. Affinement d'un_ facteur F par {Fl' le avec
FiV Fy = Egq
®éraq Ffuc {r, ¥, g—> {(r vF, )OF,,

(F \7F1)A Fz\u G

3. Simplification d'écriture
Si aF.GF:F"\'lF.

LFU{F} — F

THEOREME XIV

Soit & un ensemble d'ensembles de facteurs tel que pour tout

F e ’ A = Fé(- F[F] soit une décomposition simple définie sur

E 1 soit @1 1'ensemble des décompositions D qui peuvent

s'écrire A Fz‘F[F] avec Fe (@ ; soit F' un ensemble de

facteurs tel que P * _'[F]soit un embranchement simple défini sur
€

- @
E. , alors F X e pre (-
n ng'[Je(S)a

‘ ’ 3
Il est trivial que F'¢ ? = F,eeF' [F}eQ'.Voyons la réciproque.

Considérons d'abord le cas ou FP' n'a que deux facteurs Fl' F2'

Je n'expose pas entiérement la démonstration de ce théoréme qui
pourrait é&tre calquée sur celle du théoréme XII avec toutefois
des calculs trés simplifiéds. Je me contenterai de souligner les

points ou des différences s'introduisent.
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Lorsque D est un embranchement a deux facteurs, sa racine

C est sous-espace de tous les Ei : toutes les décompositions

- v ! 1 5 N 3 . - ' '
D, [Fil][ Fiz] sont donc simples et ¥ iel: % j e 1,2\. cC=F{,8 F},

' _ -1
et F iy = [Ei ](Eit\ Ej).

Alors, dans l'étape de la démonstration ou 1l'on construit F"i o
14

- ou bien }”i(s) € 1,2 ; on remplace F,

ar
1,8 p

-1 .
\Ei ](Ei A} Efi(S)) qui est sous-espace de EJlet surespace de Fi,s

- ou bien fi(s) > 2. On remplace F"i s-1 Par 1'ensemble de facteurs
4

obtenu en affinant dans F’"i s—1 le facteur F.  par F?’ (s) suivant
’ 14 s
la régle d'affinement & ; 1l'ensemble de facteurs® remplagant
] v ] L

- ' (]

{(Fi’sAFYi(s)'l)\? Cr Py 8 Fp (a),2) Y C)
F, F' = F, E,” AE

i,s® Py (s)1 | }’i(s)] (Ep. (s) 1)

P ] .
= Fi,sA [Ei ] (EiA El) (construction de qi)
]
<1F'5h
L ]
(Fi,s i) Fy,i(s)'l) VCeA F i1
De méme,
(] ] N : ]

(Fi,s A Fy,i(s)’z\vca F'y o ¢ aussi, 1'ensemble de facteurs

" - [} [] _3
(F i,s-1 { Fi,s} ) v {F i,1° F 1'2} est-il obtenu par
alourdissement suivi de simplification & partir de 1'ensemble
de facteurs que 1l'on avait trouvé en affinant dans F"i s-1 le

r

facteur F, par F en suivant la régle d'affinement ® ;
i,s ri(s)
3 " °
onablenFi'Se(g_.

En poursuivant la démonstration comme celle du théoréme XII,

x
on prouve que si | F F,\6)., {F,,F (,(_a .
LF2 )% 17F2}€
Soit maintenant D = i%l ’_CV Bi] un embranchement de centre C;



.157.

on note Di 1'embranchement a deux facteurs
D, = [CVB.] [C\"/( V B.)]
1 1 jé[L,n]-14iy J

v i E[I,n—l] : D > Di ; on remarque que Di est aussi de

centre C. D peut é&tre obtenu a partir de Dl. par une suite de
n-2 affinements de facteurs par les décompositions Di

(i €[2,n-1}).

Si D € 6)_:{, les Di sont éléments de 6):{ et leurs ensembles

de factaurs éléments de (xg(si ({ est 1'ensemble des ensembles
de facteurs utilisés dans 1'écriture des décompositions deOl);

1'ensemble des facieurs de D est donc bien élément de ((°.

b) Pratique de la recherche des embranchements de @4}(

En observant le déroulement de 1l'algorithme des tableaux, on
constate que si [Fl][ Fz] € 6):(, alors la racine de

[Fl)[le est "égale Aa" ou ‘"surespace de" la racine d'un
embranchement élément de 6)1 ou d'un embranchement obtenu par

alourdissement d'une des décompositions éléments de é) 1

L'idée vienf donc pour chercher les embranchements de 6),}'( de
se restreindre 3 la recherche des embranchements dont on a déja
prévu la racine ; »

Mais un embranchement D de racine C est élément de 6):( si et

C) -
seulement si le produit direct D=Do [En_b C] est élément
de 1'ensemble (Q;x de décompositions obtenues en prenant
— -~ . e X
6); = {D‘ o [E_n_AC] / D' e (91} et en considérant que (3)'1

est obtenue a partir de 6)4' par la fermeture X en prenant

EJ\.A C pour espace de référence au lieu de E_n_.
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La recherche des embranchements de racine C se raméne donc a

"X dont 1le plus fin est

la recherche des produits directs de ()
celui qui définit comme partition de 1'ensemble des variables
de E 0 C en classes connexes, la moins fine des partitions
parmi celles qui sont plus fines que toutes les partitions en

classes connexes définies par des éléments de o, -

Exemple Soit §), = { (aec] [cpE] [aEFG] . [ADE][BEF] [cDC] }

Les embranchements maximaux parmi ceux qui sont moins fins que

[nBc][cpE) [aEFG)

sont [ AcB ][ AcpEFG) (1)
[ AEBCD][ AEFG) (2)
[g_g_n] | ceABFG] (3)

[ACEB ] [ ACED') [ ACEFG]  (4)

Ceux moins fins que [AED] [ BEF}[ CDG]
sont : [_E_BF] [ EAcDG) (5)

[_QCG][ DABEF) (6)
[Q_@A] [ggBF] [ggcc:\ (7)

’ x [ (3
Afin d'énumérer les embranchements maximaux de (S)l' je chercherai
X .
dans (94 les embranchements ayant pour racine soit une de celles
déja rencontrée, soit une union de ces racvines. J'obtiens ainsi

pour embranchements maximaux de 6)4)( (dans 1'ordre ():
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Racine coupe selon cette justification embranchement
racine d'un de OF
embranchement de
R

< AC > [B) [pEFG]) (1) [aBc ] [ACDEFG])
< D> [ABEF) [cG] (6) (rBDEF] [cDG]
< aco > | [8] [eF] [¢)] (1),(6) [ABCD] [acpEF ][ AcDG)
< E> [acpG] [BF) (5) [AcpEG] [BEF)
< AE > [B] [cp] [F] [6] (2),(5) [2BE] [acDE] [REF] [AEG]
< ce> | [ag] [BE][D] (3),(5) |Acec][ Bceq] cpE)
< ace > | [B][p][F][c] (4),(5) [rBCE] [ACDE] [ ACEF] [ ACEG)
< DE > [ 1[BF ][cG]) (7) [apE J[BDEF][ CDEG)
< aDE > | [B] [F] [c]L€] (2),(7) (»BDE] |ADEF] [ACDE][ADEG]

Les embranchements de racine CDE et ACDE ne sont pas maximaux.

6. QUELQUES ELEMENTS REMARQUABLES DU TREILLIS (1%, «)

Nous avons déja étudié au ler paragraphe de ce chapitre le treillis
(T*, <) qui est isomorphe au treillis (T %, <. Nous allons
dans la mesure du possible, chercher a compléter cette étude

en recherchant les U et N irrédictibles de (T%, ).

a) Atomes et co-atomes

Le plus petit élément de 'rx est ¢x = {[Enl}x

j?x n'a qu'un seul atome qui est de la forme {Da}x ou Da est

1'atome de C;) c'est-a-dire la décomposition ayant pour ensemble

En
de facteurs 1'ensemble de tous les sous-espaces de E,  ayant

toutes les variables de E. sauf une : exemple : si E = <ABCD>,
D, = LABC] [ABD][_ACDJ[BCD]

X . A PP .
pour n>2, {Da} lui-méme a n successeurs immeédiats qui sont
x ) 03 Id 3
de 1la forme ‘D} ou D est un successeur immédiat de Da dans
(({)E + L), c'est-a-dire une décomposition ayant sous forme
U

standardisée n-1 facteurs ayant chacun n-1 variables.
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Le plus grand élément de [ ¥ est 1la décomposition en produit

direct d'espaces n'ayant qu'une variable ;
exemple : si E_ = < BBCD >, c'est [AJ[BJ[?][D].

Chaque co-atome est associé & un sous-espace E1 de E, ayant

au moins deux variables et est engendré par 1'ensemble de toutes
les décompositions définissant une partition de LL en classes
connexes dont une classe est égale A& 1'ensemble des variables

de E les autres étant des singletons.

l'

Exemple : si E = < ABCD >
il y a 11 co-atomes : 6 du type{[Q][B]l?é]‘x, 4 du type

{[A][BC][BD], [a] (BC][CDJ, [A][Bg] [cn:”x, et

{ [n5) [ac][ap] . [nB][Bc][BD] . [Ac)[Bc)[cp]. [aD] [Boj[co)} ™
remarquons dque dans cet exemple on n'a pas cité toutes les
décompositions des ensembles ()7 ni méme dans la dernire, les
16 décompositions les plus fines, mais seulement un ensemble
de décompositions engendrant 6)?.

Je ne rédige pas la démonstration, du fait que 1'on obtient ainsi
tous les co-atomes et eux seuls. Cette démonstration assez simple

s'appuie sur le théoréme XIII.
1~x a 2™ n -1 co-atomes si . a n ensembles de départ.

b) U-irréductibles
Tout élément du treillis fini (T %, £) est borne supérieure de .

1'ensemble des U-irréductibles plus petits que lui.

L'ensemble TEX des restrictions a ®, des éléments (Dx de
0.

n
jx considérées comme des applications est un ensemble de fermetures,
qui, ordonné de fagon habituelle par K, est isomorphe 3 (T %,
&) et est un U-sous-demi-treillis du treillis des fermetures
sur (REJL . Tout élément de TﬂxE est donc égal A& 1la borne

14 K] (] s 'n.
supérieure dans le treillis des fermetures sur (R d'un ensemble

En

de restriction é(RE d'U-irréductibles de (T, <).
.

Les U-irréductibles de ( T, &) sont les singletons {D‘x tels

que D & ({D\x - {D})x. Le théoréme XV permet de les caractériser.
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THEOREME XV

Une décomposition D & ®E non banale est sans connecteurs si
L.

et seulement si D ¢ ({D}x - ‘D})x.

Démonstration : Soit D = E:FS [E] une décomposition définie sur

E écrite sous forme standardisée et ayant un connecteur F.

oo

F) . .
Alors D est une décomposition non connexe ; nommons

' = fDl,DZ, cens Dkk l'ensemble des sous-décompositions connexes
F)
de D.
[} z rd . . F)
Considérons une sous-décomposition connexe Dl de D. Nommons
F, la partie de F° dont les &léments sont les facteurs E de FS.

tels que EA FaED .

alors A = [E vV F (EGFSF [E])

et N = [])* le E 1) VF —] sont définies

:H e® ~{Py}°

sur ED' distinctes de D puisque aucun sur-espace strict de F

n'est facteur de D et sont obtenues a partir de D par

alourdissement. Elles sont donc toutes deux élément de
X
o}~ o

Par ailleurs les variables de E_ A F, pour i = 1, sont dans un

D,
i
seul facteur de A ‘. On peut donc obtenir par allégement de
[\' la décomposition A " définie sur EDIV F :
A" = [F] (¥ [E]) Toute relation qui admet A ' admet
Ee€ Fl
A *. De plus, toute relation R pour laquelle A (R) = R et
A “(R) [E V Ej(R) est telle que [FJ * (A [_E]) *

(EGF— [E))(R) =R donc que D(R) = R ; D ¢ {A a' }

D e ( {DY‘ D})
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- Réciproquement, soit D = X [F'o] une décomposition non
g[l,r] ]

banale,

définie sur E, et telle que D € ({D}x - {D})x. Les éléments

les plus fins de {D}x - ’D} sont les décompositions de 1la

forme /\ = ( * [F' .]) * lE] ol E est un élément minimal de
1<3¢r ]

l'ensemble des espaces qui ne sont sous-espaces d'aucun des

facteurs 1“'j de D. Soit O) 1 1'ensemble de ces décompo-

sitions A ; par hypothése D C’(S)‘x. On peut donc 1le prouver par

la méthode des tableaux ; soit Ar+ la décomposition de 6)1"

1

utilisée pour construire le point 9.4 du tableau (on rappelle

que 1l'on avait nommé r le nombre de facteurs de D) ;
¥ j e [l,r] P4 ;‘ qj ; d'autre part, il existe un sous-espace

E qui n'est sous-espace d'aucun facteur F'j de D tel que

D= gV [

r+l je[l'r][ j

Enfin, il existe une application f de l'enéemble des facteurs

= % » ' *
de Ar+1 dans [l,r telle que q ., (jé[l,r]{F J]qf(l"j)) E d¢(g)

Or E n'est pas sous-espace de F'f(E) donc il existe au moins

une variable que je note V dans E A Ff(E)' telle que Coorv(qf(g))f

o

coorv(p ) ; pour que 1le point 941 existe, il faut que 1l'image

par f de tout facteur F', ou figure cette variable (et il en

[

existe puisque V

F', =E_ ) it égale a f(E).
je[l,r] 3 5, ) soi gale
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Nommons J1 l1'ensemble des indices des facteurs F:; de D dont

1'image par f est f(E) et posons J, = [l,r] - J ; on a vu que
V est variable de | V F'. et pas de | \/ F'. ; d'autre part
jed J jed ) ]
V. o - - - ;4
je JlF j f E_n_ sans quol on aurait s d¢(g) ¢ il y a donc
des variables qui sont variables de | V F', et pas de | V F'..
jed, ] jed ]

Pour montrer que F'f(E) est un connecteur de D, il nous suffit

. V ) [
donc de montrer que (jYJlF j)A(j g Jsz\él Fe(g)- Montrons que
toute variable commune a |V F'j et V_ F', est variable
’ Je Jy JeJd,
de Fg(g)-
Soit k €& Jl' 1 € J2 et une variable A qui soit variable de F'k

et F'l.
coorAqf(l), donc que coorAqf(E) = coorAqf(l) et que coorAqf(E)=

Pour que le point q _,, existe, il faut que coor,ge(y) =

. L}
v, i alors A var F £(E)"

[}
Ff(E) est connecteur de D.

Si D est U-irréductible de (6) + <), alors on est dans un cas

By

particulier du cas ou gD}x est U-irréductible de (T*, ¢ ). Le

X
prédécesseur immédiat de {D‘x dans (TX*, ¢ ) est alors {D" ou

D' est le prédécesseur immédiat de D dans (G)E.n + L). Ce cas
se présente lorsque D a au moins deux facteurs, chacun d'eux
ayant exactement n-1 variables, si n est le nombre de variables
de E - Exemple : E = < ABCD >. Les U-irréductibles dont le
prédécesseur est engendré par un singleton sont les {D}x ou les
valeurs possibles pour D sont :

les 6 décompositions du type E\BC] [ABDJ

les 4 décompositions du type [ABC} [ABD} [ACD]

la décomposition LABC]):ABD] [ACD}[BCD (voir 1'annexe, paragraphe 11)
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I1 y a 2™"-n-1 décompositions D telles que {D‘ X soit un

U-irréductible précédé d'un élément du type {D'}x, ol 1'ensemble

de facteurs de D' est F [Jf YV (E_aTF) si F est 1'ensemble
Fe F &

de facteurs de D.

c) A la recherche des N -irréductibles de (T*, )

Ces () -irréductibles seraient trés agréables & connaitre puisque
tout élément de (Tifc)peut étre obtenu par une intersection
ensembliste finie d' () -irréductibles.

Je n'ai pu que  trouver certains types d' /) -irréductibles, sans
savoir s'il y en a d'autres.

- un premier lot d' [\ -irréductibles est constitué par 1l'ensemble

des co-atomes décrits en a).

- un deuxi®me lot est constitué par les inter-irréductibles
engendrés par un singleton.

Nous allons les étudier.

Soit lD X un inter-irréductible de TX.

Alors soit CD? son unique successeur immédiat.

soit b, & - {p}*

Alors ¥ D €6) -{p\* : p,e {p,Al*
EJL 1

Nommons Sup et #* les opérations borne supérieure et borne

En
inférieure dans le treillis (G)E v <)
o



-
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A e -4pY* : D, < su (D, B)
A Eq { ) 1N B@En_

D, £ ¥ (Su (D,n))
1~ %3}3

AGOE —{Dy( N
5N

et, puisque(D E est distributif,

‘n
D, £ Su (D, (a))
1 p@E_n_ AE@E ‘(D}x
posons D_ = (4) o D\ * sans quoi
" Ae@E“ {0 n # 10}
o
D, serait § D.

Alors {D}’( et [@m forment un idéal et un filtre principaux et

complémentaires de (W, , ().

. JL ’ 3
Donc, (cf.annexe 9.), D est un /) -irréductible et Dm un
U-irréductible de (G)E ¢ L)

Le successeur immédiat 691 de D * dans T* est
X . . .
©) 1 = {D,Dm\x ; alors (cf.annexe 11), on sait qu'il existe un

sous-espace El de E . ayant au moins deux variables, tel que

D = lEl] * (¥ - [«v>))

Vvar E A 1

et D= [E i\ <v'>]
m V‘var E

La décomposition D' obtenue en affinant chaque facteur de Dm
par D est élément de be = ‘D,Dm}x.

Oor D' = % A_ﬁ[<v>_.]~x-( I_E A <v'>])

D' est plus fine que D et que Dm' donc GD: = {D'}x

Nous avons démontré la proposition :

Proposition 16

Ceux des /) -irréductibles de(qq )qul ont un maximum D dans 1'ordre

de finesse ont pour maximum un N -irréductible de C;%B . Leur
Ry
successeur immédiat dans ( ,5 a aussi un maximum qui est 1le

successeur immédiat de D dans G)E .
2n
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7. DECOMPOSITIONS EQUIVALENTES A UN ENSEMBLE D'EMBRANCHEMENTS
DEFINIS SUR E

Je dois d'abord signaler que les décompositions en deux facteurs
que j'avais nommées embranchement depuis 1969 (J. Boittiaux -

contrat DGRST), ont été rebaptisées dépendances multivaluées

par d'autres auteurs.

Dans une publication commune (Sagiv, C. Delobel, D. Stott Parker
et R. Fagin, Journal de 1'ACM Juin 1981), ont exposé une élégante
correspondance entre 1'étude des ensembles de dépendances
fonctionnelles et multivaluées et un certain type de logique
propositionnelle, ce qui leur permet de construire un algorithme
d'algébre binaire de Boole généralisant celui utilisé pour 1'étude
des dépendances fonctionnelles.

I1 _est donc tout & fait naturel de se demander dans quel cas
on peut remplacer 1'étude d'une décomposition simple par 1'étude
d'un ensemble de décompositions en deux facteurs, ou, ce qui
revient au méme, par un ensemble d'embranchements : tout
embranchement B est élément de 1‘image par la fermeture X de
1'ensemble des décompositions en deux facteurs obtenues par

alourdissement de B et gardant méme racine que B.

Soit D = * Fl une décomposition simple définie sur E et
Fe F[ ] p p o~
écrite sous forme standardisée : soit B 1l'ensemble des

embranchements définis sur E, et moins fins que D.

Supposons que {D}x = B¥

Alors la méthode des tableaux peut prouver que D € BY, et puisque
D est la décomposition la plus fine de B, il faut que le point
reflet de chaque facteur de D soit utilisé dans 1'algorithme.
Pour qu'il puisse étre utilisé une premiére fois, il faut qu'il
contienne la racine d'au moins un embranchement é&lément de B,
c'est-a-dire obtenu par alourdissement de D. Mais si la méthode
des tableaux prouve que D € BY, elle prouve‘ aussi, pour tout
X (j'appelle B, l'ensemble

E E

espace E que D o [E] est élément de B
des décompositions non banales de la forme B o [E] ol B € B).

Les éléments de BE sont des embranchements.
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Si D contient un facteur génant, il existe une suite d'au moins

trois variables Vl, V2""'Vn' telles que si E est 1l'espace
] =

qu'elles engendrent, D o lE] [Vl VZ][V2 V3] [Vi Vi+ﬂ

[Vn-—l vl:“[vn vl] ;
un raisonnement élémentaire montre gqu'aucun alourdissement de

cette déconiposition n'est un embranchement défini sur E

dont la racine est comprise dans un des facteurs.

Donc {D o [E)}x f Bg et {D}x 74 BX, ce qui est contraire a

1'hypothese.

. X
Nous avons démontré que si {D}x = BX, D n'a pas de facteurs
génants. \

Réciproquement, supposons que D n'ait pas de facteur génant ;

alors, si C est le centre de D, D d'une part, et D o [C] d'autre

part, ont des variables marginales ; on peut en déduire que D
a au moins une branche. D'autre part, si D = F?FF est sans facteur

génant et si Fl est une branche de D, alors [F] est aussi

x .
Fe F- {F
sans facteur génant (attention ! il n'en serait pas de méme si

Fy était connecteur) puisque [F} est la décomposition

*

F € F- ‘Fl}
D o [E] ol E est l'espace engendré par 1l'ensemble de toutes les
variables sauf les marginales de D figurant dans Fl'

* F] si elle n'est pas banale a donc au moins une branche.
Fe F-{F)

Supposons que la forme standardisée de D ait k facteurs, on peut

numéroter ces facteurs de 1 3 k de facon a ce que si D = % F.

. |
F. soit branche de D, = * F. ! '
i i j([i,k][ J] tant que Di n'est pas banale.

A chaque facteur F. pour i £ k-1, on peut attacher un embranchement

_ 1 —
B, = \V F. Y F. ou F. est l'ensemble ayant pour
i {F €F; J} [Fj ¢ P-F. J] ' i P
élément le facteur Fi et, pour tout facteur Fj pour lequel
j < iefqui, dans D’j, se branchait en F,, tous les facteurs
éléments du Fj correspondant. Ainsi la racine de Bi est sous-

espace de F, ; les B sont évidemment obtenus par alourdissement

de D. Montrons que D € {Bi/ierl,k-ﬂ}x.



.168. ’

Posons D, = (jzfl,i] [FJ] ) 9‘[ jevi+1,kfj]

Pour i =1 , D, = B1 et pour i € [Z,k-l],Di est obtenu en affinant

le dernier facteur de D;_, par B, ; en effet, la racine de B,

étant sous-espace de Fi est sous-espace du dernier facteur de

D; 4 el,d'autre part,

(V. FoOACNY F)=F, et
Fj\c./ F, 3 Je[i,k} J i

( FIOA . V. F.) = V .
FjYF—Fi J j e[l,)q J j € 1+1,l€f.‘l
. X . X

donc, D;_, € {Bi/le[l,k]} > DiG{Bi/léll,k]}

et puisque D1 E‘Bi/iell,k]}x,

. . X _

¥ie ll,k—l] : D, € {Bi/le [l,k]} i or D=0D ;.
Donc si D n'a pas de facteurs génants, ’D}x = BX.

Exemple donnant la trace du raisonnement wutilisé dans 1la

réciproque : soit la décomposition sans facteurs génants :

D = [AEC] [BiE] [ADI;‘KJ [B(ZJG] [DI;K] [A-I,K) [1.;!1(]

Nous avons numéroté les facteurs comme dans 1la /démonstration\:

alors B, = [BCE:] [ABCDFGHIJK] ; D =B, Q é (8) ()
- [BCEG] [ABCDFHIJKJ ; Dy = ESCE] [BCG][ABCDFHIJKJ (3] [1]) [2]
) [DHK] LABCDEFGIJK] D, [BCE][_BCG”_DHK] [ABCDFIJK] W ©

4 LBCE] [_BCGJLDHK][IJKJ [rBCDFIK]
s - [ABCEG |[apFHIOK] ; Dy = [_BCE‘:][ BCG][ DHK][ IJKJ[ AiacJ[ ADFIKJ |
By = [ABCDEFGHRJ[ AIJKJ ; Dg = [BCEJ [ BCG] [ DHK][ 1JK ][ asc][ ADF_I}[ AIE(] '

w
I

@
I

-

D

o
i

~e

[IJKJ[ABCDEFGHIK]

o]
I
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Nous avons démontré le théoréme XVI :

THEOREME XVI
Etant donnée une décomposition simple D définie sur E_, et B

1'ensemble des embranchements définis sur E_ et moins fins que
D, c'est —a-dire 1'ensemble des embranchements obtenus par
alourdissement de D, pour que {D}x = ¥, il faut et il suffit

que D soit une décomposition sans facteurs génants.

8. EXISTENCE D'UNE RELATION FINIE ADMETTANT TOUTES LES

DECOMPOSITIONS DE O)X ET AUCUNE AUTRE DECOMPOSITION DE &)
POUR G)l DONNEE '

Bn

THEOREME XVII
Pour tout élémentG))l( de Tx, il existe une relation finie définie

sur E admettant toutes les décompositions de G)‘x et aucune

autre décomposition simple définie sur E .

Démonstration

N L X
- cas ol toutes les décompositions de @,‘ sont connexes.

Alors soit D ,é G):‘ et RD sa relation reflet.

X(R.) admet @)X mais pas D (conséquence du théoréme XI).
2 D 1

QX(RD) est une relation finie ; @E étant un ensemble fini,
g™
. o . X '
formons la famille finie de relations {(’G)‘ (RD)) }DE(DE -BX
ou les (@’{(RD))' sont des relations déconnectées deux a deux
et chacune semblable a la relation (S));(RD) correspondante. L'union

. .. X .
de ces relations est finie ; elle admet 6)1 mais aucune des

décompositions D qui ne sont pas élément de 6))1(

N . ’ . I3 x
- cas ol certaines décompositions de (Dl ne sont pas connexes.
o —
soit |l 1'ensemble des espaces engendrés par les classes connexes

de 1l'ensemble des variables pour une décomposition maximale de
< —~
@1{ (cf. théoréme XIII). Pour chaque E ¢ Il et pour chaque décompo-

s . X .
sition D maximale de 6)1 dans l'ordre de finesse, D a une sous-

décomposition connexe Dp définie sur E.
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Notons @ la fermeture sur (P(G)E) qui A tout ensemble ®) de
décompositions définies sur E fait correspondre 1'ensemble des

décompositions D définies sur E telles que : ¥ ReR :(VA¢ 6):

R admet N ) = R admet D. On peut former une relation finie RE

définie sur E admettant toutes 1les décompositions de { DE/D
maximale de (D;\ ® ot n'admettant aucune autre décomposition.

Alors,

X
R = E* RE admet toutes les décompositions de 6)1 et n'en admet
em

aucune autre.
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CHAPITRE \'

ENSEMBLE DE DECOMPOSITIONS SIMPLES QUELCONQUES
ETUDE CONJOINTE D'UN ENSEMBLE DE DECOMPOSITIONS

SIMPLES ET D'UN ENSEMBLE DE DEPENDANCES FONCTIONNELLES
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CHAPITRE V

ENSEMBLE DE DECOMPOSITIONS SIMPLES QUELCONQUES

ETUDE CONJOINTE D'UN ENSEMBLE DE DECOMPOSITIONS

SIMPLES ET D'UN ENSEMBLE DE DEPENDANCES FONCTIONNELLES

* *
1. TREILLIS (@n, &) ET TREILLIS (T ,C ) ET (T , >~>)

a) Rappels sur (@n, <)

Soit @R 1'ensemble des décompositions simples ;
on rappelle que 1l'ordre £ sur ) est défini par :

vD e ®n:vp,e€), 1D <D, ¥RE Ry:D(R) < * Dy(R).

~

(@,2, &) ainsi ordonné est isomorphe au treillis distributif
libre engendré par les variables de E g, .

On rappelle aussi que 1l'on peut définir sur (Dn_ un préordre de
finesse dont la restriction a l'ensemble des décompositions non

banales est un ordre, mais, si j'appelle (3)'y . >»~>) 1l'ensemble

des classes d'équivalence (encore appelées dépendances)de ce préordre

ordonné par 1l'ordre induit, 1l'ensemble (G)J'). , On~md)
n'est pas un treillis 1lorsque le cardinal de (1. est supérieur

a 2. On rappelle aussi que G)_ﬂ_n'est pas fermé par composition
des applications et que le composé D, o D, de deux décompositions

telles que ED ne soit pas sous-espaces de ED est une
décomposition g'?héralisée non pleine. 1

*
b) Treillis (T , >~~)
Oon peut sur @®( ), ) définir le préordre >> par :

V'G)l C‘G:hxz LGS} 2(_({21:\S>1 S () , &
¥ RER_ : (¥ De@)l : R admet D) %’>VD6®2 : R admet D.

Ce préordre est régulier ; on peut donc lui associer la fermeture
tes o *

définie sur (P((Qn\)parJ)l={De©_n_/V-Re R, :

(¥ D' € $)| : R admet D') => R admet D}
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L'ensemble des invariants de cette fermeture ordonné par 1l'ordre

>~> induit par le préordre >~~~ est un treillis

(1-*, MAnn>) dual du tfeillis (7-*,C.) qui-est lui-méme un inter-
demi-treillis de ®( GQh_). On remarquera que 621, ol 62& ) et par
conséquent | * sont tous des ensembles finis, quoique d'un
cardinal si élevé pour n > 5 qu'il dépasse toutes nos possibilités
de manipulation. Donnons & titre d'exemple 1le diagramme de

*
succession immédiate de (T , C) lorsque QO = {A,B,C}.

[)e)ie))”

En faisant 1'inventaire des parties du "cube" RC de <ABC> engendré
par {po,p'}(ﬁl pO et p' sont des p?ints déconnectés de <ABC>,
on constate que pour chaqu? élément (B) de T‘/
{1 = <ABC>, il existe une partie de RC admettant les décompositions:

lorsque

*
de G) et aucune autre décomposition.
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Nous donnons ici cet inventaire

traditionnelle.

Relations admettant seulement :

AC

RILAUCHE

sous forme visualisée

(8 relations)

(8 relations x 3 (nombre
de

méme

de

décompositions

"forme"))

(8 relations x 3)

I (s). (). [}

-

| [ele). [re][re]}’ l Jﬁ
e

/
/ j
K

+

+ + 4

{QIEStE

A
(4 relations x 3)

Bolnilisosle
e / v

+

2 + 8

1
(8 relations x 3)
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(8 relations)

‘J[AB][AC]}* - ﬂ (8 relations x 3)

{[I;B “'AC“‘, [AB“BC]‘* | (8 relations x 3)

JUSUR——

{ (a8} [ac] . [aB] [Bc] , [Ac] [BC]‘ ' ? (4 relations)

o Tol Ayl ¢

1 relation vide + 8 + 12 + 6 + 1

. . . X . . .

Contrairement & ce qui se passait pour | , il est impossible
’ ’ [] . \ ’ 4 ’ *

en général d'associer a un élément de l une fermeture sur

R -
Eﬂ-
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Mais on peut encore construire un treillis isomorphe a
* %
(T , >~~>) (donc au dual de | ,), de la fagon suivante:
définissons sur P(R, ) un préordre régulier > par
. . S ¥ De’,
YR, C R, : ¥R,C Ryt R DR, € G
(¥ R é'CRl : R admet D) > (¥ R C»d!2 : R admet D). La fermeture

f associée a ce préordre régulier est telle que VR, C R

£(R)) ={RE R,/ ¥De® : (¥ R'€ ®, : R' admet D) =
.

R admet D}.

Les invariants de cette fermeture forment évidemment une partie
de Moore de ®P(®R,_ ). De plus, si je note @; l'ensemble des
décompositions de (S)_n_admises par toute relatioln de (Rl, c'est-
A-dire 1l'intersection des ensembles de décompositions de (Dn_admises
par chacune des relations R € 0‘1' on voit que f((Rl) est le plus

grand ensemble de relations de (RQ_ tel que :

@; = ®:((R y i d'autre part ¥R 6®_q : ¥R, € O, :

f((Rl% c f((R2)1<=> (S);: el @& d'ou 1'isomorphie annoncée entre
le treillis ( (E’,C_zc) des lf((Ri) ordonné par inclusion et le
treillis | 'T'*, >~~~>);0n remarque au passage que la correspondance
®*CR <> f(R,) est un un exemple de correspondance de Galois.

c) Etude des parties d'un hypercube et applications a 1'étude

*
de (T7, >»)
Nous avons vu que si [ L est de cardinal 3, pour tout ®*e T,

il existe une relation incluse dans le cube [A] {po'pl} * [B]

{po,pI} * [C] {po,plk admettant toutes 1les décompositions de

*
)" et aucune autre.
I1 me semble qu'une propriété semblable ne doit pas étre vérifiée

pour un cardinal élevé car je crois que le cardinal d'un ensemble
de parties du cube {po,pl} non images 1l'une de 1'autre dans une
permutation des variables doit étre nettement inférieur au plus
grand cardinal d'une partie de T* dont 1les éléments ne sont
pas images 1l'un de 1l'autre dans une permutation de variables
- ce qui resterait a vérifier. .

De plus, il n'est pas prouvé que pour tout élément (S)* de T,
i1 existe une relation admettant toutes les décompositions de
®)* et aucune autre. Enfin, si D ¢ &*, par définition, il existe

une relation R admettant toutes les décompositions de G)* et
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n'admettant pas D, mais j'ignore si cela implique qu'il existe

une relation finie admettant ()" et n'admettant pas D.

L'idée d'étudier des relations incluses dans 1'hypercube engendré
dans E n par un ensemble { po,pl} de deux points déconnectés
de E peut toutefois é&tre fructueuse : pour chaque relation
R remarquable étudiée, 1'ensemble de toutes les décompositions
admises par R est un élément de Wﬂ*ét on peut tirer des

conclusions de son existence. Nous en donnerons deux exemples.

. o 1 . cas
l1- La relation { P .p ‘ admet toutes les décompositions connexes
sur E ,, et tous ses sous-espaces et n'admet aucune décomposition

non connexe sur Ell_ou un de ses sous-espaces. D'ou la

Proposition 17

Si toutes 1les décompositions éléments de C;)l sont connexes,
»*
toutes les décompositions éléments de (§)1 sont connexes elles

aussi.

2 - Supposons que le cardinal de S soit au moins égal a deux.
Soit E un sous-espace de E , soit « = ‘F<l E,/ non E< F} .
N (I = 1
La relation F\/ (LF] pO * {EI\A F}- p~ ) admet toute
e

décomposition en produit direct définie sur un espace Fe (

et n'admet pas Vv*arE [EA <V>J qui est la moins fine des

décompositions non banales définies sur E. Alors,
*
. . . (- -_—-__-:>
VEc6): wpe 6y s ((VAEO):wnE ) <IE,) et DE 6))

D est banale.

Proposition 18

L'espace de définition de toute décomposition non banale élément

de GDI est sous-espace de 1l'espace de définition d'au moins une

décomposition de é:&a
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= * -~ *
2. EXISTENCE POUR CERTAINS ELEMENTS o DE I DE RELATIONS
*
ADMETTANT TOUTES LES DECOMPOSITIONS DE (G) ET ELLES-SEULES.

a) Etude des ensembles de décompositions connexes

Soit un ensemble C:)* de décompositions toutes connexes ; par
définition de 5)* pour toute décompositioq simple D ¢'a)*, il est
possible de choisir une relation R(D) finie ou infinie, admettant
toutes les décompositions de 6)*, mais n'admettant pas D. Les décom-
positions R(D) sont en nombre fini et il est possible de définir pour

chaque D € " une isomorphie projective 7"0 telle que les relations

VjD(R ) soient déconnectées deux & deux. L'union des relations
N\ *
/OD(R ) admet alors toutes les décompositions de C;) et aucune

autre décomposition simple.

Si de plus toutes les décompositions de ®) sont définies sur
E o, on peut, pour chaque [)6(5;; 6)* trouver une relation R(D)
finie : il suffit de prendre la fermeture () ¥ 3'une relation
reflet de D dans E

Exemple : si ) = LACD] [BDEJ | asce] [so]Y et p = [aB][Bc)

on prend R(D) = GDX( {{ bocldlelf, {azbocod2 2}})

o o 2 2}

4

R(D) = { aobo {
{ bocld2 l} {azbocodl 2‘
{a?

{ bocldlez} b°cCql 1}' {azbocodzel ) {aobocld2e2‘}

Il existe alors une relation finie admettant toutes les

*
décompositions de (3) et aucune autre.

On peut donner du fait que, si toutes les décompositions de @
sont connexes, il existe une relation R(D) admettant toutes les
décompositions degj)* et aucune autre, une autre démonstration

assez voisine mais présentant un intérét propre :
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Soit Cb*l un élément () -irréductible de ( T‘*, C ). Soit ®
l'ensemble des relations admettant toutes les décompositions
de 6)*1. R, est un invariant de la fermeture f définie en 1.b)
et un U -irréductible de (‘é *,C ). Il existe une relation R qui
est élément de (Rl et non de son prédécesseur immédiat dans(g*,c.)

et cette relation R admet toutes les décompositions de GD;
et aucune autre. On peut toujours supposer R définie sur E .

Alors soit &) un ensemble de décompositions toutes connexes.

N = iQI 6): ol les (5/)*1 sont /) -irréductibles de (T*,C).
A chaque G)*i faisons correspondre une relation R, définie sur E
admettant toutes les décompositions de 6)’: et aucune autre, puis
appelons R 1'union d'un ensemble de relations R'i, chacune

projectivement isomorphes & une des R, et déconnectées deux a deux.

*
R admet toutes les décompositions de (5) et aucune autre.

b) Etude d'un type d'ensemble S) de décompositions non toutes

connexes

*
Supposons 6) engendré par un ensemble@ de décompositions tel
que 1'ensemble de 1leurs espaces de définition ait un maximum

E dans 1'ordre <1 ; supposons de plus que les décompositions en

*
produit direct de 6_) soient ou bien définies sur E, ou bien
obtenues par allégement d'un produit direct défini sur E et élément

*
de @O 7. parmi les produits directs définis sur E et éléments

*
de (Y, il en existe un plus fin que tous les autres ; notons
tle D = #* [l oo Y E' =E et

© E'€F E'EF .
¥ E'"¢€F : VE"€ F : E' # E" = E'A E" = 0.

* .
% peut étre engendré par 1l'ensemble (O)' de ses éléments maximaux
dans 1l'ordre de finesse. Toute décomposition D € G)' a autant
de sous-décompositions connexes qu'il y a de facteurs non nuls

’ 9 . [] ] x [} .
dans la décomposition en produit direct - [E A ED:\ Pour

chaque espace E' € F, il existe une relation R définie sur

E'
¥ *
E' et admettant toutes les décompositions D o l_E'] ou D€ %)
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et elles seules car ces décompositions sont toutes connexes ;

>
Alors , * R admet toutes 1les décompositions de@ et elles
E

¢ FE
seules.
En particulier si @) est un ensemble de décompositions définies

sur E , il existe une relation définie sur E., , admettant toutes

*
les décompositions de (§) et elles seules.

. * .
D'ailleurs, si '\;> C@E , nous allons montrer que ) s'obtient
S

immédiatement a partir de(® *.

*
c) Etude de ® lorsque @C(@En_

Soit () un ensemble de décompositions simples définies sur E_

*
@X C () et 1l'ensemble des décompositions obtenues par alleégement
*
d'au moins une décomposition de 5 * est inclus dans ©) .
’ . 0 z r'd 3 . *
Réciproquement, considérons une décomposition D¢ G ;

: X
si Ej = E  , alors D¢ ® " ; supposons Ej # E, -

Soit RD une décomposition reflet de D dans E.Q. ;@x(RD) admet

toutes 1les décompositions éléments de &), donc toutes celles

*
éléments de (5) et en particulier D ; on a donc [ED]poé [ED](G)X(RD)).

I1 existe donc dans G)X(R ) un point que nous nommerons g, tel

D
que \_ED] q = [ED] po. Il existe un isomorphisme projectif?fie

E o dans 1lui-méme, dont les appl'ications composantes hV sont,

lorsque V var E les applications identiques, et sont, lorsque

D’
V var (EﬂAED) telles que hv (coorv(q)) = coorv(po) et que
pour toute coordonnée v 7 coorv(q) d'un point de Rpys hv(v)=v.

Dans ces conditions ?(q) = po. I1 existe une décomposition simple
D' définie sur E_ , ayant 7?(RD) pour relation reflet ; les
variables de E A E[—) ne figurént que dans un facteur de D' ;
D peut donc étre obtenu par allégement de D' ; or po(—; OX*(R V)

D

Donc D' ¢ (S)x. D est obtenu par allégement d'un élément de OX.
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Nous avons démontré la proposition ci-dessous :

Proposition 19

*
Si GDC:G)E , alors (6) est égal A 1'union de &)™ et de 1'ensemble
Fa B

des décompositions obtenues par allégement d'au moins une

décomposition de Cﬁ)x.

*
3. CALCUL DE LA VALEUR DE VERITE DE LA PROPOSITION De &) : PSEUDO-
ALGORITHME DES TABLEAUX

a) Présentation

On se propose de trouver si D€ (K)* en pratiquant par une méthode
dérivée de celle "des tableaux", qui a été exposée au chapitre
v, 2.

Comme au chapitre 1V, on partira d'une relation-reflet RD de
D dans E, , quoique cette fois, I%) puisse étre un sous-espace
strict de E - Puis on‘cherchera a construire une relation incluant
RD et admettant toutes les décompositions de €) en construisant
de proche en proche des relations Ri par adjonction a Ri—l d'un

point q; tel que pour une certaine décomposition [)i¢363 ’
lEA ] (qi)e'.Ai(Ri_l). Mais contrairement & ce qui se produisait
i

au chapitre 1V, on peut avoir Ep # E, 1 c'est pourquoi, ayant

le choix des coordonnées de q; sur les variables V de E O Ey o

°

on a décidé de prendre coorv(qi) = coorv(pl).

Notations - nous reprenons celles du chapitre IV :

q; point inscrit & 1la jéme ligne du tableau R, ensemble des i

premiers points du tableau. Si r est le nombre de points de RD,

alors R_ = R,- Etant donnée une décomposition O 6631 et une
ligne x > 2 du tableau, on note A( & , x) 1l'ensemble des

applications f de F dans R telles que qxey f(FA ) et que

»

f(Fb) ait au moins deux éléments.
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b) Pseudo-Algorithme
Initialisation : R_ < RD ;X & 2 ;1 & r+l ;
= r
“De 6) " <« faux ;
*
tant qu'il y a un point q, inscrit en ligne x et que "D ¢6) "

début ) ' < 6);

tant que &' # }Set "D g "
début Prendre (4, ') ;

A <~ A (4, x) ;

tant que A # ﬂ et "D éGD*"

début Prendre (f,A) ;

Former le produit F<:FALF] (£(F))

si ce produit est un singleton {p}

(commentaire : sinon il est vide)

alors gi [ED](p) = [ED]*(po)

alors "D € & " <« vrai

sinon si p g [EA] R, .
alors q; < p-*[EaA EA](pl);
i «i+l

finsi

finsi

finsi

fin

c) Résultat obtenu ou non obtenu

- lorsque le programme s'arréte ; alors
ou bien, il s'arréte en indiquant "D ¢ 6)*“ ; dans ce cas,
toute relation R incluant RD et admettant toutes les
décompositions de O) est telle que [ED] p° ¢ [ED] R.
Soit R' une relation n'admettant pas D.

Il existe alors un morphisme projectif qf tel que QY(RD)C;R'
et qr([ED] p°) & [ED] R' ; mais on sait que :
¥0 e ¥ R, € (REn_ ¥ A(Ri))clﬁ(qj(Ri)) ; donc si R'
admettait toutes les décompositions de (P) , on aurait

qS([ED] p°) ¢ [ED] R' ; ¥ R'C ®, : R' n'admet pas D =

JAe6d: R' n'admet pas N . D( &) * est bien démontré.
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. ou bien, il s'arréte en indiquant "D ¢ 6)*“ :
alors on a construit une relation Ri admettant toutes les
décompositions de &) et pas D ; il est bien exact que
D &G .

- Lorsque le programme ne s'arréte pas alors la relation

.L%m Ri admet toutes les décompositions de ) mais pas D, donc
1€

D & C()* ; malheureusement, dans ce cas, 1l'algorithme que nous
avons proposé pour calculer la valeur logique de "De &*" n'est
pas effectif et ne fournit pas le moyen de reconnaitre qu'on
est dans le cas ol D ¢ G)*.

Exemple de cas ou le programme "boucle" :
tester si [AB][AC][BC] est élément de

®" = {[ﬁ][B], [21(¢) . [AQ][BCD]}
On remarquera que la réponse est non puisque :
{{a,b,c,d}, {a,b',c',d‘ ' {a',b',c,d'}, {a',b,c',d'%}

toutes les décompositions de §) mais pas D.

*
4. ENUMERATION DE ()

a) Position du probléme

Soit G 1'ensemble des ensembles de facteurs de décompositions
généralisées. Il existe une surjection f de G dans 1'ensemble
G:L des décompositions généralisées qui & tout ensemble de facteurs

F fait correspondre la décomposition f(F) =FJ.F[F]. On désignera
€

aussi- par f 1'extension de f a 1l'ensemble des parties, c'est-
a-dire 1'application de ®(G) dans (P(@%;) qui a toute partie
A de G fait correspondre 1l'ensemble f( & ) des décompositions
f(F) pour lesquelles F ¢ {{ . On va décrire un ensemble Dérmde
régles de dérivation sur G telles que, si 63(;6}1 , si GL est
l'ensemble des ensembles de facteurs utilisés pour écrire les
décompositions de 6) , et si Gisaest la cldture de (A par Dér

4]
c'est-a-dire la plus petite partie de G incluant Ol et stable

, alors f( &1®) ~ CD_ = (.'—)*.

® n
Ce traitement est assez semblable A celui pratiqué en IV.3. Mais

par Dér

cette fois on plonge ®) dans 1'ensemble &) G de toutes les
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décompositions généralisées, qui est infini et quoique, pour

"] , .. , . ,
tout &) c(;k, £( L") A B, soit fini, il peut advenir que,(i?%tant
infini, on ne puisse pas savoir, a une étape donnée de son
énumération, si tous les éléments de G * = f(Gta)

ont été trouvés ou non.

b) Ensemble Dér i des régles de dérivation
1. Alourdissement ; si FO E, 7] F”§7F F', alors :
F—>Fu{f‘}

2. Affinement d'un facteur Fl de Fl par un ensemble de facteurs
a . = -1 F.

F, tel que ¥ F ¢ F, : F <= E_, et que [Fl ]Fl-«<j EE?FZ

Soit F‘l un facteur obtenu a partir de F, par formatage sur

\/ F, c'est-a-dire en ajoutant a l'écriture de F; les variables
obtenues en munissant les variables de K7 F D {F;{}Fdd'indices¢o

FC F,

ne figurant pas dans les variables de %..

F, = {FIXUFy F, = ;F/ﬂF'G F, : F = [F'l] (F')‘} U Fy

3. Allégement si V var FlA E et ,ﬁ F € F3 : V var F

Fl=1Fl\u Fy, = {FlA<V>}\J F,

4. simplification d'écriture

lére régle : élagage
si v, var F; A E, et ;éFe Fy : V, var F
alors :

Fl = Fl‘J F3

s v U
S ‘Fl b <V, >} F,

2&éme régle : suppression de facteurs

Si F est sous-espace d'un facteur de F :

Fu{F']——>F
Remarques : la régle d'affinement choisie ici différe de celle
choisie au chapitre IV en ce que cette fois ce sont les facteurs
de F, et non Fy qui sont sous-espaces de E_ , ce qui va nous
conduire a une contruction différente de la démonstration ; j'ai
choisi chaque fois celles des régles de production qui me
paraissaient conduire & la démonstration la plus simple ; plusieurs
choix sont possibles pour un ensemble de régles de production

permettant de construire ®* (ou ®X) et il y a bien-slir un certain

arbitraire dans le choix retenu.



.186.

De méme les régles de simplification d'écriture, suffisantes

pour produire les formes standardisées de 601. 3 partir de ©®) 1

ne suffiraient pas pour trouver la forme standardisée d'une

décomposition généralisée quelconque.

c) Théoreme et sa démonstration

THEOREME XVIII - Soit Ol un ensemble d'ensembles de facteurs,
chacun sous-espace de E  : soit<3)1 1'ensemble des décompositions
A\ qui peuvent s'écrire A = FgF[F] avec F € Gl ; soit F'
un ensemble de facteurs, chacun sous-espace de E et
D= ¥ [F];alors Dé@’;@F'é o™
FEF'
Démonstration

*
1) Démontrons que F' € A@A® = pe 6)1.

Tout ensemble de facteurs de QLB est obtenu en appliquant les
régles de dérivation Dérm un nombre fini de fois. Il suffit

donc de montrer :

- que toute relation qui admet D = F'é F[Fq admet
D' = J‘ [F']é condition que FA E, - .l V F' ; il suffit
F'€ Fuka F'e F

pour cela de remarquer que D et D' ont le méme espace image et

que ¥ ReE®, : D'(R) £ D(R)

- que toute relation qui admet D, = l Fl] et
g d 1 Fe {Fl\‘UF3[]

D, = _x [E] admet D, = - [F) a condition
2 3 '
Fe Fp FGFBU{[FI]F}F'G F
que F, goit formaté sur E_ . En effet, si
2

2
D

?Z(R) = [EDz] (R), alors
[F1] (D, (R)) = [Fl\ {EDz](R)
= [Fl] (R) ;
or l%l] oD, = F'gini%I]F' ; alors fi{Fly;F3[F](R) = D3(R)

et puisque R admet Dl' R admet D3.
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- 1l'effet de 1l'allégement et de 1la simplification d'écriture

ad té étudié.

[N

ja

[0

2) Démontrons que, réciproquement, si D = *‘F.[Fj '

N F'e
De G)l = F'e (B

Si D¢ G)I, alors la méthode des tableaux se termine sur une ligne

’ = I O
numéro f avec IED] qs lED] p

Pour décrire ce qui se passe au cours du déroulement de
l'algorithme, conservons les notations utilisées en 3° et
complétons-les en nommant :

- Ei 1'espace dont q; est point reflet

- Di la décomposition dont Ri est la relation reflet.

On remarque que D'r = D et que D‘f est banale.
- F'i 1'ensemble de facteurs de D'i

- [Xi la décomposition élément de(5)1 utilisée dans

1'algorithme pour construire le point q; -

- Fl) 1l'ensemble de facteurs de A i
i

D'f est banale ; donc tout ensemble de facteurs de D'f peut étre
obtenu par alourdissement, simplification et allégement de
n'importe quelle décomposition dont 1'espace de définition est

. . . *
surespace de E_ et il en existe une dans ©) p si Dé@)l.

D

Montrons que si F'i € ® pour i>r, alors F'i—l ¢ @® Les

variables de Ei dont 1l'ensemble de départ ne figure pas dans

EA portent toutes 1l'indice i. Or cet indice ne figure que sur
i

la ligne 1i.

Leur suppression qui conduit a remplacer dans F‘i le facteur

Ei par [Ei] EA est donc un simple élagage. L'ensemble de facteurs
i
F"i ainsi obtenu est élément de (bLB‘ si F'i l'est. L'ensemble

Fo des facteurs de [_\i est élément de ( ® ; donc le résultat
i .
de 1'affinement du facteur lEi\ EA de F"i par FA est élément
i i

de @4_3 ; 1'ensemble de facteurs ainsi produit est
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. .
F i-1 L}%[Ei} Fi,s\ mais, pour tout Fi,s eFLS.'
F. e F 1
i,s fA i
lE.j] F. est sous-espace du facteur qui a f(F,, ) pour point
i i,s . ils

reflet et qui est donc élément de F'. 1 ¢ F', , est donc obtenu
N . . . e .

a partir de F i-1 v {[Eil Fi'sq} par simplification

F. s € F
r

d'écriture et par conséquent Fi—l e B

Dans ces conditions F' = €(® ; or F' = F' .

Dans le journal de 1'ACM - Avril 82 -, F. Sadri et J.D. Ullman -
développent une théorie semblable & celle exposée dans ce chapitre:
pseudo-algorithmique des tableaux et cldture de 1'ensemble des
écritures des décompositions de 5 par des régles de dérivation
dans le cas ou ) est un ensemble de décompositions généralisées.

Je n'ai pas cru devoir pour autant supprimer de ce texte la
rédaction des paragraphes 3 et 4, ce qui aurait rendu 1'ensemble
d'autant plus incohérent que ma recherche avait débuté il y a

dix ans par 1'étude de 1‘'algorithme des tableaux.

*
5. ATOMES, CO-ATOMES ET U-IRREDUCTIBLES DE (T (<)

a) Atomes et co-atomes

Les atomes de (] *,C ) sont les successeurs immédiats du plus
petit élément ¢ *, ensemble de toutes les décompositions banales.
L'ensemble des atomes de (T *,C) peut étre mis en bijection
avec 1l'ensemble des sous-espaces de E n ayant au moins deux
variables. Chaque atome étant la plus petite décomposition non banale
définie sur le sous-espace qui lui correspond.

Exemple : si (= {A,B,C,D}, les atomes de (T *,C ) sont :

L=y Ay ) ey AL I} {le) [y
“AB) [Ac] [Bc] }* { ][ Ap] [BD” {[ACH ap][ cp] } *, {[BCJ [0} [CD]}*
“ABC][ aBp ]| acp] [Bc ]}

Cherchons les co-atomes de (7~*,C:) c'est-a-dire les prédécesseurs
immédiats de la décomposition en produit direct ayant pour ensemble
de facteurs 1l'ensemble de tous les sous-espaces engendrés par
une variable.

L'ensemble de toutes les décompositions connexes ne peut qu'étre
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un co-atome. Tout autre co-atome sera donc engendré par un ensemble
de décompositions dont une au moins est non connexe. Le seul
co-atome ne comportant aucune décomposition définie sur E est
l'ensemble de toutes les décompositions définies sur un sous-
espace strict de E  ; il est engendré par 1'ensemble des
décompositions en produit direct ayant n-1 facteurs d'une variable,
si n est le cardinal de (L .

Les autres co-atomes comportent une décomposition en produit
direct définie sur E . L'ensemble des décompositions en produit
direct définies sur E_ qui sont élément d'un co-atome donné
comporte obligatoirement un maximum qui ne peut é&tre ni la
décomposition produit direct de tous les sous-espaces d'une
variable puisque celle-ci engendre le maximum de (T*,C), ni
une décomposition dont au moins deux facteurs auraient plus d'une
variable car une telle décomposition a plusieurs successeurs.

Soit donc F un ensemble de facteurs du type{ E, <Vl>,<V2>...<Vk>
ou les Vi sont toutes les variables non variables de E, et soit

D = szF[F] ; pour gu'un élément &)* de (T *,c ) ayant D pour

élément soit co-atome, il faut et il suffit que
O = ( {D} v®')* et que (®')* soit un prédécesseur immédiat

de * [(V{”* dans (T *,c ). Alors (® ')* est co-atome du
V var E

. 03 *- 7z
treillis 1—E des ensembles fermés par * des ensembles de

dépendances définies sur E ou un de ses sous-espaces.

Puisque D est le produit direct défini sur E le plus fin de
&, 6)'* ne peut comporter de décomposition en produit direct

défini sur E.

*
¢)'* ne peut donc prendre que deux valeurs :
1- 1'ensemble de toutes les décompositions connexes définies

sur E et ses sous-espaces.

2- 1'ensemble de toutes les décompositions définies sur un sous-

espace strict de E.

En regroupant ces résultats, on trouve que, 4 tout sous-espace

E de Eg engendré par au moins deux variables, correspond deux
*

co-atomes de (1 ¥,& ) ; ces deux co-atomes sont de la forme

CD¢ = ( {D\\JCDi)* et SY; = (ﬁD&\)éyz)* avec

1
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. D = LE]* (  * kv>1)
V var ED_A E

(si E = E, cette décomposition est banale)

Y ¥
. 6)1 est 1l'ensemble de toutes les décompositions connexes

sur E et ses sous-espaces.

’
Si E a k variable, (&) , est 1'ensemble des produits directs
ayant k-1 facteurs dont chacun est 1'espace engendré par

une variable de E.

L'ensemble des co-atomes de (1'*,C ) est l1l'ensemble de tous les

by

co-atomes ainsi construits a partir des sous-espaces E de E ayant

au moins deux variables.

Exemple : si (01 = {A,B,C,D}, les co-atomes de/;rfc)sont

{ (8] [rc][np]. [Ae][Bc][BD]. [nc}(Bc]fcD], [?‘DJ[BD][CDJ}’:*
Pl [e] [MIfe]e) e (nb[ed o] [ejeliol}®
4 co-atomes du type :|[anc][]. [aB}{ac], [a8][rq . fc]fec ]}*
4 co-atomes du type :{[aBc]{p], [n]{B]. [A]{c]. [B] [c]}*
6 co-atomes du type :{[AB} QIR

b) U-irréductibles de (T*,C)
Les U-irréductibles de (1 *, c) sont les éléments du type

{p}* ot b & {{p}* - fo\) .

Le théoréme ci-dessous nous permet de reconnaitre de telles

décompositions D.

THEOREME XIX - Etant donnée une décomposition D eG}L, pour que

D GE({D\’* - {D“ *, il faut et il suffit que D soit non banale,

sans connecteur et qu'aucune décomposition non banale de

{D\* - D ne puisse étre obtenue par allégement de D.

En effet, si D est banale, D & @ *;si D a au moins un connecteur,
alors De 4({D}* - {D\) nG)E \ * (d'aprés le théordme XV, Chapitre
D

IV, 6°). Enfin, s'il existe une décomposition non banale obtenue
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par allégement de D ; alors il existe une variable A qui figure
dans un facteur E de D et dans aucun autre, alors [EDIS{X>J[E] €
{D}* - {D} et D peut étre obtenue en affinant le premier facteur
de [E A <R>J E par D o [QXBJ qui est elle aussi élément de
{D}* - {D} ; donc D € ({D}' —‘D})*. Réciproquement, soit D¢ CD_n_une

décomposition non banale sans connecteur et telle qu'aucune

décomposition de ‘D]* - ‘D} ne puisse étre obtenue par allégement
de D.
Prenons 1l'ensemble des variables de ED pour ensemble de référence:

alors E = Ep- D'aprés le théoréme III chapitre II, tout élément
de ’D}* - {D} est soit élément de {D}x, soit obtenu par allégement
d'un élément de {D}x qui, par hypothése n'est pas D. Il existe
une relation admettant toutes les décompositions de {D} X - { D}
et pas D puisque D est sans connecteur. Cette relation admet
aussi les autres décompositions de {I)}* - { D} puisque chacune
d'elles obtenue par allégement d'une décomposition de ‘[)r -{D}

ne peut étre que moins fine qu'elle.

6. ETUDE CONJOINTE D'UN ENSEMBLE G) DE DECOMPOSITIONS SIMPLES
ET D'UN PREORDRE = SUR ® (fL ) LIE A DES DEPENDANCES
FONCTIONNELLES .

Pour la définition des dépendances fonctionnelles se reporter
a 1l'annexe .6. Pour ne pas introduire de complications inutiles,
nous supposerons que les relations étudiées sont définies sur
E -
La question qui se pose est : sachant qu'une relation R définie
sur E o admet toutes les décompositions simples éléments de ®» c
63:L et admet toutes les dépendances fonctionnelles d'un
ensemble A engendrant un préordre régulier (& (), >), que

peut-on en conclure ?

a) Méthode des tableaux pour reconnaitre si toute relation définie

sur En admettant A admet une décomposition donnée D.

L'algorithme ci-dessous, étant donnée une relation R incluse
dans. le "“"cube" engendré par 1l'ensemble des points pi servant
a la construction des points-reflets, calcule 1'image de R par

un morphisme projectif fidéle que nous noterons HA R qui est
’

tel que : - si R admet A, alors Hp R(R) = R

’

- HA R(R) admet A

’
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- pour tout morphisme projectif H tel que H(R) admette
R, il existe un morphisme projectif H' tel que

H(R) = H' o HA,R(R)

Calcul de H, R(R)
A, R—
La relation R est supposée donnée comme un ensemble de r points

a4 ou k e [l,r] ; pour chaque variable V, coorv(qk) est notée

s .o S o3 oas p
v ; 1'indice s servant a distinquer les valeurs de ces coordonnées,

est élément de N.
Qébut "¢a continue" < vrai ; i < r ;

Tant que "ga continue”
Début "ga continue" < faux ; A' < A

Tant que A' # ¢
Début Prendre (E >=> V, A')
Pour j allant de 1 3 i
S'il existe q Ry tel que [ﬁ]qk=[E]qj et
coor, (q, ) £ coor,(q,)
alors "ga continue" < vrai ;

oK <& minimum des indices de coordonnées de V
aux points ay tels que [E}qk = [E}qj
pour k allant de 1 4 i
si [E]qk = [E]qj
alors q, < [En_A ZV>] q * {v*}

fin si ;
fin ;
I£insi;
fin :
fin ;
fin ;
HA,R(R) < ensemble des points q; obtenus ;

Commentaire - dans l'expression HA(R) trouvée, il se peut qu'un

méme point soit nommé plusieurs fois, autrement-dit que j f k

et qj = qy cela n'est pas génant théoriquement, mais il faudra

en tenir compte plus tard pour tester explicitement si HA(R)= R'
ou R' est une autre relation, puisqu'il s'agit d'égalité

d'ensembles et non d'égalité de suites.

Pour que toute relation définie sur E, admettant A admette D,

o -
il faut et il suffit que [ED] pE HA,RD(LEa}RD)'

En effet : _
H est fidéle ; donc |E ] po = °
ARy L D HA,RD([ED)p )
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o
dmet A mais pas
[ED] p f HA,RD([ED‘RD)’ alors HA,RD( RD) adme p

D puisque H (Ry) C Hp o (Rp) et Hy ([ED]p ) & Hp R [ED](HA'RD(RD))).

D "D
cette derniére relation étant égale a HA,R (lED]RD).

A,R

Réciproquement, si [Ep]poéé HA R ([Ei]R ), alors on va montrer
'Ry D] D

que pour toute relation R définie sur E_ et admettant A, s'il

existe un morphisme projectif H tel que H(RD)(: R , alors
(lED]pO) € [ED]R ; supposons donc H(RD)c; R ; puisque R admet
A, H(RD) admet A. Donc il existe un morphisme projectif H' tel

que H(R.) = H' o H ;uisue[E]O H (JEJR.),
D “a,ry FoPUEEd o] P € fa,ry [ o] Rp
[ o ] . ' | .
H ([ED]p ) € H' o HA’RD([ED](RD)) ; H ([ED]pO)e H([ED]RD) ;
enfin, puisque Hy p est fidele, H' (H ([E.]p )) € H(LEb]R );

H([E ]p°) e H [ED]RD') D

b) Méthode des tableaux pour reconnaitre si toute relation

admettant ) et A admet une décomposition simple donnée D

L'idée est de construire a partir de R, une suite de relations
Ri(i > r, nombre de points éléments de RD) qui, d'une fagon qui
sera précisée, tende vers une relation R, admettant G) et A, en
faisant de telle sorte que si et seulement s'il existe un rang
i > r pour lequel [E "] p [ [ED] R, alors toute relation R

admettant () et A admette D.

On prend Rr = HA,RD(RD)' ainsi Rr admet A. On part avec 1 = r;

Pour tout i > r, il y a trois possibilités;
[E ]p € [ D]R on arréte alors la construction et nous verrons

qu'on peut conclure que toute relation admettant &) et A admet

D. Remarquons tout de suite que, d'aprés a), si cela se produit

pour i = r, toute relation qui admet A admet D.

2. [ D] p lED] R, et R, admet () ; nous verrons qu'alors R,
admetPet A et pas D (ce qu1 découle de a)lorsque i = r).

3. [ED][) é [ED]IR et R n'admet pas(iy alors on choisit dans()

une décomposition /A non admise par R puis on choisit un point

p de (X(Rl) LE] R.. Si ED = E, , on pose q, i+1 = Ps sinon,
on pose q,,, = P [ E, ] pi*l. Enfin on pose R'.}; =
Ri"{qiu% et Riyy = Hp,pe  (R'54y)

i+l
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Voyons la situation lorsque l'algorithme s'arréte (s'il le fait).

Dans le cas 2, soit Rf la derniére valeur de Ri'

Re admet A et 6D ; le morphisme He = HA,R'f o H IR

- o HA,RD est tel que HE(RD)<; Rf ;: puisque ce morphisme
. by j..° ° 3 % ° !

est fidéle, Hf([ﬁDJp ) = [ED]p , et puisque lEb]p & Rg, Rp n'admet

pas D.

A,R [e)

HA,R'

I1 existe une relation admettant A et &) mais pas D.

Dans le cas 1, montrons que toute relation admettant A -et®admet
D. Soit R une relation admettant A et () ;

Nous devons montrer que s'il existe un morphisme H tel que H(RD)
¢ R, alors H({bo]po) € [ED]R.

Supposons donc qu'il existe un morphisme H tel que H(RD)C. R.

Puisque R admet A, H(RD) admet A aussi ; il existe donc un
morphisme H(Y) tel que H(RD) = H(r) o Hy R (RD) d'ou H(RD) =
Hr) (R ). D

Pour toute valeur de 1l'indice i utilisée dans 1l'algorithme, nous

poserons Hi = H o H o ... oH o H H

1) ] ’
AR, AR', AR, AR
Hi est un morphisme projectif fidéle tel que Hi(RD) C'Ri'
Nous allons d'autre part construire un morphisme H(i) tel que
(i) = g(i)
H (Ry{)C R et H(Ry) H o H,(Rp).
Pour i = r, H{r) a bien les propriétés voulues.
Supposons que pour une valeur de i, un tel H(1) existe et montrons
comment on peut construire H(i+l) lorsque 1'algorithme conduit

a construire R, .
i+l

Remarquons d'abord que si g(i) a 1les propriétés voulues, tout
morphisme projectif k(i) dont les applications composantes donnent

la méme image que H(i) aux coordonnées des points de Ri a aussi
les propriétés K(i)(Ri)c; R et H(RD) = k(i) o Hi(RD)‘

s

soit O 1a décomposition de 6) servant & la construction de 5417
H(i)(ARi) ¢ A R et puisque R admet O, H(i)(ARi) C-[EA] R ; donc
H(i)([EA} qi+l) € [EA] R : si Ea # E, . on peut toujours remplacer

(i) par un morphisme k(i) donnant 1la méme image de R, en

choisissant 1'image de pl+1 par k(i) de fagon a ce que Ki(qi+l)

€R ; si E, = Eq. il suffit de prendre k(i) = g(i),  posons

R'y 4y = Ryo fag )
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-e

i i (i) (R’
K(l)(R'i+l) c R et, puisque R admet A, K (R i+l) admet A

il existe donc un morphisme Hlitl) tel que

I

) = ulitl) oy (R'. .)

K(i)(R'.
+ '
i+l A,R i+l i+l

b

(i+1)
H{1 (Ri+l)

i (i+1)
On a bien H (Ri+1)c; R
(i) =
D'autre part K (Hi(RD)) H(RD)

i i (1) = gitl
mais, puisque Hi(RD)C: R', ;+ K (Hi(RD)) H o Hy oHi(RD)

]
Rin

- ygi+l
= H o Hi+l(RD)

Pour tout Ri’ en particulier pour celui qui nous intéresse et

qui est tel que lEDj p° € lED’S(Ri)/H(i)(Ri)C. R.

Si [ED] p° ¢ [EDX R;. alors H(i)([Eglpo)G-[ED} R ;

mais H, étant fideéle [ED] pe = H, ([Eﬁ} p®)

Hii) o Hi([Edlpo) (o [ﬁD‘R ; or on a montré que pour tout i,

H(R,) = Hii) o H, (Rj), ce qui entraine H([Eb}po) = H(i)oHi([Eé]po).

H([ED p°) € [EDl R, ce qu'il fallait démontrer.

Avant de me poser la question de savoir dans quelles situations
1'algorithme peut ne pas étre effectif, je vais formaliser plus
précisément cet algorithme, <car 1le résultat n'est convenable
que si 1l'on veille a ce que le cheﬁinement, s'il se prolonge
indéfiniment refasse utiliser chaque décomposition de C;)au bout

d'un temps fini et d'une fagon convenable.

Calcul de 1la valeur 1logique de "D est conséquence de@et A"

(pseudo-algorithme)

Commentaire : afin de ne pas alourdir 1l'exposé d'un schéma déja

by

un peu lourd & suivre, je ne chercherai pas du tout a avoir un
cheminement économique. J'appelle Appl(lx,i—l) 1'ensemble des
applications f de 1l'ensemble des facteurs de A dans la relation
Ri-1 7§
autres algorithmes de tableaux (cf.chapitre 1V, 2.) ;i en

je garde par ailleurs les mémes notations que dans les

particulier r est le nombre de facteurs de D.



Début Initialisation R < H (R.) ;: 1 <« r+l ;

"D est conséquence de ®) et A" <« faux ; "¢a marche" <« vrai ;

Tant que "ga marche" et non "D est conséquence de et A"
Début "ga marche" < faux ;
(ORI OF
Tant que ®' # d et non "D est conséquence de () et A"
Qéggg Prendre (4 ,®')
fle Aop1 (A, (i-1))
Tant que JE # § et non "D est conséquence de () et A"
Début Prendre (f,J%) :

Former le produit [F](f(F))
Fe F,

~e

si ce produit est un singleton {p} ({commentaire :
sinon il est vide) et sip gs[EA] Ri_y
. iy .
alors q ; < p *[EQBEA](p )
1] A .
R', < R, via i}

TEST si Ipe Ry : [B]p = [ED\PO

alors
"D est conséquence de G) et A" < vrai

finsi
si Ry + R;_, (voir commentaire du
calcul de HA,R(R))

alors "g¢a marche" < vrai

i <« i+l ;

finsi
finsi

in de 1'étude d'une application f pour 1la

construction d'un point q i et de la

fabrication de Ri
_fin de 1'étude d'une £ e &)

fin d'un parcours de G:)

fin du pseudo-algorithme.
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Si le programme s'arréte avec "D est conséquence de() et A" =
vrai,alors toute relation admettant 6) et A admet D, comme nous
1'avons déja vu.

S'il s'arréte avec "D est conséquence de ®) et A " = faux, la
relation R, obtenue a la fin admet ) et A et non D.

Enfin, si le programme "boucle", on ne peut pas conclure. Mais
ce cas ne se produit que lorsqu'il existe une relation admettant
GDet A et non D.

En effet, pour toute ligne i du tableau et pour toute variable
V si qi(t) est le point figurant a la ligne i a l'instantt,1'indice

j(i,v,t) tel que cooryq,(t) = coor pi(i/V,t) est une fonction
décroissante de t prenant ses valeurs dans N ; a partir d'un

certain moment ces valeurs sont donc constantes. Soit q; f la
4

limite de qi(t) quand t > oo . La relation Rf égale a 1l'ensemble

des points 9 ¢ admet (P] et A mais pas D, puisque si j'appelle

i,f 1la . . . .
relation formée des points qj £ inscrits dans 1les i
’

premiéres lignes, pour tout O e® l'algorithme produit au bout

d'un temps fini tous les points de A&(Ri f) et les inscrit dans
[Ebe. '
c) Méthode des tableaux pour reconnaitre si toute relation

admettant () et A admet une dépendance fonctionnelle E >=> V.

Le calcul de la valeur logique de "E >=> V" est conséquence de
MDet A peut se faire par le méme algorithme que précédemment a
ceci preés
1. que 1'on note bien les indices i des points q; parce que ces
indices vont intervenir dans le test,

2. que, dans 1'étape initiale, on pose

R', ¢ [EO_AZ{;)J po * [<v>] pl, [E v <v>| po * [EJLA(EV <wv>)]p?

ou encore seulement
Ve o+ e aABlol. i o x| =Tl 2
R', < [E] po * lE_QA EJp , lEV <v>] pO * | Eo 8(ET<V>)] p

(R',)

2

et R, = H

2 A,R' 2

3. et que la condition étiquettée "TEST" est remplacée par
" - = o "
si coorv(ql) coorv(p |
Encore une fois, dans le cas ou E X V est admise par toute

relation admettant ({ et A, 1'algorithme se termine en donnant
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Dans les autres cas,

ou il se termine en

indiguant que E >= V n'est pas conséquence de G) et A, ou

il ne se termine pas.
d) Exemples d'utilisation de 1l'algorithme des tableaux.
1—@={LABC][BDE]\A={BC>=>D} D=[BE][BDJ[ABC]

_— v L — L B—

R3—RD R4 R4 R =Rg R6“R6
i A BCDE A BCDE A BCDE ABCDEI|ABCDE
11011010110 | 10100 1010010100
2 20202 20202 20202 20202120202
3 00033 00033 00033 0003300033
4 1 0102 1 0102 10102110102
5 20200120200
5 0 00 O0O0¢«

D est conséquence

2-6) ={[BC] [BDE]} A ={BC => D} ;

de A et P <&

on veut tester si B >=>D

est conséquence de ) et A (En_= < ABCDE >).
R2=R2 R'3 R3
i A BCDE A BCDE A BCDE
00010 00010 |00 o0[0Jocft—> B > D est
2020 2 20202 20202 conséquence
30002 |3000°2 de G) et A

3- 6-) et A sont

les mémes qu'en 2.

On veut tester si B > E est

conséquence de (§) et A.
R'27R; R3 Ry
i A BCDE A BCDE A BCDE
0 00O01 00001 00001
2 20220 20220 20220
30020 30000
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R3 admet 6:)et A mais pas B =>E; B >=> E n'est pas conséquence de

A (par contre [PCD][BE} l'est).

4-6) --“A][B], [A)[c]} Aa={BC > DY ;
D = [AB][AC][BC]; le "programme boucle"
D'ailleurs, la relation
{{ac,bo,c '), a0,b,c0,a0}, {a,b0,c0,a2}, [a',bO,c",ar)
{a',bﬁco,do‘ admet A et 6) mais pas D.

7. UNE AUTRE INTERPRETATION DE LA METHODE DES TABLEAUX.

a) Présentation du théoréme

Afin de rapprocher les notions de dépendance fonctionnelle et
de décomposition, on peut remarquer que si une relation R admet
la dépendance fonctionnelle E > V, alors, quelle que soit la
relation R' définie sur E, V <> (Z non variable de Ep),
[ER]R' = R = R' admet la décomposition [Ev (vi'[(Ean <z>)¢s£§>];
nommons D . . ? cette décomposition ; réciproquement, si R n'admet

pas la dépendance fonctionnelle E >=> V, alors il y a dans R deux
points q, et q, tels que [E]ql = [g]qz et coorv(ql) # coorv(qz).

On peut toujours construire R' en prenant 1'ensemble des points
q * {zi} ol g¢ R et zi =zl si coorv(q) = coorv(ql),

zi = 22(# 21) si coor,,(q) # coory(q, ).

R' alors n'admet pas D

~ B "-
E >> V ni méme lE\7<V>] [ EV<~>J

Si 6) est un ensemble de décompositions simples et A de dépendances

et

fonctionnelles, il peut venir a 1'idée de remplacer N parnﬂkkt

de remplacer 1'étude du couple (G, A) par 1'étude de 1'ensemble

de décompositions simples@DL);D /JE >>Ve A } définies

E =V

sur E

s {2y
= 7 v L
Posons(DA {DE ey y/ EX> VE A} et ) A 1'ensemble des
décompositions obtenues a partir de celles de (9 A Par allégement
de 1la variable 2z, c'est-a-dire 1'ensemble des décompositions
. ~ —
D'p oy y = [E \7<v>] [E_n_L\ <V>J telles que E >> V ¢ A.

Toute relation admettant A admet () 'A’ Enfin nommons EJL 77
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é) XZ *2 . PP )
wa T etc... les objets définis comme E_, , 0 , ’ P e

lorsque 1‘on remplace Q. par (1 u{z }-
Nous pouvons maintenant exprimer la correspondance entre 1'étude
de (B>, A) et celle de ((§)UG)A) dans un théoréme que nous

démontrerons par un examen du pseudo-algorithme des tableaux

et une réinterprétation de son déroulement.

Théoréme XX

Soit 6)(‘@2Let A un ensemble de dépendances fonctionnelles ;

alors pour toute décomposition D & @) :

D ¢ (@U@A):E e pe ( @uG)'A)*

*
et D¢ (G)U@A)l@ ¥ Re ®, : (R admet 6’ et R admet A)
=> R admet D
Pour toute décomposition D € @21 -—GzL.

*z v *
pe (6OUO)E & (Do [E,]e(OvO,)

et il existe dans 1'ensemble des
facteurs de D un facteur F, ayant

{ Z pour variable tel que

(FZ A <2>) > (ED A <Z>) dans le

préordre régulier >> engendré par

| les dépendances fonctionnelles de
toute relation qui admet 6) et A.

Démonstration

Lors du déroulement de 1l'algorithme des tableaux, on peut toujours
considérer que, au lieu de remplacer les points de R'i par leur

image dans le morphisme projectif H je laisse les points

A'R' !
de R', A leur place et je note a 1la guite de R'i les points

HA,R'i(q) tels que g € R', et HA,R'i(q) + q.

Le seul inconvénient est que 1'indice i n'indiquera plus la ligne
du tableau et ne sera plus indiqué par elle ; mais je peux noter
la valeur de i dans une colonne supplémentaire, et méme considérer
que le i correspondant 5 un point g du nouveau tableau représente
la coordonnée suivant Z du point qZ = q * zi} cu les zl sont

des éléments de Z tels que i # j = zi # 2J.

Exemples : reprenons notre premier exemple.
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Le calcul serait présenté ainsi :

A A BCDE Pour le deuxiéme exemple, il serait

présenté ainsi :

0110 Z A BCDE

2 0 2
00033 1 00010
20202

4 10102
30002
1 10100 1 0000O00O0

b) Etude du cas ou D€®a

On voit que dans la nouvelle présentation du tableau, on a écrit
sur les r premiéres lignes la relation reflet de D dans Eaz'
Lorsqu'on construit une nouvelle ligne du tableau en utilisant
une décomposition & , la 1ligne assortie de son indice est

exactement celle que 1'on obtiendrait par 1l'algorithme des tableau

dans E_, pour tester D € ( G)UG)AriZ ; lorsqu'on construit une
nouvelfg-ligne du tableau en écrivant une ligne portant un indice
i déja rencontré, c'est qu'on utilise une dépendance fonctionnelle
E > V € A.

Soit qZ = [EnJ q * {zik le point de Eaizque 1'on construit.

Il existait donc dans les lignes précédentes un point
q‘z = [E&é’q' * ‘zi} et un point q"2 = [E q" *{ zjk tels que
q

[E_(LI.\ <T/>j q' = [Eaﬁ <Wv>] q et [E_V<V>] " o= [EV <wv>] q.

Cette ligne peut étre construite a partir des précédentes dans
. . *z
le tableau T2 établi pour tester D € ( G)UGDA)—— par rapprochement

des points q'%? et q"%2 a 1'aide de la décomposition D de

E =V
@a-

Le tableau Tl établi pour tester "D est-il conséquence de® et

A ?"sous sa nouvelle présentation peut étre considéré comme

"

une partie du tableau T2
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Si Tl contient un point g tel que lED]q = ED p®, le tableau

T2 le contient aussi, donc si D est conséquence de G) et A, alors

D e ( G)UG)A)*—Z.

Si D n'est pas conséquence de 6) et A, il existe une relation
R définie sur E 5 qui admet ) et A mais pas D. Toute relation

R' définie sur E__ telle que [Ea]R' = R admet ©) puisque 0 c 6D ,

. nz
adn‘\e’t:G)A mais n'admet pas D.

*
Nous avons démontré que D € (@u(S)A)—Z- & ¥ Re R :

*
(R admet () et R admet A) = R admet D. De plus, si D€ (G)um’A) '

toute relation admettant A admet 6)'A et toute relation admettant

* *
et A admet (G)u 6'p) donc D ; D€ (S vd® A)——Z/'réciproquement

Z

*
si D ¢ ((S')u(f)A) , 7 n'étant pas variable de E, ni variable

centrale d'aucun élément de ©u6) 1'algorithme des tableaux

AI
*

indique que D € ( @uG)'A) .

c) Etude du cas o DE®), -Bn

Soit D une décomposition telle que <Z2> =4 ED.
- * 7
Supposons que D € ( 0)u®h)~~.
*7
Alors l'algorithme des tableaux testant D € (GDUQA)— se termine

sur une ligne f oUu figure un point q = [Ej,l q * {zo} tel que

[E al ED]q = [Eu I\ ED]po.

Mais alors, si on portait en place des premiers points a; du

tableau, les points q'i = [E_n.-j q; * ‘ zi}, la méthode des tableaux

[ [] ~ ’ I3 . *Z A
utilisant les mémes décompositions de (@v@A)—— dans le méme

ordre et de la méme fagon que précédemment, aboutirait a 1ligne
f au point LE] q *fzj‘(oh 1 £ j € r) puisque les décompositions

de @UQA ayant 2 dans leur espace de définition ne 1'admettent
jamais comme variable centrale.

On en déduit 1- que l'algorithme des tableaux dans E donnerait
- *
D 0[<Z>_JE(QUG§'A) .

' . s *7
2- qu'il existe une décomposition Dle ( ® o 6)_ )= obtenue a

A)
partir de D en y supprimant la variable Z de tous les facteurs

sauf un (le j®M€) gque nous noterons F,.
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3- que la décomposition [FZ] [En_A ED—l qui est moins fine que

Dy

V var (ED A F‘-Z)wqui sont obtenues par allégement de 1la

* 7
précédente sont éléments de (@U@A)—é.

et toutes les décompositions [FZ][(FZ AE, |4 <V>:, (pour

Soit R une relation définie sur E_a_. admettant ) et admettant

A ; soit R' une relation définie sur Eﬂz

—_—

et telle que
[En] R' = R ; R' admet () et admet @A' donc admet
* Y —
(& v @A)—-é et admet, pour toute variable V de E; A F, la
décomposition [‘Fz] [(FZ AE, ) v <V>_] ; d'aprés ce qui a été dit

au début, R admet la dépendance fonctionnelle (F, b <Z2>) > V.

Dans le préordre engendré par l'ensemble des dépendances
fonctionnelles de R, (FZA <T>) > (EDA a>).

Réciproquement - Soient @) un ensemble de décompositions, A un
ensemble de dépendances fonctionnelles, D' wune décomposition

définie sur un sous-espace de Eq+ F un facteur de D'.
*
Supposons que D' ¢ (@uG)'A) et que pour toute relation R définie

sur E_ et admettant G) et A, on ait F > Ep.-

*
Alors D' ¢ (6)\/63'1\) ; d'autre part, pour chaque variable V
de ED' A F et pour toute relation définie sur E, et admettant
@) et A, F > V. En testant F >=> V on construit une partie du
- e vz
tableau du test " [En.ZA <V>LF 14 V](— (QUQA)——— ?" et en trouvant
que F > V, on prouve que ¥ V var ED.A F :

[E&Z— A< 7;)][5‘ vvje (©uv6), *z

En affinant le premier facteur facteur d'une de ces décompositions
par les autres, puis en pratiquant un alourdissement, une

simplification et un allégement, on en déduit que [FV<Z>][ED;‘¢

* 7
(v S)A)—-.
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Alors en affinant le deuxiéme facteur de cette décomposition
par D' et en supprimant le facteur F qui est sous-espace du facteur
F \7 <I>, on trouve que la décomposition obtenue a partir de D'

en remplacant le facteur F par le facteur F v<z> est élément

*
de (G)U(QA) Z . i1 en sera évidemment de méme pour toute
décomposition D ol on opére de plus le remplacement d'autres
facteurs F' par F' < <% puisqu'elles sont obtenues par

alourdissement des précédentes.

Corollaire du théoréme XX

Soit.éxkiggLet A un ensemble de dépendances fonctionnelles ;
Soit E<=3 E_ et vest

(¥ Re (RE : (R admet ®) et R admet A) => R admet E > V) &
ol ¢ 3N

(|[E v<v>][EnA<'\7>] el ®v®',) et IF_aBAV:F > Ve A

C'est une conséquence immédiate du théoréme.
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A NNEXE

RAPPELS ET ' COMPLEMENTS EN THEORIE DES TREILLIS
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ANNEXE

RAPPELS ET COMPLEMENTS EN THEORIE DES TREILLIS

L'étude des ensembles de décompositions repose sur 1'étude de
nombreuses fermetures et préfermetures sur treillis. Pour en
rendre 1l'accés plus facile et pour ne pas avoir a rappeler a
chaque page 1les propriétés de ce type d'application qui sont
nécessaires a mon exposé, il m'a semblé judicieux de rassembler
dans cette annexe les quelques résultats élémentaires utilisés
dans ma thése. J'ai développé un peu plus longuement les énoncés
relatifs aux U-irréductibles ou U -irréductibles des treillis
finis parce que ma démarche pour étudier les treillis finis que
j'ai pu rencontrer a souvent é&té d'en chercher un U-codage ou
un N -codage minimum. J'en ai profité pour rappeler les techniques
d'études de 1'ensemble des dépendances fonctionnelles d'une
relation: ces résultats m'ont paru trop anciens pour étre exposés
dans le corps de ma thése, mais il est nécessaire de les connaitre
pour aborder leurs prolongements développés dans le chapitre
V. Je termine par une étude succincte du treillis distributif
libre sur n variables, qui est isomorphe au treillis des

décompositions simples lorsque le cardinal de ) est n.

1. ENSEMBLES ORDONNES - VOCABULAIRE ET NOTATIONS

Soit (E,<) un ensemble ordonné.

Soit A ¢ E ; 1l'ordre induit par < sur A sera noté aussi ( ;

(A,<) représente donc l'ensemble ordonné tel que, pour deux
éléments quelconques x et y de A, x & y dans A si et seulement
si x < y dans T. Soit CC E ; c'est une chaine de (E,<) si et
seulement si (C,{) est un ensemble totalement ordonné.

On appelle chaine maximale de (E,<) un élément maximal de

l'ensemble des chaines de (E,<) ordonné par inclusion.
L'existence de chaines maximales incluant toute chaine donnée

dans tout ensemble ordonné est équivalent & 1'axiome de choix.

Une section commencante de (E,{) est une partie A de E telle
que V¥ X € A : ¥ ye E : Yy £ x =y ¢ A.

Une partie commengante qui a un maximum a et qui par conséquent
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est 1'ensemble des éléments de E inférieurs ou égaux a a est

appelée section commencante principale engendrée par a et notée

a) .

Une chaine commencante (ou encore descendante) de (E,<) est une

chaine maximale d'une section commengante principale de (E,<).

On définit de méme en remplacanf dans le texte < par 3,

finissante, une section finissante principale (notée [a), une

une section

chaine finissante (ou encore ascendante).

Soit A C E. La section commencante engendrée par A et notée AC

est AC = U x].
A

Si a et b sont deux éléments de E, on appelle intervalle [a,b]
la partie de E définie par : [ﬁ,b] = ’x € E/a & x b}.

Soit A C E. Si 1l'ensemble des majorants de A a un minimum a,

a est nommée borne supérieure de A dans (E,<). On devrait la
noter a = Sup(E <)(x), mais s'il n'y a pas ambigquité sur
LN
XeA

1'ensemble de référence (E,<), on la note a = Sup (x)
X €A

On définit de méme la borne inférieure dans (E,{) d'une partie

A de E comme le maximum de 1l'ensemble des minorants de A dans
(E,<), lorsque ce maximum existe. On la note a = Inf (x)

X €A
Une partie A d'un ordonné (E,<) est dite libre si et seulement
si ¥x€e€A:V¥VyeAhA:xLy=x-=y. '

Une chaine (C,&) est bien ordonnée si chacune de ses parties

non vides a un minimum. Tout élément de C sauf éventuellement
le plus grand s'il existe, y a donc un successeur immédiat. La
longueur d'une chaine bien ordonnée est le cardinal de 1l'ensemble
des couples de 1la chaine qui sont en relation de succession
immédiate. Lorsque 1la chaine (C,<) est finie, longueur (C,g)

= card(c) - 1 ; lorsqu'elle est infinie, longueur (C,<) = card(c).

Un ordonné (E,<) est partiellement bien ordonné si toute partie

non vide de E a des éléments minimaux, ou encore si toute chaine

de (E,<) est bien ordonnée.
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2. TREILLIS

a) Vocabulaire et notations

Un ordonné (T,<) dans lequel :
- Toute partie finie non vide a une borne supérieure est un U-

demi-treillis

- Toute partie finie non vide a une borne inférieure est un demi-
treillis

- Toute partie finie non vide a des bornes supérieures et
inférieures est un treillis

- Toute partie a des bornes supérieures et inférieures est un

treillis complet ¥

- Toute partie non vide majorée et minorée a des bornes supérieures

et inférieures est un treillis conditionnellement complet.

On montre que si (E,<) est un N -demi-treillis dans lequel toutes
les parties ont une borne inférieure, c'est un treillis complet
et qui, si (E,<) est un /() -demi-treillis dans lequel toutes les
parties non vides ont une borne inférieure, c'est un treillis

conditionnellement complet.

J'appelle dual du treillis (T,<) le treillis (T,R) ou R désigne
la relation d'ordre réciproque de £ (x Ry & y £ x).
Je noterai Sup(a,b) et 1Inf(a,b) les bornes supérieures et

inférieures de ia,b‘.

b) Eléments U ou /\ —-irréductibles

Dans un treillis (T,<), on dit qu'un élément est :
complément U-irréductible si, pour toute partie A de T,
a = Sup(x) = a € A

X€ A

U-irréductible (ou U-fini-irréductible) si pour toute partie
finie A de T, a = Sup(x) = a € A.
X€ A

Si a n'est pas U-irréductible, on dit qu'il est U-irréductible

(ou U-fini-réductible).

Si le treillis (T,) est complet ou conditionnellement complet,

alors pour qu'un élément a de T soit complétement U-irréductible,

il faut et il suffit qu'il ait un prédécesseur immédiat unique.
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- Pour qu'un élément a d'un treillis soit U-fini-réductible,
il faut et il suffit qu'il soit borne supérieure d'une partie
libre du treillis formée de deux éléments.

Si un élément a est U-réductible sans étre complétement
U-irréductible, il est borne supérieure de chacune des chaines
maximales de a] - fa\.

Soit (T,<) un treillis. S'il a un minimum, nous noterons 0 ce
minimum et s'il a un maximum nous noterons 1 ce maximum.

0 = Sup(x) : 0 n'est donc pas U-irréductible.

ve g

On dit que le treillis (T,<) est U-engendré par une des parties
Ade Tsi ¥xeT<: IBC A : Sup(y) = x.

YEB
On dit que 1le treillis (T,<) est U-fini-engendré par une des

parties A de T si tout élément de T est borne supérieure d'au
moins une partie finie de A.

On dit que B C T est un U-générateur d'un élément x de T si

Sup(y) = x : on dit que cet U-générateur est irredondant si de
Y€B
plus, pour toute partie stricte P de B, Sup(y) # x

yePp

Un U-générateur irredondant fini de x est aussi appelé une base

irredondante de x.

Les définitions des mots ci-dessous se déduisent par dualité
des précédentes : complétement /N -irréductible, N -irréductible
(ou N -fini-irréductible), M -réductible, N -engendré,

N -générateur, irredondant, N -base irredondante.

Soit (T,<) un treillis ayant un 0. On appelle atome de (T,L)
tout successeur immédiat de 0. Tout atome est complétement U-
irréductible.

Soit (T,&) un treillis ayant un 1. On appelle co-atome de (T,g)
tout prédécesseur immédiat de 1. Tout co-atome est complétement

N -irréductible.

c) Idéaux et filtres
Soit (T,<) un treillis.

Une section commengante I de (T,§) est un idéal si et seulement

si elle contient la borne supérieure de chacune de ses parties

finies.
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Un idéal ne peut avoir plus d'un élément maximal.
Tout idéal qui a un élément maximal est une section commengante

principale de (T,<) qu'on appelle aussi idéal principal.

Une section finissante F de (T,<) est un filtre si et seulement
si elle contient la borne inférieure de chacune de ses parties
finies.

Un filtre ne peut avoir plus d'un élément minimal. S'il en a
un, c'est une section finissante principale de (T,<) qu'on appelle

aussi filtre principal.

Si un idéal I et un filtre F de (T,&) sont deux parties
complémentaires de T (au sens de 1l'inclusion ensembliste), et
non vides, on dit que I est un idéal premier et T un filtre

premier.
Si [x est un filtre premier, alors x est U-irréductible.

Si y] est un idéal premier, alors y est /) -irréductible.
Si ‘} et i] sont deux parties complémentaires de T, alors x est

complétement U-irréductible et y complétement () -irréductible.

Dans un treillis quelconque, les réciproques de ces implications

sont en général fausses.

3. FERMETURES, PARTIES DE MOORE ET PREORDRE REGULIER SUR UN
TREILLIS COMPLET

a) Définitions

- une fermeture sur un ensemble ordonné (E,{) est une application

de E dans E qui est croissante, idempotente et extensive.

un () -sous-treillis & un treillis (T,§) est une partie A de T
telle que, pour toute partie finie non vide B de A, Inf(x)€ A.
xeB

Un N -sous-treillis complet d'un treillis complet (T,<) est un

partie A de T telle que, pour toute partie B de A, Inf(x)é&€ A.

X€E€B
C'est un treillis complet et ¥ Bc A : Inf(A <)(x) = Inf(T <)(x)
[N r S
X€EéB X € B

et SuP(A,g)(X) > Sup(T’S)(x).
XE€B x€ B
Un N -sous-treillis complet d'un treillis complet (T,£) s‘'appelle

aussi partie de Moore de (T,g).

On définit de méme les U-sous-treillis et U-sous-treillis complets.
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- Un préordre régqulier sur un treillis complet (T,<) est un

préordre que nous noterons (T, >>») et qui est tel que :
¥ xe T ¥yeT:y<x =X >>y
¥ xe T (¥ ye A : x > y) = x > Suply)

yeA

Iy

.0

b) Correspondance entre les trois notions : soit (T,<) un treillis complet

- Etant donnée une fermeture f sur (T,g), 1'ensemble M. image
de T par f, qui est aussi 1'ensemble des invariants de f, est
stable par intersection. C'est donc une partie de Moore de (T,<).
(Mf'$) est alors un treillis complet et 1l'application f de (T,Z)
dans ‘vaS) est un U-homomorphisme, c'est-a-dire que
A : =

ACT f(Sup‘T'S)(x)) Sup (x)
XEA Xe A

grs)

La relation > définie sur T par ¥ x : ¥y : f(x) £ fly) &
y = x

est un préordre régqulier.

- Etant donné un préordre régulier (T, >>) défini sur un treillis
(T,&), associons a tout x € T sa classe d'isovalence € (x).

Sup(y) e €(x) et 1'application x — Sup(y) est une fermeture
ye%(x) ye%(x)

sur (T,<).

- Etant donnée une partie de Moore M de (T,<), 1l'application

fy de T dans T qui 4 tout x € T fait correspondre f,(x) =

InfT(y) est une fermeture ayant M pour ensemble d'invariants.

Y € Mn [x)

c) U et /) —irréductibles d'une partie de Moore d'un treillis

complet

Soit f une fermeture sur le treillis complet (T,<), Mf la partie

de Moore et (T, ?@) le préordre régulier associés a f.

Dans tout ce paragraphe, a désignera un élément quelconque de

Mf, q] la section commengante principale de (T,<) engendrée par

a et B (a) la classe d'isovalence de a dans le préordre >=> défini

sur T. On remarque que é] - g(eﬂ est une section commengante

de (T,K).

N
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1) Soit b ¢ T. Pour que b soit élément maximal de aJ - g (a),
il faut et il suffit que b soit élément de M. et prédécesseur

immédiat de a dans (Mf,g).

2) Pour que a soit U-irréductible dans (Mf,g), il faut et il
suffit que a] - E(a) soit un idéal de (T,&). En effet, si
al - ¢ (a) n'est pas un idéal, alors il existe deux é&léments c
et d de a] - € (a) tels que Sup(c,d) e € (a). Alors f(c) et f(d)
sont deux éléments distincts de a] -8 (a), tels que
SUP(ME,S)(f(C)'f(d)) = f(Sup(T,S)(c,d))

= a

Réciproquement, si a est U-réductible dans (Mf,g), il existe

deux éléments x et y de M, tels que Smp(M (x,y)=a.

£
E(Sup(p, ¢y (Xe¥)) = SUP(y o) (xr¥)
= a

donc Sup(T <)(x,y) € gka). Mais x et y sont éléments de
LA

a] - gha) gqui n'est donc pas un idéal.

3) Pour que a soit complétement U-irréductible dans (Mf,s), il
faut et il suffit que q] - $(a) soit un idéal principal p] de
(T,¢). L'élément b qui engendre b] dans (T,<) est alors le

prédécesseur immédiat unique de a dans M.

4) si | 8(a),5) a des éléments minimaux, alors, pour que a soit
U-irréductible (respectivement complétement U-irréductible) dans
(Mc,<), il faut que tous les éléments minimaux de ( g(a),s) soient
U-irréductibles (respectivement complétement U-irréductibles)

dans (T,).

5) Cas particulier de (& (E),C)

Soit f une fermeture sur ( ®(E),C). Soit A un invariant de cette

fermeture.

- Si A est U-irréductible dans (M,C) et si © (A) a un élément
minimum, cet élément ne peut étre qu'un singleton puisque les

singletons sont les seuls U-irréductibles de ((’(E), Q).
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- Si A est compléetement U-irréductible dans Mg, alors A est image
par £ d'au moins un singleton. Plus précisément, soit B 1'unique
prédécesseur immédiat de A ; A est image par f de tous les

singletons inclus dans A-B.

6) Si a est /) -irréductible dans (T,<), il 1'est dans (Mg, <) -

7) Cas particulier de ((S)(E),C)

Soit f une fermeture sur ( G’(E),C) et A un invariant de cette

fermeture. Pour que A soit complétement /) -irréductible dans
(Mf,C), il faut et il suffit qu'il existe au moins un co-atome
E - {x\ de (GD(E),C) tel que A soit un élément maximal de

Mg n (e - lx})])

Toute partie B de E élément de Mg et incluant A posséde alors

1'élément x, et f(Av {xl) est 1'unique successeur de A dans Mg .

f

4. TREILLIS DES FERMETURES DEFINIES SUR UN TREILLIS COMPLET

La plupart des résultats énoncés dans ce paragraphe, spécialement

ceux de c), proviennent de la thése de F. Lapscher (réf.n° 140)
ou 1l'on en retrouvera démonstration.

Soit T, £ un treillis complet. Soit 1 son maximum.

a) Treillis (gu'C)
Soit (EM,C) 1'ensemble ordonné par inclusion des parties de
Moore de (T,).

(6M,C) est une partie de Moore de ((®(T),0) ; c'est donc un
treillis complet. Son plus petit élément est 1 ; ses atomes
sont du type {l,x* ol xe& T - {1} et sont les seuls complétement
U-irréductibles de (gM,C) ; 1ils U-engendrent ( M,C). La borne
inférieure dans (gM,C) d'un ensemble de parties de Moore est

1'intersection ensembliste de ces parties.

b) Treillis (%C;.I\Q) et (fp’dl

Soit (‘éFs) 1'ensemble des fermetures sur (T,<) ordonné par
déf
f1\< f2<=>VxeT:f1(x)$f2(x).

C'est une partie de Moore de 1'ensemble des applications de T



.215.

dans T ordonné par f, & f, & ¥ x€ T : £,(x) ¢ £,(x).

La borne inférieure d'un ensemble F de fermetures dans le treillis
des fermetures sur T est donc égale a la borne inférieure de
F dans le treillis des applications de T dans T.

La borne supérieure d'un ensemble F de fermetures dans le treillis
des fermetures sur T est 1la fermeture ayant pour ensemble
d'invariants 1l'intersection des ensembles d'invariants des éléments
de F. Elle est supérieure ou égale a la borne supérieure de F
dans le treillis des applications de T dans T.

Soit ( g p,vl) 1'ensemble des préordres régquliers sur (T, ()
ordonné par inclusion des graphes de ces préordres, ou, ce qui
revient au méme ici, par 1'ordre des relations d'équivalence
qui leur sont associées. C'est une partie de Moore du treillis
des préordres définis sur (T,<) ; il est isomorphe & une partie
de Moore du treillis des relations d'équivalence définies sur
T.

(6[)'0() est un treillis complet isomorphe a (gFIQ) et au dual

de (E}VCJ. Pour qu'un préordre régulier (T, >=») soit un élément
complétement U-irréductible de (fp'o( ), il faut et il suffit
qu'il existe dans T un élément A ayant un successeur immédiat
s(A) tel que (T, >>) soit le plus petit préordre régulier défini
sur T dans lequel A >=> s(A). Le préordre considéré est alors
un atome de (&’p’o() si et seulement si A est un /) -irréductible
de (T,L).

c) Treillis des Parties de Moore d'un treillis fini
Soit (T,<) un treillis fini de cardinal n et (€ M,C.) le treillis

de ses parties de Moore.

(fM,C) posséde n-1 atomes qui sont ses seuls U-irréductibles
et sont de la forme {1,x% ol x est un élément quelconque F 1
de T. Chaque élément M, de EM est U-généré par une base
irrédondante unique d'atomes formé par ceux des ensembles { 1,x
ol x est()-irréductible de (M,,C.).

Les /) -irréductibles de (ﬁM,c_) sont les ensembles M)@ de maxima
des classes d'isovalences d'un préordre régulier (T, >=>) attaché
4 un couple (x,y) de T tel que y soit successeur immédiat de
x dans (T,<) et que >> soit le plus petit préordre régulier tel

que x >> y. Parmi eux, les co-atomes de/gM,C) sont les parties
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de Moore de la forme T - {x‘ ol x est un ) -irréductible de T.
I1 peut exister pour certains éléments de g M plusieurs M -bases
irrédondantes d' N -irréductibles. Toutes 1les chaines maximales

de (gM,C) sont de longueur n-1.

- Enfin si M2 est un successeur immédiat de M1 dans(f>MA9c'est—

a-dire s'il existe x € T tel que M, = MlL'{xg, alors pour tout

My € ‘(ﬁ M’ (M2 V) Mz)"est successeur immédiat de (Mlu M3Yc'>u égal a
( Ml U Mgm(on dit. nue le dual de (g;,CZ) est semi modulaire). ;

on a désigné par (Mi 9] Mj)M la plus petite partie de Moore de
(T,<) incluant M; UM,

{Mi,Mj\5 dans ({ ., C).

c'est-a-dire la borne supérieure de

5. PREORDRE REGULIER SUR L'ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

7D
a) Génération du treillis des préordres réquliers sur LS (E),

par l'ensemble des attributions simples.

Définition : on appelle attribution simple X >> x sur (S2(E)- 1le

plus petit préordre régulier (E, >) défini sur (@& (E), <)

dans lequel Xiﬁif x} ; la notation X > b pour désigner ce

préordre est donc un abus de langage. D'aprés 4.b), les

propositions suivantes sont équivalentes :

- ((?(E), >>) est une attribution simple sur > (E)

- (J(E), >) est un U-complétement-irréductible du treillis
p des préordres réguliers sur ((E), C).

Tout préordre régulier sur (@ (E),c ) est complétement-U-engendré

par l'ensemble des attributions simples qui lui sont inférieures

ou égales.

Soit (G?(E), >>) un préordre régulier donné sur G;—)(E). On appelle

attribution élémentaire de (Q?(E), >>) tout élément maximal de

1'ensemble des attributions simples inférieurs a (& (E), >>).

Une attribution simple A >=> a inférieure ou égale au préordre
(@(E), >>) est donc une attribution élémentaire si et seulement
si pour toute partie stricte B de A, 1'attribution simple B > a
n'est pas inférieure ou égale & ((@(E), >).

Si E est infini, certains préordres réguliers sur & (E) sont
engendrés par leurs attributions élémentaires, d'autres non. Par
exémple, soit E un ensemble infini et f la fermeture telle que

si X C E est cofinie, alors f(X) = E et sinon f(X) = X. Le

préordre réqulier associé & cette fermeture n'a aucune attribu-

tion él1émentaire.
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b) Cas ou E est un ensemble fini

(G?(E), ) est alors engendré par au moins une ()—base
irredondante d'attributions élémentaires.

Exemple : le préordre régulier sur G?( a,b,c,d} ) associé a 1la
partie de Moore {‘a}, {b}, {c\, {a,b,c\, {d}, {c,d}, {a,b,c,dﬁ
de C?( {a,b,c,d S, C ) est U-engendré par 4 bases irredondantes
d'attributions élémentaires :

B, = {{a,b} > c, )a,c\ > b, Jb,c} >> a, ’a,d} >=> b,

l ) ]
Jb,d} >=> a}

P

= “a,b > c, {a,c\ >=> b, {b,c\ > a, {a,d‘ = b,

>—:>a§

c) Expression booléenne associée & un préordre régulier sur

1l'ensemble des parties d'un ensemble fini

Soit E = {al, Ayr -y an% un ensemble de cardinal n
Vo= ivl, Vor -4 vnk un ensemble de n variables et h la bijection
de E dans™W telle que h(a;) = v,.
SoitCih l'algébre de Boole libre engendrée par™W

D fea s
Soit‘¥rla bijection de (§ (QP(E)) dansC‘]h définie par

ps

vae@m Foap - T oroo At ()
s— L

vxe®@ (@@ P = Az—e—x P

Exemple : si E = {a,b,c,d } et si, pour simplifier 1'écriture
on note aussi abcd les variables de V, alors
Oy, {a.b), {a,c}, {b,c,d;) = abc'd' + ab'cd' + a'bcd.

q;‘est une isomorphie d'algébre de Boole
= U
Pa, vay = Yiap + Y (ay
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‘l{r(al n a,) = q)/(al) qu(az)
Yi@e - ap = Y (ay)

4f(a) est appelée image booléenne de a.

Soit (@(E), >=>) un préordre régulier sur (G’ (E),c ) et M 1la
partie de Moore ayant pour éléments les maxima de ses classes
d'isovalence, on appelle image booléenne du préordre réqulier
(E), >>) 1'expression P((E(E), >>)) = QJ'(M).

C'est 1'image par l’f de @(E) - M.

L'étude de 1'image booléenne y’(((;) E, >>)) du préordre ((E), =)

est une technique de calcul pratique pour 1'étude de ce préordre

et de la partie de Moore qui 1lui est associée (cf Zidani réf
n° 13 ).
En particulier on montre : - que l'image par }” d'une attribution
simple;al,az,a3} > a, est le mondme vy vy vy v'4 :
- qu'un mondme est mondme premier de (((P(E), >>)) si et
seulement si il est 1'image par }p d'une attribution élémentaire
de (G(r), =) ;
- que les U-bases-irredondantes d'attributions élémentaires de
(@(E), >>) ont pour image par Lrles bases irredondantes de
mondmes premiers de ((@E), >)) ;
- enfin, que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
partie A de (@ (E) soit partie de Moore de (& (E),C ) est que
chaque mondme premier de I.P'(A) ait exactement une lettre primée.
d) Etude d'un treillis fini & partir de ses U ou de ses

N -irréductibles (cf Bouchet, réf. n° 139%)

Soit (E,<) un ordonné fini.

Soit AL 1'ensemble des U-irréductibles de (E,<).

Soit f 1'application de E dans 6)(‘!1) définie par :

¥ x e E : f(x) = {te ‘U.,/t < x dans (E,S)} ’ autfement-dit :

V¥ xe¢ E : f(x) = x] a‘U. si f est une isomorphie de (E,<) sur
(£(E), € ), on dit que f est 1le U-codage de (E,<) par ses
U-irréductibles ou U-codage minimum de (E,<). Pour que (E,<)
soit un treillis, il faut et il suffit que (E,<) admette un U-
codage f par ses U-irréductibles et que f(E) soit une partie
de Moore de ((S)("U.),C)/' ou encore que (E,<) admette un U-codage f£
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par ses U-irréductibles et que, si qf(f(E)) est 1'image booléenne
!
de f(E), alors tout mondme premier de qy(f(E)) ait une lettre

primée et une seule.

Lorsque (E,<) est un treillis fini, (f(E), <) étant une partie
de Moore de (’(W) est entiérement déterminé par sesf)-irréductibles.
Donc deux treillis finis ayant le méme ensemble AU de
U-irréductibles et dont 1les deux ensembles d'/ -irréductibles
ont la méme image par f dans (® u), sont égaux. Si (T,&) est
un treillis fini, son dual (T,)) en est un aussi. Il existe donc
une application fl de T dans (°(J), ou J est l'ensemble d4d'N -
irréductibles de (T,<) telle que fl(T) soit une partie de Moore
de (((J),C ) isomorphe a (T,»).

Remarque : Soit E un ensemble fini. Supposons qu'une étude nous
améne i définir une fermeture f sur §°(E) ayant pour ensemble
d'invariants la partie de Moore M de(§%E). Alors, il peut étre
intéressant de trouver une interprétation de l'ensemble I des

N -irréductibles de (M,C) et de la fermeture fl sur (1) définie par

¥ Ae ®(1) : £,(a) = {te I/t 3 Inf
X€A

(M, <) (x) dont le treillis

d'invariants est isomorphe au dual de (M,c).
c) Recherche des N -irréductibles d'une partie de Moore de & (E):

Soit M une partie de Moore de (6 (E),C ) et ZPA(M) son image

booléenne. Supposons 1l'ensemble des mondmes canoniques de z"’r(M)

ordonné suivant 1l'ordre d'inclusion des ensembles de variables
qui y figurent sous forme directe. Alors, d'aprés 3.c-7, pour
qu'un élément X de (P (E) soit N -irréductible dans (M, ), il
faut et il suffit gu'il existe une variable v, € “W telle que
qf({xk) soit élément maximal de l'ensemble des mondmes canoniques

de v'i.qr(M).
Exemple : f((?(E), > ) =-qf1(M) = abc' + bcd' + adb'’

mondmes canoniques |(-irréductibles
maximaux de M
a'.lfr(M)=(a+‘f(@(E)>=>)'= a'bcd {b,c,d%
a'b'+a'c'+a'd
b (M)=(b+ P (@(E) ,>=>) '= a'b'cd,ab'ca’ fc.a},{a.c)
blal _‘_ bld'
c.Y(M)=c'a' + c'b'd’ a'bc'd, ab'c'd’ {p.a}, {a}
ar.¥Y(M)=da'b' + d'a‘c’ ab'cd', a'bc'd’ {a,c), lb}

M a 6/ -irréductibles: I = {[a},|b}, (a,c),{b,d},{c,d},{b,c,d}}
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6. UN EXEMPLE DE FERMETURE : STRUCTURATION DE L'ENSEMBLE DES
PARTIES D'UN ENSEMBLE DE VARIABLES PAR UNE RELATION.

Soit R(A,B,C,D,F) une relation entre 1les variables A,B,C,D et

F. Nous posons”V = (A,B,C,D,F\. On dit que, par exemple, R définit
D en fonction de A,B,C ou que R admet la dépendance fonctionnelle
{A,B,C} >=> D, si, quel§ que soient {a,b,c,dl,fl}e(lx BCDF>
et {a,b,c,dz,fz} €<A B CDF)y, "{a,b,c,dl,fl-} et {a,b,c,d2f2}
vérifient R" implique que dl = d2. La relation définie sur @(W)
par "X >=> Y si et seulement si R définit chaque variable de
Y en fonction des variables de X" est un préordre régulier sur
(®ch, .

Les techniques booléennes évoquées au 5.b) permettent d'étudier
ce préordre. Elles permettent en particulier d'énumérer les
dépendances fonctionnelles du préordre régqulier engendré par un
un ensemble de dépendances fonctionnelles donndes et de trouver
les parties minimales dans 1'ordre d'inclusion de 1'ensemble
des parties de "V isovalentes 3“Wdans le préordre réqulier >>.

Les applications aux modéles relationnels de bases de données
en sont intéressantes (cf. Delobel, réf n°107 ). Réciproquement,
étant donnés un ensemble fini "W de varaibles, une partie de Moore
Mde (®(W),C) et = son préordre associé, on peut toujours
construire une relation finie R, telle que 1'ensemble des
dépendances fonctionnelles de R soit égal & 1l'ensemble des
attributions simples de >>» ; il faut toutefois supposer que chaque
variable peut prendre au moins k+1 valeurs distinctes ou k est
le nombre d'N -irréductibles de (M, cC ).

En effet, soient Xyv oo ooy Xy les N -irréductibles de

(M, C_ ). Sur chaque variable V e¢ "W prenons k+l1 valeurs notées

vovlv2. vKktoutes distinctes.

Pour simplifier le discours, supposons que :

pPO= (aO'bO'COIdO'gO)

vie [1,k]:pt = {al, pi ¥i 51, w1}
ot | oA = a%si A€ X

= al si A & X

X
|

(® =b°si BE X

pi = bt si 84: Xi ... etc ...
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Soit R la relation vérifiée par les k+l points Pl (o & i ¢ k)
et par eux seulement.

Les éléments de M sont des xi ou des intersections de Xi ; on
vérifie qu'aucune dépendance fonctionnelle de R ne peut étre de la
forme Xi > V en comparant les points PO et Pi. Les Xi sont donc
éléments de la partie de Moore M, associée au préordre (@’CV1,§$)
U-engendré par les dépendances fonctionnelles de R. M, étant
stable par intersection, M C Ml et (G?(v),}?>)CL (B(v),>=).

Soit maintenant Y >> W une attribution élémentaire de (((v),>=>);
dans chaque point pi, si toutes 1les variables V de Y prennent
la valeur v©, alors W prend la valeur w© ; la relation R admet

la dépendance fonctionnelle Y >> W ; on a donc (&P(v), =) c

(v),ﬁ?) et par conséquent (@ (v, ﬁ#) = (®(v), =).
Exemple : Ecriture d'une relation entre les variables A, B, C,

D, qui admette les dépendances fonctionnelles {A,B} > C,
{B,C} >=> D, {A,D} >> D, et celles du préordre régqulier qu'elles
engendrent, mais aucune autre : soit M la partie de Moore associée
a ce préordre réqgulier.
IF'(M) = abc' + bcd' + adb'
en 5.c), on a trouvé que les N -irréductibles de M sont {A},
{B}, {A,cy, {B,D}, {C,D} et {B,C,DY.
Une relation R ayant les propriétés cherchées et celle vérifiée
par les points : {a® b® c©® a9,

ja® pl cl dl},

{a% b° c? dZ‘,

{a® b3 ¢° d3},

{a4 b° ct d% '

las b> c° dﬁ ’

fa6 b® c©® d? et par eux seulement.

(avec i # § = vi ¢ vI).
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7. PREFERMETURES SUR UN TREILLIS COMPLET ; LIMITE INDUCTIVE D'UNE
PREFERMETURE '

a) Treillis des applications de T dans T (lorsque (T,<) est un

treillis complet).
Soit (T,<) un treillis complet.
L'ensemble AT des applications de T dans T ordonné par la relation
¥yfehD,:¥geA,:f<ge ¥ xe T @ f(x) & glx) est un

T T
. Q.wwl o)
treillis complet dont 1le cardinal est (cardﬁb . Rappelons que

si (T,<) est distributif, (AT,S) 1'est aussi ;
si (T,¢) est complémenté, c'est-a-dire si
¥ xe¢ T : 3y : Sup(x,y) = 1 el Inf(x,y) = o, (AT,g) l'est aussi;

si (T,<) est atomique, AL l'est aussi : ses atomes sont les

applications qui donnent pour image un atome de T & un des éléments
de T et 0 & tous les autres. Donc si (T,<) est isomorphe a

(@ (E),c), A

T est isomorphe & 1'ensemble des parties d‘un ensemble

(card)E
de cardinal : card(E) x 2

b) Treillis des préfermetures sur (T, )

Définition : on appelle préfermeture sur un treillis complet

(T,<) toute application® croissante et extensive de T dans T.

L'ensemble des applications croissantes de (T,<) dans (T,<) ordonné
par 1l'ordre habituel sur 1'ensemble des applications est un sous-
treillis complet de (AT,S) car les bgrnes supérieures et
inférieures d'un ensemble d'applications croissantes sont des
applications croissantes. De méme 1l'ensemble des applications
extensives de (T,<) dans (T,<) est aussi un sous-treillis complet

de (A, L).

L'ensemble ?5 des préfermetures sur (T,§) qui est 1l'intersection
des deux ensembles précédents est donc lui aussi un sous-treillis
complet de (AT,s). Donc si (T,<) est complétement distributif

(en particulier s'il existe E tel que (T,<) = ( GP(E).C)%’(T},s)
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est lui aussi complétement distributif.
Soit sz 1'ensemble des fermetures sur (T,g).
EF C fT et (ﬁF’S) est un /) -sous-treillis complet de (AT'5)7

c'est donc un N -sous-treillis complet de ( 7%?5) ; d'autre part,
1'élément maximum de f& est une fermeture. Il existe donc une
fermeture sur ( T,g) qui a toute préfermeture f sur (T,<) fait
correspondre la plus petite fermeture £ y sur T qui majore f.

T
Tout invariant de f' ne peut qu'étre invariant de f puisque

Vv x : x ¢ f(x) (L fT(x). Toute préfermeture sur un treillis complet
a donc au moins un invariant (ou point fixe). Réciproquement,
on montre que l'ensemble des invariants d'une préfermeture f
sur un treillis complet (T,<) est une partie de Moore de (T,()
et on en déduit que fT est la fermeture ayant les mémes invariants
que f.

Dans la démonstration classique du "théoréme du point fixe",
on montre que, pour tout x € T, la plus petite partie X inductive
(c'est-a-dire telle que toute chaine incluse dans X a une borne
supérieure élément de X), stable pour f (c'est-a-dire telle que
¥ t ¢ X : f(&) ¢ X) et dont x soit élément, lorsqu'nn la munit
de 1l'ordre induit par celui de (T,<), est une chaine bien ordonnée
fT

ayant f/r(x) pour maximum ; est appelée limite inductive de

f. On en déduit que si une partie inductive de (T,<) est stable

1\

pour f, elle est stable pour f'.

c) Opérations dans le treillis (AT,§) - notations.

Nous noterons Sup sans autre indication, la borne supérieure

dans les treillis (A, &) et ( [n,&).

Donc Sup(f) est 1l'application qui a tout x € T fait correspondre
fehA

la borne supérieure dans (T,&) de 1l'ensemble des f(x) ou feA.

Nous noterons * 1'opération borne inférieure dans 1les trois

tre}llls (AT'\<)’ (‘f’T,g) et (\éF,s). Donc sz f est 1'application

qui a tout x € T fait correspondre 1la borne inf dans T de

l'ensemble des f(x) ou f €A ; de méme (f] * f2)(x) = InfT(fl(x),

f2(X))'
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Nous notons o la composition des applications.
Si f1 et f2
Par définition, nous posons
g(n) _ 00) o c(n-1)

sont des préfermetures, f1 o f2 en est une.

f(O) = I (application identique)

et

(n) est

Si f est une préfermeture, alors, pour tout entier n, £
une préfermeture et Sup(f(n)) est une préfermeture telle que
ne¢ N
fT > Sup (g(n))
né N

(n)

Si (T,<) est fini, alors fT = Sup (f )

ne N

d) Quelques formules utiles : elles peuvent étre aisément établies

et ne sont donc qu'énoncées.

Soient fl et f2 deux préfermetures sur le treillis complet (T,<).

- f. o f, et f, o f, ont toutes deux pour ensemble d'invariants

1 2 2 1
1'intersection des ensembles d'invariants de fl et de f2.
_ N L T A
Sup(f,,f,) & Sup(fy,f,) < £, o f, ( Sup%gF'S) (£,.£5)
L L S S S T NN R
- f1 S f2 = fl o f2 = f2 et fl < f2 = f2 o fl = f2
L) g\
- Sup(f,,f,) ¢ f, o f, ¢ £, 0 f,
. (Sup(£..£.)) = su (£1,eD)
Pityrta p(gF,s) 1752
t
= (fl o f2)
- T
= (f2 o fl)
= (e o e
= (f1 o fz)
LR S S | T Tt
fl o f2 < f2 o f1 => (f1 o fz) = f2 o fl
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Soit A un ensemble de préfermetures (A C.)O)
T

- sup(ff) € 70,1, mais en général Sup(ff) n'est pas élément de EF

fe A fc¢A
~(sup(£))T= (sup(eh)
fe A feA
1
= Sup (£)
feA(fF'S)

F

- * (ff)(__ 6
fenA

ot o v Y
feaA fea

e) Ordre algébrique d'une préfermeture sur (€ (E), )

Définition : étant donné un ensemble A et un cardinal ¥ , on
désignera par 61 (A) 1'ensemble des parties de A dont le cardinal
est inférieur ou égal a « ; étant donnée une préfermeture f
sur (G)(E),C ), on appelle ordre algébrique de f le plus petit

cardinal o tel que ¥ A CE : f(a) = f(X).
Xé€ %(A)

Lorsque o est un cardinal fini, ou un autre cardinal ayant un
prédécesseur immédiat dans 1l'ordre des cardinaux, cette définition

ne présente pas de difficulté, mais si o est un cardinal limite,

alors deux cas peuvent se présenter : nommons (P<°( (A) 1l'ensemble

des parties de A dont le cardinal est strictement inférieur a

« ; alors il se peut que ¥ A C E : f(A) = v f(X), on
Xe P<°( (n)

dit alors que f admet « pour ordre limite ; sinon on dit que

f est strictement d'ordre o .

Si, pour tout A C E, f(A) est 1l'union des images des parties

finies de A, on dit que f est d'ordre fini ; cela peut se produire

soit parce que f est d'ordre entier n ; on dit alors que f est

d'ordre fini borné soit parce que f admet le dénombrable pour

ordre limite ; alors f est d'ordre fini non borné.

Notons Ord(f) 1'ordre de la préfermeture f

On démontre que Ord(f1 o f2) < Ord(fl) x Ord(f,)
Ord(fl * f2) £ Ord(fl) + Ord(fz)

’Ord(Sup(fl,fz)) < Max(Ord(fl),Ord(fz))
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Si f est d'ordre 1, fT est aussi d'ordre 1.

Si f est d'ordre fini borné ou non, f? est aussi d'ordre fini,

mais le plus souvent non borné et

% ACE : fT(A) - U g,y

néE N

Enfin si f est d'ordre infini, 1'ordre de fT est inférieur ou

égal a celui de f ;

Remarque : soit f wune préfermeture exactement d'ordre « sur
(G’(E), Cc) ; pour gu'une partie A de E soit un invariant de f,

il faut et il suffit que 1l'image de toute partie de A dont le
cardinal est inférieur ou égal & « soit incluse dans A. Soit
f une préfermeture sur (@P(E),C ) admettant « pour ordre limite;
pour qu'une partie A de E soit un invariant de f, il faut et
il suffit que 1'image de toute partie de A dont le cardinal est

strictement inférieur a4 o soit incluse dans A.

Exemples - 1) E est un groupe, f fait correspondre a toute partie
A de E l'ensemble des t € E tels que te¢ A ou -t € A ou

ﬂtle A: 3t26 A t=t1+t2 : £ est d'ordre 2 ; fTest

d'ordre fini le plus souvent non borné.

2) Soit un préordre régulier (@(E). >>) sur (P (E), €) qui est
U-engendré par 1l'ensemble de ses attributions élémentaires. Soit

ol la borne supérieure des cardinaux des parties X telles que,
pour un x convenable, X > x soit une attribution élémentaire
de X. La fermeture f associée & ce préordre est d'ordre x . Elle
est strictement d'ordre  si et seulement si il existe au moins
une attribution élémentaire X >> x de >> pour laquelle X soit
de cardinal o . Si E est fini, 1'ordre « de f)_%,> est le plus

grand nombre de variables non complémentées, figurant dans un
mondme premier de f (C(E), ). N
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8. TREILLIS DISTRIBUTIFS

a) Généralités

Un treillis (T,&) est dit distributif si

¥ ae T : ¥ be T : % ce T : Supla,Inf(b,c))
Inf (Sup(a,b),Sup(a,c))

It

On montre qu'un treillis (T,<) est distributif si et seulement
si

v a € T : ¥ be T : ¥ ce T s Inf(a,Sup(b,c)) =
Sup(Inf(a,b),Inf(a,c))

Un treillis complet (T,<) est dit infiniment distributif pour

la borne inférieure si et seulement si

¥ x €T :¥ACT : Inf(x,Sup(a)) = Sup(Inf(x,a))
a€eahl aeA

I1 est dit infiniment distributif pour la borne supérieure si

et seulement si

¥ xX€ T : ¥AC T : Sup(x,Inf(a)) = Inf(Sup(x,a))
a€ A ae A

I1 est dit infiniment distributif s'il 1l'est pour 1les bornes

inférieure et supérieure.
Un treillis complet est dit completement distributif si

¥ Gle @(@(T)) : Sup (Inf(x)) = Inf (Sup (X))
Xed xeX Pet (d) X ek

ou g?ég est 1l'ensemble des applications /?’ de @ dans 1'union
de ses éléments telle que ¥ X & G(.’;p()()é X (fonctions de choix
sur ().

Un treillis complet est complétement distributif si et seulement

siv@e €@ (®(T) : Inf (Sup (x)) = Sup (Inf ?’(X)).
Xed xeX FE€ (@) Xee

b) U et N -irréductibles d'un treillis distributif

Les réciproques des implications énoncées a la fin de 2.c) sont
toujours vraies dans un treillis distributif - c'est-a-dire que:
1- Dans un treillis distributif un élément x est U-irréductible

si et seulement si l x est un filtre premier.

2- Dans un treillis distributif un élément y est /\ -irréductible

si et seulement si y] est un idéal premier.
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3- Dans un treillis complétement distributif (T,&), pour
que x soit complétement U-irréductible, il faut et il suffit
qu'il existe un élément y tel que [k et y) soient deux parties

complémentaires de 1'ensemble T.

4- Dans un treillis complétement distributif (T,&), pour que
y soit complétement M -irréductible, il faut et il suffit qu'il
existe un élément x tel que [x et y] soient deux parties

complémentaires de T.

5- de 3 et 4 on déduit que dans un treillis complétement
distributif, 1les ensembles de complétement U-irréductibles et
de complétement () -irréductibles munis de 1'ordre induit par
celui du treillis, sont deux ensembles ordonnés isomorphes. Ils
peuvent toutefois étre tous deux vides.
démontrons & titre d'exemple que si (T,&) est distributif,

alors si x est U-irréductible, [x est un filtre premier.
[x est un filtre principal. Pour montrer que si x est U-irréductible,
[x est premier, il suffit de montrer que deux éléments y et z
non éléments de [x ne peuvent avoir une borne supérieure
supérieure ou égale & x.
Si Supl(y.z) > x, alors

Inf(x,Sup(y,z)) = x

Sup(Inf(x,y), Inf(x,z)) = x
Or Inf(x,y) f x et Inf(x,z) # x puisque y } X et z‘} X.

X n'est pas U-irréductible.

c) Fermeture d'ordre 1 sur (@?(E),CJ

Soit f une fermeture d'ordre 1 sur 1l'ensemble des parties d'un

ensemble quelconque. Alors
¥+ W c@E) : £(\J x) =\__ £(x)

Xed Xeot
L'ensemble des invariants de f est stable par union (finie ou
infinie) ; c'est donc un sous-treillis complet de ( G’(E), c )
et un treillis complétement distributif. Le préordre associé
est alors U-engendré par 1l'ensemble des attributions élémentaires

du type ‘ x}:né y ou x et y sont des éléments de E tels que
y € £({x}).
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En particulier, la fermeture ¢ qui a toute partie A d'un ordonné

(E,&) fait correspondre la section commengante AS qu'elle engendre
est d'ordre 1.
D'ou :

Proposition : Le treillis des sections commengantes d'un ordonné

(E,<) est complétement distributif.

Plus généralement, la démonstration de la proposition ci-dessous

est quasi-immédiate :

Proposition : Toute partie de Moore de & (E) stable par union

quelconque est un treillis complet et complétement distributif;
toute partie de Moore de (ZD(E) stable par union finie est un
treillis complet et infiniment distributif pour 1la borne

supérieure.

9. ETUDE DES TREILLIS DISTRIBUTIFS FINIS A PARTIR DE LEURS U-
IRREDUCTIBLES

Soit (A,L) un ordonné fini : 1'ensemble de ses sections
commengantes, ordonné par inclusion étant stable par union- et
intersection, est un treillis distributif dont les U-irréductibles
sont les sections commengantes principales et les M -irréductibles
les compléments des sections finissantes principales.
Réciproquement, soit (E,<) un ordonné fini. Pour que (E,<) soit
un treillis, il faut qu'il admette un U-codage f stable par
intersection (cf.S5.d) ; (E,§) est alors isomorphe a (f(E),cC ),
qui est une partie de 1'ensemble ef des sections commengantes
de 1'ensemble 2 des U-irréductibles de (E,{), une partie de Moore
de G(‘ll,c) et d'ailleurs aussi une partie de Moore de (f‘.c_)-
Puisque ( S , C) est un treillis distributif, pour que (E,<) en
soit un, il suffit que f(E) = g’. On montre que cette condition
est aussi nécessaire en montrant que si (E,&) est un treillis
distributif, toute section commengante S de (U,&) est 1'image
par f de sa borne supérieure dans (E,<).

D'ou 1'énoncé :



.230. '

Pour que 1l'ordonné fini (E,{) soit un treillis distributif, il
faut et il suffit qu'il soit isomorphe 3 1'ensemble des sections
commengantes, ordonné par inclusion, de 1'ensemble des
U-irréductibles de (E,<) muni de 1'ordre induit par celui de

(E,<).

On peut déduire de ce théoréme que, pour que (E,<) soit un treillis
distributif, il faut et il suffit que (E,<) soit un U-codage
et que son image f(E) dans ce U-codage soit 1'ensemble des
invariants d'une fermeture du premier ordre sur G?(\D ol U est
l'ensemble des U-irréductibles de (E,<&) ; ou encore il faut et
il suffit que (E,<) ait un U-codage, que son image f(E) par le
U-codage soit une partie de Moore telle que le préordre régulier
associé (@), >>) soit engendré par un ensemble d'attributions
simples du type {x} > y ol x et y sont des éléments de AW ;
{x‘ >> y est alors attribution simple de (@@, =) si et
seulement si y £ x dans .
Soit (E,<&) un ordonné fini admettant un U-codage f(E) ; soit
1P}f(E)) 1'image booléenne de 1la partie f(E) de ® (w ; pour
que (E,<) soit un treillis distributif, il faut et il suffit

que tout mondme premier de LF'(f(E)) n'‘ait que deux variables,

1'une sous forme directe, 1'autre sous forme complémentée.

Remarque : soit E un ensemble quelconque et g une fermeture sur
é?(E) : pour que l'ensemble des invariants de g ordonné par
inclusion soit un sous-treillis complet de G)(E) et par conséquent
un treillis complétement distributif, il suffit que g soit une
fermeture du premier ordre mais la condition n'est pas nécessaire,
méme dans le domaine fini s'il existe des éléments x de E tels
que g(x) ne soit pas-U-irréductible de (g(( (E)), < )); Exemple:
E = {a,b,c} g( B(E)) = {¢, {a},{ b}, {abc}}. On voit que
glc) = {abc} = g({a’t/fb} ). '

Exemple d'application 3 la reconnaissance du caractére distributif

d'un treillis fini : soit 1'ordonné fini (E,{) représenté ci-

dessous par son graphe. On vérifie que 1l'on peut en faire un

U—cbdage.
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13

10
Les U-irréductibles sont
les éléments numérotés 1,2,
3,4,6.

Pour plus de commodité,

nommons-les a,b,c,d,e.
(E,{) est susceptible du U-codage f dont 1les images f(x) sont
indiquées sur le graphe ci-dessous aux emplacements correspondants

a ceux des éléments x de E.

TTe———

{a/b,d,c} . a,b,d, e} Soit qf(f(E)) 1'image

{a,b,e‘ booléenne de f(E)

‘alC)\\m\\\‘ {b'e} l'f(f(E)) = a'b'c'd'e'
+a b'c'd'e'’
+ta'b c'd'e’
+a b c'd'e'’

...........

...........

zP—(f(E)) ae' + ab + bc'd' + c'd'e’
= (a + c'd') (e' + b)

(F'(f(E)) = eb' + ca' + da'

Tout mondme premier de qf' contient exactement une variable
complémentée, donc (E,{) est un treillis, et contient de plus
exactement une variable sous forme directe - le treillis est
distributif.

Longueur des chaines (rappel des résultats classiques).

Soient (T,<) un treillis distributif fini de bornes 0 et 1, AW
son ensemble de U-irréductibles, I son ensemble d'N -irréductibles
et soit x € T.

Les U-irréductibles de 1'intervalle [0,x] muni de 1l'ordre induit
par celui du treillis, sont les é&léments de AL n [0,x] et les
-irréductibles de [x,l] les é1éments de I N [x,l].

Toutes les chaines maximales de [O,X) ont pour longueur
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card ( [O,Xa n ‘19 et toutes les chaines maximales de [x,i} ont

pour longueur maximale card([},l],\l).

10. TREILLIS DES SECTIONS COMMENCANTES D'UNE ALGEBRE DE BOOLE
FINIE

a) Généralités

Soit E  un ensemble fini de cardinal n et ( @?(En),CZ) 1'ensemble

de ses parties ordonné par inclusion.
Soit @r(En) 1'ensemble des sections commengantes de 0§)(Enbc>

G(E ) peut étre mis en bijection avec 1'ensemble des parties libres
de (€(E ), )
Le treillis ( € (En),cl.) présente un grand intérét car il est

isomorphe :

- au treillis distributif libre engendré par n variables,

- & 1'ensemble des applications croissantes de B" dans B, si

B = fo,1},

- au treillis de 1'ensemble des décompositions simples que 1'on peut
définir sur des relations & n variables lorsqu'on 1'ordonne de
fagon voulue. Nous rencontrons donc ce treillis dans notre
étude.

C'est un treillis complétement distributif et autodual de hauteur

2", Ses U-irréductibles sont les sections commengantes principales
de ( 6? (En),c: ) et ses M\ -irréductibles sont 1les sections
commengantes engendrées par des ensembles de co-atomes de
(€ ), C).

b) Représentation graphique pour n = 3 et n = 4

Afin de faciliter 1'intuition de cette structure, je donne le
diagramme de succession immédiate de € (E3) et if (E4).

Pour alléger 1'écriture, chaque élément de fg(En) est représenté
par la partie 1libre qui 1'engendre, les: accolades ont été

supprimées et la virgule n'est utilisée comme séparateur qu'entre

les parties de E. Ainsi, ”a,b}, {a,c}, {d}}c est noté ab,ac,d.

J'ai entiérement donné le diagramme de ¢ (E3). Par contre, dans
14 (E4), je n'ai représenté qu'une partie du diagramme : en
considérant .comme équivalents deux é&léments de & (E4) images

1'un de 1'autre par une bijection de E4 dans E4, je n'ai représenté
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qu'un élément de chaque classe d'équivalence en indiquant a coté
le cardinal de sa classe d'équivalence. J'ai toutefois représenté,

mais sans indication de nom, tous les éléments de g’(E4) inclus

dans {{a,b,c}&c.

1 abc

\e:;ac,bc

ac, bc

ab,ac

ab

Treillis des sections

commengantes de (& ({a,b,c}), )



.234.

abcd (E)

abc,abd,acd, bcd (:)

. abc,bcd,acd @

abc,bcd, ad C:)

abc,ad, bd, cd
\\\<j) abc,bcd (:)

>

ab,ac,bc,ad,bd, cd @

\abacbcbdcd@

ab,ac, bmab.ac,
bd cd

o D O
ab,(tg: -be,d Rac,bc,dc e /
ac,bc,ad <j2
s .
Rac,bc,d 12 r
ad, bc

) a,bc,d 6

1\ a,b,C,d 1

Treillis des sections
commengantes de

(G (Ja,b,c,d}), )
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c) Dénombrement

Le dénombrement du treillis distributif libre s'avere difficile.
Je n'ai pas connaissance d'une amélioration des résultats connus

depuis quelques années (cf. Bouchet réf. n° 140).

Pour

n = Card(%(En))

2

3

6

20

le68
7581
7828354

AN U1 s W N = O

Diverses approximations de card( g(E%)) ont été données. Citons

les plus simples :

]

NS

o
card(G(E)) ¢ 3"

ol l%] représente la partie entiére de-% et C: le coefficient du binbme

.

et card(ﬁ(En)) > card(f(En_l)) X card(e(En~2))

Remarquons que card( 6 (En)) est égal au nombre de mondmes
canoniques de 1'image booléenne L}f( %(En)) de & (En) considérée

comme une partie de Moore de (@ (@?(En)). qf'( &'(En)) est la somme

des n 2" 1 onémes du type yx' ol x et y sont deux variables

associées A des éléments X et Y de (¥ (E) tels que Y soit successeur

immédiat de X dans (<?(E),C-).
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Exemple - E,= a,b,c.

Associons aux éléments de ® ( {a,b,c}) des variables booléennes:

a b a,b c a,c}y, {b,c\, la,b,c
QH \b}. &XB} llg\x b \&}x }

L‘X'(%E)=xlx' Xy X' Xy X' b Xy X', X, X'+ X

Mais 1les formes disjonctives de ces expressions ou de leurs
compléments sont trés lourdes et je n'ai pas trouvé d'algorithme
satisfaisant pour dénombrer 1'ensemble de leurs mondmes canoniques.
A titre de curiosité, je me suis amusée & dénombrer 1'ensemble
d'éléments de g(En) en fonction de n jusqu'a la hauteur 16 du
treillis. Soit K_(h) le nombre d'éléments de {‘;(En) figurant

b

a la hauteur h du treillis, la colonne des Kn(h) (0 L h16...)

est obtenue en effectuant la multiplication matricielle du tableau
de coefficients ci-dessous par la colonne des Cr’; :

< 15.

j'ai effectué le calcul de ces Kn(h) pour n (
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11. TREILLIS DES RECOUVREMENTS LIBRES D'UN ENSEMBLE FINI Eq

L'ensemble Sn des singletons de En est une partie libre de En‘
La section commengante Sn qu'elle engendre dans (G?(En),c:) est
un élément remarquable de %;(En).

Soit A C G?(En). Nous dirons que A est un recouvrement de En
si S, est incluse dans la section commengante A° engendrée par
A dans (G?(En,c:). A est dit recouvrement libre de En' si c'est
un recouvrement de E égal a 1l'ensemble des éléments maximaux
de A®. L'ensemble des recouvrements libres de En peut étre ordonné
suivant 1l'ordre d'inclusion des sections commengantes de

(LQ(En), C ) qu'il engendre. Soit (?(En),c) 1'ensemble ordonné
ainsi obtenu. (?(En),c) est isomorphe & 1la section finissante
principale [S; de (f;(En),C ). (?(En),c) est donc un treillis
distributif. Ses M -irréductibles sont 1les recouvrements libres
A tels que A® soit N -irréductibles de (3(En),c:). Ce sont donc

des ensembles de co-atomes de ( @(En), C ) comportant au moins
deux co-atomes.
Les U-irréductibles de (?(En),c) s'obtiennent en prenant la borne

inférieure des parties de fR(En) qui sont de la forme %(En)—é1
ol A est un N -irréductible de (R(En),c) puisque (ﬁ(En),C) est

un treillis distributif fini. Ce sont les recouvrements libres

dont un élément et un seul n'est pas un singleton.

n

(R(En),c) a donc 2 -n-1 U-irréductibles et 2

N-irréductibles.

Exemple : Soit E5 = {a,b,c,d,e\

?(ES) a pour N -irréductibles

10 recouvrements du. type {(a,b,c,d}, {a,b,c,e}}

10 recouvrements du type {{a,b,c,d‘, {a,b,c,e}, {a,b,d,e}k



.240.

5 recouvrements du type ({a,b,c,d}, {a,b,c,e}, ia,b,d,e}, {a,c,d,e}}

1 recouvrement {(a,b,c,d} . {a,b,c,e& , {a,b,d,e} , {a,c,d,e' .

’b,c,d,e“

?(ES) a pour U-irréductibles :

10 recouvrements du type’{a}, {b}, {c}, ‘d,e}}
10 recouvrements du type {{a),,b}, 1c,d,e}}

5 recouvrements du type {{a},{ b,c,d,e\%

1 recouvrement {{a,b,c,d,e}).
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