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Lorsquon observe un phénomeéne sur une longue période, on peut se
demander s'il est stable pour toute la période étudiée. |1 peut arriver que
certaines circonstances provoquent une altération du modéle a partir d'une
certaine date. Cette altération se traduit par un changement de certains
paramétres du modéle. Citons deux situations qui reflétent cette idée
d'instabilité du modéle.

Le déréglement d'une machine peut entrainer une augmentation de la
proportion des objets défectueux dans une production. L'application d'un
traitement sur un malade peut influer sur I'évolution de la maladie ou plus
précisement sur certains de ses symptémes.

Dans beaucoup de domaines des situations comparables se produisent et
viennent enrichir 1a classe des modéles que I'on dit avec rupture. Ainsi
dans [22], un modéle de régression & deux droites pour repdre compte de la
liaison entre la variable serum-créatinine, substance indiquant le niveau
de fonctionnement du rein, et la variable temps permet d'apporter un
éclaircissement sur le phénoméne de rejet chez les personnes ayant subi
une transplantation rénale.

De méme en hydrologie, on soupgonne la présence d'une ou plusieurs
ruptures, Selon la structure des riviéres, dans 1a liaison existant entre le
~ débit et 1a hauteur d'une riviére (cf. chapitre 4).

L'analyse des modéles avec ruptures s'articule autour des deux axes :
détection de 1a rupture et estimation des paramétres du modéle.

On veut étre en mesure de dire, au vu de I'observation du phénoméne
étudié, s'il y a existence de rupture, autrement dit changement des
paramétres du modéle, ou non. L'estimation se fait logiquement aprés avoir
réglé le probléme de détection.
~Les modeles statistiques faisant I'objet de telles questions sont
nombreux, citons : variables indépendantes équidistribuées, régression,
séries chronologiques, processus continus....

L'article de Page [17] marque semble-t-il le point de départ de I'étude



des modéles avec rupture qui s'est par 12 suite énormément enrichie. Le
probléme était de détecter une diminution de la qualité dans une
production d'objets. Ce que Page a traduit par un test de détection de
changement de 1a moyenne dans une suite d'observations indépendantes
équidistribuées. Beaucoup d'auteurs ont proposé par la suite et pour le
méme modéle différentes procédures de détection. On peut citer entre
autres : Battacharya &Johnson [3]; Pettit [18])(1)(2) pour les méthodes non
parameétriques; Hawkins [13], Worsley [23] pour les méthodes de vraisem-
blance; Chernoff &Zacks [7], Sen &Srivastava [21] pour le point de vue
bayésien. Plus récemment, Deshayes &Picard [8)(1) ont, suite a une compa-
raison asymptotique de type Bahadur entre certains tests, conclu 3 la

supériorité de 1a procédure basée sur le rapport des vraisemblances.

En paralléle, d'autres auteurs se sont intéressés au probléme de rupture
dans un modéle de régression. On peut citer :

Quandt [19)(2), Brown &Al [5] et McCabe &Harrisson [6] pour les tests
basés sur les résidus, Garbade[12], Deshayes &Picard [8](3) pour une
approche du probléme d'un point de vue asymptotique et Basseville (2] pour
une revue.

Lorsque I'hypothése d'une rupture pour un modéle de régression est
retenue, on a envie de savoir avec exactitude ou elle a lieu. Cela conduit
alors 3 poser le probléme de I'estimation dans un modéle de régression,
"continu® ou non, 3 deux ou plusieurs phases. Dans le cas “continu®, les
points de "jonction” des phases sont supposés inconnus.

Cet aspect a donné lieu 3 des techniques d'estimation basées sur le critére
des moindres carrés (Hudson [15]), ou la maximisation de 1a vraisemblance
(Hinkley [14K1)(2)).

Par ailleurs, le comportement asymptotique des estimateurs est discuté
par Hinkley dans les mémes articles et par Feder dans (1)

Notre travail est consacré & I'étude des deux problémes : détection et



estimation, dans un modéle de régression.

Dans une premiére partie, correspondant aux chapitres! et 2, on traite
de 1a détection de rupture dans un modéle de régression.

Au chapitre 1, on présente le test de 1a somme cumulée introduit par
Brown &al. Aprés avoir construit 1a statistique du test a partir des résidus
récursifs et étudié son comportement asymptotique sous I'hypothése de
stabilité du modéle, on discute de la qualité de I'approximation de la
statistique de test par un mouvement brownien.

Dans le but d'appliquer 1a procédure de détection a un probléme pratique,
nous étudions, & 1'aide de simulations, 1a détermination de la fonction
frontiére qui sert a définir 1a région critique du test.

On entreprend aussi une étude empirique de la puissance du test en
faisant varier les deux paramétres qui caractérisent 1a rupture 3 savoir :

son emplacement et son amplitude.

Le chapitre 2 est consacré a 1'étude du test du rapport de vraisem-

2 4y bruit du modéle

blances maximales. Pour les deux cas, ou la variance ¢
est connue et inconnue, on détermine les statistiques du test et on étudie
leur loi exacte sous I'hypothése de stabilité du modéle sans pour autant
arriver a des lois connues. On montre, pour un modele de régression simple,
comment on peut calculer numériquement la loi exacte de la statistique du
test du rapport de vraisemblances.

Dans une deuxiéme partie du chapitre, une étude empirique est menée

2 est inconnue, de 13

pour déterminer certains rractllés, dans le cas ou o
lol de la statistique du test du RVM. Les valeurs ainsi déterminées nous
permettent d'appliquer le test dans le cadre de I'étude pratique mentionnée
plus haut et dont nous donnons le détail au chapitre 4.

On termine le chapitre en étudiant 1a puissance du test. Ceci noijs permet

alors une comparaison avec le test de 1a somme cumulée.



Le chapitre 3 est consacré a I'estimation dans un modéle de régression a
une rupture, respectant une contrainte de continuité. On présente dans ce
chapitre, les techniques développées par Hinkley et basées sur Ia
maximisation de la vraisemblance. On intégre dans l'algorithme d'esti-
mation certaines propriétés inhérentes au procédé de détermination de
I'estimateur du point d'intersection des deux phases de la régression. On
montre aussi comment s'applique 1a méthode des multiplicateurs de
Lagrange au probléme de I'estimation dans un modéle de régression a
plusieurs phases sous I'hypothése que les points de "jonction™ sont connus.
Au dernier paragraphe de ce chapitre, on aborde le probléme de la
consistance des estimateurs des moindres carrés, qui se confondent avec
ceux du maximum de vraisemblance lorsque les résidus sont gaussiens,
dans un modéle de régression a une ou plusieurs ruptures.

Enfin nous développons au chapitre 4 une étude appliquée traitant d'un
probléme en hydrologie. Dans le but de tester I'existence d'un changement
dans la liaison entre le Débit et 1a Hauteur d'eau pour une riviére donnée,
nous appliquons les deux procédures de détection précédemment citées.
Lorsque I'hypothése de I'existence d'un changement (ou d'une rupture) est
retenue, nous estimons, a I'aide de I'algorithme du chapitre 3, les phases

du modéle expliquant 1a liaison entre les deux variables : Débit et Hauteur.









1. MODELE ET NOTATIONS :

On suppose observer n réalisations indépendantes Yis - » Yp dun
phénoméne dépendant du temps représenté par un modéle de régression du
type :

(n Yt”‘tTBt’et Lt=1.n.

yt désigne I'observation du phénoméne a I'instant t.

xy désigne I'observation a I'instant t de 1a variable explicative a valeurs

dans RK. Pour toute la suite les observations X¢ sont supposées détermi-

nistes comme dans un modéle linéaire.

(etllstgn est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme

loi gaussienne, centrée, de variance 02, définies sur un méme espace

probabilisé (0, &, P).
Pour tout t e (1...n}, B; est un paramétre, dépendant du temps, a valeurs

dans RK.
Définition 1 :

On dit que le modeéle (1) admet une rupture a I'instant rg si : .
By =8* pourte(l..ry)

Bp=B**pourtelrgel, ., n) et p¥=pxx

Pour toute la suite une procédure de détection de rupture dans le modéle
(1) consiste en un test de stabilité dans le temps des paramétres de

régression (B);- 1 v Les hypotheses a tester peuvent s'écrire :

(Hg) : hypothése nulle. |1y a absence de rupture.

By =8, pourtout te (1, ...,n)
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(t)) : 11 existe une rupture 3 I'instant ry,
By = 8% IKt<rg
5t=3xx r0+lit£n B = prx
L'instant de rupture ro est inconnu. On le suppose toutefois prendre ses

valeurs dans (k, ... , n-k). Cette condition est nécessaire & I'identification
des paramétres p* et p** sous I'hypothése Hy.

On se propose comme nous I'avons annoncé dans I'introduction générale
de présenter 1a procédure de 1a somme cumulée des résidus récursifs (cf.
définition plus loin) due a Brown &al [S). Nous avons choisi d'étudier cette
procédure car elle est représentative, dans sa mise en oeuvre, d'autres
procédures que l'on présente sous le label “cusum” (somme cumulée).
Citons les tests dus a Mc Cabé & Harrisson [6] et P.K. Sen [cf. 2] basés tous
les deux sur des sommes cumulées de résidus. De plus 1a détermination
explicite des régions critiques de ces tests est basée sur une
approximation des statistiqgues de somme cumulée par un mouvement
brownien ou un pont brownien (pour 1a statistique de P.K. Sen). I est donc
intéressant de voir comment se fait cette approximation et quelles en
sont les conséquences sur 1a validité du test.

On présente dans le paragraphe sulvant 1a statistique de la somme
cumulée des résidus récursifs. Aprés avoir introduit les résidus récursifs
et présenté leurs propriétés, on construit 1a statistique du test et on
étudie son comportement sous I'hypothése nulle.

2. LE TEST DE LA SOMME CUMULEE DES RESIDUS RECURSIFS
| 2.1. Résidus récursifs

Pour tout indice j appartenant a (k,...,n), on définit sous I'hypothése Hy, -

6 ] comme étant V'estimateur aux moindres carrés du paramétre g basé sur



N '

les j premiéres composantes Yio o yj. Le paramétre g étant a valeurs
dans Rk, i1 est nécessaire d'avoir au moins k observations pour 1'estimer.
) T. v T. .
En notant : XJ (xq, .. Xj ) et Y (yy, - Y ) ona:
ﬁj = (XJTX])"XJTYJ ,'j =k, ..., 0, sous la condition que (XjTXJ)" existe

pour tout §, =K, ..., n.

Définition 2:
On appelle résidu récursif, ou Innovation en filtrage, d'ordre | la variable

aléatoire w j définie par :
Wi =y 8y e ToTy x0TI 12, sk, i

En se réferant a [S], on peut énoncer 1a proposition sufvante.

Proposition | :

Sous I'hypothése nulle Hy, les résidus récursifs (wj)j=k+l...n sont

indépendants, gaussiens, de moyenne nulle et de variance o 2.

L'utilisation des résidus (wj)j=k*l...n est dun double intérét. Ces

résidus, comme le montre la proposition 1, ont un intérét statistique

évident puisqu'ils sont indépendants et de méme 101 sous Hp. Ce qui n'est

pas le cas des résidus ordinaires. De plus, on peut les calculer
“récursivement” d'ou leur qualificatif. D'un point de vue pratique, ceci est

un avantage appréciable. On peut les obtenir en se servant des relations.

(XTJXJ)-I =(XTJ_|XJ_')-I "(xTi_!rxi:r')—‘XiXJ'T(IXTJ_lxl_')-'
I*Xj (X J“lx]"') 'Xj
j=k+1, .., n

HPSRY: SVINE R |
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La premiére relation est due a Bartlett. Elle permet d'éviter le caicul

direct des matrices Inverses (X! j X j 1 a chaque étape |.

Proposition 2:

Si on note ro 'a vraie valeur de linstant de rupture, les résidus
(w J)jgk”mn restent, sous I'hypothése H|, indépendants, gaussiens et de

méme variance 62. Mais leur espérance est modifiée a partir de I'instant

-ro".

En effet, sous I'hypothése H, on a:

0 pourj=k+l,..‘,r0.
E(Wj)’
XV T X)) TXT o X B*% -B%)  j=rg+l, .., n
i -1 2§-1 ro "roQ o't
(i xjr(XTJ-l XJ_')-'XJ ]”?

L'existence d'une rupture 3 I'instant o 2 donc un effet de biais sur les

résidus (w j)j-k+ | _n apartir de I'instant rq. 51 I'on se base sur une statis-

tique de somme cumulée de ces résidus récursifs la détection d'une rup-
ture est attendue dés que cette statistique s'éloigne significativement de

zéro.

2.2. La statistique de 1a somme cumulée:

Pour tout r appartenant a (k+1,...,n} on note S._ = 2 Joke 1 Wi la somme

'cumulée des résidus récursifs jusqu'a I'instant r. On a le résultat suivant
16]):
Lemme | :

Sous I'hypothése Ho. ( Spoi, k#1 €T ¢ n) est un processus gaussien en

temps discret, d'espérance nulle et de covariance donnée par :
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E( Sp- Spm-k) = (Min(r,m) - k) 62
ktl1<r<n ; k¢l <mgn.
Le processus ( S._y). alnsi caractérisé constitue I'élément de base pour

la construction du test de la somme cumulée des résidus récursifs.

Pour tout n fixé, on associe au processus en temps discret ( Sr-klr la

fonction aléatoire Z,, que I'on précise ci-aprés. Celle-ci permet au passage

de montrer un résultat de convergence qui servira a I'approximation du

niveau du test de la somme cumulée.

Pour tout w € 0, Zn(w) est un élément de c[O 1) I'espace des fonctions

continues sur [0,1). On note Z,(t) 1a valeur de la fonction Z,(w) au point t

appartenant a[0,1].

(i) Pour les éléments (r-k)/(n-k) de [0,1], on pose :

Z, (r=K)/(-K)) = (1/6¥ nk) S, r=kel ..n

(1) Pour les autres é1éments de 10,1], on définit Z.(t) par interpolation
linéaire : | |

si t e [(r-k-1/n—k), (r-k/n-k)}, r=k+1 ... n, on note :

Zp(1) = ((r-k)/(n=K)-tUN-K)Z((r-K-1)/m)+(t-((r-k= 1)/n-K)Xn-K)Z,((r-k)/n)

En utilisant (i), Z,(t) peut se mettre sous la forme suivante :

2(0) = (1764 ) Sy (-0t nk)Lwp—((r-k- /s n-kow,.

Sachant que [(n-k)t] = r-k-1, Z(t) peut alors s'écrire :

2(1) = (1704 0K Sy (=0t - [(-K)tD)/6 Y n-k Witn-Otleke 1

Pour t = 0, on pose : Z,(0,)=0.
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Les sommes cumulées [Sr_k]r sont des sommes partielles de résidus

récursifs dont on sait qu'ils sont, d'aprés Ia proposition 1, indépendants,
identiquement distribués, de moyenne nulle et de variance 02,

En conséquence, en se basant sur le théoréme de convergence de Donsker
sur C[0,1] (cf. théoréme 10.1 de Billingsley [4]) on établit le résultat :

Théoréme 1§ :

Sous T'hypothése Hy, 1a sulte des fonctions aléatolres Z,,, ainsi définies,

converge en distribution vers le mouvement brownien W défini sur [0, 1].

Le test de 1a. somme cumulée des résidus récursifs consiste alors a

vérifier, sous I'hypothése Hp, le caractére approximativement brownien du

processus [S,./o*f NKlr=ks1 n-

2.3. Comment utilise-t-on 1a statistique de 1a somme cumulée :

On rejette I'hypothése Hp, de stabilité des paramétres de régression du

modeéle, si la fonction aléatoire Z,(t) en valeur absolue dépasse une

certaine fonction frontiére f(t) fixée, continue et positive sur I'intervalle
(0,11

Afin de définir parfaitement le test {1 faut donc faire le choix a priori
de 1a fonction frontiére f(t). Un choix approprié peut 8tre fait si on a une
information sur I'emplacement du point de rupture. |1 peut arriver en effet,
dans certaines études pratiques, d'étre renseigné sur la localisation
probable du point de rupture (situé en début, milieu ou en fin d'observation
par exemple).

Si aucune information n'est disponible un choix possible pour 1a

frontiére est la famille des paraboles i\t = AYt si on s'appuie sur le fait
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qu'asymptotiquement pour tout t e (0,1], Zn(t) est centré et de variance

égaleat.

Pour ce type de frontiére, la région critique du test de la somme

cumulée est ( il existe t e [0,1] tel que [Z,(t)l > f, (t)). Pour n assez grand

1a probabilité pour que lZn(t)l ait dépassé 1a frontiére a un instant donné,

appartenant a [0,1] est 1a méme pour n'importe quel instant t de
l'intervalle [0,1] Dans ce sens certains auteurs parlent de I'optimalité de

la famille des frontiéres paraboles.

Mais le choix de la famille de paraboles, 5 (t) = AJt, pose un probléme
technique. On ne dispose pas dans 1a lttérature du calcul de 1a probabilité
de 1a région critique dans ce cas.

Cette contrainte a conduit Brown &al. a se restreindre a des fonctions

frontiéres affines. Ils ont choisl la famille des droites tangentes a la
parabole a/2t au point t = 1/2. Les droites ainsi choisies ont pour

équation : fa(t) =at + a/2
Le choix des droites permet en effet le calcul de la probabilité du

franchissement de la frontiére par le mouvement brownien. Lorsque ce

type de frontiére est choisi, 1a région critique du test s'écrit :

Rn(a) = (1] existe t de [0, 1] tel que : 1Z,(t)l > at + a/2)
On note p,(2) 12 probabilité sous I'hypothése Hp de 1a région R, ().

(@) = Py (Ry(a))
En se basant sur le théoréme 1 de convergence, on en déduit :
imp, 400 %(@) = x(a),

ou o(a) = P( il existe t, t € [0,1] tel que IW(t)| > at + a/2 )
On sait, en se reportant au travail de Durbin [10], calculer en fonction du
paramétre a la probabilité de franchissement d'une droite, sur I'intervalle

[0,1], par un mouvement brownien.



Autrement dit 1a quantite :
P (il existe t € [0,1], t.q W(t) > at + a/2).
En effet, en appliquant un résultat de Durbin (cf. lemme 3 de [10D)on a:
P(ilexistetel0,1], tel que W(t)>at+as2)
= (1-®(3a/2))+exp(-a2).@(a/2).

avec ) = (1/42m) . I]_M u] P (-(1/72)%2) dx.

On en déduit sachant 1a définition de o(a) :
o(a) = 21(1-P(3a/2))+exp(-a2).d(a/2)]

La détermination de 1a valeur critique a, de 1a réglon R (a), associé a un
seull de signification donné o (a) se fait, asymtotiquement, en appro-

ximant o(a) par «(a). On se fixe le seuil oc(a) et on en déduit 1a valeur

critique a en se servant de I'identité ci-dessus.
Pour les valeurs des seuils de signification habituellement utilisés on a

le tableaut, ci-dessous, des valeurs critiques a.

o(a) | 0.01 0.05 0.10

A 2.286 | 1.896 | 1.700

Tableau | :

Valeurs des seuils théoriques et des paramétres a, de 1a frontiére droite
at+a/2, associés.

Dans 1a pratique, le test de 13 somme cumulée des résidus récursifs,

avec pour frontiére la droite f(t) = at + a/2, se fera comme suit :

On rejette I'hypothése Hp dés que I'on rencontre un instant r, k+1 <r<n,

tel que :

ISp_ 7/ s/n-k > a(r-k/n-k) + a/2.
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En résumé, sous I'hypothése Hp. le processus discret (Sr-k/" Yn-k, r=k+1,n)

est approximé par le processus continu Zn qui converge en distribution

vers le mouvement brownien standard. La détermination de la valeur

critique de la région de rejet, du test de la somme cumulée basé sur le

processus discret (S._,/a¥n-k, (r=k+1, ..., n)) se fait asymptotiquement

en utilisant la convergence de Z,, vers W.

2.4 Comportement de la somme cumulée sous I'hypothése H, :
On veut étudier le comportement asymptotique de la statistique de la
somme cumulée sous H;.
Le modéle de référence reste le méme :
(n y,=x,75,*ei, i=1..n
Le point de vue asymptotique dans un modéle avec rupture consiste a

considérer une suite d'hypothéses H;(n) dépendant de n.
Hi(n): Bj=8% I <1<rgn)
ﬁ,=ﬂ** roM+1 <i<n
ou rqg(n) est le point de rupture, dépendant de n, et tel que
limp, (rg(n)/n) = tg ; toelo, Il

L'amplitude [p**-g* peut dépendre ou non de n. Dans notre cas on la
consideére fixe et indépendante de n.

Remarquons que ce point de vue est équivalent au suivant : on suppose
que l'on se fixe [0,1) comme I'intervalle d'observation.

Pour tout n fixé, on suppose observer un processus continu (y(t), 0 <t <1),

basé sur le modeéle (1), aux différents instants: 1/n, 2/n, ... ro(n)/n,

tel que limg, (ro(n)/n) =ty s tge 10,11.
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L'hypothése de rupture se traduit par :

Ve = O TB% + ep) 11 1o (0 + (xTB*% 0y ) 10 ) (.
Ainsi lorsque n est fixé, on confond de ce point de vue I'observation Yi/n
Ssue du processus continu et I'observation y; Issue du processus en temps

discret et ce pour tout i € (1,...,n)

Cette remarque correspond au cas ou le phénoméne étudié est réellement
continu et que nous l'observons en des instants discrets. Faire croitre n
revient & subdiviser [0,1] de plus en plus finement et donc a observer le
phénoméne continu de plus en plus finement aussi.

On retient pour la suite la premiére approche.

On sait que 1a présence d'une rupture a I'instant ro(n) a un effet de biais
sur les résidus récursifs (wj, kel <J<n)apartirde J =rg(n) + 1.

Les propriétés des résidus récursifs sous H, énoncées dans la

proposition 2 entrafnent que le processus (Sp-x /o In-k , k*1<r¢n) sous H,

est gaussien et de méme structure de covariance que sous Hp. Seule son

espérance est modifiée puisque un biais est introduit a partir de 1'instant
de rupture.
Le biais ainsi provoqué dépend a la fois de I'amplitude |p** - p*| de la
rupture et des observations de la variable de régression. |
La dépendance du biais vis a vis de la variable de régression est génante.
On ne peut espérer évaluer le biais, méme asymptotiquement, sans faire
d’hypothéses a priori sur les observations (x(i), i = I ... n).
Plusieurs hypothéses peuvent étre envisagées de sorte que le calcul du
bials devienne possible et que celui-ci ne dépende plus, asymptotiquement,
“des (x(1), 1 = 1..n).
On présente un cas particulier ou I'hypothése faite sur la variable de

régression conduit a I'évaluation du biais asymptotique du processus Zp(t)
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associé a (Sr_k/a Jn-k , k+1<r<n). La connaissance du biais de Zn(t) permet

ensuite de conclure a 1a consistance du test.

On se place dans I'hypothése ou 1a variable de régression est a valeurs
dans (R,8R). Pour tout 1= 1..n,ona x =i

Ce choix correspond au cas ou les observations de 1a variable de régression
sont régulierement espacées, par exemple lorsque Ia régression se fait par

rapport a la variable temps.

Proposition 3 :
Ona: E(Z,(th=0 pour t € [0,t)

et lim, EQZ(0)/n3/2 = 2 ((t-tg)/t)b*%-b%)/6 pour t e Jtg,1]

Ld

Démonstration

Ona:

0 si j < [ntg)

E(Wj =

(x jT(X J_|T X i1 )™ (XT[ntol X(nto) (B**-p*)) J > Intg)
“*XJT(X]_'TXJ_l)-' XJ"/2

g%, 8**e R ;ro(n) =Intg), tyelo,1]
Pour n tendant vers +co et pour tout j > Intgl, on a les équivalences
suivantes :
Kpy X7V 2 37335 o) Xinta) ) = 173 [t
Ce qui implique :
EW)) = () In tol® 73)@xx-px1+3/j31/2,
ie.  EOWp (I tol/j2pxx-px)

En se reportant a la définition de Z,(t), on a: pour tout t > to,

limp, EZ,(0)/n3/2 = 1im (1/03/2yn-16) 2 E(W)).

j=Int0}+1,Int)
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11 vient, suite a I'équivalence établie pour E(wj) :

3/2
limy, E(Z,()/n

= 1im,, 1/n3/24n-1) X (Intgl7 §2) (B**-g*)/o

§=Into}+ 1,[nt)

1/j2) (g*%-p%)/o

- 3
lim, nt, ( 2j=[,,tol+l.lnll

Ona:

2 _ ) 2
j=Into}+1.[nt) 17j< = (1/Intg) - 1/IntD + o(1/n%)

D'ou:
Himy, EZ (010372 = Timy, (0t n(t-tg)/(n2t to)re-p*)/o
= tg2 (1-ty/t) (B**-B*)/s, pour t> tg.
Par ailleurs, puisque E(wj) = 0 pour j < [n tg), il est facile d'en déduire

E(Z‘n(t)) =0pour t < ty0

11 découle alors de la proposition 3 les remarques suivantes concernant

le lien entre le biais de Zn(t) et I'emplacement de point de rupture tg :
Sitg €10,1l, le biais de Z(t), en valeur absolue, tend vers +eo lorsque

n-» +eo et ce pour tout t tel que t> t,
Si ty est aux bords de I'intervalle [0,1], 1a rupture se trouve en début ou

en fin, le biais de Z,(t) sous H est le méme que sous H. 11 est donc nul

pour tout t. On s'attend alors que pour de tels instants de rupture, ia
statistique du test de Ia somme cumulée ne soit pas un détecteur efficace.
La proposition 3 permet aussi de déduire la consistance du test dans le

cas ou I'instant de rupture g appartient a Jo, 1.
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Proposition 4

Sous la méme hypothése concernant le régresseur a valeurs dans (R,ﬁn),
le test de 1a somme cumulée est consistant dés que I'instant to. avec [ntol

=rq(n), appartient a ]o,11.

Preuve :

On sait deja que si ty e 10,11, IEZ, (1)l tend vers +eo quand n » + oo, pour
tout t> ¢ty

D'autre part la variance de Zn(t) est asymptotiquement bornée puisqu’
elle converge vers t, quel que soit t dans [0,1].

Ainsi 11 existe K > O tel que var Z(t) <K

On choisit alors € > 0 et A > O tel que aK/A2 ¢ €, On remarque qu'on a

toujours I'inclusion suivante :
UEZR (U > 3A72) N (IZ,(t) - EZ, ()] < A/2) € (IZ,(t)] > A)
lis'ensuit I'inégalité
PUZ(L) < A) < PUEZ, () < 3A/2) + PUZ,(t) - EZ, ()] 2 A/2)
Le premier terme du membre de droite tend vers O quand n - +co et pour
tout t> t,
En appliquant I'inégalité de Tchebychev au second terme, il vient :

lexistenge NtelqueVn2 Ny

PUZ,(t) - EZ (1] 2 A72) ¢ dvar (Z,(1)/A2 < ak/AZ < e
D'ou alors :
V €>0,VA> O tel que 4K/ A2 ¢ €, il existe nge N, tel que Vn2 Ng, on
ait :
P(Z ()l < A) < € et donc P(IZ() > A) > | - €.
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Pour conclure & 1a consistance du test, remarquons que la puissance du

test est évaluée par :
Py, lexiste t, te [0,1] tel que 1Z,(t) > 1(t))
I.a‘ fonction frontiére f(t) étant choisie bornée sur [0,1], il vient alors :

M, 400 Py, (1l existe t, te [0,1] tel que [Zp(LI> (1) = 1.

3. Remarques sur I'approximation de la statistique de la somme
cumulée par un processus brownien. Etude par simulation du

‘seull de signification du test.

L'étude qul précéde suppose que 02, variance du bruit gaussien, est
connue. Or dans 1a pratique, celle-ci sera toujours inconnue. 11 nous faut
donc V'estimer. On retiendra dans notre étude I'estimation suifvante

pour tout r =k+1 ... n, on note

AN - (k-2 (2, (W) - w202, (w())-wp. )?)

=k+1,r =r+{n

ou wk.r=(|/r-k) 2 w(j) ; wm=(l/n—r) 2 w(J).

j=k+1,r j=r+1,n

La statistique de test devient alors : [(Sr_k/S(r)Jn—k), k+1<r¢n) et on

rejettera H, dés que I'on aura un instant r, k+1 <r<n, tel que :

| Sp_ )/ 6(r)./n-k > a((r-k)/n-k) + a/2.

On peut remarquer que lorsque 62 est supposée Inconnue, le test perd sa
propriété récursive car I'estimation de 62 nécessite le calcul de tous les
résidus récursifs {w(i), i =k+1 . n).

On aurait pu, pour conserver la propriété récursive du test, penser 3

estimer o2 par (/r-k-12.. (w(i) - wy ,.)2 pour k+1 < r < n, mais

i=k+1,r
cette estimation, ne prenant pas en compte assez d’information, risque

d'étre trés trompeuse.
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J.1. Etude e de signification du tes

somme cumulée :

On se propose destimer, a partir de la simulation d'un modéle de

régression, le seuil de signification du test de la somme cumulée basé sur
le processus discret (S._,/ 8(r).Yn-k].

Les estimations ainsi obtenues nous permettront d'avoir une idée sur la

validité et la qualité de I'approximation brownienne.

J.1.1. Simulation du modéle et résultats:

On rappelle que le seuil théorique du test de la somme cumulée des
résidus récursifs est donné - suite a I'approximation par le mouvement

brownien - par :
oy = P (il existe t € [0,1] tel que IW(t)l > f(t))
Lorsque 1a fonction frontiére choisie est f(t) = at + a/2, on a (cf.tableau 1)
Xy = 0.01 pour a=2286; ocp =0.05 pour a = 1.896;
or =0.10 pour a=1.700.
Le seuil du test est la probabilité de rejeter I'hypothése Hp alors qu'elle
est vraie. Lorsque 62 est inconnue, on a:
« = Pyolil existe r, k+ 1<r¢n, tel que ISr_kl/G(r)«/ n-k>[a(r-k)/(n-k)+a/2])
La simulation consiste a choisir un modéle de régression sans rupture
(on se met sous I'hypothése Hg) et a faire n, expériences de ce modéle
~dans le but d'estimer o. Pour chagque valeur de a, on pose :
a = Lilexister, k+1 <r<n, tel que IS._I/8(r).¥n-k>[a(r-k)/(n-k)+a/2] ).
Le seuil estimé par simulation est alors

& = ( nombre de fois ou E, se réalise) / n, .
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La simulation porte sur le modéle de régression :
(2) yt=c*bxt*et, t=1..n
(e)<t¢n SON des observations 1.1.d de loi N(0,1) (bruit du modele)

("t)lstsn , h-observations indépendantes de méme loi N(0,25) (variable

de régression du modéle).

c, b sont les paramétres du modéle que I'on fixe pour toute la simulation.

Une expérience consiste a engendrer n observations indépendantes de loi
N(O,1) et n observations indépendantes de loi N(0,25). Pour ce faire nous

avons utilisé 1a méthode de Box et Muller. Elle permet d'engendrer deux

variables indépendantes, t| et t2, de lot N(m,oz) a partir de deux autres

variables, R et v, de lois respectives, X22 et uniforme sur [0,1], par les
formules :

t; =m+ 6 YR Cos (2Mv)

t>=m+ 6 YR Sin (2Mv)

Par aflleurs si u est une variable de 1of uniforme sur [0,1), 12 variable

-2 Log u suit une loi de X22- Les deux formules peuvent s'écrire alors :
t) =m+ e ¥-2Logu Cos (2Mv)

tr=m+6 ¥-2LoguSin(2Mv)
Elles permettent alors d'engendrer tyetty a partir de u et v, toutes

deux des lois uniformes sur (0, 1].

Nous avons calculé & pour certaines valeurs de n, choisies pour
représenter des types d'échantillon. Le nombre d'expériences effectuées
différe selon 13 taille de I'échantillon.

Nous avons réaliseé :

- 4000 expériences pour n = 30 (représentatif de petits échantillons)
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- 4000 expériences pour n = 60, 2000 expériences pour n = 100 (taille
représentatives "d’'échantillon moyen~)

- 1000 expériences pour n = 200 et n = 500 ("grands échantillons”)

Les seulls sont donnés en %« dans le tableau 2.

A 211 100 50 10
30 525 24 3
60 68 30 4
100 /o 325 65

200 70 39 7
500 34 35 9

Tableau 2 : Estimations du seuil de signification du test de la

somme cumulée avec la fonction frontiére f(t) = at+a/2.

J3.1.2. Commentaire. Résultats complémentaires.

Il apparait au vu du tableau 2 que les seuils théoriques 1%, 5% et 10%
sont, dans tous les cas, sous estimés. Ceci est une conséquence logique de
I'approximation, asymptotique, de la statistique du test de la somme

cumulée par le mouvement brownien sur [0,1]. On peut d'ailleurs remarquer
que l'erreur d'estimation (écart entre oy et &) semble se réduire lorsque la

taille de I'échantillon augmente.

Dans le cas des petits échantillons (n = 30), par exemple, les esti-
mations & sont pratiquement la moitié des seuils supposés. L'approche par
le mouvement brownien a donc le désavantage d'exagérer le seuil du test
de la somme cumulée. Les valeurs du parameétre a (cf. tableaul) sont trop

grandes pour les seuils que l'on se fixe. Elles privilégient I'hypothése
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d'absence de rupture HO et conduisent nécessairement a I'affaiblissement

de la puissance du test qui est I'indicateur du pouvoir de détection du test.
Cette remarque, confirmée par les essais de simulation, avait été avancée
par Anderson dans la discussion de [5). '

Ces conclusions nous ont conduit natureilement & rechercher, par de
nombreux essais de simulation, les valeurs du paramétre a, de la fonction
frontiére at + a/2, qui conduisent aux estimations les plus proches des
seuils fixés a priori 3 1%, 5% et 10%.

Pour une valeur fixée de a, on calcule I'estimateur & correspondant. On
retient 1a valeur de a qui donne un & aussi proche que possible de la valeur
supposée du seuil.

La nature de la région critique du test :
(i) existe r, k+1¢< r <n, tel que ISp_il/ o(r).Yn-k>l(alr-k)/n-k)+a/2]) nous

oblige, pour trouver lés "bonnes " valeurs de a, 3 procéder par des essais
multiples, en choisissant a chaque essal une nouvelle valeur de a ajustée
selon I'estimation & obtenue a 1'essal précédent.

On donne les valeurs de a ainsi que les estimations & correspondantes
dans les cas : n = 30; n =60 et n= 100. Les estimations sont obtenues 3

partir de 1000 expériences dans chaque cas.

n=30 n=60 n=100
1.500 0107 1570 | 0.106 1.620 | 0098
1.700 0.052 “ 1760 | 0.05 1800 | 00537
2120 0.009 2120 0011 2120 N0
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001 2120 | 2120 2120

0.05 1.700 | 1.760 | 1.500

0.10 1.500 | 1.570 1.620

Iableau 3 : Valeurs du parameétre a, de la fonction frontiére affine
f(t) = at +a/2, ajustées par simulation.

On voit que les valeurs de a conduisant a des estimations proches des
seulls supposés sont Inférieures aux valeurs du tableau 1. L'utilisation des
valeurs de a, obtenues par le biais du processus brownien, pourra se faire

dans 1a pratique pour des échantillons de taille supérieure ou égale a 500

car dans ce cas l'erreur commise sur la probabilité de re jeter HO a tort

n'est pas trop grande. Par contre elle n'est pas du tout conseillée pour de
petits et moyens échantillons. En conséquent les valeurs de a, obtenues par
simulation, peuvent étre d'un grand intérét pratique. |1 sera jugé préfé-
rable d'utiliser ces valeurs (pour des échantillons de petite et moyenne

taille) plutot que les valeurs de a du tableau 1.

. ETUDE_PA ULATION DE LA PUISSANCE DU TEST DE
SOMME C -

Nous avons voulu voir quelle serait 1a conséquence du choix du parameétre
a de la fonction frontiére f(t) = at + a/2 sur la puissance du test de la

somme cumulée. La puissance du test est donnée par la probabilité de

_rejeter I'nypothése Ho alors qu'elle est fausse. Si on lanote g, ona:

B = Py (il existe r, k+ 1< T <n, tel que IS._ |/ s(r).¥n-k>[(a(r-k)/n-k)+a/2])
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Nous avons donc simulé un modéle de régression avec rupture :

c+b0xt*et ,t",...,ro
3) yt=
C*b|Xt*et . t=r0*',...,ﬂ

(p) ) ¢ten €t (Xp) 1t SONE définis de 1a méme fagon que dans le modéle (2).
Les parameétres de 1a simulation sont : n, taille de I'échantillon, r), instant
de 1a rupture et A = Iby - byl, amplitude de la rupture.

Remarquons que pour le modéle (3), les observations (xy)y¢t¢n de la
variabie de régression sont rangées dans I'ordre croissant :
X) € Xo € X3 S ... X,
On considére a nouveau I'événement E, :
E, = (il exister, k+1 <r<n, tel que IS._y I/ a(r).Vn-ksl(a(r-k)/n-k)+a/2]
Pour prendre en compte I'influence des deux paramétres ro et A, instant et
amplitude de 1a rupture, nous avons opéré comme suit : pour rq et A fixés,

on réalise ne simulations du modéle (3). La puissance du test est estimée

par 8 = (nombre de fols ol E, Se réalise sous H,)/n,.

Nous avons estimé 1a puissance pour les tailles d'échantillon suivantes :

n = 30, n = 60 et n = 100. Dans chaque cas, on fait varier I'emplacement Mo

de 1a rupture ainsi que son amplitude A.

Pour chaque couple (ro, A), on dispose, dans les tableaux 4, 5 et 6 plus
loin, deux puissances estimées :

- en premiére ligne, I'estimateur 6' avec les valeurs a du tableau i;

- en deuxiéme ligne, I'estimateur 62 avec les valeurs a du tableau 3

(valeurs estimées par simulation).

- L'amplitude A est prise en fonction d'une unité d'amplitude § =
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(25012 e choix de 8 est inspiré de la méthode de simulation retenue

par Garbade [12] et reprise par Mc Cabe &Harrisson [6) & des fins de

comparaison de certains résultats de simulation.

Pour le calcul effectif de ﬁ, et 62, 1a valeur de a dont on se sert, est

donnée dés que 1'on se fixe le seull de signification o du test.
Les puissances sont estimées a partir de 100 expériences et elles sont

données en % dans les différents tableaux.

rO: 3 I'O: 15 I'O =25
—
oen®l ! 10| 5 [10]5 | 10 n= 30
o ! 5| 2 6 | 4 s v Teel (-2
A= o 5 16 E‘ '2 4 'O S _ J.t‘d'. lU
a=10s) 16 [ 28 | 5 fqg | O | 3
28 48 16 | 30 3 Q
£=508 a8 94 76 92 0 3
94 [100 | 92 |99 | 2 | 32
n=60 8§~ 2581 1072
=15 Mo=30 ro= 45 ro =55
- i
oen | | S 10 | S| 10} 1 5 10 | ! 5 10
1 4 8 | 4 7 N 15 6 | 0 |0 5
B=31 v 17 f2fr e liolole Jiolo ls | 10
105 10 | 31 46 ] 0 14 | 6 1210 |2 8
as 16 |44 |SS [ a [ |2z | 3| f2r | |7z | n
A=508| 100| 100| 100| 95 | 100| 100| 73 | 100 100| 0 |o 5
100| 100 100 100 [ 100| 100| 88 | 100[ 100| 0 |2 | 17
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ro= 25 M= 50 o= 75 ro =95
-
olen® | | 5 10| 1 S| 10} i 5 10 | ! S 10
s=s 2 3 121 0 2 5 0 | 2 0 4| 7
2 |7 131 1 7 g | 0| 2 6 ! 6 |9
A= 108 14 |34 ]| 51| 3 17l 2al 31 12] 2110 4] 6
24 | 42 | 57| 6 19l 28| 5| 15| 2 2 4112
A=508]| 100 100]| 100} 100| 100] 100] 99| 100 100] ; 61 14
100 100 1001 1001 100| 100] 99| 100, 100 3 |8 | 19

n-=100 8§~ 21072
TABLEAU 4,5,6 : Fuissances estimees du test de 18 somme cumulée.

Commentaire :

Une comparaison des puissances estimées fi; et f, permet de conclure :

les valeurs de a ajustées par simulation (cf tableau 3) procurent au test de

la somme cumulée un meilleur pouvoir de détection de la rupture.
Les écarts assez significatifs entre les puissances estimées ) I et 62,

principalement pour les tailles 30 et 60, confortent I'hypothése selon
laquelle " I'approximation brownienne n'est pas souhaitable pour de telles
tailles d'échantilion”.

On peut remarquer que lorsque I'amplitude A est fixée, 1a puissance dans

les deux cas, différe selon I'emplacement r, de 1a rupture. On s'apercoit,

par exemple, que le test de la somme cumulée détecte beaucoup mieux les
ruptures situées en début d'observation que celle proches de la fin. A notre
avis, ceci se produit pour au moins deux raisons :

- Lorsque une rupture est proche de la fin, il n'y a pas assez
d’qbservations aprés la rupture, ou pour étre plus exact assez de résidus
récursifs biaisés, pour permettre a la statistique de la somme cumulée
d'étre "suffisamment grande” pour dépasser la frontiére fixée a priori. Par
contre lorsque 1a rupture a lieu au début, c'est l'effet inverse qui se
produit.




31

- Le type de fonction frontiére a aussi son influence. |1 aurait été plus
naturel de prendre pour frontiére la parabole a. ¥2t. Un probléme technique
conduit a remplacer cette derniére par sa tangente au point 1/2. Cette
droite est en tout point supérieure  la parabole. Ce qui a pour conséquence
de rendre le franchissement encore plus difficile pour la statistique de la
somme cumulée.

L'instant de franchissement de la droite par la statistique de 1a somme

cumulée, lorsqu'il existe, peut étre considéré comme un estimateur de

I'instant "o simulé. Nous nous sommes donc intéressés a ces instants de

franchissement lorsque les trois paramétres n, A, ro varient. 11 ressort

que dans tous les cas, 1a détection en pratique se fait avec un grand retard

par rapport a la date supposée ro L'estimation est donc fortement biaisée.

Cela explique la faible performance du test lorsque V'instant de rupture est
simulé en fin d'observation, méme pour une amplitude de la rupture assez
grande

On peut espérer rectifier cette lacune du test en choisissant d'aufres
fonctions frontiéres surtout si une information a priori existe sur
I'emplacement de 1a rupture. C'est la partvicularité du probléme qui pourrait

décider du choix a priori de 1a frontiére.
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LA PROCEDURE DU RAPPORT DE
YRAISEMBLANCES MAXIMALES.
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1. INTRODUCTION :
Certains auteurs comme [13], [23], [8)(2) ont étudié, 3 )'alde du test de
rapport de vraisemblances, le probléme de rupture de moyenne dans une

suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi gaussienne.

Le probléme étudié consiste a tester une hypothése Hy de stabilité de la
moyenne contre une hypothése H, traduisant un changement de 1a moyenne.
Les hypothéses H, et Hy s'écrivent :

Hp : 1es observations Z, ... Z,, sont indépendantes, de méme loi N(0,6 2y

H| . il existe un indice o inconnu, 1 ¢ ro < n-1 tel que
Zy ... Iy, indépendantes, de loi N9y, 02);
Zrg+1 - L Indépendantes, de loi N(O,, 62),' 0 =0,.

Les paramétres ro. 9, 0 et 9, sont supposés inconnus. La variance 62
est supposée connue ou inconnue.
Pour ce modéle, Hawkins [13] et Worsley (23] ont pu déterminer 1a loi

exacte, sous I'hypothése Ho, de 1a statistique du R.VM. pour les deux cas :

62 connue et inconnue. La lol est d'obtention diff icile et nécessite un
calcul numérique fastidieux a chaque fois que 1a taille n de I'échantillon
varie.

Deshayes et Picard, dans [B)(2) et pour le méme modéle, ont abordé le

probléme du point de vue de 1a théorie asymptotique locale. Les hypothéses

Hp et Hy ne sont pas considérées fixes. On les fait se rapprocher a mesure

que n augmente. L'amplitude de la rupture, a savoir 19, - 0,1, est prise égale

4d/¥n ol d est une grandeur fixée. lls montrent, sous des conditions de
régularité, la convergence, dans I'espace C(RZ x [0,1]) des fonctions
continues définies sur R2 x [0,1], du processus de vraisemblance a double

indice (cf. [8)(2)) vers un processus continu qui s'écrit comme fonction du
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mouvement brownien standard et de 1a matrice d'information de Fisher
associée au parameétre (9,02). Les deux indices du processus de
vraisembiance sont : le paramétre inconnu (o,oz) et le paramétre (r/n), r
étant I'instant possible de 1a rupture et n 1a taille de 1'échantillon.

Cette approche met bien en relief les problémes posés par une rupture
située aux bords. Le résultat de convergence ainsi obtenu permet alors 3
ses auteurs de déduire. le comportement limite des estimateurs du
maximum de vraisemblance des paramétres du modéle.

Blen que le modéle retenu pour notre étude (cf. Chap.1,81) soit différent
de ceiul présenté plus haut, il nous a paru important de donner certains
repéres pour situer les contributions de différents auteurs. De pius le
modele de régression étant une généralisation du modéle défini par un
n-échantillon d'une lof de moyenne § et de variance 02, i1 semble naturel
d'adopter une telle présentation.

Dans le cadre du modéle de régression, on peut citer Quandt [19)(2) et
Deshayes et Picard [8)(3) pour 1a détection de fupture a I'aide des méthodes
de vraisemblance. Ces derniers étendent au modéle de régression les
résultats asymptotiques établis dans [8)2).

Dans [19)(2), Quandt étudie 1a conjecture selon laquelle "Asymptotiquement
1a statistique du test du R.V.M suit une loi du x2" et conclut a son rejet
suite 3 une étude empirique. En fait I'irrégularité de 1a vraisemblance, due
au fait que Vinstant de rupture soit un paramétre discret inconnu, ne
| permet pas d'utiliser les résultats classiques sur 1a loi asymptotique de 1a

statistique du rapport des vraisembliances maximales.

| L'objet de ce chapitre est de voir comment s'appliquent les méthodes de
vraisemblance au modéle de régression.

Pour les deux cas : 62 connue et inconnue, on s'intéresse au comportement

de la statistique du RVM. sous I'hypothése H, de stabilité du modele.
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Ainsi, on met bien en relief les difficultés liées au calcul de 1a lof exacte
de la statistique du test. On montre comment les résultats de Hawkins
[13], sur 1a loi exacte de 1a statistique du R.VM,, peuvent étre adaptés dans
le cas du modeéle de régression.

Suite a une étude empirique, des résultats sur la capacité du test du
R.V.M. a détecter une rupture, sont présentés.

Enfin, une comparaison est faite avec le test de la somme cumulée (cf

chapitre 1) a I'aide des mémes résultats empiriques.

2. LA STATISTIQUE DU RAPPORT DES VRAISEMBLANCES MAXIMALES

Notons que le modéle et les notations sont ceux déja utilisés au

chapitrel et décrits au paragraphe | du méme chapitre. De méme, les

hypothéses Hy et H; sont celles présentées au chapitre 1.

2.1. Cas de 1a variance o2 connue :
Sous I'hypothése Ho, d'absence de rupture, on note L(B) 1a fonction de

vraisemblance :
L@) = (/42N o) exp (1726202, -y, - % T8)2)
L'estimateur du maximum de vraisemblance de g est :
- Ty-1
J (zt-l,n K7 2 Xy

Sous I'hypothése H(r), d'existence d'une rupture en un instant r tel que
k <r<n-k, on note L(r,8,8,) 1a fonction de vraisemblance.
L(r.ﬂ I ’ 62) =

(17426 expl-(1/26202 | (ye-x T8 )22, | nYex 822D,

On note, sous I'hypothése H,(r), ) (r), 62 (r) les estimateurs du maximum
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de vraisemblance des paramétres b, et b2 :
- Ty-1 )
B0 =y, D2 v

B (r) = (Ztm in xtxtT)’ ! thﬂ 1.0 XYt
Ainsi le rapport des vraisemblances maximisées relatif aux hypothéses Hg

et H,(r) est une fonction du seul paramétre r.
La statistique du test du RVM de Hg contre H, est alors le maximum sur

r,k <r<n-k, de 1a fonction L*(r) définie par :

L¥(r) = (Maxyyy ) L(r,B 1,B5) /Maxyg L(B)) = (L(r, B(r), B5(r)/ L(B)),

On rejette I'hypothése H, de stabilité du modéle si :
' Maxksrm—k L¥(r) > C(X'
ou la valeur critique c, est définie par :

Py | MaX, .ot L(r)l Yo ) = .

«, désigne le seull de signification du test qui est supposé fixé a priori.

2.1.1 Caicul de 1a statistique du test du R.V.M.

Le rapport des vraisemblances maximisées relatif aux hypothéses H, et

Hy(r) s'écrit :
LX) = expl(1/26 D02 y-x'002-2 )y T8y )
'2t=r+ | ’n(yt-xtTﬁ 2D,

Sionpose: Ly(r)=2 ozlog L*(r), le test peut étre basé sur la statistique :

Max, .y (LD,
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Pour tout r e (K,..., n-k}, on pose :

= T. = T
Vo'r 2t=l,rxtxt ; Vr’n 2t=r"’l,nxt Xt .

On a alors :
Lemme |
La statistique L y(r) peut s'écrire : *

pour tout r e [k, ..., n-k)
L) = B - By (rTVg Vo =TV (B0 - B0,
Démonstration
Rappelons que

L =2 - 022y T8 22 g TBp(0?

Les estimateurs §, f,(r) et §5(r) sont 11és par 1a relation :
VO’n 6 = VO,I' 6|(r) + Vr'n 62(")
En reportant 1a valeur de §, en fonction de f j(r) et 62(1‘), dans le premier

terme de L 4(r) et en le développant, on montre que :

zl="n(Yt"xtT§)2 = zlg"r(Yt"xtTﬁ | (r))2 + zlq_“.n (Yt‘XtTﬁz(r))2
+ B8NV (Ve 17TV B0 - B (0)

Le résultat annoncé découle alors de cette identité. O

On énonce un autre résultat qui nous sert pour 1a suite :

Lemme 2: Lamatrice Vo’,.vo'n"v,.,n est symétrique.
‘Démonstration :

les matrices VO.,., Vo,n_'- Vr,n étant toutes symétriques, il suffit de

. . -1 - -1
montrer que l'on a: Vo,rvo,n Vr,n Vr,nvo,n Vor-

Considérons le membre de gauche :
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-1 - - -1 -
vo,rvo,n Vr,n’(vo,n Vr,n)vr,n (Vo,n Vo,r)
ly

Vo,n

- -1 - -1 - -1
vo,nVo,n Vo,,n Vr,n Von Vo,n vo,nvo,n Vo,r * Vr,n o,r
= - - - '
Von~ Vrn~ Vor* VrnVon Vo
Ce qui se simplifie pour donner 1'égalité cherchée.

2.1.2. Comportement de max, .. ,L(r) sous I'hypothése H,

Sous I'hypothése Hg, pour tout r e {k,...,n-k} les estimateurs 6,(r) et

62(") sont indépendants, gaussiens, d'espérance § et de matrices de cova-

2

riance respectives o I et 62 A n". Le vecteur (B(r)-§,(r) est

Vo,r—
alors gaussien, centré et de matrice de covariance 62 (Vo r"' *Ven h.

Pour tout r e (k,..,n-k}, 1a loi de 1a statistique L,(r) est donnée par la

proposition suivante :

Proposition i :
Sous l'hypothése Ho. pour tout r, k <T < n-k, 1a statistique L,(r)/cs2 suit

une loi du x2 a k degrés de liberté.
Preuve
Pour tout r e (k,.,n-k], la variable aléatoire L(r) est une forme

quadratique de vecteur gaussien.

Pour déduire sa loi, on se base sur le théoréme | de Barra[1] (p.88).

Le lemme 2 nous assure que V, -V, n“v,. n est une matrice symétrique
dordre k. On vérifie, pour étre dans les conditions d'application du dit
théorémel, que la matrice produit : ( V, (Vg n_lvr n)(4:2(V0 ,."'Nr n"))

est égale 3 62 1d ou Id désigne 1a matrice identité. Pour le voir, il suffit de

développer ia dite matrice produit en utilisant la symétrie de
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Vo,Von 'Ven Une application directe du théoréme | [1Xp.88) nous
conduit au résultat :
Pour tout r, k < F <n-k, L (r) sult 1a lo} I'(k/2, 1/262).
51 I'on suppose que I'instant de rupture est un paramétre connu et prend
pour valeur rg, le test du RVM. pour tester la stabilité du modéle de

régression serait basé sur la statistique L,(ro)/02 laquelle suit, sous

I'hypothése de stabilité, une lof du X2, .

31 I'instant de rupture Mo est inconnu et c’est le cas qui nous intéresse,

le test duR.V.M est alors basé sur la statistique : max, ... (L |(r)/c2l.

La statistique du test consiste donc en le maximum de (n-2k+1)

variables, de méme loi xzk, non indépendantes. La dépendance entre les
différentes variables (Ll(r)/oz, r = k... n-k} a pour conséquence de rendre

le calcul de 1a loi exacte de max, ., [L,(r)/02] trés complexe.

On montre plus loin comment on peut obtenir 1a loi de cette statistique
dans le cas d'un modéle ou la variable de régression est a valeurs dans R.

On aborde 4 présent le cas ol 1a variance 62 est inconnue.

2.2. Cas de la variance g2 onnue :

Les vraisemblances sous Ho et sous H, deviennent ici des fonctions du

paramétre o.

Le rapport des vraisemblances maximisées relatif aux hypothéses Hg et
Hy(r) s'écrit :

L(l‘) =maxH|(l‘) L(r’ B |0p2n o) - L(r. 61((‘),62(!‘), 3 '(l‘))

maxp, L(B,6)  LBs,)
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ou 320 et 32,(r) désignent les estimateurs du maximum de vraisembiance

de 62 respectivement sous Hp et sous H,(r).
a2 . . T8V2 .
c 0 ('/n) 2t=l.n (Yt Xt 6) ,

82,(r = (1/n) [Zw (ye-xy B2+ 2, . (yg-x¢ Br)?) |

1
Le rapport L(r) devient aprés avoir remplacé les estimateurs par leur

expression :

(J2nsp exp(-n/2)
0 = (Bo/ 81PN,

Lr) = —
(Y2ms ("  exp(-n/2)

Maximiser (L(r),,.., ) est équivalent & maximiser ((32y/62,(), .. )

11 s’ensuit qu'en utilisant le développement de n 320,

n820 = Zl-l.n (Yt‘XtTS)z = zl-l,r (Yt'Xthl(l'»z

ZH’m(yt-xtTﬁz(r))Q*(ﬁz(rrﬁ,(r))Vo',.vo’n"V,.’n(ﬁz(r)-ﬁl(r)),

le rapport (820/32,0*)) peut se mettre sous 1a forme :

(B2(r) 81 NTVg (Vo ™ Vi n(B2(M)-6 ()
62/62)(r) =1+

ne '(l‘)»

St on note
(Ba(r) -6, ('“))Tvo,rvo,n_ ! Vr’n(ﬁg(r‘)‘ﬁ 1r) L)

La(r) = = :
~ a2 (r) n62,(r)

maximiser, ., [(320/82|(r))] est équivalent 3 maximlsermm_k (Lo(r)).

Le test du R.VM. dans le cas ou 02 est inconnue est alors basé sur la

statistique : max, . Lo(r).
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2.2.1. Comportement de max, ., , Lo(r)_sous I'hypothése Hy :
Nous procédons comme dans le cas de la variance connue. On veut

connaitre pour tout r, k < r <n-k, 1a loi de la variable aléatoire Lo(r).
On sait (cf. proposition 1) que pour tout r, k < r < n-k, (L(r)/a2) suit une
loi du X2k~ Par ailleurs, on montre que la variable (n 32|(r)/02) sult, sous

I'hypothése H, une loi du x2n-2k'
En effet,
noZ) (=2 (yx By Ze 2 (ypoxy B2
S on pose :
X,T(r) =(X) ... %) ; XZT(r) = Xy ) o %) s
Y|T(r) =(yy ..y Y2T(r) =Ypey - Yp) s
11 est alors évident que : |
062,(r) = IV ()X (8  (PN2 ¢ 1Y) X2

En appliquant des résultats classiques sur le modéle linéaire a chaque

phase du modéle, on en déduit que sous I'hypothése Hp:

IV (F)-X, (08 (P2 et V() ~Xo(r) (M2 suivent respectivement des

lois du x2 a (r-k) d.d.i et (n-r-k) d.d.l. De plus, ces deux variables sont

indépendantes. |1 s'ensuit que n 3210‘)/.::2 suit bien un in-?k-
Pour obtenir 1a loi du rapport Ll(r)/n82|(r), il nous reste a montrer

I'indépendance des deux variables L (r) et n82|(r).
Lemme 3 :
Sous Thypothése H, et pour tout r e [k, ..., n-k), les variables L,(r) et

ns 2 1(r) sont indépendantes.
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Démonstration:
On montre par un 6alcul simple que L {(r) peut auss! s'écrire :
Ly = HXy(rXB ) -6 12 + 1 X r)Bor)-6) 12
Ainsi on pose : | :
)7 = (Y% (DB () Yolr) Xp(rf(r) )
2T = (X (B () -B) X ArX By(r)-B))
On a bien sOr :
2, =Nz, (M2 et L0=NZMN2
Montrer I'indépendance de nSZ,(r) et Ly(r) revient & montrer celle des

deux vecteurs Z,(r) et Z,(r). Z|(r) et Z,(r) étant des vecteurs gaussiens,

centrés, a valeurs dans R", i1 suffit alors de montrer que : E(Z,(r)ZQ(r)T)

est nulle .

La matrice E(Z 1 (r Zz(r)T) d'ordre n, s'écrit sous 1a forme :

A B
E(Z,(r) Z(r)7) =

C D
ou A, B, C et D sont les matrices de dimensions respectives (r,r), (r,n-r),

(n-r,r) et (n-r,n-r) suivantes :

A = ELCY ()X, (B () (X, (r)B () N7 ;
B = EL(Y { (r)-X, (MB 1 (r)) (X (rXB(r) -BNT];
€ = EIY(r)-Xo(PB(r)) (X (rXB 4 (r) -6DT1;

D = EI(Yo(r)-Xo(FB5(r)) (XorXBotr) N7 ;

11 suffit de montrer que 1a matrice A est nulle. En effet, des arguments
analogues permettent de montrer aussi 1a nullité des matrices B, C et D. On

omet pour 1a suite de noter V'indicer.



45 .

A=EC B Tx T - BV 8T, T - X B8, DX T o x G887, T
Chaque terme est évalué séparément. Nous aurons a utiliser les identités

suivantes :
Br=Vo Ty 8=V TV v BV B eV B
| or 1 "1:¥2"Yprn 72 72, o,n Jor®l T Yrn®2
Alnsi : |
B 8, Tx T = By T v i T.
. Ty x.88Tx: T+ 621  of
On montre que sous Hy : E(Y,Y,') = X,8B'X;, '+ 0 'r* ou Irdésigne la
matrice identité d'ordre r. Il vient alors,
E (Y|6|TX|T) = XlﬂﬂTX|T + 02 x,vo.r"x,T.
Par ailleurs :
EC BT D =E 08TV + BTV ) v X T)
=E 08y TV (Vo n I T B0 BTV Vo 71X T,
En remplagant E(Y|6|T) par son expression et en se servant de 1'indé-
pendance entre Y, et 62, on arrive aprés calcul a:
| Ty Tyox paTy.T s o2 1y T
ECBTX =X 88X T 6 X Vo 071Xy
D'autre part, puisque var(fi,) = °2Vo,r et E(f 8 IT) = var(f ;) + E(f | JE(B it).
on en conclut : X,E(ﬁ,ﬁ'T)X|T = g2 X1V ,."'X,T + X'BBTX,T :
I nous reste a calculer le dernier terme X,E(6|6t)X,T.
E(Elﬁt) = E(6| (ﬁITVO.r + 62TVr.n)V0’n- h
= E8,8,Nv, v, " LeE@ B0y, v !
1¥1 Yo,r¥o,n 12 "YrnVo,n
B, et B, étant indépendants, un calcul simple permet d'arriver a
Ty T o2 1y T Ty T

11 est alors évident de conclure 3 1a nullité de 1a matrice A.
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On peut A présent déduire 1a 101 sous Hy de Lo(r).
Proposition 2:

Pour tout r, k <1 < n-k, (n-2Kk)/k. Lo(r) suit sous I'hypothése Hg une lof de
Fisher (k, n-2k).
Preuve :

Le résultat découle de I'indépendance de Ly(netn 02, et du fait que:
pour tout r,k <r<n-k: L,(r)/cs2 ~ x2k

n02|(r)/02 ~ in-zk-

On 3 donc montré quelle est 1a loi de 1a statistique du test du RVM.

lorsque 13 variance 62 est Inconnue et lorsque I'instant de 1a rupture est

supposé connu.

Lorsque I'instant de 1a rupture, ro» est inconnu le test peut étre basé sur 1a

statistique : maxum_k((n-Qk/k)(L,(r)/n.Gz'(r))]. La loi de cette statis-
tique sous Hy est alors celle du maximum de (n-2k+1) variables aléatoires

non indépendantes et de méme loi Fisher-Snedecor (k, n-2k).

Les difficultés liées au calcul de 1a loi exacte des deux statistiques du
R.VM nous ont incité 3 déterminer, par une étude empirique, certains
fractiles de 1a statistique du R.V.M dans le cas de 1a variance 62 inconnue.
Les fractiles que nous obtenons nous servent pour mener une étude
empirique de 1a puissance du test. De méme nous nous servons de ces
fractiles pour utiliser le test du RVM dans le cadre d'une application
pratique (cf. chapitre 4).

Nous montrons cependant comment on peut calculer numériguement 13
lof de 1a statistique du R.V.M lorsque 1a variable de régression du modéle
est scalaire.



3.1. Modé ues :
J.1.1. No t statistique du

L'étude présentée dans ce paragraphe s'applique au modéle suivant :

yt=xtat*et,t= l..n
(ep)<t¢n €St une suite de variables aléatoires

(1) indépendantes de méme loi N(0,62),
le paramétre B est a valeurs dans R, pour tout
te (1, ..., n).

Les hypothéses Hp et H; traduisant resbectivement la stabilité des

coefficients [“t]lmn et l'existence d'une rupture 3 V'instant inconnu )

s'écrivent :
(Hp) Yt= XtBter,t=1,..,n

Xt 8 +et,t= |,...,f‘0
(H1) Yt =

XtBotrer,t=rg*l,.,n

ro : instant inconnu de 1a rupture. IBQ-S |I : amplitude de la rupture.
On présente certains résultats théoriques sur la statistique du RVM
associée aux hypothéses Ho et H, , dans le cas ou la variance o est connue.

En reprenant les mémes notations qu‘au paragraphe 2, on a:

= 2. = 2 -
vo,r-Zt,,’rxt ; Vr’n-zt___r*"nxt , l<r<n-1.

Les estimateurs du m.v. des paramétres g, B et B8, sont alors :
B2, xyVop: By()- 2y XY Vo

B = 2y XV Ve
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On obtient le résultat suivant comme cas particulier du lemme 1 :

pour toutr, § <r ¢<n-1

L) = [V Vi )7V )/ 2B ) - B (12

Par conséquent si I'on note |Z(r)] = (Vo rVr 0 Vo n)'/ 2|62(r) - 6,(r)|/o
pour tout r, | <r <n-1, le test du R.V.M est alors basé sur ia statistique

max, .., 1Z(r.

Ainsi, on rejette 'hypothése H, au seull fixé o, si:

max, ... 1Zir)l » Cox avec Py, ( maX, .-y 1z(r)l » Coc) = .

J.1.2. Etude du processus (Z(r). 1 <r <n-1) sous Hy:
On peut voir aisément que pour tout r, 1 < r ¢<n-1, Z(r) est, sous I'hypothése

Hp une variable gaussienne, centrée et rédulte. Le comportement du

processus (Z(r)) ) ¢r¢n-1 SOUS Hg est donné par 1a proposition sutvante :

Proposition J

Sous Hg, (Z(r), 1 < <n-1) est un processus gaussien, centré, de fonction
de covariance :
B Z8)) = ((Vp.y Vo M (Vg Vo )12, s e

De plus (Z(r), 1 < r < n-1) est un processus de Markov.

Démonstration

Pours <r
(1) E@USLFN = (Vo (Vp Vo sVr )/ 2762V, )
CEl(B(s) - B (sNBr) -6 (r)]
On montre que pour s <r:

E@ (008, =82+02/v, . ; E@(s)y(r) =82
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E(B()8(r)) =82 + 62(Vg 1 /(Vg oy Vo o)

E (B(s)B,(r)) = B2+ ‘°2/Vs,n
11 suffit alors de développer le membre de droite de (1) et de remplacer
les 4 espérances par leur valeur pour arriver a:
EZ(8) Z(rD)= ( (V. Vg M Vg Vo V2 ser
Pour montrer que le processus (Z(r), 1 < r <n-1) est de Markov, on utilise
une caractérisation d'un processus gaussien markovien : (cf Doob [9] p.233)
Pours <m<r  p(Z(s), Zr)) = p(Z(s), Z(m)). p(Z(m), Z(r))
ou p(Z(s), Z(r)) est 1a corrélation linéaire entre Z(s) et Z(r). .
Il est alors aisé de vérifier cette propriété pour le processus

(Z(r)), (1 -y Etudién

On se propose, en s'appuyant sur la proposition 3 et en s‘lnsplfant de
I'étude de Hawkins [13], de déterminer, sous Hy, 1a lol de la statistique
maxltr(n-l IZ(r)l :

On pose :
(u,a,b) = (17421 ) exp (-1/2 ((u-a)2/b))

hy(uv)=1siuv20

h(uv) =PUZ(l <v,i=1..r-1/2r)=u),u,v20,2<r<n-1

g(u) = 2 h(u,u) hy_(u,u).

r=1,n-1

Théoréme 1 (Hawkins [13])

La densité de 1a variable max, ., 12(r)l est:

f(u) = 2 ¢(u,0,1) g(u) , pour u 2 0.

Pour connaitre complétement 1a loi de max, ., IZ(r)l, il est nécessaire de

pouvoir calculer 1a fonction g(u). On adapte a notre étude un résultat de
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Hawkins relatif au calcui des fonctions h.(u,v).

On note p(r) 1a corrélation linéaire entre les variables Z(r) et Z(r-1).
or) = ((Vp (Vo oo/ Wy o Vo 00172
On a alors :
Théoréme 2 :

Les fonctions hr(U,V), 1 <r<n-1, pour u,v 20 vérifient :

hy(uv) =1

) = f o1 Pe-y 29 Lz, 1- o2 + ez, ~p(r) u, 1-¢2(r) oz

r22

11 est alors possible de calculer numériquement les fractiles de 1a loi de 1a
statistique du test du R.V.M. On se sert pour cela de 1'algorithme de calcul

des fonctions h. et de 1a densité de max ' IZ(r)l. On peut remarquer

sren-
cependant que 1a loi dépend fortement des observations de la variable de
régression. Cette dépendance se manifeste 3 travers les différentes
corrélations e(r). Elle est un inconvénient majeur puisque elle oblige 3

reprendre 1a procédure de calcul de 1a loi de maX, .1 1Z(r)l 3 chaque fois

que I'on change 1a variable de régression.

Nous avons pu mettre au point un programme permettant de calculer, en
tout point, 1a fonction de répartition de l1a statistique max_ |Z(r)l. Les
paramétres d'entrée sont alors : n, la taille de I'échantillon ; x; ... X, , les

observations de 1a variable de régression et le ou les points ou I'on veut
caiculer 1a fonction de répartition. La procédure fait intervenir des calculs

d'intégrales par approximation (méthode des trapézes) a deux niveaux.

D'abord pour le calcul de toutes les fonctions (h., 1 < r < n-1), ensuite pour

“le calcul de 1a fonction de répartition.
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Cela a pour conséquence - si I'on veut obtenir de bonnes approximations -
de rendre 1a procédure trés longue lorsque n est grand.
Nous avons testé le programme, pour n = 4 et lorsque les observations de

la variable de régression sont x(i)=i/n,i=1 .. n

On donne les valeurs de F(u) = P( max, ., 1Z(r)l < u) calculées pour

différentes valeurs de u.

F(u) ]0.0636/0.3316|0.6445]0.8350] 0.9215] 0.9476]0.9538 | 0.955

Pour n = 2, on retrouve 1a loi de la valeur absolue, d'une variable N(0,1). Une
comparaison entre les valeurs, de 1a fonction de répartition, calculées par
le programme et celles données par les tables statistiques nous a assuré

de 1a bonne marche de 1a procédure.

Au paragraphe suivant, on présente les résultats d'une étude empirique
concernant certains fractiles de 1a statistique du test du R.V.M dans le cas

2 est inconnue. Les valeurs critiques estimées par simulation permet-

ouo
tent alors, entre autres, de mener une étude détaillée de 1a puissance du
test.

3.2 Calcul par simulation des valeurs critiques. Etude

empirique de 13 puiss

La simulation a porté sur le modéle de régression simple (1) décrit au
paragraphe 3.1.1. Le modéle a été simulé dans les deux cas correspondant

‘aux hypotheses Hy et H.

La statistique sur laquelle a porté V'étude est max \ 1Z(r)l, avec

1<ren-



52

2r) = (Vo (Vy Vo )/ 2Br) - B (0V/5(r)

00 82(r) est un estimateur sans blals de 62,

820 = 12 (2| tyg- By Z e 2y (g - xifr)d).

3.2.1. Valeurs critiques empiriques de max, . ., 1Z(r)l:

Pour certaines valeurs de n, nous avons réalisé 1'000 expériences a

partir du modéle (1), du § 3.1.1, sous I'hypothése Hp. suivant Ia méme

méthode de simulation qu'au chapitrel. Ainsi, nous avons obtenu 1000

réalisations de 1a statistique max ; 1Z(r)l sous T'hypothése H, Grace a

14ren-
un algorithme de tri nous les avons rangées dans un ordre croissant.

Pour les trois seuils de signification usuels @ = 1% ; 5% ; 10% nous
avons pris respectivement pour valeurs critiques 60( associées les

gg90iéme gspiéme oy gooléMe gos 1000 réalisations ordonnées.

. n .

| 20 25 30 35 40 45 o | 60 200
o N\

001 |3696 |3649 [3513 |3493 |3515 [3441 |3.447 | 3463 |3502
005 |2853 |2879 (2877 |2873 |2847 |2802 |2868 | 2926 |2961
0.10 |2516 |2560 |2539 |2589 |2528 |2515 |2548 | 2625 |2687

Tableou 1 : Vvaleurs critiques estimées - sur 1000 expériences - de la

Statistique du RV, {max | Z (), 1 «r «n-1}
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Les 60( ainsi calculées sont des estimateurs des valeurs critiques
théoriques c, qui vérifient : Pro (max, ., 1Z(r)> Co) = .

On remarque que les valeurs critiques 60(, associées a un o donné a

priori, ne varient pas beaucoup suivant la taille n de V'échantillon. La

proximité des valeurs 6“, correspondant a n = 60 et n = 200, nous suggére

dutiliser dans la pratique ces valeurs critiques lorsque 13 taille de

I'échantillon étudié dépasse 60.

3.2.2. Quelques résultats empiriques sur la puissance du test
duR.VM:

On rappelle que 1a puissance théorique du test du R.V.M est donnée par :

ou c,,, désigne la valeur critique théorique définte par :

Pro (MaX, ¢ren-1 1Z(NI > c,) = ox et oc seul) de signification du test.

>

En se servant des valeurs critiques 60( - estimateurs des valeurs critiques
théoriques Coc ~ Nous estimons empiriquement la puissance théorique v.
L'hypothése Hy définie au paragraphe 3.1.1. dépend des deux paramétres ro

etA= '52‘ 8 Il' respectivement emplacement et amplitude de 1a rupture.

L'étude empirique de la puissance consiste alors a voir comment se

comporte le test du R.V.M - a travers sa puissance - lorsque les paramétres

ro et A varient.
Pour chaque couple (rg, A), nous réalisons 100 expériences du modéle (1)
sous H,. ¥, estimateur de v, est alors donné par la fréquence de

dépassement de la valeur 'c‘o( (fixée dés que I'on se donne le seuil &) par les

 1Z(r)l.

100 réalisations, sous 'hypothése H,, de la statistique max, ...
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Le calcul empirique de 13 puissance - pour différentes valeurs de Mo et A

a été fait pour les tailles d'échantillon suivantes - 20, 30, 50 et 60. Une
comparaison entre le test du R.VM et celui de la somme cumulée (cf.
chapitre 1) peut se faire en se basant sur les puissances calculées dans les
deux cas ou n prend les valeurs 30 et 60.

On présente les différents résultats obtenus. Les puissances empiriques

consignées dans les tableaux sont en %.

n=20
ro 5 10 15
o
1 5 10 [ 5 10 1 S 10
A
5 2 10 16 2 1| 16 2 a 13
105 85 96 98 80 95 | 98 83 98 | 99
n=30
ro 5 10 15 20 25 28
o3
X PEsqto]t s fwofr )]s ol i ]s]iofr {s]iofr |5 |10
s |2 16 [17]rv |7 |15l 2fiwolialr|afi2l2]|al17lo]e |12
105 |8a|96|98 | 92| 99| 99| 93|98 |100| 90| 96| 99| 88| a3| 99|70 |81 |95]
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Une analyse rapide des différents tableaux fait ressortir deux faits

importants :

- le test du R.V.M détecte assez faiblement les trés petites ruptures (ie.

lorsque A = 8 = (2Sn)"/ 2) Ceci est assez attendu dans 1a mesure ou pour

une telle amplitude (A = 8) les hypothéses Ho et H, sont trés proches I'une

de V'autre.

- Dés que I'on augmente I'amplitude de 1a rupture, en passant a A = 108

(pour n = 60, I'amplitude est alors A = I, - 841 ~ 0.258), le test du RVM

détecte l1a rupture d'une fagon remarquable.

n = 50
ro 5 15 25 35 45 48
oz
tlsfrolt s jiofr|s o]l ]s|iof1 |s]tofr |5 |10
A
s |Ola | 7|V |ef1a 2|9 18] 2]10]17]2|8Bf12]1 |g |9
108 |a0| 95|98 | as| 98| 99| a7|100]100|96 | 9g|100| 88| 97| 99|55 | 77 |as
n:ﬁol
ro 5 15 20 45 55
t{s|1oltr |s a1t |s [wo]1]|s|iof1|s]i0
A
s (2 s|{nlz2]|7 w27 2|V ]s]|i2l1]a]13
1
108 176 91| 95| 92| 98100 97|99 [100{ 96| 99| 99| &1 | 91| 94
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Si V'on s'intéresse aux ruptures provoquées en fin d'échantillon (voir par

exemple les puissances pour les couples (n,ro) suivants : (30,28), (50,48)

et (60,55)) on s'apercoit que la détection se fait moins bien que pour les
autres ruptures. Mais on peut dire - méme si 1a puissance est moins bonne
dans ces cas - que le test du R.VM reste trés bon comparativement au test
de 1a somme cumulée qui conduit dans de pareils cas (rupture en fin) a des
puissances trés faibles (cf.tableaux 4, 5, 6 ch.1). Une explication a ce
meilleur comportement du test du R.VM pour les ruptures situées en fin
d'échantillon repose sur le fait que I'estimation de ia rupture est meilleure
et que par conséquent le retard 3 la détection est beaucoup moins
important pour le test du R.V.M que pour celui de 1a somme cumulée.

On peut remarquer que Deshayes et Picard dans [9)(1) avaient conclu
dans une étude comparative, a 1a supériorité du test du R.VM pour détecter
un changement de moyenne dans une suite dobservations gaussiennes
indépendantes. En se basant sur les puissances obtenues (pour n = 30 et
n = 60) pour les deux tests on peut dire que pour de trés petites ruptures
Jes deux procédures semblent se valoir et dans ce cas il‘est utile de les
utiliser toutes les deux. Mais pour des ruptures plus importantes on

privilégiera sans conteste le test du RVM.
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ELE ET NOTATIONS.

On considére le modéle de régression :

&+ BoXj+ e pour x; <7y

=
]

(ei)ig,wn est une suite de variables aléatoires indépendantes définies

sur un méme espace probabilisé (0,&,%P),a valeurs dans (R,ﬁR) de méme
loi gaussienne centrée et de variance 2 inconnue.
(Xj)i=y p, sont les observations de la variable de régression x. On les

suppose ordonnées et distinctes

On suppose la fonction de régression continue ce qui se traduit par la

contrainte non linéaire suivante :

(c) (0¢g-0)) + (By-B4)3=0

On suppose tous les paramétres du modéle inconnus et on pose 0t= (nt,'x)
ou nt = (0¢g,80.0¢),B ).
On peut remarquer qu'il est possible d'écrire le modéle en y intégrant la

contrainte (c). Les deux phases deviennent alors des fonctions non liné-

aires par rapport aux parametres :
[ ]

o+ Bolx;=7) + e; pour x; < ¥
Yi =
o+ B, (xi-7) + e pour x;> %

Nous retiendrons cependant la premiére forme du modéle car elle est

naturellement adaptée aux développements qui suivent dans le texte.
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L'objet de ce chapitre est de traiter I'estimation, par 1a méthode du
maximum de vraisemblance, des différents paramétres du modéle. Ce
travail ne constitue pas en fait une nouveauté. i1 se veut étre une synthése
de résultats obtenus par des auteurs comme Hudson [15] et Hinkley
[14)(1)X3). Remarquons tout de méme que Quandt [19)(1) a étudié un tel
modéle de régression sans toutefois s'imposer I'hypothése de continuité de

1a régression.

On introduit quelques notations :
pour toutre (1,...n},

Xo,r = L) =X Sxy(o,r) = zh e ("i"‘o,r)(yi‘yo,r) ;
pour tout re (2,..,n-2),

Xrn = (n-r)”! 2i=r+ TRE

Sey(rm =2, Xi%o n-r XYy Yo -

2. ESTIMATION PAR LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE DE
2.1 Le probléme d'estimation de §

On note L(y,0,6) 1a fonction de vraisemblance associée au modéie

étudié. Elle s'écrit :
L(y,0,6) =

(2162) ™2 exp{ (262! {3 (yi-oc,-8,x)2)]

2

Xi ¢
Estimer les paramétres § et 62 par le maximum de vraisemblance
consiste bien sir @ maximiser L(y,0,6) par rapport 3 9 et s, sous la
contrainte non linéaire sur 9.
On peut vérifier sans trop de difficulté que la contrainté (c) assure la
“continuité de 1a fonction de vraisemblance par rapport a 9. Par contre ia

fonction L(y,0,6) n'est pas dérivable, par rappport a §, aux différents

points Xj-
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I1 s’ensuit que la méthode classique de dérivation de 1a vraisemblance,
pour obtenir les estimateurs du m.v., n‘est pas applicable dans ce cadre. |1

est donc nécessaire, afin d'estimer 7, de contourner cette difficulté.

L'idée servant de base a 1'estimation de ¥ est 1a suivante :
Sans étre trop restrictif, on peut faire I'hypothése (H) que § appartient 3

I'intervalle [x2, "n—2[' En pratique, cela veut dire que nous disposons d'au

moins deux observations dans chaque phase. Si une procédure de détection
a montré l'existence d'une rupture ne se trouvant pas aux bords, alors

I'hypothése H est des plus réalistes.
Sous cette hypothése, compte tenu 1a nature ordonnée des Xi, ¥ se trouve

entre deux observations consécutives de 1a variable de régression.

Ce point de vue introduit alors naturellement 1a famille de
sous-hypothéses G () n-2 0u H(r) est I'hypothése selon laquelle le
paramétre y appartient a [x., Xpa 1l

Sous H(r) 1a vraisemblance s'écrit :

Lty.0.02)=(1/2M0 2V Zexpl-(1/26D 2 | ty;-065-Box;)?

2 1 a8 xp21]

Pour tout r e (2, .., n-2), sous I'hypothése H(r) et pour § fixé, on note
&o(r), Bolr), & (r), §,(r) et 82(r), en omettant 1a dépendance par rapport 3
¥, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres o, B
o0 'et 02.

On sait les obtenir en appliquant 1a méthode des multiplicateurs de

Lagrange (1a méthode est développée au §3 dans un cas semblable) puisque

¥ étant fixé, 1a contrainte n'est plus non linéaire mais est linéaire.
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L'estimateur 82(r) de 62 s'écrit :

32y = (m (2, | y8er-B(r) xp? +2 (yy-&,(r)- ,(rx)? )

i=r+1,n

Ainsi 1a vraisemblance Lr(y,o,oz) maximisée par rapport a v et 62 s'écrit :
L) = (17216 ()’ 2exp(-n/?) pour toutre (2, ..., n-2).
Il s'ensuit que pour tout r e (2, .., n), maximiser L(Y) par rapport & ¥y

revient & minimiser na2(r) que I'on note S.2(y).

n '5,2(1) est la variance résiduelle du modéle de régression a deux phases

contraintes de se rencontrer au point d'abscisse §. On peut écrire, suite 3
un calcul de substitution, en se servant des notations introduites au
début :

5.2y = 2i= in (v, -yo'n)Q - [/(n-r)/n] (Yo,r- Vr,n)2

+ B {rtn-ryzn] Wr.n = Yo, P - SXY(O,r)]

+8,(r) {[rn-ryrn] Wor “Yr 0 n ¥ - Sxy(r,n)}.

I est factle de voir que V'estimateur du maximum de vraisemblance de ¥,

sous I'hypothése (H), est 1a valeur de § qui réalise :
min (min Srz(x)).

rHr)

Cect nous conduit alors a étudier les fonctions ( Srz(';), 2<r<n-2).

Srz('t) a une expression assez compliquée puisqu'elle fait intervenir les

estimateurs sous contrainte. L'idée est donc de se ramener, par le biais

dun calcul, & étudier d'une fagon équivalente d'autres fonctions notées

T.(7) dont 12 manipulation est beaucoup plus aisée.

Pour ce faire, on introduit Soz,qui est n fois la variance résiduelle du -
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modéle de régression a une seule droite :

S02 = Ziat n OV} Yo% = ( Syy(0.m) / Syy(0,0) ).

Pour tout r e (2, .., n-2), on note &y(r), By(r), &,(r) et @,(r) les
estimateurs du maximum de vraisemblance, sans contrainte de continuité,
des parameétres g, Bg. o, et ;. Ces estimateurs ne dépendent que du

paramétre r et ils s'obtiennent aisément.

Bo(r) = Syy(0.r)/Syy(o,r) ; &q(r) = Vo;r - Bo(r) Xo.r

B,(r) = Sxy(r:n)/Syy(r.n) ; o, (r) = Yen ™ B,(r) Xr.n
On en déduit un estimateur naturel de §:
Hr) = @g(r) - &y (M@ (F) - For))

La procédure d'estimation de 7§ est basée principalement sur ces

estimateurs sans contrainte comme on le voit plus loin.
Pour tout r e (2, ..., n-2) on pose : T.(p= 502 - 5,.2(]).
On a bien sur I'équivalence : pour § € H(r), min.‘ Srz(x) ) max. T.(y).
On pose :
) = Syx(0,r) Sy, (r,n) + [r(n-r)/n) (xo,,.2 Syx(rn) + er,n Syx(0.r));
D(r) = [r(n=r)/n] (X, [ Syy(r.N) + X, 1y Syp(0,0));
E(r) = [r(n-r)/n] (S, (0,r) + Sy, (r,n)).

La fonctlon T.(y) peut s'écrire (cf. Hinkley [14)1)) :

(C(r) - D(R) ((r) + ) + E) Jr) P2 @olr) - B1(F)2

T =
a (C(r) - 2D(r)y + E(r) 32).Syylo,n)

2.2. Etude de la fonction T.(y)_et détermination de .

Pour tout r (2, ..., n-2), T () est une fonction de § définie sur tout R.
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Le dénominateur (C(r) - 2D(r)y + E(r)32) est strictement positif pour toute
valeur de y sur R. En effet i1 a méme signe que E(r) puisque le discriminant
(D(r)2-E(F) C(r)) est strictement négatif.

Comme rapport de deux polyndmes en 7, T,.(x) est une fonctfon continue,

indéfiniment dérivable sur tout R. L'étude de 1a fonction T.(y) a pour but de

rendre le calcul de Vestimateur de maximum de vraisemblance de ¥

facilement accessible.

La dérivée premiére de T(Y) est:

Ty / 3=
2(C(r) - DI + ) + ECF) POI)2- E(r) Cr-FrBolr)-8 (r)2
(C(r) - 2D(r) § + E(r)y2)2 Syx(0,n)

Elle s'annule deux fois aux points yget 7§, :
To= M) ety = (C(F) - D(r) Jr)/(D(r)- E(r) F(r))

Les valeurs de 1a dérivée seconde en ces deux points sont :

327!‘( - (Bo(r)-B1(rN2 (D(r)2- E(N).C(r))
72 Yo Sxx(0.n)  CE(F) ()2 - 2D(r(r) + C(r)

2T, ( , (Bo(r)-B 1 (FN2 (D(r)2- E(IC(r) (E(PYF(r) - D)y -3(r)

2 Sedom  (E(Ny,2 - 2000y, + C0)2

Onsait que:  D(r)? - E(r) C(r) <O
et (E(r) ';2 - 2D(r) ¥+ C(r)) > O, pour tout valeur de .
11 s'ensuit alors : aZTr/a{" (F(r) <o

%'(r) est donc un maximum pour 1a fonction T.(y) sur R. En fait on montre
qu'il est unique. Montrons que [ a"'Tr/ 012 1(¥¢) > 0. Ce qui assure que ¥,
est le minimum de T, () sur tout R. On peut voir que :

signe [ 92T,/ 2y2 1(3,) = signe ((D(F) - E()F(F) (y,- Fr)).
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Or on montre : ((D(r) - E(r)(r)) (§,- Jr) = E(MF()2 - DINY(R) + C(r).
Le signe de [ ¢)2T,~/b';2 I(¥y) est donc bien positif.
En résumé la fonction T.(7) est définie sur tout R, 4 valeurs dans R*. Elle a

pour extrémum (r) et ¥)- Le graphe de T.(y) admet une asymptote

horizontale d'équation :

CEMY)-02 @olr) - ()2
E(r) © S(0n)

on présente les variations de T(y) dans le tableau suivant :

1 -0 ) L} +00
H, (1) + 0 - 0 +
Ha) asymp
H_ (1) At (1(')‘ \'
~
asymp S 0

Le graphe de T_.(Y) est le suivant (avec des valeurs fictives):

i

— ‘ \\ Asymptote
' -~

g, (E-DD-3(r) 3
(D(r)-E(r)- g(r))

ok
o~
-
——
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Avec : T (F(r)) = (C(F) - 20()F(r) + ECFODEHr) - B (1275, (0,0)]
Tr('h) = (.
Il ressort de cette étude que pour toutre (2, .., n-2), T.(y) a pour maxi-

mum, sur R tout entier, 1a valeur J(r). En se basant sur ce résultat et sur
1a définition de I'estimateur du maximum de vraisemblance de ¥, il s'ensuit

les deux cas de figure notées (1) et (2):
(1) § peut étre égal 3 un certain ?i(ro) qui réalise nécessairement les
conditions (i) et (ii) suivantes :

(1): ¥(rg) appartient & I'intervalle [X g, Xy, 1l
1) T,.o(“'i(ro)) est le maximum parmi les quantités T,.G'(r)) pour
) elxe, %ol et 2¢r <n-2.
(2): § peut coincider avec une certaine observation Xqy- Lindice r,

~étant telque: ry) e DX, X et Frp-De e qXel

A la suite de I'étude qui précéde, on présente I'aigorithme de caicul de
I'estimateur dum.v de §.
2.3. Algorithme de calcul de §:

On donne deux remarques découlant de I'étude des fonctions T.(y) et

utiles pour simplifier 1a recherche de Vestimateur du maximum de

vraisemblance de .

Remargue 1 : St pour un indice r donné, on a x,. < J(r) ¢ .,y alors les deux

éventualités 9= x.et §=x.,, sont a écarter.

Remargue 2 : (Elle est implicitement contenue dans (2) plus haut).

" Pour que X, soit une solution envisageable, i1 faut nécessairement que :

Pr-1) ¢ Ixp_ g, XL et Jr) ¢ Dx, %oy
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Description de 'algorithme :

Pour tout r = 2, ..., n-2, on détermine les estimateurs sans contrainte
Bo(r), &4(r), §,(r) et &, (r). On en déduit alors Y(r) par :
) = (@g(r) - &, (r) 7 (§,(r) - Eolr).

Pour tout r = 2, .., n-2, tel que (r) e [X., X, [, on calcule T (3(r). On

déduit le maximum parmi toutes ces valeurs que l'on note par exemple
Max1.

Pour tout r = 2, ..., n-2, tel que J(r-1) ¢ [x._y, x{ et Jr) ¢ [x., %, yL, on
calcule les différents T, (x.) et on en déduit leur maximum : Max2.

Il reste alors a comparer Max1 et Max2 pour en déduire I'estimateur de ¥

On présente en annexe le programme permettant le calcul des estimateurs

du maximum de vraisemblance de § et des autres paramétres du modéle.

Les estimateurs du M.V. des paramétres g, Bg %y, By et 62 dépendent

blen sir de la valeur prise par I'estimateur de §. On sait que deux

possibilités se présentent pour cet estimateur. 11 en est de méme pour

ceux de g, B &y, B et 62,
(a) § = "i'(ro), Xro € ?(ro) < Xpo+1- Dans ce cas les estimateurs du M.V.

s'obtiennent directement : (&, By, &), 84) = (@o(rg), Bo(rg).&(ro).B,(ry))
32 = ( '/n) [2 j= | , ro(Y|-&O(FO)-go(FO)X.)2+Z‘=r°* | 'n(y'-&|(r0)"§ 1 (ro)x')zl

(b). ‘i = X, Ce cas nécessite quelques développements. L'estimation des

paramétres du modéle se fait comme si on connaissait 1'abscisse du point

d'intersection.
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Le paramétre ry est connu. La contrainte llant les paramétres n'est plus
non linéaire mais est linéaire.

La méthode du multiplicateur de Lagrange permet de résoudre le
probléme de I'estimation. En effet, il s'agit de :
minimiser, par rapport 3 v, Q(y) ;

am =2, ogBoxp? s 2 Ly vy -Byxp?),

sous 1a contrainte linéaire : nls = 0

00 St = (', xr', -", _Xr')

| L ’ Vo
x|t =< ) x2t =< >
X| ...... X” Xriq.l Xn

On pose :

L'estimateur sans contrainte du M.V. de v s'écrit :

= xtxIxty,
Cet estimateur, en général, ne vérifie pas la contrainte.
On pose : ?its =y et n,t=(«o,ao)etnzh(«,,a,),
ona: am) = (¥, - Xy Ptery - Xmp) + (Vg = Xt (V5 - Xomo)
Minimiser Q(n) sous la contrainte nts = 0 revient par la méthode de

Lagrange a résoudre le systéme formé par les trois équations :

22,(n)/a 0y =0 ; 20,(n)/any =0 ; 2Q,(n)/3A = 0

ou : Gy(n) = Q(y) + 2)mts. En notant : st - (s,89), les trois équations
sécrivent: a0y (m)/any = 20,y - 2Y, X, + 215 =0,

2, (/g = 206, oMy - 2 Y, Xy ¢ 2h 5520

aOI(n)/ax=2(n|ts, +n2t92)=0. .
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Les deux premiéres équations nous donnent :
En substituant ces deux expressions dans 1a troisiéme équation on déduit

la valeur de A : A = (3ts)/(stixtx)~!s),
En posant v = st(xtX)“'s, il vient, A = (u/v) et
iy =0y - (v, ) Ts,
fig =1z - WXy s,
On montre au paragraphe suivant comment 1a méthode des multiplicateurs
de Lagrange peut s'appliquer au probléme de I'estimation des parameétres
d'un modéle de régression a plusieurs phases soumises & des contraintes

linéaires.

4. Eglimgtioh dans un modéle d p phases, P> 2, lorsque
les points de rupture sont connus.

On considére le modéle de régression a p phases linéaires :

f,(oq,x,)*ei, '$i$j|
f2(“2,xi)"ei, _“ (i(j2

[e,]mm est une suite de variables aléatoires, définies sur Je méme
espace probabilisé (0, &, P), de méme loi N0, 62),

Pour tout j, j=1, .., p, fj (., ) est une fonction continue par rapport a x et
0§ j et linéaire par rapport au parametre °‘j' On suppose que la suite (j B j2,

o jp_ |l est connue et que le modéle de régression est continue.
On a ainsi les contraintes, au nombre de (p-1) -
(1) fj((Xj, Xi)=fj+|((Xj+',Xi), j=|,...,p-—l

eti=j',j2, 'JD'l
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L'estimation aux moindres carrés de oy, - ,(xp, qui se confond avec le

maximum de vraisembiance puisque les erreurs [eil,mn sont normales,

résulte de 1a minimisation, sous les (p-1) contraintes linéaires (1), de :

000 =Xy Oty xD2ea Xy o8 = o, xi))Z,

Ce qui revient par la méthode des multiplicateurs de Lagrange &

1=Jp-1,n

minimiser :
Loy, ..., Xp) = Qloc) + 2\ (Fy(oxy, xj,) - foloy, xj,))+...
* 2y (T g0y, Xjpy) = Fplop, Xy )) -
Remarquons que les (p-1) contraintes linéaires (1) peuvent s'écrire,
puisque les différentes fonctions f j(orj, x) sont linéaires, comme suit :
(1) @(ocjt “J"t) $)=0,)=1,..p°1; sjt = (sj,t sjzt).
Ainsi stpour §, J=1,..,p, LS est 4 valeurs dans RX, s j est 3 valeurs dans
RZK_ Avec des notatipns évidentes pour Y [ et X j j=1 ..,p,0n 3
Lloc,A) =Y, - )(,oqll2 + 4V - Xg orpll2 + 2)\1(0(,t °‘2t)-9| +
+ 22yl qotidsy
11 s'agit alors de résoudre :
(aL(oc,\))/ borj =0,pour j=1,..,p
sous les contraintes («jt o(tj* I ).s] =0,j=1,..,p-\
Ce qui donne le systéme :
(dL(ocy )7 d0cy = 205y 1oy - 2%y by« 2n g5 =0
(aLCocp, M)/ dox = 20X X oy - 2X Yy + 20y sy o+ 2055 =0
pour j =2, .., p-1 '
(ALl M)/ 20, = 208, oy - 2%tV + 200480y 5= 0

qui s'écrit aussi
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(S) &J = &J - XJ_' (th XJ)—|SJ_"2 - X] (XJt XJ)-'SJ| » j =2, .. p-2
- t -1
“p O(D Xp_‘ (XD Xp) SD-I,Z
ou les (o j)ls j<p sont les estimateurs sans contraintes des (oc j)ls i<p
o = (X.Ex.y Tyt |
(XJ (X] Xj) Xj Yj
Il faut donc calculer les O‘j)j=| o p-l a partir du systéme (S) et en

respectant ies contraintes linéaires :

t st = = _p-
(&J&j”)sj 0,)=1,..p-L
Les estimateurs sans contraintes (&j) ne verifient pas, en général, les

contraintes. On pose ainsi :
(&tj &tj*,)sj =uj,j=l..pLuye R

Le systéeme (S) et les contraintes linéaires appliquées aux estimateurs
(&j)jcl...p donnent alors le systéme, noté (51), & (p-1) équations et (p-1)
InC(;nnues )\,, s )‘D-l :

A8ty s e ng st ot xo) T sp) =y

()\j_l(s“t (xjtxj)-'31-1,2)’)‘j31tcj-'5j
(51) s 0 X sy =y

pour j =2, .. ,p-2
()\p_Q(stp_Q,Q(xtp_ 1Xp-1 )~ Sp-1,1"Ap-1 stp_ o 'p_ 15p-1=Yp-1

ty !
X;"Xy) 0

ou les matrices cj.", j=1..p-1 sont: Cj" =

0 &Yy X!

Ainst les multiplicateurs de Lagrange ()‘j)j-l...p sont obtenus par
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résolution du systéme linéaire (S1). Une fois les ()\j)j calculés, on en

déduit les estimateurs (62]) j=1..p grace au systéme (5S).
Le systéme linéaire (51) peut s'écrire matriciellement :
AN=u ;A= (O L ) ety )

La matrice A est une matrice carrée (p-1, p-1), dont les coefficients
sont connus et donnés par :

A=(au)i= L.,p-1,j=1, ., p-1
Les termes diagonaux de A, (3;;) 1 =1, .., p-1 sont :
ot -1
35 = S Cj 'S;
Par ailleurs :

a2 =St'2(X2tX2)-|52' ;3|j=0 DOUf'j=3,..., p-1

oot t -1 . . - ;
ap_"p_z S 0_2'2()( p-1 Xp_‘) Sp-lpi ,ap_"J-ODOUFj— 1, ..,p-3
pouri=2,.,p-2,0na:
= t -l . = t t ""
JERIEELTEV A O i P R L LV L LS T M

3y =0, pour J = oo P, o, Jmi-t, joie 1.

La matrice A étant parfaitement définie, on pourra alors dans |a pratique

utiliser un programme pour résoudre en A le systéme linéaire : AX = u.
Signalons qu'au chapitre 4 , nous présentons une application pratique,

des résultats présentés dans ce chapitre, sur des données concrétes

fournies par ia division technique de EDF-Grenoble.
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r s é é rupture.

tions othéses.
. On introduit un formalisme différent de celui introduit au début de ce
chapitre.

On considére le modéle de régression défini par :
Yei =00 + ey, tyel01]ie Nx
ou (et,],eN* est une suite de variables aléatoires définies sur un méme

espace probabilisé (0Q,&,P) supposées indépendantes et de méme loi, de

moyenne nulle et de variance 62 inconnue.
En posant : ol = (c, ot) ; ot = (3, by, by), on définit pour tout t € [0,1] et
pour tout 6 dans O, ® sous ensemble de R4 précisé plus loin, f¢(8) comme

suit :
fo(t‘t,“)’&*bo(t't) siO¢t¢e

f'(t’t,“)=a*b'(t"t) S‘t‘t('. bo*bl

o prend ses valeurs dans ¥, sous ensemble compact de R3,que I'on définit
comme suit :
Y- {(a,bo,b| )eR3 / max(lal, Ibgl, IbyD) < i, Iby-bgl 2 8), it et 8 étant

deux constantes positives.
S1 une étude préalable a montré I'existence probable d'une rupture (cf.

chapitres| et 2), on peut supposer I'existence de deux réels positifs p 1+ B2
tels que : O<¢pycrepycl
L'ensemble O est alors défini comme le produit cartésien [ g |, Bolx&.

8 ={o=(,aheRY celp,B,) et ale ¥}
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Ainsi @ est un sous ensemble compact de R,".

Pour tout t € [0,1], f;(.) est une application continue du sous ensemble ©

~ de R4 dans R. Pour tout 8 e 8, 1.(0) est une application continue de [0, 1]
dans R, indéfiniment dérivable sauf au point t = ¢ ou 1a dérivée premiére
est discontinue.

00 est 1a vraie valeur du paramétre 9, supposée appartenir a I'intérieur
du sous ensemble 6.
Ce paragraphe traite de l'existence et des propriétés de consistance de
I'estimateur des moindres carrés du paramétre .

Hinkiey dans [14K1), a traité pour le méme modéle, mais sous une

hypothése gaussienne pour les [ets’i' le probléme du comportement

asymptotique de Festimateur du maximum de vraisemblance du paramétre
0. Cependant les méthodes utilisées, pour établir la normalité
asymptotique notamment, sont assez empiriques et peu rigoureuses. On
peut citer aussi Feder [11] pour une généralisation de I'étude & un modéle 3
plusieurs points de rupture et a des fonctions non nécessairement affines.
Mais ce travail comporte des hypothéses théoriques diff icilement véri-
fiables méme pour des cas simples, comme celui que nous traitons.

Nous avons choisi de nous inspirer dune étude de Jenrrich [16] pour
montrer d'une fagon simple i'existence et la consistance presque-sire de

1a suite des estimateurs des moindres carrés du paramétre 0.

La propriété suivante, notée (P), facile & établir pour notre modéle,est

utile pour conclure a la consistance presque-sire de la suite des

estimateurs des moindreg carrés (0y,).
~(P):  sipour 8,,0pdans @ ona f,(0;)="1,(0,) pour touttel0,1]alors
il s'ensuit: 9y = 0,.

On fait I'hypothése suivante sur la répartition des observations (ti)ieN*
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Onpose: Fp(t)= n~! (nombre des é1éments de (tj)j=y pstl
(H) La suite (F,), converge ponctuellement vers une fonction F

continue, strictement croissante sur [0,1] et telle que F(0) = 0.

Remarque : 1a propriété (P) devient une hypothése a faire dans le cas d'un
modéle de régression ou les deux phases ne sont plus des droites (ex:

parabole, sinus, cosinus, etc..). Les résultats obtenus, dans notre étude,
pour (B,) restent valables un modéle & deux phases quelconques Sous

réserve que (P) soit vérifiée.

Remarquons aussi que (H) est vérifiée pour la suite (t; = i/n,i=1,.,n) ou

pour toute suite réalisant une dichotomie de I'intervalle [0,1].

9.2. Existence et consistance.

L'estimation de 00 par la méthode des moindres carrés est obtenue par

1a minimisation, pour n fixé, sur © de:

SOy =012y, - Ty, (00)2

1=1,n
avecyl = (yy,, .., Yi,), élément de RN,
Pour @ fixé dans @, S,(0,.) est une application mesurable de (RN, $Rn) dans

(R, $R). Pour y fixé dans R", Sp(.y) est une fonction continue sur 6

puisque chaque fonction f, I'est. Ainsi on peut appliquer le lemme 2 de [16]

le: il existe une application mesurable 8(y) de R" dans O telle que pour

toutye R": Sp(8y).y) = Inf S.(0,y), 06.
Pour la suite on notera 5,(8) au lieu de S(0,y). L'existence d'un

estimateur des moindres carrés, que 1'on note O, relatif 3 3;, est ainsi

prouvée.
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On obtient 1a consistance tn).s. des estimateurs O, et Sp( 6,) de 80 et 62 par
e

Théoréme :

SI Ihypothése (H) portant sur 1a distribution des (t;); est vérifiée, ona:

= 90 g2

Démonstration :

C'est une application du théoréme 6 de [16] lequel assure la convergence
presque-sire de 0, et de 5,(0,) vers 00 et 62

On se contente de montrer, en les rappelant au passage, comment les
hypothéses de ce théoréme, notées (a) et (b) dans [16]), et qui conduisent au
résultat, sont satisfaites pour notre modéle.

(a) On se donne le modéle

yr =100 + e, t=1,.n.
ou les fonctions fi(.) sont continues sur un sous ensemble compact 6
d'un espace euclidien et les (e;), sont indépendants, de méme loi centrée

et de variance 62 inconnue.

(b) Pour tout 6 dans O, Lim nlE i=tnf t,(0)2 existe.

Et Q(0) =Limn™'E j=i p (T (0) - 1 ((890)2, admet pour minimum unique 80
(a) est bien sur vérifiée et il reste a montrer que (b) 'est aussi.
Compte tenu de (H) et des propriétés de f,(6), on a par le théoréme de
Helly- Bray :

uniformément en 9 dans O

limyn™t 2 (1,(0) - 1,002 = Im',](rt(o)- ry (8902 dr(t) = (o).

I=1,n
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On veut montrer que Q(§) admet 00 pour minimum unique.

On a, Q(6) 2 0. Q(0) n'est nulle que si fy(0) = ft(oo) pour presque tout t e

{0,1), et donc pour tout t € [0,1] puisque 1.(0) est continue.
Il vient alors, d'aprés (P) - 6 = 80 et 0(0) = 0.0
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On dispose pour une station donnée d'un cours d'eau, d'un nuage de
points dont les coordonnées sont 1a hauteur de la riviére et son débit donné
en m3/s. Les données (hauteur, débit) sont appelées des jaugeages. La
hauteur d'une riviére peut tre déterminée de deux fagons : solt a 1'aide
d'un capteur de pression, soit par un systéme de flotteur.

L'évaluation du débit semble étre plus complexe. Partant de la
relation : débit = vitesse x surface, on recueflle, & I'alde d'un systéme de
mesure, 1a vitesse en plusieurs points d'une surface donnée. La vitesse
globale est ensuite déduite. Le débit est alors le produit de cette vitesse
par la surface de la section retenue.

L'objectif est alors, au vu des observations recueillles et
almablement mises a notre disposition par Mr Duban responsable & la
division technique de EDF-Grenoble, d'estimer la relation existant entre le
débit et la hauteur d'une riviére. Cela permet alors, sachant la relation
estimée, de déduire le débit associé A une hauteur fixée a priori. Un
tableau de ces données est appelé un baréme de tarage. C'est donc
I'établissement de ce baréme qui intéresse particuliérement les '
utilisateurs. Il semblerait que 1a liaison statistique entre le débit et la
hauteur ne soit pas stable et qu'elle varie selon les valeurs prises par 1a
variable Hauteur. Cette instabilité peut &tre due, entre autres comme nous
I'a expliqué Mr Duban, & la structure du lit de la riviére qui peut
correspondre au schéma suivant.

td i

l ISectiun 2
ChangementE\\ J‘ ]‘Secticm [

de niveauy
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Une rupture dans 1a liaison entre le débit et 1a hauteur correspond alors au
passage d'une section a une autre. Le nombre de ruptures, et donc de
sections, variant avec la structure de la riviére.

Il est donc 1égitime, au lieu d'ajuster directement une seule courbe au
nuage de points, de vouloir tester, sur la base des observations
disponibles, cette hypothése de rupture.

Sur des données correspondant a 4 stations, nous avons testé a I'aide des
deux tests : somme cumulée et rapport de vraisemblances, I'hypothése de
I'existence d'un changement dans la liaison entre la hauteur et le débit.

L'estimation des deux phases de la liaison, sous I'hypothése que la
rupture ait été retenue, est traitée pour chaque station.

Les valeurs critiques des tests sont celles obtenues par simulation
dans les chapitres 1 et 2. '

Pour chaque station nous représentons le nuage de points : (hautéur,
débit).
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S RESULT :

1) Station : LAPRAT ; cours d'eau : ANCE DU NORD ;
période de jaugeage : 28/04/76 au 16/04/85.

Nombre d'observations : 15.

Le test de la somme cumulée détecte une rupture, pour les trois
sevils x = 1%, 5% et 10%, ala | {1eme onservation. La statistique du test
vaut : 53016 et les valeurs de 1a fonction frontiére sont respectivement
pour les seuils 1%, 5% et 10% : 2.6907, 2.1576 et 1,9038. Etant donné ces

résultats, on peut dire qu'une rupture est bien détectée.

Le test du rapport de vraisemblances détecte lui aussi une rupture a la
121€Me onservation et ce pour les trois seuils considérés : 1%, 5% et 10%.

Sous cette hypothése de rupture, I'estimation des deux droites liées par
une contrainte de continuité a conduit aux résultats suivants.

L'estimation de I'abscisse du point d'intersection est : 06131 ; la

rupture a lieu entre l1a 131€M€ et 12 141€Me€ gpoervation ;

Les deux droites (D1) et (D2) sont :
(D1) y=-44954+21.701 x
(D2) y=-36.559 + 73.999 x

I'ordonnée du point d'intersection est donc ~ 8,809,

On remarque que lestimation du point de rupture se situe en fin
d'observation ou presque. On peut ne pas étre satisfait dans ce cas par la
qualité de I'estimation, surtout pour les parameétres de la deuxiéme droite.
En effet seules deux observations, les 14ieme et 15iéme, sont prises en
compte dans l'estimation de la deuxiéme phase. Il est donc utile de
disposer d'observations supplémentaires pour cette station afin d'étre plus

sur des estimations obtenues.
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2) Station: RIEUTORD, cours d'eau : LOIRE ;
période de jaugeage : 20/04/61 au 05/09/84.

Nombre d'observations : 31.

Le test de la somme cumulée s'avére impuissant pour détecter une
rupture et accepte donc I'hypothése de stabilité aux trois seulls o = 1%, 5%
et 10%. Cela est assez surprenant compte tenu de la forme du nuage qui
fait apparaitre tout de méme une instabilité dans la liaison entre le débit
et la hautéur.

Le test du Rapport de vraisemblance arrive a détecter une rupture a la
2918Me ghservation pour les seulls & = 1%, 5% et 10%. La détection est
donc assez tardive et cela peut expliquer pourquol le test de 1a somme
cumulée n'a pas été un bon indicateur dans ce cas.

L'hypothése de Vexistence d'une rupture est donc retenue et&
I'estimation des deux phases donne lleu aux résultats sulvants :

I'abscisse du point d'Intersection est : 0.82926 ;
La rupture a lleu entre 1a 27'8Me et 12 26!®Me ghservation et les

deux droftes estimées (D1) et (D2) sont :

(D1) y=-1.6835+7.2198 x
(D2) y=-57.467 + 74.488 x
Le point d'intersection a pour ordonnée : ~ 4,302 .

On peut remarquer, d'une fagon générale, que les estimateurs de I'instant
de rupture obtenus par le blals des tests et celul obtenu par I'estimation
des deux phases sont différents. Cela est simplement d0 au falt que les
modeles de régression avec rupture sous-jacents ne sont pas exactement
les mémes. En effet, lorsque I'instabllité du modele est retenue, nous
appliquons 1a procédure d'estimation a un modele de régression, a deux
phases linéalres, qu! tient compte d'une contrainte de continuité llant les
paramétres du modéle.
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3) Station: RANC DE PIOQUCHE ; cours d'eau : GAGE ;
période de jaugeage : 20/04/61 au 05/09/84.

Nombre d'observations ; 34.

Le test de 1a somme cumulée détecte une rupture pour les trois seuils
utilisés.

Pour & = 5% et « = 10%, 1a rupture a lieu 3 la 30!Me ghservation. La
statistique vaut : 2.6433 et les valeurs de la fonction frontiére sont
respectivement : 2.390 et 2,109. Pour o = 1%, 11 y a détection de rupture a
1a 31'®Me gbservation. La statistique du test est : 5,698 et 1a frontiére
prend pour valeur : 3.047.

De méme 1le test du rapport de vralsemblances détecte une rupture 3 la
32'Me gpservation aux seulls o = 1%, 5% et 10%.

L'estimation a condult aux résultats suivants :
Le point d'intersection a pour abscisse : 0.7377 et 1a rupture a lleu entre
les 311€Me g 31€Me gpoervations ;
Les deux droites sont :
(D1):y=-0.4292+ 1.985 x
(D2):y=-127089 + 18.630 x
I'ordonnée du point d'intersection est alors : = 1.035.

Comme pour la premiére station, la rupture se produisant en fin
d'observation, I'estimation de la deuxiéme phase ne se fait qu'a 1'aide de

trois observations uniquement.
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4)Station : FOND DE FRANCE ; cours d'eau : LE BREDA ;
période de jaugeage : 19/10/61 au 08/08/85.

Nombre d'observations : 80.

Cette station présente I'avantage de disposer d'un assez grand nombre
d'observations comparativement aux autres stations. On s'attend ainsi, a
ce que l'estimation des deux phases, si I'hypothése de I'existence d'une
rupture est retenue, soit de meilleure qualité que les précédentes. |
semble, au vu du nuage, que le changement de la llaison linéaire entre le
dé.blt et la hauteur n'ait pas lieu en fin d'observation et on peut espérer, vu
1a taille de I'échantillon, que les tests aussi le détecteht avec peu de

retard.

Ne disposant pas pour le test de la somme cumulée des valeurs
critiques pour n = 80, nous avons testé la procédure avec successivement
les valeurs critiques estimées pour n = 60 et n = 100. L'idée est que, pour
un seuil o donné, les valeurs critiques pour n = 60 et n = 100 servent

d'encadrement a celle associée an = 80.

« = 10%, 1a detection se fait différemment selon la valeur critique
utilisée.
Détection de rupture 4 1a 47'€M€ gbservation (pour n = 60) ;
Statistique calculée : 1.8522 ; valeur de 1a frontiére : 1.6706.
Détection de rupture a la 48'®Me gpservation (pourn = 100) ;
Statistique calculee : 1.9347 ; valeur de la frontiére : 1.7861

o = 5%, détection de rupture 3 1a 49'M€ ohservation :
Statistique calculée : 2,1809 ;
valeur de la frontiére : 1.9630 (pour n = 60) ;
valeur de 1a frontiére : 2.0076 (pour n = 100) ;
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« = 1% détection de rupture a 1a 50'®M€ observation ;
Statistique caiculée: 24014 ;
valeur de 1a frontiére : 2.3917 (pour n = 60 et pour n=100) ;

On peut ainsi, au vu de ces résultats, accepter 1'exigtence d'une rupture.
Pour le test du rapport de vraisemblance, nous avons pris pour valeurs
critiques celles obtenues pour n = 60. Le test confirme bien 1a présence
d'une rupture et 1a détecte, beaucoup plus tardivement que le test de 1a
somme cumulée, 3 1a 76'€M€ gpservation aux seufls & = 1%, 5% et 10%.
L'estimation sous I'hypothése d'existence d'une rupture a donné les
résultats suivants :
I'estimation du point d'intersectlon des deux droites est : 0.50667 ;
La rupture a Heu entre 12 51'€M€ et 13 521€M€ gpservation et les deux
droftes sont :
(D1) y=-04077+ 28279 X
(D2) y=-10871+23.478
I'ordonnée du point d'intersection est: = 1,0251,

Comment expliguer cette différence, assez neite, entre les Instants de
détection Issus des deux tests 7 11 faut remarquer que 1a philosophie des
deux procédures n'est pas 1a méme. En ce sens que la statistique de 1a
somme cumulée réagit dés qu'elle rencontre une rupture assez importante
et de ce falt détecte vraisemblablement 1a premiére rupture lorsque i1 en
existe plusieurs. La statistique du rapport de vraisemblances, par contre,
fait apparaftre 1a rupture 1a plus Iimportante et pas nécessairement la
premiére si le phénomene étudié comporte plus d'une rupture. 11 s'ensuit
que pour cette station, I'hypothése que 1'on pourrait retenir est qu'ily a
deux changements, dans la liaison linéaire entre le débit et la hauteur, et
non pas un seul.
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Au vu de l'estimation des deux phases, on a retenu l'existence d'une
premiére rupture entre la 51'6M€ et 1a 521€M€ ghservation et conclu donc
a I'hypothése de stabilité pour les S1 premiéres observations. Pour les 29
restantes, nous avons testé la conjecture de la présence d'une deuxiéme
rupture a I'alde du test de la somme cumulée. '

Alnsi une rupture est décelée a la 26'eme observation, autrement dit a
la 771éme lorsque toutes les observations sont comptées, aux deux seulls
Supposés « = 1% et & = 5%.

La statistique calculée est : 3.5688 et les valeurs de la frontiére sont
respectivement, pour o = 1% et o = 5%, 3.0229 et 2.4240. 11 est donc tout 3
falt conselllé, pour cette statlon, de retenir un modele de régression
linéalre a trols phases distinctes.

La procédure d'estimation étant mise au point pour le cas de deux
phases uniquement, nous avons été conduit, plutdt que d'estimer les trois
phases globalement comme |1 auralt été plus juste, & estimer les deux
derniéres phases a partir des 29 derniéres observations. Cela a pour
conséquence évidente que les deux premiéres phases ne se rencontrent plus
entre 1a S11éme et 1a 521éme.

On obtlent alnsi les équations des trols phases linéaires entre le
débit y et 1a hauteur x :

(D1) yj=-04077+28279%, 1¢i¢51;
(D2) yj=-32376+94213x; 52¢1¢59;

(D3) yy=-13.153+27.227%x; 60<1<80;

Le deuxiéme point de rupture, estimé entre les S9iéme et 60iéme
observation, a pour coordonnées : (0.5568, 2.0081).

A l'issue de cette application, on beut considérer que les deux tests
utilisés ont, dans I'ensemble, bien réagi pour rendre compte de la présence
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d'une rupture dans la laison linéaire entre le débit et la hauteur. De plus
leur utilisation en paralléle a été bénéfique comme nous 1'avons vue dans
le cas de 1a station Fond de France.

De méme les régressions estimées entre le débit et 1a hauteur peuvent
servir de support a I'établissement d'un baréme de tarage avec cependant
quelques réserves pour les stations Laprat et Ranc de Piouche, en raison de
1a remarque concernant 1a qualité de I'estimation de 1a deuxiéme phase.

Nous avons voulu voir, suite 3 uhe suggestion de Mr Duban, quel serait le
comportement des deux procédures de détection pour tester un changement
de liaison non nécessairement linéaire entre le débit et 1a hauteur.

Pour la station Fond de France, au vu de I'allure du nuage et compte
tenu de certains résultats empiriques concernant cette station, nous avons
pensé tester la stabilité d'une liaison du type :

(m Q=aHP,
ou Q et H désignent respectivement les variables Débit et Hauteur.

51 on prend le logarithme des observations (Qy, Hy)j= |, on se raméne a

tester la stabilité d'une régression linéaire. On applique alors les deux

procédures aux observations (log Q;, log Hpi=y |

Le test de 1a somme cumulée retient I'hypothése d'un changerﬁent dans

1a liaison linéaire entre log Q et log H.

L'utilisation des valeurs critiques pour n = 60 et n = 100 conduit au
méme résultat.
Aux trois seuils o« = 1%, SB et 10%, le test détecte une rupture a la
16!¢M€ gbservat ion.
La statistique prend pour valeur : 1.5426 et les valeurs respectives de la
frontiére sont : 1,4676, 1.2184 et 1. 0869 pour n = 60 ; 1.4676, 1,.2461 et
J._LZ]_& pour n = 100.
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JLe test du rapport de vraisemblance confirme I'existence d'un
changement puisqu'il détecte pour les trois seuils une rupture a la 12éme
observation.

Nous acceptons alors, suite a ces résultats, I'hypothése de I'instabilité de
1a liaison entre log Q et log H.

On se retrouve donc sous I'hypothése suivante :

a HPr i=1, .,
(2) Qi = f(H) =
ao HiDQ i=r+l,..,n

et Hr <Y <Hpyy.
¥ est le point d'intersection des deux phases du modéle. Le parameétre r

est supposé inconnu.
Pour estimer les différents parameétres, on transforme (2). Ainsi :

logay +pylogHy  i=1,..,r
(2)(2) log Q; -
log a) + py log Hj b=r+t, .., n

et log H. < log ¥ < log Hpey-

En appliquant I'algorithme d'estimation, présenté au chapitre 111, au
modéle (2'), on arrive aux résultats suivants.
 Les deux courbes du modele (2) se rencontrent entre 1a 26/€M€ et 15
27'®Me ghservation.

Le point d'intersection § a pour coordonnées : (0.358, 0.38907),

| Les paramétres des deux phases de (2) sont :

(a),py) = (0.96519, 0.8845)

(ay, pp) = (21.4727, 3.9046).
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Nous avons classé les articles traitant des problémes de rupture
selon les deux aspects : estimation et test de détection. Nous faisons
suivre ceurx traitant de l'aspect estimation (resp. test) par (E) (resp.
(T)), et ceux traitant des deux par (E.T).
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PROGRAM ESTIMATION ;

label
type
var

{ce programme calcule les estimateurs du maximum de vraisemblanee
des parametres d'un modele de regression avec rupture.}

i;
vec = array[1,.100] of real;

X,y,mx,my,mxs,mys, Xx,Xy,Xxs,xys,a0,b0,at,bt,g,c,q4,e:vec;
i,j,n,r,mi,m2:integer;u,v,gmax,xmax,a,b,f,h,u0,v0,ul,vi:real;
fl:text;chensstring;

procedure interm;

var
begin

]-my([i])

mys[i])

end;

begin

i,jsinteger;

mx[1]:=0;my[1]):=0;xx[1]:=0;xy[1]):=0;
mxs[1):=0;mys[1):=0;xxs[1]):=0;xys[1]:=0;
for i:=1 to n do

begin
for j:=1 to i do
begin
mx[i):=mx[1]+x[3j];
my[i]):=my[i]+y[]]
end;
mx[i):=mx[1]/1;
my[i):=my[i]/1;
for j:=1 to i do ’ -
begin
xx[1]):=xx[1)+sqr(x[3]-mx[1]);
xy[1)e=xy[i)+(x[3)-mx[1])*(y([]
end;
end;
for i:=1 to n-1 do
begin
for j:=i+1 ton do
begin
- mxs[i):=mxs[i]+x[j]);
mys[i):=mys[il+y[j]
end;
mxs[i]:=mxs[i]/(n-1);
mys[i]):=mys[i]/(n-1);
for j:=i+1 to n do
begin
xxs[i)es=xxs[1i])+sqr(x[j])-mxs[i]);
xys[i)s=xys[i)+(x[j)-mxs[1])(y[])-
end;
eng;

procedure simplif;
var isinteger;

interm;
{calcul des estimateurs sans contraintes}

for 1:=2 to n-2 do
begin
bO[i]):=xy[i]/xx[1]);a0[1]):=my[i]-(mx[i)*bO[i]);



bi[i1)e=xys[i]/xxs[i);at[i]:=mys[i]-(mxs[i]xb1[1])¢

gli):=(aifi]-ao(i])/(pol[i]-b1[i]);
cli]:=((n*xx[1]2xxs[1])+(ir(n-1) 2 ((sqr(mx{1])*xxs{i])+(sqr(mxs[i])*xx[1]))))/n;
afi):=(((mx[i)*xxs[1])+(mxs[i]*xx[1]))+(i*(n-1)))/n;
e[i]e=((xx[1]+xxs[1])*(is(n-1)))/n;

end;
end;
procedure extreme;
begin
gmax:=0smi:=0;
us=sqr((cf(2]-(af2]x(gl2]+x(2]))+(el2]rg[2]+x[2]))*(bO(2]-b1[2]))
ve=(c[2]-(2+d[2]*x[2])+(e[2])*sqr(x[2])))*xx[n];
xmaxe=u/vim2:=2;
if ( g[n-2] < x[n-1J ) and ( gln-2] >= x[n-2] ) then
begin
. us=c[n-2]-(2+d[n-2)*g[n-2])+(e[2]=xsqr (gl
n-21));
ve=(sqr(bo[n-2]-b1[n-2]))/xxin];
gmax:=usv;
mi:=n-2
end;
end;

{rxxxxxx2 PROGRAMME PRINCIPAL #xxxzs}

begin
{recherche de 1'estimateur de gamma}
write(‘entrer le nom du fichier'®');readln(chen);
assign(f1l,chen);reset(f1);
writeln(‘entrer n');readin(n);
for i:=1 to n do
begin
readln(fi,x[{1],y(i]):
x[41)e=In(x[1]):y[i]e=1n(y[i])
end;
simplif;
extreme}
is=2;
while £ ¢ n=-2 do
begin
if ( gfi] ¢ x[i+1]) ) anda ( g[i] >= x[41] ) then
begin
1: us=c[1]-(2=a[i]+g[i])+(e[1])*sqg
r(glil)):
ve=(sqr(bo[i]-b1[4i]))/xx[n];
us=urv;
if u > gmax then
begin
gmax:=u;
mis=1
end;
ie=i+ig
end
else
begin
if ( g[i+1) >= x[i+2]) ) or ( g[i+1]) < x[i+1] ) then
begin

. u:=sqr(c[1+1]-(d[i+1]*kg[i+l]+x[i+1]))+(e[i+1]tg[1+1]*x[t+1]
)); ’
us=ursqr(bo[i+1])-b1[i+1]);



vi=(cli+1]-(2#a[i+1])sx[i+1])+(e[41+1])xsqr(x[i+1])))*xx[n];
us=u/v;
if u > xmax then
begin
Xmax:=u;
m2:=i+1
end;
” i:=i+2
end else
begin
is=i+1;
goto 1
end
end
end;
',mi);writeln;

writeln('gmax = ',gmax,' mi
writeln(*xmax = ',xmax,' m2
if gmax > xmax then

begin

writeln('l estimation de gamma est :',g[m1]);writeln;

nn

',m2);writeln;

writeln('ia rupture est entre la °,mi,'ieme et la ‘,mi+1,'ieme observation');

l-x{mél))/xxSImzl);u

m2));

end.

writeln;

writeln('aoan = ',a0[m1]," bOA = ',bO[mi1]);writeln;

writeln('aian = ',al[mt]," biAn = *,b1[m1])

end else

begin

u:=(ag[m2]}-at[m2])+(bo(m2]-b1[m2]))*xx[m2];

vi=(n/(m2*(n-m2)))+((sqr(mx[m2]-x[m2]))/xx[m2])+( (sqr(mxs[m2
s=u/v;

vi=(1/m2)+((sqr(mx[m2]))/xx[m2])-((mx[m2])*x[m2])/xx[m2]);
0:=a0[m2] (uxv);v0o:=b0[m2]-(u*((x[2])-mx[m2])/xx[m2]));

vi=((mxs[m2]*x[m2))/xxs[m2]))-((sqr(mxs[m2]))/xxs[m2])-(1/(n-

ul:=ai[m2]-(urv);vi:=b1[m2]-(ux((mxs[m2]-x[m2])/xxs[m2]));

writeln('l estimation de gamma est :',x[m2]);writeln;
writeln('la rupture a lieu a la ',m2,'ieme observation');

writeln;writeln;

writeln('aoa ',uo0," boa

writeln('aina ‘,ut,’ biA

',v0);writeln;
',V1)

wn
[}

end



PROGRAM FRACTIL;

{ce programme calcule les fractiles de la loi de max|z(r)|,1<=r<=n-1 (Page 50).
11 fait appel aux fonctions h(r) qui sont calculees par le module ITERE.}

CONST PI=3.1415926535897;

TYPE LIST= ARRAY[1..20] OF REAL;

VAR X:LIST;I,M,N,K,Ki1,K2,P,PP:INTEGER;V1,V2,P1,A2:REAL;
* F,G:TEXT;

EXTERNAL FUNCTION H(R:INTEGER;U,V:REAL):REAL;

FUNCTION REPART(V1,V2:REAL):REAL;

VAR Z,SZ:REAL; L:INTEGER;
FUNCTION G(U:REAL):REAL;
VAR J:INTEGER;S,S1:REAL;
BEGIN
S:=0;

S1:=2+(1/SQRT(2+PI))+*EXP(-(SQR(U))/2);
Ke={(N DIV 2);K2:=N-(22K);
IF (K2=0) THEN

BEGIN
FOR J:=1 TO K-1 DO
S:=8+2*H(J,U,U)*H(N-J,U,U);
S¢=8S+SQR(H(K,U,U));
S:=8*S1;G:=S;
END ELSE
BEGIN
FOR J:=1 TO K DO
S:=8+2*H(J,U,U)=H(N-J,U,U);
Se=8281;G:=S;
END;
END;
BEGIN
A2:=((V2-V1)/PP);2:=0;
FOR L:=1 TO (PP-1) DO
BEGIN .
SZ:=G(V1i+(LxA2));
2:=Z+(22S2);
END;
Z2:=Z+G(V1)+G(V2);2Z:=(A2/2)*2Z;
WRITELN( 'REPART:= *,Z);
REPART:=2;
END;

BEGIN (= P.P =)
ASSIGN(F,'B:POINTS');RESET(F);ASSIGN(G, 'B:PROBA' ) ;REWRITE(G) ;
WRITELN('TAILLE DES DONNEES :');READLN(N);

WRITELN( *ENTRER LES',N,'VALEURS DE X');
FOR I:=1 TO N DO READ(X[1]);
WRITELN('ENTRER P ET PP ASSEZ GRANDS');READLN(P,PP);

READLN(F,M); .
WRITELN(G, 'CALCUL DE FRACTILES DE LA LOI DU MAX - POUR N:= ',N);
WRITELN(G);

WRITELN(G, 'LES PAS CHOISIS :',P,'ET',PP);

WRITELN(G, * v P(V)*);

FOR I:=1 TO M DO
BEGIN



READLN(F,V1,V2);
P1:=REPART(V1,V2);
WRITELN(G,V1,' ',V2,* *,P1)

END;

CLOSE(G,K1);

END.

MODULE ITERE;

TYPE LIST=ARRAY [1..20] OF REAL;

VAR P:EXTERNAL INTEGER;X:EXTERNAL LIST;N:EXTERNAL INTEGER;Al:REAL;
FUNCTION H(R:INTEGER;U,V:REAL):REAL;
VAR

I1,J:INTEGER; T:REAL;

FUNCTION F(R:INTEGER;C,D:REAL):REAL;
CONST
PI=3.1415926535897;
VAR
Z21,22,23,24,25,2,B,B1,B2:REAL;
L: INTEGER;
BEGIN

Z1:=0;22:=0; .

FOR L:=1 TO R DO Z1:=Z1+SQR(X[L]);

FOR L:=R+1 TO N DO Z2:=Z2+SQR(X[L]);
Z23:=21-SOR(X[R]);Z4:=22+SQR(X[R]);
25:=((22%23)/(21%24));Z2:=(1-25);
B:=SQRT(2*PI*Z);B:=(1/B);
B1:=EXP(-(SQR(C-((SQRT(Z5))*D))/(2%2)))
B2:=EXP(-(SQR(C+( (SQRT(2Z5))*D))/(2+Z)))
F:=(B1+B2)*B;

H
H
END;

BEGIN
A1:=(V/P);
IF R=1 THEN H:=1
ELSE
BEGIN
: T:=0;
FOR I:=1 TO P-1 DO T:=T+2*H(R-1,A1*xI,V)*F(R,A1%x1I,U);
T:=T+ H(R-1,V,V)*F(R,V,U);
:=(A1/2)*T;H:=T;
END;
END;
MODEND.
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Résumé de thése:

Nous étudions deux procédures - somme cumulée des résidus récursifs
et rapport des vraisemblances maximales - de détection de rupture

dans un modéle de régression, en vue de leur application a des probléemes
concréts. Nous menons une étude expérimentale par simulation, afin de
cerner le comportement de ces deux méthodes de détection de rupture.
Le probléme de I'estimation, par le maximum de vraisemblance, dans un
modéle de régression a une rupture est traité.

Une application des méthodes étudiées sur des données d'hydrologie est
présentée.

Mots clefs :

Résidus récursifs. Somme cumulée. Rapport de vraisemblances
maximales. Modéle de régression. Rupture. Simulation. Test de
détection.
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