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1. INTRODUCTION

On sait depuis longtemps que la notation fonctionnelle et
spécialement les langages "applicatifs" (par opposition a "impératifs" ou
algorithmiques), ont donné lieu 2 des résultats remarquables dans le domaine des
preuves de programmes [Mc Carthy 63] [Burstall 69a] [Burstall 69b], comme dans
celui de la transformation de programmes [Burstall 77] [Williams 82]. En effet,
dans ces langages, une expression est équivalente A une formule mathématique, dans
laquelle I'égalité syntaxique entraine I'égalité sémantique puisqu'une méme variable
est associée 2 une méme valeur dans toute I'expression ; cela n'est pas le cas dans les
langages algorithmiques habituels, 2 cause de la présence implicite d'un "état" et des
phénomenes de modifications cachées de cet état (le probléme des "effets de bord").
En I'absence d'effets de bord, le langage peut étre considéré comme un systeme
formel dans lequel les termes sont des programmes, et les théorémes sont des identités
de termes [Turner 81].

Cependant, un certain nombre de limitations apparaissent,
du fait que I'on ne dispose en général que d'un nombre fixe de constructions, et que
les objets sont faiblement structurés. Backus lui-méme souligne ce point [Backus 85,
p. 81]. Une manigre d'introduire une plus forte structuration est de typer les objets et
les fonctions.

On sent la nécessité d'une programmation
fonctionnelle typée, ou les formes fonctionnelles ne sont pas déterminées a priori.

¢



Certaines de ces formes fonctionnelles (opérateurs du 2€ ordre) sont liées aux types et
constituent des stratégies de "calcul" de ces types [Klaeren 84] [Norstrom 81]. Par
exemple, dans les structures "libres”, une méthode de calcul fondamentale est
I'homomorphisme [Burstall 85]. Dans cette theése, nous suivons l'approche du
typage par types abstraits [Guttag 78] [Guttag 78] [Goguen 81]. Les valeurs d'un
type (carrier) sont construites inductivement a I'aide de "constructeurs”. Outre que la
définition algébrique des types complete naturellement I'axiomatisation algébrique
des programmes, il est donc possible de s'appuyer sur la structure des termes pour
définir une algébre de programmes plus riche que celle développée jusqu'a
maintenant.

Les idées que nous proposons dans cette thése sont issues
d'un projet de langage de spécification et de programmation générique (LPG)
[Bert 83b]. Nous nous sommes plus particulierement intéressé a I'aspect
"programmation au moyen de LPG". En LPG, on a la possibilité de créer des
exemplaires (instances) des types génériques et des opérateurs génériques 12 ot on en
a besoin, sans passer par une déclaration intermédiaire. Sachant que le type "seq" est
générique (type des séquences linéaires), on peut écrire dans un profil d'opérateur les
types seq[entier], seq[bool], seq[seq[entier]], etc..., sans avoir a2 donner un nom a
chacune des instances. Evidemment, deux occurrences de seq[entier] représentent le
méme type. De méme un opérateur générique peut &tre instancié dans une
expression, soit d'une maniere implicite, soit d'une maniere explicite. Un opérateur
générique avec instance explicite est tout a fait I'équivalent d'un opérateur du second
ordre, ou forme fonctionnelle. On verra comment il est facile de définir un
opérateur "alpha” paramétré par un opérateur f : t1 -> t2, tel que alphalf] : seq[t1]
-> seq[t2] applique 'opérateur "f" 2 tous les éléments de la séquence d'entrée pour
fournir la séquence résultat. Comme l'utilisateur peut définir de nouveaux types ou

opérateurs, il peut également déclarer de nouvelles formes fonctionnelles sans aucune
difficulté.

Dans la premiére partie de cette thése, nous présentons le
langage LPG, et les traits qui seront utiles pour la suite, en particulier le mécanisme
de la généricité et de I'instanciation. Ensuite nous proposons une méthode de



définition et d'axiomatisation d'opérateurs génériques liés aux structures libres :
séquences et arbres, puis aux structures non libres : vecteurs, ensembles, enfin
des exemples de programmes avec ces opérateurs génériques.

Dans la seconde partie, nous définissons une extension de
la syntaxe de LPG de fagon a pouvoir manipuler des "fonctions" et non plus
simplement des "termes” ; nous donnerons un jeu d'opérateurs et de combinateurs
de bases avec leur axiomatisation, ainsi que des régles d'équivalence pour chaque
structure. L'ensemble de ces régles constitue une algébre de programmes dans
un univers typé.

La troisi¢éme partie, est une application 2 la
transformation et la preuve de programmes de I'approche algébrique typée qui a été
développée dans la premiére partie. Nous donnerons quelques exemples classiques
d'optimisation et de preuve de programmes fonctionnels avec notre formalisme, ainsi
qu'une comparaison de notre approche avec les travaux réalisés dans le domaine des
transformations et des preuves de programmes.






2. Méthodes de définition
des opérateurs génériques.

2.1 La notion d'opérateurs.

L'une des plus importantes notions qui distingue les
langages fonctionnels des langages algorithmiques habituels, es{ la notion d'opérateur.
Par opérateur on entend un "objet" qui admet comme paramétre une ou plusieurs
fonctions pour rendre une autre fonction. Cette notion a été introduite par Kenneth
Iverson [Iverson 62] [Iverson 79] dans le langage APL. A la suite de cette introduction,
les opérateurs sont devenus un concept trés utile dans ce style de programmation.
Depuis, plusieurs propositions d'opérateurs intéressants ont été faites, dans [Backus
78], [Burstall 80], [Chiarini 80], [Morris 80] et [Wadler 81]. Malheureusement, tous ces
opérateurs sont pauvres, du point de vue de la structure algébrique, et des propriétés
mathématiques qu'on peut leur associer, alors qu'on sait que les connaissances
mathématiques jouent un réle important dans le développement et le raisonnement sur
les programmes. Les opérateurs constituent la base de la programmation fonctionnelle.
Ces limitations sont dues en réalité aux langages supports.

2.2 Les limitations.

Dans ce paragraphe, notre but est d'illustrer les limitations



mentionnés ci-dessus, 2 travers deux langages qui nous semblent les plus importants :
APL et FFP. Le premier parce qu'il a joué un réle trés important dans le
développement de la programmation a I'aide d'opérateurs. Le second a cause des idées
nouvelles qu'il a proposées.

1- Le langage APL contient un ensemble trés riche d'opérateurs. Seulement leur
utilisation est limitée, A cause des raisons suivantes :

- il n'est pas possible d'appliquer un opérateur 2 une fonction définie par l'utilisateur.
Si on considere l'opérateur "reduction” dans APL, Il prend comme argument une
fonction, par exemple la fonction "plus”, pour donner la fonction “somme". Cet
opérateur, en réalité doit connaitre une propriété sur fa fonction, qui est l'existence
d'un élément neutre. il n'y a encore aucun moyen de spécifier un tel élément pour les
fonctions définies par I'utilisateur dans APL.

- on ne peut pas définir ses propres opérateurs car dans APL, les fonctions ne peuvent
pas prendre comme argument des fonctions.

- on n'a aucun moyen de typer le résultat des fonctions définies par l'utlisateur. La
notion de type n'existe pas dans APL.

2- Dans FFP, J. Backus a tenté de résoudre certains des points soulignés ci-dessus,
comme suit :

- toute fonction peut étre appliquée A n'importe quel €lément du domaine des objets.

- on peut appliquer les formes fonctionnelles (ou opérateurs au sens de Iverson)
prédéfinies A n'importe quelle fonction, en représentant les fonctions comme objets du
méme domaine, et les formes fonctionnelles comme des fonctions qui operent sur la
représentation d'autres. Avec cette solution, on laisse un aspect important non résolu :
le fait qu'on ne peut pas associer des lois algébriques entre les formes fonctionnelles
définies par l'utilisateur.
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- il en est de méme pour spécifier des propriétés sur les fonctions définies par
l'utilisateur. Si I'on considere la forme fonctionnelle "insert" qui est équivalente a
l'opérateur de réduction dans APL, elle utilise un élément neutre 2 droite ( pour
I'insertion 2 droite), mais il n'y a aucune facilité dans le langage, qui permet de définir
un tel élément. En fait ce n'est pas formellement spécifié.

2.3 Une solution.

Une approche qui nous semble intéressante, et qui permet de
résoudre les problemes évoqués ci-dessus, est d'envisager une fusion possible entre les
deux notions suivantes :

- les types abstraits,
. - les opérateurs ou formes fonctionnelles,

" de fagon 2 ce que les opérateurs, puissent &tre définis dans le contexte de la structure
algébrique 2 laquelle ils appartiennent. On peut ainsi leur associer des propriétés
mathématiques. Un tel developpement n'est possible, que si le langage support admet
les “types génériques”, et la "généricité structurale” [Jacquet 78](par opposition 2 la
généricité incrémentale qui est celle des langages traditionnels, ou par exemple
l'opérateur "+" peut s'appliquer en méme temps aux entiers, réels, etc...), autrement

dit un langage de programmation générique [Bert 79]. Un tel langage existe, c'est LPG
[Bert 83b].

2.4 Présentation de LPG
2.4.1 Présentations. algébres.

LPG [Bert 83b] est un langage applicatif fondé sur le
formalisme des spécifications algébriques des types abstraits. La notion syntaxique de

base est la présentation.

Une présentation est un triplet (S,Q,E), ou S est un
ensemble de "sorte s" (ou nom de types), Q un ensemble de noms de fonctions
caractérisés par un profil, c'est-a-dire leur domaine et leur codomaine, et E est un
ensemble d'équations ou axiomes sur les opérateurs. On note ¥, = (S,Q) la signature de



la présentation. Avec les constructions habituelles [Goguen 78] [Ehrich 82], on peut
définir T(Z,X)s qui est I'ensemble des termes de sorte s (s € S), engendrés par un

ensemble de variables typées, noté X. L'algbre des termes est appelée Ty , et l'algebre
des termes qui "satisfait" les équations E est TZ,E =Ty/=E, ol =f est la plus petite

relation de congruence qui contient E. D'une maniere générale, les modeles d'une
présentation (S,Q,E) sont des algebres hétérogenes (AF) telles que :

-A={Ag/seS }estune famille d'ensembles.
- F est un ensemble d'applications telles que :

V 0eQ,0 : (Sq, ..., Sp) -> 8
ona f,eF tel'que :

fo: (Agps ---s Agn) -> Ag
Note : (Ay, ..., A,) est mis pour le produit cartésien Ayx...xA,

-V e ¢ E ona(AF) satisfait e, noté (A,F) [=e
Autrement dit : les équations sont interprétées par des propositions vraies dans tous les
modeles.

2.4.2 Unités de définition en LPG. -

En LPG, on peut définir des présentations de type :
1 = (X,E) dont la sémantique est donnée par l'algebre TZ,E' Un exemple de

présentation de type est celle des entiers naturels.

Exemplel:
type Entier sortes entier --entier est 1a sorte du type Entier.
constructeurs -- définition des constructeurs.

succ : entier -> entier

zero : -> entier
operateurs

+ : (entier,entier) -> entier
variables



-- ensemble de variables quantifiées
-- universellement.
n,m : entier
axiomes
1:zero+ n==>n
2 : succ(n) + m ==> succ(n+m)
fin

Dans cette notation "constructeurs” est un mot clé qui
indique quels sont les opérateurs constructeurs des valeurs du type [Guttag 78], [Huet
80b], [Goguen 80].

Notons au passage que les équations notées par "==>" sont
les équations "exécutables”, c'est-a-dire que l'interpréteur pourra les utiliser pour
I'évaluation symbolique des expressions; celles notées par "==" sont des équations
non-exécutables. Toutes les équations sont vues néanmoins de la méme fagon du point
de vue de I'axiomatisation et des preuves.

Exemple2 :

type Bool sortes bool
constructeurs

vrai, faux : -> bool
operateurs

non : bool -> bool

et, ou : (bool,bool) -> bool
variables

b,c : bool
axiomes

1: non (vrai) ==> faux

2 : non (faux) ==> vrai

3:betvrai==>b

4 : b et faux ==> faux

5 : b ou c ==>non (non (b) et non (c))
fin



On dispose de présentations d'enrichissement qui permettent de définir de nouveaux
opérateurs sans introduire de nouvelles sortes. Comme exemple, nous déclarons un

enrichissement de bool et de entier, avec I'opérateur = : (entier,entier) -> bool.
En LPG 1.8, on écrit :

Exemplie3 :

enrich Egalite_des_entiers -- nom de I'enrichissement.
operateurs

= : (entier,entier) -> bool
variables

n,m : entier
axiomes

1 : zero = zero ==> vrai

2 : succ(n) = zero ==> faux

3 : zero = succ(m) ==> faux

4 : succ(n) = succ(m) ==>n=m
fin

Le troisieme concept introduit en LPG est celui des présentations de propriétés. Une
propriété p = (X,E) a comme sémantique I'ensemble de ses modeles, la différence avec
la sémantique d'un type c'est qu'on s'intéresse pas simplement 2 l'algébre initiale.
Intuitivement, une propriété caractérise des types et des opérateurs (les algébres
effectives) qui satisfont les équations de la propriété. Voici, comme exemple les
propriétés de la structure de monoide et celle de 'égalité (qui utilise la sorte bool) :

Exempled :

prop Monoide sortest -- t est une sorte."formelle".
operateurs .
e:->t - -- e et plus sont des opérateurs
plus : (t,t) >t
variables
X,y,z:t



axiomes
1 : plus(e,x) ==x
2 : plus(x,e) ==

3 : plus(x,plus(y,z)) == plus(plus(x,y),z)
fin |

prop Egalite sortes t
operateurs
= (t,t) -> bool
variables '
Xy,z:t
axiomes
1:X=xXx==vrai
2:X=y==y=Xx
3:x=yety=zetnon(x = z) == faux
fin

Dans les types et les enrichissements, on peut déclarer des
modeles de propriétés par la clause "modeles”. La clause :
modeles
nom _du _modele : py[T}, ...,T,, operateurs F 1> ---» Fl
déclare un modele de pj, et signifie que les sortes et les opérateurs entre crochets
vérifient les équations de la propriété Pj (cf. exemple du type "seq" dans § 2.4.3).

De plus, on peut établir des morphismes [Burstall 84] (cf.
note p.17) entre les propriétés par les clauses "satisfait", "herite", et "combine", de telle
sorte que des modeles peuvent étre déduits automatiquement par le systéme [Bert 83a)
[Bert 82b]. La clause "satisfait pp [Ty, ..., Ty, operateurs F1, ..., F]1", dans une
propriété py, indique que I'on peut construire un modéle de P} a partir de tout modele
de po. Pour cela il faut ( et il suffit) que les €quations de pj (apres, substitution par les
sortes et les opérateurs effectifs soient vraies dans la théorie présentée par py. De
méme dans p9, la clause :

"herite py [Ty, ..., Ty, operateurs Fy, ..., Fy]"
déclare un morphisme entre P] et p et signifie que les équations de pj doivent étre
ajoutés (apres substitution par les sortes et opérateurs effectifs), a la définition de pP2.



ExempleS :

-- Tyfo est une propriété avec une sorte, dont les modeles
-- sont des ensembles sans aucune fonction.

prop Tyfo sortes ti

fin

-- "Egalite” décrit les ensembles avec un opérateur d'égalité
prop Egalite sortes 2 '

operateurs

=: (t2,t2) -> bool
axiomes _
-- équations de 'égalité
satisfait tyfo[t2] -- inclusion de propriétés
fin

-- Ordre_total décrit les ensembles ordonnés.
-- linclusion des propriétés indique qu'un modele de I'ordre total contient un -- modele
de I'égalité.
prop Ordre_total sortes t3
-operateurs
<=,=: (13,t3) -> bool
variables
X,y,z:t
axiomes
I:X <=x==vrai
2:x<=yety<=X==x=Y¥
J:x<=yety<=zetnon(x <=z)==faux
4:x<=youy<=x ==vrai
satisfait Egalite [t3 operateurs =]
fin

De ces trois déclarations, on déduit les morphismes :



Tyfo Egalite Ordre _total

L'information associée aux fléches doit indiquer évidemment la correspondance des
. sortes et des opérateurs. '

Note : D'une fagon intuitive et sans rappeler la théorie que I'on pourra trouver dans
[Burstall 84] [Burstall 79], un morphisme entre deux propriétés p = (X,E) et
p'=(E) est:

(1) un morphisme de signature f : 3, -> X' (qui fait correspondre les sortes et les
opérateurs entre eux).

(2) les équatio}\s p sont des théorémes dans p', autrement dit f(e) est valide dans E',
VeeE. :

2.4.3 Généricité, instanciation :

Une unité est générique, lorsqu'elle est paramétrée par une
propriété appellée propriété éxigée. Les sortes et opérateurs de cette propriété sont les
sortes et opérateurs formels de l'unité. La paramétrisation la plus répandue est le
paramétrisation par un type. La propriété qui décrit tous les types est "Tyfo".

Le type générique des séquences linéaires exige Tyfo pour le type de ses éléments :

type Seq exige Tyfo[t]
sortes seq -
constructeurs
nil : -> seq[t]
<+ : (t,seqlt]) -> seq(t]
operateurs
vide? : seq[t] -> bool
tete : seq[t] ->t
reste : seq[t] -> seq([t]
axiomes -- axiomatisation des opérateurs
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modeles
"non

-: tyfo[seq(t]] --"-" indique un modele anonyme.
fin

Apres cette déclaration, on peut utiliser directement des exemplaires de la sorte "seq"”
comme seq[bool], seq[entier]. La rubrique modeles indique que les exemplaires de
"seq" appartiennent & la classe caractérisée par "Tyfo" et donc peuvent étre des
parametres de seq. Cela permet de construire des expressions de sorte comme
"seq[seqlentier]]". '

Les opérateurs d'une unité générique sont eux aussi
génériques. Prenons un exemple simple : soit la propriété d'ordre total définie
ci-dessus . A l'aide de cette propriété, il est possible de définir un ou plusieurs
opérateurs de tri sur les séquences.

L'entéte de I'unité générique doit étre :

enrich Op_de_tri exige Ordre_total [t operateurs <=,=].
operateurs
trier : seq(t] -> seq(t]

fin

Un exemplaire de I'opérateur "trier” est paramétré non seulement par la sorte (qui est
la sorte des éléments de la séquence donnée en parametre), mais également par les
opérateurs "<=,=" de la propriété exigée. Lors de chaque occurrence de trier, la sorte
et les opérateurs formels doivent étre complétement determinés. Cela peut étre fait de
deux manieres.

Comme autre exemple de type générique, il est intéressant
dé"donner les définitions des types prédéfinis : ensemble et vecteur, d'oit on a les
définitions suivantes :

type Vecteur exige tyfo[t]

sortes vecteur
constructeurs

18



vect : entier -> vecteur|[t]
1g : (vecteur[t],entier,t) -> vecteur(t]
operateurs
val : (vecteur[t),entier) -> t
# : vecteur[t] -> entier -- taille du vecteur en parameétre
variables
v :vecteur([t], i,j: entier, x,y :t
axiomes -- équation sur les constructeurs
12 1g(rg(v,i,x),j,y) ==> si i = j alors rg(v,j,y)
sinon rg(rg(v,j,y).i,x) fsi
-- axiomes de val et # omis
modeles
formel_vect : Tyfo[vecteur[t]]
fin

type Ensemble exige Egalite [t operateurs =]
sortes ens
constructeurs

e_vide : -> ens[t]

<+ : (t,ens[t]) -> ens[t]

operateurs
# : ens[t] -> entier -- cardinalité
@ : (t,ens[t]) -> bool -- appartenance

+, &,- : (ens[t],ens[t]) -> ens|t]
-- union, intersection et différence d'ensembles
variables
Xy .t
s : enst]
axiomes -- équations sur les constructeurs
lix<+(X<+8)==x<+s§
2 x<+(y<+S) ==y <+( X <+5)
-- axiomatisation de #, @, +, &, - omises
modeles
f_ens : Tyfo[ens[t]]
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fin

2.4.3.1 Instanciation explicite.

Les opérateurs sont données directement 3 I'emplacement
de I'appel : i

trier[<=,=](s)

‘ou s est seq[entier] et <= et = les opérateurs d'ordre et d'égalité de type (entier,entier)
-> bool. Une autre occurrence pourrait étre :

trier[>=,=](s)

2.4.3.2 Instanciation implicite.

Les opérateurs ne sont pas donnés 2 I'appel mais dans la
clause "modeles”, qui déclare un ordre total pour le type des entiers par exemple . On a
dans une unité :
modeles
croissant : ordre_total [entier operateurs <=,=

Un appel:

trier(s)
ou's est seqlentier], est automatiquement considéré comme paramétré par les
opérateurs "<=,=". S'il y a zero ou plus d'une liaisons possibles lors d'une instanciation
impligite, I'appel n'est pas determiné, et un message apparait a la compilation.

Remarques :

1- Si le type des parametres d'un opérateur ne suffit pas a déterminer les types effectifs
d'un modele de propriété exigée, on doit qualifier I'instance de cet opérateur par le
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type du résultat. C'est le cas en particulier de toutes les constantes génériques.

Exemple :
nil : seq[entier]

2- Les types des parametres et du résultat d'un opérateur doivent contenir tous les types
formels de la propriété exigée.

Exemple :
enrich Exemple exige toto [t1,t2 operateurs f1,f2]
operateurs

g : seq[tl] -> tl
fin

L'opérateur g ne pourra jamais étre appelé correctement 2 l'extérieur de 1'unité
"Exemple”, parce que le type t2 ne figure pas dans son profil, et ne pourra pas étre
déduit des parametres de I'appel.

2.4.4 Définition des expressions.

Une expression LPG peut étre :

- Une constante ou littéral prédéfini
3, "abc", ..., [1,2,3], {'a','b','c'}

- Une variable; (

- Un opérateur, éventuellement instancié avec des paramétres
3+x, trier[<=,=](s)

- Un produit cartésien

(expry, ...,.expry)
- Une expression conditionnelle

si expry alors expry sinon exprj fsi
- Une expression de liaison

soit vl = exprl, v2 = expr2, ...
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dans expr
fsoit

Parmi les opérateurs prédéfinis, on peut citer en particulier I'opérateur "projection” de
produit cartésien, noté

'1(x) : premiére composante,

12(x) : deuxiéme composante,

et l'opérateur générique de "curryfication”, $ défini par :
$1f,x](y) == f(x,y)

Il faut noter enfin que les paramétres formels d'un opérateur générique décrits dans la
-propriété exigée de cet opérateur, sont des opérateurs ou des constantes (opérateurs
sans parametres ou zero-aires). Les parametres effectifs sont des opérateurs qui
doivent avoir un profil compatible avec celui des parametres formels. Les parametres
constants peuvent avoir comme correspondants soit des opérateurs constants soit des
littéraux prédéfinis, soit des variables. Cette dernitre possibilité, jointe a I'opérateur
"$", est a la base de l'utilisation intensive des opérateurs génériques.

La sémantique d'un opérateur, sous forme d'équations
exécutables, peut étre donnée par cas sur les constructeurs [Guttag 78], comme dans
I'enrichissement Egalite_des_entiers, ou bien directement par une formule, comme la
définition de "ou" dans le type Bool.

2.5 Théories, méthodes de preuves.
2.5.1 Théories associées aux présentations.

Etant donné une famille d'algébre {(A,F)}, on note
th({ A,F}) la théorie associée, c'est—é—dire I'ensemble des équations qui sont vraies dans
toutes les algebres. Pour une présentation de propriété p = (X,E), la théorie présentée

par p est th(mod(p)) oit mod est I'ensemble des modeles de p. Cette théorie est
habituellement appelée 1a théorie équationnelle de p. Le systéme logique qui permet
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d'engendrer th(mod(p)) a partir de E est défini par les régles suivantes (|- est le
symbole d'inference t, tp, t, ..., tj, tj e T(X,X) et t[t/x] pour parler du terme t dans
lequel la variable x est remplacée par le sous terme t) : sous la liste d'hypotheses h
notée comme suitl h | h peut étre vide et dans ce cas, on ne le notera pas.

1 |- e (Vee E)
(2) |-t==t

Gty==t |-t ==ty

@Dty==t),th ==t3 |-t ==t3

GOty ==t |- t1[t3/x] == ty[t3/x]

(x € X et x est une variable libre dans t{ et ty)
6ty ==t ....,tg==t, et o(s],...,S5)->5eQ
l'(ﬂ(tl, ...,tn) ==(0(t'l, ...,t'n)

Il a été démontré [Birkhoff 35], que toute formule valide dans tous les modeles est un
théoreme de la théorie équationnelle, autrement dit :

Vg ==ty, p |-t} ==ty <=> t] ==ty eth(mod(p))

Les regles conditionnelles sont des cas particulier de I'implication logique. Pour
manier les implications, nous utiliserons la notation :
lej, e, ....eql e .
qui signifie ejA ey A...Ae, =>e
oll ¢, € sont des équations.
Un modele (A,F) satisfait une équation conditionnelle :
(AP |= leg, e, ....epl €
ssi(AF)|=e desque (Vi) ISi<n (AF)|=¢; -

Voici un certain nombre de régles applicables aux axiomes conditionnels :
(M ep.legle |- eo (modus ponens)

(8) ty==si t alors ty sinon t3 fsi
I-Lt==vrail t; ==ty t=="faux]t; == t3 (regle du si)

(9) (e1 |-e2) |- L ejlep(déduction sous hypothese)
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La théorie associée 2 une présentation de type t = (2,E) est
donnée par th(Ty g). On I'appellera la théorie inductive de t, on a
th(mod(X,E)) ¢ th(Ty E) mais th(Ty E) contient également beaucoup d'autres
théorémes. Il n'existe pas de systtme logique complet qui permette d'atteindre
th(TZ,E) a partir de E. Néanmoins, un certain nombre de théorémes peuvent €tre
obtenus par des régles d'induction liées 2 Ia construction des termes du type. Ce sont les
régles d'induction sur les constructeurs [Burstall 69b] [Goguen 80] [Huet 80b]. Pour le
type entier par exemple, les constructeurs étant {zero,succ}, on peut formuler une
regle d'induction par rapport a une variable n du type entier qui apparait dans une
équation EQUA de la forme t} ==ty

EQUA [zero/n]
|- (V n) EQUA
LEQUAIng/n1] EQUA [succ(ng)/n]

Une autre fagon d'obtenir des théorémes, au lieu d'utiliser la régle d'induction, c'est de
faire une preuve par consistence. A ce sujet, les premitres propositions ont été faites
par [Musser 80], redéfini par [Kapur 80], [Goguen 80], [Huet 80a], [Huet 80b],
[Lankford 80], [Dershowitz 83], et puis par [Kapur 84] ou ce dernier propose un
théordme analogue A celui de Birkhoff qui concerne la complétude de la preuve
inductive, c'est ce qu'ils appelient le théoréme de complétude inductive.

2.5.2 Méthodes de preuves.

En LPG, lorsqu'on déclare qu'une algebre est un modele
d'une propriété, ou qu'une propriété contient une autre propriété a I'aide de la clause
"satisfait", on doit vérifier une condition sémantique qui revient & montrer que
certaines équations appartiennent  une certaine théorie.

Par exemple on a déclaré que la présentation Ordre_total satisfait 'Egalité, il faut donc
montrer que les équations :

(1) X = X == vrai
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Q) x=y==
(B)x=yety=zetnon(x = z) == faux

appartiennent bien 2 la théorie de I'Ordre_total. On suppose que l'axiomatisation des
booléens comprend les équations :

Xety==yetx
vrai et vrai == vrai

La démonstration de (1) et (2) par exemple, revient a construire des arbres d'inférence
(‘on note jl, I'utilisation de I'inférence numéro j).

X=y==X<=yety<=X X<=X==vrai vrai et vrai == vrai
X=X=gX<=XetX<=X X <=X €t X <= X == vrai et vrai
\|4|/
X <= X etx <= == vrai
M—
x=\x==vra1
Xety==yetx X=y==X<=yety<=x
bl 5l
X<=yely<=X==y<=Xxetx<=y y‘=x==y<=xetx<=y
y<—xetx<— ==y=X
14
X=y=ky<=xetx<=y

I“l



De méme, la déclaration "entier est un modele de monoide” demande la preuve que les
équations :

(4) zero + x ==X

(5) x + zero == x

G)x+(y+2)==(x+y)+2

appartiennent a la théorie de Entier.

Les équations (5) et (6) ne peuvent étre démontrées que par induction.

Donnons par exemple les arbres d'inférence de (4) et (5)

Zero+ n==n (hypothese d'induction)  ng + zero == ng

151 (61
Zero + X == X succ(nq + zero) == succ(ng)
Zero + n==n succ(n) + m == succ(n + m)
l 51
15| succ(ng) + zero == succ(ng)+ zero)
Zero + Zero == zero 4

Lng + zero == ngJ succ(ng) + zero == succ(ng)

Induct entier(x)
X + Z€ro == X

Plut6t que de faire une preuve en utilisant un arbre d'inférence, il est plus facile de
partir du but 2 atteindre, et utilisant les axiomes de la présentation, et montrer que ce
but est valide en le décomposant en sous-buts.

Une méthode de décomposition d'un but dans une théorie est appelée une factique ; un
enchainement de tactiques est une stratégie [Gordon 79] [Schmidt 83] [Gordon 82].

Dans le cas des théorémes équationnels, une tactique pour
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démontrer ty==ty est de réécrire t] et ty suivant une certaine relation de réécriture
"->" de telle sorte que :

Aty3) fyHt3ettrt>ty
avec %> la fermeture réflexive transitive de -> .

La relation de réécriture que l'on considere est :
t] >ty <=>(3t3,t4,t5) t; =t3 [tg/x] tp =3 [t5/x]
ol x est libre dans t3
etd aj =apcE
3 o: substitution aux variables, telle que
(o(ag) =t4 et o(ap) =ts)
ou(o(ag) =tq et o(ap)=ts)

Pour les axiomes conditionnels, une tactique possible est celle de la décomposition par
cas:
t} == si t alors t) sinon t3 fsi
est un théoréme, si
Lt == vrail ty ==ty
et Lt== faux | t1==1t3
sont des théorémes.

La troisi®éme tactique utilisée sera celle de l'induction. Pour les entiers
naturels, la tactique associée 2 la régle donnée précédement est :
(Vn:entier) t]==ty
est un théoréme, si
tylzero/n] == ty[zero/n]
et L t;[ng/n] == tylng/n] t;succ(ng)/n] == ty[succ(ng)/n]

sont des théorémes.

Enfin, on doit maintenant généraliser les tactiques aux

preuves de théor2mes de la forme | €1» e en_l e. Clest la tactique de la preuve sous
conditions :

Leq, ...,en] e est un théoreme
si e est un théoreme de la théorie considérée a laquelle on ajoute ey, ..., e, comme
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axiomes supplémentaires, dans lesquels les variables sont liées.

Voici un exemple de I'utilisation de ces tactiques pour la
preuve de l'associativité du "+" (6) :

but:(6) x+(y+z)==(x+y)+z
Induction sur x
sous-buts : (6-1) zero + (y +z) == (zero + y) + z
(6-2) L xQ+(y+z) == (x0+y)+z_| succ(xq) + (y+z) == (succ(xqg)+y) +z
réécriture de 6-1 : '
zero + (y + z) (membre gauche)

(entier,1,->) ==>y +z (->indique le sensde l'utilisation de I'axiome entier 1)

(zero +y)+z (membre droit)
(entier,1,->) ==>y +z
6-1 démontré (car les deux membres se réécrivent dans le méme terme.)

but:6-2 L x0+(y+z)==(x0+y)+stucc(x0)+(y+z) == (succ(xg)+y)+z
réécriture du conséquent
succ(xqg) + (y + 2)
(entier,2,->) ==> succ(xq + (y + 2))
(hyp; 6-2,->) ==> succ(xg + y) + 2
(entier,2,<-) ==> (succ(xg) +y) + 2
6-2 démontré ( e membre gauche se réécrit dans le membre droit)

Il est facile, & partir de la trace d'une démonstration par sous-buts de reconstruire
I'arbre d'inférence de la preuve.
2.6 Définition des opérateurs génériques.

Dans cette partie, nous allons définir un ensemble
d'opérateurs génériques puissants pour les types prédéfinis tels que séquence, vecteur et

ensemble. De cette maniere chaque structure de donnée aura son propre ensemble
d'opérateurs. La plupart de ces opérateurs peuvent étre vus comme des itérateurs, ou
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des "formes fonctionnelles" selon la terminologie de [Backus 78]. La partie générique
ou formelle de ces opérateurs est décrite par une propriété. La méthode consiste 2
définir la propri€té qui caractérise les parties formelles, puis a décrire I'opérateur dans
un enrichissement qui exige cette propriété.

2.6.1 Opérateurs génériques sur les séquences

- La fonction "iota" [Iverson 79], permet de construire une séquence (cf. la définition
des séquences §2.4.3) d'entiers de 1 A n, ol n est le parametre de cette fonction.
L'enrichissement "operations" déclare "iota" telle que, par exemple :

iota(3) ==> [1,2,3]

enrich operations
operateurs

iota : entier -> "seq[entier]

prive it_iota : (entier,entier) -> seq[entier]

variables

X, n : entier

axiomes

1 : iota(x) ==> it_iota(x,0)

2 : it_iota(x,n) ==> si x = n alors [:entier]
sinon (n+1) <+ it_iota(x,n+1)
fsi

fin

- "alpha” applique I'opérateur passé en parameétre générique 2 tous les éléments de la
séquence en parametre, pour générer une nouvelle séquence.

exemple :
alpha[succ]([1,2,3]) : seq[entier] ==> [2,3,4]
alphaliota] ([1,2,3]) : seq[seq[entier] ==> [[1], [1,2], [1,2,3]]

L'opérateur générique "alpha" est similaire a la fonction "mapcar” dans LISP, et
"forall" dans FP. Il est implicite dans certains opérateurs APL.
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prop op_formel sortes t1 t2
operateurs

f:tl->t2
satisfait Tyfo[tl], Tyfo[t2]
fin

enrich transformation_seq
exige op_formel [t1,t2 operateurs f]
operateurs
alpha : seq[t1] -> seq[t2]
variables
a:tl
s : seq(tl]
axiomes
1 : alpha(nil : seq[t1]) ==> nil : seq[t2]
2 : alpha(a<+s) ==> f(a)<+alpha(s)
fin

-"init" est I'opérateur qui construit une séquence dont les éléments sont calculés d'aprés
la fonction passée en paramétre générique :

init{f](n) ==> [f(1), f(2), ..., f(n)]

Exemple :
init[id](3) ==> [1,2,3]

prop init_formel sortes t
operateurs

~ f:entier ->t
satisfait tyfo[t]
fin

enrich constuire_seq exige init_formel [t operateur f]
operateurs
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init : entier -> seq(t]
prive init_iter : (entier,entier) -> seq(t]
variables
n,i,j : entier
axiomes
1 : init(n) ==> init_iter(0,n)
2 :init_iter(i,n) ==> si i=n alors nil : seq(t]
sinon soit j=succ(i)
dans f(j)<+init_iter(j,n)
fsoit
fsi
fin

- "hom" réalise un homomorphisme [Burstall 69b] [Von henke 75] [Burstall 85], qui va
des séquences dans un type quelconque.

Exemples :
hom(nil,<+]([1,2,3]) :seq[entier]==> [1,2,3] (identité)
si f: (t,entier) -> entier  telle que :
f(a,n) ==> succ(n), on a
hom[0,f]([1,2,3]) :entier == 3 (longueur)

-"/" est un cas particulier d'homomorphisme oi le type du résultat est le méme que
celui des éléments de la séquence. C'est I'opérateur "reduce” dans APL, et le "insert"
dans FP. ‘

Exemple :
N10,+1([1,2,3]) ==> 6

Note : "hom" et "/" associe les éléments 2 droite, c'est a dire I'expression ci-dessus est
évaluée comme suit :
(1+(2+(3+0)))
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prop Image sortes tl dom
operateurs

n:->dom

f: (tl,dom) -> dom
satisfait Tyfo[t1], Tyfo[dom]
fin

enrich hom_sur_seq
exige Image [t2, dom2 operateurs nc, cop]
operateurs

hom : seq(t2] -> dom2
variables

a:t2

s : seq(t2]
axiomes

1:hom([:2])==>nc

2 :'hom(a.s) ==> cop(a,hom(s))
fin

enrich reduction_seq
exige Monoide [t operateurs zero, plus]
operateurs
/:seqlt] ->t
variables
s : seq(t]
axiomes
1 : /(s) == hom|zero,plus](s) : t
fin

-"hom_inv" est un opérateur générique qui.utilise deux fonctions. La premiere est une
fonction booléenne, et la seconde est une fonction qui génére une séquence 2 partir
d'une valeur donnée en parametre. La fonction booléenne retourne la valeur "vrai”
pour indiquer la fin de la séquence. Dans le cas ou elle retourne "faux", la seconde
fonction fournit un couple de valeurs : la premiére valeur est la téte de la séquence, la
seconde est utilisée pour générer le reste de la séquence.
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Exemple :
hom_inv[zero?,f](5) ==> [5,4,3,2,1]
ol zero?(x) ==> x =0
et f(x) ==> (x,pred(x))

prop Image inv sortes t dom
operateurs '

p : dom -> bool

f : dom -> (t,dom)
satisfait Tyfo[t], Tyfo[dom]
“fin

" enrich homomorphisme_inverse exige Image inv [t, dom operateurs p, f]
operateurs
hom_inv : dom -> seq[t]
variables
x :dom
y : (t,dom) ‘
axiomes
1 : hom_inv(x) ==> si p(x) alors [:t]
sinon soit y = f(x)
dans !l1(y)<+hom_inv(!2(y))
fsoit
fsi
fin

On remarque que la propriété "image" décrit la catégorie des "structures” séquences,
ol les opérateurs sont des images des constructeurs du type Seq, alors que dans la
catégorie "image_inv", les opérateurs sont des images des sélecteurs.

2.6.2 Opérateurs génériques sur les vecteurs.

Le type des vecteurs (tableau 2 une dimension, cf. la
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définition des vecteurs § 2.4.3) n'est pas défini comme une structure libre 2 partir des
constructeurs "vect” et "rg" [Bert 83b]. On simule dans la spécification algébrique le
‘fait qu'un vecteur est une fonction d'un sous ensemble des entiers dans le type des
éléments. De ce fait, il est possible de proposer plusieurs jeux d'opérateurs génériques
"intéressants” sur les vecteurs, chaque opérateur représentant une certaine stratégie de
calcul. Les opérateurs ayant un vecteur en parameétre décrivent des itérations sur les
éléments du vecteur. Il est souvent utile, lorsqu'on itere sur un vecteur, de choisir le
sens de l'itération et de pouvoir tenir compte de l'indice courant. C'est ce qui est
proposé par les opérateurs "iter_haut” et "iter_bas".

Par exemple pour calculer le maximum d'un vecteur et l'indice de ce maximum, on
peut écrire :

v0 : -> (entier,entier)
f : (entier,entier),entier,entier) -> (entier,entier)

avec
v0 == (0,0)
f(y,i,j,) == si j > !1(y) alors (j,i)
sinon y
fsi
etona

iter_haut[v0,f](/<1,3,2,3>/) == (3,2)
iter_bas[v0,f](/<1,3,2,3>/) == (3,4)

prop Pour _iteration sortes t1 t2
operateurs

init: -> 2

pas : ( t2,entier,t1,) -> t2
satisfait Tyfo[tl], Tyfo[t2]
fin

enrich iteration_vect exige Pour _iteration [t1,t2 operateurs init,pas]
operateurs

iter_haut : vecteur[tl] -> t2
prive iter_haut_rep : (vecteur{tl],entier) -> 2
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iter_bas : vecteur[tl] -> t2
prive iter_bas_rep : (vecteur[tl],entier) -> t2
~ variables '
i,j : entier
v : vecteur(tl]
axiomes
1 : iter_haut(v) ==> iter_haut_rep(v,#(v))
2 : iter_haut_rep(v,i) ==> sii = 0 alors init
sinon pas( iter_haut(v,pred(i)),i,val(v,i))
fsi
3 :iter_bas(v) ==> iter_bas_rep(v,0)
4 : iter_bas_rep(v,i) ==> si i = #(v) alors init
sinon soit j = succ(i)
dans pas(iter_bas_rep(v,j),j,val(v,j))
fsoit
fsi
fin

L'effet de iter_haut est :

iter_haut[n,f](/<xq, ..., x}>/) == f( ... f(f(n,1,x1),2,x9), ..., k,xg)
pour iter_bas :

iter_bas[n,f](/ <xy, ..., xi>/) == f( ... f(f(n,k,xg).k-1,x_1), ..., 1,x1)

L'opérateur qui construit un vecteur est plus facile 2 décrire car il s'appuie sur les
sélecteurs. La propriété des parties formelles est donnée par :

prop Pour_construire_vect
. sortes t dom
- operateurs

n : dom -> entier

g : (dom,entier) -> t
satisfait Tyfo[t], Tyfo[dom]
fin

enrich constuire_vect

35



exige Pour_consruire_vect [t,dom operateurs n,g]
operateurs
gen : dom -> vecteur(t]
prive genrec : (dom,entier) -> vecteur(t]
variables
X : dom
i,j : entier
axiomes
1 : gen(x) ==> genrec(x,0)
2 : genrec(x,i) ==> si i=n(x) alors vect(n(x)):vecteur[t]
sinon soit j=succ(i)
dans rg(genrec(x,j),j,g(x,j))
fsoit
fsi
fin

L'effet de gen[n,g)(x) est de construire un vecteur de taille n(x), et tel que I'élément i ait
la valeur g(x,i). Autrement dit, le vecteur représente la fonction li.g(x,i) : nat -> t,
restreinte au domaine [1,n(x)].

En utilisant les facilités de la surcharge en LPG, on retrouve l'opérateur "alpha";
paramétrés par la méme propriété que pour les séquences.

enrich transformation_vect exige op_formel [t1,t2 operateurs f]
operateurs
alpha : vecteur[t1] -> vecteur(t2]
prive alphé_iter : (vecteur[t1],entier) -> vecteur[t2]
variables
v : vecteur|tl]
i, j : entier
axiomes ,
1 : alpha(v) ==> alpha_iter(v,0)
2 : alpha_iter(v,i) ==> si i = #(v) alors vect(#(v)) : vecteur[t2]
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sinon soit j = succ(i)
dans rg(alpha_iter(v,j),j,f(val(v,j)))
fsoit
fsi
fin

2.6.3 Opérateurs génériques sur les ensembles

~ On note ens[t] un ensemble (cf. la définition des ensembles §2.4.3) dont
les é1éments sont de type t et [t -> bool] sa fonction caractéristique. La fonction qui
génere cet ensemble A partir d'un domaine D peut étre vu comme un opérateur
générique : gen[g] : D -> ens[t] avec g : (D,t) -> bool tel que
gen[gl(x) = { a| g(x,a) == vrai }. I] est trés facile de remarquer que gen[g](x) est
exactement la définition mathématique des ensembles infiniment engendrés. Pour
définir un tel opérateur de fagon 2 générer des ensembles finis, le type des éléments doit
étre fini et donc énumerable. En LPG on obtient aisément la définition suivante :

- prop Enumere sorte t
 operateurs

ord : t -> entier

ordinv : entier -> t

card : -> entier

<=,=: (t,t) -> bool
variables

Xy:t

n : entier
preconditions

1 : ordinv(n) => valeur_indefinie si n<1 ou n>card fsi
axiomes

1 : ordinv(ord(x)) == x

2 : ord(ordinv(n)) == n

3 : x=y == ord(x) = ord(y)

4 : x<=y == ord(x)<=ord(y)
satisfait Ordre_total [t operateurs <=,=
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fin

prop Pour_gen _ens
sortes t dom
' operateurs
g : (dom,t) -> bool
satisfait Tyfo[t], Tyfo[dom]
fin
prop Pour_gen_enu sortes t dom
operateurs
g : (dom,t) -> bool
ord : t -> entier
ordinv : entier.-> t
card : -> entier
<=,=: (t,t) -> bool
combine Pour_gen_ens[t,dom operateurs g],
Enumere[t operateurs ord,ordinv,card,<=,=]

enrich gen_ens
exige Pour_gen_enu[t,dom operateurs g,ord,ordinv,card,<=,=]
operateurs
gen : dom -> ens|t]
prive gen_rec : (dom,entier) -> bool
variables
X,y : dom
ij:t
axiomes
1: gen(x) ==> gen_rec(x,0)
2 : gen_rec(x,i) ==> si i=card alors e_vide:ens(t]
sinon soit j=succ(i), y=ordinv(j)
dans si g(x,y) alors y<+gen_rec(x,j)
sinon gen_rec(x,j)
fsi
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fsoit
fsi
fin

Une autre fagon de définir un opérateur générique qui
génere un ensemble , et qui est constructive, c'est de définir I'opérateur "hom _inv"
comme pour les séquences. D'ailleurs on défini aussi les opérateurs "alpha” et "init".
Les propriétés exigées doivent avoir les opérateurs images des constructeurs de
I'ensemble mais aussi un opérateur d'égalité exigé pour le type des éléments de
I'ensemble. Pour cela, il suffit de prendre les mémes propriétés que pour les séquences,
auxquelles on ajoute un opérateur formel "eq" (car le type ensemble exige I'égalité sur
ses éléments) et ensuite il faut déclarer que cette propriété "herite egalite [t operateurs
eql.

-"init" : cet opérateur a la méme fonction que pour les séquences. Il construit un
ensemble dont les €léments sont calculés d'aprés la fonction passée en parametre
générique.

Exemple :
init[id,=](3) : ens[entier] ==> {1,2,3}

prop Init_formel eq sortes t
operateurs

f : entier -> t

eq : (t,t) -> bool
herite Egalite [t operateurs eq]
fin :

enrich construire_ens exige Init_formel_eq [t operateurs f,eq]
operateurs
init : entier -> ens|[t]
prive init_iter : (entier,entier) -> ens[t]
variables

39



n, i, j : entier
axiomes
1 : init(n) ==> init_iter(n,0)
2 :init_iter(n,i) ==>sii=nalors { : t }
sinon soit j = succ(i)
dans f(j) <+ init_iter(n,j)
fsoit
fsi
fin

-"alpha" applique l'opérateur passé en parameétre générique 2 tous les éléments de
I'ensemble en parameétre, pour générer un nouvel ensemble.

Exemple :
alphalalpha(carre,=],=]({{1},{2},{3}}) : ens[ens[entier]] ==> {{1},{4},{9}}

enrich transformation_ens
exige op_formel_eq [t1,t2 operateurs f,eq]
operateurs '
alpha : ens[t1] -> ens[t2]
variables
a:tl
e :ens[tl]
axiomes
' 1 : alpha(e_vide : ens[t1]) ==> e _vide : ens[t2]
2 : alpha(a<+e) ==> f(a)<+alpha(e)
fin

-"hom_inv", cet opérateur générique d’homomorphisme inverse utilise, comme son

équivalent pour les séquences, une fonction booléenne et une fonction pour générer un
ensemble 2 partir d'une valeur donnée en paramétre.

Exemple :
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hom_inv[vide?, f,=]([ 1,2,2,4,5]).ens[entier] == {1,24,5}
oll f(s) ==> (tete(s),reste(s))

prop Pour_constr_ens sortes t,dom
operateurs
p : dom -> bool
f:dom -> (t,dom)
herite Egalite [t operateur eq]
fin

enrich construire_ens exige Pour_constr_ens [t,dom operateurs p.f.eq]
operateurs
‘hom_inv : dom -> ens[t]
variables !
X : dom
axiomes
B E hom_inv(x) ==> si p(x) alors e_vide:ens](]
sinon soit y=f(x)
dans !1(y)<+hom_inv(!2(y))
fsoit
fsi
fin

- Pour I'opérateur d'homomorphisme sur les ensembles que 1'on note aussi "hom", la -
propriété exigée doit avoir les opérateurs images des constructeurs, ainsi que I'égalité
pour les éléments du type ensemble.

prop Image et eq sortes t1 dom
operateurs

n:->dom

f:(tl,dom) -> dom

eq : (t1,t1) -> bool
variables
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X,y :tl,z:dom
axiomes

1: f(x,f(x,z)) == f(x,z)

2: f(x,f(y,2)) == f(y,f(x,2))
herite Egalite [t1 operateurs eq]
fin

enrich hom_sur_ens exige Image et eq [tl, dom operateurs n,f,eq]
operateurs
hom : ens[tl] -> dom
variables
a:tl
e :ens|tl]
axiomes
1 : hom(e_vide : ens[tl]) ==>n
2 : hom(a<+e) ==> f(a,hom(e))
fin
Exemple :
hom(e_vide,+,=]({{1},{2},{3}}) : ens[entier] ==> {1,2,3}
L'opérateur "+" étant ici I'union des ensembles.
Dans le cas ot les sortes t1, dom représentent le méme type, la condition sur la fonction
passée en parametre a l'opérateur "hom", dans la propriété "image et eq" se simplifie

par la proposition suivante:

Proposition 1:

Siona: n:->dom etf:(dom,dom)->dom ol n est un élément neutre de f alors :

f(x,f(x,y)) == f(x,y) f(x,X) == X (idempotence)
() _ <=>(2) ¢ f(x,y) == f(y,x) (commutativité)
f(x’f(Y9z)) == f(Y9f(x’Z)) f(xaf(Y9Z)) == f(f(x,y),z) (aSSOCiatiVité)
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Preuve :

(1) =>(2)
sous-buts : | f(x,f(x,y) == f(x,y), f(x,f(y,z)) == f(y,f(x,z)) 1
f(x,x) == x, f(x,y) ==f(y,x), f(x,f(y,z)) == f(f(x,y),z)
réécriture de : f(x,x)

(n élément neutre) ==> f(x,f(x,n))
(antécédentl,->) ==> f(x,n) .
(n élément neutre) ==> X

réécriture de : f(x,y) '

(n élément neutre) ==> f(x,f(y,n))
(antécédent2,->) ==> f(y,f(x,n))
(n élément neutre) ==> f(y,Xx)

réécrtiture de : f(x,f(y,z))

(f. commutative) ==> f(x,f(z,y))
(antécédent2,->) ==> f(z,f(x,y))
(f. commutative) ==> f(f(x,y),z)

(1) => (2) est démontrée

(2)=>(1)

sous-buts ;| f(x,x) == x, f(x,y) == f(y,x), f(x,f(y,z)) == f(f(x,y),z) ]
f(X,f(X,y)) == f(X,y), f(X,f(y,Z)) == f(y,f(X,Z))

réécriture de : f(x,f(x,y)) .

(antécédent3,->) ==> f(f(x,x),y)

(antécédentl,->) ==> f(X,y)

réécriture de : f(x,f(y,z))

(antécédent2,->) ==> f(,f(y,z),x))
(antécédent3,->) ==> f(f(z,y),x)
(antécédent2,->) ==>f(y,f(x,z))
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(2) => (1) est démontrée et par conséquent la proposition I'est aussi.

Remargque : Il faut noter que cette proposition est trés utile dans la preuve, puisque .
généralement on a les propriétés de commutativité et d'associativité sur les opérateurs
manipulés.

2.6.4 Autres sortes d'opérateurs génériques.

On peut aussi définir des.opérateurs génériques non liés a
des structures de données. C'est le cas par exemple de I'opérateur "tantque”.

prop Pour_tantque sortes t
operateurs
c:t->bool
f:t->t
satisfait Tyfo[t]
fin

enrich boucle exige Pour_tantque [t operateurs c,f]
operateurs
TANTQUE : t-> t
variables
x:t
axiomes
1 : TANTQUE (x) ==> si c(x) alors TANTQUE (f(x))
sinon x fsi
fin

2.7 Possibilité de définir ses propres types et opérateurs génériques.
Si dans le paragraphe de la définition des opérateurs

génériques, on a défini un ensemble minimal d'opérateurs pour chaque structure
prédéfinie, c'est dans un but pratique pour l'algébre de programmes (cf. chap. 3). Mais
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il est toujours possible d'avoir ses propres opérateurs génériques aussi bien pour les
structures de données déja définies que pour les types que l'utilisateur veut définir
lii-méme; comme le souligne I'exemple suivant :

Exemple :
1- Définition du type générique arbre binaire (étiqueté) qu'on note arb_b([t]

type Arb_binaire exige Tyfo[t]
sortes arb b
constructeurs
vide : -> arb_b[t]
noeud : (arb_b(t],t,arb_b[t]) -> arb_b[t]
fin

2- Définition d'un opérateur générique d’homomorphisme "hom" sur "arb_b(t].

prop Image arb sur t dom
operateurs

nc : ->dom

f : (dom,t,dom) -> dom
satisfait Tyfo[t], Tyfo[dom]
fin

enrich hom_sur_arbre exige Image_arb [t,dom operateurs nc,f]
operateurs |
hom : arb_b[t] -> dom
variables
al, a2 :arb b[t]
X:t
axiomes
1 :hom (vide : arb_b[t]) == nc
2 : hom (noeud(al,x,a2)) == f (hom(al),x,hom(a2))
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fin

3. Définition de I'opérateur générique "alpha” sur "arb_b[t]". La propriété exigée pour
la définition de cet opérateur est la méme que pour "alpha” sur les séquences.

enrich transformation_arbre exige Op_formel[-tl,ﬂ operateurs f]
operateurs

alpha : arb_b[t1] -> arb_b[t2]
variables

x:tl

al, a2 : arb b[tl]
axiomes

1 : alpha(vide : arb_b[t1]) == vide : arb_b[t2]

2 : alpha (noeud(al,x,a2)) == noeud (alpha(al),f(x),alpha(a2))
fin

4- Définition de l'opé‘rélteur générique "hom_inv" sur "arb_b(t].

prop Image inv sur t, dom
operateurs

p : dom -> bool

g : dom -> (dom,t,dom)
satisfait tyfo[t], tyfo[dom]
fin

enrich hom_inv_arb exige image_inv [t,dom operateurs p,g]
operateurs
hom_inv : dom -> arb_b[t]
variables
X :dom
u : (dom,t,dom)
axiomes
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1 : hom_inv(x) ==> sip(x) alors vide
sinon soit u = g(x)
dans noeud(hom_inv(!1(u)),!2,hom_inv(!3(u)))
fsoit
fsi
fin

Remarque : on aurait pu définir le type "abin" arbre binaire non étiqueté, ainsi que les
opérateurs "hom" et "hom_inv" de la méme fagon que le type "arb b[t]". Les
constructeurs du type, les fonctions par-afnétres du "hom" et les fonctions parameétres
du "hom_inv auront pour profil respectivement vide:-> abin, noeud:(abin,abin) ->
abin, nc: -> dom, f:(dom,dom) -> dom, p:dom->bool, g: dom -> (dom,dom)

2.8 Exemples de programmes.

Exemplel :

Une premire utilisation 2 laquelle on peut faire référence,
et qui illustre parfaitement I'utilisation des opérateurs génériques se trouve dans [Bert
84a) [Bert 84b]. Ce programme décrit un analyseur qui vérifie les conditions d'une
grammaire LL(1).

Exemple2 :

4 On veut utiliser les propriétés de I'arbre binaire ordonné
pour faire un tri sur les séquences, d'ol on obtient les programmes suivants :

enrich arbre_binaire_ord exige Ordre_total [t operateurs <=,=
operateurs

inserer : (t,arb_b[t]) -> arb_b|[t]
variables

al, a2 : arb_b[t]
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mml :t
axiomes
1 : inserer(m,vide:arb_b[t]) ==> noeud(vide:arb_b[t],m,vide:arb_b[t])
2 : inserer(m,noeud(al,m1,a2) ==> si m <= ml
alors noeud(inserer(m,al),m1,a2)
sinon noeud(al,ml,inserer(m,a2))
fsi
fin

enrich tri_seq exige Ordre_total[t operateurs <=,=
operateurs
tri : seq(t] -> seq(t]
f : (seqltl,t,seq(t]) -> seqlt]
variables
sl,s2 : seq(t]
x:t
axiomes
1 : tri(s) ==> hom([nil,f] (hom[vide,inserer](s1): arb_b[t]) : seq([t]
2 : f(s1,x,52) ==> sl+(x<+s2)
~ fin
od, "+" est la concaténation de deux séquences.

- hom[nil,f] construit 1a séquence ordonné A partir de 1'arbre, cet opérateur fait un
parcours infixé de I'arbre.

Exemple3 :

Pour calculer la somme des carrés des n premiers entiers
naturels, on obtient le programme suivant :

enrich entier
operateurs
sommecarre : seq[entier] ->entier
_carre : (entier,entier) -> entier

48



variables
-n : entier
axiomes :
1 : sommecarre(n) ==> /[0,+] (alpha[carre](iota(n)): seq[entier])
" 2:carre(n) ==>n*n

--"+" et "*" sont I'addition et le produit sur les entiers naturels.
fin ’

Exempled :

On veut calculer la fonction de fibonacci, en utilisant les
opérateurs génériques "hom" et "hom_inv" sur le type "abin" qu'on suppose défini. On
obtient le programme suivant :

enrich fibonacci
operateurs
fib : entier -> entier
f : entier ->(entier,entier)
zero_ou_un? : entier -> bool
variables
X : entier
axiomes
1 : fib(x) ==> hom(1,+](hom_inv[zero_ou_un?,f](x):abin):entier
2 : f(x) ==> soit u = pred(x) dans (pred(u),u) fsoit
3:zero ou un?(x)==x=0oux=1
-- zero_ou_un? teste si I'argument vaut O ou 1, et pred est la fonction predecesseur.
fin
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3. Algébre des opérateurs génériques

U

Notre but fondamental dans ce chapitre, est de doter les
programmes construits 2 partir des opérateurs génériques (définis au chapitre 2826)
d'une structure mathématique plutdt que gyntaxique, de fagon a pouvoir ‘définir une
algebre de programmes. Une telle algebre nous permet de raisonner sur les
programmes et de les transformer. Suivant cette idée, nous allons étendre LPG, 2 un
langage de manipulation de "fonctions" et non plus simplement de "termes”. En effet
les langages fonctionnels au niveau "objet" présentent certains "inconvénients” [Backus
85].

3.1 Problémes des programmes fonctionnels au "niveau objet"

Dans la programmation fonctionnelle au niveau objet, la
construction d'un nouveau programme 2 partir d'un autre implique I'application du
programme donné aux objets ou bien 2 des variables objets jusqu‘a 1a construction d'un
résultat objet. Le nouveau programme est alors obtenu par abstraction des variables
objets. Dans [Backus 85] une telle approche presente des problémes, parmi ceux-ci on
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peut citer les deux points suivants :

1- Contrairement aux programmes algorithmiques, qui utilisent des constructions
standards (composition, boucle, etc ...), ces programmes utilisent la lambda abstraction
comme construction principale pour construire des programmes. La lambda
abstraction n'est pas un combinateur. Elle utilise une variable et une expression pour
former soit un programme (une fonction) ou une autre expression. Ses propriétés sont
plus syntaxiques qu' algébriques. Une telle approche ne permet pas de produire une
algeébre de programmes sur laquelle baser des résultats au sujet des programmes.
Puisqu'elle construit un programme 2 partir de deux entités qui ne sont pas des
programmes.

2- Le raisonnement sur les programmes concerne les opérations sur les objets, puisque
les programmes ne sont pas construits a partir de combinateurs. Ceci conduit 2 des
théorémes sur les obijets, et ne permet pas d'avoir facilement des théorémes généraux
sur les programmes. |

Pour avoir des théorémes généraux , qui permettent de
manipuler et transformer les programmes, les programmes doivent étre construits par
application d'opérations (combinateurs, composition, formes fonctionnelles, etc...) sur
d'autres programmes déja existants. Il faut noter que les opérations doivent avoir des
propriétés algébriques [Backus 85].

3.2 L'avantage des programmes au "niveau fonction".

Au niveau fonction, les programmes sont construits & partir
d'autres programmes en utilisant des opérations, qui posse¢dent les propriétés
suivantes :

1- Quand on applique ces opérations, on obtient des résultats compréhensibles.
Autrement dit si C(f,g) est un programme construit 2 partir de deux programmes f et g
par l'opération C, et si on connait ce que font fet g alors on peut facilement
comprendre ce que fait C(f,g).
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2- Posibilité de developper une algébre de programme [Backus 78] [Backus 81]
[Williams 82]. Cette algebre est constituée d'un ensemble puissant de régles et de
théorémes généraux, qui expriment des équivalences intéressantes entre les
programmes.

Les deux points soulignés ci-dessus, nous permettent de considérer les opérations sur
les programmes et leur structure algébrique, plut6t que la structure et la représentation
des programmes eux-mémes. Un programme est le résultat d'une opération, et non une
entité syntaxique dont la structure est un ensemble de mot-clé, et dont la sémantique est
une suite de transitions d'états.

3.3 L'utilité des types.

Il'y a deux sortes de typage, le premier est le typage au sens
“logique” c'est a dire créer une hiérarchie au niveau des fonctions (fonctions et
fonctions d'ordre supérieur). Le second, qui nous intéresse dans ce paragraphe, est le
typage des langages de programmation.

La présence des typesau niveau des langages fonctionnels,
apporte des avantages importants, méme si on perd une certaine simplicité dans
l'utilisation. Ceci permet d'éviter la vérification systématique du type 2 I'exécution, et
autorise un contrdle statique. Un autre avantage est de pouvoir utiliser les types
abstraits. Ainsi on ‘obtient, des programmes modulaires, une cohérence des types
utilisés et une forte structuration. Une proposition dans ce sens est celle de [Guttag 81]
qui introduit les types abstraits dans FP.

3.4 Extension de la syntaxe de LPG

Nous allons définir un sur-ensemble de LPG qui est un
langage de manipulation de "fonctions” et non plus simplement des termes. Les
primitives des langages fonctionnels ont été décrites par [Backus 78], avec de
nombreuses régles d'algébre de programmes. Nous allons reprendre certaines de ces -
primitives. Le langage fonctionnel qui contient LPG est evidemment un langage typé.
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Une valeur v dont le profil est :
v:>T
qui est une valeur simple dans I'ensemble des "objets”, peut étre vue comme un

opérateur d'arité 0, donc de I'ensemble des "fonctions”. La régle d'application doit étre
bien typée, en ce sens que Si :

f:T1->Th
x:->T ,
alors f(x):->Ty

Par la suite t, tq, tp, ... seront mis pour des types quelconques.

- Les types prédéfinis [Bert 83b] sont :
bool, entier, car, chaine, seq[t], ens|[t], vecteur][t]

- Le domaine des fonctions contient les valeurs définies et les exceptions qui sont plus
définies que " L" (la valeur indéfinie).

Les fonctions sont déterminées de la maniére suivante :
- les constantes et littéraux prédéfinis, sont des fonctions zéro-aires :
3 : -> entier

- et les opérateurs avec parametres sont des fonctions n-aires, n>0 :

+ : (entier,entier) -> entier
trier[<=, =] : seq([t] -> seq(t]

Une fonction est définie par :

==E ,
ol f est un symbole de fonction, et E une expression de fonction qui peut contenir f.
Chagque fonction est stricte. Une fonction f n'est pas définie en x si f(x) == L
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Les opérateurs prédéfinis seront des fonctions typées par :

M@y, ... ty) >4
2:(t, ..., tg) >ty

si fr(ty, .., tg) >t

b S (ST ) )
alors $I6X] 2 (typs - on ty) >t

On dispose de l'identité
id:t->t
Les constructeurs de base sont :
- La composition, notée "o"
fitg->1t3
fog:t1>t3
g:1>0
Cas particulier de composition; I'application :
fitp->t3
fog:->t3

g:>0

- Le produit cartésien :
fi:t->4

alors psilfy, ..., fpl s t-> (4, ..., tp)

- La condition :
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fi: g > bool
fr:tp >ty SI[fy, f,f3]) iy >ty
f3:t1 >ty

La condition est considérée comme forme fonctionnelle ([Backus 78] [Williams 82]).
L'avantage d'une telle approche permet de maintenir strictes toutes les fonctions.

- La "fonctionnalisation" ou passage d'une constante a une fonction avec argument
y:->ty
alors Clyl:t1>t9
Les équivalences sémantiques des constructeurs de base sont données par :
id(x) == x
fog (x) ==f(g(x))
fog==1(g) (cas particulier)
psi [fy, ..., fpl () == (F{(X), ..., f4(x))
Cly] (x) ==
«3.4.i Les combinateurs.

Les combinateurs que nous définissons sont utiles dans le
developpement de I'algebre de programmes; Iis sont liés au produit cartésien dans le
cas général. D'ailleurs on reprend l'opérateur "psi’ déja défini.

Les opérateurs combinateurs sont :

(1) le produit cartésien

. fi:t->tg
fr:t->ty => psilfy, ..., fp) : t-> (g, ....tH)
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tel que : psi[fy, ...,f,] (x) == (f1, ....fp)
(2) la distribution :
fy: ty -> t'y
fr:itp->th => phi[fy,....f5] : (t],....t) ->(t'1,..t')

tel que : phi[fy,....fy] (xq, ..., xp) == (Fy(xp)s -, fp(xp))

(3) I'application composée
fi:(t),13)->t3
=> mu[fy,f] : (ty, t3) -> t3
fp:t1->ty
tel que : mu [f},f] (x,y) == f](fa(x),y)
(4) pour T qui est le type seq ou le type vect, on a :

<> (Tlty), ..., Tity]) -> TI(ty,--.., ty))
><: Iy, ..., t] > (TIY), ..., Tit,))

Sémantique pour les séquences par exemple :

<>([x11, X192, ---» X1nb - Xips - Xinh -0 Xmps -+ s Xmn)) ==

(X115 -5 Xj15 -0 Xn1)s oo (X oo Xins -+ Xpp)]
et inversement

><([(x115 ---» Xm1)s -0 (X1 oo Xmi)s -+ KQpp ---» Xmn))) ==
(X115 X125 - X1pbs o olXi1s oo Xinds oo X1y -2 Xmnl))

3.4.2 Exemples de programmes dans cette notation.

Gréce a cette notation, toute les équations qui définissent un
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opérateur peuvent étre vus comme une identité entre fonctions ou expressions de
fonctions. Si on considere les exemples donnés au § 2.7 ( partie 1), on aurait (pour
simplifier la notation, on remplace "==>" par "==

Exemple 1 :

enrich tri_seq exige Ordre_total[t operateurs <=,=]
operateurs

tri : seq(t] -> seq([t]

f : (seq[t],t,seqt]) -> seq(t]

axiomes

1 : tri == hom([nil,f]:seq[t] o hom[vide,inserer]:arb_b(t]
2:f== +opsi[!l,<+0 psi[!2,!3] i

fin

ol, "+" est la concaténation de deux séquences.

- hom(nil,+ o psi[!1,<+ o psi[!2,!3]]] construit la séquence ordonné 2 partir de l'arbre,
cet opérateur fait un parcours infixé de I'arbre.

Notons que hom[nil,<+ o psi[!2, + o psi[!1,!3]]] est un parcours préfixé et hom[nil,+ o
psil+ o psi[!1,!3],<+ o psi[!2,ClInil]]] est un parcours postfixé.

Exemple2 :
Pour calculer la somme des carrés des n premiers entiers naturels, on obtient:

enrich Entier
operateurs
somme_carre : seq[entier] -> entier

axiomes
1: somme_carre == /[0,+]:entier o alpha[* o psi[id,id]]:seq[entier] o iota
fin

” "

+" et "*" sont I'addition et le produit sur les entiers naturels.
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Exemple 3:
Pour fibonacci on obtient :

enrich fibonacci
operateurs
fib : entier -> entier
zero_ou_un? : entier -> bool
axiomes
1 : fib == hom[1,+]:entier o hom(zero_ou_un?, psi[pred o pred, pred]]:abin
2 : zero_ou_un? == ou o psi[= o psi[id,C[0]], = o psilid,C[1]]]
fin

3.5 Axiomatisation des opérateurs et combinateurs.
Nous donnons ci-aprés trois jeux de régles d'équivalence.

Toutes ces régles se déduisent de la définition méme des opérateurs. le typage n'est pas
indiqué, mais il est supposé correct par rapport aux régles de constructions des

opérateurs.

3.5.1 Préliminaire

Une équation entre fonctions implique une égalité entre les domaines de
définition. Si dom(f) est le domaine pour lequel ia fonction f est définie, on a

== g |- dom(f) = dom(g)
lorsque, par construction, les domaines des deux fonctions membre de I'égalité peuvent
€tre différents (exemple la régle a.6 §3.5.2), on indique dans la précondition les

propiétés sur les domaines qui assurent cette égalité forte. Si I'on note f | d 1a fonction f
restreinte au domaine d, c'est a dire
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fld(x)==f(x)sixed
== _1 sinon

avec la propriété évidente :
f|dom(f) == f
alors la régle a.6 peut se lire :
" C[h] o g == C[h] si dom(C[h]) < dom(g)

ou encore
Clh] o g == C[h] | dom(g)

3.5.2 Les régles de base.

|-goid==g - (a.l)
lFidog== (a.2)
|-fog)oh==fo(goh) (a.3)
|-SI[bsr,qloh==SI[boh,roh,qoh] (a.4)
I-hoSI[brq]==SI[bhor,hoq] (a.5)
dom(C[h]) cdom(g) |- C[h] 0 g == C[h] (a.6)
|- fo $[g,h] == $[fo g, h] , @.7)
|- $(SI [b,f,g],h] == SI [$[b,h],$[f,h],$(g,h]] (a.8)
|- ${f,h] 0 g == f o psi [h,g] (a.9)

3.5.3 Les regles du SI et des booléens

On note q % p pour indiquer que l'expression p apparait dans q et q % (1/p)
pour parler de I'expression q dans laquelle la sous-expression p est remplacée de
maniére uniforme par I'expression r. Ces régles sont reprises de [Guttag 78], a la suite
de [Mc Carthy 63] [Boyer 75].
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|- SI[C[vrail,q,r] == q

|- SI [Clfaux],q,r] ==r

|- et ==SI[!1,!2, C[faux]]

|- ou == SI [!1,C[vrai],!2]

|- non == SI [id,C[faux],C[vrai]]

|- SIlp.q.ql == q

|- SI [p,Clvrai],C[faux]] ==

|- SI[SI [p,q,r],a,b] == SI [p,SI [q,a,b],SI[r,a,b]]
|- S (p.q % p.rl == SI [p,q % (Clvrail/p),r]

|- SI(p.q,r % pl == SI [p,q,r % (Clfauxl/p)]

(b.1)
(b.2)
(b.3)
(b.4)
(b.5)
(b.6)
(b.7)
(b.8)
(b.9)
(b.10)

Ces régles, auxquelles on pourrait ajouter la définition des opérateurs d'implication et

d’équivalence forment un syst®me complet pour le calcul propositionnel.

3.5.4 Les regles d'équivalence des combinateurs.

Dans ces régles, on trouve une équivalence conditionnelle ; cela signifie que
I'égalité aprés le symbole " |-" n'est vraie que si le ou les antécédents sont vrais
€galement. "#" est l'opérateur "longueur” d'une séquence ou d'un vecteur, S[i] : jleme

€élément d'une séquence.

Vi 1<i<n dom(fj) ¢ N dom(fj) B
i o psilfy, ..., fi, ....fp) ==f;

Vil<i<n dom(fjo li)c IT dom(fj) |-
'i o phi[fy, ....f;, vofpl==fjo!li

I dom(f;) = N dom(f; o !i)l-
philfy, ...fj, ...fpl =psilfj o !1, ..., fjo li, ..., f,, 0 In]

|- philfy, ....fa) 0 psilhy, ..., hy] == psilfj o hy, ..., fn0hgl

|- phi[fy, --»fpl o philhy, ... hg] == phi[fjohy, ..., f 0 hpl
|- mufhy,hy] o psilfy, fo] == hq o psi[hy o f1, fol

61

(c.1)

(c.2)

(c.3)

(c.4)
(c.5)
(c.6)



|- mufhy,hy] o philf}, f2] == hy o philhy o fy, 5] .7)

I- psilfy, ....fp) o h ==psilfy oh, ....f, o h] (c.8)
|- h o muffy,f7] == mulh o f1,f3] (c.9)
|- mu[mu[fy,f],f3] == mu(fy,f> o f3] (c.10)
|- mu[f,id] ==f (c.11)
|- <> o philpsilfyy, ....f1p), ---» Psilfyqs - fppll ==

 psilphilf11, f21, .- fn1ds --ophilfip, osfppll (c.12)
- psil'1, ..., Y, ...,!n] == id (c.13)
I- philid, ...,id] == id (c.14)
|-<>0><==id (c.15)
#oll==#0"12]-><0<>==id (c.16)

3.6 Algébre des opérateurs génériques.

Dans notre formalisme, un programme peut étre vu comme
une construction obtenue 2 partir d'opérateurs simples et/ou opérateurs génériques.
Cette construction utilise les combinateurs (cf. § 3.3) et la composition.

Comme nous l'avons fait pour les combinateurs, et
opérateurs de base , il existe des équivalences intéressantes au niveau des compositions
d'opérateurs. Nous donnerons certaines de ces régles sous forme d'axiomes et d'autres
sous forme de théoréme et nous les démontrerons formellement a partir des
définitions. Parmi les régles données ci-aprés certaines sont reprises de [Backus 78]. Le
typage n'est pas indiqué, mais il est supposé correct par rapport aux regles de
constructions des opérateurs.

Avant de décrire des ensembles de reégles qui sont propres

pour chaque structure, donnons les régles "génériques” des types vecteurs, séquences et
ensembles.
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3.6.1 Regles "génériques" des séquences, vecteurs et ensembles.
g g q q

|- alphal[f}] o alpha[f;] o ...o alpha[f},] == alpha[f} o f5 0...0 f3] (g.1)
|- alpha[id] == id (8-2)

3.6.2 Regles "génériques" aux séquences et vecteurs.

|- psi[alpha[fq], ..., alpha([f]] == >< o alpha([psil[fy, ..., f,]] (g.3)
|- <> o phi[alphal[fy], ..., alpha[fy]] == alpha[phi[f}, ...,f]] 0 <> (g4)
Vi 1<i<n dom(f;) ¢ N dom(fj) |-
alpha[ !i] o <> o psilfy, ..., fj, ..., fy] ==fj (g.5)
|- alphalf] o i 0 >< == alpha[f o !i] @6)

3.6.3 Régles et théorémes généraux sur les séquences.

|- /[n,f] == hom{n,f] | (s.1)
|- hom(n,f}] o alpha[fy] == hom[n,mu[f,f>]] (s.2)
|- hom[nil,<+] == id (s.3)
|- hom_inv[vide?,psi[tete,reste]] == id (s.4)
|- alpha[f] o hom_inv(p,psi[f},f3] == hom_inv[p,psi[f o f 1-2] (s.5)
|- philhom([ny,cq],...,hom[ng,,cpyl] 0 >< ==

hom(psi[ny,...ng,1,psilcy o phi[!1,!1],...,c,, 0 phi[!m,!m]]] (s.6)
|- alpha[f] == hom{nil,mu[<+,f]] (s.7)
|- init[f] == alphalf] o init[id] | (s.8)

|- iota == init[id] (s8")
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Théoréme 1 (génération de l1a forme récursive) :
h == hom(n,f] o hom_inv[p,psilf1,f2]] |-
h == SlI[p,C[n],f o psi[f1,h o £2]] - (s9)

Preuve :

réécriture de : h
(antécédent,->) ==> hom[n,f] o hom_inv[p,psi(f1,f2]](x)
(def.composition,->) ==> hom([n,fl(hom_inv[p,psi[f1,f2]](x))
~ (def.hom_inv,->) ==> hom([n,f](si p(x) alors nil

sinon f1(x)<+hom_inv{p,psilf1,£2]](f2(x)))
(régles du SI,->) ==> si p(x) alors hom([n,f](nil)

sinon hom[n,f]J(f1(x)<+hom_inv[p,psilf1,f2]1(f2(x)))
(def.homl,->) ==> si p(x) alors n

sinon hom[n,f](f1(x)<+hom_inv[p,psi[f1,£2]]1(f2(x)))
(def.hom2,->) ==>si p(x) alors n

sinon f(f1(x),hom[n,f](hom_inv{p,psi[f1,f2]1(f2(x))))

- réécriture de : SI[p,C[n],f o psi[f1,h o £2]](x)
(def. du SI,->) ==> si p(x) alors C[n](x) sinon f o psi[f1,h o f2](x)
(def. du C[],->) ==> si p(x) alors n sinon f-o psi[f1,h o f2](x)
(def. psi,->) ==> si p(x) alors n sinon f o (f1(x), h o £2(x))
(composition,->) ==> si p(x) alors n sinon f(f1(x),h(f2(x)))
(antécédent,->) ==> si p(x)alors n

sinon f(f1(x),hom[n,f](hom_inv[p,psilf1,£2]1(f2(x))))

==> vrai

ie théoréeme est démontré

Ce schéma de fonction récursive linéaire a été souvent
donné dans la litérature sans trop de justifications [Kieburtz 81] [Backus 85].
Nous remarquons ici qu'il correspond trés exactement au fait que la fonction h : dom ->
dom est égale A une composition h1 o h2 ol h2 : dom -> seq(t] est un homomorphisme

»
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inverse, et h1 : seq[t] -> dom est homomorphisme.

En exploitant les résultats présentés dans [Kieburtz 81]
[Backus 85], on peut donner la forme itérative de la fonction h par le théoréme suivant :

Théoreme2 (suppression de récursivité) :

SI{p,C[n],f o psi[f1,h o f2]] == h, monoide [t operateurs n,f] |-
h == 12 0 TANTQUE(non o p o !1,psi[f2 o !1,f o phi[f1,id]]] o psi[id,C[n]] (s.10)

Ce passage a la forme itérative de la fonction h a été prouvé de deux manieres
différentes :

I- Dans [Kieburtz 81] , une preuve est donné par induction sur le point fixe.
2- Dans [Backus 85], une preuve est donné en utilisant le théoréme d'expansion
linéaire.

Ce résultat de génération récursive est tout A fait général dans le sens suivant : soit une
structure libre X définie comme solution de 'équation sur les domaines [Lehmann 77]
X = F(X), ou F est composée des constructeurs d'union disjointe et de produit cartésien,
et dont les objets sont finis (finiment engendrés); soient les formes fonctionnelles hom :
X -> D et hom_inv : D -> X construits comme pour les séquences alors la composition
de ces deux opérateurs telle que :

== hom o hom_inv

est équivalente a une fonction (récursive si le domaine est récursif) h : D -> D dont la
"structure” est isomorphe a F.

Par exemple, avec F{(D) == 1 + D, la fonction récursive image est :

== Sl[p,C[n],foho g]
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ol p, n, f, g sont des parametres de 'homorphisme et de I'homomorphisme inverse. De
méme, le foncteur correspondant aux arbres binaires purs, qui est Fp(D) == 1+ D x D
a une fonction image de la forme :

h == SI[p,CIn], f o psi[h o f1, h o f5]

Théoréme3 ¢

monoide [t operateurs n, f], |- hom[n,f] ==
12 o TANTQUE([non o vide? o !1,psi[reste o !1,f o phi[tete,id]]] o psi[id,C[n]]
(s.11)

Preuve :

réécriture de : hom[n,f]

(id,->) ==> hom|[n,f] o id )

(s.4,<-) ==> hom[n,f] o hom_inv[vide?,psi[tete,reste]

(s.8,->) ==> Sl{vide?,C[n],f o psi[tete,h o reste]

(8.9,->) ==> : :
12 0o TANTQUE[non o vide? o !1, psi[reste o !1,f o phi[tete,id]]] o psi[id,C[n]]

Les structures inductives se prétent bien a des équivalences de haut niveau. Ce qui
permet de donner les théorémes suivants :

Théorémed (de composition) :
ny == gonj, cy ophilid,gl==gocy |-
hom[nj,cy] == g 0 hom{ny,cy] (s.12)

Preuve :

Pour la preuve; on est obligé de descendre au niveau des termes, a cause de ['utilisation
des'définitions méme des opérateurs.

 Induction :
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sous-buts : 1.1 hom[ny,cy](nil) == g 0 hom[n 1-C1](nil)
1.2 (hom[ny,crl(sp) == g o hom[nl,c 1sg))
hom([n2,c2 5(a<+s0) = g 0 hom[n1,c1](a<+s0)
réécriture de : hom[ny,cy](nil)
(defhoml,->) ==>ny
réécriture de : g o hom[nj,cy](nil)
(def.homl,->) ==>gony
(antécédent s.11,->) ==> ny

(1.1) est démontrée.

réécriture de : hom([ny,cpl(a<+sq)

(def. hom2,->) ==> c9(a, hom([ny,cy](sq))

réécriturede : g o hom[nl,cll(a<+so)

(def. hom2,->) ==>go cj(a,hom[ny,cql(sp)

(antécédent s.11,->) ==>cy o phi[id,g](a,hom[nl,q](so))
(def. phi,->) ==> cy(idoago hom[nl,q 11(sg))
(antécédent 1.2,->) ==> cz(a,hom(ny,cs1(sg))

1.2 est démontré et par conséquent (s.11) est démontré.

L 4

L'opérateur "hom_inv" n'est pas forcément la fonction réciproque pour l'opérateur
“hom”. Les conditions pour que la composition entre ces deux opérateurs soit égale 2
l'identité, sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 5 (d'identité) :
avec g == hom _inv[p,flona:
p o n==vrai, poc o psi[!l,!2] == faux, fo c == id(t.dom) I-
hom _inv[p,f] o hom[n,c] == ‘dseq[t] (s.13)

id(t,dom) signifie que la fonction d'identité a comme profil : (t,dom) -> (t,dom), et
idgeq[t) @ pour profil : seq[t] -> seq[t).

Preuve :
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Induction

sous-buts : 1.1 hom_inv[p,f] o hom[n,c](nil) == nil

12l hom_inv([p,f] o hom[n,c](sg) == sOJ

hom_inv[p,f] o hom[n,c](a<+s0) == a<+s0

réécriture de : hom_inv([p,f] o hom[n,c](nil)

(def. homl,->)  ==>hom_inv[p,f](n)

(def. hom_inv,->) ==> si p(n) alors nil sinon
11(f(n))<+hom_inv[p,f](12(f(n))

(antécédent s.12,->) ==> si vrai alors nil sinon
"(f(n))<+hom_inv[p,fl('2(f(n))

(regle du SI) ==> nil

1.1 est démontré.

réécriture de : hom_inv[p,f] o hom[n,c](a.sp)

(def. hom2,->) ==> hom_inv[p,f](c(a,hom[n,c](sp)))

(def.hom_inv,->) ==> si p(c(a,hom[n,c](sq)) alors nil sinon
1(f(c(a,hom[n,c](sp))))<+hom_inv[p,f](!2(f(c(a,hom([n,c](sp)))))
(antécésents.8,->) ==> si faux alors nil sinon
'1(f(c(a,hom[n,c](sp))))<+hom_inv[p,f](!2(f(c(a,hom[n,c](sp)))))

(si,->) ==> 1(f(c(a,hom[n,cl(sp))))<+hom_inv[p,f](!2(f(c(a,hom(n,c](s)))))
(antécédents.8,->) ==> !1(a,hom[n,c](sg))<+hom_inv([p,f]('2(a,hom[n,c](sp)))
(def. !,->) ==> a<+hom_inv[p,f]({2(a,hom[n,c](sp)))

(def.!,->) ==> a<+hom_inv[p,fj(hom[n,c](sq))

(antécédent 1.2,->) ==> a<+s(

1.2 est démontré et par conséquent le théoréme aussi.
Théorgme 6 (de fusion) :

n == psi[ny,ny], ¢ ==psi[cy o philid,!1],cy o philid,!2]] |-
psilhom([ny,c1],hom[ny,c7]] == hom(n,c] (s.14)

Preuve :
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Induction

sous-buts : 1.1 psi[hom[n1,c1],hom[n2,c2]](nil) == hom[n,c](nil)
1.2 Lpsi[ hom[n1,c1],hom[n2,c2]](so) == Hom[n,c](so)J

psil hom[nl,c1],hom[n2,c2]](a<+so) == hom([n,c](a<+sg)
réécriture de : psi[hom[nl,c1],hom[n2,02]](nil)

(def. psi,->) ==> (hom[nl,c1](nil),hom[n2,02](nil))
(def.homl,->) ==>(ny, hom[nj,cy](nil))

(def.hom.1,->) ==>(ny,ny)

(def.psi,<-) ==> psi[ny,ny]

réécriture de : hom[n,c](nil)

(def.homl,->) ==> n

(antécédentl,->) ==> psi[ng,ny]

-1.1 est démontrée

réécriture de : psi[ hom[nj,c 11,hom[nj,coll(a<+sg) -

(def.psi,~>) ==> ( hom([n,cy] (a<+sq), hom[nz,cz](a<+s0))

(def.hom2,->) ==>(c1(a,hom[ny,c11(sg)), hom[nz,czl(a<+sa))

(defhom?2,->) ==>( c1(a,hom[ny,cq1(sg)), c(a,hom[ny,c7](sp)))

réécriture de : hom[n,c](a<+so)

(def.hom2,->) ==> c(a,hom[n,c]($p))

(antécédentl.2,<-) ==> c(a, psi[ hom[nl,cll,hom[nz,czll(so))

(def.psi,->) ==> c(a, (hom[nl,cl](so),hom[nz,czl(sO)))

(antécédent2,->)==> psi[cjo philid,!1],cy o phi[id,!2]] .,
(a,(hom[n,; ,c_l](so),hom[nz,czl(go)))

(def.phi,->) ==>(cl(a,hom[n1,cl](sO)),cz(a,hom[nz,czl(so)))

1.2 est démontrée, et par conséquent le théoréme aussi.

3.6.4 Régles sur les vecteurs.

|—iter_haut[n,f1] o alpha[fy] == iter_haut[n,f 10 phi[id,id,fy]]
j-iter_bas[n,f 1] o alpha[f] == iter _bas[n,f 10 phi[id,id,f]]
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|- val o phi[alphalf],id] == f o val (v.3)

# o v == C[n] |- iter_bas[nrglov==v (v.4)
# o v ==C[n] |- iter_haut[n,rgjov ==v (v.5)
|- alpha[f{] o gen[n,f2] == gen[n,f] o f3] (v.6)
|- gen(#, val] == id .7
C[1]<i, i<n |- val o psi[gen[n,f],i] == f o psilid,i] (v.8)

Pour les structures non libres , on n'a évidement pas de
résultats généraux, néanmoins dans le cas particulier que i'on a ici, les vecteurs, on a
une équivalence itérative :

|- iter_haut(n,f] o gen[k,g] ==
11 o TANTQUE(<= o psi[!2,Cik]],psilf o psi[!1,!2,g o psi[!3,!12]],succ o 12,13]]
o psi[C[n],C[1],id] (v.9)

|- iter_bas[n,f] o genlk,g] ==

11 0o TANTQUE[>= o psi[!2,C[1]],psilf o psi[!l,!2,g o psi[!3,!2]], pred o !2,!3]]
o psi[C[n],C[k],id] (v.10)

3.6.5 Régles et théorémes sur les ensembles.

. Pour le type ensemble, on utilisera les régles et théorémes
dérivés des séquences. '

|- init[f,=] == alphalf] o init[id,=] (e.1)
|- hom[e_vide,<+,=] == id (e.2)
|- hom([n,f{,=] o alpha[fy] == hom[n,mu[f{,f5],=] (e.3)
|- alpha[f{] 0 hom_inv{p,fy,=] == hom_inv[p,phi[f},id] o fy,=] (e.d)
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Théoréme 7(génération de la forme récursive) :

h == hom(n,f,=] 0 hom_inv[p,psi[f},fo],=] |-
h == Sl[p,C[n],f o psilfy,h o fp]] (e.5)

A cause de la propositionl (cf. chap 2), la condition associée au théordme de
suppression de la récursivité se simplifie pour les ensembles  une condition sur le type
. @e qui permet de donner le théoréme suivant :

Théoréme 8 (passaée a la forme itérative) :

h == hom|n,f,=] o hom_inv[p,psi(f},fpl,=], f:(L,)->t |-
h ==12 0o TANTQUE[nono po '1,psi[fy o !1,f o phi[f},id]]] o psi[id,C[n]] (e.6)

Preuve :

Réécriture de h :
(antécédentl,->) ==> hom[n,f,=] o hom_inv[p,psi[fy,fp,=]
(théoréme 7,->) ==> SI[p,CIn],f o psilfy,h o f]
d'apres la propositionl on a:
monoide [t operateurs n,f] et h == SI[p,C[n],f o psilfy,h o f7]
Cest exactement la méme forme récursive pour les séquences. D'ou :
(théoréme2,->) ==>
12 0 TANTQUE|non o p o! 1,psilfy o!1,f o phi[fy,id]]] o psilid,C[n]]

Théoréme 9 (de composition) :

ny ==gonj,cyophilidgl==gocy |-
hom[njy,cy,=] ==go hom[nj,cq,=] (e.7)
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Théoréme 10 (cas particulier) :

p o n == vrai, p o ¢ == Clfaux], f o ¢ == id(¢ dom) |-
hom_inv[p,f,=] o hom[n,c,=]==idens[t] (e.8)

Théoréme 11 (de fusion sur les ensembles) :

|- psilhom[n{,cq,=],hom[ny,cy,=]] ==
hom(psi[ny,nyl,psilcy o philid , !1],c o philid, 12],=] - (e9)

Note : la preuve des théorémes ci-dessus est analogue aux preuves des théorémes sur
les séquences.

Proposition 2 :

Si ¢y et cy satisfont les conditions exigées pour 'opérateurs générique "hom" sur
les ensembles, alors " psi[c{ o philid,!1],cy o philid,!2]]" les satisfait aussi.

Preuve :

Les conditions exigées pour "hom" sur les ensembles sont :

copsi[!l,c o psi[!2,!3]] == c o psi[!2,c o psi[!1,!3]] (1)

copsi[ll,c] ==c (2)

c1 et c) satisfont les conditions ci-dessus, d'oli on a les hypotheses suivantes :
cq o psil!l,cy o psil!2,13]] == cq o psil!2,cy o psi[!1,!3]] (l.a)

cg o psil!l,cy 0 psi[!2,!3]] == cp o psi[!2,cy 0 psi[!1,!13]] (1.b)
cjopsil'lcy) ==cy (2.2) '

cpopsilll,cpl ==cy (2.b)

dire que " psi[cy o philid,!1],c o phi[id,!2]]" satisfait les conditions exigées pour
"hom" revient A vérifier les égalités suivantes :

-Pour la condition (1) :
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psilcy o philid,!1],cy o phi[id,!2]] o

psi[!1,psi[cy o philid,!1],cy o philid,!2]] o psi[12,13] ==

psilcy o philid,!1],cy o psilid,!3]] o psi[!2,psi[c; o phi[id,!1],cy o phi[id,!2] ] o
psi[!1,!3]] (*) |

-Pour la condition (2) :

psi[cy o philid,!1],c o philid,!2]] o psi[!1,psi[c o phi[id,!1],cy o phi[id,!2]]]
== psi[cy o phi[id,!1],c o philid,!2]]

Afin de faciliter la lisibilité de la preuve posons d'abord que I'égalité notée (*) est de la
forme suivante :

AoB==Aj0B;
tel que :

A == psi[cy o phi[id,!1],cy o philid,!2]]

B == psi[!1,psi[cq o phi[id,!1]},cy o psi[id,!2] ] o D]

ol D == psi[!2,!3]

et
A== psi[cy o philid,!1],c o philid,!2] ]
B == psi[!2,psi[cq o phi[id,!1],cy o phi[id,!2]] 0 D{]
Dj==psi[!l,!3]

Preuve de I'égalité (*) :
- réécriture B :

psi[!1,psi[cy o philid,!1],cy o phi[id,!2]] o D]

(c.10) ==> psi[!1,psi[cy o philid,!1],cy o phi[id,!2] o D]]

(c.4) ==> psi[!1,psi[cq o psi[id 0 !2,!1 o !3],cp o psi[id 0 !2,!2 0 !3]]]
(a.2) ==> psi[!1,psi[cy o psi[!2,!1 0 !3],cH o psi[!2,!2 0 !3]]]

Le membre gauche de I'égalité (*) ( 2 démontrer) se simplifie a :

psi[cy o philid,!1],c; o phi[id,!2]] o
psi[!1,psilcy o psi[!2,!1 03],c7 o psi[!2,120!3]]]
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Posons que :

psi[!l,psi[cl o psi[!2,!1 0 !3],c9 o psi[!2,!20!3]]] == B'
-réécriture du membre gauche de 1'égalité (*) :

psi[cq philid,!1],c9 o phi[id,!2]] o B'

(c.10) ==> psilcy-o philid,'1] o B',cy o philid,!2] o B'] ,
(c.4)(a.2) ==> psilcjo psi['l,cjo psi[!2,!1 o !3]],c7 o psil!l,cp o psil!2,!2 0 !3]]]

-réécriture de By:

psil!2,psilcy o philid,!1],cy o philid,!2]] o D{]

(c.10) ==> psi[!'2,psilcy o philid,!1] 0 D{,c7 o philid,!2] o D{]]

==> psi[cy o psi[!l,!10!2],cH o psi[!1,!20!2]] o psi[!2,psi[!1,!10 3],

‘ cpopsi[!1,12 0 13]]]
posons que :

psi[!2,psi[!1,!1 0 !3],cy o psi[!1,!2 0 !3]]] == B’y

-réécriture du membre droit de I'égalité (*) :

psilcy o philid,!1],c9 o philid,!2]] o By

(c.10) ==> psi[cy o psi[!1,!1 0!2] 0 B'y,cp 0 psi[!l,!2 0 12] 0 B'y] '
(c4.)(a.2) ==> psilcjo psi[!2,cqo psil!l,! 10 !3]],cp0 psi[!2,co0 psi[!l,!20 1311
Ainsi 1'égalité (*) devient :

psi[cq o psi[!l,cq o psi[!2,!1 0 !3]]},cp 0 psi[!l,c9 o psi[!2,12 o !3]]]
== psi[cy o psi[!2,cq o psi[!1,!1 0 !3]},cp 0 psil!2,c o psi[!1,!2 0 !3]]]

Prouver I'équation ci-dessus, qui est I'égalité entre deux produits cartésiens a deux
éléments, revient A prouver les deux égalités suivantes :

cjopsilllcyo ps;i[!Z,!l 0 13]] == cq o psi[!2,cq o psil!1,'1 0 !3]] (*1)
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cp o psi[!l,cy o psi[12,!12 0 13]] == c20 psi[!2,c9 o psi[!1,!12 0 13]] (*.2)
- réécriture du membre gauche de (*.1) :

(c.10) ==>cjopsi[ll,cy opsi[!2,!3]] o psi['1,!2,!1 0 13]
(hyp.1a) ==> ¢y o psi[!2,cq o psi[!1,!3]] o psi[!1,!2,!1 o !3]
(c.10) ==>cjopsi[!2,cqopsi[!l,!l0!3]]

==> vrai
I'égalité (*.1) est prouvée.
- réécriture du membre gauche de (*.2) :

(c.10) ==> ¢y o psi[!l,cy o psi[!12,!3]] o psi[!1,!2,!2 0 !13]
(hyp. 1.b) ==> ¢ o psi[!2,cy o psi[!1,!3]] o psi[!1,!2,12 0 13]
(c.10) ==>cp o psi[!2,cp 0 ps:['] 12 0 13]]

==> vrai

les €galités (*.1) et (*.2) sont prouvées, et par conséquent l'égalité (*) I'est aussi.

Deuxiéme condition :

Toujours pour la lisibilité de la preuve, posons que le membre gauche de l'équatlon
(**) est de la forme :

psilcq o philid,!1],cy o phi[id,!2]] 0 E
== psi[!l,psi[c o phi[id,! 1],¢9 o phi[id,!2]]]
- réécriture du membre gauche de 1'équation (**)
psi[cy o philid,!1],cy o phi[id,!2]] o E
(c.10) ==>psi[cy o phi[id,!1] 0 E,cp o phi[id, 12] 0 E]

(c.4)(a.2)==> psilcyo psi[!l,cjo psi[!1,!10 12]],c) o psil! 1,cp0 psi[!1,120 12]]]

d'ol I'équation (**) devient :
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psilcq o psil!l,cy o phi[id,!1]],cp o psi[!l,c9 o phi[id, 12]]] ==
psi[cy o phi[id,!1],c5 o phi[id,!2]]

Prouver une telle équation, qui est 1'égalité entre produit cartésien 2 deux éléments,
revient A prouver, les deux égalités suivantes (par la regle (c.3) :

cjopsil!ll,cyopsil!l,110 2]l ==cjopsi[!,!10!2]  (*:1)
cp o psi[!l,c9 o psi[!1,12 0 12]] == c3 o psi[!1,!2 0 {2] (**.2)

-réécriture du membre gauche de (**.1)
(c.10) ==> ¢y o psil!l,cyl o psi[!1,'1 0 12]
(hyp. 2a) ==> cq o psi[!1,!1 0 !12]

==> vrai
-réécriture du membre gauche de (**.2)
(c.10) ==> cy o psi[!l,cy] o psi[!1,!2 0 2]
(hyp.2.b) ==> ¢y o psi[!1,!2 0 12]

==> vrai

* Ainsi les équations (**1) et (**2) sont prouvées et par conséquent I'équation (**) I'est
aussi.
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4. Applications a la transformation
et
a la preuve de programmes

L'approche algébrique a été développée par Backus
[Backus 78], dans le but de raisonner sur les programmes fonctionnels par
manipulation (transformation du source au source). Suivant la méme idée, nous avons
développé une algebre d'opérateurs génériques (cf. chapitre 3) dans un univers typé,
en utilisant un formalisme qui permet d'associer des propriétés ( associativité,
commutativité, etc. ...) aux fonctions. '

Dans ce chapitre, nous allons donner deux applications

€videntes de cette approche algébrique typée, la premitre étant I'application 2 la
tranformation, et la seconde I'application a I'équivalence de programmes.

4.1 Transformation de programmes.

Avant de donner notre approche de transformation, il
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est intéressant de comparer 'approche de différents auteurs dans ce domaine.

4.1.1 L'approche de [Wadler 81].

Dans son article, il présente un ensemble d'opérateurs
sur les listes, avec un ensemble de quatre régles de transformation dans le but
d'éliminer Ie parcours et la création des listes intermediaires inutiles. Comme exemple
ona:

(red[f,a]) (map g) xs -> (red[h,a]) xs
where h[al, x] = f[al,g x]

est équivalente 2 la régle :
|- hom[n,f1] o alpha[f2] == hom[n,mu(f1,f2] (s.2)

La différence est que 1'équation au niveau fonction nous permet immédiatement de
faire la substitution d'un membre d'une équation par un autre dans toute expression de
fonction, par contre au niveau objet ['utilisation d' une régle équivalente est moins
directe et exige une certaine indirection inutile, c'est le cas de la clause "where" qui est
utilisé par manque de combinateur.

D'aprés Wadler, cet ensemble minimal de regles est

"complet” dans le sens o toute composition de deux opérateurs adjacent peut étre
combinée en un seul opérateur. Si on considére un simple programme qui prend une

liste de liste d'entiers pour rendre une liste d'entiers (c'est 2 dire appliquer la
concaténation), et ensuite on fait le produit des éléments de cette liste. On obtient dans
son formalisme le programme suivant :

(red[*,1])(red[append,nil] xss)
ou red[f,a] est un opérateur équivalent a l'opérateur d'insertion (/[a,f]), "append” la

concaténation, et "nil" la liste vide.

Aucune régle dans I'ensemble qu'il propose, ne peut combiner une telle composition de
ces deux opérateurs en un seul. ce qui est contradictoire avec son résultat.

78



4.}2 L'approche de [Kieburtz, Shultis 81]

Ils utilisent le formalisme de FP pour dériver des
théorémes pour I'élimination de la récursivité de la forme :

f=p->q;holifoj] (proposition 2)

et aussi pour les fonctions non linéaires de la forme :
f=p->q;hof[for,fos] (proposition 5)
f= P->q; hof[r,ho[fos,fot]] (proposition 6)

Ces formes récursives sont des cas particulier de notre résultat sur la génération de
fonctions récursives (cf. chapitre 2). L'ensemble des théorémes qu'ils proposent est
trés utile pour I'élimination de la récursivité. D'ailleurs, on peut exploiter ces résultats,
surtout que notre formalisme est bien adapté a ce type de transformation. En effet,
I'étape clé de ce type de transformation est due en réalité aux propriétés des fonctions
(associativité, existence d'un élément neutre, ...), malheureusement comme on l'avait
souligné déja au début du chapitre 2, FP n'a aucun moyen qui permet d'associer des

telles propriétés aux fonctions définies par l'utilisateur.

4.1.3 L'approche de [Burstall, Darlington 77]

C'est une méthode de transformation de définitions
récursives découverte indépendament par Burstall et Darlington [Darlington 74]
[Burstall 77] d'une part, et Manna et Waldinger [Manna 73][Manna 75] d’ autre part.
Cette méthode est définie de la maniére suivante :

les équations manipulées sont des équations récursives, les régles de transformation
sont les suivantes :

- la définition : introduire une équation dont le membre gauche n'est pas un exemplaire
du membre gauche d'une définition existante.
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- l'instanciation : elle consiste 2 réaliser des substitutions sur une équation.

- le dépliage : si un terme contient un exemplaire de membre gauche d'équation on peut
remplacer celui-ci par I'exemplaire du membre droit correspondant.

- le pliage : c'est I'opération inverse du dépliage.

- I'abstraction : c'est I'introduction d'une clause "where" pour transformer une
équation en utilisant des identificateurs auxiliaires.

- I'application de propriétés sur les fonctions de base, par exemple I'application de
l'associativité, etc. ... !

Exemples ([Burstall 77]) :

1- Le but est de produire une forme "itérative” de factorielle.

(1) fact(0) <=1 définition

(2) fact(n+1) <= (n+1)*fact(n) définition

3) f(n,u) <= u*fact(n) définition

4 f(0,u) <= u*fact(0) instanciation
(5) f(O,u) <= u*l dépliage

(6) f(O,u) <=u propriété de *
(7 f(n+1,u) <= u*fact(n+1) instanciation
(8) f(n+1,u) <= u*((n+1)*fact(n)) dépliage

9) f(n+1,u) <= (u*(n+1))*fact(n) associtivité de *
(10) f(n+1,u) <= f(n,u*(n+1)) pliage

(11) fact(n+1) <= f(n,n+1)

On obtient donc la définition de fact 2 partir de ia fonction f qui est trivialement
convertible en itération.

f(O,u) <=u
f(n+1,u) <= f(n,u*(n+1))
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2- A partir de la définition habituelle de la fonction de Fibonacci qui se déroule en un
temps exponentiel, on en dérive une solution qui la calcule en un temps linéaire.

(1)
()
(3)
“4)
)
(6)
(7)
8)
9)
(18)

(1n
(12)

(13)
(14)

f(0) <=1

f(1) <=1

f(x+2) <= f(x+1)+f(x)

g(x) <= <f(x+1),f(x)>

g(0) <= <f(0+1),f(O0)>

g(0) <= <f(1),f(1)>

g(0) <=<1,1>

g(x+1) <= <f((x+1)+1),f(x+1)>
g(x+1) <= <f(x+2),f(x+1)>
g(x+1) <= <f(x+1) +f(x),f(x+1)>

g(x+1) <= <u+v,u>
where <u,v> = <f(x+1),f(x)>

g(x+1) <= <u+v,u> where <u,v> = g(x)
f(x+2) <= u+v where <u,v> = <f(x+1),f(x)>
f(x+2) <= u+v where <u,v> = g(x)

d'ou la définition de f devient

avec

f(0) <=1
f(1) <=1
f(x+2) <= u+v where <u,v> = g(x)

g(0) <=<1,1>
g(x+1) <= <u+v,u> where <u,v> <= g(x)

définition
définition
définition

» définition

instanciation
prop. de +
dépliagede 1 et 2
instanciation
pro. de +
dépliage

abstraction
pliage

abstraction
pliage

A propos de cette méthode, on peut remarquer les deux points suivants :

1- comme on a pu le remarquer dans les deux exemples ci-dessus, certaines étapes clefs
de la transformation, qui sont d'ailleurs capitales pour la suite des transformations,
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nécessitent des trouvailles judicieuses. La généra]isatibn de définitions existantes (étape
3 de I'exemplel), et I'introduction de nouvelles définitions (étape 4 de I'exemple2). On
peut dire que la puissance de cette méthiode dépend pour une large part de I'utilisateur.

2- c'est une méthode qui a l'inconvénient de n'étre que partiellement correcte : il faut
prouver la correction d'une transformation ou bien trouver des conditions 1'assurant
[Kott 80] (nombre de dépliages doit étre supérieur ou égal au nombre de pliages).

4.1.4 Notre approche .

Les régles que nous avons données sont basées sur
I'identité. Elles constituent un syst¢me formel pour la transformation de programmes. °
Ce syst¢me formel a pour vocabulaire les combinateurs ; les termes sont des fonctions
et les régles d'inférence sont les régles de transformation. La méthode consiste, une
fois qu'un programme est écrit comme une composition de fonctions, a chercher a le
transformer en un programme plus "efficace”, dans le sens suivant :

- élimination des parcours inutiles des structures .
- élimination des calculs de structures intermédiaires.

- produire des formes itératives,

tout ceci en utilisant les régles d'équivalences sur les opérateurs génériques.
4.1.5 Exemples de transformation.

Exemplel :

Si on considere I'exemple 2 du § 3.4.2 qui calcule la somme des carrés des n premiers
entiers naturels, on doit générer la séquence [n, ...,1], puis 1a séquence intermédiaire
inutile [ n2, ...,4,1], et ensuite parcourir cette méme séquence pour faire la somme.

Soit & optimiser cette fonction, on obtient :

La fonction booléenne "zero?" teste si I'argument est égal a zéro. "pred” est la fonction
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predecesseur.
som_car == hom[0,+] o alpha[carre] o hom_inv[zero?, psi[id,pred]]

D'apreés la régle (s.5) ona:
som_car == hom(0,+] o hom_inv[zero?, psi[carre o id,pred]]

D'apres larégle (a.1)on a:
== hom([0,+] o hom_inv([zero?, psi[carre,pred]

D'apres la régle (s.9) on obtient :
som_car == Sl{zero?,C[0],+ o psi[carre,pred]]

La propriété monoide [entier operateur 0,+] étant vérifiée, d'apres la regle (s.10) on a:
som_car == 12 0 TANTQUE[non o zero? o !1, |

psi[pred o !1, + o phi[carre,id]]] o psi[id,C[0]]
Exemple 2 : la fonction factorielle sous toutes ces formes.

Le programme consiste 3 générer une séquence
[n,...,1], ensuite a calculer le produit des éléments.

faet == hom([1,*] o hom_inv[zero?, psilid,pred]
D'apres 1a régle (s.9), on obtient :
fact == Sl[zero?, C[1], * o psi[id,fact o pred]]

La propriété lhonoide[emier operateurs 1,*] est vérifiée, on déduit d'apres la regle
(s.10) :

fact == 12 0o TANTQUE[non o zero?, psilpred o !1, *o phi[id,id]]] o psi[id,C[1]]

D'apres la régle (c.17) :
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fact == 12 0o TANTQUE[non o zero?, psi[pred o !1, *]] o psi[id,C[1]]
Exemple 3 : Un calcul sur les vecteurs.

On veut programmer la fonction qui teste si un
vecteur donné est ordonné (la fonction d'ordre peut étre formelle). La spécification est
Vi, 1<i<taille(v), val(v,i) <= val(v,succ(i))

("<=" est 'opérateur inférieur ou égal)

si I'on remplace la quantification par un ET généralisé on a :
ETpour i=1,pred(taille(\})) (val(v,i) <= val(v,succ(i)))

Le programme se compose de trois fonctions.

‘ f1 : vecteur[t] -> vecteur[(t,t)]
. qui construit les couples d'éléments 2 tester;

f2 : vecteur[(t,t)] -> vecteur[bool]
qui compare les éléments;

f3 : vecteur[bool] -> bool
qui calcule le ET de toutes les valeurs, d'ot, avec

couple : (vecteur[t],i) -> (t,t)
défini par :

couple (v,i) == (val(v,i),val(v,succ(i)))

la formule du programme :
ordonne == iter_haut[vrai, et o psi['1,!3]] o alpha[<=] o gen[pred o taille,couple]

d'apres la reégle (v.6), on obtient : ‘
ordonne == iter_haut[vrai, et o psi[!1,!3]] o gen[pred o taille, <= o couple]
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d'apres la regle (v.5) :
ordonné == 10 TANTQUE[<= o psi[!2,pred o taille o !3],psilet o psi[!1,!3] o
psi[!1,<= o couple o psi[!3,!2]], succ o !2,!3]] o psi[C[vrai],C[1],id]

d'apres les regles (c.1) et (c.8), on obtient -
ordonné == !1o0 TANTQUE[<= o psi[!2,pred o taille o 13],

psilet o psi[!1,<= o couple o psi[!3,!2]], succ o 12,!3]] o psi[C[vrai],C[1],id]
Notons, qu'en appliquant la régle (v.1) au lieu de (v.6), on aurait obtenu le méme
résultat.

Exemple 4 :

Soit la définition de la concaténation sur les séquences définie par :
sl + 52 == hom[s2,<+](s1)

ou, en notation fonctionnelle, et en "curryfiant” le second argument
$[f,u) 0 v ==f o psi[v,u]

$[+,u] == hom[u,<+]

et la longueur : long : seq[t] -> entier définie par
long == hom[0,+] o alpha[C[1]]

On étudie la fonction long2 :(seq[t],seq(t]) -> entier dont la définition naive est :

long2(s1,s2) == long(sl + s2) [Darlington 82]
d'ol

$[long2,!2] == hom[0,+] o alpha[C[1]] 0 hom[!2,<+]
d'apres la regle (s.2) on a: .

$[long2,!2] == hom([0,mu[+,C[1]]] 0 hom([!2,<+]

d'apres (s.12), on a :
${long2,!2] == hom[n2,c2]
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11 suffit de calculer n2 et c2 qui satisfont les équations :
(a) n2 == hom[0, mu[+,C[1]]] 0 12
(b) c2 o phi[id, hom[0,mu[+,C[1]]]] == hom[0, mu[+,C[1]]] 0 <+

La définition de hom donne immédiatement la condition sgfﬁsante :
c2 == mu[+,C[1]]

Le résultat est donc :
$[long2,12] == hom(long o !2, mu[+,C[1]] |

ou, en réintroduisant les variables
long2(s1,s2) == hom[long(s2), mu[+,C[1]]] (s1)
Exemple 5 :
Soit a simplifier 1a fonction :
sl : seq[entier] -> entier
telle que :
si(s) == somme(s) + long(s)
avec :
somme(s) == hom[0,+](s) et long(s) == hom[0, mu[+,C[1]]](s)
d'ou la formule :
sl == + o psi[hom[0,+],hom[0,mu[+,C[1]}
on pose plusun == mu[+,C[1]]
D'apres la régle de fusion (s.14),on a:
sl == + o hom[+ o psi[0,0],h] oi hest tel que :
h == psi[+ o philid,!1] , plusun o philid, !2]]

D'apres la reégle (s.12),on a:
sl == hom([c,f]
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- ¢ ==+ 0 psi[0,0] ==
f o philid,+] == + o psi[+ o phi[id,!1] , plusun o phi[id,!2]]

En introduisant pour la lisibilité les variables (x,(y,z)) ,ona:
f(x,y+z) == (x+Yy) + (plusun(x,z))

or plusun(x,z) == succ(z) d'ot : f(x,y+z) == (x+y) + succ(z)

A l'aide de I'associativité et des équations définissant le "+" des entiers, on en déduit
f(x,y+z) == succ((x)+(y+z)) '

Pour que cette identité soit toujours vérifiée, il suffit que f : (entier,entier) -> entier
soit défini par : '
f(n,m) ==succ( n+m)

D'oui 1a nouvelle définition de sl :
sl == hom([O0,f]
qui fait un seul parcours de la séquence parameétre au lieu de deux.

Exemple 6:

Soit a dptimiser la fonction de tri (exemplel §3.4.2) qui est :
tri(s) == hom[nil,parcours] o hom[vide,inserer](s)
ol parcours == + o psi[!l,<+ o psi[!2,!3]]

En api)liquant la régle (s12), on obtient :
hom[n2,c2] == hom[nil,parcours] o hom[vide,inserer]

Pour que cette identité soit vraie, il faut vérifier les conditions suivantes :
(a) n2 == hom[nil,parcours] o vide
(b) ¢2 o phi[id,hom[nil,parcours]] == hom[nil,parcours] o inserer
Pour (a), d'apres la définition de "hom" on a :
n2 == nil
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Pour (b), on introduit des variables pour des raisons de lisibilité :
c2(m2,hom[nil,parcours](a)) == hom[nil,parcours](inserer(m2,a))

En calculant par cas, on a:

c2(m2,hom(nil,parcours](vide)) ==
hom[nil,parcours](inserer(m2,vide))
=> c2(m2,nil) == [m2]

c2(m2,hom[nil,parcours](noeud(al,ml,a2))) ==
hom[nil,parcours](inserer(m2,noeud(al,m1,a2)))

=> c2(m2,hom[nil,parcours](al)+m1<+hom[nil,parcours](a2)) ==
si m2 < m1i alors
hom(nil,parcours](inserer(m2,a1))+m1<+hom([nil,parcours](a2)
sinon hom(nil,parcours](al)+ml<+hom[nil,parcours](inserer(m2,a2)) ‘
fsi

ou c2 : (t,seq[t]) -> seq(t].

Sachant que hom[nil,parcours] est une fonction surjectlve sur les séquences, on
généralise en prenant :

hom(nil,parcours](al) ==
hom(nil,parcours](a2) == s2
dou(c) : c2(m2,s1+ml<+s2) ==si m2 <ml
alors c2(m2,s1)+ml<+s2
sinon s1+m1i<+c2(m2,s2) fsi

La définition de c2 n'est pas exécutable en LPG puisque "+" n'est pas constructeur sur
les séquences. D'autres langages accepteraient ce genre de définitions [Lindstrom 85].
Cette définition signifie que, quelle que soit la décomposition de la séquence en
parameétre c2(m2,s) en c2(m2,s1+ml<+s2), alors on a I'égalité (c). Pour obtenir un
programme exécutable, il suffirait de définir une fonction de dichotomie des
~ séquences :
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d(s) == (s1,m1,s2) (s # nil)
telle que s = sl+m1<+s2. Le programme exécutable est alors :

c2(m2,nil) == [m2]
c2(m2,a<+s) == soit (s1,m1,s2) = d(a<+s)
dans si m2<ml
alors c2(m2,s1)+ml<+s2
sinon s1+ml<+c2(m2,s2)
fsi
fsoit

tri(s) == hom[nil,c2](s)

4.1.6 Remarques.

On ne sait pas trouver de systtme de réécriture
équivalent au syst¢me formel d'équivalence donné pour deux raisons :

- la premiére raison est technique, on ne peut pas déterminer I'ordre d'orientation des
régles de transformation, donc on ne connait pas la "forme normale" des programmes.

- la seconde raison est d'ordre théorique : certaines régles sont conditionnnelles. Ces
conditions sont de trois sortes :

1) le cas ou la condition est une propriété (cf. la régle s.11) ; on
peut la vérifier soit par simple consultation des tables associées
aux propriétés, soit en faisant une preuve 2 I'aide du démonstrateur
automatique OASIS [Barberye 83].

2) le cas ol la condition porte sur le type d'une fonction (cf. la
régle (e.6)) ; ce cas aussi peut étre vérifié en utilisant le

‘mécanisme du contréle des types.

3) le cas ou la condition est une équation, exemple :
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(1) n2 == g o nl, (2) c2 o phi[id,g] == gocl|-
g o hom[nl,c1] == hom[n2,c2]

I'équation (1) est une définition de la fonction n2, par contre (2) est
une équation non simple qui représente une égalité d'ordre
sémantique, dont l'inconnue est une fonction. La résolution d'une
telle équation ( du second ordre} par un syst¢me automatique n'est
pas évidente.

Si on veut implémenter notre méthode de transformation de programmes, le processus
de transformation ne peut étre qu'heuristique, ou bien guidé par I'utilisateur.

4.2 Preuve de propriétés sur les programmes
4.2.1 Les méthodes inductives.

Ces méthodes ont le méme prinicipe que la récurrence
en mathématiques. Si on veut prouver une propriété d'un programme sur un certain
domaine, on peut le faire par induction sur le programme (induction dite de point
fixe), sur le domaine des données (induction structurelle), ou sur la propriété ((Manna
77]). Cette derniere possibilité est peu utilisée car il faut d'abord que la propriété s'y
préte.

4.2.1.1 Induction du point fixe.

Le prinicipe est le suivant ([Park 69][Manna 73]) :
pour prouver une propriété P sur une fonction définie par une équation récursive,
f = F(f) il suffit de montrer :

P(L) et £ (P(f) => P(EF(f))) ( L est la valeur "indéfinie")

On qualifie cette induction de point fixe parce qu'elle est basée sur la méthode de calcul
du point fixe qui est la limite de F(L). Cette méthode est bien adapté aux langages

90



fonctionnels puisqu'elle manipule des équations récursives. En réalité elle n'est pas
valide pour toute propriété P. On sait-cependant que cette méthode est correcte pour les
propriétés admissibles, c'est 2 dire pour les propriétés qui s'écrivent
P(f) = a(f) < B(f) ot a et B sont des fonctionnelles continues et I'inégalité ¢
symbolise la relation "est moins définie que". Notons qu'une propriété fausse pour " 1"
ne peut évidement pas étre montrée par cette méthode méme si elle est vraie pour la
fonction définie par le point fixe.

Exemple ([Manna 73]) :

f(x) = si p(x) alors x sinon f(f(h(x)))
On veut montrer que le point fixe (minimal) de cette fonctionnelle F vérifie
fix o fix = fix a l'aide de la propriété suivante :

p(f) :: fixof=f

(1) fix( L )(x) =fix(L)

=sip(L)alors L sinon fix(fix(h( 1 ))) (déf. du point fixe)
=si L alors L sinon fix(fix(h( 1 ))) (p(L)=1)

=1 (déf. de la condition)
=1 (x) (déf. du point fixe)

doncfixof=f

Q)fixof=f
fix(F(f)(x)) = fix(si p(x) alors x sinon f(f(h(x)))
= si p(x) alors fix(x) sinon fix(f(f(h(x))))
= si p(x) alors x sinon fix (f(f(h(x)))) (déf. de fix)
= si p(x) alors x sinon (f(f(h(x)))) (hyp. d'induction)
= F(f(x)) (déf.de F)

donc P(f) => P(F(f))
puisque cette propriété peut se mettre sous la forme :
fixof cf e fc¢fixof

-

Cette méthode permet également de montrer des propriétés de systemes de fonctions
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récursives et en plus de fonctions définies séparement en utilisant I'induction
parallelement sur chacune d'elle. En effet cette méthode est puissante mais des
problémes se posent pour les preuves de terminaison, il est impossible de montrer
p(f) :: h ¢ £, h étant une fonction quelconque, puisque h € L n'est jamais.vraie.

4.1.1.2 Induction structurelle [Burstall 69].

C'est une méthode applicable sur un domaine D bien
fondé, c'est a dire muni d'une relation d'ordre partiel ne possédant pas de chaine
décroissante infinie.

Le principe de cette méthode est le suivant :
pour montrer une propriété P sur D il suffit de prouver :

VaeD (V beD,b<a=>P(b)) =>P(a)
Dans la pratique, on montre P d'une maniére inconditionelle pour le plus petit élément
et on suppose I'existence d'un élément inférieur pour le cas général.
Exemple ([Manna 73]) :

Le programme suivant calcule la "fonction 91"
f(x) = si x>100 alors x-10 sinon f(f(x+11))

montrons f(x) = 91 pour tout x < 100, on utilise pour cela la relation << suivante :
y<<x <=> x<y<100
(1) f(100) = f(f(111)) = £(101) =91

(2) I'hypothese est V y tel que y<<x, f(y) =91
autrement dit : V y tel que y<<x, f(y) =91

or f(x) = f(f(x+11))

si x+11>100 alors f(x+11) = x+1
et f(f(x+11)) = f(x+1)
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or x+1 << x puisque x<x+1<100 donc f(x+11) =91 par hyp. et f(x) = 91

Contrairement a la méthode d'induction du point fixe, l'induction structurelle peut étre
utilisée pour prouver des théoremes mathématiques généraux, plutét que juste des
propriétés de programmes et permet la preuve de terminaison. Cependant, si on se
limite A prouver des propriétés de programmes (plus précisement quand l'ordre bien
fondé peut étre défini récursivement), Milner [Milner 72] a montré que l'induction
structurelle peut étre remplacée par I'induction du point fixe.

4.2.2 Méthode d'induction récursive [Mc Carthy 63]
La méthode repose sur le principe suivant : pour

prouver 1'équivalence de deux fonctions f1 et f2 sur un certain sous-domaine S de D,
c'e'st a dire que f1(x) = f2(x) pour tout x € S, il suffit de trouver une fonctionnelle F
telle que :

(1) f1 est un point fixe de F, c'est a dire f1 = F[f1]

(2) £2 est un point fixe de F, c'est a dire f2 = F[f2]
et (3) fix(F)(x) est définie pour tout x € S.
Autrement dit : deux fonctions qui vérifient la méme équation récursive sont égales

quand elles convergent; ceci permet en fait de montrer I'équivalence de deux fonctions
en les réécrivant sous une méme forme récursive.

Exemple ([Leroy 74)) :

Soient les fonctions "pred" et "succ” sur les entiers et 1a propriété P :: succ(pred(x)) =
x ; la fonction "pred" étant définie pour x # 0. On définie I'addition sur les entiers par :

plus(x,y) = si y = 0 alors x sinon succ(plus(x,pred(y))
on peut vérifier que plus(x,0) = x ; montrons plus(0,x) = x en considérant deux

fonctions f(x) = plus(0,x) et g(x) = x
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- f(x) = plus(0,x) = si x = 0 alors 0 sinon succ(plus(0,pred(x)))
= si x = 0 alors 0 sinon succ(f(pred(x))) (par déf. de f)

- g(x) = si x = 0 alors 0 sinon x
. = 8i x = 0 alors 0 sinon succ(pred(x)) . (par la prop. P)
"= si x = 0 alors 0 sinon succ(g(pred(x)) (par déf. de g)

f et g se mettent donc sous la forme cdmmqne :
F(x) = si x = 0 alors 0 sinon succ(F(pred(x))

On a bien 1'équivalence entre plus(0,x) = x dans le domaine de convergence de cette
définition, qui est I'ensemble des entiers (ce qui reste toutefois a démontrer). Clest
donc une méthode naturelle et élégante qui n'utilise pas explicitement I'induction, les
seuls probigmes venant du choix de la définition récursive commune, qui n'est pas
toujours facile i faire, et de son domaine de convergence qu'il faut calculer d'une autre
mani2re (sinon on peut réaliser des preuves valides sur un domaine vide).

4.2.3.Notre approche : Reégles d'inférence associées aux opérateurs
génériques.

Par construction, il est possible d'associer des régles
d'inférence aux opérateurs génériques. La possibilité de définir des nouvelles régles
d'inférence doit aller de pair avec les définitions de types et d'opérateurs. Les langages
ou outils de démonstration possédent en général des moyens pour définir de nouvelles
régles et les tactiques associées [Gordon 79] [Barberye 83] [Bergstra 83]; la définition
d'opérateurs génériques est un bon moyen d'introduire des tactiques puissantes. Les
formules de ces régles sont des formules de logique du premier ordre et du second
ordre, et qui tiennent compte de 1'égalité. Ces régles ont pour but d'exprimer les
relations entre les opérateurs génériques et leurs parametres fonctions ; les opérateurs
formels sont caractérisés le cas échéant, par des propriétés. La structuration de ces
regles est guidée par la décomposition de I'univers en différents types.
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- Régles générales.

(Egalité générique)
fl==hl,..fn==hn
glfl, ..., fn] == g[hl, ..., hn]

(Simplification a droite)
== h o g, surjective[tl,t2 operateur
f==h

(Simplification a gauche)

gof==goh,injective[t].t2 operateurs g]
f==h

- Régles d'inférence sur les séquences.

(is1)
P(f(x)) (V x)
P(S[i] o alpha[f](s)) V i, 1<i<#(s)
(is2)
P(nil.n) P(s.m) => P(a<+s.f(a.m))
(V's) P(s,hom[n,f](s))
(is3)
p(x) == vrai => P(x,nil),
p(x) == faux => [P(12(g(x)).s) => P(x,!1(g(x)) <+ s)]
P(x,hom_inv[p,g](x))
(is4)

P(f1(x)) Vx
P(S[i] o hom_inv[p,psi[f1,f2])(y)) V i,1<i< #(hom_inv][...](y))
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(is5 : égalitél)

(is6 : égalité2)

- Régle d'inférence sur les arbres.

On donne seulement la régle associée & I'opérateur d'homomorphisme sur les arbres.
(ial)

P(vide.n). P(al.x) et P(a2.y) => P(noe 1.r.a2).f(x.r
(Va) P(a,hom(n,f](a))

- Regles d'inférence sur les opéi'ateurs de calcul.

(SI) ’
P(SI[c,f1,£2](x))
(TQ)
P(x et c(y) == vrai] => P(fi
P(TANTQUE(c,f](x))

-.Reégles d'inférence sur les vecteurs.
g

(ivl)
<i<#(vi =#v2D)l=>v i) == val(v2.i
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(iv2)
<i< => 1)) =>
P(iter_haut[x,g](v),#(v))

Piter_bas[x,g](v),0)

- Reégles d'inférence sur les ensembles.

(iel) e
) = ' <+
(V e) P(hom[ﬂ,c,=](e),e)

(ie2)
x) == faux => [P(12(g(x => P(x.!1(g(x))<+
P(x,hom_inv[p,g,=](x))

4.2.3.1 Application : Il'induction structurelle, par la méthode
d'homomorphisme.

Nous allons donner une application concréte de la
notion d'homomorphisme unique entre 1'algébre initiale (qu'on note Ty E), et toute
2.-algebre A (soit dans notre cas les algebres de la catégorie décrite par la propriété
exigée par l'opérateur d'homomorphisme). En effet, la présence de l'opérateur
d’homomorphisme "hom" permet de démontrer par simple réécriture des théorémes
qui sont en général démontrés par induction sur les termes. D'une fagon générale la
méthode consiste 2 :
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Etant donné deux fonctions f1,f2 prouver que :
fl(x) ==f2(x) dansA Vxe Ty E
revient a trouver "hom" tel que :

f1(x) == hom[n1,g1](x)
f2(x) == hom([n2,g2](x)

et (I)nl ==n2,gl ==g2
’ (2) si on a des équations sur les constructeurs, il faut vérifier ces équations
avec <ni,gl>, <n2,g2>.

Remarques :

1- L'opérateur "hom" est surjectif par construction, car on ne s'intéresse qu'a l'algébre
des termes (A) qui a pour éléments les images des constructeurs de I'algebre initiale
(TX,E), par cet opérateur d'homomorphisme "hom".

2- Il n'est pas nécessaire de formuler de prime abord les fonctions sous forme
d’homomorphisme. Une meilleure méthode consiste a trouver des compositions
d'opérateurs plus simples et appliquer ensuite les régles d'équivalence (cf. chapitre 3)
pour synthétiser les opérateurs d’homomorphisme adéquats.

- Justification de cette méthode :

La méthode que nous venons d'énoncer est équivalente
h I'induction structurelle sur les termes. En effet :

Soientcl: -> T et f: T -> T les constructeurs du type T ; si on veut démontrer que :
f1(x) ==f2(x) Vxe Ty g cecirevienta:
(1) f1(c) == f2(c)
) Lf1(x0) == £2(x0)] f1(£(x0)) == F2(f(x0))

ona:

fl(c) == f2(c) <=>nl ==n2, et
LF1(x0) == £2x0)] F1(F(x0)) == F2(f(x0)) <=> g1 == g2
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preuve
i- f1(c) == f2(c) => nl ==n2

f1(c) == hom[nl,g1](c)
f2(c) == hom[n2,g2](c)

or f1(c) == f2(c) donc :
hom(nl,g1](c) == hom[n2,g2](c)

en appliquant la définition de "hom" (axiomel) :

nl==n2
2-nl == n2 => fl(c) == f2(c)

f1(c) == hom[n1,g1](c)
==nl ,
f2(c) == hom[n2,g2](c)
==n2
ornl ==n2donc:
fl(c) ==f2(c) -

(def. de "hom" axiomel)

(def. de "hom" axiomel)

3-Lf1(x0) == £2(x0)J F1(£(x0)) == F2(f(X0)) => g1 == g2

f1(f(x0)) == hom[n1,g1](f(x0))
== gl(hqm[nl,gl](xO)

f2(f(x0)) == hom([n2,g2](f(x0))
== g2(hom[n2,g2](x0)

or f1(f(x0)) == f2(f(X0)) donc :

" gl(homin1,g1](x0)) == g2(hom[n2,g2](x0))

d'apres I'hypothese d'induction f1(x0) == f2(x0) :

d'ot :  hom[n1,g1](x0) == hom[n2,g2](x0)
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g1(hom[n1,g1](x0)) == g2(hom([n1,g1](x0))

or l'opérateur "hom" est surjectif donc:
gl==g2

4- gl == g2 => Lf1(x0) == £2(x0)J f1(f(x0)) == F2(f(x0))
g1(x) == g2(x)

L'hypotheése dans le membre droit se réécrit :
hom([n1,g1](x0) == hom[n2,g2](x0)

en composant & gauche avec gl et g2, on obtient :
gl o hom[n1,g1](x0) == g2 o hom[n2,g2](x0)

D'apres la définition du hom (axiome 2) on a:
hom[n1,g1](f(x0)) == hom[n2,g2](f(x0))

donc on a bien :

Lf1(x0) == £2(x0)] F1(f(x0)) == F2(f(x0))

" Ainsi on a bien démontrer I'équivalence entre la méthode d’homomorphisme et
, l'induction structurelle.

4.2.3.2 Exemples :

Exemplel :

On veut démontrer le théoréme d'associativité de la concaténation soit :
(s1 +82) +83 ==s1 +(s2 +83)

par définition :
sl + s2 == hom[s2,<+](s1)
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d'ou
(l)‘~ (sl + s2) + s3 == hom[s3,<+] 0 hom[s2,<+](s1)
(2) sl + (s2 + s3) == hom[hom([s3,<+](s2),<+](s1)

le membre droit de (1) se réécrit d'apres la regle (s.12) en :
hom[n2,c2] == hom[s3,<+] 0 hom[s2,<+]
n2 == hom([s3,<+](s2) (a)
c2 o phi[id,hom[s3,<+]] == hom(s3,<+] 0 <+ (b)

(a) est une définition de n2. :
(b) est une occurrence de la définition de I'opérateur "hom" (axiome2), donc :

Cc2 == <+

ainsi :
(s1 + s2) + 3 == hom[hom[s3,<+](s2),<+](s1)
sl + (s2 + s3) == hom[hom([s3,<+](s2),<+](s1)

on a bien I'égalité entre (1) et (2) puisque :
hom(s3,<+](s2) == hom[s3,<+](s2) (s3 == 83, <+==<+)
et <+ == <+

Exemple2 :

On veut démontrer que :

s + nil ==
ou "nil" est la séquence vide, et "+" est la concaténation.
par définition :
(1) s+ nil == hom{nil,<+](s)

(2) s==idos
== hom[nil,<+](s)
on a bien s+nil == s, puisque nil == nil, <+ == <+.

Exemple3 : on veut démontrer que :
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rev(sl + s2) = rev(s2) + rev(sl) (1)

ot "rev" est la fonction qui inverse une séquence, par définition on a :
rev : seq[t] -> seq(t]
rev(s) == hom[nil,+>](s)

avec "+>" la fonction qui ajoute un élément a Ia fin d'une séquence tel que :
+> : (t,seq[t]) -> seq(t]
+>(a,s) == s+[a)

A1 1]

et "+" est la concaténation donc :
2) rev(sl + s2) == hom(nil,+>] o hom[s2,<+](s1)

i)our le membre droit de (1) on doit avoir une fonction d'homomorphisme en fonction

de s1 (de fagon & pouvoir la comparer avec (2)), en faisant une définition par cas sur si
on obtient :

3) rev(s2)+rev(sl) == hom{hom[nil,+>](s2),+>](s1)
le membre droit de (2) se réécrit d’éprés la régle (s.12) en :

hom(n2,c2] == hom[nil,+>] 0 hom([s2,<+]
n2 == hom[nil,+>](s2) (a)
c2 o philid,hom[nil,+>]] == hom[nil,+>] 0 <+ (b)

(a) est une définition de n2.

(b) est une occurrence de la définition de I'opérateur "hom" (axiome2), donc :
2 == 4>

ainsi :
rev(sl + s2) == hom{hom[nil,+>](s2),+>] (s1)
rev(s2)+rev(s1) == hom[hom[nil,+>](s2),+>](s1)

on a bien I'égalité entre (1) et (2) puisque :

hom[nil,+>](s2) == hom{nil,+>](s2) (nil == nil, +>==+>)
+> == 4>
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Exemple 4 :
Soit le programme qui calcule la somme des n premiers entiers naturels :
somme(n) == hom([0,+] o hom_inv[zero?,psi[id,pred]](n)

On veut démontrer que : somme(n) == n*(n+1)/2 ol "/" est la division entiere, ou
encore :

hom([0,+] o hom_inv[zero?,psi[id,pred]](n) == n*(n+1)/2
La propriété P est définie par :

P(n,s) :: somme(s) == (n*succ(n))/2
D'apres la reégle d'inférence (is3) :

I
(=)

(1) zero?(n) == vrai =>hom[0,+](nil) == <=n

(2) zéro?(n) == faux
=> [hom[0,+](s) == (pred(n)*succ(pred(n)))/2)
=> (hom[0,+](n<+s) == (n*succ(n))/2)]

hom[0,+](n<+s) ==> n + hom[0,+](s)
==>n + (pred(n) * n)/2 .
==> (2 * n + (pred(n) * n))/2
==> ((2 + pred(n)) * n)/2
~ ==> (succ(n) * n)/2 - .
==> (n * succ(n))/2

Exemple 5 :

- "iter_haut™ est un opérateur d'itération sur les tableaux. Cet opérateur permet de
tenir compte de I'indice courant. Par exemple pour calculer le maximum d'un tableau
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et le premier indice de ce maximum, on peut écrire (§ 2.6.2) :

v0 : -> (entier,entier)
f : (entier, entier),entier,entier) -> (entier,entier)

avec: v0==>(0,0)
f(y,i,j) ==> si j>!1(y) alors (j,i) sinon y fsi

On veut prouver que I'élément obtenu est bien le maximum en utilisant cet opérateur

d'itération.
Soit le prédicat P défini de 1a fagon suivante :
P(x,j) :: (Vi) 1<i<j => 11(x) 2 val(v,i)
L'application de la régle d'inférence (iv2) donne :

(Vi) 1<i<0 => '1(v0) 2 val(v,i)
==> vrai

Pour le cas généralona :

1<i<#(v) => [(V k) 1<k<pred(i) =>
H(y)2val(v,k) => ((V k)1<k<i => 1 (f(i,val(v,i)),y)=val(v,k)]

JPar la définition de f ; 1a derniére inégalité devient :
==> 11( si val(v,i) > !1(y) alors (val(v,i),i) sinon y fsi) > val(v,k)

==> (si val(v,i) > !1(y) alors val(v,i) sinon !1(y) fsi) = val(v k)

casl : val(v,i) > '1(y) == vrai
==> ((V k) 1 £k < pred(i) => val(v,k) < !1(y) et !1(y) <val(v,i)) =>
((V k) 1Lk <i => val(v,k) < val(v,i)

==> vrai (en décomposant [1,i] en [1;pred(i)],[i,i])

cas2 ; val(v,i) > !1(y) == faux
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==> ((V k) 1 <k < pred(i) => val(v,k) < !1(y) et !1(y) <val(v,i)) =>
((V k) Ik <i => val(v k) < !1(y))
==> vrai

dou Vil<i<#(v) !N(iter_haut[v0,f](v)) 2 val(v,i)

Exemple 6 :
Opérateurs définis par homomorphisme :

- + : (nat,nat) -> nat -- addition
+ : (seq[t],seq[t]) -> seq[t] . -- concaténation
Ig : seq[t] -> nat -- longueur.
Définitions :

(6) 1g(s) == hom[0,plusun](s)
@) sl + s2 == hom[s2,<+](s1)
8) n + m == hom[m,succ](n)

Théoréme : Ig(sl + s2) == I(s1) + 1(s2)
Application des définitions (6) (7) (8) :

hom(0,plusun](hom(s2,<+](s1)) == hom([lg(s2),succ](hom{0,plusun](s1)

. On a la forme générale : f1(f2(s1)) == f3(f4(s1))
avec:  fl == hom([0,plusun)

f2 == hom([s2,<+]

f3 == hom[lg(s2),succ]

f4 == hom([0,plusun]

Démonstration :
On pose P(s,m) :: f1(m) == f3(f4(s))
Si I'on prouve les sous-buts :
(1) P(nil,s2) :: f1(s2) == f3(f4(nil))
(2) P(s,m) => P(a<+s,a<+m) :: f1(m) == f3(f4(s)) => f1(a<+m) == f3(f4(a<+s))

alors on aura montré le but :
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f1(hom([s2,<+](s)) == f3(f4(s))
qui est bien le théoréme a prouver. - °
Preuve des sous-buts par réécriture :

¢)) | f1(s2) ==> hom[0,plusun](s2) !

f3(f4(nil)) ==> hom[lg(s2),succ](hom[0,plusun](nil))
=(1)=> hom[lg(s2),succ] (0)
=(3)=>1g(s2)
=(6)=> hom[0,plusun](s2)

2) conséquent : f1(a<+m) ==> hom[0,plusun](a<+m)
=(2)=> plusun(a, hom[0,plusun](m))
=(3)=> succ( hom[0,plusun](m))

f3(f4(a<+s)) ==> hom[lg(s2),succ]( hom([0,plusunj(a<+s))
=(2)=> hom[lg(s2),succ]( plusun(a, hom[0,plusun](s)))
=(5)=> hom([lg(s2),succ](succ(hom[0,plusun](s)))
=(4)=> succ(hom[lg(s2),succ}(hom[0,plusun](s)))

et d'apres l'antécédent (hypothese d'induction) : ok.
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5. CONCLUSION

Nous avons développé une algebre de programmes
dans un langage typé. Pour cela nous avons utilisé les types abstraits et la généricité
avec instanciation explicite. Une telle approche nous a permis d'acquérir les points
suivants : | '

- Il apparait clairement que le typage apporte une plus grande richesse d'expression
a l'algebre de programmes, grice en particulier aux opérateurs génériques
d’homomorphisme et d'homomorphisme inverse. Ce sont d'ailleurs des opérateurs
utiles dans la programmation [Burstall 85].

- Les langages de spécification algébrique, et surtout LPG, sont bien adaptés a la
description de I'algébre de programmes, car ils permettent d'exprimer des
conditions sur les opérateurs (par exemple associativité, monoide, ...) qui sont
nécessaires 2 la validité de certaines regles.

- La possibilité de déclarer de nouveaux types abstraits doit aller de pair avec la
possibilité de définir de nouveaux opérateurs génériques. Ces derniers permettent de
structurer l'univers de définition ; la programmation est dés lors plus concise, et
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davantage guidée par les types : on peut parler de "programmation orientée types".

- L'emploi des régles d'inférence associées aux opérateurs génériques nous donne
des méthodes générales, quoique la validité de certaines de ces reégles n‘ait pas été
prouvée.

Une des conséquences de ce travail est 1a réalisation
d'un systtme de transformation de programmes adapté a l'environnement LPG
[Bensalem 85] ; il comprendrait en particulier une fonction de définition des regles
de-transformation, un mécanisme d'unification des expressions pour déterminer le
motif qui peut étre transformé, et un interface interactif pour gérer I'enchainement
des transformations réalisées.

Un autre objectif plus ambitieux : étudier I'emploi de
techniques basées sur les combinateurs [Turner 82] [Cousineau 85] pour I'évaluation
des opérateurs génériques ; par exemple : étant donné des constructeurs et un
opérateur d'’homomorphisme, remplacer au moyen de combinateurs ces
constructeurs par leurs images. A l'instar des combinateurs du langage KRC, on
peut prévoir une évaluation paresseuse de 'opérateur homomorphisme inverse, ce
qui-permettrait de générer des structures infinies.

On sait que I'homomorphisme permet d'engendrer

la classe des fonctions récursives primitives [Burstall 85] [Burstall 69b] [Paulson 84].
Une autre étude théorique consisterait & se donner un jeu d'opérateurs (par exemple
hom, hom _inv, ...), et & caractériser la classe des fonctions calculables a I'aide de ces
opérateurs.
Rappelons que dans une structure libre, on sait générer des fonctions récursives 2
I'aide de la composition de I'homomorphisme et de I'homorphisme inverse. On peut
se poser le probléme inverse : étant donné une fonction récursive, peut-on
I'exprimer sous forme d'une composition semblable ? L'avantage d'une telle
formulation : on ne manipule que des expressions fonctionnelles non récursives.
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RESUME :

Dans cette thése, nous présentons un cadre qui associe la spécification algébrique de
types a l'algébre de programmes. La principale caractéristique de notre approche
est fournie par les opérateurs génériques définissables par les utilisateurs qui
donnent une grande puissance d'expression aux regles d'équivalence. En particulier,
la structure de certains types est contenue implicitement dans des opérateurs
génériques comme I'homomorphisme et ['homomorphisme "inverse". Les
applications de cette algebre de programmes typés incluent la preuve de
programmes sans induction explicite, et les méthodes de transformation de
programmes comme le "folding - unfolding".

Mots-clés :

types abstraits, généricité, langages fonctionnels, opérateurs génériques, algebre de
programmes, méthodes de preuves et de transformations de programmes.
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