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INTRODUCTION

Le travail que nous présentons dans le cadre de cette étude,

concerne une classe particuliéere de modéles stochastiques de
systemes dynamiques évoluant en temps continu.
Cette classe est décrite par des équations différentielles linéaires
unidimensionnelles excitées par des bruits brownien et poissonien, en
présence de fonctions de commande ( ou contrdles ou stratégies ).
Soit :

ou, Xy représente I'état du systeme a l'instant t, Y est un controle
appliqué au systéme ,(W;,t20) un processus de WIENER stantard et q
une mesure de POISSON aléatoire, de mesure associée y positive,

finie sur tout compact ne contenant pas l'origine. @) et ¢, sont les

parametres du systéme appelés paramétres de dérive.

Nous nous Intéressons principalement au probléme d'estimation du
parametre =(tp),¢,) au vu de I'observation d'une trajectoire de I'état
du systeme pour un contrdle choisi dans une classe qu'on définira.

On se demande aussi comment un tel choix intervient dans la
qualité de I'estimation de ¢ ? Cela nous améne a poser le probléme
de choix optimal au sens qu'il permet une identification optimale du

paramétre . Nous avons deux problémes a résoudre :
(Pl): estimer le paramétre ¢ au vu de Il'observation d'une
trajectoire de I'état du systéme sur un intervalle de temps

[0,T], T> 0, 1a stratégie Y, étant choisie.

(Py): déterminer le contrdle optimal (ou stratégie optimale ) dans



une classe de contrdles donnée, au sens d'un critére 1ié a la
matrice dinformation de FISHER, et ce afin de rendre

meilleure 1a qualité de I'estimation.

Pour résoudre ces deux problémes, on considere deux types de
stratégies : des stratégies étagées définies en temps discret d'une
part, des stratégies définies en temps continu d'autre part.

Ceci partagera notre travail en deux parties, correspondant chacune a
un type de stratégies.

Dans le chapitre un, nous présentons le probléme sous son aspect
pratique. Puis nous introduirons soit par des rappels, soit par des
résultats, les outils nécessaires pour mener a bien notre étude. Nous
nous intéressons particuliérement aux caractéristiques du bruit. Ce

qui nous permet de poser les hypothéses permettant la résolution des

problémes (Py) et (P5). Enfin on termine ce chapitre en citant les

travaux de BRODEAU, et en expliquant le lien de notre travail avec les
différentes études faites dans [4],...,[7]

Le chapitre deux est consacré a 1'étude dans le cas d'une stratégie
étagée définie en temps discret. Au paragraphe un, on introduit le

probléme d'identification. On donne la structure statistique dans

laquelle sera résolu le probléeme (P'). En vertu du théoreme de
GIRSANOV cette structure est dominée par une mesure qui ne dépend
pas de . Aussi on se propose d'approcher le probléme (Py) par la

méthode du maximum de vraisemblance. Le choix dune stratégie
étagée, conduit a une chaine de MARKOV qui sera étudiée dans le
paragraphe deux. Cette étude se scinde en deux parties. D'abord on

suppose que l'état initial admet une loi de densité paire. Alors il

existe une solution strictement stationnaire et transitive. Dans une

DN A A S e e Y e R e

deuxiéme partie, on supprime I'hypothése faite sur I'état initial. On



montre alors que la chaine de MARKOV converge vers un état

stationnaire regi par une loi symétrigue. A I'issu de ces deux parties,

on décrit le comportement asymptotique des moments dordre un et

deux de 1a chaine. Ceci nous permet alors, dans le paragraphe trois, de
donner les proprités de la famille d'estimateurs proposés au
paragraphe un. On montre que l'estimateur de maximum de
vraisemblance consistant de loi asymptotiguement normale. Enfin
dans le paragraphe quatre on démontre l'optimalité de la stratégie
choisie.

On consacre le chapitre trois au cas d'une stratégie continue du type
markovien définie en temps continu.

L'étude des équations différentielles stochastiques correspondant a

un tel cas est compliquée. La méthode utilisée est celle des

0Xi i0 0Cessus co d imites d i
processus, solutions de 1'équation (1) correspondant & des contrdles

étagés par rapport a des partitions de I'intervalle [0,T)

On étudie cette suite : on montre dans le cas ou I'état initial admet
une loi symétrique, que la suite de processus correspondant a cet
état initial converge vers un processus, solution de (1), strictement
stationnaire et transitif noté X* Dans le cas ou la loi de 1'état
initial est quelconque, on peut montrer que la suite de processus
correspondant a cet état initial, converge en loi vers un processus
solution de (1) noté X. Notre souhait était, au départ, de comparer les
moments dordre un et deux des deux processus limites x et X,
comme dans le chapitre deux. Cependant cette comparaison s'est
révélée trés délicate dans le cadre de la méthode utilisée. Nous
donnerons dans le paragraphe Il les raisons expliquant pourquoi

cette comparaison est difficile. De ce fait la méthode des

approximations successives ne nous permet pas de résoudre (Py) et



v

(PQ). Alors, nous inspirant des notes personnelles de F. BRODEAU, nous

envisageons une approche du probléme (Py) dans laquelle on montre

I'existence et l'unicité d'une solution forte de I'équation (1) pour le

contrdle choisi Y(.)=5gn[X(.)] , et on compare les solutions générale et
stationnaire. Cette étude est présentée dans le paragraphe III. A
I'issue de ce paragraphe, nous proposons un estimateur par 1a méthode

du maximum de vraisemblance qui a les propriétés voulues
(consistance et normalité asymptotique ). Quant au probléme (Po5),

pour les raisons évoquées, il reste non résolu dans le cas général.
0O
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION AU PROGLEME - RAPPELS - NOTATIONS .






Tribu des boréliens de R

Tribu des boréliens de R dont 1'adhérence ne contient

0
pas l'origine
By xBy Tribu tensorielle sur I'espace produit XxY
Cadlag Continu a droite 1imité a gauche
D ; Espace des fonctions cadlag sur R* a valeurs dans R
Dy : Restriction de D a 'espace [0,T]
AT ; Mesure de LEBESGUE sur 1'espace [0,T].

Lorsqu'on utilise une relation dune partie d'un paragraphe dun
chapitre , on note le numéro du chapitre suivi du numéro du paragraphe
suivi du numéro de la relation . Par exemple 2.11(3.4) représente la
relation (3.4) du paragraphe |l du chapitre 2. Si on est dans un méme
chapitre,on ne met pas le numeéro du chapitre , et si on est dans le

méme paragraphe on omet le numéro du paragraphe.






| Présentation d blé

On étudie un systéme physique (S) sur un intervalle de temps
[0,T], T>0, dont les états sont donnés a chaque instant t, par une
variable X(t). L'évolution de (S) peut étre contrdlée par 1'examinateur,
en méme temps contrdleur, qui prend a chaque instant t, une décision
Y(t). Nous ne précisons pas les espaces dans lesquels X(.) et Y(.)
prennent leurs valeurs, notre souci étant dans ce paragraphe de
présenter grossiérement le probléme. Nous définirons dans les
chapitres suivants les éléments nécessaires validant notre travail.

L'évolution du systéme peut étre connue par I'intermédiaire d'une
équation, dite " équation d'évolution”, lorsqu'une régle de décision est
choisie et l'état initial est donné. Dans ce cas on dit qu'on a un
probléme déterministe |1 peut se présenter des cas ou le systéeme est
perturbé par un phénoméne aléatoire qu'on représente par un
processus §(t). Par la présence du tei‘me aléatoire §(t), X(t) est un
processus aléatoire. |1 est alors utile de choisir un contrdle Y(t) qui
tienne compte de cet effet aléatoire, contrdle dit stochastique. on est

dans le cas d'un probléme qualifié de stochastique. Nous nous plagons

ici dans le cadre d'un tel probléme.
Les évolutions de certains systémes dynamiques sont données par

des équations différentielles du premier ordre de la forme :
dx

— (t) = f(X(t),Y(t), §(t)) ,
dt
ou f est une certaine fonction des éléments X(t), Y(t) et ¥(t) définis
précédemment. Dans le cadre de notre étude, on se limite a la classe
| des fonctions f linéaires. L'évolution de I'état du systéme a contrdler
est alors modelisée par une équation différentielle linéaire donnée

par:



dX(t) = o X()dt + (o V(t)at + dB(t)

ou ©) et 0 sont les paramétres inconnus du systéme appelés

parameétres de dérive.

Notre premier objectif est d'estimer le paramétre =(¢; ¢,). Ceci

devant se faire en temps réel, nous n‘avons pas la possibilité de
répéter I'experience fournissant 1'observation sur laguelle est basée
I'estimation. Nous nous sommes alors proposé d'étudier le probleme
d'estimation des parameétres du systéme, au vu de l'observation en
temps continu, d'une trajectoire du processus engendré par le modele
linéaire.

L'estimation dépend du contrdle ( ou stratégie ) Y(t) choisi dans une
classe de contréles appnéables au systeme.

Notre deuxiéme objectif est alors de déterminer un contrdle optimal
quant a 1a qualité de l'estimation. 11 est raisonnable de prendre 1a
maximisation de la trace de la matrice de FISHER pour critére
d'optimisation (voir [20)).

Notre but est donc de dégager des procédures d'estimation
ven décrire | lités 3 partir dun choix optimal d
controle.

Avant dentamer notre étude, nous allons rappeler certains
résultats qui nous permettent d'une part de préciser les hypothéses
de travail et d'autre part de résoudre les problémes d'estimation et
d'optimisation.

2-Rappels et notatjons

On se donne un espace probabilisé ({3,4,P). Les éléments de ) sont



notés w. Soit une suite croissante de tribus (¥ t.£20) incluses dans &:

Fich, 020, QFUC‘IFQ pour t <t, Tous les éléments aléatoires

Introdults dans la suite sont définis sur (Q,&,P).
On rappelle: |

- Un processus stochastique (¥(t), t 2 0) est dit adapté a la famille
(F, t 2 0) si pour tout t 20, B(t) est F-mesurable.

- Un processus (K¢, t 2 0) a valeurs dans R est appelé processus a
accroissement indépendants par rapport a la famille (¥, t20)st:
a- (g, t 2 0) est adapté a la framille [!F#, t20)
b- pour toute suite Osty<.<t, , les variables aléatoires

ey B - My HBe,- SOt mutuellement Indépendantes.

- Si la distribution du vecteur p(t+h)-p(t) ne dépend que de h, on
dit que le processus est homogéne.

£xemples ae processus homogenes dccroissements Independants:

2.1 Processus de WIENER.

Définition  Un processus (at, t20) a accroissements indépendants

et homogeéne est dit processus de WIENER, ou
mouvement Brownien, st :

- P-presque sirement By=0
- l'accroissement B¢B5 a une distribution gaussienne

de moyenne nulle et de variance égale a s2|t-sl, ou o
est un parametre.

~ pour presque tout w dans (),la fonction t—g(t,w)



est continueent,t20.

Dans le cas ou 62=1, on dit quon a un mouvement quwnien
standard (ou processus de WIENER standard). Dans 1a suite, nous nous
plagons dans ce cas et nous ne précisons pas que le mouvement
Brownien considéré est standard. On peut se référer a [13], [16], ..,

(18], [22] pour les différentes propriétés d'un tel processus.

2.2 Processus de POISSON-Mesure de POISSON.

a-Mesure aléatoire.

Soit X un espace muni d'une tribu By.
-Une mesure v sur $X est dite mesure aléatoire si pour tout A de

8,,v(A) est une variable aléatoire définie sur (QQ,&,P) et vérifiant :

pour toute suite dénombrable (Ay), ) d'ensembles disjoints deux a

deux de By tels que UpA=A, la série 2, o V(Ay) converge en
probabilité vers v(A).
-Soit Ay,. . Ay des ensembles de ﬂlx disjoints deux a deux. On dit que

la mesure v est a valeurs indépendantes si les variables aléatoires

w(A)),.. ., 9(A,) sont mutuellement Indépendantes.

Une mesure aléatoire fré%f:emment utilisée est celle de POISSON

qu'on définit:

b-Mesure de POISSON
Soit T>0 , prenons X=[0,TIxR. Supposons définie sur $[0 ”xﬁ une

mesure aléatoire m, a_valeurs indépendantes. Soit g, une mesure



positive définie sur (R,8) prenant des valeurs finies sur 3,
la mesure 7 est dite mesure de POISSON de mesure associée g si

elle vérifie :

+pour tout A de 8 et tout intervalle [s,t] de [0,T),

n( [s,tlxA ) suit une loi de POISSON de paramétre (t-s)u(A).

On définit 1a mesure de POISSON centrée, qu'on note g, par :

qa(B) = m(B)-E[m(B)] , B =I[s,tlxA, O¢sst<T, Ae 8,

Si on pose pour t dans [0,T] et B dans &,
w(t,B) = ( [0,t]xB ),
alors, le processus (v(t,B), t € [0,T]) pour B fixé dans 8, est un

processus de POISSON de parametre tp(B) .

c-Interprétation de la mesure 1.
La mesure de POISSON est, en général associée a des processus de

sauts. Soit X=( X;, t € [0,T] ) un processus homogéne, a accroissements

indépendants et a valeurs dans R. On suppose que X ne présente pas de

discontinuités de seconde espéce : c'est a dire que les limites a droite

et a gauche de X(t) en tout point t de [0,T] existent et sont finies .
Soit, [t,U']xA, Ostst'sT |, Ae 30.
Si n([t,t']xA) représente le nombre de discontinuités du procesus X(t)

telles que I'élément (s, X(s-0)-X(s+0) ) appartient a [t,t']xA, alors
m([t,t']xA) suit une loi de POISSON de paramétre (t-t')(A).

d-Intégrale stochastique par rapport 4 1a mesure de PQISSON centrée

Soit une fonction aléatoire f(t,v), t € [0,T] et v € R, adaptée 2 la

famille (¥4, tel0,T]) pour tout v dans R. f(t,v) est dite fonction simple
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(ou é'tagée) si:

f(t,v) = fk ] te[tk’tk“ ‘l et V€A| k=0,n ; l=",...,S*l ,
ou A8, UA| = R-(0), ALNA. = 8 pour k=r, 0=ty<ty...<tp=T. ka est
une \)ariable aléatoire ¥ tk-mesurable pour tout | variant de 1 a s+1.

Notons Hoq la classe des fonctions étagées. Soit f(t,v), une

fonction simple. On pose par definition:
T
2.0 UGN I ITIIRCETS S0 SRR O (R CYO
on note HY, 1a classe des fonctions f(t,v) pour lesquelles i1 existe une
suite (f ), de fonctions appartenant a Hoq telle que:
T
220 len_,,JoImlf(t,v)-rn(t,v)l"’ dtp(av) = 0.
Soit f(t,v) une fonction de HA. on définit alors J(f) comme étant la
limite au sens de 1a convergence en probabilité de J(f,). On définit,

t
J(r,t) = Iolmf(s,v)q(OSxdv) feHd, tel0,T],

par, J(,0) = J(X.0),

ol X, est la fonction indicatrice de I'intervalle [o,t]

Propriétes.

L'intégrale J(f,t) en tant que fonction de t est un processus
stochastique vérifiant certaines propriétés. Nous allons rappeler
certaines dentre elles qui sont utilisées dans notre travall. Pour plus
de détails on peut se référer al14},[16],[17), (18], [22]. On a:

1- si f(t,v) vérifie la propriété suivante:

T
I 0 I m|5[|f(t,v)|2]dtp(dv) ¢+00
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alors J(f,t) est une martingale de carré intégrable.

2- Pour toute fonction f(t,v) dans HY, {U(f,t) , tel0,T]} est un

processus adapté a la famille {% t,te[O,T]l. Ses trajectoires sont

presque sirement dans Dy.

T
3-Siona I 0InEllf(t,v)lzldtp(dv) <+00 alors J(f,t) admet des

moments jusqu'au second ordre finis et on a:

t
(i) E[IOIRf(s,v)q(GSxdv)] =0

t
(1) EfM(r, 0P = IOIRE[If(S,v)Izldsu(dv) ,

(ii1) E{Supg g JAT,0) < 4E[VA(1,T))

T
= 4IOIREIf(t,v)|zdtp(dV)

4- Si larelation suivante est vérifiée pour un entier m 21,

T
E[IO[ (Imlf(s,v)lzu(dv))m+ Ialf(s,v)l""“u(dv) lds} <+o0,
alors ona:
ELW(E,OP™ ¢ +oo .

On énonce un résultat qui sera utilisé dans le chapitre suivant:

Lemme 2.1 Considérons une fonction réelle f(s,v),se(0,T),velR,non
aléatoire Supposons que pour tout s dans [0,T], f(s,v)
est une fonction impaire en v. Sf 1a mesure { associée
a la mesure de POISSON est symétrique alors, pour t,t’

dans [0,T), 1a variable aléatoire :
t

L I gf(S:v)a(dsxdv)

admet une loi symétrique (t<t’).
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Démonstration:
Soit une suite So =t (S,(. .. <Sl = t' formant une partltlon de

I'intervalle [t,t'] et ( [vj Vi [ ]j--0-t . une partition de R . Posons
¢
X =IJnf(s,v)q(d3xdv) t et t' étant fixés dans [0,T].
La variable aléatoire X peut étre considérée, d'aprés 2.2.d. comme

limite au sens de la convergence en probabilité de 1a somme:

X1k Ze0,1- 1 2me-k k-1 VmASp Sy y [XVe Vi 4 D

Posons
Yom = AUsp,Sq, XV oD,
Mom = Sne 1 7S MV Vi oD,
O m = F(Sp.Vp).

On a:

xl,k N 2:n=0.l- lzm=-k.k-l°‘n.mvn,m ’

ou Yo m est une variable aléatoire qui suit une lol de POISSON de

para_metre A, - Compte tenu des propriétés de 1a mesure q ( 2.2b )

(Y, m)nm €St une suite de variables aléatoires indépendantes et

centrées. On note, pour toute variable aléatoire Z, ¢(.) sa fonction
caractéristique. On a alors :

Oy (W =TT, pexpl-tocy oA, culexplh, o (e"m_ D}
D'ou,

Logleey, ()] = ‘Zn,m)‘n.m(3‘"(“n,m“)'°‘n,m“)

+Zn'm)\n_m(cos(«n_mu)-l ).

En tenant compte des expressions des différents termes apparaissant



_'3_

ci-dessus on obtient:
t
(2.3) Limy 2 o ay n{sinoq, pud-oq, ud= ItIR[sln(uf(s,v))-
uf(s,v)ldsy (av).
Comme 1a fonction f(s,v) est impaire en v, alors sin(uf(s,v))-uf(s,v)
est une fonction impaire en v. Par ailleurs la mesure ft est
symetrique. On en déduit que Tlintégrale double de (2.3)

s'annule. D'autre part,
t

Lim,'an'm)\n,m(cos(«n’mu)-l )= I ) I plcos(uf(s,v))-1ldsqt(dv),

ce qui donne:

t' +o00
ext) = exp(2] [  Icosturts,v))- 1asyu(av).
x(.) est une fonction réelle. On en déduit le résultat du lemme.

0
.3 Propriétés d 0cessus homoqe A acCroi ts indépendants.
Soit (¥(t), tel0,T]) un processus homogéne & accroissements

indépendants et a trajectoires presque sdrement dans Dt. Alors

d'aprés [16], [17] un tel processus peut se mettre sous la forme

Suivante :
B(t) = at + bW(t) + 1492
ou a et b sont des constantes, W(t) un processus de WIENER et @y

est un processus homogéne a accroissements indépendants, purement
~discontinu. W(t) et ¢ (t) sont indépendants. Si le processus [ 1(0)
possede des moments d'ordre deux finis, alors on a la décomposition

sulvante:

py(t) = ct+Iqu([O,T]xdv),
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ou ¢ est une constante et q est une mesure de POISSON centrée. Si de

plus (8(t)) est centré alors on peut écrire (voir [17]):

&0 -bWCD) +  vatlo,theav) 20

Dans 1a suite, on prendra p=1 .

2.4 Notlon de contrdle stochastique

Soit U un espace muni d'une tribu 8.

pDéfinition : Une équation différentielle stochastique controlée est

une équation de la forme :

(4.1) dx(t) = aQ(X(t),Y(t))dt + d¥(t),

aq,(x,y) est une application définie sur RxU, $x8;,-mesurable,
dépendant d'un paramétre ¢ et a valeurs dans R.(Y(t)] est un processus
adapté ala ramille (¥,t20) et a valeurs dans (U, 8. (v(t))-est appelé

processus de contrdle ou seulement contrdle. (¥(t)} est un processus
adapté représentant un “bruit”. L'ensemble de tous les contrdles

pouvant étre applicables au systéme est appelé classe des contrdles

admissibles (ou stratégies admissibles). Dans un probléme de contréle
on raisonne de la fagon suivante : Sur la base de processus

Q, & (F,telo)), P)T fixé, on définit un processus

( (1), t e [0,T] ) homogeéne, & accroissements indépendants et une

variable aléatoire X,, ¥ ,-mesurable et indépendante de 8(t), te(0,T]

On désigne par C0 la classe de tous les processus mesurables par

rapport a cette base et adaptés a la famille (¥, te [0,T]]), & valeurs
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dans (U,:BU). Pour tout contrdle Y de CO, on associe un processus xY

solution de (4.1). L'existence et l'unicité d'une telle solution sont

assurées par les conditions suivantes:
1=€[ IXy2] < +00
2-11 existe deux constantes L et C strictement positives

telles que pour tout x et x' dans R, y et y' dans U et tout t
dans [0,T]:

¢ TIaQ(x,y)-aQ(x',y')I"’ L2 Ix-x12 + ly-y'2)
o lanw(x,y)l’2 < c(1+1x12) .
Sous ces conditions 1'équation (4.1) admet uné solution unique X'telle

que pour tout t €[0,T], on a:

o XY()est ¥ t~ Mesurable ,

o E[IXY(1)R] ¢ +00 .

Afin de mener a bien notre étude, nous nous plagons dans le cas ou

I'équation d'évolution du systéme (S) vérifie les hypothéses

d'existence et d'unicité d'une solution.

On definit sur (), &,(¥,t20),P):
¢ une variable aléatoire Xo F o~Mmesurable ,

® un processus de WIENER W() = (W,,t20]

® une mesure de POISSON centrée q de mesure associée 1.

On suppose X,,W et g mutuellement indépendants. On prend U = [-1,1]

et on considére un contrdle Y(.) = (Y;,t20) de C,. On fait les hypothéses

suivantes:
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(H,y ) Xy estadu second ordre

(Hp) Imvzu(dv) ¢ +00 .

L'évolution du systéme est alors donnée par I'équation:;

(1) dX(t) = @ X(t)dt + QZY(t)dt + dw(t) +Invq(dtxdv)
X(0) =X, .
Pour assurer 1a stabilité du systéme on suppose {,<0. La valeur de (o est

supposée strictement positive. Cette derniére hypothése ne fait pas perdre
de généralité. Nous considérons deux classes particuliéres de controles

quon définit comme suit :

Classe des contrdles étagés. '
Soit i un entier non nul dans N* on désigne par $',la suite (tn‘)nelN
définie par: |
t,! = /2! neN.
On suppose que T appartient a m‘, c'est a dire qu'il existe un entier N
non nul tel que :
T =N/2'.
On note "Cei" la classe des stratégies étagées par rapport a 9 définie
de 1a fagon suivante :

Y; est un élément de Cei 1l existe une suite (YpneN)

d'applications mesurables de R dans [-1,1] telle que :

Vhel, tolctetn, Yy = WXt

Classe des contrdlies "Markoviens”

On note "C."

m 13 classe des stratégies Y() quon appelle
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Markoviennes telles que pour tout élément Y(.) de Cm, il existe une

application g, mesurable de R dans [-1,1] telle qu'on a:
WtelO,T] Y(t) = gIX(t)] .
Les stratégies de Cei sont dites du type | et celles de C, sont dites

du type Il

Dans ses différents travaux ,[4],..[7], BRODEAU a étudié les
problémes qu'on se propose de résoudre dans les mémes termes, mais
ou lintégrale stochastique par rapport a la mesure q n'apparait

pas. L'équation différentielle stochastique est alors donnée par:
dX(t) = @ X(t)dt + poY(t)dt + dw(t) .

Notre étude est alors une extention de certains résultats obtenus dans
le cadre de ce modéle. Nous sommes restés fidéles a la démarche
suivie dans ce cadre, mais les méthodes employées sont parfois
différentes a cause de la non-continuité des trajectoires du bruit
$(t), induite par 1a présence de 1'intégrale par rapport a la mesure q.
En effet, par le choix d'une stratégie du type I, I'intervalle [0,T] est

partitionné par une suite d'instants (tni)n , ielN*_ Ce procédé nous

ramene a 1'étude du processus X(t) dans des intervalles de temps de la

forme [tni'tmli[' ce qui aboutit a des processus discrets qui sont

alors, des chaines de MARKOV.

La difference de notre travall avec celui de BRODEAU, se situe au
niveau des innovations de la chaine de MARKOV. Dans le cadre de notre
modele les innovations sont des variables aléatoires présentant
éventuellement plusieurs modes, contrairement au cas traité dans
[4]..[7],04 elles sont de lois unimodales, puisque gaussiennes. Cette
différence apparaitra dans notre travail et constitue une difficulté

supplémentaire pour notre étude paralléle a celle de BRODEAU.
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Il ne nous a été possible de poursuivre cette étude quen imposant
I'hypothese :
(H3) lamesure u est symétrique ,

qui assure que les innovations sont de lois symétriques. L'étude du cas

oU 12 mesure |t n'est pas symétrique, reste un probiéme ouvert.



CHAPITRE 2

ETUDE DANS LE CAS DE STRATEGIE DU TYPE |.
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- Introducti bl ridentificati

I-F li - Struct tatisti
Dans cette partie, nous allons donner une formulation précise du

probleme que nous venons de présenter. Bien sur nous nous plagons

dans le cadre des hypothéses citées dans le chapitrel. A tout contrdle

Y de C;, on associe une fonction aléatoire X(.)=(Xt,t20] représentant la
trajectoire d'un systéme dynamique dont I'état a I'instant t est donné

par Xi. On suppose qu'il existe un couple ("=(¢",¢"5) inconnu dans
]-00,0[x]0,+o0[ dite " vraie valeur du paramétre ¢ * pour lequel X(.)
est 1a trajectoire d'un processus (X;,t>0) solution de 1'équation :
(1.1 ‘ dXy = @ X¢dt + oYyt + AW, + Invq(dtxdv),
X, donné.

Une telle solution, d'aprés le paragraphel.3, existe et est unique.
On munit V'espace D de 1a topologie de SKOROKHOD sur tous les

compacts. ﬂ)T désigne la tribu engendrée par les applications

coordonnées nS,O§ssT . On note 9, 1a tribu engendrée sur D par la
famille (®,720). Soit pqu [respectivement v] 1a loi du processus

[ X;, t 2 0) solution de I'équation (1.1) [ respectivement (X, + W, +

Invq(lo,t]xdv) ,t201)] on note PTQ,Y [ ressp.vT ] 1a restriction de

Pevlresp.viad,

Nous adoptons le formalisme de la statistique mathématique tel
qu'il a été introduit par JR. BARRA dans [9). Nous posons le probléme

d'estimation du paramétre ¢ dans la structure statistique :
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('.2) [ (D)QTtPT(e:Y) = (Ql'w2) ‘pl(o ’ (02>0 ]

On cherche a construire des estimateurs de ¢, c'est a dire des
statistiques définies sur cette structure. La méthode employée est
celle du maximum de vraisemblance, car la structure statistique

(1.2) est dominée par 1a mesure vV Eneffet, daprés le lemme (5.1) de

[7], on peut décrire la famille de mesures { PTQ,Y ,Q'<0 ‘02>0 ,

©= (1,500 }:

Lemmel.1 Pour 700, ¢ dans R?, les mesures PTQY et v'sont

équivalentes. La densité de RADON-NIKODYM est

donnée par:
deto.Y ]

(1.3) = exp ([ [ mgrop¥ns) 1o
av' I

-1/2 IOIQ i ns*tsz(n)(s)]2ds ),

ou th = dﬂt - IRVQ(thdV) .

L'intégrale stochastique étant calculée par rapport a la mesure vT.
Les résultats de ce lemme découlent d'une extention du théoréme de

GIRSANOV, voir [7), 18], [20], qui assure d'ailleurs que le processus
(11,,£20) est solution de I'équation (1.1) pour 1a mesure de POISSON q

et pour le processus de WIENER (Wt) défini sur (2, 4,P ) et donné par :

~

t
(4 wt=nt-ﬁo-IO[tp,n5+tp2Y(n)(s)]ds -Iqu(lo,T]xdv). |

(1.3) nous fournit une fonction de log-vraisemblance notée Ly(t)

telle qu'elle est définie dans [20). On a alors :
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T T
(1.5) Ly(e) = Io[‘ﬂﬂS*(pQY(ﬂ)(S)]GNS - 1/2 Jolw,ﬂ3+(p2¥(n)(s)l2ds
L'estimateur de maximum de vraisemblance, GT, est défini comme
Funique solution de I'équation L1{"(¢) = 0, ot L") est 1a dérivée

premiere de L1(¢). On note LT‘2’, l1a dérivée seconde de L1(e). On a
alors tous calculs faits:
(1.6) (*-&p) = [ L2 Li (e,

dans le domaine ou L1'? est inversible. On a relativement a PTQ,Y :

T - - T T -
i ~
Iontdwt Ionti’dt I oTeY(mX(t)dt
(1.7 L= e .
JOY(H)(t)th_ ] Jgmermcvat f vt |

Nous envisageons & présent d'étudier le comportement asymptotique

de la famille (QT,DO). On rappelle la définition suivante :

Définition1 La valeur réelle ' du paramétre ¢ est
asymptotiguement identifiable presque sdrement
(resp. en moyenne quadratique, resp. en probabilité)s il

existe une famille (G\T,DO) de statistiques définies
sur la structure statistique [(D,QT,PTQ,Y),Q] <0,q>2>0]

T>0 telle que :
. A,
L]mT-boo br=¢
au sens de la convergence presque sire (resp. en

moyenne gquadratique, resp. en probabilité) et

relativement a la mesure PTQ.,Y.
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L1"(p) et L'® peuvent étre écrits de la fagon suivante

_ T 1 T T _1-
J oXedWy ont%t ontY(X)(t)dt
(1.8 L' =| L= ;
' 2
| J vooraw,_ [ xerooae J yroocat

on voit a partir de (1.6) que le comportement asymptotique de 1a

famille (QT,DO) par rapport a 1a vraie valeur ¢° est donné par celui
de L1"(g") et L1?. Compte tenu de (1.8), le comportement de

L") et de L2, quand T tend vers I'infini, est donné par celui des

intégrales suivantes :

T T
2
ont dt , onthdt.
Tout d'abord définissons la stratégie du type | quon choisit pour

mener cette étude.

2-La stratégie.

Soit 1, un entier non nul, jeN™0n considére la suite &)i d'éléments

(tn‘,neN) de R, définle dans le chapitre précédent. 1 étant fixe, on

choisit dans 1a classe Ce‘, un contrdle Y; tel que pour t, tn‘smm,' )

nelN, on a:
0l SgN(X)= 10,400 (X) = 1]_ge,0f (X). LA CONVeNtion concernant la valeur

de cette fonction a l'origine est arbitraire et sans conséquences pour

la suite. X; ¢35t 1a solution de 1'équation (1.1) correspondant a I'état
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initial XO et au contrdle Yi' Ceci a blen un sens puisqu'on peut écrire

pour tout n dans IN et tout t tel que tni£t<tn, | i

t
Xi(t) =xi(tni)"]’tni [QlXi(s)+(p2$gn[Xi(tni)]]ds + Wt’wtni

2.0 o ovatity) tixan)

Xi(O) ‘Xo.
On peut déduire de (2.1) et grace a l1a formule de ITO :

pour tout n delN et tout t tel que tn‘mtm i ',

Xi(0) = @1t Xt e @th (g, v, Xe™@1t-¢~@ thsgn(x,(t, )
t t

(2.2) + I (i € E15awg +Itnijave"(’tsq(dsxdv) ]

Xl(O) = XO
Autemps t=t., ', on obtient :

Xi(the 1) =exp(e | 2")X,(tn‘)—(tp2/¢¢, M1 -exple, 2")]Sgn[X|(tn')]

tnfli tn*li

*Itni e®1(thsy~S)aw + I ! Ine“’l(tnu‘S)Q(GSxdv)
Posons successivement:

ki = exp(@2™)
Ki'= -(op/t ) 1-exp(g,27" ]
tn+|i . tmli .
Hy'= Itni e“’l‘tc:n‘S)de *Itni Inve‘fl‘tr:ﬂ‘S)q(GSxdv).
Les hypothéses faites sur @) et ¢, entrafnent que k; appartient a
10,1[ et que ki est strictement positif. Pour i fixé, et compte tenu des

propriétés du processus de WIENER et de la mesure de POISSON q,
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(Hn')n est une sulte de variables aléatoires centrées, indépendantes
de méme loi et du second ordre. La relation (2.3) s'écrit donc :

(2.4) Xitne 19 = ki¥Xi(tn D + kySgaloxityhl +Ht m0.
Sous cette forme, il apparait que le processus discret (X,(tn‘),neN), i

étant fixé, est une chaine de MARKOV. Nous envisageons d'étudier
cette chaine de MARKOV et de déduire le comportement de ses
moments dordre un et deux, quand n tend vers V'infinl. Cecl nous
permettra de conclure quant aux limites des intégrales : |

T T
I/TIOX,2(t)dt et I/TIOX,(t)Yi(t)dt,

quand T tend vers Vinfini. Cecl constitue l'objet des par agraphes
suivants.
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H-ETUDE D'UN PROCESSUS DE MARKOV DISCRET

|-Présentati I blé
Le choix d'une stratégie étagée telle qu'on I'a définie dans le

paragraphe | a donné lieu a une discrétisation de I'intervalle de temps

[0,T], en des points t i , 20 i e N* . On s'est ramené de ce fait, a une

chaine de MARKOV (X.(tn'),n e IN) vérifiant 1I'équation 1-(2.4). i est
fixé dans ce paragraphe. Aussi, on convient de ne pas le noter, evt on
pose X‘(tni) =XpneN.
On se propose d'étudier une chaine de MARKOV (X, n € N) solution de
I'équation :
(1.1) Xne1 =KX+ K'Sgn(X)) + Hy, nelN,0<k <1, k>0,
X5 donné ,

ou (Hn)n, est une suite de variables aléatoires centrées,

indépendantes , de méme loi et de variance notée °H2 donnée par :
tn+1 to+1
6,2 =E [Itn e@1(the1~Sdaw, ’Itn Inve‘ot(tnn'S)q(dedv) I3
Notons :
tn+1
Zn = Itn e‘ol(tml-S)dWs
et,
ta+t
T = Itn Imvewl(tn+l‘5)q(05xdv).

L'indépendance du processus de WIENER et de la mesure q, entraine

celle des variables aléatoires Zn et Tn .D'ou ;

E[Z,+ T P=ElZ2+E[T 2.
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Compte tenu des propriétés du processus de WIENER et de la mesure q,

ona:
tn+i
fz2- |  e2(to1~S)ds = (1/-2 X1 -explie) 7+1)

tn+1
E[T,2) = '[tn Iszez‘Pt(tn+t‘5)dsu(dv)
= (1/-2¢)(1 -exp(to|2"‘*‘))IRv2u(dv) .

on pose E[ Z,%) = 62 . Alors,

(1.2) 6,2 = 0%(1 +IRV2(1(dv) , 62= (1/-2¢ )(1-explg  27*).

Remarque :

1- Z,, est une variable aléatoire gaussienne centrée de

variance o2 . Si q, représente la loi de la variable aléatoire T , alors

H,, admet une f onction de densité qu'on note h, donnée par :

VxeR , h(x)=(1/0V2T) Iaexp[-(x-v)2/202]dqo(v)

2- Compte tenu du lemme 2.1 du chapitre précédent, la

mesure de probabilité q, est symétrique . Comme la variable aléatoire
Z, est de loi symétrique, alors H, est aussi de loi symétrique.

En effet, la fonction caractéristique @y, (.) de H, est égale, compte
tenu de Vindépendance de Z et T au produit des fonctions
caractéristiques @z,() et @r,() de Z, et T, . Ces derniéres sont
réelles puisque Z,, et T, sont de lois symétriques . Leur produit est

réel, ce qui nous permet de déduire que 1a loi de Hy, est symétrique .
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On peut donc écrire :

+ 00

(1.3) 000 = (1/6VZ7) | [expl-(c-v)2/20% v expl-(x+v12/ 207 dqgqv)

Nous envisageons d'étudier le processus discret (Xn,nelN) , solution de
I'équation (1.1) en deux étapes :

+ Dans une premiere étape , on impose I'hypothése suivante:

(Hy) lavariable aléatoire X, admet une fonction de densité fo paire.

+ Dans une deuxieme étape on supprime cette hypothése et on
montre que les moments d'ordre un et deux de la suite (X,neN)

vérifient les mémes propriétés de convergence que sous (Hy).

2-Etude sous I'hypothéseH,
La parité de la densité f, et la symétrie de la mesure g, nous

permettent de déduire le résultat suivant dont 1a démonstration est
élémentaire :

Lemme 2-1 Pour tout entier n, la variable aléatoire X, admet une

densité f, qui est paire. La suite (fn)n, vérifie la

relation de récurrence :

+00

Ve N, Vy e R®, 1,00 =] | foukwodu = 31,00,

ou, K(u,x) = h(x-ku-k') + h(x+ku+k') .

Désignons par L,(IR*) I'espace des fonctions continues et intégrables

sur R*, muni de sa norme notée lI Il . D'aprés 1a relation (2-1)

I'application J ne définit pas un opérateur contractant. Ceci ne nous
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permet pas de conclure quant a la suite (fn)n. Aussi , on introduit une

suite de fonctions (F),, gu'on définit comme suit

Y
(2-2) VneN, VyeR", Foy =] f000c-1/2 .

On a alors, le résultat suivant :

Lemme 22  Pour tout n dans N et tout y dans R*, ona:

+ 00

Fro 1) =0+ | Fr(ubuyddu = JEY)
ou:

Jiu,y) = K[ hty-ku-k') - h(y+ku+k)]

Y
gly) =-1/2+1/2 Iotn(x-k') +hx+k’) J dx..

Démonstration.
La fonction en u, dK/dx(u,x) est intégrable . En effet :

VYueR?*, IFn(u)l est bornée . La fonction en u dk/du(u,x) est intégrable

sur R*. Alors Fn(u)dK/du(u,x) est une fonction intégrable en u sur

R*. On sait que :
(2-4) LIMyo oo Fp(W) = O.
D'autre part, K(u,x) = h(x-ku-k') + h(x+ku+k') et pour tout z dans R on a:
Izl < 1/642T.
Donc
(2-5) YueR', VxeR*, IKuxl<2/042m.
(2-4) et (2-5) entrainent le résultat :

(2-6) Limy,5 o0 Fp{WK(u,x) = 0.

Compte tenu de (2-1) et (2-6), on peut écrire :
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y-? oo +00
o100 = Fpkun 1o -J Fwak/duu o

+ 00

= -F(0)K(0,x) "Io F(w)dK/dx(u,x)du

+ 00

(2-7) (o100 = =172 [hx-kren0ei) - [ Frwak/axtuodu

Les relations (2-2) et(2-7) impliquent:

y
Fen¥) = =172+ 172 | nGxskehix-K )
y + 00
- I OIIOFn(u)dK/du(u,x)du]dx.
La fonction (u,x)—Fp(u)dK/du(u,x) est intégrable sur [0,+ee]x[0,y]. En

effet:
dK/du (u,x) = -k h(x-ku-k') +k h(x+ku+k’).

La fonction IF | étant bornée, il éxiste donc une constante C

strictement positive telle que :

+ 00 y +0co

Y
IOIO IF ,(u)dK/du (u,x)l dudx scfofo [Ih (x-ku-kl+ I (x+ku+k M ldudx.

Posons :

o0

y +
l, = J 0 Io Ih'(x-ku-k")ldudx.
On peut écrire :

-k’ Y -
I, = 17k ]_m Io In(2)ldzdx = 1/k y I oo IN(2)dz

La fonction h' est integrable sur R. Donc I'intégrale du terme de
droite de l'egalité précédente est finie. On en déduit alors que

I|<+oo. En raisonnant de 1a méme fagon on trouve aussi :
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y+°0

Jojo Ih'(x+ku+k')idudx <+oco
4 00
On conclut alors que J OI 0 an(u)dK/du(u,x)ldudx est finie . D'ou

Iintégrabilité de la fonction Fp(u)dk/du(ux) sur [0,+e0]x[0,y]. En

vertu.du théoréme de Fubint, on a:

4+ 0o 400 y

Y
Io( Io Fp(u)dK/du (u,x)du)dx =IOFn(u)[IodK/du (u,x)dx]du

Etudions & présent a part, I'intégrale par rapport a x du terme de
droite de cette égalité :

y
Io dK/du(u,x)dx =foldh/du(x-ku-k')+dh/dx(x+ku+k‘)]dx

Y
=-k Io [dh/dx(x-ku-k')-dh/dx(x+ku+k)]dx

=k [h(y-ku-k') - h(y+ku+k)]
+ k [n(-ku-k")-h(ku+k")]
h étant paire,ona:
| h(ku+k’) = h(-ku-k’),
ce qui donne :

\2
Io dK/du(u,x)dx = k [h(y+ku+k’) -h(y-ku-k')].

On retrouve les expressions de g et de J(.) du lemme.
(]
Lemme 2.3 Jest un opérateur contractant de LY(R*) dans L'(R*):
pour tout F et F' de L'(R*) on a:

(2.8) W ueF)-uey 1 <k IF-FII
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Démonstration

Soit F un élément de L'(R*).

+00

VyeR*, JF)y) = g(y) ’J’o F(u)J(u,y)du.

Montrons que la fonction g est un élément de L'(R*)

+ 00

Si on remarque que IO [h(x-k') +h(x+k) Jdx =1 puisque la fonction h est

paire, on peut alors écrire :

gly) =-1/2 _[y [h(x-k') +h(x+k")]dx

+00

==1/2 | [n(x+y-k') +h(x+y+k")] dx.
0 y

Donc :
+ 00 400 +00
ligll = Io lgty)ldy =1/2 Io I 0 [h(x+y-k") +h(x+y+k’))dxdy.

Etudions I'existence de I'intégrale | = I 0 I o N(x+y-K')dxdy. Par un
changement de variables, on a:

+too  x+k'
I =I_k. Io h(x)dxdy
Donc,

+ 00

I =I_k. (x+K h(x)dXx

En développant les calculs, on trouve :
0 +00
I=I_k. (x+kh(x)dx + k'/2 'Io xh(x)dx.
- Onalarelation:

+ 00

I o Xh(x)dx = 172 El Hy|.

Or lavariable aléatoire Hn est du second ordre donc :
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ElHp| <+oo

| est par conséquent fini.

+00 400
Par un méme raisonnement, on montre que Io Io h(x+y+k')dxdy est
finie. Ainsi :

llgll< +eo,
ce qui montre bien que g est un élément de LY(R*).

D'autre part on a:

el | b )ylay

ool lgeylay +J 1] , Frunsuyau lay
+00 + 00
cligh+ f, el [f g bcuyley] au
or, Io blu,yldy < k I 0 [h(y-ku-k')+h(y+ku+k")]ldy.
Compte tenu de la parité de la fonction h, le terme de droite de

I'inégalité précédente est égal a :

k Inh(y-ku-k')dy

et vaut k.On a donc :

+ 00

(2.9) 0 b(u,y)ldy < k
On en déduit alors :

el < lgll + kllFll

F et g étant des éléments de L'(R*), i1 est clair que J(F) I'est aussi.
Ceci implique que J est un opérateur de LY(R*) dans L'(R*). 1l reste &

montrer la relation (2.8).
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Prenons deux éléments quelconques de L'(R*), F et F'. Alors:

uer)-anl s]o IO (u )l F(w)-F(u)l dudy

+ 00 + 00

< Io IFw-Fwl [ I o Myl dy] du

D'aprés (2.6) on peut écrire :

+00

)=l < k f  Ircwd-F Cwlau =k lIF-Fl

k étant strictement Inférieur a1, J est un opérateur contractant .

Pour tout y de R*, ona:

+00

Par hypotheése, la variable aléatoire X, est du second ordre . Donc le

moment absolu d'ordre un existe, ce qui permet d 'écrire 1a relation
suivante :

+ 00
EIXOI =-2 Io Fo(X)dx.
4+ 00

On en déduit que Io Fo(x)dx est finie . Donc F, est un élément de
LURY).
La suite (Fn)n vérifie les propriétés suivantes :

* V neN, Fn+| = J(Fn)

+ Jest un opérateur contractant de L'(R*) dans L'(R*)

v F,est un élément de L'(R*).

Alors, pour tout n dans IN, F,, est un élément de LUR*). D'aprés un

théoreme du point fixe, 1a suite (F,), converge dans L'(R*) vers un
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élément F appartenant a L'(R*). F vérifie la relation:
(2.10) F = J(F).
La fonction F vérifie des propriétés qu'on donne dans la proposition
suivante :
Proposition 2.1 F est une fonction dérivable sur [0,+00[. Sa dérivée
f vérifie:
+00

(2.11) f=30,120, [, foodx =172

La suite (f,),, converge uniformément vers f.

Démonstration
Remarquons d'abord que I'on a:

VyeR*, VueR*, lgly)l <172 et J(u,y) < 2k/e 2.
En effet ,

y
gly)=-1/2 ‘Io [hix-k) +h(x+k)] dx.

Y
Comme h est une fonction de densité, alors Io [h(x-K")*h(x+k")]dx est

une fonction de y croissante. La fonction g(.) croit alors de g(0)=-1/2
a g(+00)=0. Donc g est une fonction négative, majorée en valeur
absolue par 1/2.0n a donc :
(2.12) Vy eR*, lgiyl < 1/2.
Par ailleurs : '
Meuy)l < KL Ih(y-ku=kl + Ity +kusk ) ] = kK(u,y),
(2.5) nous permet d'en déduire :
(2.13) VueR*'VyeR*, uy)l<2k/ev2m.

La fonction F est un é1ément de L'(IR"), donc lIFllc+oo. On a:
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+ 00

vy eR*, Kl <lgopl + [ ol uylay

et d'apres (2.12) et (2.13):

VyeR*, IF(l< 172 + 2k/(6VZIFIl < +00.

On en déduit que 1a fonction IF| est bornée sur R*. De plusona:

Lemme 2.4 F(+00) =0
En effet,

y
Lim,_, +oof (YY) =Q(+00) + Lim, *°°-[o F(u)(u,y)du

On sait que g(+o0) vaut zéro, i1 reste alors a étudier 1a limite de
I'integrale du terme de droite de 1'égalité précédente.

F étant un é1ément de L'(R*), alors, pour tout €0, 11 existe A>0, tel
que :

©o

(2.19) IA IFL(uy)ldu < (2k/o JTE)IA IF(wldu < e/2.

: A
Soit la fonction @(y) =1/k Io IF(WI ()l du, y élément de R*. On a:

A A
d(y) < f o IFWI hly-ku-K)du + IO IF(WI My +ku+k")du.

A
Nous allons étudier 1a limite de Io IF(WIn(y-ku-k')du quand y tend vers

I'infini, par un raisonnement analogue on déduira celui de :

A
J o IF(WIn(y+ku+k')du
La fonction |F| étant bornée, il existe une constante K >0, telle que :

Vuel0,Al, IFwl <K

Ceci nous donne :
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A A
Io IF(win(y-ku-k’)du < K Io h(y-ku-k')du.

Posons z = y-ku-k'. On a alors :
A y-k'
Kjoh(y—ku-k')du = -K/k Iy-kA-k' h(z)dz.
h est un é1ément de L'(R*), donc pour tout €, 11 existe B>0, tel que :
y-k'
Vy>B, Iy_m_k. h(z)dz < €,

En prenant € ,tel que I-K/kle, < €/4,0na:

A
Ve>0, 3B>0telque, Vy2B Io IF(WIn(y-ku-k')du < €/4.

A
Par un méme ralsonnement, on peut obtenir Io IF(u)in(y+ku+k')du < €/4.
On en déduit

A
(2.15) Ve»0,3B>0, tel que Vy 2B Io IFul (u,y)ldu < €/2.

Cette relation et (2.14) entrainent le résultat du lemme.

D'apreés (2.10) F vérifie:

+00

F(y) = gty + J  Fw Juy)du

En dérivant terme a terme :

+00
F(y) = gty) + J o Flw) a/autuydau
Ona:
g(y) = 1720 nty+Kk) + nty-k) 1

En développant les calculs qui sont assez simples, on trouve :



_39-

+00 too

Io F(u) dJ/du (u,y)du =-1/2 [h(y-k )*h(y+k)}+ Io f(uK(u,y)du.
D'ou:

) = J  fukcuydau

De pluson a: '

Y
J ,1000x = Fiyd 172

Alors compte tenu du lemme 2.4,

+ 00

Io f(x)dx =1/2.

Montrons a présent gque f 20.

On remarque que la suite (Fn)neN est équicontinue. En effet, si on

prend deux éléments x et y de R*, alors, 11 existe un élément c
vérifiant x<c<y et tel que :

IFOO=F < IF (0 ] x-yl

D'aprés larelation (2.4),0n a:

+ 00

VneN VyeR", 0<F(y)=f(y) < 2/6V2T o fn-1(x)dx
< /621

Alors, pour tout >0, il existe 8>0, indépendant de n, tel que si Ix-yl <8,

IFn(x)-Fn(y)l < € quel que soit n € N. Ceci démontre 1'équicontinuité
de la suite (F,),,. Par ailleurs, on a:

VneN, VyeR', -1/2 <F.(y)<0.

La suite vérifie donc les hypothéses du théoréme d'Arzéla, voir[15].

Par conséquent, on peut extraire de cette suite, une sous-suite qui
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converge uniformément sur tout compact de R* vers une fonction F i
ayant les mémes propriétés que la suite (F),
I1 est clair que 1a fonction F et F coincident sur tout compact. Donc la

fonction F veérifie, elle aussi, les mémes propriétés que la suite

(Fp))y Entre autres, la fonction F est croissante de -1/2 & 0, ce qui

entraine que f est positive.
Pour montrer le dernier point de la proposition on utilise les
résultats suivants:

emme?2. Pour tout n dans N, les fonctions fn et f sont

continiment dérivables. Il existe une constante K

strictement positive telle que :
VxeR*, VneN If (x) <Ketif'(x)l <K
Démonstration

La suite (f,),, vérifie pour tout n dans N, feg = 3(f), ce qui implique

que les fonctions 'n' ne N, sont continment dérivables. On a:

400

M (X) = Io fr(WdK/dx(u,x)du,

et,
dK/dx (u,x) = dh/dx (x-ku-k') +dh/dx (x+ku+k’).

On a,

dn/dx (x-ku-k')=-1/63¥21 Im(x—ku-k'-v)exp[-(x-ku-k'-v)"’/ 2621dq,(v)
La fonction ye™Y? est bornée sur R. Il existe donc une constante o

strictement positive telle que lye Y2 < o pour tout y dans R. Alors :

ldn/dx(x-ku-k)l <1/634 2T Inlx-ku—k‘-vl exb[-(x-ku-k‘-v)2/202]dq0(v)
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< /a2,
De méme :
ldh/dx (x+ku+k')l < /03421
On en déduit, alors :

fdK/dx (u,x)l < 20c/63¥ 2T,

Comme f,,, ne N, est un élément de LYR*), ona:

+ 00

I 1001 € 20032 [ Il = /a2 <K,

ou K est une constante strictement positive et indépendante de x. On a
le méme raisonnement pour f' compte tenu du fait que f(x) = J(f)(x).

arque : la majoration par K de f' et ', est uniforme

Lemme 2.6 La suite (F,), converge uniformément vers F.
Démonstration

La fonction F converge vers zéro quand x tend vers 1'infini. On peut

donc écrire :

(2.16) Ve>0,3A>0 7/ Vx> A, IF()l<e/4.
Comme la suite (Fj,), converge en tout point de R*, alors :

(2.17) pour€>0, INe N/ Vn2Ny, [F(A)-F(A)l¢<e/4.
D'autre part , pour tout n,la fonction Fn est croissante et pégative sur
R*. On en déduit donc , de (2.16) et de (2.17) -

(2.18) Ve>0, N elN* 7 VnaNy, V2 A, [F 00l <IF (A < er2.
On obtient des relations (2.16) et (2.18) le résultat suivant:

(2.19) Ve>0,3A>0,INeN*/VnaNjetVx2A,

IF,00-F(x)l < 3€/4.

Par ailleurs, d'aprés un résultat sur les fonctions de répartition
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(voir(2] p.21), 1a convergence de la sulte (F), vers F et la continuite

de F en tout point x de R entrainent pour A>0:

(2.20) Ve>0,INje N*/Vn» Ny, Suploman(x)-F(x)l (E.

Les relations (2.19) et (2.20) entrainent :
Ve> 0,3IN=max(Ny,Ny) / Vn2N ,Suplo’,mlan(x)-F(x)l <E.

D'ou le résultat .

On peut écrire pour h»>0 et x>0 :
L FO0-F 00 L < EFOO-TFOen)-FOOIN |+ TP (0-[F(x+h)-F 00/ |
+ LIF (s )-FOem)/n |+ [FO0-F00] /nl.
La suite (F,),, converge uniformément vers F. Donc :
Ve>0, INeN*, Vn> N, VxeR'et Vh>0:
IF (0)-FOl <€ et IF (xsh)-Fx+h)l <€
Par ailleurs, d'aprés 1a formule de TAYLOR on a :
FIFOO-F(x+m)}/h -F'(x) | < h/2 IF"(x+0h)] 0<9<l,
LIF00-F (x+ )] 7 -F (0 1< h/2 IF"(x+ 80l 0 < 9, <1,
or, d'apres le lemme 2.5 :
Vx e R*, IF(x+on)l = If (x+0h)l < K,
et IF O8] = I (x+0,ml < K
Donc, si on choisit €= hz, alorson a:
Vh>0, INeN*/Vn2N V xe R, If,(x)-f(x)] < 2h+Kh.
La suite (f,),, converge donc uniformément vers f.

(]

Corollaire 2.1 Pour tout borélien C de R,et uniformément par
rapport aC,ona:
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Limy, IC If,~fl = 0.
Démonstration
. Soit €> 0, 11 existe un nombre A > 0, tel qu'on puisse écrire :

+ 00
IAf $E€.

Sur [0,A], (f n’p converge uniformément vers f, et donc :

A
INeN, Vn, n2N, Io If,,-fl <e,

ce qui nous permet d'écrire :
A A

+
Iofnzjof-e=10f— Af-€21/2-2.

oo + 00

D'ou,
+ 00

A
Vn2N, IAfn= |/2—Iofnsze.

Pour tout n, tel que n2N, on peut écrire :

SE +2e+€ =4¢
On en déduit alors :
'Ve>0, INeNtelqueVn2N Iclfn—fl $4e.

a
Les résultats que nous venons de démontrer, nous permettent de

déduire le comportement asymptotique des moments d'ordre 1 et 2 de

la suite (xn)nelN :

4+ 0o

Propriété 2.1 [ x2r(xdx < +o0
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(2.21) Lim EX| = 2]0 xf(x)dx
too
(2.22) Lim £ 2= 2 o X200

Démonstration

L'existence des moments d'ordre | et 2 des variables aléatoire X,
n2lest assurée par le fait que la variable aléatoire X, et les variables

aléatoires H, n20 sont du second ordre. Comme la suite (fn)nelN est

une suite de fonctions paires on peut écrire :

400
ElX,l = 2 IO xf (x)dx
+00

- -2  Foax

Compte tenu du fait que 1a suite (F )y CONVerge au sens de LY(R*)

vers F,ona:
+00
(2.23) LimpElXpl = -2]0 F(x)dx,
D'autre part on a:
(2.24) EXy, 417 = KZEIX I +2KKER ) + k2 + 6,2

F appartient a L'(R*). Alors, compte tenu de (2.23) et du fait que
0<kZ<1, la suite (EIXnP, n € N) est convergente . |l existe donc, une

constante H>0, telle que :

+00

VneN, «[0 xzfn(x)dx =1/2 Elxnl2 <H.
On en déduit : A

VA>0,VneN , on2fn(x)dx <H.
D'autre part ,
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A A
Io X2f(x)dx = le,Jo XM (X)X .

Donc :

A
VA>O0, Io X21(X)dX < H .

Alnsi, grace a cette inégalité, le moment d'ordre 2 pour f est fini. On
peut , alors, écrire I'égalité suivante :

©o + 00

+
'IO F(x)dx = Io Xf(X)dx .

(2.23) implique alors (2.21). En utilisant 1a relation f =J(f), on montre
par des calculs simples, que :

+00 +co

2 =(1/1-k2 . 2,12
2_[0x fOx)dx =(1/1-k*)(4kk Io Xf(x)dx +oy,°+k%).
Le deuxiéme terme de cette égalité n'est autre que la limite de
EIXnI2 déduite de la relation (2.24), ce qui nous permet de déduire

(2.22).
W]

Propriété2.2 Si X, admet pour densité la fonction f, alors le
processus (Xn)n est strictement stationnaire et

transitif.

En effet, supposons que 1a fonction de densité de la variable aléatoire

Xy €st égale a f. Alors, puisque pour tout n dans N, fn=d(f-) et que
f=3(f),ona:

VneN, f, =f.

On remarque que la relation f = J(f) entraine que la fonction f est

strictement positive.
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Pour tout n et tout entier p21, il existe une application mesurable (Dp
de RP*! dans R, ne dépendant pas de p telle que :
Xne 1 = Ppni Hpeosbyep-1)
Soit r un entier tel que r20, et g entiers ny<..... <nq. Ona:
i Xnier |

(xni+f‘)i=|,q= Pro-ni™niers HnpepHnger-1)

vecteur aléatoire (Hm,.....,Hnj_,)t j=1,6. Les variables aléatoires
Xnyer €U X, ONt méme loi. Et compte tenu du fait que X, et X, sont
indépendantes respectivement de (Hy,,...Hp,) et (HyyopoHpger-y)
on déduit que le vecteur (X,.p)i=1 q 2 méme loi que le vecteur
(xni)i=l,q

Le processus (X, n € N) est donc strictement stationnaire.

Transitivité.
Pour montrer 1a transitivité du processus (Xn. n e N), on utilise une

propriété concernant les proceésus de MARKOV stationnaires, et

démontrée dans [13). Appliquée a notre cas, on obtient que les
invariants sont de la forme xn"(C), ot C est un borélien de R et n20.
X, '(C) est donc un invariant si et seulement si Xy '(C) et X, '(C) ne

différent que par un ensemble de probabilité nulle. Autrement dit :
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(2.25) Pl x,(©)Ax, ) 1=0.
Posons A =X, (C)AX,™!, on a:
PLAT = p([x, ' ©nx, 'COMIX, (CONX, (O] ),
ou CC est le complémentaire de C dans R. On peut écrire :
PIAT = PL X0, ™(CE) J+pL X0, 7MCE) ]

La relation (2.25) entraine:

(2.26) PIx,'Cnx,(CcO] = o,
et,
(2.27) PIx,"cCnx, O] = 0.

Si on pose p(x,n,B) = P[X.eB/ X,=x] , x € R, B € 8, alors pour tout

couple de borélien (A,B), on peut écrire :

PIx, (AN, '(B) ] -IB P(X,n, A (x)dx .

Donc, on déduit de (2.26) et (2.27) :

(2.28) Icc p(x,n,O)f(x)dx = 0 et[C p(x,n,CONX)dx = 0 .
- Comme la fonction f est strictement positive, on a donc :
~d'une part : p(x,n,C) = 0 p.p ou bien P[X €CC] = 0
-d'autre part : p(x,n,C¢) = 0 p.p oubien PlX,eCl=0.
Par ailleurs, pour tout borélien A de R, I'éqalité p(x,n,A) = O entraine
P[XO"(A)] = 0, puisque p(x,n,) admet une densité strictement

~positive. Alors, on conclut que les seuls invariants sont ceux de

propabilité égale a 0 ou | . D'oU la transitivité du processus (X, nelN).
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3-Cas ou I'hypothése Hyest supprimée
Nous envisageons dans cette partie d'étendre les résultats de la

proposition 2.1 au cas ou la loi de X, n'est pas symétrique : c'est a

dire que 1'on supprime I'hypothése Hy.

Soit P, ne IN, 12 loi de la variable aléatoire X, et I'(,.) le noyau de

transition défini sur (R,8) par :

(3.0 VXVB e 8, T8 = [ [1g o 0ONY-kXK)

+ 100 of (XIN(y-kx+K') ldy .
"(x,B) n'est autre que la probabilité de I'évenement (X, 1€B] sachant

[Xn=x]. On en déduit :

(3.2 VB8, B =g TxBP_ (@), 02l

Soit Q la loi de probabilité de densité f, ou f est la fonction paire

définie sur R* par 1a proposition 2.1.0n a:

+00

VxeR*, f(x) =Io f(u) [h(x-ku-k +h(x+ku+k")ldu .

Pour x dansR™, on a :
f(x) = f(-x)

+00
=fo f(u) [h(-x-ku-K) + h(-x+kurk)] du

+ 00

"'IO f(u) [h(x+kurk’) + hix-ku-k")] du .

Donc: +oo
VxeR, I’(x)=j0 f(u) [n(x+ku+k’) + hix-ku-k")] du.

400 0

Si on remarque quejof(u)h(x+ku+k‘)du est égale aI_Mf(u)h(x-ku*k')du,
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on obtient :
(3.3) VxeR, 100 = 101 1} 4 g (Nx-kUK)

*1)_ g0 o (Wh(x-ku+k) Jdu .

Soit un borélien B de 8,

a(B) = 51 (xiax.

Alors, d'aprés(3.3), on déduit la relation suivante

(3.4) o) = [ rixBI0.

Une telle loi Q verifiant (3.4) est dite stationnaire. La fonction de
densité f est strictement positive. On en déduit que pour tout B dans
8, Q(B) > 0. Q est donc strictement positive, au sens défini dans [15)
Notre but dans ce paragraphe est de montrer la convergence de la

suite (Pn)nelN vers la loi de probabilité Q indépendamment de 1a loi de

Xy, Pour cela, on se base sur des résultats de FELLER [15). Nous

donnons quelques rappels :

Définition 1 Soit (Pp)nelN une suite de lois de probabilité et P une
loi de probabilité. On dit que (P), converge
(faiblement) vers P si et seulement si P, (1) converge

vers P(1) quand n tend vers 1'infini pour tout intervalle
| borné et P-continu.

On dit qu'un intervalle est P-continu si sa frontiére est de probabilité

- nulle. Soit un noyau de transition K(.,.) défini sur (IR,8). Considérons

une suite de lois de probabilité ( o, n € N) vérifiant :

VBe B, . (B) =IIR K(x,Bloc,_y(dx)  n2l.
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Définition 2 Le noyau K(,.) est ergodique s'il existe une loi de

probabilité o strictement positive telle que la suite

(o, N e N) converge vers o quand n tend vers I'infini,

indépendamment de o,

Soit u(x), une fonction réelle définie sur R, continue et bornée. On

pose u, = u et on construit 1a suite (Un)neN a l'aide de la relation :

VxeR, uy(x) = IlR K(x,dy) up-(y) .

Définition 3 Le noyau K(,) est dit régulier si la famille (U )eN

est équicontinue quand Uy est uniformément continue .

Nous énoncons un théoréme dont la démonstration est donnée en

détails dans [15], et qui nous permettra de résoudre notre probleme.

Théoréme | Un noyau K(.) régulier et strictement positif est
ergodigue si et seulement s'il existe une loi de

probabilité strictement positive et stationnaire.

Le noyau I'(,.) défini par (3.1) admet une loi de probabilité Q
strictement positive et stationnaire. Si I'hypothése de " régularité "
était verifiée alors on pourrait conclure d'aprés le théoréme | a
I'ergodicité du noyau I°(.,.).

Soit u(.) une fonction sur R, continue et bornée. Soit alors, 1a suite

(un, n € N) construite de la fagon suivante :

On pose Uy =\, et
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(3.6)
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VxeR, uy, ()= I‘R F(x,dyu(y) n20.
Si on suppose de plus que Uy est uniformérent continue, la suite

(un, n 2 0) ainsi construite n'est pas équicontinue. En effet, on a :

up(x) = IlR h(y-kx-k'sgn(x)up,_ (y)dy .
uy(x) n'est en général pas continue en zéro. Donc (un)n n'est pas

équicontinue. On se restreint par conséquent, a I'un des intervalles
]-00,0[, [0,+00[. Considérons I'intervalle [0,+0o[. Pour tout x, y dans

R* ona:

lunO)-up(y) 1 =l I aNZkx-Ku, _ (2)dz -Imh(z-ky—k')un, ((2)dzl
=|Imh(u)un_  (Urkx+K')du- I g, (urky+k')du |

lun()-u(y) | ¢ Imn(u) lu,_, (Ukx*K’) - U, _(utky+k’) ldu
La fonction u, est uniformément continue. On a donc :
Ve>0, 3ae)>0/Vx,yeR", Ix-yl <ale) 3 lug(x) - uyly) < e,

et donc : | ug(urkx+k’) - up(utky+k) | < €

On obtient donc dans la relation (3.5), pour n=1 :

Ix-yl < a(e) = luy(x) - uy(y) < eIm h(u)du .

La fonction h eétant une densité, Uintégrale de Iinégalité

précédente est égale a 1. D'ou :
IX-yl < a(e) = luy(x) - up(y) I < &
En raisonnant par récurrence, on montre que, Ve > 0, 3 d(g) > O tel que

Vx, yeR*, Ix-yl <ae) 3 luy(x) - up(y)l<e, ¥YneN.
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D'ou I'équicontinuité de la suite (u,, ne N) sur R* .

Par ailleurs, 1a suite (lu D), est uniformément bornée puisque u, est
bornée. En vertu du théoreme d'ARZELA, on peut extraire une

sous-suite {Uw(n)(X)}neN de la suite {u (x)} gy , Qui converge vers

une fonction vy(x), x € R*, oU  est une application strictement

croissante définie sur N a valeur dans N.

Considérons l'intervalle ]-00,0]. Soit la suite {u°n, n e N} définie par :
Un(x) = up(x)  six<O,
U (0) = In h(y+k' W' (y)dy .

Considérons la suite (U'q»(n)}n , sous sulte de {u\}, , définte par:

u'w(n)(x) = uw(n)(x) si x € ]-00,0(

)@ = J g DY -1y DY
On montre de 1a méme facon que sur R* que 1a suite {u'w(n)l,vérif je la

relation (3.6) pour tout x et y dans ]-00,0]. D'autre part, 1a sulte (u'n}n
est uniformément bornée . 11 en est de méme pour sa sous-suite

{U,..n}. . En vertu du théoréme d'ARZELA , on peut extraire une
e(n)'n

sous-suite {”'now(n)(x”n de {u'w(n)(x)}n qui converge vers une

fonction v (x), x € ]-00,0], ou T est une application strictement
croissante definie sur N & valeur dans N.

Si on note (uﬂo(‘,(n)(x)}n la restriction de { U'ﬂo(p(n)(")} a l'ensemble

00,01, alors {upe( )X}, converge vers v, (x), xeJ-00,0].
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Par ailleurs {“ﬂo(p(n)(")}n en tant que sous-suite de (“w(n)(")}n'

converge sur R* vers vo(x)‘ Donc en fait, on peut extraire une

sous-sulte furye(n)} de fup} qul converge sur R.

A ce niveau, on peut reprendre le raisonnement développé dans [15)

pour démontrer le théoréme | . Cette démonstration repose
principalement sur le fait qu'on peut extraire de la suite {unln une

sous-suite qui converge . Ce qui est bien le cas pour nous. On montre

donc , que le noyau I" est ergodique.

La suite an, n € IN)_converge donc vers 1a 10i vers Q, au sens de la

définitiont.
Définissons, pour tout n, 1a fonction Gn par :

G(t) = 1) oo o WPL X < t 141 , o (OIPL X < L 111,
On montre, grace a la relation (3.2), que la suite (G, vérifie la

relation de récurrence :

(3.6) 6p(t) = Wt) + @G, (07)+ [ 6y (WHCEuddu
ou,
t
e = | Intysk)-hiy-k2lay

v

t t
WL =1)_o (D) | _eYKIy +1 g 4 ooq (X | o Ny-K)dy - 1)
H(LU) = Ko op(uN(t-Kurk) + kT g , cop(UN(t-ku-K') .

Soit L', I'espace des fonctions continues et intégrables sur R. On

note ".", Ia norme correspondante a cet espace. De 1a méme maniére

que pour g(.) (lemme 2.3) les fonctions (t) et P(t) sont des éléments
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de L'. Cect assure, compte tenu du fait que X, est du second ordre, que
Gy, est un élément de L Désignons par F, 1a fonction coincidant sur

R* avec F et telle que pour tout t dans }-00,0[, on a:
t
F(t) = I_m f(u)du .

F se met sous la forme suivante :
t

t
F(t)=1 ]-oo,ol(t).[,_oof(")d“ +1 [0’#“[(0( Iof(U)dU -1/2)
or,
t
Io f(t)dt = a([o,t))
= Q(J-00,t]) - Q(]-00,00),
et Q(}-00,0[) vaut 1/2. Donc, ona:
F(t) = 1)_qq p(00(1-00,t1) + T (g o ( O1-00,t]) -1}

On en déduit comme dans (3.6) :

F(t) = W(E) + @UUF(O7) + | FOH(t,wdu

F(07) est égal a 1/2, ce qui donne,

(3.7) F(t) = W(E) +1/26(0) + | Fu(t,widu

(3.6) et (3.7) nous permettent d'écrire :

lIF-6,ll < llell [11/2-6,,-07N ]+ IR []R IH(twidt 1IF(u)-6,,- ¢ (Widu.

Compte tenu des propriétés de h,

IR IH(t,wldt <K

On a alors,

I F-6, 1 <l 1726, 00l + kI F-G,_y .
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Par ailleurs, G,_1(07) = P,_,(]-00,0[) converge , du fait que I' est

ergodique, vers Q(]-00,0[) = 1/2 . Ce qui implique :

Lim, IF-6ll=0. -
Ainsi, 1a suite (Gn, n € IN) converge au sens de L! vers F. Pour tout t
dans R, F'(t) = f(t). Alors, la variable aléatoire Xy N 21, admet une

fonction de densité f, telle que pour presque 'tout t dans R,

(3.8) fp() =G (1) n2l.
On montre, de la méme maniére que pour la proposition 2.1, que la
suite (f,, n € N) converge uniformément vers f. Cette suite vérifie en

outre, 1a relation suivante qu'on déduit facilement de (3.6) et de (3.8):

() = 1S ot AL udu.

On retrouve les mémes résultats que ceux obtenus dans le
corollaire 2.1 et la proposition 2.1. 11 suffit de remplacer les

intégrales sur R* par des intégrales sur R.
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\li-_PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE 1A FAMILLE D'ESTIMATEURS
(@7.T>0).

1-Introduction
Nous envisageons dans ce paragraphe de démontrer certaines

propriétés de convergence de la famille d'estimateurs (GT, T>0)du

paramétre ¢, donnée par la méthode du maximum de
vraisemblance (§1). Comme nous l'avions déja expliqué dans les
paragraphes précédents, ces propriétés sont données par le
comportement asymptotique des Intégrales sulvantes :

1 .
2
Jewa et [ xwovwa

Le contrdle Y,(.) étant choisi, nous étudions les intégrales :

T T
oni2(t)dt et oni(t)vi(t)dt.

2-Etude de L (¢)et L?pour le contrdle Y(.).
L'étude du paragraphe 11 a révélé I'existence d'un processus discret

(Xi*(tni) )neN strictement stationnaire transitif et du second ordre,
solution de I'équation :
(2.1) X,(tne ) = kXt + kysgnlxiep D]+ H! mo.

(H.!

ns Ne€ N), étant la suite des variables aléatoires définies au

paragraphe 1-2 indépendantes entre elles, de méme loi et

mdépendantes de Xi(tni). Notons X;* le processus solution de
I'équation 1.(2.2) correspondant a un état initial X;*(0) et un contréle

Y;* donné pour i f ixé par .
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Vit et et b v = sgalxpt bl

On peut énoncer les résultats suivants dont l1a démonstration s'appuie

sur les propositions du paragraphe I1.

T T
Lemme2.|  Limg l/TIOIXi*(t)th et Limy 1/T J o XDV *(t)at

exis‘tent au sens de la convergence en moyenne

quadratique et presque sire , quand T tend vers 1'infini.

th+ 1!

N 2
Posons S -Itnl [x(v]*dt .
{X;*(t)} étant solution de 1.(2.2), on peut écrire :
(2.2) Spx= alxp(t Ml +b+ ¢ Ixpece Dl
+ U ot b+ U 2sgnlx *(t h]+u 3
n i n n i'n n:
ou a,b,c sont des constantes. {Unj}neN' j = 1,.,3 sont trois suites de
variables aléatoires, indépendantes entres elles, du second ordre et
de méme loi. Pour tout n € N, Unj est indépendante de Xi*(tn').
jvariant de 1a 3.
D'aprés [13], [23], de telles suites {Unj}neN' j variant de 1a 3,
forment des processus ergodiques presque sdrement et en moyenne
quadratique. D'autre part, le processus (X,-*(tn') }neN est strictement

stationnaire, transitif et du second ordre. Il est donc ergodique

'presque sirement et en moyenne quadratique . Alors d'aprés [13], et
[23], 1e processus (5h™)nely €St aussi ergodique presque sirement et

en moyenne quadratique. Donc 1a limite quand N tend vers l'infini de
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I/N2n=0 N Sp existe en moyenne quadratique et presque sdrement.

D'autre part, on a:
T
. 2 1 ‘
Limy, o /TIO [xiFdt = Limy, o, 2'/NZ o\ Sp*

T
On en déduit le résultat du lemme pour 1/T Io [x;*(t)]dt. Quant a Ia

deuxiéme limite du lemme, on procéde de la méme maniére : on pose
tnfli
Vn*=Itni X{*(t)Y,*(t)dt. Pour les mémes raisons, la suite (V)

est ergodique presque surement et en moyenne quadratique. On peut

écrire aussi:
T
. i '

Ce qui nous permet de conclure.

T
Posons: A= Lim]_,wl/TIO [x;*t)Fat

T
A = LimT_,ml/TIOXi*(t)Y‘*(t)dt .

On a, alors , le résultat suivant :

T
Lemme 2.2 p—um]_,ml/rlolxi(t)]?at = A
T

P-Limy o0 1/T [ Xi(DY (D0t = A -

Démonstration

tae !

On pose : Sn=Itni [Xi(t)]Zdt,

(2.3) Mynep” = 1D 20 )Spe
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et Mpnep = 1/(n*p) zj=o,p5n+p .

On peut écrire, comme dans le lemme 2. I,
T
. 296 _ 4 s i
Limy,, oo1/TJO [xj())at = Limy, . 2'/N Z on-15n
- Li i
=Limy, 0 2' Mgy

Nous allons donc étudier 1a limite de 1a suite M, k)x » Quand k tend

vers I'infini. Si on considére les relations (2.1) et (2.2) réécrites

éventuellement pour X;j, on voit alors qu'il existe une application
d, , de RxR4%*3 telle que :

Manep = Ppn (Xittyh,ap ),
et My nep*= ®p.n (XX(taD, @y )
ou Qp,n est le vecteur aléatoire (Hn,k, k=0,.,p-1; Un+j" j=o0,..,p, 1=1,3).
On sait que les variables aléatoires H, et Un' sont indépendantes de
Xi(tni) [resp. X,-*(tn')] pour tout n dans N, et tout | variant de 1 a 3.
Aussi le vecteur Qp , est indépendant de X,-(tn') [resp. xi*(tn')] . Si

pour toute variable aléatoire X, on note Py sa loi de probabilité, alors

on peut écrire :

(2.4) VxeR,P[ Mn,nep < X ]l= f g3 pxi.(mi)[ y/(bp‘n(y,q) <X ]Pm‘n(dq)

D'apres le corollaire 11.2.1, pour tout €0, il existe N dans N tel que

pour tout borélien C de 8 on a :
Vn2 N, l pxi'(mi)(C) - PXi(lni)(C) l<e
D'apres (2 4), on en déduit compe tenu du fait que xi*(tni) a méme loi

que X;*(0),
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(2.5) Vn:N,VpeN VeR, | P[Mn,mp ¢x] “p[Mn,mp* <x]l¢e.
Soi x eR tel que g(__<__2\_,2'i. D'aprés le lemme 2.1, il est évident de
déduire : Ve>0, INeN, Vp2N PM, % <xlce.

En effet, quand p tend vers l'infini, Mn,n*p* converge vers )\iZ". Donc
d'aprés (2.5) :

VnaN, INeN Vp2N  PM o <xl<2e.

Par conséquent :
Ve>0, INeN, Vn2N, INeN, Vp2N:

(2.6) PIMg nep ¢ X1 € PIMy nup s X] < 26
A présent considérons x dans R tel que x> L;Z'- Pour tout n tel que

n2Nona:
Mo,nep = [So* -+ Sp-g1/mep + 1
Soit un réel v tel que x-1 > k,?". Alors :
PIMy nep X € PIMy op > X0 + PISG+. . 4S5 /nep om),
et donc :
(2.7) Py ep<x) 21-PIMy 1up> x-n - P[Sy+. +5p_y/n+p >ul
D'aprés le lemme 2.1, on peut écrire :
Ve>0, INeN,Vp2N", P["n,n+p* > x;n] E
Ceci nous permet d' avoir, d'aprés (2.5),A
(2.8) PIMy ey > x-nl < 26
D'autre part, d'aprés le paragraphe Il, on a:
| Lim, o EX;(t, DI = ElX*(0)]

et Lim,, o0 EX;(t, DI = EX (007
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De 1a relation (2.2) écrite pour S, et du fait que les variables
Unj, J=1,3 sont centrées pour tout n dans IN, on déduit que 1a suite

{E(S)), ne N} est bornée. Alors d'aprés I'inégalité de MARKOV :

(2.9) IN“eN, VpaN" PI(Sy+. +S,_|)/n+pon] <.

Les relations (2.7) , (2.8) et (2.9) entrainent :

(2.10) Ve> 0, Vn2N, Vp2Max(N'N), P[M, nep $ X1 21-3€.

En comparant les deux cas qu'on vient de traiter, on voit que la suite
(”o,k)keN converge en loi vers xiz", ce qui entraine la convergence

en probabilité. On a donc :

T
P-Limy, NI/TIO [xi(Fdt = 2" P-Lim, , .My | = A
T
Pour l1a limite de I/T_[O Xj(t)Y;(t)dt, on applique un raisonnement

analogue .

Lemme 23 Py, -Limp,  [1/TL@)=- [ X N
A A Aol

] 1
Lamatrice| A; 1 ], notée Ji(e), est inversible .
Démonstration
Le premier résultat de ce lemme, est une conséquence immédiate du

lemme 2.2. En effet 1/T L@ s'écrit :

T T
1/Tfolx,(t)]20t n/Tfoxi(t)v,(t)at

2) =
/71,

T T
17 I o Xi(yat 1/7 I olYi(Fat |

Comme IY,(t)I2= | pour tout t dans [tni, thei i[, n dans N, alors on a:
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T
|/TIOIYi(t)]’-dt =1
On applique alors, le lemme 2.2 aux différents termes apparaissant

dans 1'expression de L,m. On trouve le premier résultat .
Montrons & présent que 1a matrice J;(t) est inversible .

On a vu dans 1a démonstration du lemme 2.1, que )\i, )‘i. vaiaient :

:
-p - 24t = P . -Lim.2!
A= PyitiMps oo |/TIO [xi*(OFdt = P y-Lim2'/N Z 5%

T
p - ' “p o -lim.2l
A=P, yiLimy, MI/TIOXi*(t)Yi*(t)dt = P,y LIMy2'/N 2V

o.Yi
(Sn*, ne N)et (Vp*, ne IN) sont deux processus ergodiques. Donc :
tr!
A = 2'E[S %] = 2‘EIO [x;*(t)Pat,
te!
Ap = 2'Elvy*] - 2‘5]0 X*(OY (L)t
Supposons que la matrice J;(¢) n'est pas inversible, alors AA2=0.

Donc :
t! ti
1/2'5[0 [x;*(t)Pat - €( IO XY *(t)dt) = 0.
t
On remarque que Io [Yi*(t)]zdt = t,' = 172! on peut donc écrire :
t ti ti
E( Iolv,*(t)]"’dt]olxi*(t)lzdt)-e( on,*(t)vi*(t)th = 0.
D'aprés l'inégalité de SCHWARZ, il existe alors une constante o > O,

telle que pour tout t dans [0,t i[, ona:

X;*(t) = oY %(t) = aSgnlX;*(0)].
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Ce qui implique que Xj* ne prend que les valeurs -o ou +& sur
I'Intervalle [0,t,i[. Or dapres le paragraphe I, X;*(t) admet une

densité, on conclut donc que Ji(lp) est inversible .
(]
Lemme 2.4 Relativement 3 PQ‘W , WU/T LT“) converge en moyenne
quadratique vers 0 .
Démonstration,
VnelN Vit te ltni, tn,,i[, il existe deux constantes «, g
strictement positives telles que :
EX;(OF < o Elki(tn')l" +B.
Comme on a Lim, , EIXi(t,,")I2 = EX*O)? , alors 11 existe une

constante e strictement positive , telle que pour tout t 2 0,

(2.11) EX(DF <e.

Par ailleurs on a:

o '
J xivaw,

i
| Yiwaw,

S1 on note " " 1a norme euclidienne, on a :

T T
Il oxe) 171 o Xi(Oaw 2+ [ | o Yi(haw P
et, 1 ;
Epguil 1L OIF1 = Ep, L], X(OaW Potp, L v i(0aw, I

D'apres les propriétés du processus de Wiener on peut écrire :
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:
Epguil 1L @)= J, ExcoPar e 7
Donc :
T
Epguil 177 LI - 1/7210 ElX(Pat + 1/

En utilisant (2.11), on trouve :

LIy oo Epgu 17T L0 (@I = 0,

d'ou le résultat .
(]

Lemme 2.5 Pour la convergence en loi relativement a PQ yona:
LMy oo 1/4T L) = V(e)

ou V(i) est un vecteur gaussien de loi N(0,J;(¢) ).

Démonstration
Pour montrer ce lemme, on applique un résultat de TARASKIN [24] Les

conditions permettant I'emploi d'un tel résultat sont vérifiées. En
effet, d'aprés des propriétés du processus de wiener W , le

processus {L{("(g)}; est une martingale de carré intégrable et de
T T 9 9

processus croissant {-L; @}, . {-L{2}; vérifie

(2.12) Py LMy o 1/T L2 = -Ji(e) .
Par ailleurson a:
— 'T 1 1
E[1/T ), x2Vat] E[I/TIOXi(t)Yi(t)dt]
El1/T @] = : I ,
- LED/T ) Xxjtvytiat] E[l/TIOYiz(t)dt] _

;
. E[I/TIOXiz(t)dt ]= 2N zn=0,N E(Sni) , ou, d'aprés le paragraphe 11
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iz )12 i i 2 i 3
Sp'= alX(tn DI b+ eyt D+ Uy X et D + U 2Sgnx (e b +u
Les résultats du paragraphe 11-3 entrainent :
Lim,, E(Sp)= aElX*(0)+ b + cEIX*(0) + E(UyDEX*(0) )
+E(UeLimy,, LESXj(t, D] )+ EU,3).

Ona:

0
ElSgnx;(t,h] = IR Sgn(f ! (x)dx = I-2I_“ foloodx
ou fnI est la fonction de densité de 1a variable aléatoire Xi(tn') . Par

ailleursona:
0
[t loax -6.k0) et Limp, o0 6,0) = 1/2.

Donc, Lim,, o E[SgnX;(t,h] = 0 = E[Sgn X;%(0)].
D'od, Lim_, . E[S,1 = €[ 5,1*].

On obtient alors :
1
Limy, o E[1 /TIO XAt = 2" e[y ™] = a; .

En raisonnant de la méme fagon, on obtient :

T
leI.,mE[I/TIOXi(t)Yi(t)dt 1=

D'autre part : T

El I/TIOYi2(t)dt]= 1.
Donc :
(2.13) Limy o EL/T L] = -Jite)
En vertu du théoréme 1 de [24], (2.12) et (2.13) entrainent que le
processus {1/VT LT‘”(Q) }T converge en loi vers un vecteur gaussien

V() centré , de matrice de variance-covariance A donnée par :
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A=PyyLim, o -1/7 @]
= Jj(e) .
O
3-Propriétés de la famille (§;,7>0).

Nous présentons les différentes propriétés de la famille (QT,DO) :

Proposition 3.1 La famille (GT,T>O) vérifie, relativement a la loi

pQ.,Yl .
N [ J
1- PQ-.Yi—LimI_, 0olf7 = @
2- 4T (G,-Q') converge en loi vers un vecteur
de loi normale, centré de matrice de

variance-covariance  [J;(@) 1.

Demonstration:
Soit l1arelation:
(3.1) e = LT L M)
Ona
@ = LT L@/ T L)
On voit a partir de cette relation que le point | de la proposition est

une conséquence immédiate des lemmes 2.3 et 2.4. D'autre part on a:
VTG = L1/T L@ DT L )]
Le point 2 se démontre en appliquant a cette relation les lemmes 2.3

et 2.5.
)

Conclusion

La proposition 3.1, permet de conclure que la vraie valeur ¢° du
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paramétre du systéme, est asymptotiquement identifiable. La
normalité asymptotique de J’T'(GT-Q') étant verifiée, il reste a

etudier la variance asymptotique par rapport a ¢, ce qui fera l'objet

du paragraphe suivant.
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IV-OPTIMALITE DE LA STRATEGIE (Y;)=(SgnX ;).

L-Introducti bl ‘optimisati

. Pour la résolution du probléme d'estimation du parameétre ¢, nous
avions choisi une stratégie du type | qu'on note (Y*}) = (Sgn[Xi(tni)])n.

Il est alors naturel de se demander comment un tel contrdle
intervient dans un tel probléme, et qu'elle peut étre son influence sur
la qualité de I'estimation de ¢? On se propose en termes statistiques
de répondre a de telles questions :

-On choisit un critére doptimalité 1ié a I'estimation. Donc on prend
comme critére “la_maximisation de la trace de la matrice de
EISHER". Puis au sens de ce critére, on détermine un contrdle

optimal. On montre alors que (Y°{) est optimal pour ce critére.

2-Le probiéme

Soit Cei, 1a classe des stratégies incluses dans CO, et définies dans
le chapitrel. Y*; appartient de fagon évidente a CeiA A tout élément de

i
Ce

on associe un processus X; solution de I'équation 1(1.1). La
matrice d'information de Fisher est donnée par :

_ T T }
J JXOFdL f XYyt
Iy () = EpTyy, T ,

T
_oni(t)Yi(t)dt J Y407t

.

ou PT y; représente 1a loi du processus (X;(t) ;associée au contrble

@,
(V{(t)), tel0,T]. Soit Vy,Tte) = EpT,y[tr(J; T ()], Vespérance mathéma-

tique de la trace de la matrice JiT(w) par rapport a la mesure PTQ Yir
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Ona:
T

vy Tt@ = L J {Ix P voPat 1

L'intervalle [0,T] étant partitionné par la suite ﬂ)', i Tixé, 11 existe
d'apreés 11 quatres constantes A, B, C,D strictement positives et telles
que :

ViT(o) =viN@E X LAl (t, DIZBx;(t, v, ! v, 'Pep ),

ot T'on note Y, = W [xi(t,h] et T = N/2!. Pour simplifier V'écriture, on
convient de ne pas noter I'indice i, et on pose :

- Xty = X,

A,

- C, représente Cei :
On a,

Xn¥nd *CE[Z _ 2] +D.

(2.1) VM) = AEIZ _ X 2] +B E[Z n=oN'N

n=o0,N"N n=o0,N

Nous envisageons de montrer que le processus (Y*) vérifie:

(2.2) Vy-Me) = Sup vy M)
YeCy

Remarquons que, puisque IYnI <1 pour tout ndans N, on a:

ELZ XY JSEZ _ LI vl

n=o,N n=o,N

<ElZ _ X1

n=o0,N

Si Y* maximise E[Z IX,J], alors on a:

n=0,N

(2.3) Max yELZ, o \ ol = ELZ ) (e pl-ELZ, o \xenve ),

n=0,N

ou (X°),, est la suite de variables aléatoires associées a la stratégie

(Y°n)n = (SgnX®), et vérifiant 1'équation 11(1.1). Alors, pour tout
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contrdle Y de Ce,

E[Z XY SELZ o oXonYpl.

n=0,N n=g, N~ N

Y* étant un élément de C, on en deduit
(2.9 Maxyece ELZ, oy XnVn 1= ELZ o \X*n¥"n] -
Ainsi i1 suffit de montrer que {Y°} maximise E[anoN |an] et

E[Z

n=o N X Xn2] pour déduire (2.2). Notons que {Y*} max.mise de fagon

évidente E[Z _  ¥n2] Soit un réel x . On se propose, par conséquence

n=o0, N

de ce qui a précédé, de résoudre les deux problémes d'optimisation :

Q,: maximiser sur Cg, E[ Z . an2 / %g=x 1= FIY’
Q,: maximiser sur Co, ELZ__ X/ X =x ] = FQY.

Remarque 2.1

Les fonctions Flv et F2Y se mettent sous la forme :

n=0,N

ELZ, o FX) / X =x],

ou f est une fonction réelle, convexe, paire, continue et
positive.ll est plus astucieux de résoudre le probléme d'optimisation

suivant :

. =y]=¢Y
Q: maximiser sur Cq , ELZ_ \ (X)) / Xg=x] = F,
ou f est une fonction présentant les caractéristiques citées plus

haut. Q; et Q5 sont alors des cas particuliers de Q

3-Résolution du probléme Q

Le probléme d'optimisation Q s'énonce de la fagon suivante :
A tout contrble Y = (Yn, n = O,N-1} on associe une suite X = {Xn, n=0,N}

vérifiant :
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(3.1) Xne1 = KXy + KYp + Hy n=0,.N-1,
{ Xo =X .
X réel quelconque donné. 11 s'agit de trouver un contrdle Y = {Yn} de
Ce, Qui maximise :
ELDY(Xy,.. X / Xg = X ),

ol @¥(Xy,... X = I\ T(X5), (X, n =0, N} vérifiant (3.1)0n applique

n=0,N
a cette fin 1a méthode de la programmation dynamique exposée avec
rigueur dans [17]. Les hypothéses assurant la validité de cette
méthode sont :

_ la semi-continuité de la fonction QY(XO,...,XN)

- pour toute fonction g, continue et bornée sur R :

qu 9(2)Py,,,(dz/X, =x, Y,,=y) est une fonction continue en (x,y) sur R2.

Dans le cadre de notre étude, la fonction (DY(XO,...,XN) est continue
sur RN D'autre part, pour X,=xetY =y, la vérlable Xn+Sult 1a lof
de probabilité, de densité p(x,z;y) =.h(z—kx-k‘y). Pour toute fonction g
continue et bornée de R dans R,Im lg(z+kx+k'y)h(2)ldz est continue sur
R2 En effet :

In lg(2) h(z-kx-k'y)ldz = In lg(z+kx+k'y)h(2)ldz.
La fonction g étant bornée , il existe une constante M strictement
positive telle que |g(u)lsM WueR. La fonction h étant une densité, on en
déduit :

I g 192) Nz-kx-K'y)ldz <M.

D'ou I'intégrabilité de 1a fonction en z, g(z)h(z-kx~k'7) pour tout couple
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(x,y) de RZ.
-D'autre part, pour tout z dans R, 1a fonction h est continue pour tout
(x,y) é1ément de R2 Alors en vertu du théoréme de LEBESGUE on en

déduit que «[R g(z)h(z-kx-k'y)dz est continue en (x,y). Sous ces

hypothéses on a le résultat suivant :

Proposition 3.1 La stratégie Y° définie par,
{v,".n=0,N-1} = {SgnX,, n = 0, N-1}
est solution optimale du probléme Q.
Démonstration

Posons : Fon e XD = Zyy 1))

et, om0 = Sup EylF (X, Xp) / Xy = ],
ou EY représente 1'espérance mathématique par rapport a la loi de
probabilité de X associée au contrdle Y de Ce. La suite de fonctions
(F. M = 0, N) vérifie 1a relation sulvante :
Frn-1Xm-p0XN) = T2 )+ FnXpe-Xy)
oy, X = KXo+ KY oy Hop -
EyIF -1 10X X 1 =X1=
Ef Eypyey [ 1010+ Eyy gy X)Xl Xy =)
YN-1 YN-1
ﬁrenons le Sup des deux quantités de cette égalité sur I'ensemble des

vecteurs ligne (Y Yy-1) Ona:

m_',--.’

em-100=Supy, £ {100 + By [F (X, X 07X )

ar L)
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= Supy,,,_E{f(x) + Supy,  Ey [F X Xp 7% 1)
-1 YN
= SUPy,-g EL 1O + pro(kxekY _#H ) ).

On pose Y,,_; = y. D'aprés la relation (3.1), on a:

(3.2) em-100 = Sup [ 100 + gy kxsk'ys2) JaP(2),
Ivlst

ou, dP(z) = h(z)dz. C'est cette relation qui nous permettra de résoudre

notre probléme. On a alors :

en(x) = 1(x) .
La fonction eN() vérifie les propriétés suivantes :
Py : eN(.) est paire, continue ,

P : eN() est convexe .

Ona:

en-100 = 100+ Sun gy 1 [ entkekyr2)ap@2)

Considérons la fonction l]fx(y)=J'.l en(kx+k'y+2)dP(z). ,(y) est une

fonction convexe en y. En effet pour A dans 0, 1[, et pour tout yiety,

dans(-1,1lona:
W, Ay +(1-Ayp) = | g ON(KXAKY  +(1-M K'Y+ 2)dP(2)

=In en(Akx+K'y | +Z]+(1-A)lkx+K'y 5+ Z])dP(2).

Lapropriété p jentraine :

W,y +(1-2)yp) sjn[)\pN(kx*k’yl*z)*(l-)\)pN(kx*k'y*z)]dP(z)

D'ou 1a convexité de 1a fonction l]!x(.). D'autre part, on a:
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W, (y-(2k/k)x) = Im ep(kx+Kly-(2k/k ) 2)dP(2)

- [ entkeskys 2P

En utilisant la parité de 1a fonction gy et la symétrie de la loi P, on
trouve :
W, (y-(2k/K')X) = Wy (-y).

cette relation entraine :

(3.3) W, (y-(k/7k)x) = @, (-y-(k/Kx).

On en déduit que 1a fonction |, () présente une symétrie par rapport a
la droite d'équation : y = -(k/K')x . Les deux propriétés de ()

entrainent que le Sup de , est atteint sur le compact [-1,1]eny = -1
ouy =1 suivant que x est négatif ou positif. De fagon évidenteon a:

¥, (1) six0
Sup W,(y)=| WyH) six0 .

Dans le cas ou x vaut zéro, la fonction () est paire. Elle atteint

donc son maximum en ¢ 1.
En conclusion , y = Sgn(x) réalise le Sup sur [-1,1] de la fonction

Y, (y). On a donc:

(3.4 en-1 () = F(x)+ IR en(kx+k'Sgnx+2)dP(z)

Propriété3.1 Lafonction gy (x) vérifie les propriétés p et po.

Montrons 13 propriété p -

Pour tout x dans R, gp-1(-%) = f(x) *Ia en(-kx-k'Sgni-x)+2)dP(z)
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On a Sgn(-x) = -Sgn(x), et du fait que les fonctions p\(.) et f(.) sont

paires, alors :

en-1(-X) = f(x) + Im en(kx+k'Sgn(x)-z)dP(z) .
Sachant que 1a loi P est symétrique, alors:

eN-1(%) = en-1(X) .
On remarque que la fonction gy_j(x) est continue en tout point x = 0.
Le probléme se pose a l'origine. Montrons donc que la fonction pN_,(.)
est continue en zéro .
Posons :

o) = | ek k'S 2I0P(D).

Ona:
©(07) = IR en(-k'+2)dP(2).

En utilisant la parité de la fonction en et la symétrie de 1a loi P, on

trouve :

©(07) = I g eN(K'+2)dP(2)

= ¢(0"),
ce qui achéve de montrer p;.
Propriété p, .
Sachant que la somme de deux fonctions convexes est encore convexe,
~ il suffit de montrer que la fonction (.) est convexe sur R. (x) étant
paire, si on suppose que ((x) est convexe sur R*, alors par raison de
symétrie, 1a fonction ((.) est convexe sur R™. Comme on a montré que

@(.) est upe fonction continue sur R, alors, on peut en déduire que ¢(.)

est convexe sur R. Aussi nous allons montrer que ¢(.) est convexe sur
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R* Soient x et y de R*, et o appartenant & 10,1[. Alors :

elox+(1-oc)y) = In eN(k(«x*( 1-0)y+k'+2)dP(2)

’In enl oc(kxsk'+2)+(1-00(ky +k'+2)]dP(2).

Comme py vérifie pp, on en déduit donc :

elox+(1-0)y ) < aep(x)+(1-00)e(y) ,
d'ou 1a convexité sur R*et donc sur R tout entier.
a

Par un raisonnement par récurrence, on étend le résultat (3.4) a tout

n ¢ N-2. On montre a chaque étape que les fonctions Pn(X) vérifient les

propriétés pet py, n < N-1. Pour n variant de O a N-1 y'n=Sgn(xn)

réalise le maximum sur [-1,1] de Ill entkx +k'y+2)dP(z). On peut donc

affirmer d'aprés [17] que le contrdle Y’=(y'0,...,y'N_I) est solution

optimale du probléme Q. Ce qui démontre la proposition 3.1

Ona la relation suivante :
Y® _ - . =v1 Y

FU = pol0) = ELZ, g \f(X°p) / Xg=xI 2 F,
ou FYest 1a fonction définie dans 1a remarque 2.1. Si Xo_admet une loi
de probabilité Py alors, la valeur maximale de E[2n=0 Nf()(n) ] est
donnée par :

So = J g aX)dPGX).
D'aprés la remarque 2.1, Q; et Q; sont des cas particuliers de Q, ou

f(x) est égale & x? dans Q, et Ix| dans Q. Y° est alors solution

optimale de ces deux problemes. On a donc la relation (2.4)
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Y*, maximisant sur C, les trois quantités E[ZX,?], E[Zx v, et

E[Zv,2], est solution de (2.2).

-Extention du probléme Q 3 une classe de contrdles S

vaste.

Considérons la classe Cai des stratégies qui sont définies de la

fagon suivante : v! est élément de Cai, s'il existe une suite

{\lfn',n=0,N-l} de fonctions mesurables de R", n variant de 0 & N-1, a
valeurs dans [-1,1], telle que pour tout t dans [tni,tn, i i[,

Y = W, lx,00),... X(t, D))
On note l}fn'(xi(O),...xi(tn')) = Yn' et on convient de ne pas noter
I'indice i. A tout contréle Y=(Yg,....YN-1) de C,, oh associe une suite de
variables aléatoires (Xg»-,XN) vérifiant la relation :

(4.1) Xne1 =KXn + K'Yy +Ho 020

X, donné .
La classe C,, est incluse dans C, Le probléme d'optimisation s'énonce
alors, comme suit :

Q': maximiser sur Cy , E[2Z, o \ f(X)) ],
ou (X, n = O,N) est le processus vérifiant (4.1) pour un contréle Y de
'Ca. Le probleme Q' se pose dans les mémes termes que le probléme Q.
La seule différence est que Y, dépend de X,..X, dans Q , et

uniquement de Xn dans Q. Mais cette différence n'intervient pas
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dans 1a résolution de Q' Seules interviennent , l1a propriété IYnI <1

Vn, n =0, N-1 et 1arelation de récurrence (3.2) qui est démontrée

de la méme fagon dans le cas de Q. Ainsi, on montre que le contrdle

[Y'i] est optimal dans la classe Ca‘ .

Conclusion

On conclut ce paragraphe en disant que la stratégie [Y"], i fixe, est

optimale pour le critére choisi dans la classe des stratégies étagées

ne dépendant que du passé de I'état du systéme en des instants tn' et

sous 1a seule contrainte d'avoir "Y," <1 "" représente la norme

euclidienne dans R".

0 ta
T
Nous remarquons que la quantité jo (Xt2*Yt2)dt représente d'un

point de vue physique , lénergie nécessaire pour réguler le
systéme. Afin de mieux identifier les paramétres du systeme, nous
avons donc rendu cette dépense d'énergie maximale. Ce qui est peu
réaliste, car dans la pratique I'examinateur cherche en premier lieu a
minimiser la perte d'énergie et donc le colt des opérations effectuées

sur le systéme.

de ieux otres du systéme, minimiser

) ie, ce a_ deux effet istes ne
ouva tr ndus possibles S ané .

On conclut en notant que le contrdle {v*;} permet une identification

optimale. Mais sur le plan pratique ce contrdle, pour les raisons
citées, présente peu d'interét.



CHAPITRE 3

ETUDE DANS LE CAS DE STRATEGIE DU TYPE Il
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X%, i e N*

i. introduction

Soit la suite de processus [ X;*, i e IN¥*), telle que pour i fixé, {X,*(t)l
est le processus défini au paragraphe 2-111 et solution de I'équation
suivante :

pour n € Netttelquetn' < t<tn,|'ona:

Xy(t) = e (t=tn) Xyt - wz/q’,(I—e"l(t't“))San‘*(tn‘)
t t
(1.1) e Itni @19 g + [ 1 e@1t-S) qug

ot {uy} est un processus de Poisson défini a partir de la mesure q par:

(1.2) Uy = IIR vq ([0,t] xdv) t20.

Nous envisageons dans ce paragraphe, de montrer que la suite de
processus { Xp*,ie N>} converge, au sens de la convergence presque

sdre vers un processus X*, solution de I'équation (I) (chapitre 1),
stationnaire au sens strict et transitive.

Pour cela, on utilise un critére d'étroitesse dans I'espace D, muni
de la topologie de SKOROKHOD, voir [2], [19]. Ensuite, grace a des
techniques de [16], on montre I'existence d'un tel processus X*.

On achéve ce paragraphe en démontrant la stationnarité et Ia
transitivité du processus X*. L'étude de ce chapitre se révéle délicate

et nécessite une hypothése supplémentaire. On suppose vérifiée
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- I'hypothése suivante :

(H) IR vip(av) <+oo
tn*li .
. ]
posons: T, =‘_[tni IR ve®1{th i~ Sgds x dv) ne N, ie N
L’hypothese (H) entratne la relation suivante :
tn+|l .
(1.3) Itni [ IIR v2 e2€1(t 1= 9) y(av) 12

+ IR v e®@1(t 1= 9) () ] ds <+ o

D'aprés la propriété du chapitre 1 82, on déduit de (1.3):
i
tn+1

(1.4) E ljtni IR ve®1(thyy=S) g ds x dv) [ = E Tl ¢+ e

Par ailleurs, les propriétés du processus de WIENER W, voir [17] par

exemple, nous donnent :

[Ml' , tﬂ'fli .
)
(1.5) lf ot €@ 8) aw 4 ¢ lajtn' e41(th 1~ ) gs
4
=[1/-4¢,)1-e%12)
Comme on a:
i
tn+1 i
. . ]
Hy' =T, + Itni e®1{the 1= 8) qw,,
alors :

i
tn+t

. . i
el 1 <8 (EIT, I o E1f i @1t 9 awg ),

On en déduit grace a (1.4) et (1.5), I'existence d'une constante C > 0,
et indépendante de n telle que pour tout | elN* et tout ne N,

(1.6) ElH 1 =ElH I <cC
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2. Etroitesse de la suite (X;*);
On montre le résultat suivant nécessaire pour 1a suite :

Lemme 2.1 : Pour tout entier p, p < 4, il existe une constante Kp

strictement positive telle que :
VieN* EIX*(0) P <K

Démonstration :

D‘aprés le chapitre 2 on a, pour i fixé et tout n de N

X% (1) = ki Xt + Ky SgnlX* (£, D] + Ht 21,

Les variables aléatoires H i, n € N, ont méme loi indépendante de n.

Compte tenu de I'indépendance de Xi*(tni) et Hn', et de la stationnarité

au sens strict de 1a suite { X*(t 1), ne N}, ona:

Vn2l, EIXp0) P < k2 EIXx(0) P
2n-2
+ AL ELX(0) el X0 P! +1]

i=1 n

+B, 2 ElHy,
k=0

ou A, etBpy,n2 1 sont des nombres réels ne dépendant que de n.
D'aprés 1'inégalité de SCHWARZ :
Elx <02 < [Elxp(0) P12 [ £l x(0) "2 1'%,

ce qui donne :
2n-2

EX;%(0) "« k2 El X;%(0) P + Ak [ 2 ElX*(0) ¥
.. -
+(E1 x;%(0) 2")2E(1 xx(0) P2 41 ]

k=n
+B, 2 o ElHI*,  VneNx,
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Pourn=1,ona: ‘
VielNs, EX=OR < k2 El*O)I +k';2

+ 2k k'j [EXpOIR] 72 +0%g,
ol 6%,i est la variance de la variable aléatoire HO‘.
L'étude du trindme (1-k;2x? - 2kik'ix ~(k'i%+6%4)) < O nous donne
[Elx =012 <kik'y /(1-k2) + [ K2 K32
+ (k) (k2 + a0 12/ (1-k )

Ona: .
exp(@,27")¢ 1,

Ki = (- @p/)l1-exple,27M]

=
]

6%Hy' = (1/2¢) [ expte,27") -1 111 *JR vZ(dv) ],
Kiky ¢ Kj=- 0o/

k2 1K

0%H) | exple27*" - 1

= . . + 2
— (1 IRV plav))
1-kiZ 2, 1 -exple,27)

= (1/7-2¢)) . (1+ | V(@)

i Ky
- $ = ‘(()'2/(9].
1.2 -
] k‘ ] Ki

Ceci nous donne :

[E*OP]'2 < ~o/ioy +[ 200p/0) 2
+ (17-2¢ X l+IRv2p(dv) )12
En consequence, il existe une constante Ko strictement positive et

independante de i telle que :

(2.1) Vie N, EX*ON <K, .
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Pourn=2,0ona:

L X%(0) I <k %1 %00 I*+ Ay k' LEIX(X(0) | + EIX(0) I
+ (e X%(0) )72 (El X0 [1)'/?]

+B, [EHG P + E IH1* ]

D'aprés (1.6) et (2.1)ona:
ELX(0) 1 (k%) « Ag Ky YIGLEIXx(0) [1]"2

+ Ay Kl VG + Kol Byl 6%y + CF
On raisonne de 1a méme maniére que pour n= 1, et on déduit I'existence

d'une constante K4 strictement positive telle que :

(2.2) Vie N, ElX*0) [*<Ky.
O

Proposition 2.1 : La suite de processus {X;*(t)};, t € [0,T] est étroite

dans I'espace Dy des applications cadlag sur [0,T] et

a valeurs dans R.

On munit 'espace DT de 1a topologie de SKOROKHOD telie quelle est

définie par BILLINGSLEY dans [2]. Cette topologie est induite par la

‘métrigue notée d, dans [2), qui rend cet espace complet. La métrique

d, est définie de la fagon suivante :

Soit A, l'espace des applications continues et strictement
croissantes de [0,T] dans [0,T]
Pour tout A(.) de A, on définit :

Iall= sup |log ALY = A(S) |

Oss t¢T t-s
St
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Pour des éléments x(.) et y(.) de Dy, on définit d,(x,y) par :

dolx(), y()) = inf {e: X W<€, sup | X(1) -y(A(t) | < €; A €A}

Pour montrer 1a proposition 2.1 dans une telle topologie, on utilise
un critére di a BILLINGSLEY tel qu'il est exposé dans [19] théoréme
(2.4.1) page 31.

Trois conditions sont a vérifier :

Condition 1 Pour tout v > 0, il existe N dans N tel que :
(2.4) VielNt, P[sup IX*(t)>N] <.
te(o,1]
Demonstration :

Pour tout t dans [0,T]on a:
t

X*(t) = X;*(0) + IO [o) X*(s) + @ Y;X(s)] ds
+ Wy J o vadlo,tixav)
Il existe une constante K strictement positive, telle que :
Ty x+ @yl <K(I1+Ix]),

pour tout x dans R et tout y dans [-1,1]). Ceci entraine :
t

(2.5) IX; (0 < IX;%(0)] + Kt + KJO I Xj*()l ds + Iwyl + Lyl
On déduit de (2.5) d'aprés le lemme de GRONWALL :
(Ol < [IX=(0) + kt + [ wy |+ Jugl ] ekt
<LIXp0N + KT + Sup | Wyl + Sup fugl ] KT
ost¢T ost<T

Ceci donne :

sup I*(O < [Ix;*(0) + kt 1eKT + sup | wylekT + sup luyl KT
ost<T 1484] 11484}
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Donc :

PSP ggrer (D> NT< PLOIXp(O + kt )eKT > N/3 ]+

+pLsuplwyl eKTon/3 1+ PLsup Iyl ekT> N3]
0<t<T OstsT

En vertu des propriétés du processus de WIENER et de la mesure de

POISSON q, voir par exemple [18] pages 20 et 255, on a:

+ Pl Supy | Wl > N/3eKT] ¢ ( 3eKT/NOT

+ P supy Uyl > N/3eKT ] < (9e2KT/N) TIR v2 u(av).
D'autre part, 1'inégalité de MARKOV entraine :
+ P LX) + KT > N73eKT) < ( 3eKT/N) [E X0l + kT

Compte tenu du lemme 2.1,0na:
Vie N, E X0 <K,
On obtient donc,
VieN®
plsup (0l > NI < 3eKT/N) [k« T( +K+(3ekT/N)IRv2u(dv))].

D'ou le résultat du lemme.

0

Condition 2 |1 existe une constante K' strictement positive, telle
que :
(2.6) Vie N*, E[ |X‘*(t) - xi*(tl)P' Xi*(t2) - Xi*(t)|2] < K'(tQ't ] )2,

OctyStstogT

La démonstration de 1a condition 2 repose sur certains résultats:
Lemme 2.2 il existe une constante B>0, telle que:

(2.7) C VieNt VteloTl ERpol? <.
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Pour tout i € IN¥, et tout t tel que tni ¢tety,h,neN:
t t
IX;(0 < | Xt D +IItni e"t‘t'S)dwsl+IItni e"’l(t‘S)dUSI +Co,
ou C0 est une constante strictement positive. D'autre part,
t
PO <o Lxpxce 1 1],y @i (t-8) qw |9
t

ou o est une constante strictement positive indépendante de i.

On a donc :
t

4 i - 4
EX;(O1 < oc [ELXp*Ct, DI +E|Itni e 1(t=5) gw |
t
velf i €@ auglt et ]
D'apres [17], on a: ‘
t t |
ey (t- 4 o4l (t- )
E'Itn' e®i(t-8) qw |4 laftn. e40)(t-5) g5 ¢ 9/(-2¢,)
Par ailleurs,
t t
- 4 - 4
Eljtni e (t-8) gy | sElItni Ill ve® {t-S)q(dsx av) |4 .

L'hypothése (H) entraine, comme pour la relation (1.4), I'existence

d'une constante A indépendante de |, positive, telle que :
t

@, (t-s) 45 |4
ElItnt e ds|* <A.
Enfin, EXpXt Y = EXXONY Donc daprés le lemme 2.1,

_ ElXi*(tn‘)I4 <K 4 On en déduit I'existence d'une constante B strictement

positive telle qu'on ait (2.7) .
0

Pour tout i dans IN*, le processus X;* verifie les hypothéses du
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lemme 3.6 de [17). En effet, pour tout x dans R et tout y dans [-1,1] il

existe une constante C| > 0 telle que :

lw,x+w2yl2sc,(l+lx|2).

Compte tenu de 1a relation (2.1), on déduit, en vertu du lemme 3.6 de

[17], les relations suivantes :

(2.8) £ [ Sup IXp*(t) - XTI 7 F1-1 < Cop (s XPHTIALT-T),
T'stsT

(2.9) E L sup xpv) - Xpxis PP 7 5 1 < C3(1+ KO )(s57s),
5)st¢s 5

ou Cy et C sont deux constantes strictement positives, indépend-
antes de i et ¥ est la tribu engendrée par la famille (X;*(s), s < t).

Soienttl,tzetttelsquemt, stst2$T.Ona:

EL X%t - Xt P IX*(t) - XX(OF 1=

EL Xyt - et R E LIxg(to) - XpoP 7 91 )
D'aprés (2.8),
ElIXX(ty) - X0 7 %] < Cp (1 Xp(OP) (b -0
Ce qui donne :

+ EL It - Xpece 2 Ixp<eoi2 1 )
Ona:

t 1 $sst
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¢ C3 (t-t)) 1+ EXpOP)
¢ C3 (t-t)) (1+K,).
L'inégalité de Holder entratne d'autre part :
EL Ixpe(t)-x (e PIX 0P < [ Elx,*(t) - xpece I el

On uttlise I'équation sulvante :
t

X*(t) = e@it x;%(0) + e‘PutIO e @Sy X(s) ds
t t
+ e“’ttIo e 1S awg + Ioe"ols au,,

Ce qui donne :
X*(t) = X;%(t)) = X;%(0) ( et - e@1ty)

t b
+ (et - eyl [Io e @IS Y *(s)ds + Io e” 1S dw,

t t
+ Ioe'Vts dug I+ @it [In e” 013y, x(s)ds

t t
+ I“ e 1S dw + Iu e 1S dug ]
Les Inégalités e®1t - @11 < (t-t)) 1 @l et Iv;*(s)l < 1 permettent
d'obtenir 1a majoration suivante :
() - e I < g [ie-td o (t-t )

t t
» (Lt )4|IO e @iSawgl® + (t-t) 1 o & @rsauyf?
t t

1, e esawg 11 e@isaugl?),

ou B est une constante positive. Compte tenu des propriétés de W et
degetdulemme2lona:
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EXp%() - X It <o (-t 3,
ou; o est une constante striciement positive.
D'autre partona,

E k) 1* ¢,
ce qui donne :

E [Ixpect) - <t PR Ixpe(P] < (8.0 12 (t-t 2.
" En définitive, on obtient :

E Ix*(t) - X;*(t P Xpe(to)- XX(t) 1P

¢ Coltyt P T3ty -U(1-Kp) + (o). B2 (t-1y)]

Le résultat découle alors, de fagon évidente de to-t < to-t et '
tyt < tyty.

Remargue . La condition 2 est une condition suffisante seulement.

Condition3  Vn > 0, €> 0, 1l existe § €]0,1[ et 1, € N* tels que

Vi2i,:
(2.10) P[ sup Ixp(t)-Xx*(s)N2ekn
osssts 8
(2.11) Pl sup Ixp*(t)-X(s)2€]y
T-8¢sstsT
Démonstration :

Nous allons montrer la relation (2.10). (2.11) se déduit alors par un
raisonnement analogue.
Pourt et sdans[0,Tls¢<t,ona:
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t t
XU - Xpxs) = ) xpetwdu+ oy f VMW du vwp-wge Uy-U

On prend le sup sur [0,8] du terme de droite puis de gauche de

I'inégalité précédente. On a alors :
8

£L sup IXpx(t) - <o) ¢ gyl f Bl dus 8
osssts 8 '

+ E[ Sup IWy-Wgl 1+ El Sup lug-ugl ]
osssts 8 osssi<s

D'apres 1'inégalité de DOOB,
E[ Sup Iw,-wgl1<C, 82
ogssts 8
ou C, est une constante strictement positive. De méme, il existe une
constante C'o strictement positive telle que :
EL sup lug-ugll < C, 8'/2.
osssts 8
D'autre part, d'aprés (2.7), il existe uhe constante B, strictement
positive telle que :
E Xl <B,
Ona dbnc :
ELsup IXp*(t) - X;*(s)l 1< 8 lig | By* 38 +8"2 (Co+C' ).
osssis 8 |
L'inégalité de MARKOV permet alors de déduire (2.10).
0.

En vertu du théoréme 2.4.1 de [19), 1a suite de processus (X,*], est

étroite dans DT.
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Ce qui serait logique a présent est d'étudier la suite {VI*}i' Donc de

montrer comme pour la suite {Xi*}i , que (Yi"*]i est étroite dans Dy.

Cette étude s'est présentée difficile et compliguée. Nous avons alors,

contourné cette difficulté en se ramenant a I'étude de la suite de
processus {B;}; définie & partir de la suite vy
t
(2.12) V20, B = [ Yy ds

La suite lB,*, i eN*} vérifie les critéres détroitesse de fagon
évidente. Pour tout i dans IN* et tout t dans [0,T], on pose :

W;(t) = W(t)

U;(t) = uct) [a=al.

Compte tenu de la proposition 2.1, 1a suite de processus {(Xi*(t),

ByX(1), WpX(b), U0, = (Zp(D),, t € [0T], est étroite dans Dy

D'aprés un résultat important de SKOROKHOD [16) exposé par
KUSCHNER dans [19], il existe un espace probabilisé ({}',&',P) tel que

pour une sous-suite (i') de (i), on peut construire sur cet espace une
suite de processus [Z‘,-*],- et un processus 2'* vérifiant :

1- Pour tout i' dans IN*, Z';* et Z;:* ont mémes lois de
probabilité.

2- La suite (Z'*)- converge P'_presque sirement vers Z'* au
sens de la convergence uniforme pour la topologle de
SKOROKHOD sur Dy .

On convient alors de confondre :

(Q,&,P) avec (Q,4&,P) , 1a suite (i') avec IN*, les processus 7'},
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i € IN*, et Z'* avec respectivement Zi*, i € IN* et 7%, ou 7% est un

processus mesurable et adapté, défini sur (Q,&,P) et ayant la méme
loi de probabilité que Z'*.

Ainsi, 1a suite {{X;*(t), B(t), Wi(t), Uit} pye . t € [0,T] converge

presque srement vers (X*(t), B*(t), W(t), U(t)), t € [0,T] au sens de la

convergence uniforme pour 1a topologie de QT )

Remargue :
D'apres [16], [19], Iespace Q' n'est autre que l'espace
[0,1] muni de la tribu des boréliens sur [0,1] et de la
mesure de LEBESGUE sur [0,1] .
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11-ETUDE DU PROCESSUS X*

Dans ce paragraphe, nous montrons que le processus X* est solution
stationnaire et transitive de 1'équation (1) . Pour cela nous procédons
par plusieurs étapes :

- D'abord, on montre que le processus X* est solution de I'équation

suivante :
t
(1) P_psVtel0,TIf Xx(t) = X*(0) + ¢, Io X*(s)ds + oBX(t) +W(t) +U(t)
{X*(O) = X connu .

- On étudie ensuite, 1a suite de processus (Yi*)i- On montre, ensuite

que x* est solution de I'équation (1) pour le contrdle Y*() = Sgn[X*(.)]‘
- Enfin, on achéve cette partie en montrant la transitivité et la

stationnarité de X* .

- X% solution de
On énonce le résultat suivant :

Lemme 1.1 P_psen tout point t de [0,T], ona:

t
(1.1) X%(t) = X*(0) + ¢, Io X¥(5)ds + (g BX(t) + W(L) + U(L).
mo a

Considérons I'ensemble A de probabilité un, formé des évenements
w de Q) pour lesquels 1a suite {( X%, Bi*, Wi, Ui)li converge au sens
de 1a topologie de Dy* vers (X, B*, W, U).

Soit w fixé dans A, et soit un élément t de [0,T] pour lequel X*(,w)

est continu. Alors d'aprés [2] on a:
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(1.2) Limy, o0 X{*(t,0) = X%(t,w)

L'ensemble des discontinuités de la fonction X*(,w) est au plus
dénombrable. Donc, par rapport a la mesure de LEBESGUE sur [0,T], cet
ensemble est négligcable. Ce qui entratne que (1.2) a lieu pour presque

tout t de [0,T]. D'autre part, 1a suite (X;*); converge vers X* au sens de
1a topologie de DT. Donc, w étant fixé, pour €0, il existe une suite
(Aj)iepy dans A telle que :

3150, Vil , Supgo pl X*(tw) - X*(\ (D) I s
Donc :

Vi21, VEeloT) Ixp*tw) <X *(tw) |+ €

< Sup I X*¥(tw) |+ e.
On peut alors appliquer le théoréme de la convergence dominée de

LEBESGUE 3 1a suite (Xi*(t,w))i. Ona:

: t t
(1.3) VweA VteloT), Lim, I o Xi*(s)ds = Io X*(s)ds

On sait par atlleurs, que pour tout | € IN*, on a:
t
(14 VEteloT), XXt = X*0)e, | oXi®(S)dS + goBX(t) +W (1) +U (1)

Soit, pour w dans A, un élément t de [0,T], en lequel X*¥(t,w) et

B*(t,w) sont continus . Alors :

(1.5) Lim, oo X¥(tw) = X¥(t,w) et Lim,  B*(tw) = BX(t,w) .
~La relation (1.4) et (1.5) entrainent donc que la suite {X;*(0,w)},

converge presque slrement vers Xp*(w), ou Xo* est une variable

aléatoire définie sur (QQ, &, P) . Ceci nous donne , pbresque sdrement
pour presque tout t dans [ 0,T ):



t
(1.6) XH(E@) = X,*(00) + ) f  X¥(5,00)05 + 0,8"(1.0)
+ Ww) + U(w).

on peut étendre cette relation a tout élément de [0,T] grace a la
continuité a droite des processus X*( . ), B *( . ) et U( . ). Le

processus de WIENER W étant continu .

Par ailleurs , on remarque que le processus B*( .) est a trajectoires
presque sirement continues. Donc, la suite (B;*, i e IN*) est, en fait,

étroite dans l'espace Cy des applications continues de [0,T] dans R.
Ceci entraine 1a continuité de B*(t,w) en tout point t de [0,T], voir [2]
Comme B;*(0) = 0, alors on a:
B*(0,w) = Lim,, ,,B;*(0,w) =0

On en déduit, compte tenu de (1.6) :

(1.7) Vw e A X*0,w) =X *w)
Notons enfin que le passage a la limite sur i, conserve la propriété
d'indépendance de X%, (Wy, t € [0,T] ) et (U, t € [0,T]).

Ceci achéve de démontrer le lemme .

Nous allons, & présent, étudier 1a suite (By*(t), i e N*) te(0,T].

Etant étroite dans V'espace Cy, on peut extraire une sous-suite (i') de

(i) telle que P-presque siirement {B,»*(t,oo)li- converge uniformément

en t sur [0,T], vers B*(t,w) , voir [2], [19].
On suppose 1a suite (i') confondu avec N* . Pour tout i dans N* et
tout t et t' dans [0,Tlona:

IB;*(t) - By*(t) I < It-t].
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Grace a la convergence uniforme on a

(1.8) P_p.s en tous points t et t' de [0,T], | B*(t)-B*(t') | < | t-t]
La relation (1.8) entraine que le processus {B*(t), t € [0,T]} est
P-presque sirement absolument continu. Il existe donc une

application f de [0,TIxQQ dans R telle que, pour w dans 0,

I'application f(.,w) est mesurable et on a:

t
(1.9 P-ps B*(t,w)-= Io f(s,w)ds
Montrons que le processus { f(t), t € [0,T] } est adapté a la suite de
tribus {¥, t [0, TI}.
Soit ‘(nn, n € IN) une suite numérique décroissant vers zéro, et {z,(), n

e IN} 1a suite de processus définie par
B*(t-h,,)-B*(t)
(1.10) Z,(t) = nelN , tel0,T].

-hy,
Considérons la suite d'intervalles ( [1/k , T], k € N ). P-presque
sirement pour presque tout t de [1/k ,T], k € N, la suite (Z(t),,
converge vers f(t). Donc en dehors d'un ensemble mesurable de

[1/k,TIx€), de mesure nulle pour la mesure )\kaP , oU )\” est la
mesure de LEBESGUE sur [1/k,T], 1a suite de processus {Zn(t),te[l/k,T]}
converge vers le processus { f(t) , te[l/k ,T] } . Le processus
{B*(t), t € [0,T] } est mesurable et adapté a la famille {F  tel0,T]}

en tant que rimite d'une suite de processus mesurables et adaptés. I

en est de méme pour le processus { Z,(t), te [0,T] }. On peut donc

choisir pour {f(t), t € [1/k ,T1} une modification mesurable et adaptée
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a la famille {{i’t, t € [1/k ,T) }. Par passage a la limite sur k, le
résultat s'étend a [0,T].

On_suppose donc dans 1a suite, {f(t), t e [0 esurable et adapté
alafamille {¥,, te (0,71}

On remarque enfin que IZn(t)I < 1 et que pour tout t dans [0,T]on a:

HO KSR
On a ainsi :
P-p.s en tout point t de [0,T],
t t
(1) () = X%(0) + @, f X¥(s)ds + e ] (5)as + Wy + Uy

2-Etude de la sulte {Y;*, ieN*}
Commengons par démontrer certains résultats nécéssaires a cette

fin.

Lemme 2.1 La loi de probabilité Py, du processus {xxt), tel0,T]}
est équivalente a la loi P°* du processus { XoX+Wi+Uy,

tel0,T1}

Démonstration
D’aprés le lemme |.2.|, i1 existe une constante posmve K4 telle

que :
(2.1) VieNs, EXpON<K,.

Par ailleurs (1.7) entraine :
(2.2) P-p.s Lim,, ., [XpHO)F = [xx(O)F.

Alors d'aprés le théoréme 6 de [25] on déduit de (2.1) et de (2.2):

Lim,_, o, EIX;ON2 = EX(O? .
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D'ou :
(2.3) EIXO*F ¢ 400
Posons A = @ X%+ f t- t € [0,T]. On sait qu'il existe une constante K

strictement positive telle que :

D'aprés le lemme S.1 de [7], on déduit & partir de (2.3) et de (2.4) :

T T
(2.5) Ed expl I o AtdWy - 172 I oAZdtl} =1
Soit le processus (W') défini sur (Q,&,P) par Wi = X *-X,*-U;. Alors
d'aprés le théoréme de GIRSANOV voir [1], le processus {wy, telo, Tl
est un mouvement brownien pour la mesure P définie sur (Q,4) par :

dpP’ T T

(2.6) — = expl Io ApdW; - |/2‘[0 Agldt].
ap

De plus, pour la loi P', {X;*, t € [0,T] } est solution de I'équation :
Xt* = XO* + Ut + w‘t .
Donc P est la loi image de P' par le processus {Xt*l . On en déduit

compte tenu de (2.6) que P* est absolument continue par rapport a la
T

101 Py . Par ailleurs, |f(t)] <1 pour tout t dans [0,T], donc Iolf(t)lzdtﬂ.

On a donc :

t
(I < IX*ON + Kt + K I o XX()ds + Wl +luyl.
En utilisant le lemme de GRONWALL, on a:
(0 < [Ix*(0) + Kt + Iwyl + lugd ] et

Il existe une constante h > 0, telle que :
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EX*(0I2 < RCEXX(OMR + K2T2 + EIW, P + EIU?)

Tous les éléments apparalssant dans le terme de droite de cette

inégalité sont finis. |1 existe une constante C4> 0, telle que :

EX*(t)P < Cg

On obtient donc :
T

(2.7) EIO X*(OFdt < 7.C,
T
La relation (2.7) entraine que P-presque sirement IO|X*(t)|2dt est fini

T
Ceci nous permet de déduire que jo Atzdt est P-presque sirement
fini. Donc :
T
(2.8) Pl IOAtZdt (+00] =] .
t t

Posons Z; = exp(] JAsdWs - 1/2[ JAg’ds}.Ona:

dpP’
(2.9) _ () = I(w) .
dP

D'aprés les propriétés du processus de WIENER, l1a relation (2.8)

entraine que ,

T
Pl IolAtthl oo ]=1.
On déduit donc :

(2.10) Plz;w)=01=0.
D'aprés le lemme (6.8) de [22], (2.9) et (2.10) entrainent que Ia

mesure de probabilité P est absolument continue par rapport a la
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mesure de probabilité P'. De plus, on a:

dP

— (@) =27 N (w) .

dp’

P® étant I'image de P’ par le processus Xt*, on en déduit alors que Px,

est absolument continu par rapport a P*. Cect achéve de démontrer le

lemme.
0

L'indépendance de Xo®, W et U, t e [0,T] entraine que 1a variable
aléatoire Xo™ *Wi +U; , te[ O,T], admet une densité de probabilité.

Alors 1'absolue continuité de la loi Pyx par rapport a P* nous donne le

résultat suivant :

Lemme 2.2 Pour tout t dans [0,T], la variable X¢* admet une

densité de probabiliteé.

emme 2.3 Ve»>O0,il existey> O tel que:
(2.9) VieNt, P[IXx*O0N<n]<e.

Démonstration

D'aprés le lemme 2.2, Xo* admet une densité de probabilité. |1 existe
1">0 tel que :
P, < 1< er2.

La suite (X;*(0)}; converge presque sirement vers XoX. Alors la suite

PLIX;%(0) < 9’ ] converge vers P[ IXo* <" . 11 existe donc I, dans IN¥,
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tel que :

(2.10) Vixly, PLIXp*ON<y]ce.
Par ailleurs, pour tout i dans Nf‘X,*(O) admet une densité. Il existe
donc v > 0; tel que :
PLIX 0N <y I e

Posons 1" = min (‘)i) . Alors :
| i<l -1
(2.11) Vi1, PLX 0N <" Ice.

On pose v = min(n’,n") , et on déduit de (2.10) et (2.11) le résuitat.
' O

Lemme 2.4 Lasuite de processus {Y;*}, vérifie:

Ve>0,1im Lim Sup PLIV*t)-YX(s)i>el=0
h20 {*oo |t-s|sh

Démonstration

D'aprés la relation 1(2.7), il existe une constante B0 strictement
positive telle que :
Vie N, Vtel0,T], EXt)I<B,.

Soient t et t' deux é1éments de [0,T],t' ¢t .Ona:

t t
X‘*(t)“xi*(t')" @ It.xi*(S)dS*Q2It.vi*(5)d5 *Wt"wt- *Ut'Ut~

Ceci entraine :

EX;*(E-X(t)] < b IBy(t-t) +p(t-t) +(t-t)2[1+ I gVl

11 existe donc une constante H> O telle que :
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EIX (t)-X (6] < H [(t-)2+(t-t)].
D'apreés I'inégalité de TCHEBYCHEV on a:
(2.12) Ve 0, PLIX*(t)-x*(t) e I <H/e [ (t-t)2 + (t-t) ]
Soit h> O tel que t' <t < t'+h. Pour i fixé, soit tji (tki) le plus grand
élément de D' tel que tj‘ <t (tkI <t').Ona tj‘-tk' <h+27. Pour tout €

telque 0 ¢e <2 et € >0, pour tout i dans IN*, on a:

PLIvix(t)-v;xt)l <el = PLy;x(e)=v%(t) ]
= PL sgnix;*(t, DI=Sgnix;*(t, )1 ]
2 PLX (Xt >0 ]
21- PLIX;™(t Dl < €] - PLIXp(t D-xx(t Dl >erv2 ]
Soit v > 0, on peut choisir d'aprées le lemme 2.3, €', tel que:
PLXp M e T<ns2.
D'apres (2.12) on peut écrire :
Pt D-xpx(t D >e72 ] < 2H/e [ (he2)V24(he27) |
Soit i, tel que 270 < h. Alors Vi 2 iy, 27! <271 ¢ h . On choisit h tel
que 2H/€' [ (2h)"/2+2h ] < /2 . Ce qui donne en définitive :
Ve>0,¥n>0, Jigeth, PLIVO-y*t)>el<n.

D'ou le résultat . 0

Pour tout | dans IN* et tout t dans [0,T]on a:

il <1

La suite {v;*}, vérifie les hypothéses du corollaire 1 de [16] page 13 .

Par conséquent pour une sous-suite (i'} de (i) on peut construire sur
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l'espace (Q),&',P) une suite de processus {Y'-'*}i. et un
processus Y'* tels qué pour tout i', Y;*(t) et Y;*(t) ont les meémes
distributions finies . De pluson a:

(2.13) Vtel0,T], P-Tim iz Y X(E) = Y*(t).
Comme pour la suite (X;*], on confond : (i) avec N* (Q",&',P) a\)ec

(Q2,&,P), les processus Y;*, i e N* avec Y*, i e N*. On considére un

procesus Y* défini sur (02,&,P) confondu avec Y'* et vérifiant (2.1 3.

D'aprés [16], Y* est continu en probabilité.

Lemme 2.5 Au sens de la convergence dansLyona:

t t
Lim 1y o J o Yi¥(5)s = J | YX(S)s
En effet, on a:
Vsel0,T], P-Limg, Yi*(s) = Y*(s).
Par ailleurs,
EV s <1 =12,

Alors, en vertu du théoréme 6 p.72 de [25], on a le résultat :

(2.14) LMy oo o Yis000P(0) = [ ¥¥(5,00)P(c0)
Pour tout s dans [0,T], on a:
t t
Veo, P[IOIY,*(s)-Y*(s)Ids >€ < (1/¢) E[IolY'*(S)-Y*(S)ldS ]

t
<«(1/¢) IOEIvi*(s)-v*(s)lds

Compte tenu de (2.14), on obtient :
t

Ve>0, VteloT], Limy, ., Pl [, Vxsrvxslase]-0,
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t
Autrement dit, 1a sutte { I o Yi™(s)ds, 1 € N}, t € [0,T], converge en

t
probabilité vers Io Y*(s)ds, t € [0,T]. Or, d'aprés le paragraphe 1,

cette suite converge presque sirement. Donc elle conver ge presque

sdrement vers
t
J, vxsxs, tetom

Par ailleurs, {
| I o Vi(s)dsl < t
On en dedult en appliquant le théoréme de LEBESGUE le résultat du
lemme . O
On a ainsi , P-p.s, Vt € [0,T]
t t
(2.14) XX(t) = XX(0) @, [, X520 +igo [ | ¥¥(s)ds oW +u,

Il reste a montrer que Y*(t) = Sgn[x*(t)]

Lemme 26 Vt2:0, P-psLim,, ., Sgnlx(t)] = Sgnlx*(t)].
Le résultat du lemme est évident du fait que la suite [Xi*(mi

converge presque sarement vers X*(t), et du fait que P[ X*(t)=0] = 0

en vertu du lemme 2.2 .
‘Lemme 2.7 Vt:0, P-ps YX(t) = Sgnlx*(t)].

Démonstration
Soit d = Ui‘.')i . L'ensemble d est dense dans [0,T]. Si t appartient 4 &
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Alors, pour i suffisamment grand on a:
Par passage a 1a limite on a:
P-p.s Y*(t) = SgnlX*(t)] .

Si t nappartient pas a 9, 11 existe alors une suite {t), dans D,
décroissant vers t. ty étant un élément de dDon a:

(2.15) Y*(t, ) = Sgnlxx(t, )] .
Par passage a la limite sur k on a:
(2.16) P-Lim, Y(t, ) = YX(t).
Par ailleurs les trajectoires du processus X* sont presque sturement
cadlag. Donc : |
(2.17) P-p.s Lim, Sgnlx*(t,)] = Sgnlx*(t)].
On en dédult de (2.15), (2.16) et (2.17):
P-p.s Y*(t) = Sgnlx*(1)] .

Ceci donne le résultat du lemme .
]

Le processus { X*(t), t € [0,T1} vérifie P-p.s en tout point t de [0,T]:

t t
(2.18) XX(t) = X¥(0)vig, f Xx(6)ds +e0p ] Sonixe(slds +WyeUy

3-Stationnarité et transitivité du processusi(x)
Si t et t' sont des éléments de D, X;*(t) et X;*(t') ont méme loi,
Vi e IN¥, (voir chapitre 2) . Comme on a presque sirement :
Lim, 5 o X*(t) = XX(t) et Lim;, , X*(t) = XX(t),
alors, X*(t) et X*(t') ont méme loi .

Sit et t' n'appartiennent pas a &, i1 existe deux suites dans D, (t,) et
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[tj] décroissantes vers t et t' . X*(tk) et X*(tj) ont méme loi . La

continuité a droite des trajectoires du processus X* entrainent, par
passage a la limitesurket j:

X*(t) et X*(t') ont méme loi .
{ x*(1), t € [0,T] } est un processus de MARKOV, homogene par rapport

au temps. On peut donc déduire (propriété des processus de MARKOV
homogeénes) que le processus X* est strictement stationnaire.

Transitivité
Pour montrer 1a transitivité ,on procéde comme dans le chapitre 2.

On utilise une propriété concernant les processus de MARKOV . Cette

propriété entraine que les invariants sont de la forme XO*"(C) , C

borélien de R. XO*T‘(C) est un invariant si et seulement si, il différe
de l'ensemble Xt*“(C) par un ensemble de probabilité nulle. Ceci
entraine :

PLx * A x>0 ]=0,
ou A est la différence symétrique des ensembles. Soit {ry} te
processus canonique assocté a {Xxy*}. Alors :

(3.1) Pxx[ lto"(C) A Kt-I(C) ] =0.
Compte tenu du lemme 2.1, larelation (3.1) entraine :

(3.2) P, ©A @ ]=0.
- (3.2) entraine que no"(C) est un invariant pour le processus
{X,*+ W, +U;}. D'autre part, P[ X *+W,+Uy € B/ X *= x ] = p(x,t,B) admet
une densité de probabilité strictement positive, puisque Xo™ Wi et Uy

sont indépendants et que pour tout t, W, admet une densité. Alors, par
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un méme raisonnement que dans le cas discret (paragraphe 2.11), on
montre que les seuls ensembles qui conviennent sont ceux qui

vérifient :
(3.3) Pr,(C)]=00ut.
En vertu du lemme 2.1, (3.3) entraine :

Pyl 1,710 1=00ut.

Donc les seuls invariants sont ceux qui vérifient Pl Xo*"‘(C) ]=00ut

On en déduit la transitivité du processus (X%] . ]

Conséquence:
I découle de la proposition 3.1, I'ergodicité du processus X¥, au

sens défini dans [23). Ce qui nous donne le résultat suivant :

Corollaire 3.1 Au sens de la convergence presque sure et en

moyenne quadratique on a:
T
Limyy o0 1/T ]0 [X¢*12dt = E(X,*)?

T
Limgo oo 1/T o Iyt = EIX X
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LI-IDENTIFICATION DES PARAMETRES . OPTIMALITE.

1-Introduction
Dans les paragraphes précédents de ce chapitre, nous avons montré
I'existence sur un certain espace probabilisé noté (QQ,&,P), dun
processus X* strictement stationnaire et transitif, solution de
I'équation :

t t
(1.1) P-ps X*(t) = Xy* + ¢y IOX*(s)ds +QZIOSgn[X*(s)]ds +Wy+Uy,
X*(0) = X *.

Dans le méme esprit que le chapitre 2, nous avions voulu étudier par

les mémes méthodes, la suite [xi)i‘ Cependant, si on peut montrer que

la suite [X,}i converge vers un processus X au sens de la topologie de

SKOROKHOD, on ne peut comparer cette solution X a X* comme cela a
été fait dans le cas gaussien [6]). La méthode utilisée dans [6] ne

s'applique pas. En effet, posons pour toute variable aléatoire X et tout
xeR,
HeO) = P[X <-x1+P[X>x].

Nous nous plagons dans le cas de [6], cas de bruit gaussien
uniquement, pour mettre en évidence les éléments rendant cette

comparaison possible, et que I'on ne retrouve pas dans notre cas.

Soit t appartenant a Uiﬂ)i. Pour t fixé, la suite { Hyi(1) }' est
croissante. Cette propriété découle de la décroissance sur R* de Ia
fonction de densité h! de la variable Hn', ne N En effet, soit t> 0. On
pose : pni(x) = infg,i Pl |Xi(tNi)| St/ Xi(tni) =x )

PN'(X) = '[_(’ t](X)

Ona:
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pni(x) = 1/(e V2T Iﬂ enet (V) exp[—(y-kix-ki'sgn(x))2/25 2l ay
Compte tenu des expressions de Kk, k" et 0,2, on montre par
récurrence que :
VneN, V xeR", ¢ l0x)> ¢!t (x).
En particulier , p,'(x) > e ' (x). On aalors:
(1.2) VieN* Vied! VxeR", Hy ) <Hy )X

La sulte {Hy,(yliepee - ¢ elp‘, est donc croissante. Par ailleurs les

fonctions HXi(t)' t ega‘, i e N*, sont majorées par 1. On déduit donc

que cette suite est convergente.

Les différents résultats utilisés dans [6], pour étudier la suite

{X,, i € N*}, reposent en grande partie sur 1a convergence de 1a suite
| 9 g

{HXi(t))ieN* et sur le fait que la densité h! de 1a variable H,!, n e N,

i e N*, suit une loi gaussienne, centrée.
Dans le cadre de notre étude, 1a présence du terme poissonien Uy,

entraine que 1a densité h! n'est pas gaussienne et présente en général

plusieurs modes. De ce fait, on ne peut pas établir la relation (1.2), et
1a suite {HXi(l)}i N t egm‘, n'est pas monotone. Ce qui ne nous permet

pas de conclure quant & 1a convergence de cette suite. En particulier,
1a proposition (3.4) de [6] ne peut se démontrer. Alors 1a comparaison
des deux solutions X et X* construites par la meéthode des
approximations de processus par des suites de processus ne peut pas

se faire. Pour la résolution du probléme (P,), nous présentons une

méthode suggérée par BRODEAU. Cette méthode se base
essentiellement sur Uexistence et Tunicité dune solution de
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I'équation (1.1) pour un état initial donné du second ordre. Quant au

probléme (P,), la méthode de la programmation dynamique telle

quelle est présentée dans [17] ne s'applique pas. Cette méthode
suggere une approximation d'un contréle continu optimal par une suite
de contrdles étagés qui sont optimaux. Or,on ne dispose pas d'une telle
suite. On pourrait proposer une résolution dans le cas particulier

d’évofution stationnaire : c'est a dire le cas ou I'état initial suit 1a loi

de probabilité de Xo*. Cependant cette loi est inconnue. Aussi une

telle approche n'a plus de sens. Par conséquent le probiéme (Py) ne

sera pas résolu.
2- Existence et unicité de solution forte.
Remarquons d'abord que la solution définie, X*, est une solution
faible. Le probléme d'identification ne prénd un sens que si 1a solution
est unique, voir [20], [22].
Proposition 2.1 Avec les hypothéses du chapitre 1, et pour un état

initial X, donné du second ordre, 1'équation:

t t
(2.1) Xt = XO* Ql IO XSGS + QQIOSgn(Xs)dS + Wt + Ut ,

admet une solution forte unique.

Le résultat de cette proposition a été démontré par BRODEAU dans le
cas ou le terme poissonien est nul : c'est a dire quand les trajectoires
sont presque sirement continues (proposition 2.1 p.5 [S] ). Les
techniques de démonstration utilisées reposent sur le lemme 4 p.120
de [18]. Nous allons montrer que ce lemme peut s'étendre au cas de
processus de diffusion avec sauts, en vertu de quoi, 1a proposition se
démontre facilement en reprenant le méme raisonnement que dans [S].
Lemme 2.1 (généralisation dulemme 4de[18])

Soient X et X, deux processus, solutions des équations
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dx(t) = aj[X; (D1 dt + dwy + U 1212,
ayant le méme état initial X;(0) = X . a;(x), i =1,2, sont deux

fonctions mesurables vérifiant les conditions J'existence et

d'unicité d'une solution (voir chapitre 1). Si pour tout x dans

Rona a;(x)>axx), alors:

P-ps Vt> 0, X'(t) > XQ('.) .

Démonstration
Posons pour tout t dans [0,T], S(t) = X{(t) - Xo(t) .
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