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2.3.2 Récurrence fondamentale de Lanczos . . . . . . . . . . 36
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4.2 Méthodologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Chapitre 1

Introduction

Le progrès des technologies liées aux microprocesseurs est stupéfiant de
célérité. Certains ont cherché à estimer cette évolution : G. Moore déclare en
1965 que le nombre de transistors dans un circuit de même taille doit doubler
tous les dix-huit mois[1]. Etant donné que cette tendance se vérifie encore
de nos jours, il est justifié de se questionner au sujet des limites fondamen-
tales de la miniaturisation des dispositifs électroniques. En effet, on parle
de micro-électronique ultime dans le sens où il semble que la diminution de
taille des circuits implique l’abandon de l’électronique classique en raison de
l’apparition d’effets quantiques devenant non négligeables à de telles échelles.
Un bon candidat pour prendre le relais est l’électronique dite moléculaire, où
les propriétés des molécules pourraient être exploitées pour la construction
de circuits logiques à échelle nanométrique.

La faisabilité de tels circuits repose certainement sur le contrôle des effets
inélastiques : lorsque un courant s’établit, l’énergie des porteurs de charge
est cédée aux atomes qui forment ces nanostructures. Cet effet est bien sûr
présent dès l’apparition d’un courant, mais il est d’autant plus déterminant
que le système est petit. Les conséquences des effets inélastiques sont de di-
verses natures, d’une part ils peuvent avoir un impact au niveau la stabilité
du système, conduisant à des dysfonctionnements ou à leur rupture ; d’autre
part, ils peuvent être mis à profit pour donner certaines propriétés dyna-
miques aux systèmes. Aussi, l’apport précis d’énergie aux molécules peut
conduire à un certain degré de contrôle de leur mouvement[2, 3].

Des efforts considérables ont été effectués jusqu’à l’obtention de résultats
expérimentaux et théoriques concernant le transport électronique. De nom-
breuses publications s’emparent de ce sujet comme base théorique pour ex-
plorer les capacités des molécules à être fonctionalisées[4, 5, 6]. Le modèle
le plus simple que l’on puisse imaginer pour traiter le transport électronique
élastique est une châıne atomique unidimensionnelle où nous pouvons, sur
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un site considéré, modifier les couplages entre voisins. On modélise ainsi un
ou plusieurs états atomiques ou moléculaires couplés à des électrodes. Nous
intéresserons par la suite à ce problème, puis nous verrons comment y inclure
l’effet des vibrations.

Alors que la promesse d’avançées technologiques majeures est un mo-
teur important dans ce domaine, il ne faut pas négliger les questions fonda-
mentales qui sont posées par l’étude des dispositifs moléculaires. La chimie
quantique traditionnelle a pour objet d’étude des molécules dont le nombre
d’électrons est un nombre bien défini, alors que dès qu’une molécule est
connectée à des électrodes et qu’un courant la traverse, on parle d’un système
quantique ouvert, du point de vue électronique. De plus, une tension étant
appliquée entre les deux électrodes, le système est hors-équilibre. Un autre
aspect est celui des degrés de liberté vibrationnels évoqué plus haut.

D’un point de vue théorique, le modèle d’Aviram-Ratner[7] est certaine-
ment le premier traitant du transport à travers une seule molécule ainsi que de
ses applications. A. Aviram et M. A. Ratner décrivent comment une molécule
peut se comporter comme une diode. C’est ainsi qu’ils ouvrent la voie vers la
fonctionalisation de molécules au niveau électronique. Cependant, il semble-
rait que la «rectification» est un phénomène rare et plus complexe que prévu
par le modèle d’Aviram-Ratner[8] . De plus, les techniques expérimentales des
années 70 ne permettaient pas encore d’apporter au problème un complément
expérimental car elles n’avaient pas encore atteint la résolution nécessaire.

Il faut en effet attendre l’invention du microscope à effet tunnel[9] (STM,
Scanning tunneling microscope) pour explorer à l’échelle nanométrique la
structure électronique des surfaces et des molécules éventuellement adsorbées.
Un développement récent particulièrement marquant est celui réalisé par
l’équipe de N. Agräıt qui, grâce à la pointe d’un STM, a réussi à former des
châınes monoatomiques d’or d’une longueur maximale de sept atomes. La
pointe étant en or de même que le substrat, lorsque d’une façon contrôlée,
on l’approche du substrat pour former un contact et qu’on la retire ensuite,
la structure formée s’étire jusqu’à l’obtention d’une châıne d’atomes stable
suspendue entre la pointe et le substrat[10]. Ainsi, il est possible d’obte-
nir des mesures de conductance en fonction de la distance pointe-substrat,
d’apprécier la formation du contact, le développement de la châıne puis sa
rupture se traduisant par une chute brutale de la conductance[11].

Une autre réalisation expérimentale importante a été la mesure d’un cou-
rant à travers des jonctions à cassure[12] (MCBJ, Mechanically controllable
break junction). La brisure d’un métal sur un substrat flexible rend possible
la mesure de la conductance de molécules se trouvant à l’endroit de la cas-
sure. Les travaux pionniers de M. Reed et collaborateurs en 1997 ont montré
que le courant pouvait s’établir à travers un molécule et une seule[13].
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D’un point de vue théorique, la tendance est à chercher le plus présisément
possible la structure géométrique et électronique des molécules ou atomes
entre deux contacts. Des approches utilisant à la fois des calculs de chimie
quantique et des fonctions de Green n-corps et hors-équilibre[14, 15] sont
utilisées pour résoudre le problème du transport de charges à travers une
molécule[16, 17]. Ce sont des techniques puissantes qui présentent des avan-
tages majeurs puisqu’elles fournissent une description réaliste des systèmes
en termes de chimie à la fois qu’elles traitent le problème du transport. Le for-
malisme des fonctions de Green hors-équilibre a été introduit dans les années
60 par Keldysh[18] puis par Kadanoff et Baym[19]. Ses premières applications
dans le cadre du transport dans les solides ont été effectuées par Blandin et
Nourtier[20] puis par Caroli et collaborateurs[21]. Le problème du couplage
électron-phonon a été traité par les mêmes auteurs et dans le même cadre
formel[22]. Aussi, Wingreen et al. [23, 24] présente une dérivation exacte dans
le cadre d’un état discret couplé à des continua.

Cette thèse se présente en cinq parties, la premìre étant constituée par
cette introduction. Dans le chapitre 2, nous présentons une approche dépendante
du temps pour résoudre le transport électronique en présence d’interactions
électron-vibration. Tout d’abord le modèle sans interactions sera présenté,
pour ensuite introduire le modèle inélastique. La méthode avec laquelle la
propagation du paquet d’onde électronique a été effectuée est aussi discutée.
Finalement, des résultats seront exposés avant de conclure sur les avantages
et inconvénients de cette approche.

Dans le chapitre 3, nous allons traiter le même problème, mais cette fois-
ci d’un façon indépendante du temps, en utilisant le formalisme des fonctions
de Green n-corps et hors-équilibre. Cette théorie est présentée en détail aussi
bien que les techniques de calcul utilisées. A la fin du chapitre, nous proposons
une comparaison des résultats obtenus avec ceux du chapitre 2.

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés à un système réaliste,
une molécule de tétrathiafulvalène chimisorbée sur une surface d’or. Nous
avons calculé la structure électronique et géométrique du système à l’aide de
méthodes de chimie quantique (théorie de la fonctionnelle de la densité[25]),
dont le principe est présenté. Dans le cadre des calculs de courant, nous avons
calculé des images STM selon deux approches différentes qui seront décrites
puis comparées. De plus, nous avons trouvé grâce à une interaction constante
avec l’équipe expérimentale de J. I. Pascual, une propriété remarquable du
tétrathiafulvalène quant à sa répartition sur la surface. Ceci sera expliqué
par l’exploitation des résultats du calcul DFT.

La conclusion, chapitre 5, est un résumé des principaux résultats que nous
avons établi, puis une présentation des développements futurs.
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Chapitre 2

Description dépendante du
temps des effets inélastiques
dans un courant électronique

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord un modèle de châıne mono-
atomique ayant une impureté, afin de calculer le courant qui la traverse.
Dans un premier temps, nous allons introduire les concepts fondamentaux
qui définissent le modèle que nous voulons étudier. Pour ce faire, le modèle
élastique, sans vibrations est présenté dès le paragraphe 2.1 ainsi que la
méthode que nous employons pour calculer certaines quantités. De cette façon
nous aurons introduit les données essentielles du problème. Il nous a paru
nécessaire de contraster cette description de type fonction d’onde avec un
traitement de type fonction de Green, puisque nous les introduirons dans
la suite. Nous n’insisterons pas sur ce formalisme dans ce chapitre qui est
essentiellement consacré à la dépendance temporelle. Notre but n’est pas tant
ici, de montrer le lien entre ces deux méthodes que d’exposer les principes de
la première. Pour la seconde, on consacrera un chapitre entier, où le lecteur
pourra trouver le formalisme n-corps hors équilibre établi in extenso.

Le modèle complet sera présenté dans le paragraphe 2.2, celui-ci tient
compte des vibrations. Puis, nous donnerons des détails sur la méthode
de propagation utilisée dans la partie 2.3. Les sections 2.4, 2.5 et 2.6 sont
consacrées aux résultats qui motivent notre intérêt pour le traitement du
problème dépendant du temps, puis nous finirons enfin par quelques re-
marques à propos de la validité de notre approche.
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dans un courant électronique

2.1 Modèle élastique

Le modèle le plus simple que l’on puisse imaginer lorsque l’on considère
le problème du transport est une châıne d’atomes à une seule dimension.
On se propose de modéliser une telle châıne, on la considérera infinie, elle
présentera éventuellement une impureté. Nous allons nous placer dans le
cadre des liaisons fortes dans lequel on considère les énergies En pour chaque
site de la châıne, puis leur interaction mutuelle, ce qui se traduit par un
terme de saut entre sites noté Tn. Tout ceci modélise de façon très simple
une châıne d’atomes dont on ne considère qu’une seule orbitale.

On se placera de plus, pour simplifier au maximum, dans une approxi-
mation dite de premiers voisins, de sorte que la matrice hamiltoninenne peut
s’écrire de façon totalement générale,

H =




. . .
. . .

. . .

Tn−1 En Tn 0
0 Tn En+1 Tn+1 0

0 Tn+1 En+2 Tn+2

. . .
. . .

. . .




(2.1)

Étant donné que l’on vise à inclure une impureté dans une châıne, le
système peut être vu comme deux châınes identiques semi-infinies connectées
par l’impureté, occupant par exemple trois sites où l’énergie sur site et les
intégrales de saut sont différentes. Dans cette partie, on considérera ces trois
sites comme la modélisation d’une molécule par un système à trois niveaux.
L’hamiltonien de la molécule s’écrit,

H =



ε β 0
β ε β
0 β ε


 (2.2)

donc on a pour l’hamiltonien total du système,
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H =




. . .
. . .

. . .

0 t 0 t 0
0 t 0 Tl 0

0 Tl ε β 0
0 β ε β

0 β ε Tr
0 Tr 0 t

0 t 0 t 0
. . .

. . .
. . .




(2.3)

où les énergies sur site des atomes des châınes semi-infinies ont été prises pour
origine, ε est l’énergie sur site des atomes de la molécule, β est l’intégrale
de saut entre atomes de la molécule, t celle entre atomes des châınes. Tl et
Tr sont les intégrales de saut entre un site de la molécule et la châıne semi-
infinie à gauche et à droite de la molécule respectivement. Les hamiltoniens
2.1 et 2.3 sont donc formellement identiques, mais c’est ce dernier que nous
utiliserons comme cas particulier dans la suite. Nous avons illustré un tel
système dans la figure 2.1

a cbα α

ββt tTl Tr

ε ε ε

 ’

Fig. 2.1 – Schéma de la châıne : les sites a, b et c représentent l’impureté,
et les sites α et α′ les premiers sites des châınes semi-infinies

2.1.1 Caractère stationnaire du problème

Lorsque une tension est appliquée entre deux électrodes, un courant s’éta-
blit dans le système. Une fois établi, le courant cesse de dépendre du temps,
il est donc possible de travailler dans l’espace des énergies, en utilisant une
transformée de Fourier. Il est clair que dans le régime stationnaire nous
n’avons pas besoin de traiter ce problème de façon dépendante du temps,
mais il nous a semblé pertinent de nous y intéresser puisque, on le verra par
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la suite, le problème que constitue le transport électronique avec interactions
et effets n-corps, n’est absolument pas trivial, et il apparâıt clairement que
les traitements considérés dans la littérature, bien qu’extrêment efficaces,
souffrent d’un manque d’explications intuitives. La motivation de ce travail
va dans ce sens. Il nous parâıt nécessaire, dans l’état actuel des connais-
sances dans ce domaine, d’apporter une contribution qui puisse éclairer les
phénomènes qui se trouvent cachés derrière des formalismes complexes, qui,
si d’une part prennent en compte quantité de paramètres, ils sont par là
même, tributaires de leur sophistication.

Lorsque l’on se donne un modèle physique, en matière condensée par
exemple, on est amené à calculer des observables à partir d’une descrip-
tion microscopique du système considéré. De tels modèles microscopiques
sont définis en écrivant l’hamiltonien du système qui, avec les conditions aux
limites appropriées, constituent la base formelle du problème. Une des so-
lutions communément utilisées consiste à introduire des fonctions de Green.
On se propose de donner un aperçu de l’information qui peut être extraite
de ces fonctions, montrant ainsi l’équivalence de ce formalisme avec celui des
paquets d’onde.

Fonctions de Green

Soit la résolvante Ĝ définie par

(z1̂ − Ô)Ĝ(z) = 1̂ (2.4)

où z est un nombre complexe et Ô un opérateur hermitien auquel on associe
un ensemble normé complet de vecteurs propres φn ayant λn pour valeurs
propres. En introduisant la relation de fermeture sur les φn, l’opérateur de
Green se réécrit

Ĝ(z) =
∑

n

| φn〉〈φn |
z − λn

(2.5)

La fonction de Green est obtenue en prenant un élément de matrice par-
ticulier de Ĝ(z). Notre intention ici est de calculer des fonctions de Green
particulières du système d’étude pour en tirer les densités d’états projetées
sur un site de la châıne donné. Nous voulons calculer cette quantité parce
qu’elle donne de l’information sur la structure électronique de la châıne et
en particulier sur le couplage du site sur lequel on projette avec le reste du
système. C’est pourquoi nous allons calculer Gαα(ω) = 〈α | Ĝ(ω) | α〉 où α
désigne le premier site de la châıne semi-infinie déconnectée de l’impureté.
Nous voudrons ensuite introduire sa présence par une approche perturbative.
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Etant donné que l’hamiltonien pour une châıne semi-infinie seule est tri-
diagonal (voir hamiltonien 2.3), lorsque nous tentons d’inverser la matrice
ω1̂ − Ĥ avec la méthode classique des cofacteurs, il apparâıt une sorte de
structure récursive, une fraction continue[26] que l’on peut écrire1 :

gαα(ω) =
1

ω − t2gαα(ω)
(2.6)

ainsi cela revient à résoudre une équation du second degré pour gαα(ω). Il
convient à présent de définir deux fonctions de Green que l’on appelle retardée
et avancée, dont la forme est légèrement différente de celle de la fonction de
Green définie en 2.5 (appelée chronologique). Elles ont été régularisées par
l’introduction d’un infinitésimal positif η, qui écarte les pôles de la fonction
de l’axe réel. On les utilise pour calculer des fonctions réponse ou des densités
d’états comme nous allons le voir dans ce qui suit. Leur forme est,

gr/aαα (ω) =
∑

n

〈α | φn〉〈φn | α〉
ω − En ± iη

(2.7)

On montre que les solutions de 2.6 sont de la forme suivante tant que ω
est compris dans l’intervalle [−2t; 2t],

gr/aαα (ω) =
ω ∓ i

√
4t2 − ω2

2t2
; (2.8)

dès que ω sort de cet intervalle les fonctions deviennent complètement réelles.
L’interprétation physique de ceci est donnée dans ce qui suit. Pour plus de
détails sur la théorie des fonctions de Green, le lecteur est invité a consulter
le chapitre 3.

Densité d’états

Théorie Soit la formule,

lim
ξ→0

1

x± iξ
= P 1

x
∓ iπδ(x) (2.9)

celle-ci n’a de sens que dans un intégrale, P est la partie principale au sens
de Cauchy et δ(x) est la distribution de Dirac. Aussi, on peut montrer qu’elle
reste valable si on la multiplie par une fonction f ,

1On utilisera dorénavant un g minuscule pour la fonction de Green non-perturbée et
une majuscule lorsque la perturbation est incluse, i.e. lorsque l’on calcule la fonction de
Green pour l’ensemble du système, y compris les trois sites représentant la molécule.
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dans un courant électronique

lim
ξ→0

f(x)

x± iξ
= P f(x)

x
∓ iπf(x)δ(x) (2.10)

La fonction de Green 2.7 a bien la forme du terme de gauche de l’équation
2.10. Si on intègre la fonction de Green retardée 2.7, on trouve en faisant
tendre η vers zéro,

lim
η→0

grαα(ω + iη) = lim
η→0

∑

n

〈α | φn〉〈φn | α〉
ω −En + iη

=
∑

n

P 〈α | φn〉〈φn | α〉
ω −En

− iπ
∑

n

| 〈α | φn〉 |2 δ(ω − En)

Finalement, nous remarquons que, en prenant − 1
π

fois la partie imaginaire
de cette quantité, nous obtenons la densité d’états projetée sur le site α, notée
PDOSα,

PDOSα(ω) = −1

π
lim
η→0

Im[gαα(ω + iη)] =
∑

n

|〈α | φn〉|2δ(ω − En) (2.11)

En effet, on retrouve dans cette expression une somme sur les états propres
du système d’un delta de Dirac de ω − En, ce qui revient à «compter» un
pic chaque fois que ω est égal à une énergie propre du système. Chaque pic
est pondéré par la quantité |〈α | φn〉|2 qui donne une information sur le
caractère de l’état |α〉 en tant que combinaison de différents états propres.
Par exemple, si nous examinons un cas particulier de couplage faible, les états
propres de la châıne gardent un fort caractère local de sorte que dans le tracé
de la densité projetée d’états, on verra un pic très étroit. Plus on augmente
le couplage entre sites, plus ce pic s’élargit en formant une courbe quasi-
lorentzienne puisqu’il s’agit d’une résonance formée par le couplage d’un site
à un continuum avec structure. Sa largeur a mi-hauteur est représentative de
la durée de vie de la résonance.

Les fonctions 2.8 sont définies dans l’intervalle [−2t; 2t], ce qui conduit à
l’apparition d’un continuum d’états qui s’étend sur un intervalle identique,
puisque ce n’est que dans cet intervalle, d’après 2.11 que la fonction de Green
retardée à une partie imaginaire.

Il s’agit à présent de calculer la densité d’états projetée sur le site α de
la châıne, en présence de l’impureté. On résout donc l’équation de Dyson
suivante,
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Fig. 2.2 – Densité projetée d’états sur le dernier site d’une châıne semi-
infinie en fonction de l’énergie. L’intégrale de saut entre sites est de 0.5. La
semi ellipse est caractéristique d’un telle densité.

Gαα = gαα + gααΣααGαα (2.12)

où Σαα est l’auto énergie définie par Σαα = T 2
l gaa, gaa étant la fonction de

Green sur le premier site de l’impureté obtenue par simple inversion de la
matrice 2.2. Des équations de Dyson similaires sont à résoudre pour obtenir
les fonctions de Green puis les densités d’états projetées sur le site a.

Gij(ω) = gij(ω) + gia(ω)Σaa(ω)Gaj(ω) + gic(ω)Σcc(ω)Gcj(ω) (2.13)

où i et j sont des indices sur les sites de l’impureté, c représentant son dernier
site, et où Σaa = T 2

l gαα et Σcc = T 2
r gα′α′ .

Étant donné l’information que l’on peut tirer de la densité projetée d’états,
lorsque Tl ou Tr sont de l’ordre de grandeur des intégrales de saut des châınes
semi-infinies, on dit qu’il y a bon contact et tout se passe comme si la molécule
formait partie intégrante de la châıne. Si le couplage est suffisamment fort,
on verra une résonance large, sinon elle sera évidemment plus étroite. Mais
si nous arrivons à la limite du couplage faible évoquée plus haut, calculer
la PDOS sur la site a n’a guère de sens car la molécule est bien isolée. Il
est donc plus physiquement pertinent de calculer la PDOS sur un des états
propres de la molécule en vue de tirer parti de toute l’information dont on
dispose grâce à la densité projetée. Autrement dit, nous allons diagonaliser
la matrice 2.2 et trouver ses états et énergies propres,
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| ψ1〉 =
1

2
| a〉 +

1√
2
| b〉 +

1

2
| c〉 E1 = ε− β

√
2

| ψ2〉 =
1√
2
| a〉 − 1√

2
| c〉 E2 = ε

| ψ3〉 =
1

2
| a〉 − 1√

2
| b〉 +

1

2
| c〉 E3 = ε+ β

√
2

Une fois calculées les quantités Gaa, Gcc, Gac et Gca, grâce à 2.13, par
combinaison linéaire, on peut calculer 〈ψ2 | G(ω) | ψ2〉.

Résultats Ci-dessous, la figure 2.3 est la densité d’états projetés sur la site
a de la châıne en régime haute conductance, i.e. lorsqu’il y a un bon contact
avec la châıne.

La figure 2.4 est la même quantité en régime tunnel lorsque une intégrale
de saut est faible. Aussi, on a voulu montrer l’influence du paramètre β,
intégrale de saut entre sites de l’impureté, qui pousse les pics latéraux en
dehors de la bande, de sorte qu’il n’y ait qu’un seul pic résonant. Ajoutons,
finalement que l’influence de l’énergie sur site ε déplace les trois pics de façon
rigide.

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Fig. 2.3 – Densité projetée d’états sur le premier site de l’impureté. Toutes
les intégrales de saut sont à 0.5 à l’exception de Tl qui est à 0.7t (et ε = 0).
Les trois résonances correspondent aux trois états de l’impureté qui font face
au continuum d’états de la châıne
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Fig. 2.4 – Densité projetée d’états sur le premier site de l’impureté en régime
tunnel. Toutes les intégrales de saut sont à 0.5 à l’exception de Tl qui est à
0.1t et β = 3t (aussi, ε = 0). Une seule résonance correspondant au seul état
de l’impureté faisant face au continuum d’états de la châıne.

Calcul du courant

Introduction théorique Pour le calcul du courant nous utilisons une
méthode de calcul directe sans utiliser d’hamiltoniens effectifs. En effet, nous
utilisons l’hamiltonien 2.3 pour lequel nous avons calculé les fonctions de
Green ci-dessus. Pour définir le courant par spin, on choisit un point entre
les deux sites α et a et on calcule la différence entre le flux d’électrons qui
vont de la «gauche» vers la «droite» et celui allant de la «droite» vers la
«gauche». Ainsi, la forme du courant est,

J =
Tl
i

(〈C†
αCa〉 − 〈C†

aCα〉) (2.14)

où on a utilisé les opérateurs en seconde quantification : Ca détruit une
particule en a et C†

α crée une particule en α. La valeur moyenne est prise sur
la fonction d’onde du système exprimée sur la base des sites.

Nous reconnaissons ici la fonction de Green chronologique exprimée dans
sa forme la plus connue, à l’aide des opérateurs précédents, c’est celle que
l’on utilise pour traiter le problème à n-corps[27, 28], même si pour l’instant
nous ne traitons qu’un seul corps. Le courant s’écrit donc,

J = Tl(〈Gαa(t, t
′) −Gaα(t, t

′)) (2.15)

Nous rapportons le lecteur à l’article de C. Caroli et al.[21] pour la
dérivation de l’expression finale du courant car il s’agit d’une démonstration
dont la lourdeur s’avère prohibitive pour un bref exposé. Néanmoins, la
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dérivation complète de l’expression du courant en présence d’interactions est
donnée dans le chapitre 3, où on a pris le temps de considérer le cas particulier
du courant sans interactions, et où l’on retrouve naturellement l’expression
du courant ci-après 2.16. On y traite le problème dans le formalisme de Kel-
dysh [18]. Il s’agit d’un technique analogue à celle de Feynman en théorie des
champs à l’aide de laquelle il est possible de calculer les fonctions de Green
pour les particules d’un système hors équilibre où la perturbation est ar-
bitrairement grande. Cette technique repose sur l’introduction d’un contour
temporel sur lequel sont définies les fonctions de Green allant de moins l’infini
à plus l’infini, et revenant ensuite à moins l’infini. De cette façon les états ini-
tiaux et finals sont les mêmes, respectant ainsi les conditions d’applicabilité
du théorème de Gell-Man et Low2.

Le courant sans interactions par spin s’écrit d’après Caroli et al.

J = −(2π)2T 2
r T

2
l

∫ µ+V

µ

dω

2π
Ga
ca(ω)Gr

ac(ω)ρα(ω)ρα′(ω) (2.16)

où V est la différence de potentiel que l’on a appliqué.
A la vue d’une telle formule quelques commentaires s’imposent. La fonc-

tion à intégrer peut être vue de la manière suivante, si l’on voit la fonction
de Green comme une sorte de propagateur, la fonction Gr

ac connecte les sites
a et c et de même avec Ga

ca. Par l’intermédiaire des intégrales de saut Tr et Tl
l’ensemble des trois sites de l’impureté sont connectés au continuum d’états
des châınes semi-infinies, c’est pourquoi on voit intervenir dans la formule
pour le courant, les ρα(ω), densités d’états des châınes, et les intégrales de
saut. On remarquera de même que l’intégration qui apparâıt explicitement
dans la formule se fait sur l’intervalle défini par la différence de potentiel
entre le potentiel chimique de la châıne de gauche, et celui de la châıne de
droite.

Remarquons enfin que dans la littérature[14, 15, 21] nous trouvons sou-
vent une écriture différente pour le courant. Celui-ci s’écrit :

J =
∫ µ+V

µ

dω

2π
Tr[ΓL(ω)Gr(ω)ΓR(ω)Ga(ω)] (2.17)

où nous avons défini Γi comme la fonction largeur de l’électrode i : Γi =
2πT 2

i ρ(ω). Elle correspond à la largeur a mi-hauteur des résonances. Les
quantités entre crochets sont en général des matrices, mais dans notre ap-
proximation premiers voisins elles se réduisent à des fonctions scalaires. Nous
aurons l’occasion dans le chapitre 3 de revenir plus en détail sur ce point de

2Théorème selon lequel l’état d’un système perturbé peut être obtenu en «branchant»
adiabatiquement la perturbation à t = −∞ et en laissant évoluer le système.
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formalisme. Néanmoins, nous pouvons déjà identifier cette quantité à une
transmission.

Tl

Tl Tr

Tr
Retardée

Gac

Gca

a c

Avancée

ω ω

Fig. 2.5 – Schéma de principe : les sites a et c sont connectés par les fonctions
de Green retardées et avancées, les sites étant aussi liés au premiers sites des
châınes semi-infinies, ici représentés par la densité d’états qui y est projetée.

La figure 2.5 montre le principe du calcul du courant comme on le fait
dans la formule 2.17. Les sites de l’impureté sont pris en compte par les
fonctions de Green qui les connectent en quelque sorte. Dans l’expression
du courant, apparâıssent aussi les intégrales de saut Tr et Tl car l’impureté
est couplée aux deux châınes. Enfin, pour tenir compte de ces dernières, la
densité d’états des sites α et α′ intervient aussi.

2.1.2 Lien avec le traitement dépendant du temps

Paquets d’ondes

Nous proposons dans cette partie, de traiter exactement le même problème
mais avec une description de type paquets d’onde. Nous utilisons l’hamilto-
nien 2.3, et nous faisons propager un paquet d’onde gaussien à l’aide d’un
procédé numérique standard où un «opérateur à petits pas» est appliqué
itérativement au paquet pour le faire évoluer d’un intervalle de temps dt.
Nous avons choisi d’utiliser une méthode de propagation utilisant l’algo-
rithme de Lanczos. Une explication détaillée de la méthode numérique ainsi
que de ses avantages sera donnée dans la partie 2.3 de ce chapitre.

Densité d’états

Dans cette partie, nous nous proposons de retrouver la densité d’états de
la châıne semi-infinie projetée sur son dernier site du paragraphe 2.1.1, avec
une méthode de type paquets d’onde. Ceci est destiné a montrer que l’on est
capable avec deux descriptions différentes de trouver les mêmes résultats. En
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vue de retrouver le même courant qu’avec la méthode des fonctions de Green,
il nous a paru important dans un premier temps de retrouver la quantités
qui interviennent dans l’expression du courant 2.16, en particulier la PDOS
sur α. Pour ceci nous calculons la quantité

∫
Φ∗
α(~r)Ψ(~r, t)d3r (2.18)

Ψ étant le paquet d’ondes, qui s’écrit comme une combinaisons linéaire des
états de chaque site Ψ(~r, t) =

∑
iCi(t)Φi(~r), et Φα est la fonction sur le site

α. L’idée est de préparer le paquet d’ondes dans un état bien déterminé : tous
les coefficients sont nuls sauf celui du site α qui est égal à un, de sorte que
l’intégrale est directement égale à Cα(t). Celle-ci est une quantité à laquelle
nous avons accès aisément puisque il suffit de faire la propagation en gardant
à chaque pas de temps la valeur du coefficient sur le dernier site de la châıne.

D’autre part, étant donné que la propagation se fait avec Φα comme état
initial, en utilisant l’opérateur d’évolution, on peut écrire,

Ψ(~r) = e−iHtΦα(~r) (2.19)

en introduisant 2.19 dans 2.18 il vient,
∫

Φ∗
α(~r)Ψ(~r, t)d3r = 〈α | e−iHt | α〉 (2.20)

en introduisant la relation de fermeture sur les états propres | n〉 de la châıne,
∫

Φ∗
α(~r)Ψ(~r, t)d3r =

∑

n

〈α | e−iHt | n〉〈n | α〉 (2.21)

en appliquant l’opérateur évolution sur les états propres il en découle :
∫

Φ∗
α(~r)Ψ(~r, t)d3r =

∑

n

e−iεnt | 〈α | n〉 |2 (2.22)

En prenant la transformée de Fourier de la formule ci-dessus on obtient,

∫
eiωtdt

∫
Φ∗
α(~r)Ψ(~r, t)d3r = 2π

∑

n

| 〈α | n〉 |2 δ(ω − εn) (2.23)

qui est à un facteur près la densité projetée d’états sur le site α, déjà vue
dans la partie précédente (équation 2.11)

Dans la figure 2.6 nous présentons la densité d’états projetée sur le site α
avec la méthode des paquets d’onde exposée ci-dessus. Nous observons que
l’accord est excellent avec la figure 2.2 calculée avec les fonctions de Green.
Ceci a constitué une bonne manière de vérifier les algorithmes de propagation
et de transformée de Fourier rapide que nous avons écrits pour le calcul du
courant.
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Fig. 2.6 – Densité projetée d’états sur le site α en fonction de l’énergie

Calcul du courant

I1 I2

Electrode 1 Electrode 2

T

Fig. 2.7 – Schéma de principe : le courant I1 est le courant sortant de
l’électrode 1 et I2 celui entrant dans l’électrode 2

Comme illustré par la figure 2.7 si l’on considère deux électrodes ayant des
potentiels chimiques différents (µ1 > µ2) connectées par quelque matériau
dont les caractéristiques sont telles qu’un électron a une probabilité T de
traverser, on peut écrire le courant sortant de l’électrode 1 comme I1 =
1
π
(µ1 − µ2) et le courant entrant dans l’électrode 2 comme I2 = T I1, qui

correspond en fait au courant existant à n’importe quel point du circuit3.
Finalement, à travers l’expression de la conductance, on trouve la fameuse
formule de Landauer[14],

G =
I2

(µ1 − µ2)
=

1

π
T (2.24)

ici, 1
π

est le quantum de conductance 2e2

h
en unités atomiques et T la trans-

mission.

3La loi des nœuds de l’électrocinétique s’applique de sorte qu’il existe aussi un courant
entrant dans l’électrode 1 par réflexion
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Comme il s’agit ici de calculer un courant, nous avons écrit deux pro-
grammes, l’un calcule la propagation du paquet sur une châıne suffisamment
longue où l’on a inclus l’impureté, et un autre identique à ceci près qu’il
calcule la propagation du même paquet initial mais sur une châıne sans im-
pureté. Ainsi, nous allons pouvoir comparer le paquet d’onde transmis après
l’impureté par rapport au paquet d’onde de la châıne non perturbée.

Concrètement et dans notre problème, on utilise la méthode des détecteurs
virtuels[29] pour calculer le coefficient de transmission. Nous évaluons à
chaque instant la fonction d’onde quelques sites après la région où se trouve
l’impureté. Disons le site d. On calcule ensuite la transformée de Fourier pour
connâıtre le contenu fréquentiel du paquet d’onde transmis à l’aide d’un al-
gorithme FFT rapide. Cette opération se fait deux fois : une pour le paquet
sur la châıne avec impureté (ψimpd (ω)) et une pour celle sans impureté ou
libre (ψlibd (ω)). On calcule la transmission comme :

T (ω) =
| ψimpd (ω) |2
| ψlibd (ω) |2 (2.25)

d’où l’expression finale pour le courant4, qui s’écrit comme l’intégrale de la
conductance,

J =
1

π

∫ µ+V

µ

| ψimpd (ω) |2
| ψlibd (ω) |2 dω (2.26)

Ici, nous avons effectué une approximation en négligant les effets de la
tension sur la structure électronique du système.

Il est justifié d’utiliser la formule 2.25 puisque cela revient à «sommer»
la densité de probabilité sur le temps en un point donné.

2.2 Modèle inélastique

On se propose à présent d’introduire le modèle avec lequel nous allons
décrire les effets inélastiques au sens où l’électron qui va se propager à travers
le système va échanger de l’énergie avec les degrés de liberté du système. Dans
ce travail, nous nous intéressons aux degrés de liberté vibrationnels[31].

Au niveau du contexte général, nous nous plaçons dans une situation de
type jonction tunnel, où on fait passer un courant d’une électrode à une
autre. Dans la zone centrale, entre les deux électrodes, il peut y avoir un
système ayant des degrés de liberté vibrationnels. Cela peut être une pointe

4Ici, les deux spins sont pris en compte, on attire l’attention du lecteur sur le facteur 2
qui existe entre cette expression et celle dérivée plus haut avec les fonctions de Green.
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de microscope à effet tunnel qui fait face à une molécule chimisorbée sur une
surface, ou bien une molécule dans une jonction à cassure.

2.2.1 Hamiltonien

Pour commencer notre propos, nous écrivons l’hamiltonien du système
élastique en seconde quantification, puis par une courte dérivation qui nous
semble assez illustrative, nous écrirons l’hamiltonien du système complet au
sens où nous tiendrons compte les degrés de liberté électroniques et vibra-
tionnels du système,

H0 = ǫ0c
†
0c0 +

∑

k,i

ǫk,ic
†
k,ick,i +

∑

k,i

tk,i(c
†
k,ick+1,i + c†k+1,ick,i)

+
∑

k,i

tk,i(c
†
k,ic0 + c†0ck,i) + h̄Ωb†b

où les c (c†) sont les opérateurs de destruction (création) électroniques et les b
(b†) les opérateurs de destruction (création) vibrationnels. Le premier terme
de l’hamiltonien correspond au site d’énergie ǫ0 qui est celui qui va porter la
vibration à lui seul. On note les opérateurs fermioniques qui s’y rapportent
avec un indice 0, tout en sachant qu’ils sont formellement identiques à ceux
qui sont associés aux électrodes. Notons que l’on se place ici dans le cas
particulier où l’on n’aurait qu’un seul site vibrant. Dans la suite, comme
précédemment nous montrerons que nous pouvons très bien nous affranchir
de cette contrainte qui pourrait passer pour un manque de flexibilité du
modèle.

Le deuxième et troisième terme sont ceux qui décrivent les électrodes,
indicées par i. Dans notre étude nous dirons qu’il n’y en a que deux. k est
l’indice des états du continuum, de sorte que l’énergie ǫk,i est celle d’un état
k de l’électrode i. Les tk,i sont couplages entre états. Si nous arrêtions ici
l’hamiltonien, nous serions en présence d’un système partagé en trois, ayant
d’une part une électrode, disons celle de gauche, ensuite un système central
où les interactions vont avoir lieu, puis finalement l’électrode de droite. Ces
trois éléments n’auraient pas d’interaction mutuelle si nous n’envisagions pas
le quatrième terme. Celui-ci couple les états k de l’électrode i via l’élément
tk,i, le terme c†k,ic0 correspondant bien à une création de l’état k de l’électrode

i et à une destruction de l’état central 0. Le terme c†0ck,i est son hermitien
conjugué.

Finalement, le dernier terme est celui qui introduit la vibration. b† et b
étant les opérateurs de création et d’annihilation bosoniques, et h̄Ω l’énergie
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de la vibration, on identifie le dernier terme à un oscillateur harmonique
pour la vibration5. Mais on ne voit pas bien encore comme se couple cette
vibration aux états électroniques.

Remarque Une bonne manière de concevoir un tel hamiltonien est de
considérer une châıne atomique où chaque atome serait couplé à ses voisins.
L’énergie de chaque atome fixée par la donnée des différents ǫ et leur cou-
plage par les t. C’est jusqu’ici le même modèle que nous avons présenté dans la
partie précédente. D’autre part, la vibration n’est jamais qu’un déplacement
selon une coordonnée d’un noyau atomique particulier dans le cas où l’on
ne considère qu’un seul site vibrant. Son énergie et éventuellement ses cou-
plages aux voisins pourraient être modifiés, conduisant ainsi à des modifi-
cations dans la structure électronique du système dans son ensemble, et en
particulier dans ses propriétés de conduction.

Considérons maintenant un développement de Taylor au premier ordre de
cet hamiltonien, ou plus précisément, de l’énergie sur site ǫ0 par rapport à une
coordonnée z qui tiendrait compte un déplacement d’un noyau atomique :

H = H0 + δH = H0 +
∂ǫ0
∂z

zc†0c0 (2.27)

Ecrivons dans le formalisme de l’oscillateur harmonique l’opérateur coor-
donnée à l’aide des opérateurs bosoniques, z =

√
h̄

2µω
(b† + b). Pour l’hamilto-

nien avec couplage électron-vibration, nous pouvons écrire,

H = ǫ0c
†
0c0 +

∑

k,i

ǫk,ic
†
k,ick,i +

∑

k,i

tk,i(c
†
k,ick+1,i + c†k+1,ick,i) (2.28)

+
∑

k,i

tk,i(c
†
k,ic0 + c†0ck,i) + h̄Ωb†b+Mc†0c0(b

† + b)

où nous avons écrit le terme M comme étant égal à ∂ǫ0
∂z

√
h̄

2µΩ
. Nous l’appelons

couplage-phonon. µ est la masse réduite.
L’hamiltonien 2.28 est appelé hamiltonien de Holstein[32]. C’est celui-

ci que l’on retrouve le plus souvent dans la littérature portant sur le sujet
du transport, puisqu’il fut développé pour des vibrations sans dispersion, et
de ce fait convient bien à la modélisation d’une molécule prise entre deux
électrodes. Elle est modélisée par un état couplé à deux continua, et par un

5Strictement on aurait dû écrire h̄Ω(b†b + 1

2
), mais nous plaçons l’origine des énergies

de sorte que nous pouvons toujours nous affranchir du terme d’énergie de point zéro.
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couplage électron-phonon, qui ne fait intervenir qu’un seul mode de vibration.
Un généralisation de ce modèle, comme proposé par H. Ness[33], consiste
à coupler l’électron à différents modes de vibration, chacun desquels peut
éventuellement avoir des fréquences propres de vibration différentes.

2.2.2 Représentation matricielle

Si l’on veut utiliser cet hamiltonien pour calculer des propriétés de trans-
port avec une méthode dynamique de paquets d’ondes, on ne peut se conten-
ter des formes qu’il prend ci-dessus. On a besoin d’une matrice hamiltonienne
pour écrire la propagation. Cette méthode sera détaillée dans la section ci-
après.

Pour ce qui est de la partie de l’hamiltonien élastique, nous rapportons
le lecteur à la première section de ce chapitre où la forme matricielle de
l’hamiltonien 2.3 est donnée ainsi qu’une étude de la physique qu’il invoque.
Rappelons simplement, la forme matricielle de l’hamiltonien sans couplage
électron-vibration, et avec un seul site vibrant :

H(0) =




. . .
. . .

. . .

0 t 0 t 0
0 t 0 Tl 0

0 Tl ε0 Tr 0
0 Tr 0 t 0

0 t 0 t 0
. . .

. . .
. . .




(2.29)

Maintenant considérons les degrés de liberté vibrationnels. Dans l’ha-
miltonien, nous avons le terme h̄Ωb†b qui tient compte de l’énergie de la
vibration. Le fait que les vibrations et les électrons soient traités au même
niveau (nous ne nous plaçons pas dans le cadre de l’approximation de Born-
Oppenheimer) impose que la fonction d’onde |Ψ〉 s’écrit comme un produit
tensoriel d’états électroniques |k〉 et vibrationnels |n〉.

|Ψ〉 = |k〉 ⊗ |n〉 (2.30)

⇔ Ψ(~r, ~R, t) =
∑

k,n

Φk,n(~r, ~R, t)Ξn(~R) (2.31)

où nous sommes, pour la seconde équation, passés en représentation spa-
tiale, l’électron est repéré par ~r et la coordonnée nucléaire par ~R. Φ et Ξ
représentent respectivement la partie électronique et nucléaire de la fonction
d’onde.
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Cette forme impose, au niveau hamiltonien, que chaque fois que l’on
considérera un paquet d’onde se propageant dans un niveau de vibration n, on
devra, dans sa propagation tenir compte d’un déplacement global en énergie
introduite par le vibrateur. Par exemple, dans une vision faisant intervenir, la
notion de transition entre états vibrationnels, si une partie du paquet d’ondes
se transmet d’un niveau vibrationnel n à n + 1, alors il faudra «qu’il paye
un prix», c’est-à-dire qu’il perde de l’énergie. Ceci est nécessairement inclus
dans l’hamiltonien, puisque s’il en était autrement le système ne conserverait
pas son énergie totale.

L’hamiltonien électronique, pour un état de vibration n s’écrit alors,

H(n) =




. . .
. . .

. . .

0 t nh̄Ω t 0
0 t nh̄Ω Tl 0

0 Tl ε0 + nh̄Ω Tr 0
0 Tr nh̄Ω t 0

0 t nh̄Ω t 0
. . .

. . .
. . .




(2.32)

Maintenant que nous avons vu comment s’écrivent ses n hamiltoniens,
voyons comment ils se couplent entre eux. Comme nous l’avons mentionné
plus haut le terme responsable du couplage est Mc†0c0(b

† + b) (voir équation
2.28) ce qui indique que le couplage entre différents H(n) se fera par l’in-
termédiaire d’un élément qui «connectera» deux sites d’énergie voisine d’un
quantum d’énergie ε0 + nh̄Ω et ε0 + (n + 1)h̄Ω, et sera nécessairement une
fonction de M .

La représentation matricielle des opérateurs bosoniques mérite, elle, une
attention particulière puisque les règles d’action des opérateurs ne sont pas les
mêmes que celles des opérateurs fermioniques. Matriciellement, la différence
réside dans le fait, que il faut tenir compte d’un scalaire, qui n’est autre que
n et qui vient des relations suivantes,

b† | n〉 =
√
n + 1 | n + 1〉 (2.33)

b | n〉 =
√
n | n− 1〉 (2.34)

Dans la base des niveaux de l’oscillateur harmonique qui est {| 0〉, | 1〉 =
b† | 0〉, | 2〉 = 1√

2
| 1〉, ..., | n〉 = 1√

n
| n − 1〉, ...}, les matrices des opérateurs

bosoniques s’écrivent,
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b† =




0 0 0 0 · · ·
1 0 0 0

0
√

2 0 0

0 0
√

3 0
...

. . .




(2.35)

b =




0 1 0 0 · · ·
0 0

√
2 0

0 0 0
√

3
0 0 0 0
...

. . .




(2.36)

L’hamiltonien s’écrit finalement,

H =




H(0) M̂ 0

M̂ H(1)
√

2M̂ 0

0
√

2M̂ H(2)
√

3M̂ 0

0
√

3M̂ H(3)
√

4M̂ 0
. . .

. . .
. . .

0
√
N − 1M̂ H(N−1)




(2.37)

où nous avons choisi une écriture par blocs, plus claire, pour représenter les
différentes parties de l’hamiltonien. On reconnâıt dans la partie diagonale
les hamiltoniens H(n), n = 0, 1, ..., N − 1 dont nous avons donné la forme
plus haut. Aussi, en dehors de la diagonale, nous avons choisi de représenter
M̂ comme une matrice de mêmes dimensions que l’hamiltonien H(n). Elle
tient compte du couplage électron-phonon. Bien sûr, pour le cas où l’on ne
considère qu’un seul site vibrant, M̂ est essentiellement creuse et ne contient
qu’un seul terme non-nul, celui qui combine les sites diagonaux d’énergie
ε0 + nh̄Ω et ε0 + (n+ 1)h̄Ω.

Remarque Nous avons tronqué l’hamiltonien 2.37 pour que n’entrent que
les n premiers états du vibrateur tels que n < N où N est un entier positif
dont la valeur est à définir. Au sujet de la valeur de N une étude numérique
sera consacrée afin de comprendre et mâıtriser la convergence du calcul.

Pour illustrer notre propos, nous écrivons une matrice hamiltonienne,
exprimée cette fois dans la base des sites. Etant donné sa taille, nous ne
montrons que les niveaux n = 0 et n = 1. Ici, nous nous sommes placés dans
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le cas où un seul site porte l’interaction électron-phonon. M n’est donc ici
plus qu’un scalaire.

H =




. . .
. . .

. . .

0 t 0 t 0
0 t 0 Tl 0

0 Tl ε Tr 0 · · · · · · · · · M

0 Tr 0 t 0
...

0 t 0 t 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
... 0 t h̄Ω t 0
... 0 t h̄Ω Tl 0
M · · · · · · · · · 0 Tl ε+ h̄Ω Tr 0

0 Tr h̄Ω t 0
0 t h̄Ω t 0

. . .
. . .

. . .




(2.38)

2.2.3 Transmission

Pour calculer la transmission en fonction de l’énergie initiale de l’électron,
nous utilisons comme pour le cas élastique la méthode des détecteurs virtuels
[29] qui consiste en l’évaluation de la fonction d’onde quelques sites après
la zone d’interaction électron-vibration. Dans le cas inélastique le calcul de
la transmission est une généralisation du cas élastique. Par transformée de
Fourier temps-énergie, la transmission est obtenue, ceci doit être bien sûr
effectué pour chaque niveau de vibration de la fonction d’onde totale, nous
pouvons donc écrire pour la transmission totale,

Ttot(ω) =
∑

n

Tn(ω) =
∑

n

| ψimpd,n (ω) |2
| ψlibd,0 |2

(2.39)

où nous considérons une température nulle et le paquet d’onde initial à l’état
vibrationnel n = 0. ψintd,n est la fonction d’onde dans l’état vibrationnel n
et après la région d’interaction, le détecteur a été placé au site d. ψlibd,n est
la fonction d’onde calculée avec le même détecteur virtuel mais ayant été
propagée avec un hamiltonien «libre» ne contenant pas d’information sur
la vibration et pas de différences de couplages entre sites, tous les t étant
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égaux (t = TR = TL) ainsi que tous les éléments diagonaux de 2.3. Ces deux
fonctions d’ondes ont déjà subi la transformation de Fourier. Nous verrons
plus tard qu’un des avantages d’une telle vision, est d’offrir une description
en termes de «canaux inélastiques» où nous faisons allusion au fait que nous
pouvons décomposer la transmission totale et analyser toutes les contribu-
tions dont elle est la somme.

2.2.4 Densité d’états

Nous verrons aussi que pour certains cas plus complexes, par exemple
lorsque l’on considérera plusieurs sites vibrants et que les formes des matrices
de couplage seront plus complexes, il deviendra très difficile d’analyser les
transmissions, et d’essayer de comprendre leur allure. Un outil déjà introduit
plus haut sera du plus grand secours, la densité d’états projetée. Pour un
état quelconque, qui peut être combinaison linéaire d’autres états de la base
liaisons-fortes dans laquelle nous nous plaçons, disons |α, n〉, la densité d’états
projetée est donnée par la transformée de Fourier de la fonction d’auto-
corrélation de la fonction d’onde[34].

ρ(ω) =
∫ ∞

−∞

dt

2π
eiωt〈α, n|e−iHt|α, n〉 (2.40)

On peut facilement montrer que cette équation peut s’écrire sous la même
forme que l’équation 2.11.

2.2.5 Courant

Soit une molécule entre deux électrodes, modélisée par un seul état connecté
à deux châınes. Y. Meir et al. [35] ont montré que le courant s’écrit,

J = −1

π

∫
[fL(ω) − fr(ω)]Im{Tr[ΓGr]}dω (2.41)

où Γ est définie comme une fonction des couplages à la châıne de gauche et
de droite, Γ = ΓRΓL

ΓR+ΓL
. Gr est la fonction de Green retardée de la molécule, et

fL(R) est la distribution de Fermi de l’électrode de gauche (droite), considérée
à l’équilibre. Cette formule n’est valable que quand il existe une relation de
proportionnalité entre les couplages aux électrodes ΓL = λΓR.

Une analyse intéressante est celle qui conduit N. Wingreen et al.[24] à
une expression analytique du courant avec interactions assez intuitive. Cette
dérivation est détaillée dans l’annexe A.
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L’équation ci-dessus a une forme intuitive, puis que on peut voir qu’il
s’agit d’une intégrale d’une fonction que nous pouvons identifier à la trans-
mission, multipliée par un fenêtre en énergie donnée par les distributions de
Fermi. Ceci veut dire qu’un courant apparâıtra si la transmission est non-nulle
et si la tension est suffisamment grande, puisque c’est bien elle qui impose
la fenêtre d’intégration dans laquelle la transmission a une contribution au
courant.

Les basses températures imposent que le vibrateur soit dans son état
fondamental, de sorte que dans cette limite, la trace qui apparâıt dans l’ex-
pression de la conductance n’a de poids que dans l’état n = 0 du vibrateur.
La transmission s’écrit,

Im{Tr[Γ(ω)Gr(ω)]} = Γ(ω)ImGr
00. (2.42)

où Gr
00 est la projection de la fonction de Green retardée dans le sous-espace

n = 0, Gr
00 = 〈0|Gr|0〉. Cette formule prouve que la conductance est liée à la

densité d’états − 1
π
ImGr

00. Si nous faisons l’approximation des bandes larges
(wide band limit), selon laquelle, le continuum est dépourvu de structure,
ce qui impose que Γ soit indépendante de l’énergie, alors la transmission est
directement proportionelle à la densité d’états dans le sous-espace n = 0.

Ce que nous présentons ici est connexe avec les sujets traités par H.
Ness[36]. Le modèle est le même, c’est la méthode de résolution qui est
différente.

2.3 Résolution de l’équation de Schrödinger

dépendante du temps : méthode de Lanc-

zos

2.3.1 Introduction et remarques générales sur la méthode

Lorsque l’on se propose d’étudier un système en utilisant un formalisme
dépendant du temps, on souhaite trouver la fonction d’onde Ψ à un temps
t à partir de la fonction d’onde à un instant initial, disons Ψ(0). Sa propa-
gation est donnée par le principe d’évolution qui n’est autre que l’équation
de Schrödinger écrite sous sa forme dépendante du temps. Si l’hamiltonien
est indépendant du temps, alors elle peut être réécrite en faisant apparâıtre
l’opérateur d’évolution temporelle qui, appliqué à la fonction d’onde à l’ins-
tant initial donne sa forme à un instant ultérieur.

Ψ(t) = e−iHtΨ(0) (2.43)
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Numériquement, ceci est effectué par une méthode de grilles, c’est-à-dire
en discrétisant l’espace des coordonnées où l’on représente la quantité à cal-
culer. On discrétise aussi le temps, en définissant ainsi un opérateur à petits
pas, puis on suit l’évolution de la fonction d’onde à chaque pas.

Une grande collection de méthodes sont disponibles pour traiter ce pro-
blème, des plus rudimentaires aux plus sophistiquées. Elles ont toutes leurs
avantages et leurs défauts[37]. Quand bien même il serait utile d’en connâıtre
les principes, notre propos n’est pas ici de toutes les énumérer, bien que pen-
dant nos études nous ayons été amenés à en utiliser plusieurs. Citons, pour
commencer, les méthodes de type différenciation au second ordre (SOD),
basées essentiellement sur un développement de Tayor de l’opérateur d’é-
volution où l’on garde les termes jusqu’au second ordre. Une façon évidente
d’améliorer les performances de cet algorithme est de pousser le développement
à des ordres supérieurs. Voici comme la fonction d’onde est calculée grâce à
cette méthode :

Ψ(t+ ∆t) = Ψ(t− ∆t) − 2iH∆t

h̄
Ψ(t) (2.44)

Citons aussi une méthode très bien connue, celle de l’opérateur partition-
né (split-operator). Elle consiste à partager l’opérateur d’évolution de façon
symétrique en énergie potentielle et énergie cinétique. En général, les opé-
rateurs énergie cinétique T et potentielle V ne commutant pas, avec cette
manière de procéder, l’erreur que l’on commet en omettant la contribution
du commutateur est réduite au troisième ordre. Voici l’équation fondamentale
de cette méthode.

e−iH∆t = e−iT ∆te−iV∆te−iT ∆t + o(∆t3) (2.45)

La troisième méthode que nous citons est la propagation par l’algorithme
de Lanczos. L’idée fondamentale qui sous-tend une telle propagation[38] est
essentiellement fondée sur un changement de base, qui fait passer dans notre
cas de la base liaisons fortes dans laquelle l’hamiltonien à été écrit initiale-
ment, à une base qui définit un nouvel espace dit espace de Krylov. La clé de
voûte de l’algorithme est la construction de cette base, dont la formalisation
mathématique consiste en une récurrence. On fait cöıncider le premier vecteur
de Krylov, avec la fonction d’onde à l’instant initial, comme initialisation de
la récurrence. Elle construit une base orthogonale que l’on peut normaliser.
Il est dans notre intérêt, pour des raisons que nous verrons immédiatement,
de ne pas exprimer l’hamiltonien, dans une base de dimension trop grande.
La dimension de la base dans l’espace de Krylov, doit être tronquée à un
nombre petit devant la dimension de la base liaisons-fortes. Pourvu que le
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pas en temps soit petit, la dimension de l’espace de Krylov peut être main-
tenue à de faibles valeurs. Une fois construite, on diagonalise l’hamiltonien
écrit dans cette base, et on tire valeurs et vecteurs propres. On montre que la
propagation s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs propres de
la matrice de Krylov. Cette procédure se répète à chaque pas en temps, c’est
pourquoi elle nécessite la construction d’un espace de Krylov de dimension
réduite.

2.3.2 Récurrence fondamentale de Lanczos

Soit A une matrice (n× n) réelle et symétrique et v1 un vecteur unitaire
de départ. Pour i entier on définit les matrices Ti dites de Lanczos en utilisant
la relation suivante.

βi+1vi+1 = Avi − αivi − βivi−1 (2.46)

où αi = vtiAvi et βi = vti+1Avi et β1 = 0 et v0 = 0
Pour toute valeur de i, Ti est relle symétrique et tridiagonale. On appelle

aussi cette méthode tridiagonalisation de Lanczos[39], les αi sont les éléments
diagonaux et les βi sont les éléments hors-diagonale.

Par définition, αivi et βivi−1 dans 2.46 sont respectivement les projections
orthogonales du vecteur Avi sur les deux derniers vecteurs de Lanczos de
vi et vi−1. Pour chaque i, le vecteur de Lanczos suivant est déterminé par
orthogonalisation de Avi par rapport à vi et vi−1. La série de coefficients αi
et βi obtenue dans ces orthogonalisations définit les matrices de Lanczos.

Autre écriture On réécrit 2.46 sous forme matricielle, cela nous convient
pour la suite, car cette forme est plus synthétique :

AVi = ViTi + βi+1vi+1e
t
i (2.47)

où Vi = v1, v2, ..., vi est une matrice (n× j) dont la kieme colonne est le kieme

vecteur de Lanczos et où ei est un vecteur de la base canonique ayant un 1
dans sa iieme composante et 0 ailleurs.

Principe général

On remplace le problème aux valeurs propres d’une matrice A donnée par
un problème simplifié défini par une ou plusieurs matrices Ti. On utilise la
relation de récurrence 2.46 pour transformer une matrice réelle en une ma-
trice réelle et tridiagonale. Celles-ci sont faciles à traiter d’un point de vue
numérique car elles occupent peu de ressources en termes de mémoire allouée
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et les algorithmes qui permettent leur diagonalisation sont extrêmement ef-
ficaces. Les opérations arithmétiques sont peu nombreuses ce qui permet de
travailler avec des matrices de Lanczos de taille convenable pour optimiser
le rapport entre précision et temps de calcul.

Remarque

Pour une matrice A creuse, même si elle est de grandes dimensions, elle
n’entre dans la récurrence qu’à travers la multiplication Avi. C’est pourquoi
l’opération est très rapide si la programmation se fait terme à terme, en
considérant seulement ceux d’entre eux qui sont non-nuls. De plus, la matrice
A, donnée comme paramètre d’entrée, n’est pas encombrante d’un point de
vue mémoire puisqu’elle n’est pas modifiée dans la récurrence, et n’a donc
pas besoin d’être recalculée. Si A est creuse, alors le calcul s’effectue avec une
capacité mémoire linéaire avec la taille de vi.

Il convient de rajouter que les vecteurs de Lanczos calculés à chaque pas
en temps, ne sont pas gardés d’une itération à une autre. Ils sont recalculés
à chaque fois, n’entrant donc pas en compte dans l’allocation de mémoire
nécessaire au calcul dans son ensemble.

Définition 1 Soit A une matrice de dimension (n×n) et v1 un vecteur. On
définit la famille de sous-espaces de Krylov Ki, ∀i = 1, 2, ..., n comme

Ki = 〈




v1

Av1

A2v1
...

Ai−1v1




〉

de sorte que tout vecteur vi sera une combinaison linéaire de v1, Av1, A
2v1, ...A

i−1v1.

Définition 2 Soit A une matrice de dimension (n×n) réelle et symétrique.
Soit la récurrence de Lanczos pour tout i = 1, 2, ..., m utilisée pour générer
les matrices Tm, alors pour un couple valeur propre - vecteur propre (µ, u)
de Tm, on définit,

y = Vmu (2.48)

où Vm est la matrice des vecteurs de Lanczos définie plus haut. On appelle y
vecteur de Ritz.
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Théorème 1 Soit A une matrice de dimension (n× n) réelle et symétrique
avec n valeurs propres distinctes. Soit v1 un vecteur unitaire ayant une projec-
tion non-nulle sur chaque vecteur propre de A. Si nous utilisons la récurrence
de Lanczos 2.46 pour générer les matrices Ti et Vi, alors

∀i ≤ n, V t
i Vi = 1̂i (2.49)

et aussi,

∀i ≤ n, Ti = V t
i AVi (2.50)

Ti est la projection orthogonale de A dans le sous-espace généré par les
Vi

Preuve par récurrence
Initialisation : Par définition vt1v1 = 1, puis pas construction, vt2v1 = 0.
Hypothèse de récurrence : il existe un k tel que ∀j ≤ k, V t

j Vj = 1j (relation
2.49) est une proposition vraie.

Ecrivons la récurrence fondamentale de Lanczos ∀k ≤ n

βk+1vk+1 = Avk − αkvk − βkvk−1 (2.51)

puis en multipliant par vtk

vtkβk+1vk+1 = vtkAvk − αiv
t
kvk − βkv

t
kvk−1

vtkβk+1vk+1 = αk − αk − 0

vtkvk+1 = 0 (2.52)

Les éléments hors-diagonales de la matrice V t
i Vi sont donc nuls pour tout i

inférieur à n . Par ailleurs, si nous reprenons la récurrence 2.51 en multipliant
cette fois par vtk+1, il vient,

vtk+1βk+1vk+1 = vtk+1Avk − αiv
t
k+1vk − βkv

t
k+1vk−1

vtk+1βk+1vk+1 = βk+1 − 0 − 0

vtk+1vk+1 = 1 (2.53)

De la réunion des relations 2.52 et 2.53, nous déduisons l’égalité suivante

∀k ≤ n, V t
kVk = 1̂k (2.54)
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Le théorème 1 stipule que les valeurs propres des Ti sont les valeurs

propres de A restreintes dans l’espace de Kylov Ki = 〈




v1

Av1

A2v1
...

Ai−1v1




〉. C’est

pourquoi pour des valeurs de i suffisamment grandes, les valeurs propres des
Ti sont de bonnes approximations de celles de A. Si nous poursuivons la
récurrence jusqu’à i = n, les valeurs propres de Tn seront les valeurs propres
de A.

Corollaire 1 Les valeurs propres de Tn sont les valeurs propres de A

Résidu

La tridiagonalisation de Lanczos peut s’écrire comme un changement de
base unitaire :

Tn = V †
nAVn (2.55)

Si nous nous arrêtons au niveau de la récurrence à un ordre m < n nous
devons écrire,

AVm = VmTm + βm+1vm+1e
t
m (2.56)

On définit le résidu comme

rm = (AVm − VmTm)um (2.57)

où um est un vecteur propre de la matrice de Lanczos correspondante d’ordre
m, Tmum = λum.

Il s’en suit que

rm = AVmum − VmTmum (2.58)

rm = Aym − Vmλum (2.59)

(2.60)

où ym est un vecteur de Ritz défini précédemment comme ym = Vmum.
Si la convergence de l’algorithme de Lanczos est bonne, les vecteurs de

Ritz sont de bonnes approximations des vecteurs propres de A, et puis les λ
seront aussi de bonnes approximations des valeurs propres ǫ de A. Admettons
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que m est tel que la convergence est bonne. Dans ce cas, appliquons aux for-
mules précédentes les deux approximations que nous venons de commenter,

rm ≃ ǫym − λym (2.61)

rm ≃ ǫym − ǫym (2.62)

rm ≃ 0 (2.63)

Le résidu devient nul à la convergence de l’algorithme

Schéma de principe :

récurrence de Lanczos

Construction les Ti pour tout i = 1, 2, ...n
à partir de A avec la récurrence 2.46

Pour un entier m≪ n,
calcul des valeurs propres µ de Tm

Sélection de tout ou partie du spectre {µ},
qui est une approximation du spectre de A

Calcul des vecteurs propres u
associés aux valeurs propres µ

Les vecteurs de Ritz (équation 2.48)
sont des approximations des vecteurs propres de A
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méthode de Lanczos 41

2.3.3 Autres types de récurrences

Il existe de multiples façons de résoudre ces problèmes avec des algo-
rithmes dérivés de la récurrence fondamentale de Lanczos. Citons en parti-
culier la procédure itérative dont le principe est de réinjecter comme vecteur
de départ de la récurrence un vecteur calculé comme vecteur de Ritz lors de
la récurrence qui a précédé.

Schéma de principe :
procédure itérative de Lanczos

Soit une matrice A de dimension (n× n)

Soit un entier k = 0
Soit un vecteur de départ v

(k=0)
1

Pour un entier m≪ n,

Construction les T (k)
m

à partir de A avec la récurrence 2.46

Calcul de la valeur propre µk
de T (k)

m la plus grande en valeur absolue
Calcul du vecteur propre uk correspondant

Calcul de vecteurs de Ritz y(k) = V (k)
m u(k)

v
(k+1)
1 = y(k)

Convergence ? Fin
oui

non
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2.3.4 Application à la propagation de paquets d’onde

Propagation

Nous allons baser tous nos calculs dépendants du temps sur une méthode
de propagation de type Lanczos. Dans la présentation formelle qui a précédé,
il n’a été question que de matrices et vecteurs au sens général. A présent,
expliquons comment la propagation est calculée.

Dans ce qui suit, nous allons changer certaines notations de quantités
que nous considérons comme physiquement significatives. Par exemple, dans
ce qui a précédé, l’hamiltonien H tient lieu maintenant de matrice A, et
le vecteur qui initialise la récurrence est la fonction d’onde dont on veut
connâıtre l’évolution, v1 = Ψ(t)

Soit l’hamiltonien H de dimension (n × n), et soit m un entier bien
inférieur a n. La propagation de la fonction d’onde de l’instant t à l’instant
t+ ∆t s’écrit,

|Ψ(t+ ∆t)〉 = e−iTm∆t|Ψ(t)〉 (2.64)

où Tm est la matrice de Lanczos de dimension (n×m), générée par la formule
de récurrence de Lanczos 2.46. Soient {µ, u}, l’ensemble des valeurs propres
et vecteurs propres de la matrice Tm, on peut alors écrire la propagation
comme

|Ψ(t+ ∆t)〉 =
∑

k

|uk〉e−iµk∆t〈uk|Ψ(t)〉 (2.65)

ce qui est simplement un changement de base formel vers la base propre où
l’exponentielle matricielle est maintenant une somme d’exponentielles sca-
laires ayant les valeurs propres pour argument. Etant donné que {u} sont les
vecteurs propres de Tm qui est une matrice qui s’exprime dans la base des
vecteurs de Lanczos, chaque uk est combinaison linéaire des {v}, vecteurs de
Lanczos.

|uk〉 =
∑

l

al,k|vl〉 (2.66)

En remplaçant cette combinaison linéaire dans la propagation,

|Ψ(t+ ∆t)〉 =
∑

k

∑

l,l′
al,k|vl〉e−iµk∆ta∗l′,k〈vl′|Ψ(t)〉 (2.67)

Comme nous l’avons dit plus haut la récurrence de Lanczos est initia-
lisée avec la fonction d’onde elle-même de sorte que 〈vl|Ψ(t)〉 = 〈vl|v1〉. Par
construction, les vecteurs de Lanczos sont orthogonaux, équation 2.49, donc
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nous pouvons remplacer le bracket de l’équation de propagation par le sym-
bole de Krönecker,

| Ψ(t+ ∆t)〉 =
∑

k

∑

l,l′
al,k | vl〉e−iµk∆ta∗l′,kδl′,1 (2.68)

ce qui signifie que le seul terme non-nul de la somme sur l′ est celui qui
satisfait l’égalité l′ = 1, soit :

| Ψ(t+ ∆t)〉 =
∑

k,l

al,k | vl〉a∗1,ke−iµk∆t (2.69)

La formule 2.69 est le relation fondamentale de la propagation.

Remarque L’équation 2.69 est une somme des uk vecteurs propres de Tm,
chaque vecteur étant multiplié par un facteur de phase.

| Ψ(t+ ∆t)〉 =
∑

k

∑

l

al,k | vl〉
︸ ︷︷ ︸

|uk〉

a∗1,ke
−iµk∆t

︸ ︷︷ ︸
facteur de phase

(2.70)

Questions numériques

Des effets indésirables peuvent être provoqués par le fait que la propa-
gation s’effectue sur une grille de taille finie. Pour éliminer les réflexions
artificielles qui causées par le fait que le paquet sonde l’extrémité de la grille
sur laquelle il se propage, nous avons introduit un potentiel absorbant. Il a
été placé en fin et début de la grille, et commençait à 400 sites avant la fin et
le début de grille. Le potentiel était de type parabolique, avec une constante
de raideur de 1

4002 . Il a été intégré à l’algorithme de propagation à l’aide d’un
opérateur partitionné qui agit avant, puis après la propagation avec l’algo-
rithme de Lanczos. Pour estimer les erreurs dues aux réflexions qui, même en
présence du potentiel absorbant pourraient entacher nos calculs, nous avons
calculé le coefficient de réflexion aux extrémités de la grille avec un tel poten-
tiel absorbant en utilisant un paquet spectralement large. Nous avons trouvé
que seulement 0.01% du paquet a été réfléchi a n’importe quelle énergie.

Sur le chapitre de l’efficacité numérique, le contrôle de la dimension de
l’espace de Krylov est un sujet important qu’il convient de discuter. En ef-
fet, nous avons utilisé un algorithme qui contrôle la dimension de l’espace
de Krylov dynamiquement[40], de sorte que, à chaque pas en temps, elle
peut être augmentée pour améliorer la propagation, ou bien réduite, dans
le cas où, pour une précision donnée, le calcul d’un vecteur de Lanczos
supplémentaire n’apporterait rien de significatif à la propagation. C’est là
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un moyen de réduire les coûts numériques, tout en gardant une mâıtrise
totale de la précision à laquelle nous souhaitons calculer la propagation.

La technique consiste en la projection de | Ψ(t+∆t)〉 sur les trois derniers
vecteurs de Lanczos. La somme des modules au carrés donne :

P =
s∑

l=s−2

|〈vl|Ψ(t+ ∆t)〉|2 ≤ ǫ (2.71)

où ǫ est une quantité que l’on choisit petite, en raison du fait que l’on veut
que la norme de la projection de Ψ(t+ ∆t) soit la plus petite possible pour
les derniers vecteurs de Lanczos.

Schéma de principe :
programme de propagation

Soit l’hamiltonien H de dimension (n× n)
Soit t la variable temporelle, t = 0

Soit la fonction d’onde Ψ(t)

Pour un entier m≪ n,
construction des Tm

à partir de H avec la récurrence 2.46

Calcul des valeurs et vecteurs propres
{µ, u}

par diagonalisation de Tm

Propagation (équation 2.69)
Projection de | Ψ(t+ ∆t)〉 sur les trois

derniers vecteurs de Lanczos (équation 2.71)
Fin

P < ǫ

P > ǫ

t = tmax

m = m− 1

m = m+ 1

t < tmax
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2.4 Résultats pour un site

Dans cette partie nous allons présenter les résultats de nos calculs dé-
pendants du temps. Pour commencer notre étude par un cas simple nous
allons tout d’abord considérer un seul site vibrant. Ce cas est celui qui a été
étudié par N . Wingreen et M. Galperin dans le même cadre mais avec des
techniques différentes[24, 41]. Ce système est une modélisation simple d’un
état vibrant couplé à deux continua. Dans le cas d’une jonction tunnel de
type STM, un continuum représente les états de la pointe, l’autre les états du
substrat. Le site vibrant représente le niveau électronique de l’adsorbat qui
intervient dans la vibration. Nous présentons d’abord l’évolution temporelle
des paquets d’onde en fonction du temps et du niveau de vibration. Ensuite,
nous montrerons les résultats obtenus pour les transmissions totales et par-
tielles. Nous avons aussi inclus une discussion sur les retards et les phases
dûes à l’interaction de l’électron avec le vibrateur, et enfin une étude de la
convergence de l’algorithme de propagation est proposée.

2.4.1 Paquets d’onde
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Evolution d’un paquet d’onde 
au cours du temps au niveau n=0

Fig. 2.8 – Evolution temporelle du
paquet d’ondes n = 0 en fonction
des sites de la châıne. Le site vi-
brant est placé en 600.
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Paquets d’onde dans les
états de vibration

Fig. 2.9 – Le paquet d’ondes est
représenté après l’interaction, les
courbes représentent les différents
niveaux de vibration.

Pour illustrer notre propos nous montrons deux figures où deux différentes
visions du problème sont exposées. Il nous semble que l’esprit de ce travail est
bien reflété dans ces deux images où il est particulièrement intuitif de voir un
paquet d’onde se propager. D’une part, dans la figure 2.8, le paquet d’onde
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est préparé à l’état initial autour de la position 400 avec une largeur donnée
suffisamment grande pour être correctement visualisé. Le site où se trouve la
vibration a été arbitrairement localisé en 600. Ces nombres correspondent aux
sites du modèle liaisons-fortes. Les courbes correspondant au paquet d’onde
à des temps successifs on été décalés pour en faciliter la lecture. Avec une
vitesse initiale donnée, le paquet d’onde se meut vers la droite puis rencontre
le site vibrant où se produisent transmission et réflexion. Celles-ci sont dûes
à la fois à des effets élastiques et inélastiques. D’une part, le site en question
étant assez découplé du continuum d’états créé par la châıne (t 6= TR = TL),
il y a réflexion et transmission. Dans ce cas, il est clair que l’électron ne
gagne ni ne perd de l’énergie puisqu’il n’y a aucun échange. D’autre part, la
vibration à été considérée dans ce calcul, mais les effets qu’elle produit ne
peuvent être vus dans cette figure puisque nous n’avons montré que le niveau
n = 0 du vibrateur.

Dans la figure 2.9, nous avons représenté le paquet d’onde à un temps
donné et seulement à ce temps-là. Les différentes courbes représentent les
différents états du vibrateur auxquels le paquet, initialement préparé à l’état
n = 0, a été «pompé». Nous voyons que la seule courbe asymétrique est celle
correspondant au niveau n = 0, puisque c’est depuis celui-ci que le paquet
a été lancé, on y voit une très grande réflexion. En revanche, pour tous les
autres niveaux, la fonction d’onde est symétrique. Ceci vient du fait que
TL = TR, c’est-à-dire que le site est autant couplé au continuum de gauche
qu’à celui de droite. De plus, la vibration n’étant localisée que sur un seul site,
il n’y a aucune raison de symétrie pour laquelle, le paquet se propagerait plus
favorablement dans un sens plutôt que dans l’autre. Nous voyons, pour finir,
que plus n est grand, plus le paquet est retardé à la sortie du site vibrant.
Ceci est dû au fait que notre modèle conserve l’énergie. Plus n est grand,
plus le paquet a laissé d’énergie dans les degrés vibrationnels du système, et
moins le paquet a d’énergie pour se propager. On constate aussi que le poids
du paquet diminue avec n. Ceci suggère que plus le couplage sera grand, plus
il faudra inclure de niveaux de vibration dans le calcul. Il existe un n à partir
duquel le poids du paquet est suffisamment petit, de sorte qu’une valeur finie
de n conviendra pour le calcul. La convergence est un aspect crucial auquel
nous reviendrons plus tard.

2.4.2 Transmissions totales et partielles

Pour expliquer les effets produits par la vibration, comme dans la litté-
rature [24, 23, 41], il convient de s’intéresser à la transmission du système
c’est-à-dire, à la probabilité, pour un électron d’énergie initiale donnée, d’être
transmis à travers la zone où a lieu l’interaction. La technique que nous avons
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Fig. 2.10 – Transmission totale en fonction de l’énergie incidente des
électrons.Les paramètres sont t

10
= Tr = Tl = −0.05 pour les intégrales

de saut, Ω = 0.05 et M = 0.04 pour l’énergie de la vibration et le couplage
électron-phonon. Ces quantité s’expriment en unités de 1

2t
, de sorte que la

bande s’étend de −1 à 1.

utilisée a déjà été discutée ailleurs et nous n’y reviendrons pas ici. Dans la
figure 2.10, la transmission sans interactions en pointillés a été représentée,
ainsi que celle avec le couplage électron-vibration en trait plein. La courbe
en pointillés est quasiment une lorentzienne6 correspondant au fait que le
site ε0 est assez découplé du continuum de sorte qu’il a une certaine largeur
spectrale Γ qui est fonction des éléments liaisons-fortes que nous avons dans
l’hamiltonien,

Γ(ω) = ΓL(ω) + ΓR(ω) (2.72)

Γi(ω) = 2πT 2
i ρ(ω), i = L,R (2.73)

où ΓL(R) est la largeur due au couplage du site d’énergie ε0 à l’électrode de
gauche (droite). ρ(ω) est la densité d’états projetée sur le site voisin du site
d’énergie ε0 (équation 2.11).

La courbe en trait plein ne présente plus un profil lorentzien. Dans une
vision näıve, il s’agirait plutôt d’une série de lorentziennes comme si on avait
plusieurs niveaux électroniques. Or, on n’en a qu’un. La génération de pics
que nous voyons est l’effet de l’interaction électron-vibration. Nous pour-
rions penser chaque pic satellite comme le résultat du fait qu’à l’énergie où se
trouve le pic l’électron a pu se transmettre «aidé» par la vibration. L’électron

6Elle serait exactement une lorentzienne si le continuum n’avait pas de structure
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laisse donc une énergie à la vibration qui est bien sûr le quantum de vibra-
tion. En effet, les pics sont séparés de Ω. On remarque aussi que le premier
pic n’est pas centré à l’énergie ε0. Ce déplacement est appelé déplacement po-
laronique (dans la littérature anglophone on parle de polaron shift). Il est dû
à une renormalisation de l’énergie de l’état d’énergie ε0. Cet état est déplacé
parce que la particule qui se propage est «habillée» par l’interaction avec la
vibration. Les paramètres utilisés pour calculer la transmission sont donnés
dans la légende de la figure 2.10. Nous utiliserons toujours les mêmes dans
cette partie consacrée au modèle pour un site vibrant.
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Fig. 2.11 – Canaux inélastiques en fonction de l’énergie. Leur somme donne
la transmission totale. Chaque canal à un contribution appréciable au niveau
de chaque pic.

Mais la vision selon laquelle chaque pic est associé à un électron ayant
perdu une énergie qui correspond à la différence entre son énergie initiale
et l’état de l’impureté est trop simple. Ceci est démontré sur la figure 2.11
où les transmission partielles ont été représentées. On aurait pu penser que
la transmission pour n = 0 par exemple était nulle pour toutes les énergies
sauf pour les énergies autour du premier pic de la transmission totale. Et de
même pour pour les autres valeurs de n. Mais manifestement il n’en est rien.
Il se trouve que chaque transmission partielle a un poids non-négligeable dans
l’ensemble des pics de la transmission, de sorte que la vision que nous avions
proposée plus haut est fausse. La formation d’un pic, peu importe lequel, est
dûe à l’ensemble des électrons quelque soit leur énergie initiale. Ceci veut
dire que l’électron a la possibilité de sauter d’un niveau de vibration à un
autre avant de sortir de l’impureté et d’être transmis. Toutes les combinaisons
étant possibles, tous les pics de la transmission totale sont construits comme
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des sommes de termes non-nuls de toutes les transmission partielles. C’est
pourquoi nous n’avons pas le droit, en particulier, de parler du pic élastique
lorsqu’on se réfère au premier pic, puisqu’il est formé par la contribution de
transmissions partielles de tous les niveaux de vibration n. Ce principe est
illustré par le schéma 2.12.

Schéma de principe :
transmissions partielles

ε

Tn=2

Tn=1

Tn=0

Ω

Ω

0

Fig. 2.12 – Schéma de principe : tous les pics de la transmission totale sont
construits comme des sommes de termes non-nuls de toutes les transmissions
partielles.

2.4.3 Phases et retards

Soit la relation de dispersion de la châıne à une dimension que nous avons
choisie pour modèle.

ǫ(k) = ε− 2tcos(k) (2.74)

après dérivation on a,
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dans un courant électronique
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Fig. 2.13 – Déphasage uniquement
pour le niveau n=0

-0.7 -0.6 -0.5
Energie (E/2t)

-100

-50

0

50

100

150

R
et

ar
d

Retard pour n=0

Fig. 2.14 – Retard calculé à partir
du déphasage.

dǫ(k)

dk
= 2tsin(k) (2.75)

Pour un paquet d’onde gaussien, on peut montrer que ∆x.∆k = 2, donc,
on peut écrire, avec t = 0.5

∆ǫ = sin(k)∆k (2.76)

∆ǫ = sin(k)
2

∆x
(2.77)

Avec un paquet spectralement large pour couvrir tout la zone d’intérêt,
celle où les pics sont présents dans la figure 2.10, nous pouvons déterminer
les coefficients de Fourier et leur phase[42]. La dérivée par rapport à l’énergie
de la phase est le retard en temps que prend une composante de Fourier
donnée. Nous pouvons donc voir, une signature des effets inélastiques dûs
aux vibrations dans les temps que prend le paquet pour sortir du site vibrant.

La figure 2.13 montre le déphasage de la composante n = 0. Le déphasage
global, sur tout le spectre est de π, résultat attendu pour le cas d’une
résonance électronique. Mais le fait qu’il y ait des sauts de phases intermédiaires
indique bien que nous sommes en présence d’un système bien plus complexe.
Les variations rapides arrivent après chaque maximum de transmission. Ceci
suggère que nous sommes en présence d’une sorte de suite de résonances de
Breit-Wigner. Pour une telle résonance de largeur à mi-hauteur Γ, centrée
en E0, le déphasage δ s’écrit,

δ = −tan−1(
Γ

2(E −E0)
) (2.78)
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et comme nous l’avons dit le retard s’écrit τ = dδ
dE

, et donc,

τ =
Γ/2

(E − E0)2 + (Γ/2)2
(2.79)

Dans notre cas il est manifeste que l’électron prend un retard significatif
chaque fois qu’il se trouve à Ω de la résonance électronique. Dans notre
modèle, comme dans d’autres[23, 24, 41, 36] la largeur des résonances est
indépendante des caractéristiques de la vibration. Nous observons dans la
figure 2.14 des retards négatifs qui correspondent à des expulsions du paquet.
Ces phénomènes sont dûs a des interférences qui ont lieu au niveau du site
vibrant.

Les interférences entre les différents chemins que peut emprunter l’électron
sont une partie importante de la physique que contient ce modèle. Leur ef-
fet peut aussi être remarqué dans la figure des transmissions partielles 2.11
où on peut voir des pics asymétriques qui, canal par canal, ne brisent la
symétrie d’une lorentzienne, pour ressembler à des profils de Fano[43, 44], en
ce sens qu’ils correspondent à l’interférence de deux chemins qui ont même
état initial et même état final.

2.4.4 Convergence avec n
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Fig. 2.15 – Etude de la convergence : distances entre pics et déplacement
polaronique en fonction du nombre de niveaux de vibrations inclus dans le
calcul. Plus l’ordre du pic considéré est élevé, plus on a besoin de vibrations.

Comme nous l’avons mentionné plus haut, il faut vérifier la convergence
du calcul avec le nombre de vibrations n que l’on inclut pour écrire l’ha-
miltonien. Nous montrons dans la figure 2.15, une étude de convergence.
Nous avons effectué dix propagations et pour chacune nous avons calculé des
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quantités qui nous ont paru pertinentes pour rendre compte de la conver-
gence, la distance entre premier et deuxième pic, quand les pics existent, et
le déplacement polaronique. Les distances entre pics, convergent vers la va-
leur de Ω que nous avons imposée, et nous remarquons qu’elles convergent
d’autant plus lentement que l’ordre du pic considéré est élevé. Etant donné
les paramètres pris dans cet exemple, pour que le troisième pic soit correcte-
ment calculé il faut huit vibrations dans l’hamiltonien. Nous remarquons que
le polaron shift converge rapidement vers la valeur calculée par P. Hyldgaard
[45] dans le cas où le site n’est pas occupé. Elle est ici de −M2

Ω
≃ −0.038.

2.5 Résultats pour deux sites : couplage entre

modes

2.5.1 Matrices de couplage

Lorsque nous avons deux sites, le couplage M n’est plus un scalaire mais
devient une matrice (2×2). Il faut donc décider de la forme des matrices pour
modéliser la vibration qui maintenant possède une symétrie. Dans un modèle
unidimensionnel avec deux sites vibrants, nous distinguons deux modes de
vibration, un symétrique, où la vibration des noyaux atomiques se produit en
phase, de sorte que le centre de masse est en mouvement. Nous la noterons
pour cette raison CM. L’autre mode, anti-symétrique, sera noté ABL (pour
alternating bond length) est un mode où les atomes vibrent en opposition
de phase. Nous suivons la modélisation de T. Frederiksen [46] où les deux
matrices sont ainsi établies,

Mc =

(
m1 0
0 −m1

)
(2.80)

Ma =

(
m2 m3
m3 m2

)
(2.81)

Lorsque nous avons deux sites, et qu’ils sont suffisamment découplés des
continua, une bonne description consiste simplement à considérer qu’ils se
couplent entre eux, formant ainsi un état de basse et haute énergie, que nous
appelons état liant σ et anti-liant σ⋆ respectivement.

h =

(
ε0 β
β ε0

)
(2.82)

La diagonalisation de cette matrice donne bien,
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h̃ =

(
ε0 + β 0

0 ε0 − β

)
(2.83)

Ainsi pour une interprétation des quantités qui vont suivre, et toujours
dans un cas assez découplé où nous modélisons un système moléculaire à deux
états, si nous appliquons la même opération aux matrices de couplage, nous
allons avoir accès à des explications intuitives des propriétés de transport
du système. Les matrices de couplage dans la base des orbitales moléculaires
s’écrivent,

M̃c =

(
0 m1
m1 0

)
(2.84)

M̃a =

(
m2 +m3 0

0 m2 −m3

)
(2.85)

Nous voyons donc que dans le cas CM , la matrice n’est pas diagonale,
contrairement au cas ABL. Cela implique que pour un cas de couplage ABL
les différentes orbitales appartenant á des sous-espaces de n différent ne seront
pas couplées entre elles. En revanche, puisque la matrice CM dans la base
des orbitales moléculaires a ses termes non-nuls en-dehors de la diagonale,
les orbitales liantes et anti-liantes de n différent seront couplées. Ci-après
nous présentons des calculs de propagation qui illustrent bien le fait que
nous pouvons nous reposer sur une telle description pour comprendre les
transmissions.

Pour illustrer ce qui vient d’être dit, nous proposons deux schémas, figure
2.16 pour le mode ABL et 2.17 pour le mode CM , où nous avons considéré
seulement les deux premiers niveaux vibrationnels n = 0 et n = 1. Les ni-
veaux représentés à gauche et à droite de chaque figure sont les niveaux sans
couplage électron-vibration, les niveaux de gauche sont décalés d’un quan-
tum de vibration par rapport à ceux de droite. Les orbitales sont couplées
à la manière de schémas d’hybridation, le couplage se fait entre niveaux
ayant un état vibrationnel différent puisqu’ils sont couplés par l’interaction
électron-vibration. Nous voyons clairement l’effet de la symétrie des matrices
correspondantes : dans le cas ABL, figure 2.16, on ne couple pas les orbi-
tales liantes et anti-liantes entre elles (hybridation entre σn=0 et σn=1 puis
entre σ⋆n=0 et σ⋆n=1) alors que dans le cas CM de la figure 2.17 le couplage
«mélange» les états σn=0 et σ⋆n=1 puis les états σ⋆n=0 et σn=1.
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Schéma d’hybridation
pour le mode ABL

σ⋆
n=0

σn=0

σ⋆
n=1

σn=1

Fig. 2.16 – Mode ABL : l’hy-
bridation s’effectue entre orbitales
liantes (anti-liantes) entre elles de
niveau vibrationnel différent

Schéma d’hybridation
pour le mode CM

σ⋆
n=0

σn=0

σ⋆
n=1

σn=1

Fig. 2.17 – Modes CM : l’hy-
bridation s’effectue entre orbitales
liantes et anti-liantes de niveau vi-
brationnel différent
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2.5.2 Transmissions et densités

Cas CM

Nous avons calculé la propagation d’un paquet d’onde sur un hamiltonien
où deux sites fortement découplés portent la vibration dans un cas de cou-
plage CM . L’effet du découplage des continua est manifeste puisque les pics
que nous voyons sont fins par rapport à la bande, qui dans les unités réduites
que nous avons choisies, va de −1 à 1. Les paramètres ont été choisis pour la
lisibilité et la bonne compréhension du graphique (m1 = 0.04, β = 0.2). Dans
la figure 2.18 nous voyons d’abord que la transmission possède deux pics, ce
sont les pics liés aux deux orbitales. Leur séparation correspond bien à deux
fois leur couplage électronique β. Ensuite, chaque pic développe sa propre
série de pics satellites, qui proviennent du couplage vibrationnel. Nous retrou-
vons qualitativement la forme typique de la transmission totale inélastique
vue dans la figure 2.10. La preuve est donnée dans la figure 2.19 où la densité
d’états projetée sur les états moléculaires est représentée. Nous voyons bien
que chaque pic est généré grâce à une orbitale moléculaire différente, et que
les pics satellites sont, eux, mélangés au sens où on ne peut pas dire que
chaque structure de pics est purement dûe à l’orbitale liante ou anti-liante.
Ceci est conforme à l’explication que nous avons donné plus haut où il a été
établi que le mode CM était bien celui qui couplait les états électroniques
liants et anti-liants de différentes valeurs de n.
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Fig. 2.18 – Transmission pour le
mode CM
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Fig. 2.19 – Densité d’états projetée
pour le mode CM

Cas ABL

Pour le mode ABL, nous avons représenté ci-dessous la transmission et la
densité projetée d’états. Nous remarquons dans la transmission (figure 2.20)
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Fig. 2.21 – Densité d’états projetée
pour le mode ABL

deux structures inélastiques, une à basse énergie et une à haute énergie.
Celle qui se situe à basse énergie génère plus de pics satellites que l’autre,
ceci est dû au fait que lorsque nous exprimons la matrice de couplage dans la
base des orbitales moléculaires, nous avons deux termes, le premier est une
somme, le second est une différence. Il s’en suit que le terme somme induit un
couplage électron-vibration plus fort que le terme différence, ce qui explique
bien pourquoi nous ne voyons pas deux structures identiques. Au niveau de
la densité d’états (figure 2.21), nous voyons bien que nous sélectionnons une
partie du spectre, nous isolons en fonction de l’orbitale sur laquelle nous
avons choisi de projeter une des deux structures. Il n’y a pas de contribution
de l’orbitale liante dans la structure à basse énergie, et vice-versa. Ceci est
bien expliqué par la structure diagonale de la matrice ABL dans la base des
orbitales moléculaires.

2.5.3 Populations

Dans la figure suivante, nous avons représenté le carré du module du
paquet d’onde calculé sur les sites au niveau de vibration n = 0. Il s’agit
d’une étude de la dépendance temporelle de l’occupation électronique des
deux sites en fonction du mode considéré.

Le paquet d’onde pour ce calcul a été centré à une énergie qui correspond à
l’énergie d’une des deux orbitales et sa largeur spectrale est bien plus petite
que la différence entre les énergies des deux orbitales. Il en résulte deux
comportements qualitativement différents qui sont dûs au fait qu’un mode
combine des orbitales entre elles contrairement à l’autre. Nous voyons ici la
preuve dynamique de la différence de symétrie des couplages, qui avait déjà
été reflétée dans l’étude précédente concernant les densités projetées d’état.
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Fig. 2.23 – Population des sites
pour le mode ABL

En effet, il convient de raisonner en termes d’orbitales moléculaires plutôt
qu’en termes de sites. Nous voyons clairement que dans le cas CM , représenté
dans la figure 2.22, des oscillations padns la population du site 1 et du
site 2. En revanche, pour le cas ABL, les oscillations sont absentes (figure
2.23). Etant donné que les deux orbitales sont concernées dans le transport
inélastique avec le mode CM et qu’un seul n’intervient dans le cas ABL,
nous pouvons écrire des approximations pour le carré du module de la fonc-
tion d’onde. Si on néglige les effets dûs aux contacts, nous pouvons écrire
pour le cas ABL

| Ψ(t) |2≃| ψσ |2 (2.86)

et pour le cas CM ,

| Ψ(t) |2≃| ψσ |2 + | ψσ⋆ |2 +2Re(ψ⋆σψσ⋆ei(εσ−εσ⋆)t) (2.87)

Clairement, une dépendance temporelle explicite intervient dans le cas
CM , contrairement au cas ABL, ce qui explique bien la différence dans le
comportement de l’occupation des sites.

2.5.4 Inclusion de tous les modes

A ce stade de notre étude, nous possédons tous les ingrédients pour traiter
tous les modes pouvant intervenir. En effet, pourquoi ne pas envisager un ha-
miltonien qui contienne l’information des deux modes décrits précédemment ?
Dans un système physique réaliste les deux modes devraient exister à la
fois et la fonction d’onde devrait tenir compte des états électroniques et
des états vibrationnels pour les deux modes dont les énergies de vibration
sont éventuellement différentes, et dont les éléments de couplage n’ont au-
cune raison d’être identiques. Un électron pouvant exciter les deux modes
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à la fois l’hamiltonien doit prendre une forme un peu plus complexe que
précédemment, dans la mesure où il faut maintenant considérer un produit
tensoriel entre les états électroniques |k〉, les niveaux de vibration selon le
premier mode |n〉, puis les niveaux du deuxième mode |m〉, de sorte que la
fonction d’onde finale soit une combinaison linéaire des états |k, n,m〉.

Ci-après, un exemple de représentation matricielle par blocs de l’hamil-
tonien des deux modes ABL et CM , représenté par leurs matrices M̂a et M̂c

respectivement.




H0 M̂a 0 M̂c 0

M̂a H0
+ Ω̂a

√
2M̂a 0 M̂c 0

0
√

2M̂a H0
+ 2Ω̂a 0 0 M̂c 0

M̂c 0 0 H0
+ Ω̂c M̂a 0

√
2M̂c 0

0 M̂c 0 M̂a H0
+ Ω̂c + Ω̂a

√
2M̂a 0

√
2M̂c 0

0 M̂c 0
√

2M̂a H0
+ Ω̂c + 2Ω̂a 0 0

√
2M̂c

0
√

2M̂c 0 0 H0
+ 2Ω̂c M̂a 0

0
√

2M̂c 0 M̂a H0
+ 2Ω̂c + Ω̂a

√
2M̂a

0
√

2M̂c 0
√

2M̂a H0
+ 2Ω̂c + 2Ω̂a




où nous avons inclus jusqu’à deux états de vibration pour les deux modes, id
est |k, 0, 0〉, |k, 1, 0〉,|k, 2, 0〉,|k, 0, 1〉,|k, 1, 1〉,|k, 2, 1〉,|k, 0, 2〉,|k, 1, 2〉,|k, 2, 2〉.

H0 est l’hamiltonien défini par la formule 2.29 dans le paragraphe présentant
le modèle inélastique. On posé h̄ = 1 et Ω̂a/c = Ωa/c1̂ par commodité, 1̂ est
la matrice identité dont les dimensions sont les mêmes que celles de l’hamil-
tonien H0, Ωa/c est le quantum d’énergie de la vibration correspondant au
mode ABL/CM .

La figure 2.24 montre la transmission électronique de trois calculs différents.
Les transmissions précédentes des figures 2.18 et 2.20 sont représentées en
rouge et en vert, elles tiennent compte des modes CM et ABL respective-
ment. La troisième courbe, en noir, est le résultat d’un calcul où les deux
mêmes modes ont été considérés ensemble, selon la description que nous
avons donnée plus haut. Un structure d’une très grande richesse apparâıt.
Elle est d’une complexité telle qu’il nous est difficile d’identifier les pics et
d’en donner une interprétation claire comme nous avons pu le faire dans le cas
des modes CM et ABL pris séparément. En effet, nous ne pouvons pas, par
exemple, dire que la transmission qui résulte de l’inclusion des deux modes
est un combinaison linéaire des transmissions des modes pris séparément.
Ceci est un résultat important puisqu’il indique que lorsqu’il sera question
d’analyser un système réaliste possédant plusieurs modes de vibrations, il
faudra les analyser tous, pour en inclure un nombre suffisant afin de trouver
des résultats qualitativement corrects.
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Fig. 2.24 – Transmission en fonction de l’énergie pour deux sites vi-
brants et deux modes de vibration pris séparément puis ensemble. L’échelle
semi-logarithmique permet d’apprécier l’apparition d’une structure très riche
lorsque les deux modes sont considérés dans le même calcul.

2.6 Spectroscopie inélastique

2.6.1 Principe général

Dans le cadre de la spectroscopie vibrationnelle, le modèle qui vient d’être
présenté peut être exploité. Rappelons brièvement qu’il s’agit d’une technique
de microscopie à effet tunnel (STM, scanning tunneling microscope). Il existe
deux modes d’utilisation du microscope, le mode «courant constant» est celui
qui est choisi pour mesurer les images topographiques des surfaces d’étude,
on garde le courant tunnel entre la pointe et le substrat constant, en retirant
la pointe lorsque le courant a tendance à augmenter, et inversement, en rap-
prochant la première de la surface lorsque ce dernier tend à diminuer. Cette
régulation se fait grâce à une boucle de contre-réaction. C’est celle-ci qui
doit être ouverte pour mesurer le spectre vibrationnel d’adsorbats. Ce mode
qui est plutôt «hauteur constante» est utilisé en effectuant un balayage en
tension, et en mesurant le courant qui traverse la jonction tunnel. Dans la
pratique, on utilise des tensions alternatives pour mesurer non pas le courant,
mais la conductance puis sa dérivée par rapport à la tension par détection
synchrone.

Le principe de la spectroscopie inélastique par électrons tunnel (IETS,
inelastic electron tunneling spectroscopy), est que chaque fois qu’à partir
du niveau de Fermi, l’énergie des électrons (la tension pointe-substrat pour
l’expérimentateur) est suffisante pour exciter une vibration, cela se traduit
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par une augmentation du courant linéaire en fonction de la tension à par-
tir de ce seuil vibrationnel, qui est bien sûr donné par la fréquence propre
de l’adsorbat couplé au substrat. Une augmentation linéaire du courant se
traduit par une augmentation brutale de la conductance, et donc par un pic
dans la dérivée de la conductance par rapport à la tension.

Schéma de principe :
spectroscopie inélastique

I

V

∂I
∂V

V

∂2I
∂V 2

V

Si nous considérons que la châıne de gauche est la modélisation d’un
solide qui tient lieu de pointe STM, que nous disons que la châıne de droite
est le substrat, alors l’analogie parâıt assez claire. Les sites que nous pouvons
considérer comme vibrants constitueront la modélisation d’une molécule avec
autant de niveaux moléculaires.

Une explication simple de la raison pour laquelle nous voyons des aug-
mentations de la conductance[47], a été avancée dans le cadre des jonctions
métal isolant. Elle augmente parce que de nouveaux canaux de conduction
deviennent disponibles à une énergie supérieure à celle du seuil vibrationnel.
En effet, notre modèle tient bien en compte le fait que nous ajoutons à la
contribution n = 0, la contribution n = 1 à partir du seuil vibrationnel. Ceci
impose bien, qu’à tensions positives, la dérivée de la conductance par rapport
à la tension, ∂2I

∂V 2 , présentera un pic positif.

Ceci étant, des cas de chute de la conductance ont aussi été observés[48].
Dans la théorie que nous développons, du fait que nous ajoutons des contri-
butions positives à la transmission totale, nous voyons mal, a priori, comment
de tel cas pourraient être expliqués. Nous avons trouvé que la forme de la
conductance peut avoir une influence cruciale pour expliquer les spectres
inélastiques, vu que le changement de la conductance est donné par la pente
de la transmission.

Les deux exemples ci-après sont des cas d’accroissement et de chute de la
conductance respectivement.
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Fig. 2.25 – Transmission pour le monoxyde de carbone. Cas typique où le fait
de rajouter la contribution inélastique suivante à la transmission, conduit à
l’apparition d’un pic aux tensions positives.

2.6.2 CO sur cuivre

Des expériences ont montré que pour ce cas [49], le changement de la
conductance provoque un pic dans le spectre inélastique. La rotation frustrée
du monoxyde de carbone sur une surface de cuivre couple deux orbitales
moléculaires 5σ et 2π⋆. Par des arguments de symétrie, on peut montrer
que le mode considéré étant anti-symétrique, il couple nécessairement deux
orbitales l’une symétrique (5σ), l’autre anti-symétrique (2π⋆)[50].

Nous négligerons l’effet des autres modes de vibration, de sorte que nous
pouvons modéliser ce système comme une impureté à deux sites. Dans la
figure 2.25 nous voyons bien au seuil vibrationnel, un pic positif aux tensions
négatives, et un pic négatif aux tensions négatives, qui reflète bien l’ajout de
la contribution n = 1 au seuil.

Les calculs DFT de modes propres de vibration du monoxyde de carbone
sur cuivre [51] sont en excellent accord avec l’expérience de W. Ho et L. J.
Lauhon. Le mode de rotation frustrée a été calculé á 30 meV.

2.6.3 O2 sur argent

Au niveau de l’interprétation du spectre inélastique, nous nous plaçons
ici dans le cas contraire. Ce cas est particulièrement singulier puisque c’est
le seul où il a été remarqué une chute dans la conductance aux tensions
positives [48]. F. E. Olsson et al. ont calculé les densité d’états projetées sur
les orbitales moléculaires du dioxygène [52], et ils ont montré que l’orbitale
πg qui est perpendiculaire à la surface, est proche du niveau de Fermi et est la
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Fig. 2.26 – Transmission pour le dioxygène sur argent. Dans ce cas, le chan-
gement dans la conductance donne un minimum local. L’effet est cette fois-
ci donné par l’allure de la courbe plutôt que par l’ajout d’une contribution
supplémentaire.

seule à participer à la conduction. Nous pouvons donc modéliser ce système
avec un seul site.

Nous avons trouvé une paramétrisation qui convient bien au problème en
tenant compte des informations de l’article théorique précédemment cité, et
nous montrons les résultats de la propagation, puis du calcul de la conduc-
tance et sa dérivée dans la figure 2.26. Le profil asymétrique de la conduc-
tance est expliqué par le fait que le premier pic satellite se trouve confondu
dans la largeur du pic de plus basse énergie, nous trouvons que l’énergie de
vibration et de l’ordre de grandeur de la largeur des pics. L’inclusion de la
contribution n = 1 est négligeable devant l’effet de la courbure de la courbe.
En effet, lorsque à partir de celle-ci on calcule ∂2I

∂V 2 , on observe un minimum
aux alentours de l’énergie de vibration.

2.7 Remarques finales

Avant de clore ce chapitre, il nous semble pertinent de discuter les avan-
tages et inconvénients du modèle exploité. Ceci nous permettra aussi de faire
le lien avec le chapitre suivant.

Il convient de rappeler que le modèle que nous avons étudié est un modèle
à un électron. C’est une approximation, qui mérite quelque précisions car,
en effet, on préfère traiter ce genre de problèmes liés à l’état solide avec
des techniques qui, elles, permettent de traiter le problème à n-corps. Nous
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n’avons pas ici introduit par exemple l’occupation du site vibrant, lorsque le
paquet d’ondes y arrive il est forcément complètement inoccupé. Cela peut
ne pas être le cas pour des états moléculaires participant à la conduction
dans une jonction tunnel, puisqu’il peuvent être situés autour du niveau de
Fermi, avec une largeur suffisamment grande ce qui leur permettrait d’être
partiellement occupés. Pour être applicable à ce genre de problèmes, nous
choisissons toujours des systèmes où les résonances se trouvent loin du niveau
de Fermi pour avoir la garantie que le niveau est vide.

Si on considère une jonction tunnel, le modèle que nous avons présenté
dans ce chapitre suppose que le temps caractéristique qui s’écoule entre le
passage de deux électrons consécutifs est beaucoup plus grand que le temps
que met l’oscillateur à retrouver son état fondamental[53]. En effet, le temps
caractéristique de vibration pour des molécules ou atomes adsorbées est de
quelque 10−12s alors qu’un courant de 10 nA (qui est déjà une valeur relati-
vement importante) impose à deux électrons «de se suivre» avec un retard de
10−11s en moyenne. De plus, le temps caractéristique de passage de l’électron
de la pointe vers l’adsorbat est de quelque 10−14s, alors que le temps que met
l’électron pour quitter l’orbitale et aller dans le continuum est beaucoup plus
grand, de sorte que les interactions entre électrons peuvent être négligées. Si
les adsorbats sont très découplés du substrat, il est même possible de trouver
des systèmes où le régime blocage de Coulomb est dominant. Bien sûr notre
modèle n’a pas vocation à décrire ce genre de situations.

Pour une description électronique du transport plus poussée dans les
systèmes conducteurs, les techniques de types fonction de Green hors-équilibre,
sont les plus adaptées. En revanche, il faut dans ce cas simplifier le traitement
de la vibration. L’approche dépendante du temps traite la vibration de façon
exacte dans l’approximation harmonique et à un électron, alors que les calculs
utilisant les fonctions de Green ont besoin d’être traités perturbativement,
en considérant de plus des fonctions de Green nues pour les vibrations.
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Chapitre 3

Transport inélastique
indépendant du temps

Dans ce chapitre nous dérivons l’expression du courant passant à travers
une région où les interactions électron-phonon sont présentes. Aussi, le cou-
plage de l’impureté avec la châıne semi-infinie est-il pris en considération,
de telle manière que nous disposons de tous les ingrédients nécessaires à
la caractérisation du flux d’électrons qui traversera l’impureté dès lors que
les deux électrodes (les châınes semi-infinies) seront portées à des potentiels
chimiques différents.

Etant donné que le système est hors équilibre, nous appliquons la théorie
des fonctions de Green hors équilibre, dont nous présentons le formalisme.
Afin de l’introduire, il nous a semblé pertinent de présenter successivement la
théorie de fonctions de Green pour les problèmes à un corps dans la section
3.1 puis pour ceux à n-corps à l’équilibre, dans la partie 3.2. Dans la partie 3.3,
nous présentons la théorie des fonctions de Green hors équilibre. Ainsi nous
pensons donner une vision progressive qui s’adapte bien à une présentation
d’un formalisme qui serait autrement relativement abscons du point de vue
de son interprétation physique.

Nous avons aussi voulu pour montrer la cohérence de l’ensemble de la
théorie, appliquer la formule générale pour le courant au cas sans interactions,
afin de retrouver la formule 2.17 du chapitre 2. Ce calcul puis celui pour
le courant avec interactions sera présenté dans la partie 3.4. Finalement,
dans le paragraphe 3.5 nous présenterons des résultats du calcul que nous
comparerons à celui tiré de la propagation de paquet d’ondes.
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3.1 Fonctions de Green pour les problèmes à

un corps

Dans cette partie nous présentons la théorie des fonctions de Green à
un corps. Nous discuterons le formalisme dépendant du temps, puis celui
indépendant du temps. Finalement, nous les mettrons en relation et donne-
rons les interprétations physiques pertinentes. Il nous semble que le contenu
physique des fonctions de Green à un corps doit être bien élucidé dans cette
partie pour que dans la suite, lorsque le formalisme devient plus complexe,
nous ne perdions pas de vue qu’il est toujours question de la même quan-
tité, qui s’interprète de la même manière, et dont les suites ne sont que des
généralisations.

3.1.1 Fonctions de Green indépendantes du temps

La fonction de Green est solution du système différentiel suivant,

[ω −H(~r)]G(~r, ~r′, ω) = δ(~r − ~r′) (3.1)

associé à certaines conditions aux limites pour ~r et ~r′, ω est une variable
complexe et nous notons sa partie réelle et imaginaire comme ω = ǫ+ iη, et
H est un opérateur différentiel, linéaire, indépendant du temps qui possède
un ensemble complet de fonctions propres orthonormales {φ} tel que,

H(~r)φn(~r) = ǫnφn(~r) (3.2)

où les φn ont les mêmes conditions aux limites que G(~r, ~r′, ω).
Nous avons appelé la quantité G(~r, ~r′, ω) fonction de Green, puisqu’elle

n’est que la représentation |r〉 de l’opérateur de Green,G(~r, ~r′, ω) = 〈~r|Ĝ(ω)|~r′〉.
De la même façon, les fonctions propres φn(~r) peuvent s’écrire en notation
de Dirac φn(~r) = 〈~r|n〉.

Pour résoudre formellement l’équation 3.1, nous devons imposer la condi-
tion, ω 6= ǫn, ∀n. Dans ce cas,

Ĝ(ω) =
1̂

ω1̂ − Ĥ
(3.3)

En introduisant la relation de fermeture pour les vecteurs propres de H,

Ĝ(ω) =

∑
n |n〉〈n|
ω1̂ − Ĥ

(3.4)

Ĝ(ω) =
∑

n

|n〉〈n|
ω − ǫn

(3.5)
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où dans la dernière équation nous avons utilisé le fait que toute fonction f
d’un opérateur appliqué à une fonction propre φn de cet opérateur est égale à
la fonction de la valeur propre associée f(ǫn) multipliée par φn, f(H)|φn〉 =
f(ǫn)|φn〉.

En représentation r, on trouve pour la fonction de Green,

G(~r, ~r′, ω) =
∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)

ω − ǫn
(3.6)

G(~r, ~r′, ω) en tant que fonction de ω est une fonction analytique sur l’en-
semble du plan complexe sauf aux points ou parties de l’axe réel qui corres-
pondent aux valeurs propres de H. Une propriété remarquable des fonctions
de Green est donc que leurs pôles sont les valeurs propres de H. H étant un
opérateur hermitien, ses valeurs propres sont nécessairement réelles. Or, cette
propriété implique aussi que lorsque ω appartient au spectre de H, G(~r, ~r′, ω)
est mal définie. C’est pourquoi nous introduisons deux fonctions de Green
supplémentaires, définies telles que,

Définition

Gr(~r, ~r′, ǫ) = lim
η→0+

G(~r, ~r′, ǫ+ iη) (3.7)

Ga(~r, ~r′, ǫ) = lim
η→0+

G(~r, ~r′, ǫ− iη) (3.8)

où nous avons écarté les pôles de l’axe réel, par l’introduction d’un partie
imaginaire infinitésimale η. On les appellera fonction de Green retardée et
avancée respectivement.

Propriété 1

G⋆(~r, ~r′, ω) = G(~r′, ~r, ω⋆) (3.9)

Preuve Calculons le complexe conjugué de G(~r, ~r′, ω),

G⋆(~r, ~r′, ω) =
∑

n

φ⋆n(~r)φn(~r
′)

ω⋆ − ǫn
(3.10)

G⋆(~r, ~r′, ω) =
∑

n

φn(~r
′)φ⋆n(~r)

ω⋆ − ǫn
(3.11)

G⋆(~r, ~r′, ω) = G(~r′, ~r, ω⋆) (3.12)
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Propriété 2 Si ω est réel, ω = ǫ, pourvu qu’il n’appartienne pas au spectre
de H,

G⋆(~r, ~r′, ǫ) = G(~r′, ~r, ǫ) (3.13)

Ce qui veut dire que G est hermitien dans ce cas. En particulier l’élément
de matrice diagonal G(~r, ~r, ǫ) est réel.

Maintenant voyons ce que l’on peut dire si ǫ appartient au spectre de H.

Propriété 3 Si ǫ appartient au spectre de H,

Ga(~r, ~r′, ǫ) = [Gr(~r′, ~r, ǫ)]⋆ (3.14)

Preuve Calculons, à partir de la définition de la fonction de Green retardée,
son complexe conjuguée,

[Gr(~r′, ~r, ǫ)]⋆ = lim
η→0+

G⋆(~r′, ~r, ǫ+ iη) (3.15)

[Gr(~r′, ~r, ǫ)]⋆ = lim
η→0+

G(~r, ~r′, ǫ− iη) (3.16)

[Gr(~r′, ~r, ǫ)]⋆ = Ga(~r, ~r′, ǫ) (3.17)

où nous avons utilisé la propriété 1 pour G.

De la propriété 3, il s’en suit que,

Propriété 4

Re[Gr(~r, ~r, ǫ)] = Re[Ga(~r, ~r, ǫ)] (3.18)

Im[Gr(~r, ~r, ǫ)] = −Im[Ga(~r, ~r, ǫ)] (3.19)

Définition

G̃(ǫ) = Gr(ǫ) −Ga(ǫ) (3.20)

Si nous utilisons les définitions de la fonction de Green retardée et avancée,
dans l’expression de G̃,

G̃(~r, ~r′, ǫ) = lim
η→0+

{G(~r, ~r′, ǫ+ iη) −G(~r, ~r′, ǫ− iη)} (3.21)

En utilisant la formule, 1
x±iη = P 1

x
∓ iπδ(x), on obtient
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G̃(~r, ~r′, ǫ) = P
∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)

ǫ− ǫn
− iπ

∑

n

δ(ǫ− ǫn)φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)

− P
∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)

ǫ− ǫn
− iπ

∑

n

δ(ǫ− ǫn)φn(~r)φ
⋆
n(~r

′) (3.22)

G̃(~r, ~r′, ǫ) = −2iπ
∑

n

δ(ǫ− ǫn)φn(~r)φ
⋆
n(~r

′) (3.23)

Le terme
∑
n δ(ǫ− ǫn) est une densité d’états à l’énergie ǫ, de sorte que si

l’on considère l’élément diagonal de G̃, on peut écrire la densité d’états par
unité de volume ρ comme,

ρ(~r, ǫ) =
i

2π
G̃(~r, ~r, ǫ) (3.24)

Pour obtenir la densité d’états intégrée N(ǫ)dǫ, qui s’interprète comme
le nombre d’états compris dans l’intervalle [ǫ, ǫ + dǫ], il suffit d’intégrer la
quantité précédente sur l’espace,

N(ǫ) =
∫
ρ(~r, ǫ)d~r (3.25)

N(ǫ) =
∫ ∑

n

δ(ǫ− ǫn)〈~r|n〉〈n|~r〉d~r (3.26)

N(ǫ) =
∑

n

δ(ǫ− ǫn)
∫
〈n|~r〉〈~r|n〉d~r (3.27)

N(ǫ) =
∑

n

δ(ǫ− ǫn)〈n|n〉 (3.28)

N(ǫ) =
∑

n

δ(ǫ− ǫn) (3.29)

De la même façon que pour G̃, on peut montrer que les densités d’états
N(ǫ) et ρ(~r, ǫ) peuvent aussi se calculer à partir des fonctions de Green
retardée et avancée,

ρ(~r, ǫ) = ∓1

π
Im[Gr(a)(~r, ~r, ǫ)] (3.30)

N(ǫ) = ∓1

π
Im[tr{Gr(a)(ǫ)}] (3.31)

où la trace doit être entendue comme intégration sur ~r.
On a ainsi montré que la fonction de Green est un source de connaissance

importante puisqu’elle renseigne sur des quantités qui sont bien sûr d’une
grande utilité pour la description d’un système physique en général.
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3.1.2 Fonctions de Green dépendantes du temps

Soient les équations linéaires, différentielles partielles du premier ordre en
temps,

[i
∂

∂t
−H(~r)]φ(~r, t) = 0 (3.32)

[i
∂

∂t
−H(~r)]ψ(~r, t) = f(~r, t) (3.33)

La fonction de Green associée à un tel système est définie comme étant
la solution de l’équation suivante,

[i
∂

∂t
−H(~r)]G(~r, ~r′, t, t′) = δ(~r − ~r′)δ(t− t′) (3.34)

la fonction de Green étant assujettie aux mêmes conditions aux limites que
φ et ψ. L’opérateur H a exactement les mêmes propriétés que celles dis-
cutées dans la partie 3.1.1. Nous considérons maintenant que la fonction de
Green est invariante par translation temporelle, ceci pour pouvoir définir une
transformée de Fourier. D’un point de vue formel, ceci implique qu’il existe
toujours un intervalle temporel τ = t − t′ dans lequel la fonction de Green
peut s’exprimer, elle peut s’écrire alors,

G(τ) =
∫ +∞

−∞

dω

2π
G(ω)e−iωτ (3.35)

où la dépendance en r et r′ a été omise. En remplaçant cette expression dans
3.34, on trouve,

[ω −H]G(ω) = δ(~r − ~r′) (3.36)

En comparant cette équation avec 3.1 de la partie 3.1.1, on s’aperçoit
qu’elles sont formellement identiques. On peut donc utiliser tous les résultats
de la partie précédente et conclure que, comme G est un fonction analytique
sur le plan complexe sauf aux points ou parties de l’axe réel qui correspondent
aux valeurs propres de H, la transformée de Fourier 3.35 n’est pas bien définie.

Pour pallier ce problème, on utilise une technique semblable à celle intro-
duite plus haut : on écarte les pôles de l’axe réel en introduisant une partie
imaginaire infinitésimale, nous introduisons donc deux fonctions de Green
dépendantes du temps telles que,
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Définition

Gr(a)(τ) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
Gr(a)(ω)e−iωτ (3.37)

Ce sont des fonctions de Green avancées et retardées définies à l’aide des
fonctions de Green indépendantes du temps définies en 3.7.

Comme précédemment, nous introduisons la fonction G̃(τ) définie dans
le domaine temporel cette fois comme,

Définition

G̃(τ) = Gr(τ) −Ga(τ) (3.38)

Cette quantité peut aussi être écrite comme une transformée de Fourier

G̃(τ) =
∫ +∞

−∞

dω

2π
G̃(ω)e−iωτ (3.39)

où G̃(ω) est définie par l’équation 3.20. En utilisant le résultat 3.23, on peut
réécrire 3.39 comme,

G̃(τ) = −2iπ
∫ +∞

−∞

dω

2π
e−iωτ

∑

n

δ(ǫ− ǫn)φn(~r)φ
⋆
n(~r

′) (3.40)

G̃(τ) = −i
∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)e−iǫnτ (3.41)

Nous pouvons donner une expression de la fonction de Green retardée
et avancée en fonction de G̃(τ), en revenant à l’expression de Gr(τ) écrite
comme une transformée de Fourier.

Gr(τ) = lim
η→0+

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωτG(ω + iη) (3.42)

Gr(τ) = lim
η→0+

∫ ∞

−∞

dω

2π

∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)
e−iωτ

ω − ǫn + iη
(3.43)

Gr(τ) = lim
η→0+

∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)
∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iωτ

ω − ǫn + iη
(3.44)

Gr(τ) = lim
η→0+

∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)[−iθ(τ)e−iǫnτ ] (3.45)

Une relation semblable est aussi valable pour la fonction de Green avancée,

Ga(τ) = lim
η→0+

∑

n

φn(~r)φ
⋆
n(~r

′)[iθ(−τ)e−iǫnτ ] (3.46)
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où nous avons utilisé dans l’intégration de ces deux dernières équations, un
résultat bien connu de la théorie mathématique de l’intégration sur le plan
complexe,

i
∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iωτ

ω ± iη
= ±θ(±τ) (3.47)

où θ est la distribution de Heaviside. En remarquant l’écriture de 3.41, nous
trouvons finalement la relation,

Gr(a)(τ) = ±θ(±τ)G̃(τ) (3.48)

Si nous reprenons maintenant l’équation 3.41, et que nous n’utilisons pas
la représentation |r〉, mais que nous calculons l’opérateur G̃(τ), il vient,

G̃(τ) = −i
∑

n

e−iǫnτ |n〉〈n| (3.49)

G̃(τ) = −ie−iHτ (3.50)

où nous reconnaissons l’opérateur d’évolution, défini usuellement comme,

U(t− t′) = e−iH(t−t′) (3.51)

U(t− t′) = iG̃(τ) (3.52)

La fonction de Green est donc liée à l’opérateur d’évolution1, elle peut
être interprétée comme un propagateur, qui donne la fonction d’onde à un
temps t si on la connâıt à un instant t′,

|φ(t)〉 = U(t− t′)|φ(t′)〉 (3.53)

En représentation |r〉, la fonction de Green intervient comme suit pour
transformer φ(~r′, t′) en φ(~r, t),

φ(~r, t) = i
∫ ∞

−∞
G̃(~r, ~r′, t− t′)φ(~r′, t′)d~r (3.54)

puis, aussi, à l’aide de 3.48, en fonction des fonctions avancées et retardées.
Achevons maintenant la résolution du problème différentiel par l’établissement

de la solution de l’équation 3.33.

1On attire l’attention du lecteur sur le facteur i de la fonction de Green qui doit
être présent pour l’identifier formellement à un propagateur. Certains auteurs, dont J.W.
Negele et H. Orland[54], introduisent toujours dans leurs ouvrages la fonction de Green
multipliée par i.
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Lemme 1 La solution de l’équation inhomogène est la solution générale de
l’équation homogène plus une solution particulière de l’équation inhomogène.

La solution de 3.33 s’écrit donc, avec le formalisme de Green,

ψ(~r, t) = φ(~r, t) +
∫ ∫

d~r′dtGr(~r, ~r′, t− t′)f(~r′, t′) (3.55)

ψ(~r, t) = φ(~r, t) +
∫

d~r′
∫ t

−∞
dtG̃(~r, ~r′, t− t′)f(~r′, t′) (3.56)

où nous avons imposé t− t′ > 0, c’est-à-dire t > t′, ce qui est imposé par le
principe de causalité, puisque φ(~r′, t′) correspond à l’état du système avant
évolution et φ(~r, t) son état après évolution.

3.2 Fonctions de Green pour les problèmes à

n-corps

Les fonctions de Green introduites jusqu’ici ne sont valables que pour un
problème où une particule quantique se meut sous l’influence d’un potentiel
extérieur. Dans le cas où nous voudrions prendre en compte les effets à plu-
sieurs corps, ce qui est le cas par exemple mais pas seulement, en théorie de
l’état solide, alors, nous avons recours à un théorie plus générale dans le cadre
de laquelle nous pouvons définir des fonctions de Green à un corps dont la
connaissance donne une réponse à la question : quelle est la probabilité de
trouver une particule, en présence d’autres, en ~r au temps t, sachant qu’elle
était en ~r′ au temps t′ ?

Tout d’abord, exprimons les fonctions de Green jusqu’ici introduites dans
le formalisme de la seconde quantification, qui est le langage naturel des
théories n-corps.

3.2.1 Seconde quantification

Nous introduisons les opérateurs champ qui s’écrivent en fonction des
opérateurs création et annihilation que nous avons déjà vus précédemment
lors de l’écriture de l’hamiltonien du système.

ψ(~r, t) =
∑

n

cnψn(~r)e
−iλnt (3.57)

ψ†(~r, t) =
∑

n

c†nψ
⋆
n(~r)e

iλnt (3.58)
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où les opérateurs création et annihilation respectent les relations de commu-
tation ou anti-commutation, suivant s’ils se rapportent à des bosons ou à des
fermions respectivement2,

[ck, c
†
l ]± = δk,l (3.59)

[ck, cl]± = 0 (3.60)

[c†k, c
†
l ]± = 0 (3.61)

A l’aide des opérateurs champ, nous écrivons les trois fonctions de Green
suivantes,

G(~r, ~r′, t, t′) = −i〈0|T (ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′))|0〉 (3.62)

Gr(~r, ~r′, t, t′) = −iθ(t− t′)〈0|[ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′)]±|0〉 (3.63)

Ga(~r, ~r′, t, t′) = iθ(t′ − t)〈0|[ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′)]±|0〉 (3.64)

où |0〉 est l’état du vide. T est l’opérateur chronologique qui range les opérateurs
suivant les temps croissants.

T (ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′)) = ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′), si t > t′ (3.65)

T (ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′)) = ψ†(~r′, t′)ψ(~r, t), si t < t′ (3.66)

De plus, et par analogie, avec ce qui a été présenté plus haut, on introduit
un fonction de Green supplémentaire qui est définie telle que,

G̃(~r, ~r′, t, t′) = G̃>(~r, ~r′, t, t′) − G̃<(~r, ~r′, t, t′) (3.67)

où les fonctions de Green auxiliaires G̃> et G̃< sont définies telles que,

G̃>(~r, ~r′, t, t′) = −i〈0|ψ(~r, t)ψ†(~r′, t′)|0〉 (3.68)

G̃<(~r, ~r′, t, t′) = ±i〈0|ψ†(~r′, t′)ψ(~r, t)|0〉 (3.69)

Voyons maintenant dans quelle mesure ces fonctions de Green sont iden-
tiques à celles introduites plus haut. Pour commencer, on voit bien que G̃<

est nulle puisque, ψ|0〉 = 0, il s’en suit que G̃> = G̃. Cette dernière fonction
est la même que celle introduite auparavant puisqu’on peut montrer qu’elle
vérifie la même équation avec la même condition initiale. Les fonctions de

2Dans tout ce qui suit, nous respecterons la convention selon laquelle les signes du haut
se rapportent aux opérateurs fermioniques et ceux du bas aux bosoniques
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Green retardée et avancée que l’on vient d’introduire gardent la même rela-
tion avec G̃, c’est-à-dire, G̃r(a)(t, t′) = ±θ(t∓ t′)G̃(t, t′). On en déduit que les
fonctions avancée et retardée sont aussi les mêmes que celle introduites plus
haut, dans le cas où un seul corps est considéré.

Maintenant que nous les avons écrites sous cette forme, voyons leur gé-
néralisation pour le cas n-corps.

3.2.2 Fonction de Green à un corps pour les problèmes
à n-corps

Les définitions des quantités qui ont été discutées dans le paragraphe
précédent se généralisent comme suit3,

G(t, t′) = −i〈T (ψ(t)ψ†(t′))〉 (3.70)

Gr(t, t′) = −iθ(t− t′)〈[ψ(t)ψ†(t′)]±〉 (3.71)

Ga(t, t′) = iθ(t′ − t)〈[ψ(t)ψ†(t′)]±〉 (3.72)

G̃(t, t′) = −i〈[ψ(t)ψ†(t′)]±〉 (3.73)

G̃>(t, t′) = −i〈ψ(t)ψ†(t′)〉 (3.74)

G̃<(t, t′) = ±i〈ψ†(t′)ψ(t)〉 (3.75)

où nous avons désigné par le symbole 〈〉 une moyenne dans l’ensemble grand
canonique. Soit un opérateur Ô, représentant un observable arbitraire, on
définit 〈Ô〉 comme,

〈Ô〉 =

∑
i〈i|Ô|i〉e−β(λi−µNi)

∑
i e

−β(λi−µNi)
(3.76)

où Ni et λi sont les valeurs propres de l’hamiltonien H et de l’opérateur
nombre de particules N . Les |i〉 sont les vecteurs propres communs à ces
deux opérateurs. β est défini comme l’inverse de la température, β = 1

kBT
.

La généralisation consiste donc a calculer une moyenne sur l’état du
système et non seulement sur le vide. A température nulle, si aucune particule
n’interagit, les définitions ci-dessus sont les mêmes que celles du paragraphe
précédent pour les quelles nous avons montré l’égalité avec les fonctions de
Green sous leur écriture usuelle.

Si nous interprétions la fonction de Green un corps des paragraphes
précédents comme un propagateur, c’est-à dire comme une quantité qui donne
la fonction d’onde à un temps ultérieur à celui où nous la connaissons, la

3Par la suite nous omettrons l’écriture explicite des coordonnées spatiales ~r et ~r′
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condition initiale, ici, la fonction de Green reçoit la même interprétation à
ceci près qu’elle décrit la propagation d’un électron lorsque d’autres parti-
cules sont présentes.

3.3 Fonctions de Green hors-équilibre : la méthode

de Keldysh

3.3.1 Fonctions de Green et théorie des perturbations

Considérons un système décrit par l’hamiltonien,

H = H0 + Hint(t) (3.77)

La réponse linéaire du système à la perturbation Hint(t) peut être obtenue
avec la théorie conventionnelle des perturbations tant qu’elle est suffisamment
petite. Mais si elle est forte de telle sorte que le système se retrouve loin de
l’équilibre, de nouvelles techniques doivent être utilisées.

La théorie de Keldysh est une généralisation de la technique diagram-
matique usuelle de Feynman pour le calcul des fonctions de Green. Soit la
fonction de Green à température nulle,

G(t, t′) = −i〈ψ(0) | T [A(t)B†(t′)] | ψ(0)〉 (3.78)

où A(t) et B†(t′) sont des opérateurs fermioniques dans la représentation de
Heisenberg, et T l’opérateur chronologique qui range les opérateurs suivant
les temps croissants. On sait que dans cette représentation, la dépendance
temporelle est incluse dans les opérateurs, les fonctions d’onde étant indé-
pendantes du temps, et pouvant donc être évaluées en t = 0.

Analysons la théorie conventionnelle des perturbations afin de rendre plus
claires ses limites. Dans la représentation interaction, l’évolution de l’état
| ψ̃(t)〉 et gouvernée par,

| ψ̃(t)〉 = U(t, t′) | ψ̃(t′)〉 (3.79)

où l’opérateur d’évolution U(t, t′) s’écrit comme une T-exponentielle,

U(t, t′) = T exp[−i
∫ t′

t
H̃int(τ)dτ ] (3.80)

cette fois, la dépendance temporelle des opérateurs est donnée par

Ã = eiH0tAe−iH0 (3.81)
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Alors, la fonction de Green se réécrit,

G(t, t′) = −i〈0 | S†T [Ã(t)B̃†(t′)S] | 0〉 (3.82)

où la matrice S est définie comme S = U(+∞,−∞) et où

| 0〉 =| ψ̃(−∞)〉 (3.83)

Lorsque nous branchons adiabatiquement la perturbation à partir de
moins l’infini (Hint(t) = Hinte

−η|t|, η → 0+), le théorème de Gell-Mann et
Low stipule qu’en l’absence de phénomènes irréversibles, il doit être possible
de retrouver l’état fondamental du système en plus l’infini. Ceci se traduit
par l’égalité,

〈0 | S† = eiα〈0 | (3.84)

où α est réel. On voit bien qu’après évolution on retrouve l’état de départ à
une phase près. Subséquemment,

G(t, t′) = −i〈0 | T [Ã(t)B̃†(t′)S] | 0〉
〈0 | S | 0〉 (3.85)

ceci conduit avec l’aide du théorème de Wick à la technique diagrammatique
usuelle. Ceci étant dit, l’équation 3.85 n’a de sens que dans la mesure où
le théorème de Gell-Mann et Low est applicable. Lorsque en plus l’infini on
ne retrouve pas l’état de départ, il faut utiliser une autre technique. Celle-ci
consiste à définir quatre fonctions de Green, sur un contour qui part de moins
l’infini jusqu’à τ , puis de τ jusqu’à moins l’infini, de sorte à retomber obli-
gatoirement sur l’état initial[18, 20]. Ainsi, on définit une abscisse curviligne
s le long du contour de telle sorte que une fonction de Green puisse s’écrire,

G(s, s′) = −i〈0 | Tc[Ã(s)B̃†(s′)Sc] | 0〉 (3.86)

où Tc range les opérateurs selon l’ordre imposé par le contour, et Sc est défini
comme

Sc = U(−∞, τ)U(τ,−∞) (3.87)

Il est commode de définir les quatre fonctions de Green évoquées plus
haut avec la notation Gαβ(t, t′), où α et β peuvent prendre les valeurs + et −
selon que s et s′ sont dans la branche croissante et décroissante du contour.

Il vient,
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Gαβ(t, t′) =

{
−i〈0 | U(−∞, t)Ã(t)U(t, t′)B̃†(t′)U(t′,−∞) | 0〉, si s > s′

i〈0 | U(−∞, t′)B̃†(t′)U(t′, t)Ã(t)U(t,−∞) | 0〉, si s′ > s
(3.88)

G+− et G−+ sont souvent notés G> et G<, et c’est cette dernière notation
que nous utiliserons dorénavant4. G++ et G−− sont les fonctions chronolo-
giques et anti-chronologiques respectivement. On peut montrer que parmi ces
quatre fonctions seulement deux sont indépendantes vu que,

G++(t, t′) = θ(t− t′)G>(t, t′) + θ(t′ − t)G<(t, t′) (3.89)

= G<(t, t′) +Gr(t, t′)

= G>(t, t′) +Ga(t, t′)

où les fonctions de Green retardées et avancées ont été introduites, elles sont
définies comme,

Gr(t, t′) = −iθ(t − t′)〈[A(t)B†(t′)]±〉 (3.90)

Ga(t, t′) = iθ(t′ − t)〈[A(t)B†(t′)]±〉 (3.91)

Il en va de même pour G−−, qui peut s’écrire,

G−−(t, t′) = θ(t− t′)G<(t, t′) + θ(t′ − t)G>(t, t′) (3.92)

= G<(t, t′) −Ga(t, t′)

= G>(t, t′) −Gr(t, t′)

D’après ce qui précède on voit que le système des quatre équations est
redondant, puisque,

4A contrario, Nourtier et Keldysh lui-même en utilisent une autre

temps

τ−

−

Fig. 3.1 – Contour de Keldysh où l’on définit la branche croissante (en haut),
et la branche décroissante (en bas) de part et d’autre de l’axe réel du temps
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Gr(t, t′) −Ga(t, t′) = G>(t, t′) −G<(t, t′) (3.93)

Remarquons finalement qu’une relation similaire est aussi valable pour
les auto-énergies.

3.3.2 Théorème de Langreth

Pour trouver la forme de l’équation de Dyson pour les fonctions Ga, Gr,
G> et G<, il faut savoir évaluer des quantités telles que

C(t, t′) =
∫

C
dt1A(t, t1)B(t1, t

′) (3.94)

Pour ceci, il existe un théorème dit de Langreth qui stipule que l’on peut
extraire les composantes de C(t, t′) comme,

C>(<)(t, t′) =
∫ +∞

−∞
dt1[A

r(t, t1)B
>(<)(t1, t

′) + A>(<)(t, t1)B
a(t1, t

′)]

Cr(a)(t, t′) =
∫ +∞

−∞
dt1A

r(a)(t, t1)B
r(a)(t1, t

′) (3.95)

Une preuve de ce théorème est donnée par H. Haug et A.-P. Jauho[15] qui
procèdent à une déformation du contour astucieuse, entre t et t′, pour diviser
l’intégrale en deux parties. Le théorème peut être généralisé en ce sens qu’il
peut tout aussi bien s’appliquer à une intégrale ayant un produit de trois
fonctions comme intégrant. Il en découle que les différentes composantes de
l’équation de Dyson s’écrivent,

G>(<)(t, t′) = G
>(<)
0 (t, t′) +

∫
dt1

∫
dt2[G

r
0(t, t1)Σ

r(t1, t2)G
>(<)(t2, t

′) +

Gr
0(t, t1)Σ

>(<)(t1, t2)G
a(t2, t

′) +G>(<)(t, t1)Σ
a(t1, t2)G

a(t2, t
′)]

(3.96)

et,

Gr(a)(t, t′) = G
r(a)
0 (t, t′) +

∫
dt1

∫
dt2G

r(a)
0 (t, t1)Σ

r(a)(t1, t2)G
r(a)(t2, t

′)

(3.97)
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3.4 Transport en présence d’interactions

Nous considérons dans cette partie une région d’électrons en interaction
couplée avec deux électrodes ; l’hamiltonien s’écrit donc,

H = Hint({d†n}; {dn}) +
2∑

i=1

Hi
el +

2∑

i=1

Hi
c (3.98)

Hi
el =

∑

k

ǫkc
†
kicki (3.99)

Hi
c =

∑

k,n

(Vki,nc
†
kidn + V ∗

ki,nd
†
ncki) (3.100)

où nous avons utilisé les opérateurs usuels de création et d’annihilation en
seconde quantification. ({d†n}; {dn}) forment un ensemble complet orthonor-
mal d’opérateurs électroniques dans la région d’interaction. Il en est de même
pour ({c†n}; {cn}) pour les électrons dans les électrodes. Le couplage avec les
phonons est inclus dans dans Hint, le terme Hi

el décrit les électrons dans
l’électrode i, et finalement Hi

c est le terme de couplage, où les Vki,n sont les
termes qui couplent un état n dans la région d’interaction avec l’état k dans
l’électrode i.

3.4.1 Expression générale pour le courant en présence
d’interactions

Un courant étant un flux d’électrons, il vient naturellement de s’intéresser
à la dérivée temporelle du nombre de particules. L’opérateur nombre de parti-
cules ayant la forme bien connue en seconde quantification, N i =

∑
k c

†
kicki, le

courant est défini comme la moyenne de sa dérivée sur l’état multi-électronique
en absence d’interactions, i représente l’indice d’une des deux électrodes.

J i = −〈Ṅ i〉 = −i〈[H,N i]〉 (3.101)

En calculant les commutateurs des trois termes de l’hamiltonien, il vient
que le seul qui est non nul est celui qui fait intervenir Hi

c, en appliquant les
règles habituelles d’anti-commutation des opérateurs fermioniques,

J i = i
∑

k,n

(Vki,n〈c†kidn〉 − V ∗
ki,n〈d†ncki〉) (3.102)

Soient les fonctions de Green hybrides,



3.4 Transport en présence d’interactions 81

G<
ki,n(t, t

′) = i〈d†n(t)cki(t′)〉 (3.103)

G<
n,ki(t, t

′) = i〈c†ki(t)dn(t′)〉 (3.104)

En injectant ces expression dans 3.102, on peut réécrire le courant comme,

J i =
∑

k,n

(Vki,nG
<
ki,n(t, t

′) − V ∗
ki,nG

<
n,ki(t, t

′)) (3.105)

Il faut trouver à présent les expressions de G<
ki,n et G<

n,ki, pour ceci nous
devons revenir à la définition même de la fonction de Green et plus parti-
culièrement à l’équation dont elle est solution,

[i
∂

∂t
−H]Gn,ki(t− t′) = δ(t− t′) (3.106)

En écrivant la matrice hamiltonienne dans la même base que la fonction
de Green, on voit que l’on peut réécrire l’équation ci-dessus, en séparant
les termes diagonaux des termes extra-diagonaux, c’est ainsi que nous les
écrivons dans le membre de droite dans ce qui suit,

i
∂

∂t
Gn,ki(t− t′) = ǫkGn,ki(t− t′) +

∑

m

Gn,m(t− t′)V ∗
ki,m (3.107)

En factorisant par Gn,ki(t− t′), il vient,

[i
∂

∂t
− ǫk]Gn,ki(t− t′) =

∑

m

Gn,m(t− t′)V ∗
ki,m (3.108)

le facteur multipliant Gn,ki(t− t′) peut être vu comme l’inverse de la fonction
de Green dans la base des états de l’électrode, et peut être écrite comme
g−1
ki,ki, où on a utilisé une minuscule car elle n’est pas connectée à la zone

d’interactions. Si on agit avec gki,ki, on arrive à l’expression suivante,

Gn,ki(t− t′) =
∑

m

∫
dt1Gn,m(t− t1)V

∗
ki,mgki,ki(t1 − t′) (3.109)

Le théorème de Langreth énoncé dans le paragraphe 3.3.2 nous permet de
connâıtre la quantité G<

n,ki par application directe à la formule précédente,

G<
n,ki(t−t′) =

∑

m

∫
dt1V

∗
ki,m[Gr

n,m(t−t1)g<ki,ki(t1−t′)+G<
n,m(t−t1)gaki,ki(t1−t′)]

(3.110)
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et il en va bien évidemment de même pour G<
n,ki. Etant donné que toutes les

quantités impliquées ne dépendent que de t− t′, nous pouvons effectuer une
transformée de Fourier sur l’expression ci-dessus, en remarquant qu’il s’agit
d’une somme de deux produits de convolution, le théorème de convolution
indique que dans l’espace de Fourier l’intégrale se réduit à un simple produit,

G<
n,ki(ω) =

∑

m

V ∗
ki,m[Gr

n,m(ω)g<ki,ki(ω) +G<
n,m(ω)gaki,ki(ω)] (3.111)

G<
ki,n(ω) =

∑

m

Vki,m[Gr
ki,ki(ω)g<m,n(ω) +G<

ki,ki(ω)gam,n(ω)] (3.112)

Finalement, si on reprend l’expression du courant 3.102 et en utilisant la
relation 3.93, on obtient,

J i =
∫
dω

2π

∑

k,n,m

V ∗
ki,mVki,n[G

r
n,m(ω)g<ki,ki(ω) +G<

n,m(ω)gaki,ki(ω)] (3.113)

En utilisant la définition de l’auto-énergie, qui est un généralisation de
celle introduite dans le paragraphe 2.1.1 du chapitre 2,

Σi,<(>)
m,n (ω) =

∑

k

V ∗
ki,mg

<(>)
ki,ki (ω)Vki,n (3.114)

Finalement, on trouve le résultat général, pour le courant par spin,

J i =
∫
dω

2π

∑

n,m

[Σi,<
m,n(ω)G>

n,m(ω) − Σi,>
m,n(ω)G<

n,m(ω)]

=
∫
dω

2π
tr[Σi,<(ω)G>(ω) −Σi,>(ω)G<(ω)] (3.115)

où nous avons mis en gras les quantités matricielles. Ce dernier résultat ad-
met une interprétation assez intuitive, car la quantité Σi,<(ω) peut être vue
comme le taux d’électrons qui entrent dans l’électrode i à l’énergie ω et G>(ω)
représente le probabilité pour que le système reçoive un électron à l’énergie
ω. Finalement, le produit des deux grandeurs est le taux d’électrons diffusés
à l’intérieur de l’électrode i. Bien sûr le produit Σi,>(ω)G<(ω) s’interprète
de façon analogue, i.e. il représente le taux d’électrons diffusés à l’extérieur
de l’électrode i.
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3.4.2 Courant sans interaction

Dans cette partie nous nous proposons de retrouver la formule pour le
courant sans interactions 2.17 à partir de 3.115 en considérant le cas d’un
système sans interaction couplé avec les électrodes de gauche et de droite, il
vient pour les auto-énergies,

Σl(r),<(ω) = if(ω − µl(r))Γl(r)(ω) (3.116)

Σl(r),>(ω) = i[f(ω − µl(r)) − 1]Γl(r)(ω) (3.117)

où les Γl(r) sont les largeurs définies comme Γl(r)(ω) = −2ImΣl(r)(ω) (voir
2.1.1) et où f(ω − µl(r)) est la distribution de Fermi-Dirac. Etant donné que
ces deux auto-énergies sont les seules à intervenir, nous pouvons écrire grâce
à l’équation de Dyson,

G<(>)(ω) = Gr(ω)[Σl,<(>)(ω) + Σr,<(>)(ω)]Ga(ω) (3.118)

Ainsi, le courant sortant de l’électrode de gauche (l) s’obtient en injectant
les deux expressions ci-dessus dans 3.115, il vient donc,

J l =
∫ +∞

−∞

dω

2π
tr[Σl,<(ω)G>(ω) − Σl,>(ω)G<(ω)] (3.119)

=
∫ +∞

−∞

dω

2π
T (ω)[f(ω − µl) − f(ω − µr)] (3.120)

où nous avons identifié la transmission,

T (ω) = tr[Γl(ω)Gr(ω)Γr(ω)Ga(ω)] (3.121)

3.4.3 Interaction électron-phonon

Dans la formule 3.115, les auto-énergies qui interviennent explicitement,
décrivent le couplage avec les électrodes, et ce couplage uniquement. Insis-
tons, les processus d’auto-énergies d’interaction électron-phonon n’y sont pas
inclus. Ils y sont, en revanche, dans les fonctions de Green, mais inclus de
façon implicite : c’est-à-dire que pour les calculer nous devons résoudre une
équation de Dyson où l’auto-énergie inclut l’interaction électron-phonon. Les
fonctions de Green solutions d’une telle équation s’écrivent,

G<(>)(ω) = Gr(ω)Σ
<(>)
tot Ga(ω) (3.122)

où on a inclus dans l’auto-énergie totale une auto-énergie d’interaction,
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Σ
<(>)
tot = Σ

<(>)
int +

2∑

i=1

Σi,<(>) (3.123)

Dans l’expression de l’auto-énergie d’interaction apprâıt la fonction de
Green du phonon. Les phonons seront décrits par des fonctions de Green
libres, c’est à dire que celle-ci sont de la forme :

Dr
0(ω) =

1

ω − Ω + iη
− 1

ω + Ω + iη
(3.124)

D<
0 (ω) = −2iπ[(nB(Ω) + 1)δ(ω + Ω) + nB(Ω)δ(ω − Ω)] (3.125)

D>
0 (ω) = −2iπ[nB(Ω)δ(ω + Ω) + (nB(Ω) + 1)δ(ω − Ω)] (3.126)

où nB est la distribution de Bose, c’est-à-dire le nombre d’occupation du
mode du phonon considéré à l’équilibre.

En principe, une équation de Dyson est à résoudre pour la fonction de
Green du phonon, où devraient intervenir sous la forme d’auto-énergies les
forces inter-atomiques qui couplent la vibration considérée aux vibrations
des électrodes [58]. L’approximation qui consiste à considérer la fonction de
Green libre pour le phonon repose sur le fait que la vibration est locale, et
nous permet de ne pas avoir à résoudre un système d’équations électroniques
et phononiques couplées.

La technique diagrammatique de Feynman conduit à l’évaluation des
auto-énergies dont nous avons besoin pour évaluer les fonctions de Green
perturbées. Nous avons choisi de ne pas inclure ici les détails de formalisme
qui conduisent à l’établissement de cette technique. En particulier nous ad-
mettrons la forme des auto-énergies tenant compte de la perturbation. Nous
renvoyons le lecteur à des ouvrages classiques de théorie n-corps pour un
exposé de cette méthode[54, 15]. La série de diagrammes topologiquement
différents que génère la l’équation de Dyson est infinie, c’est pourquoi nous
avons besoin d’une approximation. Nous ne garderons donc que les deux
premiers diagrammes qui, par analogie avec le traitement de l’interaction
électron-électron sont nommés diagramme de Hartree et diagramme de Fock.

3.4.4 Approximation de Born

Les auto-énergies que nous donnent ces diagrammes s’écrivent :

ΣH,r
(1) = i

2

Ω

∫ ∞

−∞

dω′

2π
Mtr[G<

0 (ω′)M] (3.127)

Σ
H,<(>)
(1) = 0 (3.128)
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pour la contribution Hartree, et pour la contribution Fock,

ΣF,r
(1) = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π
M[Dr

0(ω − ω′)G<
0 (ω′)

+ Dr
0(ω − ω′)Gr

0(ω
′) +D<

0 (ω − ω′)Gr
0(ω

′)]M (3.129)

Σ
F,<(>)
(1) = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π
MD

<(>)
0 (ω − ω′)G

<(>)
0 (ω′)M (3.130)

L’approximation qui consiste à écrire l’auto-énergie avec seuls les dia-
grammes de Hartree et de Fock, qui sont évalués avec les fonctions de Green
non-perturbées du phonon et de l’électron D0 et G0, est appelée approxi-
mation de Born. Dans ce cadre nous pouvons évaluer la fonction de Green
perturbée comme suit,

G
r(a)
(1) (ω) = [[G

r(a)
0 (ω)]−1 − Σ

r(a)
0 (ω)]−1 (3.131)

G
<(>)
(1) (ω) = Gr

(1)(ω)Σ
<(>)
(1) (ω)Ga

(1)(ω) (3.132)

Un des grand inconvénients de cette méthode est quelle ne conserve pas
le courant. Pour des calculs de transport, il va de soi que la conservation du
courant est une exigence à laquelle nous ne pouvons pas nous soustraire. C’est
pourquoi, cette méthode, bien que simple et attrayante ne nous convient pas.

3.4.5 Approximation auto-cohérente de Born

Dans cette section nous allons modifier les équation précédentes de l’ap-
proximation de Born, pour inclure une série de diagrammes de Feynman
dans le calcul de l’auto-énergie qui dans l’approximation de Born sont ab-
sents. Ceci est possible en remplaçant dans les équations 3.127, 3.128, 3.129
et 3.130 la fonction de Green libre G0 par la fonction de Green habillée. Cette
méthode est auto-cohérente en ce sens que la fonction de Green détermine
et est déterminée par l’auto-énergie. La fonction de Green électronique est
en effet la même dans l’auto-énergie que dans l’équation de Dyson. L’auto-
cohérence ne se fait qu’avec les fonctions de Green électroniques, les phono-
niques restant libres.

Réécrivons maintenant les équations qui mènent à l’auto-cohérence, pour
les auto-énergies de type Hartree on a :

ΣH,r
SCBA = i

2

Ω

∫ ∞

−∞

dω′

2π
Mtr[G<(ω′)M] (3.133)

Σ
H,<(>)
SCBA = 0 (3.134)
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puis pour celles de type Fock,

ΣF,r
SCBA = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π
M[Dr

0(ω − ω′)G<(ω′)

+ Dr
0(ω − ω′)Gr(ω′) +D<

0 (ω − ω′)Gr(ω′)]M (3.135)

Σ
F,<(>)
SCBA = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π
MD

<(>)
0 (ω − ω′)G<(>)(ω′)M (3.136)

Finalement, la solution auto-cohérente satisfait les équations,

G
r(a)
SCBA(ω) = [[G

r(a)
0 (ω)]−1 − Σ

r(a)
SCBA(ω)]−1 (3.137)

G
<(>)
SCBA(ω) = Gr

SCBA(ω)Σ
<(>)
SCBA(ω)Ga

SCBA(ω) (3.138)

De cette façon, non seulement nous allons pouvoir obtenir une précision
supérieure au niveau de la résolution de problème par rapport à l’approxima-
tion simple de Born, mais aussi cette méthode nous garantit la conservation
du courant[15]. Nous avons abrégé l’expression approximation auto-cohérente
de Born par l’acronyme SCBA (Self-Consistent Born Approximation).

3.4.6 Algorithme

Pour des raisons de clarté, nous présentons ci-après la façon dont le calcul
SCBA est effectué. Un schéma descriptif par blocs fonctionnels est proposé
ainsi que des explications complémentaires où nous avons voulu résumé les
équations fondamentales telles qu’elles ont été codées.

Tout d’abord, nous avons à construire la fonction de Green qui ne tient
pas compte de l’interaction électron-phonon, mais seulement de l’interaction
de l’impureté avec l’électrode α. Ceci se fait naturellement grâce à une auto-
énergie définie comme,

Σr
0,α(ω) = −T 2

α

2t2

√
4t2 − ω2 (3.139)

où Tα sont les intégrales de saut entre le site interagissant et le premier site
de la châıne représentant l’électrode α. t est l’intégrale de saut entre les sites
de l’électrode. Nous rapportons le lecteur à la formule 2.8 du chapitre 2 avec
laquelle est calculée cette auto-énergie.

On définit aussi dans la théorie hors-équilibre les auto-énergies contenant
l’information sur le niveau de Fermi des électrodes,
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Σ<
0,α(ω) = ifα(ω)Γα(ω) (3.140)

Σ>
0,α(ω) = −i[1 − fα(ω)]Γα(ω) (3.141)

où

Γα(ω) = −2ImΣr
0,α(ω) (3.142)

Par inversion nous avons accès à la fonction de Green retardée,

G0,r(ω) = [ω − Σr
0,α]

−1 (3.143)

puis à la fonction de Green «plus grand» et «plus petit»,

G
0,>(<)
l,l′ (ω) =

∑

α

G0,r
l,α((ω)Σ

>(<)
0,α (ω)[G0,r

α,l′(ω)]⋆ (3.144)

A partir de G0,<, on peut calculer le courant élastique (voir 3.105),

J ela
l,l+1 = 2TαRe{G<

l,l+1} (3.145)

Pour introduire l’effet du phonon dans le courant, nous devons calculer
une fonction de Green. Pour ce faire, il faut calculer l’auto-énergie Σr

ph(ω)
qui est définie par rapport aux auto-énergies «plus grand» et «plus petit»,

Σr
ph(ω) = ΣF,r(ω) + ΣH,r(ω) (3.146)

où l’on doit utiliser,

Σ<
l,l′(ω) =

∑

i,j

Ml,iMj,l′{(nB(Ω) + 1)G<
i,j(ω + Ω) (3.147)

+ nB(Ω)G<
i,j(ω − Ω)}

Σ>
l,l′(ω) =

∑

i,j

Ml,iMj,l′{nB(Ω)G>
i,j(ω + Ω) (3.148)

+ (nB(Ω) + 1)G>
i,j(ω − Ω)}

et aussi,

G
>(<)
l,l′ (ω) =

∑

α

Gr
l,α((ω − Ω)Σ>(<)(ω − Ω)[Gr

α,l′(ω − Ω)]⋆ (3.149)

Nous voyons bien que dans cette dernière expression, on retrouve la fonc-
tion de Green retardée, ce qui veut dire que l’auto-énergie est déterminée et
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détermine à la fois la fonction de Green recherchée. C’est pourquoi l’algo-
rithme consiste a injecter dans 3.149 une fonction de Green initiale calculée
sans interactions, c’est-à-dire celle définie par l’équation 3.143. Après calcul
de Σr

ph(ω), nous pouvons tirer une nouvelle fonction de Green qui sera elle
même réinjectée dans 3.149. Cette procédure est itérée jusqu’à convergence.
Le critère de convergence est la trace de la matrice des fonctions de Green,
dès que la différence des traces de deux matrices successives est plus pe-
tite qu’un seuil de tolérance, nous admettons que le calcul est fini et nous
appelons solution auto-cohérente la dernière fonction de Green calculée.

Finalement, le courant s’écrit de la même façon que le courant élastique
3.145,

Jl,l+1 = 2TαRe{G<
l,l+1} (3.150)
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Schéma de principe :
Approximation auto-cohérente de Born

Paramètres
H, M , Ωph, T , µ, V

Auto-énergies dûes aux électrodes
Σr

0,α (eq. 3.139)
Σ<

0,α et Σ>
0,α (eq. 3.140 et 3.141 )

Fonctions de Green non-perturbées
G0,r calculé par inversion (eq. 3.143)

puis G0,<, G0,> (eq. 3.144)

Auto-énergies dûes au couplage électron phonon
Σ>, Σ< (eq. 3.147 et 3.148)

puis Σr (eq. 3.146)

Fonction de Green perturbée
Gr calculé par inversion
puis G>, G< (eq. 3.149)

Convergence ?

Calcul du courant (eq. 3.150)

oui

non
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3.5 Résultats

3.5.1 Occupation du niveau vibrant

Cette partie est dédiée à la présentation des résultats du calcul SCBA,
nous exploiterons les qualités essentielles qui les distinguent du modèle dépen-
dant du temps présenté dans le chapitre 2. Dans ce qui suit nous utiliserons
les unités atomiques h̄ = me = e = 1.
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Fig. 3.2 – Comparaison entre deux calculs SCBA où le potentiel chimique µ
a été placé à −0.2 et 0.2 (en unités de E/2t) du niveau de l’impureté ǫ0 = 0,
pour considérer le cas où elle est vide et occupée respectivement. La position
des pics satellites correspond à l’émission ou l’adsorption d’un phonon. Ici, le
couplage électron-phonon est de M = 0.04, son énergie est Ω = 0.25, de sorte
que g = 0.0256. Au niveau des couplages aux électrodes, TL = TR = −0.1
avec t = −0.5 pour les deux châınes ce qui donne une bande qui s’étend de
−1 à 1.

On a représenté dans la figure 3.2 le résultat de deux calculs SCBA, plus
précisément la densité d’états projetée sur le site vibrant. Dans le cas où le
niveau est vide, le potentiel chimique est bien plus faible que l’énergie du
niveau vibrant. Dans le cas contraire, le potentiel chimique a une valeur plus
élevée que celle du niveau. Bien qu’ayant considéré un niveau couplé à deux
électrodes, nous parlons de potentiel chimique unique puisque ce calcul a été
réalisé à tension nulle. Dans le cas où le niveau est vide, un pic satellite se
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développe à haute énergie à environ Ω, l’énergie du phonon, il correspond à
l’émission d’un phonon au sens où nous l’avons entendu dans le chapitre 2.
Pour le cas occupé, le pic se développe à basse énergie à environ −Ω. Ceci
correspond au processus inverse, c’est une absorption.
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Fig. 3.3 – Densités projetées
d’états sur le niveau vibrant pour
les trois cas d’occupation. Le gra-
phique inséré montre les différents
déplacements polaroniques.
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Fig. 3.4 – Densités projetées
d’états sur le niveau vibrant pour
les trois cas. Détail d’un pic satel-
lite de la figure 3.3 : effet du niveau
de Fermi pour le cas demi-occupé.

Il est aussi intéressant de considérer un cas intermédiaire, où adsorption
et émission ont lieu en même temps. Pour ce faire, il faut se placer dans un
cas où le niveau est à demi-occupé. Dès que le potentiel chimique est suffi-
samment proche de l’énergie du niveau vibrant, les deux processus, émission
et absorption, ont lieu et nous pouvons voir, dans la figure 3.3, que la courbe
verte qui correspond au cas µ = −0.01 en unités de 2t. Dans la figure 3.4,
on peut observer en détail le pic satellite de haute énergie de la figure 3.3.
Le profil asymétrique de la courbe verte est dû au niveau de Fermi. En ef-
fet, seulement la moitié du niveau résonant est disponible pour les processus
d’émission, puisque pour des énergies ω telles que ω < µ+ Ω, les états finals
sont occupés. De façon symétrique, pour ce qui est du pic à haute énergie,
les énergies telles que ω > µ− Ω ne sont pas disponibles parce que les états
initiaux sont vides.

Dans le graphique inséré de la figure 3.3, nous avons agrandi le maximum
des courbes pour observer le déplacement polaronique qui dépend du rem-
plissage du niveau vibrant. Plus le niveau se remplit, plus le déplacement est
grand. Par un raisonnement perturbatif simple, P. Hylgaard[45] a réussi a
montrer que si le niveau est vide le déplacement est de −gΩ, s’il est à demi-
occupé, il vaut −2gΩ et s’il est complètement occupé il s’élève à −3gΩ. Dans
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notre calcul, non seulement la tendance est respectée mais aussi la valeur ab-
solue dans chaque cas de remplissage. Ces déplacements sont essentiellement
dûs à la partie réelle de l’auto-énergie de Hartree (équation 3.133). En effet,
nous avons calculé, en unités de 2t, 0.0076 (−gΩ = 0.0064) pour le cas vide,
pour le cas demi-occupé 0.013 (−2gΩ = 0.0128), puis pour le cas occupé
0.0188 (−3gΩ = 0.0192).

3.5.2 Analyse comparée

Cette dernière partie est consacrée à un analyse comparée des résultats
obtenus avec la technique de calcul présentée dans ce chapitre. Les points
clé de cette méthode sont qu’elle est indépendante du temps, auto-cohérente
et perturbative. Nous allons comparer ces résultats avec ceux tirés de la
technique dépendante du temps présentée dans le chapitre 2 qui, elle, tient
compte exactement de l’interaction avec la vibration.
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Fig. 3.5 – Le calcul dynamique par paquets d’ondes est comparé avec le calcul
auto-cohérent. Pour cette valeur du couplage et de l’énergie de vibration (M =
0.04, Ω = 0.05) g vaut 0.64, qui est une valeur élevée. Par ailleurs les autres
paramètres sont les mêmes que ceux du calcul de la figure 2.10 du chapitre
2. Les pics du calcul auto-cohérent ainsi que le déplacement polaronique sont
en désaccord avec le calcul par paquet d’ondes. Lorsque g est trop grand, le
calcul SCBA, qui est perturbatif a donne de mauvais résultats.
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Dans la figure 3.5, le calcul a été effectué avec les paramètres que nous
avons utilisé pour le calcul de la transmission du chapitre 2 figure 2.10. Le
paramètre g, qui donne «l’intensité» du couplage électron-phonon dans ce
cas est de g = 0.64. C’est une valeur plus élevée que celle utilisée dans
le calcul des résultats des figures 3.3 et 3.4, c’est pourquoi, tenant compte
du fait que la méthode est perturbative, nous nous attendons à ce que les
résultats soient moins précis que dans le cas à faible couplage électron pho-
non. L’effet d’un couplage important est clair puisque dans la figure 3.5, la
courbe rouge développe plusieurs pics à haute énergie[59]. Nous nous sommes
placés dans un cas où le niveau vibrant est vide, ceci pour comparer avec le
calcul par paquet d’ondes qui est mono-électronique. L’énergie du niveau
vibrant a été prise pour origine. Par comparaison avec la courbe noire, la
transmission calculée par paquets d’ondes, nous observons essentiellement
deux différences. La première est que le déplacement polaronique est différent
pour le deux courbes, et comme nous le verrons dans la suite c’est la méthode
indépendante du temps qui en donne la bonne valeur. La deuxième est que
si la distance entre pics pour la courbe noire est toujours la même, Ω, pour
la courbe tirée du calcul SCBA, il n’en va pas ainsi.

Les travaux de H. Ness[36] ont montré que le calcul auto-cohérent de Born
revenait à calculer l’auto-énergie sans considérer les facteurs

√
n qui viennent

de la représentation des opérateurs bosoniques, comme nous l’avons vu dans
le chapitre 2 au niveau des matrices 2.35 et 2.36. Dans la figure suivante,
toujours pour le même jeu de paramètres, nous avons repris le calcul SCBA,
le calcul par paquets d’ondes, puis un deuxième calcul dépendant du temps,
délibérément faux, où nous avons représenté les opérateurs bosoniques en
oubliant les facteurs

√
n. Ceci pour prouver numériquement avec la technique

dépendante du temps, ce que H. Ness a prouvé analytiquement[36].
Dans la figure 3.6, sont représentées les densités projetés d’états des deux

calculs de la figure 3.5, puis le calcul par paquets d’onde sans les facteurs√
n. Comme le déplacement polaronique est mal décrit pour ce dernier cas

les courbes rouge (SCBA) et verte (calcul dynamique sans facteurs) ne se
superposent pas. En revanche, il est clair que la mauvaise séparation des
pics, qui sont à plus de Ω les uns des autres, est bien reproduite par la calcul
par paquets d’onde avec une mauvaise représentation des opérateurs pour les
phonons. Ceci suggère que la séparation entre pics dans la densité d’états est
d’autant plus fausse que la valeur de g est grande, ce qui est le propre d’un
calcul perturbatif.
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Fig. 3.6 – Comparaison entre un calcul auto-cohérent (vert), et deux calculs
par paquets d’onde, en noir la propagation habituelle et en rouge une propa-
gation où l’on a expressément modifié les termes de couplage. Les facteurs√
n, n étant le quantum de vibration, ont été omis. Au déplacement polaro-

nique près, la distance (fausse) entre pics est la même entre le calcul SCBA
et le calcul sans facteurs. Elle est supérieure à Ω. Dans le graphe inséré,
sont agrandis les maximums des trois courbes pour montrer les différents
déplacements polaroniques.
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Chapitre 4

Calculs de structure
électronique et de courants :
tétrathiafulvalène sur or

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une étude menée en collaboration avec
l’équipe expérimentale du professeur J. I. Pascual de l’université libre de
Berlin, Allemagne. Nous nous sommes intéressés à une molécule de tétra-
thiafulvalène (TTF) chimisorbée sur une surface d’or[55].

Le tétrathiafulvalène est un organosulfure hétérocyclique non-aromatique
de formule chimique H4C6S4 et dont le groupe ponctuel de symétrie est D2h.
Il est bien connu dans la littérature [56] car considéré comme un très bon don-
neur de charge. A ce titre, ses propriétés électroniques peuvent être exploitées,
elles sont déterminantes quant à la formation de structures moléculaires auto-
organisées lorsqu’elles sont déposées sur des surfaces. Si l’on n’attend pas
d’une molécule n’ayant pas de dipôle propre qu’elle interagisse électrostatiquement
avec les autres, d’autres interactions peuvent avoir lieu dans le cas de molécules
chimisorbées. Des interactions élastiques, dûes à des déformations du réseau
cristallin[60, 61], ou électroniques, dûes aux électrons de l’état de surface[62,
63]. Des interactions électrostatiques ont aussi été rapportées dans le cas
de molécules chargées déposées sur un substrat isolant[64, 65], ou pour des
molécules ayant un dipôle intrinsèque important sur des surfaces métalliques[66,
67].

Nous rapportons dans un premier temps la méthodologie que nous avons
adoptée pour décrire le système en question. Ensuite, nous rentrerons dans
les détails de la théorie que nous avons utilisée, pour présenter les résultats du
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calcul. Finalement, nous montrons comment nous avons pu simuler les images
topographiques STM à l’aide de deux approches que nous confronterons.

4.2 Méthodologie

L’outil de choix pour la description de tels systèmes sont les codes de
chimie quantique exploitant la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT,
Density functional theory). En effet, nous allons devoir considérer un système
qui par sa taille rend extrêmement longs les calculs que nous aurions dû
effectuer si nous avions choisi une autre méthode. Une fois effectuées les
optimisations géométriques et électroniques de la molécule déposée, nous
pouvons non seulement tirer une information géométrique sur la façon dont
elle s’est adsorbée mais aussi un renseignement énergétique. Nous pouvons
calculer une énergie de chimisorption qui correspond à l’énergie de liaison avec
le substrat, ou autrement dit, à l’énergie qu’il faut fournir au système pour
briser la liaison. Quant à sa structure électronique, nous pouvons calculer des
densités d’états projetés sur les différentes orbitales moléculaires. Cet outil,
nous permet de comprendre comment se fait le couplage entre molécule et
substrat.

Une image simulée peut aussi être calculée pour comparaison avec l’image
topographique mesurée. A l’aide d’outils de visualisation d’orbitales molé-
culaires (de Kohn-Sham), et de densité d’états projetées sur les orbitales
moléculaires, nous pourrons interpréter l’image STM, en ce sens que l’on
pourra identifier quelle orbitale contribue à la densité locale d’états et donc
au courant, et de quelle manière est formée l’image STM. Ces techniques
de calcul forment une bôıte à outils visant à donner un ensemble cohérent
d’informations qui ont pour but la compréhension qualitative et la description
quantitative du phénomène de chimisorption

Comme nous le verrons plus tard dans la discussion, on a pu constater
grâce à une étude statistique expérimentale qu’il pouvait exister une interac-
tion à grande portée entre molécules [55]. Nos avons développé des techniques
pour calculer le dipôle induit à la surface par le collage de la molécule à partir
des données du calcul DFT.

Nous voulons insister sur le fait que cet ensemble d’outils calculatoires
est une expertise du groupe de travail du professeur N. Lorente, et que seul
le code DFT utilisé est un apport extérieur.
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4.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Dans cette partie nous allons tout d’abord donner un apperçu de la
théorie[68] qui nous permet de décrire le problème à n-corps que suppose
l’étude d’une molécule adsorbée sur une surface. Le problème est clair : nous
ne pouvons pas résoudre l’équation de Schrödinger directement, car cela
est trop coûteux numériquement, c’est pourquoi nous devons trouver une
méthode qui puisse, après un certain nombre d’approximations, atteindre le
but de décrire le problème de façon satisfaisante, tout en étant numériquement
efficace sur le plan du temps de calcul. En chimie quantique, une méthode
ayant fait ses preuves en matière de bon rapport coût numérique - description
satisfaisante est la théorie de la fonctionnelle de la densité introduite dans
les années soixante par Hohenberg et Kohn [25].

4.3.1 Position du problème

En mécanique quantique, un système à n-corps est totalement décrit par
sa fonction d’onde Ψ({~r}, {~R}, t), fonction des positions (et des spins, dont
on ne tient pas compte explicitement pour l’instant) de toutes les particules

qui le composent. Ici, ~r et ~R représentent les positions des électrons et de
noyaux respectivement. L’hamiltonien du système supposé connu, la fonction
d’onde est solution de l’équation de Schrödinger dépendante du temps,

ih̄
∂

∂t
Ψ(~r, ~R, t) = HΨ(~r, ~R, t) (4.1)

L’hamiltonien est donné par les contributions énergétiques du système,
elles sont de deux sortes, cinétiques et potentielles,

H = −
M∑

k=1

h̄2

2Mk
∇2
Rk

−
N∑

i=1

h̄2

2me
∇2
ri

+
1

2

M∑

k1 6=k2=1

Zk1Zk2e
2

|~Rk1 − ~Rk2 |

+
1

2

N∑

i1 6=i2=1

e2

|~ri1 − ~ri2 |
−

M∑

k=1

N∑

i=1

Zke
2

|~Rk − ~ri|
(4.2)

Zk et Mk sont respectivement la charge et la masse d’un noyau k donné. e
et me sont la charge et la masse de l’électron. Ici, les deux premiers termes
correspondent à l’énergie cinétique des noyaux et des électrons. Les autres
termes correspondent aux énergies potentielles dûes aux interactions entre
noyaux, entre électrons, puis entre noyaux et électrons successivement.
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De façon plus synthétique, l’hamiltonien 4.2 se réécrit terme à terme,

H = TR + Tr + VR + Vr + VR,r (4.3)

Nota Dans la suite nous utiliserons les unités atomiques h̄ = e = me = 1

4.3.2 Approximation adiabatique et de Born-Oppen-

heimer

Une première approximation, bien connue et bien adaptée à notre pro-
blème, tire parti de la différence de masse qui existe entre les noyaux ato-
miques et les électrons. Ceci implique que la vitesse des électrons est large-
ment plus grande que celle des noyaux, les temps caractéristiques des mou-
vements des électrons sont bien plus brefs que ceux des noyaux, ils relèvent
d’une échelle très différente.

Lorsque la dynamique des noyaux est susceptible d’induire des transitions
électroniques ou, autrement dit, lorsque l’état électronique du système change
avec le mouvement des ions, alors, cette approximation n’est plus valable.
Examinons cette approximation de plus près.

On écrit la fonction n-corps Ψ(~r, ~R, t) comme un combinaison linéaire des

{ψn(~r, ~R)} qui sont des fonctions électroniques formant une base,

Ψ(~r, ~R, t) =
∑

n

χn(~R, t)ψn(~r, ~R) (4.4)

où les χn(~R, t) sont des coefficients qui dépendent du temps. En injectant
un telle fonction d’onde dans l’équation de Schrödinger et en projetant sur
ψm(~r, ~R), on obtient une équation pour χn(~R, t),

i
∂

∂t
χm = (TR+VR)χm+

∑

n

[〈ψm(~r, ~R)|Tr+Vr+VR,r|ψn(~r, ~R)〉+Vm,n]χn (4.5)

où

Vm,n = − 1

Mk

〈ψm(~r, ~R)|∇Rk
|ψn(~r, ~R)〉.∇Rk

− 1

2Mk

〈ψm(~r, ~R)|∇2
Rk
|ψn(~r, ~R)〉

(4.6)

Remarque Nous voyons bien que Vm,n dépend des positions et des vitesses
des noyaux.
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Nous plaçons dans une représentation adiabatique, au niveau de la fonc-
tion d’onde cela revient à considérer les coordonnées des noyaux comme des
paramètres, et non pas comme des variables du système, ce qui nous permet
de séparer le problème électronique du problème nucléaire. En effet, si nous
écrivons, ψm(~r, ~R) = ψm(~r; ~R), alors,

[Tr + Vr + VR,r]ψn(~r; ~R) = ǫn(R)ψn(~r; ~R) (4.7)

ce qui implique que,

∑

n

[〈ψm(~r; ~R)|Tr + Vr + VR,r|ψn(~r; ~R)〉χn(~R, t) = ǫm(R)χn(~R, t) (4.8)

Finalement, l’équation du mouvement pour χm devient,

i
∂

∂t
χm(~R, t) = [TR + VR + ǫm(R)]χm(~R, t) +

∑

n

Vm,nχn(~R, t) (4.9)

où les ǫm(R) sont les valeur propres d’une équation de Schrödinger électronique
indépendante du temps. Ce sont eux qui définissent les surfaces de potentiel
adiabatiques alors, que c’est le terme Vm,n qui induit les éventuelles transi-

tions entre différents χn(~R, t).
Pour simplifier le problème encore plus, nous introduisons maintenant

l’approximation de Born-Oppenheimer, qui consiste à négliger purement et
simplement le terme Vm,n. Ce qui s’interprète bien comme une adaptation
immédiate des électrons au mouvement beaucoup lent des noyaux, de sorte
que la dynamique nucléaire ne peut, dans ce cadre, induire des transitions
électroniques. Si l’on suppose le problème électronique résolu, i. e., si l’on
connâıt les ǫm(R), alors, l’équation nucléaire s’écrit sous la forme,

i
∂

∂t
χm(~R, t) = [TR + VR + ǫm(R)]χm(~R, t) (4.10)

4.3.3 Approximation Hartree-Fock

A présent, il convient d’introduire d’autres approximations au niveau de
la fonction électronique d’onde n-corps. Comment construire une telle fonc-
tion d’onde ? Quelles sont les simplifications les plus immédiates qui s’offrent
à nous ? La première, appelée approximation Hartree, consiste à écrire la
fonction d’onde totale du système, comme un produit de fonctions à un seul
corps,
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tétrathiafulvalène sur or

ψ(~r1, ~r2, ..., ~rN) = ψ1(~r1)ψ2(~r2)...ψN(~rN ) (4.11)

En utilisant cette écriture simple, nous obtenons un résultat remarquable
en ce sens que l’équation de Schrödinger un corps se réduit à N équations
mono-électroniques,

[−1

2
∇2
r + VR,r +

∑

j 6=i

∫
d3r′

|ψj(~r′)|2
|~r − ~r′| ψi(~r) = ǫiψi(~r) (4.12)

où ǫi est la valeur propre de la fonction propre mono-électronique ψi(~r).
Notons bien que le potentiel d’interaction entre électrons correspond à une
approximation, dite de champs moyen, où un électron interagit avec la den-
sité de charge moyenne produite par la présence de tous les autres électrons.
Etant donné que cette densité s’écrit comme le carré du module des fonctions
d’ondes mono-électroniques, le problème peut être résolu de façon itérative,
en imposant une forme donnée à la fonction d’onde de départ. Cette procédure
est appelée SCF (Self-Consistent field), ou champ auto-cohérent.

Il existe néanmoins un problème, nous n’avons pas pour l’instant considéré
les électrons comme des fermions. Il faut imposer l’anti-symétrie de la fonc-
tion d’onde ainsi que les degré de liberté de spin. En effet, il faut que la
fonction d’onde soit anti-symétrique par permutation de coordonnées, de
sorte que,

ψ(~r1s1, ..., ~risi, ~rjsj , ..., ~rNsN) = −ψ(~r1s1, ..., ~rjsj , ~risi, ..., ~rNsN) (4.13)

Il est bien connu que si nous écrivons la fonction d’onde comme un
déterminant de Slater, nous l’anti-symétrisons par construction,

ψ(~r1s1, ..., ~risi, ~rjsj , ..., ~rNsN) =
1√
N !

ψ1(~r1) ψ2(~r1) · · · ψN (~r1)
ψ1(~r2) ψ2(~r2) · · · ψN (~r2)

...
...

. . .
...

ψ1(~rN) ψ2(~rN) · · · ψN (~rN)
(4.14)

L’utilisation dans l’équation de Schrödinger électronique donne lieu à un
ensemble d’équations intégro-différentielles non-linéaires appelées équations
de Hartree-Fock,

[−1

2
∇2
r + VR,r +

∑

j 6=i

∫
d3r′

|ψj(~r′)|2
|~r − ~r′| +

∑

j

∫
d3r′Vj(~r, ~r

′)ψi(~r
′)δsi,sj

= ǫiψi(~r)

(4.15)
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avec,

Vj(~r, ~r
′) = −ψ

⋆
j (~r

′)ψj(~r)

|~r − ~r′| (4.16)

Ce dernier terme, appelé terme d’échange, correspond à un énergie supplé-
mentaire que l’on se doit de considérer pour respecter le principe de Pauli,
c’est pourquoi elle n’intervient que lorsque un interaction entre électrons
ayant le même spin est considérée, ce qui justifie le symbole de Kroenecker
δsi,sj

dans 4.15

4.3.4 Les théorèmes de Hohemberg-Kohn

La théorie de la fonctionnelle de la densité est une théorie aujourd’hui
largement utilisée car capable de décrire des systèmes atomiques de plusieurs
sortes comme par exemple des solides aussi bien que des molécules. De plus,
sa formulation se prête bien aux calculs numériques. Il est remarquable de
noter qu’il n’est pas nécessaire d’avoir des connaissances empiriques au sujet
d’un système physique particulier pour effectuer un calcul utilisant la DFT.
C’est là l’un des atouts majeurs de la théorie qui, depuis la formulation
de ses théorèmes fondateurs a évolué pour devenir une théorie englobant
énormément de domaines d’études de la matière.

Les principes fondamentaux de la DFT furent établis par P. Hohenberg
et W. Kohn dans un article publié en 1964 traitant le problème du gaz
d’électrons inhomogène[25].

Le premier théorème de Hohemberg-Kohn stipule que le potentiel exté-
rieur, qui détermine l’hamiltonien, est une fonctionnelle de la densité élec-
tronique. Par potentiel extérieur on fait référence au potentiel subi par les
électrons, qui peut être, entre autres, le potentiel des noyaux. La donnée
du nombre d’électrons, de la charge et la masse des noyaux fixe en effet le
problème complètement. Et de la même façon, la densité électronique de
l’état fondamental du système d’électrons interagissant dans un potentiel
extérieur vext détermine ce potentiel de manière unique à une constante près.
Autrement dit, il existe un relation bi-univoque entre potentiel extérieur et
densité électronique de l’état fondamental du système.

Une preuve de ce théorème est avancée dans l’article de 1964, elle consiste
en un raisonnement par l’absurde, considérant qu’il existe un autre potentiel
extérieur donnant lieu à la même densité, le principe Raleigh-Ritz1 appliqué

1Etant donné deux hamiltoniens H1 et H2 correspondant aux états fondamentaux Ψ1

et Ψ2, le principe de Raleigh-Ritz stipule que nécessairement, E1 < 〈Ψ2|H1|Ψ2〉
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au problème débouche sur une absurdité, preuve qu’il n’existe qu’un seul vext
correspondant à la densité exacte de l’état fondamental.

Le deuxième théorème constitue un principe variationnel. Si pour des
systèmes de petite taille, il est envisageable d’utiliser des méthodes à fonction
d’onde, pour les grands systèmes, le solution de Hohenberg et Kohn est une
méthode de recherche de l’énergie minimale. Celle-ci est atteinte lorsque l’on
trouve la densité de l’état fondamental. Il faut donc écrire l’énergie totale du
système comme une fonctionnelle de la densité,

E[n] =
∫
vext(~r)n(~r)d~r + F [n] (4.17)

où le premier terme décrit l’interaction des électrons avec le potentiel extérieur,
et où F est un terme où sont inclus tous les termes ne dépendant pas de vext,
comme l’énergie dûe à l’échange, ou à la répulsion coulombienne. Par une
minimisation, la densité de l’état fondamental peut être trouvée,

E0[n(~r)] = min
n
E[n(~r)] (4.18)

Ici, la minimisation est effectuée sur toutes les densités qui sont v-re-
présentables, c’est-à dire des densités associées à une fonction d’onde anti-
symétrique accessible à partir d’un potentiel extérieur donné. Elle doit aussi
intégrer au nombre de particules. Malheureusement, on ne sait pas déterminer
si une densité est v-représentable. Donc la formulation donnée par Hohen-
berg et Kohn est bancale. Ce problème a été résolu par Levy [69] et Lieb
[70], qui ont proposé une méthode de recherche qui consiste à minimiser sur
des fonctions d’ondes anti-symétriques qui donnent bien lieu à des densités
électroniques ñ(~r) v-représentables. Ensuite, il faut minimiser sur ces den-
sités,

E0[n(~r)] = min
ψ→ñ

min
ñ
E[n(~r)] (4.19)

Autant les théorèmes de Hohemberg-Kohn prouvent l’existence d’un fonc-
tionnelle F , autant ils ne donnent aucune indication sur sa construction. C’est
pourquoi, dans un article de 1965, W. Kohn et L. J. Sham [71]), introduisent
un forme explicite pour F appelée représentation de Kohn-Sham,

F [n(~r)] = T [n(~r)] + EH [n(~r)] + EXC [n(~r)] (4.20)

où le premier terme est l’énergie cinétique des électrons indépendants, le
deuxième est l’énergie de répulsion coulombienne, ou terme de Hartree, et le
troisième est l’énergie d’échange et corrélation. EXC représente la différence
entre la vraie énergie cinétique du système et celle d’un gaz d’électrons
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indépendants, mais aussi la contribution non-classique de l’interaction électron-
électron dans laquelle on compte l’énergie d’échange.

Minimiser la quantité exprimée en 4.17 sur des densités v-représentables
en considérant le nombre N d’électrons constant comme contrainte de mini-
misation dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, revient à écrire
N équations de Schrödinger avec un potentiel effectif, appelées équations de
Kohn-Sham, pour des fonctions d’ondes mono-électroniques.

[−1

2
∇2 + VKS]ψi(~r) = ǫiψi(~r) (4.21)

où

VKS =
∫

n(~r′)

|~r − ~r′|d~r + vext(~r) + vXC(~r) (4.22)

Ici, VKS est appelé potentiel de Kohn-Sham, de la même façon que ǫi
et ψi sont les énergies et fonctions d’onde de Kohn-Sham. Il convient de
dire qu’aucune de ses trois grandeurs ne sauraient recevoir un interprétation
physique stricte. Elles sont, pour ainsi dire, effectives, puisque par exemple
ǫi est un multiplicateur de Lagrange au sens strict, et même s’il présente
des ressemblances avec l’énergie de l’électron i, il ne peut y être associé
directement sans prendre les précautions qui s’imposent.

Il est fondamental de signaler que tout comme les équations de Hartree,
le problème ainsi formulé admet une résolution auto-cohérente. En effet, en
se donnant un densité de départ on peut calculer VKS, et ainsi résoudre les
équations de Kohn-Sham pour en tirer les ψi. Finalement, en ayant calculé
la densité qui y est associée, on peut la comparer avec celle de départ. Si
ce sont les mêmes, à un seuil de tolérance près, le problème est résolu, dans
le cas contraire, on réinjecte la nouvelle densité dans 4.22, et on réitère la
procédure.

4.3.5 Energie d’échange et corrélation

Nous avons vu dans la section précédente que le potentiel d’échange et
corrélation est un des points fondamentaux de la théorie et est aussi un des
aspects les plus délicats à traiter. La façon la plus immédiate d’obtenir une
énergie d’échange et de corrélation est de considérer que la densité d’énergie
εXC par électron dans le système est égale à la même quantité pour un gaz
d’électrons homogène évaluée localement. Cette approximation est appelée
LDA pour Local Density Approximation

ELDA
XC [n(~r)] =

∫
n(~r)εunifXC (n(~r))d~r (4.23)
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Du fait que le potentiel en LDA est dérivé d’une telle approximation, les
effets dûs à la non-homogénéité du gaz d’électrons ne sont pas bien pris en
compte, de telle sorte que l’approximation LDA ne devrait être utilisée que
pour des systèmes où la densité ne fluctue pas très rapidement. De façon sur-
prenante LDA donne d’assez bons résultats pour certains systèmes, comme
les solides par exemple, alors que l’on aurait pu espérer des résultats moyens
d’une approximation finalement du premier ordre.

Une façon naturelle de gagner en pouvoir descriptif est d’aller à l’ordre
supérieur, en introduisant un terme supplémentaire comportant le gradient
de la densité. De cette manière, on arrive à rendre compte de petites varia-
tions de la densité autour du point considéré. On dit que ces approximation
sont semi-locales, et on les connâıt sous le nom de GGA, pour Generalised
Gradient Approximation. Elles donnent en général une meilleure description
des surface solides, qui est le cas qui nous intéresse.

4.3.6 Méthode numérique

Pour notre travail de simulation, nous avons utilisé un programme basé
sur la théorie de la fonctionnelle de la densité utilisant un base d’ondes planes
pour le développement de la fonction d’onde. VASP ; Vienna Ab-initio Si-
mulation Package, est développé à l’université de Vienne par le professeur G.
Kresse[72].

VASP permet de considérer une cellule contenant la structure à calculer
qui se répète périodiquement. Nous obtenons ainsi une sorte de périodicité
virtuelle qui nous permet d’appliquer le théorème de Bloch, selon lequel, la
fonction d’onde peut s’écrire comme le produit d’une onde plane par une
fonction ayant la périodicité du potentiel,

ψn,k(~r) = un(~r)e
i~k.~r (4.24)

où n est l’indice de bande et ~k est le vecteur d’onde dans la première zone
de Brillouin. La fonction un(~r) étant périodique, nous pouvons appliquer le
théorème de la série de Fourier, et décomposer la fonction un en une somme
d’ondes planes. Dans la pratique cette somme est discrète et elle est tronquée
à une valeur suffisamment grande, au sujet de laquelle nous ferons quelques
remarques,

un(~r) ≃
P∑

p=0

Cn,pe
i ~Gp.~r (4.25)

où les ~Gp sont les vecteurs d’ondes du réseau réciproque discrétisés, et où
nous avons tronqué la somme à P ondes planes. Dans la pratique il faut
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toujours vérifier la convergence du calcul en fonction du nombre d’ondes
planes. On peut par exemple, surveiller l’évolution des énergies des orbitales
mono-électroniques de Kohn-Sham, lorsque l’on rajoute des ondes planes. A
partir d’une certaine valeur de P , leur valeur n’evolue plus, et il est inutile de
continuer d’en rajouter puisque cela alourdit le calcul. Pour pouvoir donner
un dimension physique à ce nombre P , on préfère parler d’une énergie qui
y est associée appelée de cutoff, et qui s’écrit par analogie avec l’énergie
cinétique comme,

ǫcutoff =
|GP |2

2
(4.26)

4.3.7 Pseudo-potentiels

Même en considérant toutes les approximations des sections précédentes,
il apparâıt que le nombre d’ondes planes nécessaires à un calcul qui prenne
en compte tous les électrons est très élevé. Pour contourner ce problème, les
programmes usuels de chimie quantique, dont VASP, utilisent des pseudo-
potentiels. Ils sont construits dans l’optique de reproduire les propriétés
physico-chimiques des électrons de valence, de sorte que l’on puisse ne pas
intégrer dans le calcul les électrons de coeur. Pour la chimie, se sont dans
la plupart de cas les électrons de valence qui interviennent. Mais dès que
ceux-ci sont affectés par les électrons de coeur, alors ils ne peuvent être bien
décrits qui si le potentiel qu’ils subissent tient compte de l’effet des électrons
de coeur.

En pratique, les pseudo-potentiels sont tels que les «pseudo-fonctions»
d’onde ont les bonnes propriétés au-delà d’un certain rayon de coupure. Pour
des valeurs moindres, le pseudo-potentiel est tel que la fonction d’onde a une
forme lisse plutôt qu’une forme plus difficile à calculer.

4.4 Résultats

Le calcul a été réalisé avec le code VASP[72] avec une fonctionnelle
d’échange et corrélation corrigée du gradient PW91 (Perdew-Wang 1991).
Nous avons considéré une cellule répétée périodiquement qui était suffisam-
ment étendue (6 × 4) pour que les densités de charge de molécules voisines
ne se superposent pas. Ceci étant, nous ne pouvons pas arbitrairement aug-
menter le nombre d’atomes par cellule puisque nous ne devons pas dépasser
certaines limites en temps et capacité de calcul. De la même façon, pour si-
muler la surface nous ne pouvons pas nous contenter que d’une seule couche
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Fig. 4.1 – Vue latérale de la configuration géométrique de la molécule de
tétrathiafulvalène chimisorbée. Les distances sont exprimées en Ångström.

d’atomes. En effet, il faut en avoir plusieurs pour arriver à simuler les pro-
priétés volumiques d’un solide. Nous en avons inclus quatre. La relaxation de
la molécule a été effectuée indépendamment dans un autre calcul, ceci pour
gagner en efficacité puisque nous espérons que la molécule se déformera peu
lorsque elle interagira avec la surface. C’est pourquoi, nous l’intégrons dans
le calcul avec sa géométrie à l’équilibre.

Nous avons trouvé que se sont les atomes le soufre qui se lient à la surface.
Seulement deux atomes de soufre appartenant aux deux cycles chacun et
étant placés du même côté de la molécule contribuent à cette liaison. Ils sont
placés pratiquement au-dessus de deux atomes d’or alors que les deux autres
atomes de soufre sont plutôt en position intersticielle. Les atomes de soufre
participant à la liaison étant particulièrement attirés par la surface, le plan
de la molécule n’est pas parallèle à la surface comme on peut le voir dans la
figure 4.1. Les implications de cette configuration géométrique au niveau de
l’image STM seront discutées dans la suite.

La surface d’or Au(111) présente une reconstruction particulière, appelée
herring bone en référence à la forme adoptée par des rangées d’atomes d’or
faisant penser à un squelette de poisson doté d’arrêtes (figure 4.2). Elle a été
vue par microscopie à effet tunnel pour la première fois par Ch. Wöll et al.
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Fig. 4.2 – Image topographique STM de la surface d’or(111) avec une faible
densité de molécules. Trois couches atomiques sont visibles dans un dégradé
d’orange. Quelques molécules seulement sont chimisorbées, ce sont les points
brillants. Les rangées en forme de chevrons sont typiques de la reconstruction
«herring bone» de la surface (111).

qui en a décrit la structure[57]. Ceci est dû à un effet élastique, un atome
supplémentaire venant se loger dans un rangée atomique de surface, ce qui
a pour effet de déformer les rangée autant sur le plan de la surface qu’au
niveau de son relief. Un des effets produits par cette reconstruction est que
l’empilement vertical des couches atomiques est modifié. En référence à leur
position respectives, il y a des régions où l’empilement selon la hauteur est
du type A − B − C et d’autres où il est plutôt A − B − A car l’atome de
surface ne se trouve plus en position C, puisqu’il a subi les contraintes dûes
à la reconstruction de la surface et il s’est déplacé pour se trouver au dessus
de l’atome de la troisième couche. On parle pour l’empilement A − B − C
d’une surface de type HCP , hexagonale compacte, et pour A − B − A, on
parle de surface FCC, cubique à face centrées.

Lorsque les molécules se déposent sur la surface nous constatons qu’elles
se déposent sur les régions FCC, formant ainsi des rangées qui suivent la
reconstruction de la surface d’or. Une étude expérimentale a été menée où
on a augmenté la densité de molécules sur la surface. La figure 4.3 montre
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Fig. 4.3 – Images topographiques STM : étude en fonction du taux de
déposition. En (a), 0.04 mono-couches de TTF sur la surface, seule la zone
FCC est remplie. En (c), le recouvrement est très supérieur, 0.16 mono-
couches, une rangée s’est formée dans la zone HCP , alors que la zone
FCC est très encombrée car elle a continué de se remplir. (b) est un cas
intermédiaire.

bien qu’à faible densité seules les parties FCC de la surface se couvrent de
molécules tout comme les angles des chevrons qui sont eux aussi occupés,
souvent par des dimères ou des trimères. A plus forte densité, une double
rangée se forme dans la zone FCC et la zone HCP commence à se remplir.
A forte densité, une rangée de molécules s’est clairement formée dans la zone
HCP . Ceci suggère que la structure électronique des deux types de surface
est différente, et que dans le cas qui nous concerne «l’affinité électronique»
de la surface FCC est plus grande que celle de HCP .

Des études statistiques ont été effectuées sur ces rangées de molécules.
La figure 4.4 présente des résultats obtenus en comptant le nombre de paires
de molécules séparées par une distance donnée. L’étude a été effectuée sur
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Fig. 4.4 – Distribution de paires en fonction de leur distance. Ces graphiques
répondent à la question : quelle est la probabilité de trouver une paire de
molécules séparées par une distance donnée ?. fran est la distribution aléatoire
qu’auraient du avoir les molécules sans interaction mutuelle.

un population de plus de 500 paires à différentes densités et pour différents
types de surface, FCC ou HCP . Le résultat a été qualitativement toujours
le même, nous trouvons que la probabilité de trouver une paire de molécule à
une distance faible est petite, puis elle augmente pour les distances moyennes,
où elle atteint un maximum. Ensuite, nous observons une lente décroissance
jusqu’à zéro. Evidemment, la probabilité de trouver une paire de molécules
à de grandes distances diminue avec celle-ci. Lorsque nous considérons deux
molécules arbitrairement éloignées, il devient, en effet, d’autant plus difficile
de ne pas trouver une molécule au milieu des deux que la distance les séparant
est grande.

Ce raisonnement suggère que, si nous considérons les molécules comme des
objets n’interagissant pas entre eux, une analyse combinatoire simple au sens
des probabilités pourrait suffire pour décrire leur distribution statistique. On
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tétrathiafulvalène sur or

Fig. 4.5 – Résumé synthétique des résultats du calcul. (a) vue du dessus
de la configuration géométrique de la molécule chimisorbée. (b) Image STM
simulée avec la théorie de Tersoff-Hamman. (c) Représentation spatiale de la
densité de charge induite par l’interaction molécule surface. (d) Intégration
sur le plan parallèle à la surface de la densité induite de charge induite. (e)
Dipôle induit.

montre que dans le cas unidimensionnel, pour des molécules sans interaction,
la probabilité de trouver un couple de molécules à une distance r est,

fran(r) =
n!(N − r)!(N − n)!

N !(N − r − n+ 1)!
(4.27)

où n est le nombre de molécules que l’on distribue aléatoirement dans un
grille unidimensionnelle contenant N sites d’adsorption. r s’exprime en unités
des sites de la grille. Cette fonction est superposée au histogrammes de la
figure 4.4 et présente une allure monotone décroissante. Le fait que les his-
togrammes ne suivent pas cette tendance indique qu’une des hypothèses que
nous avons prises pour le calcul d’algèbre combinatoire ne s’applique pas au
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système TTF/Au. Nous proposons d’expliquer l’allure des histogrammes par
une répulsion entre molécules.

Les calculs DFT dont les résultats sont présentés dans la figure 4.5 ont
montré que la liaison entre les atomes de soufre et les atomes d’or sous-jacents
conduit à un excès de charge dans un zone comprise entre la molécule et la
surface (figure 4.5c et 4.5d). Etant donné que la molécule cède des électrons
à la surface, elle a tendance à se charger positivement. Le nuage de charge
négatif séparé du nuage positif moléculaire génère un dipôle d’environ 5 Debye
(figure 4.5e). Nous avons calculé la densité de charge induite en fonction de
la hauteur en intégrant sur le plan de la surface la densité de charge induite
par le collage de la molécule,

∆ρxy(z) =
∫ ∫

[ρmol(x, y, z) + ρsurf(x, y, z) − ρmol/surf(x, y, z)]dx dy

(4.28)
Ces résultats sont en accord avec les densités projetées d’états qui ont été

calculées. L’information extraite d’une telle quantité est d’une nature telle
qu’elle renseigne sur comment la molécule se couple aux états du substrat.
Plus précisément, on peut savoir quelle orbitale est mise en jeu dans le pro-
cessus de chimisorption, si les états sur lesquels on projette sont les états
moléculaires. De plus, on peut savoir quelle orbitale est celle qui est respon-
sable de la forme de l’image STM mesurée. La densité d’états s’écrit comme
dans 2.11,

PDOSν(ω) =
∑

α

|〈ν|ψα〉|2δ(ω − ωα) (4.29)

où nous avons noté |ν〉 l’état moléculaire sur lequel on projette, |ψα〉 la fonc-
tion d’onde du système entier où α est un nombre quantique qui désigne
les états propres du système. On voit bien dans cette formule qu’il s’agit de
compter les états propres, en plaçant un pic à l’énergie où ils se trouvent, ce
qui est le rôle du delta de Dirac. Ensuite, ce pic est pondéré par un terme
qui tient compte du poids de l’état |ν〉 dans la fonction d’onde du système
entier |ψα〉.

Voici maintenant, tenant compte de se qui a été dit dans le paragraphe
précédent, l’interprétation que reçoivent les densités projetées d’états. Plus
un pic est fin, plus la molécule est découplée du substrat. Inversement, plus
un pic est large, plus il y a couplage. Comme les images STM sont mesurées
à des tensions qui correspondent à des énergies se trouvant autour du niveau
de Fermi, nous nous intéresserons plus particulièrement, aux orbitales dont
les pics dans la densité d’états seront sur cet intervalle d’énergie. Dans notre
cas, vu la figure 4.6, c’est l’orbitale occupée de plus haute énergie (HOMO,
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Highest Occupied Molecular Orbital) qui est la plus large. De plus, confirmant
le caractère donneur de la molécule, une partie de la courbe se trouve aux
énergies positives ce qui indique que l’orbitale HOMO a tendance à se vider.
Ceci suggère que c’est l’orbitale HOMO qui est responsable de la topologie
de l’image STM de la molécule.
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Fig. 4.6 – Densité projetée sur les états moléculaires du tétrathiafulvalène.
L’énergie de Fermi a été prise comme origine. L’orbitale HOMO a tendance
à se vider, la molécule a bien un caractère donneur. C’est aussi l’orbitale
qui interagit le plus avec le substrat vu sa largeur par rapport aux autres.
Comme elle se trouve autour du niveau de Fermi, nous serions enclins à
penser qu’elle est responsable de la forme de l’image STM.

4.5 Simulation d’images topographiques STM

La capacité du microscope à effet tunnel à explorer des surfaces avec une
résolution atomique n’est plus à démontrer[73, 74]. Les données qu’il fournit
sont telles que nous pouvons comprendre des phénomènes ayant lieu sur des
surfaces métalliques ou semi-conductrices à l’échelle de l’atome. C’est pour-
quoi des phénomènes comme celui de chimisorption sont aussi bien connus.
Ceci étant, l’interprétation des relevés topographiques du STM en courant
constant est loin d’être évidente, alors que la bonne compréhension de la
structure électronique des surfaces a une importance cruciale tant du point
de vue de la physique fondamentale que de celui de ses applications. En
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effet, les images mesurées sont le résultat d’effets provenant des propriétés
structurelles et géométriques de l’échantillon.

En général, les simulations d’images STM sont effectuées avec l’approxi-
mation de Tersoff-Hamman[75],

I ∝
∑

ν

|ψν(~r)|2δ(EF − ǫν) (4.30)

selon laquelle le courant est proportionnel à la densité locale d’états (LDOS,
Local Density Of States). La densité locale d’états est le nombre d’états au-
tour de l’énergie de Fermi pondérés par la densité électronique. Ici, la struc-
ture électronique de la pointe est pour ainsi dire ponctuelle de sorte qu’elle
n’intervient pas dans la génération de l’image STM. Celle-ci ne contient donc
que l’information donnée par la surface localement et autour de l’énergie de
Fermi.

Cette approche est finalement simple et assez intuitive mais elle a un cer-
tain nombre de défauts. Par exemple, il est bien connu que la distance pointe-
substrat n’est pas en accord avec avec les distances expérimentales[76, 77].
Cependant, lorsque localement la densité d’états est suffisamment grande, ce
qui est le cas pour des molécules chimisorbées, les images sont en excellent
accord avec les mesures.

Nous avons développé une méthode sur la base du code VASP, qui tient
en compte explicitement la forme de la pointe, en utilisant l’hamiltonien de
Bardeen[79]. Etant donné que la cellule contenant la maille élémentaire du
calcul se répète périodiquement selon toutes les directions, si l’on construit
une pointe au fond de la cellule, celle-là se retrouve en face de la surface
de la cellule adjacente, exactement comme dans une jonction tunnel. Ce qui
explique le succès de cette méthode[78] est qu’elle tire parti des résultats de
calculs précis de chimie quantique pour simuler de façon réaliste les images
STM expérimentales.

4.5.1 Le courant

L’utilisation d’une méthode perturbative pour le calcul du courant est
justifié puisque la transmission d’une jonction tunnel est faible. La méthode
utilisée est fondée sur l’hamiltonien de transfert de Bardeen[79, 80] . Nous
divisons l’espace en deux sous-systèmes, deux électrodes, la pointe (P) et le
substrat (S), avec cette notation écrivons l’équation de Schrödinger station-
naire pour chaque sous-système,

(− h̄
2∇2

2m
+ VS(P ))ψµ,S(P ) = ǫµ,S(P )ψµ,S(P ) (4.31)
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L’hamiltonien total doit prendre en compte la perturbation mutuelle des
deux électrodes ∆V . On a,

Ĥ = − h̄
2∇2

2m
+ VP + VS + ∆V (4.32)

On montre que le taux de transmission d’un état de la pointe vers un état
du substrat s’écrit sous une forme semblable à une règle d’or de Fermi (le
lecteur est convié a consulter l’annexe B.1 au sujet de cette dérivation),

1

τ
=

2π

h̄

∑

α

|〈α, S|VS + ∆V |0, P 〉|2δ(ǫα − ǫ0) (4.33)

où |0, P 〉 est l’état initial dans le sous-système de la pointe avec énergie
propre ǫ0. On admettra que c’est dans ce sous-système qu’est préparé le
paquet d’ondes initial. De façon symétrique, 〈α, S| est l’état final ayant pour
énergie propre ǫα dans le sous-espace du substrat.

Enumérons à présent les approximations que nous allons utiliser pour
évaluer l’élément de matrice contenu dans l’expression 4.33. Elles sont au
nombre de trois :

1. La superposition spatiale entre les états de la pointe et ceux du substrat
est négligeable.

2. Le potentiel de la pointe ne peut pas induire des transitions dans les
états du substrat, et vice versa.

3. Les interactions mutuelles dans les éléments de matrice ∆V sont toutes
négligeables.

En considérant ces approximations, nous pouvons déduire la forme prise
par l’élément de matrice présent dans 4.33,

〈α, S|VS + ∆V |0, P 〉 =
∫

substrat
− h̄2

2m
~∇ · [ψα,S ~∇ψ∗

0,P − ψ0,P
~∇ψ∗

α,S ]d
3r

= h̄i
∫

S

~Jα,0 · d~S (4.34)

où nous avons appliqué le théorème de Green-Ostroedrasky selon lequel une
intégrale sur le volume peut être réécrite comme une intégrale sur toute
surface renfermant le volume du substrat. La façon dont les approximations
sont utilisées pour arriver à l’équation 4.34 est détaillée dans l’annexe B.2.

En utilisant 4.33, nous pouvons écrire le courant pour des électrons allant
du substrat vers la pointe dans l’approximation de Bardeen,
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I1 =
−e
τ

= −2πe

h̄

∑

ν,µ

fP (ǫµ)(1 − fS(ǫν))
∣∣∣∣h̄
∫

S

~Jν,µ · d~S
∣∣∣∣
2

δ(ǫµ − ǫν) (4.35)

où fP (S) sont les distributions de Fermi de la pointe et du substrat. Le principe
de Pauli est bien pris en compte puisque le terme fP (ǫµ)(1 − fS(ǫν)) oblige
les électrons de conduction d’aller des états occupés vers des états vides. ν
et µ sont les états de la surface et le la pointe respectivement.

Pour des raisons de symétrie, il est aussi possible qu’un courant s’établisse
en sens inverse,

I2 = −2πe

h̄

∑

ν,µ

fS(ǫν)(1 − fP (ǫµ))

∣∣∣∣h̄
∫

S

~Jν,µ · d~S
∣∣∣∣
2

δ(ǫµ − ǫν) (4.36)

Le courant total s’écrit finalement comme la somme de I1 et I2,

I = −2πe

h̄

∑

ν,µ

(fP (ǫµ) − fS(ǫν))

∣∣∣∣h̄
∫

S

~Jν,µ · d~S
∣∣∣∣
2

δ(ǫµ − ǫν) (4.37)

4.5.2 Fonctions d’onde dans le vide

D’après l’équation 4.37 :

I = −2πe

h̄

∑

ν,µ,~k

[fP (ǫµ(~k)) − fS(ǫν(~k))]
∣∣∣∣h̄
∫

S

~Jν,µ · d~S
∣∣∣∣
2

δ(ǫµ(~k) − ǫν(~k) + eV )

(4.38)
où nous effectuons la somme sur les états de la pointe et du substrat, µ
et ν, puis sur ~k. En toute généralité, il aurait fallu considérer des vecteurs
d’ondes différents suivant si nous nous plaçons dans le sous-espace de la
pointe ou du substrat. Etant donné que nous avons effectué le calcul VASP
dans une unique cellule les vecteurs d’onde, ou plutôt les points-k (vecteurs
d’onde discrétisés) sont les mêmes dans tout le problème. Nous avons, pour
la conservation de l’énergie, inclus la tension V dans le delta de Dirac dans
4.37. De façon arbitraire, nous considérons que la pointe est reliée à la masse,
ce qui implique qu’à des tensions positives, on injecte des électrons dans les
états vides de la surface.

Dans 4.37, le terme à calculer est l’intégrale du courant. Pour ce faire,
nous devons nous donner la forme des fonctions d’onde qui y interviennent
puisque d’après 4.34,
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∫

S

~Jν,µ · d~S =
∫

x,y
(ψν ~∇ψ⋆µ − ψµ~∇ψ⋆ν) dx dy (4.39)

Numériquement, VASP utilise une base d’ondes planes pour le dévelop-
pement de la fonction d’onde. Comme nous l’avons vu dans les équations
4.24 et 4.25, chaque fonction d’onde définie par son indice de bande n et son
vecteur d’onde ~k peut être écrite sous la forme,

ψn,k(~r) =
1√
vol

∑

~G

Cn, ~G e
i(~G+~k)~r (4.40)

où ~G sont les vecteurs du réseau réciproque, et vol le volume de la cellule où
le calcul est effectué.

Notre approche[81] consiste maintenant en une extrapolation de chaque
composante de Fourier dans 4.40 avec son expression asymptotique dans le
vide. Bien sûr, pour que cette approximation soit applicable, le calcul VASP
doit être effectué avec un zone de vide suffisamment importante pour les fonc-
tions puissent effectivement atteindre la zone de vide sans être perturbées.
Une fois que nous avons pris une telle précaution, nous pouvons écrire pour
la fonction d’onde de la surface,

ψν(~r) =
1√
vol

∑

~G

Aν, ~G(zS) e
−
√

2φS+(~k+ ~G)2(z−zS) ei(
~G+~k)~r (4.41)

et pour la fonction d’onde de la pointe,

ψµ(~r) =
1√
vol

∑

~G

Bµ, ~G(zP ) e−
√

2φP +(~k+ ~G)2(zP −z) ei(
~G+~k)·(~r−~RP ) (4.42)

où φS et φP sont les fonctions de travail de la surface et de la pointe, et où
zS et zP sont les distance à la surface et à la pointe où l’on fait cöıncider la
fonction d’onde calculée et la fonction analytique dans la zone asymptotique
de vide. ~RP est le vecteur qui repère la pointe. Les coefficients Aν, ~G(zS)
et Bµ, ~G(zP ) sont calculés en effectuant une transformée de Fourier à deux
dimensions (sur x et y) à la hauteur zS et zP pour obtenir le coefficient A du
substrat et B de la pointe.

En utilisant de telles formes pour les fonctions d’onde dans l’équation
4.39, on obtient,

∫

S

~Jν,µ · d~S ∝
∑

~G

√
2φ+ (~k + ~G)2B⋆

µ, ~G
(zP )Aν, ~G(zS) e

−
√

2φ+(~k+ ~G)2(zP−zS) ei
~G·RP

(4.43)
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où nous avons admis, pour simplifier la discussion que les deux fonctions de
travail sont les mêmes.

4.5.3 Comparaison des résultats

Les figures 4.7 et 4.8 sont les résultats obtenus avec la théorie de Tersoff-
Hamann et de Bardeen respectivement. Plusieurs cellules du calcul DFT sont
montrées pour rappeler le caractère périodique du calcul. Les paramètres de
celui-ci sont les mêmes et ont été donnés plus haut (paragraphe 4.4). Les
deux images ont été calculées avec la même tension et au même courant. A
tension négative nous imageons les orbitales occupées.

Fig. 4.7 – Image courant constant
calculée avec l’approximation de
Tersoff-Hamann pour une tension
négative (-0.5V) et à 5.2 nA.

Fig. 4.8 – Image courant constant
calculée avec l’hamiltonien de Bar-
deen pour une tension négative (-
0.5V) et à 5.2 nA.

Nous voyons par comparaison avec la figure 4.9 que la simulation Tersoff-
Hamann, figure 4.7, est en bon accord avec l’image mesurée. Nous pouvons
identifier l’orbitale qui contribue à cette image comme l’orbitale HOMO,
étant donné l’information que nous tirons de l’étude de densité d’états pro-
jetées. De plus, ayant calculé les orbitales moléculaires (de Kohn-Sham) de la
molécule de tétrathiafulvalène2, nous observons dans la figure 4.10 que l’or-
bitale HOMO calculée a la même symétrie que l’image STM de la molécule.

2Nous avons utilisé le code DFT SIESTA[82] à orbitales localisées qui offre un outil de
visualisation des orbitales performant.



120
Chapitre 4 : Calculs de structure électronique et de courants :
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Fig. 4.9 – Image STM mesurée d’une molécule de tétrathiafulvalène à un
tension négative (états occupés)

Il y a un forte densité électronique autour des atomes de soufre, puis aussi
autour des doubles liaisons C − C.

Fig. 4.10 – Représentation spatiale de l’état HOMO du tétrathiafulvalène.

Dans la simulation Tersoff-Hamann, figure 4.7, nous voyons bien l’effet
de l’élévation de la paire d’atomes de soufre, résultat qui a déjà été discuté
plus haut. La figure 4.8 a été calculée en ajoutant un atome de d’or à la base
de la cellule de sorte que la pointe simulée ne consiste que d’un seul atome.
Nous constatons globalement que la pointe introduit un effet de flou dans
l’image. Le transitions entre différentes valeurs de la densité d’états s’effectue
de façon plus graduelle, de sorte que la simulation Bardeen se rapproche plus
de l’image expérimentale. Par comparaison, la simulations Bardeen parâıt
beaucoup plus nette et découpée par rapport au fond, elle a un aspect plus
«idéal». L’effet de flou dans la simulation Bardeen, ne présente pas que des
avantages, il est accompagné d’un effet d’étalement, qui, du fait de la taille
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finie de la cellule, mène à des densités électroniques qui ne deviennent pas
négligeables en bord de cellule. Pour cette valeur du courant (5.2 nA), un
calcul avec un cellule plus grande est nécessaire.

Pour essayer de pallier cet effet indésirable qui nous éloigne du cas «molécule
unique», nous avons diminué le courant pointe-substrat ce qui équivaut à
retirer la pointe. Dans l’image Tersoff-Hamann 4.11, le courant est de 4.1
nA, nous retrouvons la forme caractéristique de la molécule mais les densité
électroniques calculées sont plus faibles. Dans la figure 4.12, la simulation
Bardeen montre également des densités électroniques plus faibles, ce qui se
traduit par un étalement moindre par rapport à celui observé dans la simu-
lation Bardeen antérieure.

Fig. 4.11 – Image courant constant
calculée avec l’approximation de
Tersoff-Hamann pour une tension
négative (-0.5V) et à 4.1 nA.

Fig. 4.12 – Image courant constant
calculée avec l’hamiltonien de Bar-
deen pour une tension négative (-
0.5V) et à 4.1 nA.

Nous pouvons constater maintenant, mieux peut-être que dans 4.8, la
précision à laquelle la simulation Bardeen rend les détails de structure élec-
tronique locale. En effet, l’image Bardeen est considérablement distordue par
rapport à l’image Tersoff-Hamann. Les petites variations locales de la densité
d’états ont un répercussion plus grande dans les simulations Bardeen, c’est
pourquoi il nous semble que cette technique améliore considérablement la
simulations en ce sens qu’elle se rapproche plus de l’expérience.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Résumé

Dans le chapitre 1, nous avons introduit le sujet du transport d’électrons
couplés à des vibrations en insistant sur certaines expériences et modèles mar-
quants, pour identifier le contexte général dans lequel s’inscrit cette thèse et
les motivations qui nous ont poussé à travailler dans le sens de la description
précise des effets inélastiques induits par des courants électroniques.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que le traitement dépendant du
temps avec des méthodes de propagation de paquets d’ondes pouvait être
d’un grand intérêt quant à la description des phénomène inélastiques qui
ont lieu au cours du transport d’électrons. Nous montrons que la partie vi-
brationnelle du problème peut être traitée exactement et sans approxima-
tions. De plus, la vision que nous procurent les paquets d’ondes est d’une
commodité sans commune mesure avec de approches de type fonction de
Green puisqu’elle permet une visualisation directe de la densité de probabi-
lité de présence de l’électron. Nous pouvons ainsi clairement nous exprimer
en termes de transmissions et de réflexions. Nous avons aussi discuté un des
avantages majeurs de cette méthode qui consiste à pouvoir diviser la trans-
mission totale dans le cas inélastique en canaux qui donnent lieu à ce que
nous avons appelés transmissions partielles. Il nous semble que cette notion
éclaire assez le problème du transport en présence d’interactions, notam-
ment en ce qui concerne l’interprétation de spectres IETS. Nous avons aussi
remarqué les évidentes faiblesses dans ce modèle. Si d’une part il semble
évident qu’un châıne unidimensionnelle traitée en liaisons fortes ne peut pas
contenir la complexité d’un système physique réel, il n’en reste pas moins que
ce «modèle de jouet» possède un grand pouvoir explicatif. Le caractère mono-
électronique du calcul, l’absence de la tension entre les électrodes, sont sans
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nul doute des quantités importantes ignorées dans ce modèle. Ceci suggère
qu’il convient pour plus de réalisme d’utiliser des techniques plus puissantes
en ce sens que les quantités précédemment citées y sont incluses, ceci donne
lieu à l’étude menée dans le chapitre suivant.

Dans le chapitre 3, nous avons voulu présenter de la façon la plus précise
possible le formalisme qui nous amène à la résolution du problème n-corps
hors-équilibre. Il nous a semblé pédagogiquement nécessaire d’introduire pas
à pas la théorie des fonctions de Green, partant des définitions premières, la
résolvante, jusqu’aux développements les plus sophistiqués, comme la théorie
de Keldysh. Cela n’est pas toujours évident de se rappeler à quelle question
répond la connaissance des différentes fonctions de Green, ce texte se veut
progressif justement pour ne pas perdre de vue cet objectif. Vers la fin du cha-
pitre nous avons présenté des résultats que nous avons comparé à ceux du cha-
pitre précédent. Il nous semble que cela les rend plus compréhensibles, à la fois
qu’il permet de les contraster. Nous avons montré que si le problème n-corps
est traité avec cette méthode alors qu’il est totalement absent de celle intro-
duite dans la chapitre 2, le problème vibrationnel n’est pas traité avec autant
d’exactitude. L’approximation auto-cohérente de Born est une méthode per-
turbative, et n’est pas adaptée à des valeurs du couplage électron-phonon
grandes.

Dans le chapitre 4, nous avons utilisé la théorie de la fonctionnelle de la
densité pour étudier une molécule chimisorbée sur une surface. En collabo-
ration étroite avec l’équipe de J. I. Pascual, nous avons réussi a montrer que
la molécule génère un dipôle du fait de son collage à la surface et que celui-ci
n’est guère écranté de sorte qu’un répulsion dipôle-dipôle commande l’arran-
gement des molécules suivant les directions privilégiées de la reconstruction
de la surface d’or Au(111). Cette étude s’inscrit dans le cadre de cette thèse
puisqu’il s’agit essentiellement de calculs de courant entre la pointe d’un mi-
croscope à effet tunnel et la surface métallique. Deux méthodes sont utilisées
pour ce calcul et pour la génération d’images STM. Elles sont présentées et
discutées vers la fin du chapitre. On montre que l’influence de la pointe n’est
pas négligeable et qu’elle introduit une déformation et un bruit au niveau de
l’image topographique.

5.2 Perspectives

Les développements que nous envisageons pour le futur quant au trans-
port avec interactions (chapitres 2 et 3) est d’utiliser le calcul auto-cohérent
pour l’appliquer au problème des pompes quantiques[83, 84]. Etant un système
ouvert hors-équilibre, les propriétés de ces pompes peuvent être modélisées
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avec un tel modèle. Il s’agit de points quantiques quasi-unidimensionnels
où des potentiels dépendants du temps sont appliqués aux extrémités. Un
électron pouvant être piégé à l’intérieur de la pompe, il peut ensuite être
transmis en fonction du déphasage entre les oscillations des potentiels confi-
nants. Il n’est pas exclu de plus que le couplage électron-phonon n’intervenne
pas dans des tels systèmes. Nous n’excluons pas d’utiliser la propagation
dépendante du temps pour traiter ce problème puisque nous avons montré
l’utilité explicative d’une telle méthode. Une collaboration est en cours avec
Liliana Arrachea de l’Université de Buenos Aires en Argentine sur ce sujet.

L’exploitation du modèle pour le transport inélastique est applicable à
des systèmes réalistes unidimensionnels. Des calculs intéressants peuvent être
effectués sur des systèmes tels que des nanofils de silicium où R. Rurali et
N. Lorente ont montré que des changements importants dans la structure
électronique pouvaient apparâıtre selon la reconstruction de surface du fil[85].
Aussi, L. Foa Torres et S. Roche ont montré que l’interaction électron-phonon
dans les nanotubes de carbone pouvait avoir une grande influence sur la
structure de bandes des ces systèmes[86].

Par ailleurs, il serait envisageable d’étendre le modèle dépendant du temps
pour le transport inélastique afin d’inclure des effets à plusieurs électrons.
Des approches comme celle de P. Saalfrank [87] ont été développées dans des
modèles unidimensionnels et tiennent compte des effets de corrélation dans
le mouvement des électrons.

Quant au problème discuté dans le chapitre 4, un calcul Monte-Carlo
nous semble souhaitable. Si nous considérons un modèle unidimensionnel de
particules à une température donnée, interagissant entre elles via l’interac-
tion dipôle-dipôle, il devrait être possible de calculer une distribution de
distance de paires telle que celle qui a été mesurée. Cela devrait renseigner
sur l’écrantage dû à la surface en comparant la valeur du dipôle calculée
dans ce travail avec celle que nous pourrions tirer d’un calcul stochastique
comprenant un grand nombre de molécules.

Pour finir, le calcul d’images STM avec la méthode de Bardeen qui a été
présenté ne tient pas en compte la tension pointe-substrat. Nous pourrions,
par exemple introduire l’effet du champ électrique sur le calcul de la structure
électronique, et voir de quelle façon l’image est perturbée. De plus, au lieu
d’introduire les fonctions d’ondes solutions de l’équation de Schrödinger pour
un potentiel constant, nous pourrions utiliser celles données par un potentiel
linéaire, si nous disons que le potentiel chute de cette manière entre la pointe
et le substrat.
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Annexe A

Dérivation du courant selon N.
S. Wingreen et al.[24]

A.1 Position du problème

A.1.1 Hamiltonien du système

Lorsque l’on considère la diffusion inélastique d’un électron dans la cadre
de l’effet tunnel résonant on peut s’intéresser à la transmission comme une
fonction de l’énergie. Elle représente la probabilité pour un électron injecté
à une énergie ǫ d’être transmis à travers un système et ayant en sortie une
énergie ǫ′ différente de ǫ, en raison d’effets inélastiques. Dans le modèle sui-

ε
0

L

Fig. A.1 – Schéma du système unidimensionnel : un site d’énergie ǫ0 est
couplé de part et d’autre à deux continua sans structure. Dans ce modèle la
vibration n’intervient que sur le site d’énergie ǫ0.
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vant, un seul site est couplé à un bain de phonons, il est dans un puits quan-
tique de largeur L à l’énergie ǫ0, séparé de part et d’autre par un continuum
d’états sans structure.

En l’absence de couplage électron-phonon, la probabilité pour un électron
d’énergie proche de ǫ0 de traverser la structure est une fonction de type
lorentzienne centrée en ǫ0 et de largeur Γ, inverse de la durée de vie de la
résonance.

Le traitement des effets inélastiques complexifie le problème de façon sur-
prenante même dans le cas mono-électronique qui est celui discuté ici. Nous
allons calculer le courant qui s’établit dans la structure comme une fonction
de la transmission inélastique. Pour calculer cette dernière quantité nous
utiliserons une méthode de type fonction de Green dans le cadre du forma-
lisme de la diffusion quantique. Mais tout d’abord, écrivons l’hamiltonien du
système.

Sa partie électronique s’écrit,

Hel = ǫ0c
†c+

∑

k

ǫkLc
†
kLckL +

∑

k

ǫkRc
†
kRckR

+
∑

k

VkL(c
†
kLc + c†ckL) +

∑

k

VkR(c†kRc+ c†ckR) (A.1)

Elle décrit le couplage d’un seul état d’énergie sur site ǫ0 aux états ǫkL et
ǫkR de deux électrodes l’une à gauche (L), l’autre à droite (R) moyennant les
termes VkL et VkR. Les opérateurs c† et c sont ici les opérateurs fermioniques
de création et d’annihilation pour le site résonant, de façon analogue les c†kL(R)

et ckL(R) sont les opérateurs fermioniques agissant sur les sites de l’électrode
de gauche (droite). Aussi, les phonons sont considérés comme des oscillateurs
harmoniques vibrant à la fréquence ω,

Hph = h̄ωa†a (A.2)

où les a et a† sont les opérateurs bosoniques pour les phonons. Une façon
de calculer les terme de couplage électron-vibration dans l’hamiltonien est
de considérer une dépendance en z, coordonnée nucléaire, de ǫ0, puis de
développer en série de Taylor l’hamiltonien sans interaction H0 = Hel +Hph

jusqu’au premier ordre en z. Étant donné que ǫ0 n’intervient qu’une seule
fois dans Hel, il en découle l’apparition d’un terme linéaire en z :

H0 + δH0 = H0 +
∂ǫ0
∂z

zc†c (A.3)

Dans l’approximation harmonique on écrit z à l’aide des opérateurs bo-
soniques de création et annihilation de sorte que,



A.1 Position du problème 129

∂ǫ0
∂z

zc†c = c†c
∂ǫ0
∂z

√
h̄

2µω
(a† + a) (A.4)

ce qui constitue le terme d’interaction Hint dans l’hamiltonien total.

A.1.2 Fonctions de Green

On choisit d’introduire à présent l’outil central de l’analyse : la fonction
de Green. On la donne pour le site résonant sans interaction avec les phonons
sous sa forme retardée,

Gr
0(t) = −iθ(t)〈0|c(t)c(0)|0〉 (A.5)

où le dépendance temporelle de c(t) est donnée par

c(t) = eiHelt/h̄c(0)e−iHelt/h̄ (A.6)

et où |0〉 représente le vide d’électrons. Dans l’espace des énergies la fonction
(A.5) est solution de l’équation de Dyson suivante

G0(ǫ) = g(ǫ) + g(ǫ)Σ(ǫ)G0(ǫ) (A.7)

sachant que g(ǫ) est la fonction de Green sur le site résonant totalement
déconnecté des électrodes et des phonons. Il vient donc que g(ǫ) = 1

ǫ−ǫ0 . Σ(ǫ)
est l’auto-énergie définie par

Σ(ǫ) =
∑

k,α=L,R

Vk,αg(ǫ)V
∗
k,α (A.8)

Il en découle la forme suivante pour la fonction de Green,

G0(ǫ) =
1

ǫ− ǫ0 + Σ(ǫ)
(A.9)

On s’intéresse plus concrètement aux parties réelle et imaginaire de l’auto-
énergie de sorte que l’on définit le couplage élastique Γ(ǫ) tel que

Γ(ǫ) = −2ImΣ(ǫ) (A.10)

avec Γ(ǫ) = ΓL(ǫ) + ΓR(ǫ). En injectant (A.8) dans la définition précédente,
on trouve,

ΓL(R)(ǫ) = 2π
∑

k

| VkL(kR) |2 δ(ǫ− ǫkL(kR)) (A.11)
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Aussi, la partie réelle de l’auto-énergie est la transformée de Hilbert de
Γ(ǫ)

ReΣ(ǫ) =
∫
dǫ′

2π

Γ(ǫ)

ǫ− ǫ′
(A.12)

Étant donné que nous nous plaçons dans la limite où le continuum n’a
pas de structure, i.e. sa largeur est grande devant celle de la résonance (wide
band limit), la densité d’états ρL(R)(ǫ) =

∑
k δ(ǫ−ǫkL(kR)) peut être considérée

comme constante dans la région de la résonance. Il en résulte que les couplages
ΓL(R) sont indépendants de l’énergie

ΓL(R) = 2π | VkL(kR) |2 ρL(R)(ǫ0) (A.13)

et que de ce fait la partie réelle de l’auto-énergie est strictement nulle comme
conséquence de A.12. Dans ce cas la fonction de Green (A.9) après trans-
formée de Fourier s’écrit sous une forme simple

Gr
0(t) = −iθ(t)e(−iǫ0−Γ/2)t/h̄ (A.14)

qui permettra dans la suite de dériver une expression exacte pour la trans-
mission du système en présence d’effets inélastiques.

A.2 Courant et transmission

A.2.1 Courant

Le courant dans un système unidimensionnel en absence d’effets inélas-
tiques s’écrit J0 = q

∑
k nkvk avec n la densité de porteurs de charge q, et v

leur vitesse de groupe. La somme s’effectue sur tous les états k possibles.

Nous pouvons exprimer le courant total traversant le système comme la
différence entre le courant venant de la gauche vers la droite et celui venant
de la droite et allant vers la gauche.

J0 = q
∑

k

(nkLvkL − nkRvkR) (A.15)

Aussi, pouvons-nous exprimer la densité comme le produit de la transmis-
sion T 0 par des fonctions d’occupation pour assurer le fait qu’un électron par-
tant d’une électrode puisse trouver un état inoccupé dans l’autre l’électrode.
Il vient,
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J0 =
q

L

∑

k

(vkLT
0(ǫkL)fL(ǫkL)[1− fR(ǫkL)]− vkRT

0(ǫkR)fR(ǫkR)[1− fL(ǫkL)])

(A.16)
En effectuant un passage à la limite continue où la somme discrète devient

une intégrale et en appliquant la définition de la vitesse de groupe, à savoir
v = 1

h̄
∂ǫ
∂k

, on trouve la formule finale pour le courant élastique

J0 =
q

πh̄

∫
dǫT 0(ǫ)[fL(ǫ) − fR(ǫ)] (A.17)

En présence de l’interaction électron-phonon le courant est donné ap-
proximativement par

J ≃ q

πh̄

∫
dǫT (ǫ)f(ǫ) (A.18)

où T est ici la transmission totale inélastique définie comme

T (ǫ) =
∫
dǫ′T 0(ǫ, ǫ′) (A.19)

et où on intègre sur toutes les énergies finales possibles pour tenir compte
du fait que l’électron a pu gagner ou céder de l’énergie au réseau dans un
processus diffusif. Dans A.18 nous avons délibérément omis la fonction de
Fermi-Dirac de l’électrode de droite pour simplifier la formule, mais le prix à
payer pour cette simplification est que nous devons obliger la transmission to-
tale à respecter T (ǫ) = 0 si ǫ < 0 pour représenter l’occupation de l’électrode
de droite. L’approximation s’effectue donc sur la transmission plutôt que sur
la fonction fR elle-même.

A.2.2 Transmission

Nous pouvons appliquer la théorie de la diffusion quantique au problème
vu que le modèle que nous avons choisi se prête bien au formalisme dans
le sens où il s’agit ici de particules ayant un état asymptotique bien défini
entrant en collision avec un phonon dans une région de l’espace localisée. En
théorie de la diffusion, il est d’usage de diviser l’hamiltonien total en deux
parties, l’une sans interactions d’aucun type et l’autre les contenant toutes,
respectivement nous les avons noté ci-après H0 et H1

H0 = ǫ0c
†c+

∑

k

ǫkLc
†
kLckL +

∑

k

ǫkRc
†
kRckR + h̄ωa†a (A.20)

H1 =
∑

k

VkL(c
†
kLc+ c†ckL) +

∑

k

VkR(c†kRc+ c†ckR) + c†cM(a† + a) (A.21)
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avec M = ∂ǫ0
∂z

√
h̄

2µω

Nous définissons à présent les états propres de l’hamiltonien total, somme
des deux précédents. Dans notre notation, | ǫ, α, L(R)〉 est un électron d’énergie
ǫ dans l’électrode de gauche L (de droite R) est en contact avec le système de
phonons dans l’état α. Deux états appartenant à deux électrodes différentes
sont considérés comme orthogonaux puisqu’il n’y a pas de recouvrement spa-
tial entre eux, et s’ils appartiennent à la même électrode, disons celle de
gauche, ils respectent la relation d’orthogonalité suivante,

〈ǫ′, α′, L|ǫ, α, L〉 = δα,α′δ(ǫ′ − ǫ) (A.22)

Dans le formalisme de la diffusion on définit la matrice S comme un
opérateur qui agit sur un état initial pour le faire évoluer vers un état final
| Ψf 〉 = S | Ψi〉. La matrice T est la partie non-diagonale de S et représente
la probabilité pour une particule d’énergie ǫi d’être transmise de la gauche
vers la droite avec une énergie finale ǫf . On peut donc écrire T comme,

T (ǫf , ǫi) =
∑

αf ,αi

e−βEαi

Z
|〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉|2 (A.23)

où Eαi
est l’énergie du système de phonons dans l’état αi et Z est la fonc-

tion de partition dans l’ensemble micro-canonique. La somme sur les états
initiaux des phonons sert ici a pondérer la probabilité de transmission sur
une distribution thermique de phonons. Il est donc clair que nous allons de-
voir nous focaliser dans le calcul de la quantité 〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉 pour
lequel nous posons une expression explicite de S en fonction d’un opérateur
de Green à une particule dans l’état résonant.

S = 1 − i
∫ ∞

−∞

dt1
h̄
eiH0t1/h̄H1e

−iH0t1/h̄e−η|t1| (A.24)

− i
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dt1dt2
h̄2 eiH0t2/h̄H1Ĝ

r(t2 − t1)H1e
−iH0t1/h̄e−η(|t1|+|t2|)

avec η → 0+ et Ĝr(t) = −iθ(t)e−iHt/h̄, où H = H0 + H1 est l’hamiltonien
total qui inclut donc le couplage avec les électrodes et l’interaction électron-
phonon.

Nous en venons à un point important de la démonstration : seul le dernier
terme de S a une contribution dans la transmission, puisque c’est le seul
qui contient deux fois l’hamiltonien H1 responsable du couplage entre l’une
des électrodes et le site résonant. En effet, 〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉 requiert la
présence d’un terme qui couple l’électrode de gauche au site résonant et un
terme de couplage entre le site résonant et l’électrode de droite pour qu’il y
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ait effectivement passage de l’électron. Or, ces termes ne sont présents que
dans H1. C’est pourquoi tout autre terme dans S qui ne présenterait pas
deux fois H1 ne saurait donner une contribution non-nulle à la transmission.

Ceci étant, tous les termes de H1 ne contribuent pas dans la transmission.
Pour détailler ce point de formalisme prenons par exemple le ket |ǫi, αi, L〉
et écrivons-le en notation nombre d’occupation pour sa partie électronique,

|ǫi, αi, L〉 = c†kiL
| 0, αi〉 (A.25)

où |0, αi〉 est le vide d’électrons pour un système de phonons dans l’état αi.
Appliquons H1 à ce ket par parties, d’abord considérons le terme de couplage
électron-phonon

√
h̄

2µω
(a† + a)c†cc†kiL

| 0, αi〉 =

√
h̄

2µω
(a† + a)c†(−c†kiL

c) | 0, αi〉 (A.26)

où nous avons appliqué le relations usuelles d’anti-commutation pour les
opérateurs fermioniques. On voit que dans le membre de droite, on détruit
une particule dans l’état vide d’électrons ce qui conduit a l’annulation de
ce terme. Un raisonnement identique prouve que les autres termes de H1

s’annulent aussi à l’exception d’un terme de couplage électrode-site résonant
ayant le forme suivante

∑

k

VkLc
†ckLc

†
kiL

| 0, αi〉 =
∑

k

VkLc
†(δk,ki

− c†kiL
ckL)|0, αi〉 (A.27)

Pour les mêmes raisons que précédemment c†kiL
ckL|0, αi〉 = 0 et donc

H1c
†
kiL

|0, αi〉 =
∑

k

Vk,Lδk,ki
c†|0, αi〉 (A.28)

On a donc pour l’ensemble du braket,

〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉 = (A.29)

−i
∫∫ dt1dt2

h̄2 e−η(|t1|+|t2|)〈ǫf , αf , R|eiH0t2/h̄H1Ĝ
r(t2 − t1)H1e

−iH0t1/h̄|ǫi, αi, L〉

en effectuant le calcul comme détaillé plus haut,

〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉 = (A.30)

−VR(ǫf )VL(ǫi)
∫∫

dt1dt2

h̄2 e−η(|t1|+|t2|)ei(ǫf t2−ǫit1)θ(t2 − t1)〈0, αf |c(t2)c†(t1)|0, αi〉
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où VR(L)(ǫ) =
∑
k VkL(kR)δ(ǫ− ǫkR(kL)) et où les opérateurs fermioniques sont

définis dans la représentation Heisenberg c(t) = eiHt/h̄c(0)e−iHt/h̄.
Finalement,

|〈ǫf , αf , R|S|ǫi, αi, L〉|2 = (A.31)

|VR(ǫf ) |2| VL((ǫi)|2
∫∫∫∫

dt1dt2ds1ds2

h̄4 e−η(|t1|+|t2|+|s1|+|s2|)ei(ǫf t2−ǫit1−ǫfs2+ǫis1)

θ(t2 − t1)θ(s2 − s1)〈0, αf |c(t2)c†(t1)|0, αi〉〈0, αi|c(s1)c
†(s2)|0, αf〉

Nous pouvons écrire à présent le transmission à l’aide de la formule
précédente sous un forme très concise vu qu’une factorisation est possible

∑

j=0,1

∑

αi

e−βEαi

Z
〈j, αf |c(t2)c†(t1)|j, αi〉〈j, αi|c(s1)c

†(s2)|j, αf〉 = 〈c(s1)c
†(s2)c(t2)c

†(t1)〉

(A.32)
La somme sur j se fait sur sur les états d’occupation 0 et 1, ce dernier

n’intervenant pas dans nos formules a été rajouté dans cette dernière ex-
pression vu que les quantités du type 〈1|cc†|1〉 sont strictement nulles car
on ne peut créer de fermion supplémentaire dans un état déjà occupé. Nous
nous ramenons donc à la valeur attendue de quatre opérateurs fermioniques
où les brackets indiquent les états vides d’électrons connecté au système de
phonons.

On peut montrer grâce à un changement de variables temporelles adéquat :






t0 = t1
t = t2 − t1
τ = s2 − t1
s = s2 − s1

(A.33)

et en intégrant sur t0, le bracket peut s’exprimer en fonction de trois va-
riables temporelles uniquement, nous l’écrivons sous la forme d’une fonction
de Green à trois temps,

G(τ, s, t) = θ(s)θ(t)〈c(τ − s)c†(s)c(t)c†(0)〉 (A.34)

Nous pouvons finalement écrire la transmission sous la forme

T (ǫf , ǫi) = ΓL(ǫi)ΓR(ǫf )
∫∫∫

dτdsdt

2πh̄3 ei[(ǫi−ǫf )τ+ǫf t−ǫis]/h̄G(τ, s, t) (A.35)

avec ΓL(R)(ǫ) = 2π | VL(R)(ǫ) |2
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A.2.3 Analyse Perturbative de G(τ, s, t) et sommation
exponentielle

Il faut à présent évaluer la fonction de Green à trois temps qui apparâıt
dans la transmission. On peut utiliser un méthode de type perturbatif comme
celles couramment utilisées dans les théories qui traitent du problème à n-
corps, où il s’agit de calculer les termes d’une série en puissances du couplage
électron-phonon que l’on considère suffisamment faible pour s’autoriser à
traiter le problème de façon perturbative. Dans l’approximation que nous
avons fait plus haut où les bandes du continuum sont grandes devant la
largeur de la résonance, il suffit de calculer les quatre termes de plus bas
degré et de générer par sommation exponentielle le reste des termes, de sorte
que nous pouvons trouver un expression exacte de la transmission inélastique
dans le cadre de cette approximation.

En effet, une fois calculées les fonctions de Green d’ordre le plus bas, si
le couplage électron-vibration est faible, on peut se contenter de sommer les
premières contributions.

G(τ, s, t) ≈ G0 +G1 +G2 +G3 (A.36)

Pour un couplage électron-vibration fort, un technique de sommation ex-
ponentielle qui consiste à écrire les termes d’ordre supérieur comme des pro-
duits des termes d’ordre inférieur, ceci à l’aide d’une exponentielle,

G(τ, s, t) ≈ G0e
(G0+G1+G2+G3)/G0 (A.37)

puisque, eX =
∑
n
Xn

n!
. Il se trouve que les fonctions de Green d’ordre supérieur

à 3 sont donnés exactement par des produits de fonctions de Green d’ordre
inférieur, la sommation est donc exacte.

Pour une vibration locale d’énergie h̄ω0, à température nulle, et dans l’ap-
proximation des bandes larges, la formule pour la transmission de Wingreen
est,

T (ǫf , ǫi) = ΓLΓRe
−2g

∞∑

m=0

gm

m!
δ(ǫi − ǫf −mh̄ω0) × (A.38)

|
∞∑

j=0

(−1)jCm
j

∞∑

l=0

gl

l!

1

[ǫi − (ǫ0 − λ) − (j + l)h̄ω0] + iΓ/2
|2

où g = | M
h̄ω0

|2, et λ = gh̄ω0. Cette dernière quantité est le déplacement
polaronique que nous avons déjà introduit dans le chapitre 1 et 2, et qui est
le déplacement du premier pic vers les basses énergies.
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Annexe B

Détails de calcul pour
l’approximation de Bardeen

B.1 Taux de transfert (4.33)

La fonction d’onde du système entier peut s’écrire comme une combinai-
son linéaire des états de la pointe et ceux du substrat,

Ψ(~r, t) =
∑

ν

aν(t)ψν,S(~r)e
−iǫνt/h̄ +

∑

µ

aµ(t)ψµ,P (~r)e−iǫµt/h̄ (B.1)

L’évolution de cette fonction d’onde est donnée par le postulat d’évolution
où intervient l’hamiltonien total.

∑

ν

ih̄
daν
dt
ψν,S(~r)e

−iǫνt/h̄ +
∑

µ

ih̄
daµ
dt

ψµ,P (~r)e−iǫµt/h̄ (B.2)

=
∑

µ

(VP + ∆V )aν(t)ψν,S(~r)e
−iǫνt/h̄ +

∑

µ

(VS + ∆V )aµ(t)ψµ,P (~r)e−iǫµt/h̄

Si nous admettons qu’à l’instant initial le paquet d’onde est préparé dans
un état de la pointe,

ψ(~r, t = 0) = a0(t)ψ0,P (~r)e−iǫ0t/h̄ (B.3)
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alors l’état final sera un état du substrat ψα,S . C’est pourquoi nous projetons
l’équation de Schrödinger sur un l’état final,

ih̄
daα
dt

e−iǫαt/h̄ +
∑

µ

ih̄
daµ
dt

〈α, S|µ, P 〉e−iǫµt/h̄ = (B.4)

∑

µ

〈α, S|VP + ∆V |ν, S〉aνe−iǫνt/h̄ +
∑

µ

〈α, S|VS + ∆V |µ, P 〉aµe−iǫµt/h̄

La série d’approximations que nous avons donnée dans le chapitre 4, im-
posent que le terme 〈α, S|µ, P 〉 est à négliger puisque nous considérons que les
superpositions entre états des sous-systèmes sont nulles. De même le terme
〈α, S|VP |ν, S〉, est négligé puisque nous avons estimé que le potentiel de la
pointe n’induit pas de transitions au niveau des états du substrat.

Pour calculer la probabilité de trouver le paquet d’ondes dans un état
final α, nous invoquons le principe de décomposition spectrale,

P0→α = |〈ψ(~r, t)|α, S〉|2 = |aα(t)|2 (B.5)

après résolution de l’équation différentielle qui en découle, nous trouvons
pour la probabilité,

P0→α =

∣∣∣∣∣
ei(ǫα−ǫ0)t/h̄ − 1

ǫα − ǫ0

∣∣∣∣∣

2

|〈α, S|VS + ∆V |0, T 〉|2 (B.6)

Le taux de transfert est la variation temprelle de la probabilité de trans-
mission,

1

τ
=
∑

α

dP0→α

dt
(B.7)

Cette expression amène à la formule 4.33, dont nous avons déjà commenté
la forme de type règle d’or de Fermi.

B.2 Calcul de l’élément de matrice (4.34)

D’autre part, pour calculer l’élément de matrice impliqué dans l’expres-
sion du taux de transfert, nous intégrons dans le sous-système du substrat,
restriction du système entier. Ceci est justifié d’une part parce que les inter-
actions mutuelles entre sous-systèmes sont négligeables, et d’autre part parce
que le potentiel que nous considérons est de courte portée.

〈α, S|VS + ∆V |0, P 〉 ≈ 〈α, S|VS|0, P 〉S (B.8)
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En utilisant

〈α, S|VP |0, P 〉S ≈ 0 (B.9)

alors, nous pouvons écrire,

〈α, S|VS + ∆V |0, P 〉 ≈ 〈α, S|VS|0, P 〉S + 〈0, P |VP |α, S〉S (B.10)

D’autre part, nous avons, en fonction des opérateurs cinétiques,

VS|α, S〉 = (− h̄
2∇2

2m
− ǫα)|α, S〉 (B.11)

et aussi,

VP |0, P 〉 = (− h̄
2∇2

2m
− ǫ0)|0, P 〉 (B.12)

Finalement, nous retrouvons bien l’expression 4.34

〈α, S|VS + ∆V |0, P 〉 ≈ 〈α, S| − h̄2∇2

2m
− ǫα|0, P 〉S + 〈0, P | − h̄2∇2

2m
− ǫ0|α, S〉S

=
∫

substrat
− h̄2

2m
~∇ · [ψα,S ~∇ψ∗

0,P − ψ0,P
~∇ψ∗

α,S ]d
3r

= h̄i
∫

S

~Jα,0 · d~S
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Résumé

Cette thèse traite des effets inélastiques qui ont lieu au sein des courants électroniques. En 
utilisant  un formalisme dépendant  du temps,  nous avons obtenu des résultats  qui apportent  une 
vision riche en renseignements  au sujet du couplage électron-phonon. Nous avons pu comparer 
cette  méthode  à  une  approche  indépendante  du  temps,  pour  en  analyser  les  avantages  et 
inconvénients.  Finalement,  une  étude  de  chimie  quantique  est  présentée  dans  le  cadre  de  la 
microscopie  à  effet  tunnel  (STM).  Nous  avons  étudié  la  chimisorption  d'une  molécule  de 
tétrathiafulvalène sur une surface d'or: le calcul du transfert de charge vers la surface, du dipôle 
induit,  puis  la  simulation  d'images  STM  ont  été  effectués  sur  la  base  de  la  théorie  de  la 
fonctionnelle de la densité.

Mots-clés

Transport électronique
Effets inélastiques
Fonction de Green hors-équilibre
Tétrathiafulvalène
Théorie de la fonctionnelle de la densité

Abstract

This  thesis  deals  with  inelastic  effects  in  electronic  currents.  We  developed  a  time-
dependent  technique and show that this approach gives rich insight into electron-phonon coupling 
during  transport.  We  compare  our  results  with  a  time-independent  technique  and  analyse  the 
validity of our model. Finally, the results of a quantum chemistry calculation are presented in the 
framework  of  scanning  tunneling  miscroscopy  (STM).  We  study  the  chemisorption  of  a 
tetrathiafulvalene molecule on a gold surface by performing the calculation of the charge transfer, 
the induced dipole, and the STM images using the density functional theory.
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