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INTRODUCT ION

L'objet de ce travail est de  proposer des modéles
Qe champs aléatoires répondant de maniére plus naturelle au probléme
que se pose |'épidémiologiste que les modéles dont il dispose.
Ce probléme peut étre modélisé comme suit (Frauenthal)
1- La maladie est transmise entre un individu infecté et
un individu sain (susceptible de devenir a son tour infecté).
2- 1l n'y ni phénoméne d'incubation, ni porteur sain.
3- On suppose |'homogénéité de la suscepT{biliTé et du po-
tentiel infectieux entre individus, de méme que leur invariance
dans le temps. .

4- La population totale ( individus infectés + individus

susceptibles) reste toujours la méme.

Ce modéle peut étre complété en introduisant le phé-
noméne de |'immunisation :
5- Par guérison,un individu infecté devient immunisé :

il est ni susceptible,ni infecté.

Les individus sont les élements de |'ensemble A (par-

tie finie de 2”). L'information portée par chaque individu est



binarisée : I'état d'un individu est "O" s'il est susceptible,
"" sinon. Par |3-méme,on se désintéresse du phénoméne de I'
immunisation car, pour ce cas,il ne faudrait plus utiliser des
‘variables binaires mais ternaires, disons a valeurs dans {0,1,2}.
Un champ aléatoire binaire défini sur A est une famille {XA}A c N
Xy étant une variable aléatoire binaire. Par confusion de I'
espace canonique du champ {O,I}Aavec P(A), on confond la notion

de champ aléatoire binaire défini sur A et celle de mesure de

probabilité sur P(A).

Beaucoup de modéles de champs aléatoires, jusqu'a
présent développés, sont de type markovien (Preston, Spifzer. ced)
I'ls traduisent le fait suivant : |'événement “ 1'individu x
est intecté sachant que la sous-population d'infectés contient
I'ensemble A? a la méme probabilité que celui sachant que la
sous-population d'infectés contient l'inferseéiion prise entre
les plus proches voisins de x et la partie A. Ceci s'écrit ma-
thématiquement :

P(x € In/AC 1j) =P(x € I /Gx N A)c Iy),

ol ¥ désigne |'ensemble des voisins de I'individu x, et on IA esT
la sous-population des infectés deA.

Nous construisons des modéles de champs de renouvel le-
ment qui correspondent de maniére plus adéquate a la nature du
probléme que doit résoudre |'épidémiologiste. Ces champé modé lisent
I'hypothése que la probabilité conditionnelle que x soit infec-

té , sachant que la sous-population d'infectés contient A, est
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la méme que celle sachant que la sous-population d'infectés
contient la partie de A la plus proche de x. Ceci se fraduift
mathématiquement par :

Pixe Ip/A < Ip) = Pix e IA/ax(A)C Ip),
fol] ax(A) = {y € A/d(x,y) = d(x,A)}, ot lp a été défini pre-

cedemment et ou d est la distance cle Manhattan.

‘L'étude que nous avons entreprise pour les champs
aléatoires de renouvel lement suit celle qui est menée pour les
champs markoviens, a savoir :

le chapitre | est consacré a |'étude mathématique
de ces modéles. En premier lieu,nous définissons les champs

de renouvel lement du point de vue cylindrique : les C.A.R.5.C.

‘et les C.A.R.S.|.. Afin d'assouplir ces définitions, nous considérons les con-

figurations de |'espace canonidue {O.I}A et étudions deux modéles
de champs, les C.A.R.S. et les E.R.S., et démontrons qu'ils sont
deux approches équivalentes du renouvel lement spatial. Ces champs
décrivent une mesure positive et peuvent étre traités de par la
connaissance du potentiel de leurs mesures de Gibbs. En effet,
toute mesure de probabilité de Gibbs (i.e. positive) peut s'écrire :
u(A) = Z“‘exp(V(A)). pour tout A< A ; Z est une constante de
normalisation et V, le potentiel, une fonction de P(A)»>» R, qui
doit vérifier‘V(®)=0. Les C.A.R.S. sont caractériséspar un po-
tentiel de renouveau spatial : V est un P.R.S. si, pour fout x € A,
alors, V(A U {x}) = V(A) = V(3x(A) U {x}) - V(3x(A))

Un ensemble, A, est équilibré si, pour tout xty e¢ A, alors, il



existe z € A tel que d(x,z) > d(x,y) ; alors, si la distance
minimale entre deux individus de/\ est d, et si on suppose ¢(ue:
» T, ” . .
si A est équilibré,alors : x}y ¢ A3d(x,y) > d, fait partie
d'une hypothése (H), nous démontrons que les C.A.R.S. sont un
cas particulier des C.A.R.S5.C. et des C.A.R.S.1. ; de plus, si
le potentiel d'interaction Jv. associé au potentiel V, est défini
par : J (A) = ) V(B), alors un pofentiel V est un PRS si et
Bc&A
seulement si J, (A) = (-!)lAIJ, J € R, dés que diam(A) > d,. Cette
v .
caractérisation permet de redéfinir les C.A.R.S., cette fois-ci
du point de vue ensembliste.
L'étude de la limite thermodynamique permet de cerner les pro-
blémes liés aux effets de bord.
Enfin , pour clore ce chapitre, nous définissons les C.A.M.M.R.S. ;

ces champs aléatoires sont un corpromis entre les champs marko-

viens et les C.A.R.S., et sont moins contraints que ceux-ci.

Nous nous intéressons, au second chapitre, a l'exis-
tence de modéles de processus admettant pour mesures invariantes
celles définies au chapitre |. Un processus de contact de Harris
est déterminé par la connaissance de son générateur qui vérifie :
G(A,B) = 0, si [AMB| > 1 ; le taux de naissance (resp. de mort)
est égal a B(x,A) = G(A,A U {x}) (resp. §(x,A) = G(A U {%.A).

{PT} estun semi-groupe renouvelant de naissance et de mort si

son générateur vérifie B(x,A) = B(x,dy(A)) et &§(x,A) = §(x,9x(A)).
Un tel processus, si il est réversible dans le temps, admet pour
mesure invariante un CARS. Nous étudions d'autres processus,

puis modifions leur définition afin qu'ils aient pour mesures
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invariantes non plus des CARS mais des CAMMRS.

Au chapitre 111, nous simulons des CAMMRS & |'aide

d'un réseau d'automates aléatoires, sur une boite A. Partant
d'une configuration initiale (figure 1), ce réseau est chargé

de la mise & jour, point par point, de tous les individus de A.
Il est construit de telle maniére que son unique mesure invari-
ante soit un CAMMRS. Grace aux propriétés ergodiques du proces-
sus (M) (P, étant la mesure construite & la niéme étape), nou§
sommes assurés de la convergence vers la mesure invariante, et
donc asymptotiquement générons un CAMMRS.

Notre fravail: au dernier chapitre, est une approche
des champs aléatoires en termes de processus poﬁcfuels : les
mesures de Gibbs sont reconsidérées du point de vue mesures ponc-
tuelles. Cette réécriture ne nous apporte pas de résultat nouveau,
par rapport & ceux établis aux chapitres précédents, mais nous
permet de définir d'autres champs de renouvel lement sans avoir
a definir leur pofénfiel. Nous étudions des lois de processus

ponctuels issues de mélange d'autres lois,puis les utilisons

afin de générer des champs de renouvel lement.

Tous les résultats établis au chapitre 1 le sont sous
I "hypothése (H) et donc il reste un terrain d'investigation
déterminer si ils peuvent |'étre sans cette hypothése ; toute-
fois la plupart des maillages, notamment le maillage rectangu-
laire, remplissent la condition (H).

D'autre part la non-unicité de la limite thermodyna-

mique n'est pas suffisamment exploitée pour déterminer les effets



de bord.
Enfin, nous espérons qu'une plus profonde investiga-
tion de ces champs aléatoires, en termes de processus ponctuels,

pourra apporter de nouveaux résultats.

Les champs aléatoires de renouvellement, comme les
champs markoviens, traitent le modéle de I'épidémiologiste,
sans toutefois répondre -au probléme posé par I'*immunisation.
En annexe (modéle avec immunisation), bien que les fondements
théoriques développés aux premiers chapitres ne soient plus
applicables, nous présentons une maniére d'utiliser les champs
de renouvel lement en ajoufanf une contrainte d'immunisation

temporaire.



CHAPITRE |
ETAT DE GIBBS
ET RENOUVELLEMENT SPATIAL

"Le point de perfection est atteint
lorsque la nouveauté de la forme
répond exactement & la nouveauté

intérieure." André Gide

| Présentation des champs aléatoires et des états de Gibbs sur une

"bofte" finie ; notations ; définitions.

Soit A une "botte" finie, c'est & dire une partie
~finie de 2° (ou encore une fenédtre de 2), et P(N), I'ensemble
des sous-ensembles de A. Dans la suite, nous regarderons diverses
classes de mesures de probabilité sur P(A) qui apparaissent
dans des modéles élémentaires de physique ou de biologie : trai-
tement d'image, physique du solide (verre de spin, ...), épidé-

miologie ...

Les éléments de A sont interprétés comme étant des
sites, chacun d'entre eux pouvant &tre libre ou occupé (indivi-
dus "sain" ou "malade" correspondant & |'état binaire "O" ou "1").
Le sous-ensemble A de A sera considéré& comme décrivant la situ-
ation ol Iés éléments de A.SOnf les sites occupés (les éléments

de A\A étant les sites libres). Aussi les éléments de P(A) se-
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ront appelés configurations. Cela revient a identifier P(A) et
{O.I}A. La plupart des modéles en physique faisant intervenir

les configurations sont par nature dynamiques. Les mesures de
probabilité que nous proposons décrivent la disfribution des con-
figurations quand le modéle est dans un certain état d'équili-

bre dynamique.

L'ensemble A, représentant les sites du modéle, doit
respecter certaines contraintes géométriques, en particulier tous
les voisins d'un point x de A doivent &tre situés a la méme dis-
tance de ce point. Dans les simulations que nous présentons au
chapitre |11, A sera une "botte" finie de 22 ("rectangle" ou par-

tie finie connexe de 22). munie de la distance de Marhallan(x).

Bg(x) (resp. Sq(x)) désigne la boule ouverte (resp.
la sphére) de centre x et de rayon d ; la distance d'un point
x a8 un ensemble A est : d(x,A) = min d(x,y).

y € A

Définition 1-1 : Opérateur "projecteur" 9y

On définit, pour tout x € A, |'opérateur 3, sur P(A) par :
3, (A) = {y € A/ d(x,y) = d(x,A)}VAC A

Définition 1-2 : Opérateur couronne Cy

On définit pour tout x € A, I'opérateur Cy sur P(A) par
Cx(A) = Sd(x'A)(x)\ax(A),VA A

Lemme 1:L'opérateur 0y est idempotent
démonstration : ceci découle immédiatement du fait que
d(34(A),x) = d(x,A).

Les opérateurs 04 et Cyx verifient :
- 3x(A U B) = 3x(3x(A) U 3x(B)), pour tout A,BC A

() ou la distance d(i, j),(k,1)) = sup(|i-k|,|j-1|) ou la distance

“euclidienne & condition de définir 3,(A) ={ y ¢ A/d(x,y) < dx,A) + do}.
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- Cx(A U B) = Cx(@x(A) Udy(B)), pour tout A,Bc A
= 9y (9x(A)) = 9y (A), pour tout Ac A
- 94 (Cx(A)) = Cx(A), pour tout Ac A
- Cx(3yx(A)) = Cx(A), pour tout A A
= Cx(Cx(A)) = 3y(A), pour tout A< A

- 3x(A) = {x}, si xe€ AC A
- Cyx(A) =0, si xe€ ACA

Posons A={Xx, ..., Ap} et G = {Gy, e A}, un systéme
de voisinages de A,c'est & dire une collection d'ensembles véri-
fiant : (i) xr¢d Gy, pour tout e A

(ii) 8§ € Gy <=> 1 € Gg pour fout §.xe A
On peut associer naturellement & A et G un graphe {A,G} de la

maniére suivante : si A, € Gy » A, et A, sont connectés par un
2 1

2
arc.

Définition 1-3 : Clique

A c A est une clique si pour tout x,y € A alors x € Gyou X=y-

Nous nous intéressons dans la suite aux systémes de
voisinages de la forme suivante , dans le cas od A est une "bofte"
finie de 22 :

G'= 65 ., A= (i,j) e}
016G, jy= (5= (kD€ n/ o< kil + l-jl <c)=B (G
- Nous représentons les voisins d'un point intérieur (c'est-a-dire

tel que #) y € A pour lequel |C~;| > |G§|) pour ¢ = 1,2,% :

[
¢ PP
4 et e00co
o Xxe® sexee o 00»5:': .
o¢
L eoe coe
b v

0
n
(o]
1
~
0
1
(S
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Définition 1-4 : Systéme des plus proches voisins

C'est le systéme de Voisinages homogéne pour lequel c=1.

Et on a ‘C’Tii»i)= (G=1,0), Gier, i, Giug-1), G ey,

Ce systéme est communément adopté en Physique et c'est celui

que nous prendrons dans |a suite, saut mention contraire.

Pour tous ces systémes de voisinages homogénes, les
sites situés au bord de la "boTte" ont moins de voisins que les
points situés & |'intérieur : Geman appel le ce phénoméne "bord-
libre". D'autres systémes de voisinages sont proposés afin de
""gommer" (de maniére Plus ou moins artificielle) les effets de
bord. Dans ce Sens, nous exposons deux systémes de voisinages :
systéme aux conditions toriques, et systeme de voisinages"fictit".

- Considérons le cas ou la "boTte" A est définie de Ia ma-
niére suivante : M= {x = (i,j) / i,j=0,1, ..., n-1}. Pour des
commodités analytiques et calculatoires, nous considérons la
"botte" Ap comme un tore, étendu périodiquement, et nous identi-

fierons A = (i,j) et A' = (i modulo(n), j modulo(n)); cette
extension artificielle permet d'utiliser des outils maThémaTiques
définis sur 22,'Nﬂbla transformée de Fourier, mais la plupart
du temps n'a aucune Justification bhysique.

- Dans certains cas, il est nécessafre de considérer des

systémes de voisinages ol le nombre de voisins reste le méme pour
Tous les sites de la "bofte". Pour ce faire,si un site se trou-

ve avoir moins de voisins que les autres, nous décidons

de lui adjoindre des "voisins fictifs" de maniére a égaler le
nombre de voisins, "fictifs" Ou non, pour chaque site. L'etat
binaire des sites "fictifs" est, soit imposé,soit tiré suivant

une certaine loi de probabilite.
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Posons S(A) I'ensemble des mesures de probabilité sur
" P(A). Un élément u de S(A) décrit la distribution des configura-
tions quand le modéle est dans un certain état d'équilibre dynamique ;
a cause de cela, nous appellerons S(A) |'ensemble des états de
A. Puisque P(A) est fini,nous identifierons p e S(A) avec sa den-
sité. Ainsi p est une fonction de P(A) dans [c,1] .
Nous imposons & p les propriétés suivantes :
(i) wpw(A) >0, pour tout AC
Gii) I wA) =1
A< A

L’ unique classe des états que nous considérons est
celle des états de Gibbs ; elle apparait dans de nombreux modé-
les de physique statique.

Un potentiel V est une fonction : V:P(A)> R,qui véri-

tie V() = 0.

Définition 1-5 : Etat de Gibbs associé au potentiel V

w, |'état de Gibbs associé au potentiel V est donné par :
m(A) = Z—'expV(A). pour tout Ac A

ol Z est une constante de normalisation : Z = 8 X AexpV(B).
c

Si V est un potentiel sur A, alors on définit le
potentiel d'interaction Jy, de P(A) dans R, par :

wm = 1 DINBlYGY pour tout Ac .
Réciproquement on aB:C A

V(A) = 8 E.AJV(B)’ pour tout Ac.A.
Cela découle immédiatement du principe d'inversion-exclusion(tﬁ
avssi Barra JR) et est connu sous le nom de formule d'inversion
de Mebius ; il est aisé de vérifier directement la validite de

cette inversion.

Réciproquement, &tant donné un potentiel ¢, appelons
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Uy le potentiel donné par
Ug(A) = % (B), pour tout A c- A,
¢ Bl P

alors ¢ est le potentiel d'interaction associé a Uy-

Définition 1-6 : Potentiel du plus proche voisin

V est un potentiel du plus proche voisin,si Jy(A) =0,

dés que A n'est pas une clique.

Soit p un état sur A ayant une densité positive (i.e.
u(A) > 0, pour tout A € A); alors u est |'état de Gibbs asso-
cié au potentiel V, oa V est le potentiel donné par :
V(A) = Log@(A)/u(Q», pour tout A < A. .
Ainsi, la classe des états de Gibbs est |'ensemble de tous les
états sur A ayant une densité positive, et donc |'introduction
des potentiels doit simplement étre considérée comme un outil

mathématique aisé a manipuler, pour décrire les états a densité

positive (Hammersley-Clifford).

Définition 1-7 : Champ aléatoire

Un champ aléatoire sur A est la donnée de |A| variables
aléatoires, i.e. la famille {X\}, PR
remarque : Si le champ est binaire (i.e. les variables aléatoires
X, sont a valeurs dans {0,1}), on confond la notion de champ
aléatoire et celle de mesure de probabilité sur P(A), par con-

fusion de |'espace canonique du champ {O,I}A avec P(A).
Nous terminons ce paragraphe par :
Définition 1-8 : Cylindre

Le cylindre |A|, pour tout A € P(A), est défini par :
|A] ={Bc A / BDA)

Définition 1-9 : Cylindre mixie

Le cylindre mixte |A,B|, pourtout A,B < A, est défini par
|A,B| = {Cc A/CDAetBNC = 0)
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Il Champ aléatoire de renouvellement spatial

Afin de généraliser lanotion de renouvel lement définie
sur la droite réelle, nous définissons les champs aléatoires de
renouvel lement spatial. La définition A exprime la notion de re-
nouvel lement du point de vue cylindrique, les définitions B et

C du point de vue des configurations.

Nous nous intéressons aux champs aléatoires qui vérifient
que si x ¢ AcC A, alors la probabilité conditionnelle que x appar-
tienne a la configuration sachant que la configuration sur Aﬂ?}con-

tient A, est la méme que la probabilité conditionnelle que x appar-
tienne & laconfiguration sachant que la configuréfion contient

Ix(A) sur Mf4 D'ou la définition :

Définition A : Champ aléatoire de renouvellement spatial cylindrique (CARS
u € S(A) est un CARSC si
(i) up a une densité positive
i) wCJA U {3/ (uC]A U {x}]) + u(|A|))=
HC[ax(A) U {x}])/u(|ax(A) U {x}]) + u(]ay(A)])),
pour tout x ¢ A< A
Ce=> ([ {x}| | JAD= u(]{x}] | Jax(A) | )
Nous démontrons maintenant un |emme fechwﬁuev:
Lemme 2 : ab = a'b' <=> a'/(a + a') = b/(b + b') pour tout a,b,a’',b'€ R
|verifiant a + a' $ 0etb+b' 40

démonstration : ab = a'b' <=> a/a' =b'/b

<=> (a + a')/a' (b + b")/b!
<=> a'/(a + a') = b/(b + b")

]

Soit maintenant un champ alé&atoire vérifiant que pour
X f A c A, alors la probabilité conditionnelle que x appartienne

a la configuration sachant que la configuration sur A\{x} est
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A, est la méme que la probabilité que x appartienne & la conti-
guration sachant que la configuration sur éd(x,A)(X) est 0, (A) ;

un tel champ est défini par :

Définition B : Champ aléatoire de renouvel lement spatial (CARS)
u € S(A) est un CARS si pour tout A< A et x ¢ A :
(i) uCA) >0
Cii) wCA U {xD)/u(A U {x}) + u(A)) =

5 & na ot (B U M U D/ oy BB U 0x(A))
< X C X
dx.A) dOGAET B U a (M) U (x)

(¢=> (| {x}| | | |A, Cx(A) U Bd(x A) OONIx}]) =
pCHXH 185 CA) ) G (A) U Bq(x, ) CONIXI]))
Remarque : d'aprés le lemme 2, (||) <=>

u(A)/u(A U {x}) = L — u(B U 3y (A))/
Bc A\Bd(x,A)(X) X

_ W(B U 3,(A) U {x})
B < A\Bd(x,A)(X)

= u(|"1" sur 9,(R) et "OM sur By(x,a)(x) U Cy(A)|)/
u(["1" sur 3y (A) U {x} et "0" sur (By(x,p)ONDRU  Cy(A)])

=(u(|ay (A |) - B U 8(A) )/
X X

&Bd(x A}d(X) U CX(A§)4_

(] ax(A) U {x}p - B U, A) U [x}V)

{ ﬂ«Bdb<A)bd\{xvu C(A$;¢
BuA_

Définition C : Etat de renouvel lement spatial (ERS)
u € S(A) est un ERS si
(i) ypa une densité positive
Cii) WA U {x})/ulA) = p(3(A) U {xH)/u(a(A)), V x¢Ac AN
Remarque : d'aprés le lemme 2, (ii) <=» ,
A U {(xD /(A U {x}) + u(A)) = p(3y(A) U {x}/(u(3,(A) U {x}) + uld,(A))),

ce qui exprime le fait que la probabilité conditionnelle que

x appartienne a la configuration sachant que la configuration est
A sur M|x} est la méme que celle sachant que la configuration est
0, (A) sur M[N.

Nous démontrons |'équivalence des deux définitions :
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Proposition 1-1 : p e S(A) est un CARS,si et §eulemenf si c'est
un ERS.

démonstration : ¥ Montrons d'abord qu'un CARS est un ERS;

puisque |'opérateur 3ysest idempotent (lemme 1), le membre droit
de (ii) dans B reste inchangé, que la configuration sur A\{x}
soit A ou 3y(A). Donc |'égalité (ii) de C est vérifiée.
* Montrons maintenant qu'un ERS est
un CARS. Soit Bc A\Bd(x_A)(x); puisque p est un ERS,on a :
(B U 3y(A) U {x})/u(B U 34(A)) =
(3 (B U 35 (A)) U {x})/u(3,(B U a,(A))),
par application de (ii) de C . Or 3,4(B U 35(A)) = 3,(3x(B) U 3x(A))
= 3x(A U B), d'aprés le lemme 1,d'ou :
(B U 3,(A) U {xPH/u(B U 34(A)) = p(3x(B U A) U {x})/u(dyx(B U A)).
Comme B est tel que d(x,A) < d(x,B),alors 3x(A U B) =3/(A),
d'ola,pour de telsBson a :
u(B U 3,(A) U {x})/u(B U 34(A))

H(ax(A) U {x})/n(ay(A))
u(A U {x})/u(A),

en appliquant de nouveau la propriété (ii) de C. |l s'ensuii
H(A)u(B U 35 (A) U {x}) = p(A U {x})u(B U 3y(A)), d’ ou
u(A) % u(B Udy(A) U{x}) = n(A U{x}) % u(B U ay(

B MNBy(x,n) X
Si on applique de nouveau le lemme 2,on retrouve bien la propriété
(ii) de B.

B C-A\Ed(x’A)(x)

Datinition D _: Champ aléatoire de renouvellement spatial inter-
médiaire (CARSI)
n € S(A) est un CARSI si
(i) p a une densité positive
i) p{xW A, Cx(MY|) = p(HXW |9y (R) ,Cx (M) ],
pour tout x ¢ Ac A.
Remarque : d'aprés le lemme 2 (ii) <=>
(i) u(lA U {x},Cy (A ) /uC]A,Cx(AY]) =
(3 (A) U {3 Cx (A ) /u (B (A),Cy (A |)
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Ill Etat de Gibbs et champ aléatoire de renouvel lement spatial

cylindrique

Nous définissons les potentiels de renouveau spatial
cylindrique, puis nous montrons |'équivalence des états de Gibbs

associés a ces potentiels avec les CARSC.

Définition 1-10: Potentiel de renouveau spatial cylindrique (PRSC)
V est un PRSC si, pour tout x4 Ac A :

' ) (exp(V(B U A U {x}) + V(C U 3,(A))) -
Bcz: ANA U {x})CgiA\@x(A) U {x}) P 8

exp(V(B U A) + V(C U 3,(A) U {x}))) = 0

Proposition 1-2 : u est un é&tat de Gibbs associé a un potentiel de

renouveau spatial cylindrique <=> est un champ aléatoire de
renouvel lement spatial cylindrique.

démonstration : Nous avons, pour tout x ¢ A c A les équivalences
suivantes : | '
u est un CARSC «<=»>

nCIA U OxEDRC 8 A [) = wC([ADu(]ag(A) U {x}]) <=>
() exp(V(B U AU {xD)( ) o exp(V(C U H(A) U {x})) +
B% ANA U {x) P C._L,A\(ax(A) u {x}) P \

exp(V(C U a4(A)))) =
( exp(V(B U A U {x})) + exp(V(B\U A)))(
B cZ:A\Q\ U {x}) P P \ Cc>iA\(‘ax(A) U {x))

exp(V(C U 34(A) U {x}))) «<=>
V est un PRSC.
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|V Etat de Gibbs et champ aléatoire de renouvel lement spatial
Nous définissons les potentiels de renouveau, puis
nous démontrons |'équivalence des états de Gibbs associés a ces

potentiels et les CARS.

Définition 1-11: Potentiel de renouveau spafial.(PRS)

V est un PRS, si V est un potentiel et que son potentiel
d'interaction associé, Jy, vérifie :
IoJy(B U {x}) = & Jy(B U {x}), pour tout x¢ A< A.
B< A B < 3,(A)
Remarque : Cette condition exprime e fait que pour tout x f Ac-A,

alors V(A U {x}) = V(A) = V(3x(A) U {x}) - V(3x(A)).

Proposition 1-3 : Si p est un état de Gibbs associé & un poten-

tiel de renouveau spatial => p est un champ aléa*ojre de renou-
vel lement spatial. _ '

démonstration : Soff-;nl'éfa# de Gibbs considéré ; par
définition p est de densifé positive ; de plus, nous avons :
WA U (x)) = 2 lexpV(A U {x}) ot w(A) = 2 'expV(A), et donc,
u(A U {x})/u(A) = exp(V(A U {x}) - V(A))
exp(V(3x(A) U {x}) - V(34(A))
u(3y(A) U {x})/u(dy(A)), pour tout x ¢ A< A.
Ainsi p est un ERS, et d'aprés la proposition 1-1, p est un CARS.

0

Proposition 1-4 : p est un état de renouvellement spatial => p

est un é&tat de Gibbs associé a un potentiel de renouveau spatial.
démonstration : Le potentiel associé & p est défini par :

V(A) = log (u(A)/u(@)), pour tout A <. A. Puisque p est un ERS, alors :

p(A U {x})/u(A) = u(3y(A) U {x})/u(3x(A)), et donc,

exp(V(A U {x}) - V(A)) = exp(V(3x(A) U {x}) - V(3x(A)), pour

tout x § Ac A . Ainsi, le potentiel est bien un PRS.
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Nous regroupons les propositions 1-1, 1-3 et 1-4 dans

le théoréme suivant :

Théoréme 1-1 : Soit p un état de $S(A), alors les trois proposi-

tions sont équivalentes :

(i) U est un champ aléatoire de renouvellemenT'spaTial

(ii) u est un é&tat de renouvellement spatial

(iii) p est un état de Gibbs associé & un potentiel de renouveau spatial
Nous donnons une caractérisation des PRS qui sera

utilisée au chapitre || afin d'établir certaines propriétés con-

cernant |'évolution dyhamique des CARS.

Proposition 1-5 : Soit V un potentiel, V est un potentiel de re-

nouveau spatial si et seulement si pour tout x ¢ Ac A, alors pour
tout y € A tel que d(x,y) > d(x,A), on a :

VAU {y} U{x}) - V(AU {y}) - V(AU {x}) + V(A) =0 (1)
démonstration : * Soit y tel que d(x,A) < d(x,y), alors y ¢ (AU {y]),
donc 9x(A U {y}) = 34(A), d'ou,puisque V est un potentiel de re-
nouveau spatial, on a :

VAU {y} U {x}) - V(AU {y}D)

"

VO3 (A U {yD) U {x}) - V(3,(A U {y})
V(g (A) U {x}) - V(a,(A)).

D'autre part, V(3y,(A) U {x}) - V(3,(A)) = V(A U {x}) - V(A), et donc :
VAU {y} U {x}) - V(AU {y})) = V(A U {x}) - V(A). Ainsi, (1)

esT‘vérifiée.

* Réciproquement, supposons que (1) soit vérifiee ;
posons A = 3y (A) U {y], ceey yn} et Aj = 3a,(A) U {yl. ceey yi} ;
puisque d(x,yi+l) > d(x,Aj) (car 3x(Aj) = 3,(A)), alors :
V(A4 U XD = V(Aj4) = (A} y (x}) - V(A{), et, parrécurrence,
nous pouvons montrer que V(A U {x}) - V(An) = V(3 (A) U {x}) - V(3,(A)),

donc V est un potentiel de renouveau spatial, puisque An = A.



V Caractérisation des états de renouvellement spatial

Dans la suite, les champs seront supposés spatialement homogénes (i.e. les
potentiels invariants par translation).
Définition 1-12 : Ensemble équilibreé

A est équilibré si pour tout x,y € A, alors la propriété
suivante, (P), est vérifiée : 1Y
(P) 3 XcB = A\lx,y} telque d(x,y) £ d(x,X)
Remarque : si A est non équilibré, alors 3 x,y € A, (x#y)
vérifiant la propriété (IP) : pour tout X< B = A\(x,y}, d(x,y) > d(x,X).

\

Proposition 1-6 : Soit u un é&tat de renouvellement spatial as-

socié au potentiel V (au sens du théoréme 1-1). Si A est non
équilibré, alors Jy(A) = (—l)lA‘JVﬂx.w) ((x,y) étant un couple
vérifiant la propriété (1P) ci-dessus).
démonstration : * Puisque A est non équilibre, 3 (x,y) €
A’ telque d(x,y) > d(x,X), pour tout X € B = A\{x.y}. Du fait
que p est un ERS on a pour tout B> X § 0 :
p(X U {y} U {(xH/p(X U {y}) = p(X U {x}H/p(X), donc
VIX U {y} U {® - VIXU{y}) = V(XU {x}) - V(X) ; donc nous obtenons :

oy =1 o IPElyE)
Ec A

(oD By 4 NV Oy y ) & -0 AU Bl

X

c. B

To b (-0 AU Yy g gyy v k)

o Ny vy« DIy oy 4 e 1Ay

X
X
+

. B((—l)lA\XI(V(X U {y} U {x}) - V(X U {x}) - V(X U {x}) + V(X))
c .
X t0

+ (-I)I l(V({x vy} - V({x}) - V{y}D)

- oMy,
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puisque Jy({x,y}) = V({x,y}) - V({x}) - V({y}) et,pour tout Xc B,
VX U {x,y}) = V(XU {y}) - V(X U {x}) + V(X) = 0.

Avant d'énoncer un théoréme sur la caractérisation
des ERS notons diam(A) le diamétre de A, égal a Tax ) L4(x,y),
X,y) €
et notons d, la distance minimale qui sépare deux points distincts

de la "bofite".

Faisons |'hypothése (Hj)que si Ac. A est équilibré
et de diamétre > d, alors pour tout x,y € A, x+y, on a di(x,y) > d,.
Cette hypothése dépend du maillage et de la distance choisis pour
A. En effet, si A est le maillage construit a partir de la maille

{x], Xor Xz x4} :
X4

ou{xl, X5 x3} est |'ensemble des sommets d'un triangle équila-

téral de c8té d et de centre {xa} , on ad = V/3d, et (H)) n'est pas vérifiﬁe.

Soit de plus |'hypothése (Hp) : pour toutes paires de points py. pp de A
il existe un nombre fini de paires p2, ...,Pp-1 telles que pjet pj,y forment
les plus grands cotés d'un triangle non isocéle ((Hp) est verifiee pour ftoute
boite rectangulaire de 22, démonstration ci-aprés).

Sous (H) = (H;) U (H2), nous avons :

Théoréme 1-2 : u € S(A) est un état de renouvellement spatial

(& potentiel V)
- si diam(A) > d,, alors Jy(A) = (-l)'AIJ. J e R.

- sinon Jy est quelconque

(od Jy est le potentiel d'interaction associé a V).

(%) A doit étre muni d'une distance Gf. P 9) permettant
de définir cn tout x € A une shére Sd(X) telle que loule partie A
a 1'intérieur de la shére soit a une distance > d, d'une partic B

a |'extérieur.
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Montrons que (Hy) est vérifiée dans toute boite rectangulaire
de 2% :
1) Nous pouvons ramener toute paire de longueur > d,v2 & une

paire de longueur v2d, :

-~

2) toutes les paires de longueur d‘,/'2 ont des po tentiels d'in-

teraction égaux :

Vs

‘Toutes les égalités ci-dessus proviennent du fait que,

dans un triangle T possédant deux paires pj et pj de longueur
supérieure a celle de la 3®Me pajre de points du triangle, alors :
Vv

Jypi) = =4 = 4 p ),

car un triangle de ce type est non équilibré.

Démonstration du théoréme 1-2 : * Soit M un ERS associé
au potentiel V.
- diam(A) > d,
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- Si A est non équilibre, alors, en posant A =
B U {x,y}, avec (x,y) vérifiant (1P), en appliquant la proposi-
tion 1-6, nous avons Jy(A) = (—l)lAIJV({x,y}). D'autre part,consi-
dérons les points x' et y' tels que d(x,x') < d(x',y),d(x',y")

> dy, dix ,y') > d(y,y")

Nous avons, Jy({x, x', y}) ==Jy({x,y}) =-Jy({x',yDet
JyUx', y, y'H = - Jyl{x',y}) = - Jy({x',y'}). Ainsi
JyUx,y) = Jy({x',y*}) = j
- Dans le cas od A est équilibré, nous développons
le cas od |A| = 3(A doublet se raméne au cas précédent, et si
|A| > 3 alors le raisonnement développé ci-dessous peut &tre

appliqué). Soit {x], Xos x3} = A et ze N tel que d(x],z) = dg

xi. [ 3 x-s

*2

.
x'l

D'aprés la proposition 1-4, le potentiel V est de renouveau spa-
tial, d'od : V(A U {x}) - V(A) = B L AJV(B U {x}) = V(3x(A) U {x}) - V(34(A))
c
= z Jy(B U {x}), pour tout x ¢ Ach.
B < 94(A) ’
Donc,si”on pose C = {XZ' X3 z}, on obtient :
é CJv(X u {XI}) = JV([x_l.z})
"ol e
d'oa : JV({x], Xyr Xz, z}) + JV({x], Xy x3}) + JV({x'. Xys Z})
+ JV({x], X z}) + JV({x],xz}) + JV({X]'X3}) = 0 ; comme les
ensembles ci-dessus, hormis les doublets et {x]. Xos x3}, sont non
équilibrés, nous avons :

Jy {X], Xos x3}) = -]
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* Réciproquement, supposons que (1) soit
vérifiée, alors, pour tout x¢ Ac A, on a :
. . 14 |B U {x}}. .
r J,(BU {x}hH = X -1 i+ I Jy(B U {x})
Bc AV BcA Bc 3 (A)
B n (A\ax(A)) + 0
Avant de poursuivre la démonstration, donnons le lemme suivant :

L]

Lemme 3 : Soit C A, x¢ A et |A| < =, on a :

s (-nlButdl g
B A
B (A\C) 4 0
n

démonstration:: nous avons : (l-l)n = X CE(-I)k = 0, donc

BU (x}]. _ |Alk ket
: (-l = L CE =0

Bc A T k=0 LK

Posons Cn = {x', ...,x_}, et procédons parrécurrence sur le car-

n
dinal de C :

’ A
v p o(plBU e 1Al .k L N S AU €3 N £ 63
Bc A k=0 |A]
BN (AC) 0
=0
* faisons |'hypothése que I (-l)IB U {X}'J = 0, alors :
B< A
Bn (A\Cn) Q
L ylBuU {xllj .y (nlBUGY L (-1)IB U {x}|j
Be A Bec A BcA
Bn (AC )10 Ba (A\C) t 0 BN (A\C) = {x 1}
= - L (")'B U {XMJ'U ‘{X}IJ
Bc C
n
Gl & k+2
=- §C (-1 j
k=0 ICJ !
=0

ce qui achéve la démonstration.

En appliquant le lemme 3 & (1), on obtient :

L g, BU{x}) = =z Jy(B U {xh),
Bc AV Bcd (A)

donc JV est le potentiel d'interaction associée & un PRS V ;

d'aprés la proposition 1-4, ce potentiel détermine un ERS.

Définition 1-13 : Potentiel de renouveau spatial neutre (PRSN)

V estun PRSN si V est un PRS et si pourtout x,y € A, avec
d(x,y) > d,, alors JV({x , Y =0.

Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple
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de potentiel de renouveau spatial neutre et un exemple de poten-

tentiel de renouveau spatial supermodulaire.

1) Tout potentiel modulaire est un PRSN. En effet, par

(s..fu-mut.\nldift.
définition, un potentiel modulaire vérifie :
>

pour tout A,B ¢ A, V(A U B)(=)V(A) + V(B) - V(AN B).
Notons qu'un tel potentiel est aussi complétement modulaire, clest-
a-dire qu'il vérifie la relation de Poincare
pour tout Ay, ..., A, ch ona:

a n ' . ‘
VCUAD = 2V - JVATNAD + ot (51 Y VA1 N

i=1 ", i=1 i<j i< <i

) (< ey
n
et CDVCARD.

I =

Si nous prenons pour B |'ensemble 3,(A) U {x}, la relation de
définition d'un potentiel modulaire implique la relation de dée-
finition d'un PRS. En effet :

V(A U {x}} = VA U (34x(A) U {x})) = V(A) + V(3,(A) U {x}) -

t

.. N Ak)

VA Y (3,(A) U {x}), d'od V(A U {x}) - V(A) = V(3,(A) U {x)} - V(3(A))

L'équivalence enfre potentiel compldtement supermodulaires et
potentiels attractifs (cf J. Demongeot) implique qu'un potentiel
modulaire vérifie :

Pour tout A c A |A| 3 2, alors Jy(A) = 0, ce qui enfrafne
que, pour un potentiel modulaire, la quantité j du théoréme 1-2
est nulle. La mesure du champ n'est alors autre qu'une mesure

produit de lois de Bernoulli.
2) Sous |'hypothése (H), tout PRS vérifiant :

pour tout A C A, si diam(A) <d,, Jy(A) = 0, est un potentiel
supermodulaire.

En effet, nous avons : pour tout B,C € A,

VIBUC) + V(BN C) = Jy( Jy(A)
RS ae B oV
= (—1)||+ ‘ Jy(A) +
Azc.-euc J A)‘c‘.BUC v x)'e
diam(A) > d, diam(A) = d,
A]. . .
(—I)| + J,(A) + v(i{x})
A}CB(\C J A)‘cB(\C v ><>'e n
diam(A) > d, diam(A) = d,
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. Al . |Al .
2 ) (—l)' + -1 + Jy(A)
Ac B ! AXc c ) AXcB v
diam(A) > d, diam(A) > d, diam(A) = d,
. WA + T vUxh ¢+ § O vUxbh = V(B) + V()
A C x'e B x€ C
diam(A) = d,
: Al . . |A] |Al .
car (-I)I = -1 + (-1
A)t BUC ) A 2§B ! A glC )
diam(A) > d, diam(A) > d, diam(A) > d,
_— -olrlye g - 1Al
Ac BN A< BUC
diam(A) > d, AN (B\C) § @
AN (C\B) {+ 0
diam(A) > d,
et } (-l)lAlj =0, car il existe autant de parties de
AN (B\C) 3 @ . . . . .
AN (C\B) 0 cadinal pair que de parties de cardinal impair.
AcBUTC
diam(A) > d
[}
Remar ques :

1) Sous |'hypothése (H), un CARS est trés "contraint" car
le théoréme 1-2 implique :
pour tout Ac N, d(x,A) > d,, A $ O,
uCHxI] | A, Cx(A) U Bg(x,a) OONIX}]) =(exp- 0, (1xD) + )
et cette probabilité ne dépend plus de A.

2) Une des conséquences de la remarque précédente est que,
sous |'hypothése (H), lacondition (ii) dans la définition d'un CARS
peut é&tre remplacée par :

(ii') pour tout A, BC Aet ANB =0,
(A U B)/u(A) = u(ag(A) q B)/u(3g(A)), oa
og(A) = {y € A/d(y,B) = d(A,B)}
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VI Relation entre les CARS, CARS| et CARSC

Nous allons montrer, dans ce paragraphe, que,sous |
hypothése (H), la définition d'un CARS est plus forte que celle
d'un CARSI et que celle d'un CARSC.

Théoréme 1-3 : Sous |'hypothése (H), tout CARS est un CARSI.
démonstration : Soit u un CARS ; u est un CARSI, si on

prouve :
0 nguu(a- UAUB"U {x}H a'geu,D“(B' U D U ay(A) UB" U {x})
B[ BH(B' UAuUB" B'ZB" Du(B' UD U 3,(A) U B")

ou B' varie dans A\(A U Bg(x, pa)(x))
B" varie dans Bg(x,a)(x)\{x}
D varie dans A\3y(A)
Désignons par xB'.B" et yB'.B",D respectivement les
deux quantités u(B' U A U B") et u(B' U D U 3,(A) U B"),
Nous avons alors :

' [ =
pour tout B" ¢ Bd(x,A)(X)\{X}' pour tout B',82 Z A\(A U Bd (x)),

(x,A)

xBi,B" = kB' B! XB’,B"

1'""2 "2
Puisque d(B!,B") et d(Bé,B") > dy, en appliquant le théoréme 1-2,

on montre aisément que kBi'Bé esf'indépendanf de B".
D'autre part, puisque p est un CARS, nous avons :
u(B' U A UB" U {x}) = Agn Xgi gn» ©OU Ag, est indépendant
de B'.
Nous avons donc, pour tout B',Bé :
u(Bi UAUB"U {x})/u(Bi UAUB") = AB"'=

u(Bé‘u AUB"U {x})/u(Bé UAuUB")

‘A -.A X
%nAB"XB%EW: %" B 8,8 B! ,B" _ BwBYB,.B"

g"xB;.B" gukB'.BéxBi.B" guxaé,B"

d'oa (2)
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Remarquons maintenant que : pour tout D Co A\ (A),
H(B' U D U 3,(A) U B") = GB' Du(B' UuAuasm

ol GB' p Ne dépend pas de B", en vertu du théoréme 1-2 (car
d(D,B") et d(B',B") > d,).
Nous avons donc :

Ju(B' U D U 3,(A) U B") =
D

XB',B"(gGB',D)

Comme,d'autre part, pour tout B! .
u(B' UD U 3,(A) UB" U {x})/u(B' UDU ax(A) U B") = )

B""
on a :
) (Ju(B' U D U 3,(A) UB" U {x})) (s )Ag X
%" % X X ] g" % BI’D B" B',B"
" (Yu(B' UD U a.(A) U B")) (ys )X
%" g“ X g" % BI'D BI’B"

Le membre gauche de (1) s'écrit donc :

B}l‘ B"XB"XB' 'Bll

BY B"XB',B"

Le membre de droite de (1) s'écrit pour sa part :

B)l‘ g (%GB',D)AB"XB',B"

Bé B (%GBV'D)XBI'B"

\ .
Comme, d'aprés (2), ZBﬁ B" B, B" / g"xB'.B" est indépendant de

B', les membres de gauche et de droite de (1) sont égaux. CQFD.

Théoréme 1-4 : Sous I'hypothése (H), tout CARS est un CARSC.

démonstration : Soit M un CARS 3 M sera un CARSC si on prouve :

) W(B' UAUB"UCU {x})) 7§ M(B' U D U ay(A) UCUB"U({
(3)  B',8".cC _ B',B",C,D

) u(B' UAUB"UC) y ¢ u(B'"UDU (A UCUB
B',B",C B',B",C,D
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ou B',B",D varient comme dans la démonstration du théoréme 1-3
et C varie comme dans Cy(A).

Comme ci-dessus, désignons par Xg1 B, C et Yg1.g".C.D

respectivement les deux quantités u(B' U A U B" UC) et
u(B' U D U 34(A) UC U B"). Pour donner une cohérence plus grande
a la démonstration, nous distinguons les deux cas suivants :

* d(x,A)d> d,

Nous avons pour tout B',Bé,B",C :

X = k
B;,B".C Bi,Bé

Puisque d(B;.B“) eT‘d(Bé,B") > d,, en appliquant le théoréme 1-2,

£ BL,B",C

on montre aisément que kB cesf indépendant de B".

!Bl
"2

D'autre part, puisque u est un CARS, nous avons :
u(B' UAUCUB"U {xh =g, Xg1 g B

cient indépendant de C et B', en vertu du théoréme 1-2.

cr ©0 Agy es un coeffi-
’

Nous avons donc, pour tout B%,Bé ’ c1 yCh 3

%"AB" xBi,B",C1 2Bﬁ8v xBé,B",C

X X
gn  B+B"Cy g B2
Remarquons maintenant que, pour tout D < A\3y(A)

pu(B' UD U 3, (A) UCUB") =38 u(B* UAUCuUB",

2

(4)
B",CZ

B,b,¢

ol 85,5 o Ne dépend pas de B" , el cels en vertu du théoréme 1-2
' )

(car d(D,B"), Ainsi que  d(B',B") > d,).

Nous avons donc :

\ 1 "y = '

)D u(B' U D U 34(A) UC UB") XB',B".C(%SB',D,C)

Comme d'autre part pour tout B!

1 n ' A
p(B'" UD U 3,(A) UB" U {x}nc):AB"’ on a :

u(B'UDUIL(A) U B"yc)

\' ' " C (Y
g"(%p(B UD U 3g(A) UCUB" U {x})) %"(%SB“%C)ABHXB,,B"'C
)

I GuB' UD U IR UCUB") . L8810,C"81,B1,C

gn D g
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Le membre gauche de (3) s'écrit donc :

A X
%;B"’C Bll Bl.Bll’C

%l 'B"'CXB| 'B'.DC

Le membre droit de (3) pour sa part s'écrit :

B C(l)) B'l),()AB" XB",B',C
()68
B',B",C g B/0,C’ "B!,B",C ,
' Al
Comme, d'aprés (4), g"ABu 'XB"B"’C/%"XB',B",C est indépendant de B!,

nous avons :

)1 ():6 ' )}:A n Xp1 ogn X Aan Xp1 pn
(.,B' 0 B/'0D,C gn B B',B",C ._.C!.B"B" B B',B",C
' : Xa1 gn
Ce qui permet d'établir 1'égalité (3).

% d(x,A) = d,
Dans ce cas,B" = @ ; nous avons u(B' UAUCU {x}) = AXgs (s

ou A

cest indépen.danf de B' ef XB',C = v (B'UAUC) , ded -

A x

o XBr,c Mg X

C ! _ CC Bé,C (4')
X «<

% BI.C g B

D'autre part :

u(B' U D U3 (A) U [x}uc) ».» d'od le membre gauche de (3) s'écrit :
p(B' U D U 3, (A UuC) C - |

g,'ckcxa',c
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Le membre droit de (3) s'écrit pour sa part :

L. (5 %'oc’kcxa'
L (88, X4 e
"B'.C D B, DC B,
ainsi, il est aisé de veérifier que nous obtenons |'égalité (3).

Nous avons donc montré dans les deux cas que la me-
sure considérée était bien un CARSC.

Proposition 1-7 :

Pour tout CARS, il existe un potentiel de Markov V' tel que :
V. ACA, V(A) = -j + V'(A),

ou V désigne le potentiel de renouvel lement associé au CARS.

démonstration : ' Al
Pour tout A , nous avons, en utilisant le fait que 2:: C ' I)kj=0 :
VA) = -j + 2 (J ({x YR =i 42— ({x})u)
xy;d(x,y)= d x €A
Il suffit donc de définir V' par son potentiel d'interaction J égal a :

Vl

JV,({x})=JV({g})+J' et JV'({X’Y})=JV({X’Y}) -j

Remarquons que cette derniére proposition permet de redémontrer plus
simplement le théoréme précédent : en effet, dans les fractions interve-
nant dans les probabilités conditionnelles, la simplification par e J
permet de se ramener aux expressions des mémes probabilités conditionnelles
calculées pour la mesure markovienne‘de potentiel V' : comme ces probabilités
ne dépendent que de |'intersection des ensembles avec Gl, elles sont les

mémes pour A et pour QX(A). en termes cylindriques.



..32_

VIl Probléme du passage a la limite thermodynamique

Ce probléme consiste a étudier les mesures obtenues en
faisant tendre la boite An vers |'infini : nous allons montrer que |'unicité
de la mesure limite est liée & celle de la mesure associée au probléme marko-

vien correspondant au probléme de renouvel lement (cf. Proposition 1-7).

Théoréme 1-5 :

Si V' désigne le potentiel de Markov associé par la Proposition 1-7 au

processus V de renouvel lement, alors il y a transition de phase pour V
si et seulement si il y a transition de phase pour V'.
Notons, avant de démontrer ce théoréme, qu'il permet d'appliquer

les résultats classiques obtenus par Spitzer, Preston, Ruelle, Dobrushin, ...
sur la convergence des mesures markovienﬁes définies sur des boites finies
An: en particulier, dans le cas supermodulaire, on pouréa se contenter d'éfu—
" dier la convergence des mesures prises en le cylindre {x} ; la condition

classique de transition de phase de Ruelle s'écrit alors :

< ) -
*;d(&'ihdo JV,({o,x}) r29d, () =0

d'ou x;d5%€x)=d0 JV ({O,X}) + 2pJ, ({x}) =0,
ce qui n'est autre que la condition de Ruelle exprimée sur le potentiel
d'interaction JV.
démonstration du Théoréme 1-5 :

si Y est une partie quelconque de la frontiére bAn = (U A Gl)\An, et si
A est une partie quelconque de /\n, pour étudier la converg:ﬁcg de la mesure

conditionnée par |'occupation de‘D/\n en Y , il convient de calculer la

probabilité conditionnelle :



, VA)U(OA
I [lAUY, (s mu@a s |

Or son calcul est analogue, d'aprés la proposition 1-7, a celui effectue
pour la mesure de Markov de potentiel V'. Les comergences sont donc les mémes
dans le cas renouvel lement (avec le poTenfiel V) et dans le cas markovien

(avec le potentiel V').
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VIl Champs aléatoires mixtes

Les simulations que nous présentons au chapifre (R

décrivent une mesure mixte telle que :

Definition E : Champ aléatoire mixte markovien et de renouvel lement
spatial (CAMMRS)
u est un CAMMRS si
(i) u(A) > 0, pour tout A
(ii) pA U {x}H/u(A) = “((Gi nmu {x})/u(Gil\ A)
(e=> uC[{x}] | |A]) = w(]{x}] | IGiﬂ.Al)), pour tout x ¢

(iii) Pour tout AC A, X 4 A, nous avons :

A U {x} est une clique =>
(A U {x})/u(A) = u(ax(A) U {x})/}x(%x(A))
(<=> uC]{x}| | |A, C (A) U Bd(x'A)(x)\{x}l) =
w([{x3] | |3, (A, C (R) U Bd(x'A)(x)\{x}l))
Remarque : (ii) correspond au caractére markovien du champ et (iii)

au caractére renouvelant pour les cliques.

Proposition 1-8 : Sous |'hypothése (H), u est un CAMMRS

<=> (i) JV(A) = 0, si A n'est pas une clique
(ii) JV(A) =(-l)'A|j, si A est une clique et diam(A) > d,
démonstration : (ii) implique que le champ est markovien,
donc que JV(A) = 0, dés que A n'est pas une clique(cf Spitzer).
Dans le cas od A est une clique, pour tout x de A, (iii) s'applique
a A\{x} et donc le méme raisonnement que celui de la démonstration

du théoréme 1-2 peut étre utilisé.
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Pour clore le chapitre 1, nous Proposons une géneralisation des CARS.qui
permet, comme pour les CAMMRS définis ci-dessus, d' augmenter le nombre de
degrés de liberté dans la définition du potentiel

Définition F :

1 est un CARS d'ordre r si I'on a :
(i) pour tout A dansA, p(A)>0
(ii) pour tout A dansAet x ¢ A,
r r
BAUP/RA) = PO (MU )7 1 (A)),

¥ r = . -
o ' (A) = [ye;\ i dix,y) $dOx,A) + r 1}

On peut alors démontrer, sur le méme mode que le théoréme de caractérisation
des CARS :

Théoréme 1-6 :

| est un CARS d'ordre r, si et seulement si

ooy WAL
JV(A) = (=177, si diam(A)) rd,

Notons pour terminer qu'en combinant une'propriéfé de Markov d'ordre
r'>r et la propriété de renouvellement d'ordre r, nous obtenons des champs
mixtes trés souples, capables de "fitter" sur un grand nombre de situations, et

Beaucoup moins contraints que les CARS initiaux.
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CHAPITRE 11
SEMI|-GROUPE
DE NAISSANCE ET DE MORT
SUIVANT UN MODELE DE RENOUVELLEMENT

"La mort est un long processus
mis en route dés la naissance."
Jean ROSTAND

| Semi-groupe {P4} ; générateur associé

Dans ce chapitre, nous étudierons des modéies dynamiques
qui ont les mesures de probabilités définies au chapitre |

comme étatsd'équilibre ( dans la suite, on note, I' = P(A)).

Définition 2-1 : Semi-groupe {P+l}4:0

Pour tout t20, Py : I'xI'> [0,1] a les propriétés suivantes :
(i) 0 = P4(A,B) pour tout A,Be T
(ii) ng(A,B) = 1, pour tout A e T

Giii) « ) FP»((A.X)PS(X.B) = P4+45(A,B), pour tout A,Be T, s,t 20
€

Giv) lim ,P+(A,B) = 1(A,B), pour tout A,BeT, oo I(A,B) = 15siA
>0 = 0 sinon
Le semigroupe {Pt}t>0 décrit un modéle qui a la pro-
priété suivante : sachant que la configuration est A & I'ins-
tant t, la probabilité pour que la configuration soit B a8 I'ins-

tant t+s est [Pg(A,B).
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Définition 2-2 : Générateur associé a un semi-groupe {P}

Un générateur, G, satisfait a :
(i) G(A,B)> 0, si A {B
Gii) Y G(A,B) = 0, pour tout A ¢ T
Be T
(iii) exp(tGXA,B) = P4+(A,B), pour tout A,B ¢ I' et pour tout t : O

Si on considére G comme une matrice de dimension
(|r|.]r]), on définit G par : exp(1GKA,B) = f +"/nH6" (A, D)

Réciproquement, on définit le semi-n=0 groupe {Pt}
exp (1G)

G(A,B), le générateur G a

a partir du générateur G par : Py
Puisque lim (P+(A,B)/1)
a > Oiqf

pour propriété que, si A % B et si le modéle a pour configura-
tion A @ I'instant t, alors la probabilité conditionnelle pour
' que le modéle passe de la configuration A a B entre t et t+dt
est égale a G(A,B)dt + 0(dt%). Nous allons construire divers
modéles de générateurs que nous interpréterons a |'aide de cette

propriété.

Définition 2-3 : Etat d'équilibre pour le semi-groupe {Py}

m € S(A) est un état d'équilibre pour {P{},si on a :

) w(AP4+(A,B) = w(B), pour tout A,B ¢ I' et pour tout t - 0
AerT

Proposition 2-1 : w est un état d'équilibre,si et seulement si
' ) w(A)G(A,B) = 0, pour tout B e T

démonéfﬁagion : cf.Spitzer.

Définition 2-4 : Générateur irréductible

G est un générateur irréductible, si, pour tout A % Berol,
alors il existe un ensemble de configurations {X], ...,Xn} tel
que G(A,X])G(X],Xz) ...G(Xn,B) >0

D'aprés le théoréme des chatnes finies de Markov, si
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G est irréductible, il existe un unique état d'équilibre u
qui, pour tout p e S(A) vérifie : lim 2 u(A)P4+(A,B) = w(B),
'f-)ioo A G I'

pour tout B e€T.

Définition 2-5 : Réversibilité dans le temps

Le semi-groupe {P4+} de générateur G est réversible dans
le temps, G étant irréductible, si pour tout A,B €T :
m(A)G(A,B) = w(B)G(B,A)
Remarque : La condition exprime le fait que si un film était
_ réalisé sur |'évolution du processus a {'état d'équilibre,
il serait impossible de distinguer la version du film pro-
jeté dans |'ordre chronologique d'avec celle ol les bobines

" seraient inversées !

Il Processus renouvelant de Naissance et de Mort

Le modéle que nous décrivons dans ce paragraphe peut
étre appelé processus renouvelant de Naissance et de Mort.
En effet, soit A e I' la configuration des sites "malades"
et A\A celle des sites dans |'état "sain" ; passer de |'état
"sain" & |'état "malade" sera considéré comme &tant une "mort"
et le processus inverse "naissance". Pour étre plus proche

de cette terminologie, nous considérerons qu'un site dans

|'état "sain" est occupé, sinon il est vide.
Nous donnons deux fonctions, B : Axf\y“pym[,S:Axtqppfkn[
la probabilité que,en x,naisse une particule entre I'instant

t+ et t+dt sachant qu'au temps t la configuration est A est,

si x¢ A, B(x,A)dt + 0(dt) ;de maniére similaire, le taux de
mort, §, est défini par : & I'instant t la configuration étant
A U {x}, la probabilité conditionnelle pour qu'elle devienne

A 3 I'instant t+dt est §(x,A)dt + 0(dt%). Enfin, nous imposons

que la probabilité pour qu'il y ait plus d'une naissance ou
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mort entre |'instant t et t+dt est O(dfz). Nous appellerons B

le taux de naissance et & le taux de mort.

Définition 2-6 : Processus de contact de Harris

Il est défini par son générateur qui doit veérifier
* G(A,B) = 0, si |AaB| > 1
¥ G(A, AU {x}) =p(x,A), pour tout x ¢ A
* G(A U {x},A) = ¥(x,A), pour tout x ¢ A
Remarque : G(A,A) est déterminé car, puisque G est un générateur,
nous devons avoir ) G(A,B) = 0. Comme dans ce cas G est irré-
ductible, le semig?oﬁpg {P4+} de Naissance et de MorT.(i.e. associé

au générateur donné ci-dessus) a un unique état d'équilibre w.

Définition 2-7 : Semi- groupe renouvelant de Naissance et de Mort

Le semi-groupe {Pt+}, de générateur G, sera renouvelant
de Naissance et de Mort, si G vérifie :
* G(A,A U {x}) = B(x,A) = B(x,dyx(A))
¥ G(A U {x},A) = 8(x,A) = 8(x,3x(A))

H
]

Proposition 2-2 : Soit {P4+} un processus, réversible dans le

temps, renouvelant de Naissance et de Mort ; soit w son état
d'équilibre. Alors m est un é&tat de renouvellement spatial.
démonstration :

* Puisque G est irréductible, nous avons : w(A) > 0,
pour tout A € I'. La condition de réversibilité impose :

T(A)G(A,A U {x}) = n(A U {x}G(A U {x},A), ‘
donc w(A U {x})/w(A) = G(A U {x},A)/G(A,A U {x}) = B(x,A)/8(x,A).
Puisque G est un générateur renouvelant, B(x,A)/§(x,A) =
BIx, 3y (A))/8(x,3,(A)) ; d'od m(A U {x})/m(A) = w(3y(A) U (x})/n(3,(A)),
et donc m est un ERS et, de part le théoréme 1, un CARS.

% Réciproquement, soit m un ERS ; alors, définissons
le semi-groupe {Py associé au générateur G de naissance et de

Mort de taux g et € par : B(x,A) =m(A U {x})/n(A) et §(x,A) = 1.
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Alors {P4} est un processus renouvelant de Naissance et de Mort

et m est son unique état d'équilibre.

Ce résultat dépend trop du fait que le semi-groupe
{P4+} est réversible, ce qui impose de trop fortes contraintes sur
les taux de naissance et de mort ; ceci nous améne a proposer un

autre modéle.

Semi-groupe de m-particules

Nous considérons un modéle ou m particules (avec m ¢ |A|),
identiques, se déplacent sur A ( un site ne peut &fre occupé
par plusieurs particules et donc nous interdisons toute "occupation
multiple"). Posons Ty = {A e I'/|A| = m} ; le semi-groupe {Pg est
défini de 'mxI'm> R par la connaissance de G, son générateur.

Nous nous donnons une fonction v de AxI:hR avec v(x,A) > 0 ;

la probabilité conditionnelle pour qu'une particule quitte le
point x entre t et t+dt sachant qu'a I'instant t la configura-
tion est A U {x}, est donnée par : v(x,A)dt + 0(dt?). La fonction
ainsi définie est appelée fonction vitesse. ’

De méme, nous définissons une fonction de transition
symétrique et irréductible 1 de AxA> [0,1],avec Ii(x,x) =0. La pro-
babilité que la particule saute en y sachant qu'elle vient de
quitter le site x est N(x,y) : Il sera appelée la matrice de saut.
Nous faisons |'hypothése que la probabilité pour qu'il y ait
plus d'un saut entre t et t+dt est O(de).

Nous définissons le genérateur G de IyxI'y> R comme suit :

* G(A U {x},A U {y}D) =v(x,A)(x,y); pour tout x}y ¢ A € Ip-y
* G(A,B) = 0, pour tout A,B e Iy ou |AAB| > 2

* G(A,A) est defini par le fait que ) G(A,B) =0
: Ae Ty
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Définition 2-8 : Semi-groupe de m-particules

Le semi-groupe {P4} associé au générateur défini ci-dessus
est dit de m-particules. De plus, si d la fonction vitesse vé-
rifie : vi(x,A) = v(x,09,(A)), alors {P4+} seraun semi-groupe r--

nouvelant de m-particules.

Proposition 2-3 : Soit {P+} un semi-groupe de m-particules avec

d sa fonction vitesse. Supposons que,pour tout xty ¢ A,on ait :
vix,A U {yhv(y,A) =Vv(y,A U {xDV(x,A) ; alors :

(i) il existe un unique potentiel V : I'> R tel que
V(x,A) = exp(V(A U {6 - V(A)), pour tout x ¢ Ac I'.

Gii) Si m est |'état d'équilibre de {P{}, alors

w(A) = Z_]expV(A). pour tout A e Iy, o0 Z = )  expV(B)
_ B e I'p
(iii) {P+} est réversible dans le temps

(iv) Si {P+} est un semi-groupe renouvelant de m-particules,

alors V est un potentiel de renouveau spatial

Pour démontrer cette propriété nous utilisons le lem-

me suivant :

Lemme 4 : Soit {P{} un semi-groupe de Naissance et de Mort
sur A,ayant B et 6 comme taux de naissance et de mort. Les trois
propositions sont équivalentes :

(i) {Pt} est réversible dans le temps

(ii) Si y : AxI'> R est définie par : y(x,A) = B(x,A)/8(x,A),
alors, si xty ¢ A, nous avons : y(x,A U {yDyly,A) = y(y,A'U {x})y(x,A)
(iii) 1l existe un unique potentiel V : I''> R tel que :

Y(x,A) = exp(V(A U {x}) - V(A)), pour tout x ¢ AerT

démonstration :

* montrons que (i) => (ii)

Soit G, le générateur du semi-groupe {P+}, etw sa mesure d'équilibre.
Puisque le semi-groupe est réversible, on’a :
m(A U {yDG(A U {y},AU {x} U {y}) = n(A U {x} U {y}DG(A U {x} U {¥.AU{y))
Il s'ensuit -
Y, AU {y) = B(x,A U {y})/§(x,A U {y}) =u(AU({x} U {y})/w(A U {y})
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de méme : y(iy,A U {x}) WA u {<} U {yD/n(A u {x})
Y(x,A) = w(A U {x}/u(A)
y(y,A) = m(A U {yhH/n(A), et donc :
y(x,A U {ybyly,A) = y(y,A U {x}y(x,A)
¥ montrons que (ii) => (iii)
Nous construisons le potentiel par récurrence sur |A| ; puis-
que V est un potentiel, V(@) = 0 et pour tout A € I, avec |A[ > 0,
nous choisissons x € A'et posons : V(A) = V(A\{x}) + logy(x,A\{x}) ;
la condition (ii) assure que le potentiel est déterminé de ma-
niére unique, et indépendante du choix de x. Et nous avons bien :
v(x,A) = exp(V(A U {x}) - V(A)), pour tout x ¢ A e T.

* montrons que (iii) => (i)

Soit m|' état de Gibbs de pofenfiel V, alors on a :

* si A $Bet qu'il n'existe pas x € A tel que A U {x} = B alors,

G(A,B) = 0 et évidemment w(A)G(A,B) = n(B)G(B,A)

¥ si A = B, alors bien sir " = "

* si il existe x € A tel que A U {x} = B, w(B)/n(A) = exp(V(B) - V(A)) =

Y(x,A) = G(A , {x}VA)/G(AU{x}; A ) et donc :
m(A)G(A,B) = w(B)G(B,A)
Ainsi {Pt}est réversible dans le temps et son état d'équilibre

est n,

démonstration de la proposition 2 -3 :
* (i) :méme construction que dans le lemme 4 pour
démontrer (ii) => (iii).
¥ (ii) : |'état de Gibbs de potentiel V, déterminé au

(i), vérifie = w(A)G(A,B) = w(B)G(B,A), et donc n est l'unique
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état d'équilibre de {Py}.
* (iii) : application directe du lemme 4.

* (iv) : Il suffit d'appliquer la proposition 1-5.

en effet, si y verifie : d(x,y) > d(x,A), alors, v(x,A U {y})
v(x,A) ; donc, V(A U {x} U {y}) - V(AU {x}) - V(AU {y}D) + V(A)

Ainsi V est un potentiel de renouveau spatial.

IV Processus mixte markovien et renouvelanl de Naissance et de Mort

Sous |'hypothése (H), les états de renouvellement
spatial sont trop contrainis; aussi nous préférons simuler a
I'aide des automates aléatoires des champs aléatoires mixtes

(cf chapitre |, paragraphe VII).

C'est poufquoi dans ce paragraphe nous proposons des

processus de Naissance et de Mort qui aient pour mesure invarian-

te un champ aléatoire mixte. Puisque |'aspect du renouvel lement

vienf d'étre traité et que celui du cas markovien est éfudié par
Preston, nous nous contentons d'énoncer une suite de proposi-

tions et de définitions.

Définition 2-7' : Semi-groupe mixte markovien renouvelant de

Naissance et de mort

Le semi-groupe {P+}, de générateur G, sera mixte de Nais-

0

sance et de Mort, si G vérifie, powr Toul x¢ A, Tel que Av [} soif une

clique :  G(A,A U {x})
G(A U {x},A)

B(x,A) = B(x,3,(A))
§(x,A) = 8(x,3,(A))

et pour tout x¢ AC A :

G(A U {x}) = B(x,A) = B(x,3x 1 A)

G(A U {x}) = 8(x,A) = &(x,ax N A)
Proposition 2-2' : Soit {P+} un processus mixte markovien et
renouvelant réversible dans le temps ; I, son état d'équilibre,

est un CAMMRS. Réciproquement un CAMMRSest |'état d'équilibre

d'un tel processus.
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Définition 2-8' : Semi-groupe mixte de m-particules

C'est un semi-groupe de m-particules, pour lequel la fonc-
tion vitesse, v, vérifie : v(x,A) = v(x,a_x(/\)), peur To“fx4 /‘\,fe( que
AU {x} sciT une clique .

Proposition 2-3' : Soit {P+} un semi—gfoupe de m-particules avec

v sa fonction vitesse. Supposons que pour tout x}y ¢ A on ait :
vix,A U {yDv(y,A) = v(y,A U {xHv(x,A) ; alors :
(i), Cii) et (iii) sont les mémes que pour la proposition 2-3.
(iv) Si {P{} est un semi-groupe mixte de m-particules, alors

V est un potententiel mixte de renouveau spatial.
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CHAPITRE 111
SIMULATIONS DE CAMMRS
A L'AIDE D'UN AUTOMATE ALEATOIRE

"I'l m'est plus facile de croire
a |'impossible qu'a |'improbable."
Oscar WILDE

Au premier paragraphe de ce chapitre, nous présentons
les automates aléatoires utilisés pour la simulation des CAMMRS ;

nous reprenons la présentation de J. Demongeot in Random automata

and random fields, celle-ci ayant été faite dans un cadre plus

général. Dans cet article, sont &tudiésles liens entre les processus
de contact de Harris et les automates aléatoires ; éu deuxiéme
paragraphe, nous calquons ces résultats pour le cas des proces-
sus spaciaux mixtes (définis au chapitre ||, paragraphe IV).
Ensuite, nous décrivons |'agencement des programmes que nous
avons écrit afin de construire des automates aléatoires générant
asymptotiquement des mesures de champs aléatoires mixtes.

Pour terminer ce chapitre, au dernier paragraphe,
nous illustrons ces automates aléatoires en listant les etapes
successives de quelques uns des processus de contagion que nous

avons simulés.
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| Automates aléatoires booléens

Définition 3-1 : Aufomafe‘aléafoire booléen

A, un automate aléatoire booléen, estun triplet d'ensem-
bles (Q,Y,Z) associé a une paire de fonctions(F,G)
A = ((Q,Y,2),(F,G)), ou
¥*Q=12=1{0,1}, oo Q est I'ensemble des états et Z celui des sorties
¥ Y est un ensemble fini d'entrées
¥ F o YxQZ> (0,1], vérifie : pour tout y € Y, et tout q « Q,

alors : )} F(y,q,q") =1
qQ'e Q
* G : QxZ> [0,1], vérifie : pour tout q € Q, alors § G(q,2z) = 1
z €7

Définition 3-2 : Réseau d'automates aléatoires booléens

S, un réseau d'automates aléatoires, est un ensemble fini de
sites A associé & une paire de fonctions (R,C)
S = (A,(R,C)), ou
*R : A+ V, V est |'ensemble des automates aléatoires booléens
A= ((Q,Y,2),(F,G)).
¥ C : AxZé Y.

Remarque : R(x) est |'automate associé au site x,.R(x) = ((Q,Y(x),2), (Fy,!

1

C est la fonction de cohérence du réseau S : pour

A

tout f e Z° et tout xe /A, alors, si y est I'entrée enregistrée

en x, on a : C(x,f) =vy.

Dans le cadre des simulations que nous présentons,
nous prenons : A la boite finie de 22, définie au chapitre |, et
YO0 = {0,117, 3 dx: G

Puisque nous identifions |'ensemble des sorties, Z,
et I'ensemble des états, Q, nous avons :

R(x) = ((Q,Y(x),Z),(Fy,G)), ou pour tout q,z < {0,1},

G(q,z) l,si q =z

0, sinon
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La fonction C est définie par : pour Touf'x € A, tout
fe ﬁA' COx ) = (FOx ), e fxy)), 0l des X verifiont s
{xﬁ%=1= ox, l'indice (}correspondanf a8 l'ordre qui a été choisi
sur la boife A.

L'ordre sur A permet une mise & jour séquentielle du
réseau S :
* 5i, a |'etape i, |'état du réseau S est donné par f; € ZA,
*¥ alors, a |'étape i+l, |'état f;,.q est :
fip1(xj) = fi(xj), si j 4 i+l mod(|A])
fi+|(xJ) est obtenu en appliquant la probabilité de
de transition FXJ(C(XJ.fi).fi(XJ),.), si j = i mod(|A]).
Ainsi, l'ordre choisi sur la boite A détermine un par-
cours de x| a x|A|, chaque étape de ce parcours correspondant

au changement ou non de |'état du point x de A visité a cette étape.
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Il Processus de Harris et automates aléatoires

Le lien entre les processus de contact de Harris
et les réseaux d'automates aléatoires est le suivant :

- en général, le processus de Harris admet une unique me-
sure invarfanTe u ; celle-ci correspond au comportement asymp-
totique du processus.

- le processus correspondant aux étapes successives du ré-
seau S est un processus de Markov sur P(A). Le sous-processus
pris awtemps 0,|A], ..., k|A|, ... est une chalne homogéne de
Markov et a une unique mesure invariante v ; celle-ci correspond
au comportement asymptotique de S.

Nous dirons que S réalise le processus de contact de
Harris si v = u. Dans ce cas,nous décrivons un processus con-

tinu de contagion & l'aide d'un réseau d'automates aléatoires.

Pour le réseau que nous simulons,soit Fy la fonction
de transition associée au site x € A ; comme au chapitre |, Si
nous identifions |'espace des entrées Y = {O,I}ax a P(a3x), alors,
d I'entrée D < 3x,est associéela probabilité de passer de I'état
q a I'état q' pour tout x € A ; cette probabilité est définie

a partir du potentiel U sur P(A) comme suit :
expU(+(D,x,q'))

expU(+(D,x,q')) + expug(D,x,1-q'))

pour tout q € {0,1}, Fyx(D,q,q') =

ot +(D,x,q') = DU {x}, si q' =1 ‘
+(D,x,q') =D , siq' =0

Proposifion 3-1 : L'unique mesure invariante v de S est la mesure de

Gibbs associé au potentiel U.

démonstration : La matrice de transition M de la chaftne

de Markov sur P(A) associée a S, pris auxtemps 0, |A|, ..., k|A]|, ...
| Al

est telle que : M = 1T'Mxi,
i=1
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ol Mxi est la matrice de ftransition de |'étape i & |'étape i+l.
Les éléments de P(A) sont rangés suivant |'ordre lexicographique
obtenu & partir de I'arrangement {xj, ..., Xj, ..., xlA'} choisi
pour la boite A. '
(Mxi)D.E est le terme général de la matrice de transition My
il correspond & la probabilité de passer de |'état D, a |'étape
i, a l'etat E, & |'étape i+l

(Mg, )p,g = 0, si |DAE| > 1 ou xj¢ DUE

L]

Fx; (D N oxj,1p(xj), 1g(xj)), sinon.
Par définition de la probabilité de transition Fy, nous avons :
(M;0D,D U {x;} = u(|{xi}]/[D OV ox;l)

(My;)D,D\{x;j} =1~ M;)p,D U (x;}
u est une mesure invariante pour Mxi' et donc pour M. Puisque
M est irréductible et primitive (ses coefficients étant stric-
tement positifs (cf Gantmacher)), p est unique ; céTTe mesure
est la seule correspondant au comportement asymptotique de la

chaftne de Markov considérée.

Le cTeIficienT de (M)p g est donné par

A
(M)p g = ;E}(Mxi)oi'0i+l' ou,si on note A; = {x3, ...,xj}, alors

*Dj = D\UD\E) N Aju) U ((E\DI N A, D)
* Djy1 = Djsi xj e DN Eousi xj ¢ DUE
¥ Diyr = Di\xj}, si x; € D\E

¥ Djs41 = Dj U {x;}, si xj € E\D
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111 Convergence du réseau d'automates aléatoires

L'entropie H de Kolmogorov-Sinai de la chaine de Mar-
kov de matrice de transition M est donnée par :

H= - Yy u(D) ) (M)p,glog((M)p g)
D.cA Ec A

Elle peut étre utilisée pour mesurer la qualité de la conver-

- gence des mesures marginales vk associées a une mesure initiale
v® aprés k itérations de la chaine de Markov de matrice de
transition M ; toutefois la difficulté rencontrée pour
estimer cette entropie ne nous permet pas d‘expimter le résul-
tat de la proposition 3-2 (&noncée ci-dessous) e¢n vue <’'¢labeier

un critére d'arrét pour nos simulations.
Soit v° une mesure de probabilité initiale sur P(A)

k

et v la mesure sur P(A) a I'eétape k|A| : v = veM®, on ve est

A . .
un vecteur transposé 2‘ '-dlmenSIonnel.

Proposition 3-2 : Si &§ désigne la distance de Kullback sur S(A),

il existe A > 0 et K ¢ NI, tels que :
S(vk.u) < exp-(kH), pour tout k > k
démonstration : application directe des résultats de Gold-

stein et Tul japurkar.

Les difficultés rencontrées dans le calcul de H, dont
on connait la fofmule explicite, mais qui exige la sommation
de 2lAI termes, peut étre palliée de deux fagons :
1) en estimant H par la méthode de Monte-Carlo, c'est-a-dire
en affectant chaque configuration, observée sous la mesure asymp-
totique du processus, de sa probabilité d'apparition empirique
et en faisant la sommation sur les configurations observées ;
malheureusement cette méthode exige la connaissance du fait que
le transitoire est achevé, or nous voudrions précisément esti-
mer H pour déterminer la fin de ce transitoire. ‘

2) comme il existe une unique mesure invariante u pour la chaine
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de Markov de matrice de transition M, on peut appliquer le thé-

oréme ergodique et, pour obfenir |'espérance d'une variable aléatoire
sous la loi u, calculer la moyenne temporelle correspondante

(cf Loéve) ; plus précisément, on a, quelque soit la variable

X définie sur (P(A),Bp(py,w)

u(X) = tim % 8 X(Yu), oﬂ}ﬁw)esf la configuration
v j=1 y
obtenue a I'itération i de la chaine de matrice M.

Nous proposons donc de décider de I'arrét du transi-
toire, lorsque les moyennes temporelles de plusieurs variables
aléatoires ne varient plus avec k : ce critere cofrespond a une
condition nécessaire de convergence de la mesure marginale uk.

Nous choisissons pour variables XJ les nombres de 1

de la configuration situés dans certaines parties de A :

X1 (§|,~~) = } M4 (g)
ten '

Xo@®) = ) Ny, od Ag est la moitie gauche de A
Telg '

X34 = ) N6, oi Ay est la moitié haute de A
Tehn i+

(x4+| (w) = ) ("l'\"i'f(-“) "'f(j;'(")), ‘ol AI (k-— I)(‘Sh‘:{) Adenule | ensemble des
Te '(k'lxhﬁ)individus dans |'état i a

. " . IN
I'étape k-1 (i=0,1), ces variables ctant définies sar (P(NY) )
On suivra des moyennes du type :

A+ 1k
Mk = % Z X(wj), en regardant si |'écart relatit
i=AK+1

entre myi et m()4+1)k converge vers O.
Si la suite mg, myk, ..., mk, ... converge, alors

n
la suite (l L X(wj)) converge vers la méme |imite.
i=1

La longueur k donne une indication intéréssante sur
le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir, aprés le tran-
sitoire, des moyennes temporelles des XJ approchant leurs moyen-
nes sous la loi p : elle est égale a 7 dans les simulations qui
suivent, donc correspond a 7x|A| = 7x30x30 = 6300 mises 3 jour ¢n

les différents sites de A On peut considérer que, vis-&-vis des
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Y

variables XJ définies ci-dessus, ce nombre de mises a jour four-
nit, aprés le tfransitoire, suffisamment de configurations chargées
par u, pour que |'on approche, par moyennisation temporelle,

la moyennisation spatiale.
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IV Présentation des simulations de CAMMRS

Nous avons choisi de présenter deux simulations de champs
de renouvel lement sur un boite finie de 22; cette boite est un pavé
rectangulaire de dimension 30x30 (Pour des raisons d'impression de
fichier multics, nous somme contraints de présenter des boites rela-
tivement réduites).

les champs sont caractérisés par leurs potentiels d'inter-

action :

1) Jy({x}) = log0.01
Jy({x,y}) = log 0.1 si d(x,y) = 2d,
Jy({x,yD = log 0.23 si d(x,y) = d,

2) Jy({x1) = log 0.01
JUx,yD) = log 0.1 si  d, = d(x,y) = 4d,

Jy({x,y}) =log 0.25 si d(x,y) = d,
(ca d est la disfance e Manhattan)

Afin de simuler ces processus, nous procédons comme suit
lére étape : choix d'une configuration initiale (configuraion déter-
ministe ou aléatoire ou bien données réelles).
2éme étape : itération pour les mises 3 jour de la boite ; & la fin
de chaque itération, visualisation de la boite, et donnee de plusieurs
statistiques, cela pour décider ou non de la poursuite des itérations.
mise &4 jour de la boite : en premier lieu, sélection du mode de par-
cours des éléments de la boTte (un &lément doit étre visit&€ une et une

“seule fois : parcours en lignes successives, ou en colonnes successives,
ou en "escargot" (spirale droite s'enroulant autour du centre de
la boite), ou tirage aléatoire) ; une fois le mode de parcours choisi,
tout point visité voit, au cours de-l'itération, son état défini par
tirage d'une loi binémialeﬂ(p;l—p). ou p:u((x}/gw) ; aprés chaque
visite, on réactualise la configurafionyﬁo en y .« .

W

Les statistiques suivantes sont calculées la fin de chaque

k k k
00’ N N 3

Itération ¢ N 01’ 10, N]], ol N?j est égal au nombre d'eélements
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de la boite qui étaient dans |'état i a I'itération k-1 et sont
dans |'état j a I'iteration k.

De plus,a partir de la 14éme itération, on donne les
statistiques definies au paragraphe I11.

On constate, que dans la simulation (1), on percole
a seuil /56: et a seuil Zd: dans la simulation (2), entre le

haut et le bas de ia boite.

* cudiidien
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CHAPITRE 1V
CHAMPS ALEATOIRES
ET PROCESSUS PONCTUELS

On appelle processus ponctuel une mesure sur un sys-
téme dans lequel les points sont distribués aléatoirement dans
le temps et/ou |'espace. Dans les applications, les points
peuvent représenter, par exemple, des emplacements de plants
(probléme agronomique, cf. Besag), de villes ou plus généralement
de localisalions géographiques (de nombreux modéles en démographie),
de véhicules, de galaxies sur un ensemble A. Un autfre exemple,
que nous développerons ultérieurement, correspond au cas ol les points
" représentent les individus contaminés, atteints par une maladie
contagieuse dont on étudie |'évolution dans le temps (probléme
épidémiologique, par ex. dépérissement des chénes dans le dépar-

tement des Pyrénées orientales, cf Demongeot).

Nous nous intéressons au cas ou A est une bofte finie
de 22 (bien que les résultats de ce chapitre se généralisent
immédiatement au cas od A est une boite, finie ou non de 2°,v 2 2).
Nous nous proposons d'étudier des lois de processus ponctuels
associés a des champs aléatoires binaires définis sur la bofite

(familles de variables{XT, t e A} & valeurs dans {0,1}).

Tout d'abord, nous exposons les outils mathématiques
nécessaires pour manipulerles processus ponctuels ; ensuite nous
écrirons du point de vue processus ponctuels, les mesures de
Gibbs dans le cas statique ; enfin nous présentons les princi-

pales fonctions thermodynamiques (par ex. pression ou enTropie
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dont il a été fait mention au chapite Ill, lors de |'étude sur

la convergence des mesures de Gibbs), dans le cadre des processus

ponctuels.
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| Générali tés sur les lois des processus ponctuels

Soit une famille (x+ ;i T € AN de variables aléatoires
binaires indexée par/\, définie sur un certain espace probabili-
sé (Q,a, P),de loi P sur ({0, I} "B{O 'f\) ol ﬁ{o ]}Adescgne
la tribu sur {0, I} engendrée par les applications coordonnées
(HT ;i te ) de{O.l} .

Soit M un processus ponctuel sur A (i.e. une mesure
aléatoire ponctuelle simple sur A), c'estad-dire un élément aléatoi-
re défini sur un certain espace probabilisé (Q,Q,P) & valeurs
dans (M (A) ﬂM (A)) ou;BM ") est la tribu engendrée par les
apploca‘rlons (g, 5 te MP avec £4(n) = uth, ue Mp (A)etM (n)
est I'ensemble des mesures ponctuelles définies sur A.

Remarque: Mp(A) peut étre identifié & |I'ensemble P(A) dés
sous-ensembles de A, par |'application qui & p associe Su =
{te A/uQﬁ) = 1} (& une mesure ponctuelle, p, de Mp(A),on associe
son support, Suc.A); I'application inverse est celle qui,a tout
S C A,associe la mesure Hg = fg‘séf (84+ est la mesure de Dirac

au point 1t de A).

On notera par PM la loi du processus ponctuel M. Dé-
signons par g l'application (bijecfive et bimesurable) de

‘(v{O,I} 03{0 10 dans (M () ﬁ (M

9(x) = + z AXT‘ST' X = (X-‘-) Tel
<
Remarque: | 'application inverse est donnée par :

_l N . ~
9w = xt e Mo(h), o xf:1 o res,

Alors,on a le résultat suivant immédiat :
Proposition 4-1 : L'application qui, a PX,aSSOCIe P 9—] est une

sur ({0, l} ﬂ{o,l}

; son inverse est |I'

bi jection de l'ensemble des lois P A) dans

X
sur (M (N, 8

' .
I'ensemble des lois P MP(A)

M



application qui, a PM,associe f’og.

M

Il‘esf parfois plus aisé de traiter de la loi PM d'
un processus ponctuel en terme de la loi PM°9 qui lui est asso-
ciée elyinversement, de définir une loi P, comme image par g d'
une loi Px associée a une famille de variables aléatoires inde-
xée dans A. Dans la suite de ce paragraphe,nous illustrerons les
notions rencontrées en les appliquant au cas d'un bruit blanc

binaire (XT ; te A) sur A (i.e. famille de variables aléatoires

indépendantes de loi de Bernoulli de méme paramétre p, B i p.1-p),

0 s p £1) pour lequel

P, = T . -p) =

La description de la loi d'un processus ponctuel met

en jeu un certain nombre de caractéristiques :

Définition 4-1‘: Loi cylindrique r-dimensionnelle

Pour r > 1, etr parfies.Ai de A, i =1,2, ...,r, On ap-
pelle loi cylindrique r-dimensionnelle de la loi PM correspon--
dant aux bases A‘, A2' ...,Ar,la loi Pa" AZ' AL image de

P, par I'applicationus (u(A ), u(A,) ...,u(A)) de M (A) dans N'
M Ay, Ag 1 A 2 r P

Remarque : PM I peut &tre également définie
comme é&tantla loi image de P,.g par |'application ( ) 1y, ) iy,
M t < Ay t e A
) z "'t')-
t e Ar

Définition 4-2 : Fonctionnelle de Laplace (cf. J. Neveu)

On appelle fonctionnelle de Laplace de la loi PM I'appli-

cation wPM qui, a une fonction f de A dans IR;,associe :
P - -
WMD) = fy g exp(e z Af(?)u(hp)PM(du)
Remarque : la foRction
P
¢,M (A
AI' A2' cees

P r
ceA ) = UTMOT AL ) (g,

’ A 1] .
Ar 1’72 g AJ

n'est autre que la transformée de Laplace de la loi cylindrique Pa"

ca A

Ao, ..

r
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Définition 4-3 : Mesure d'intensité et mesure de covariance

On appelle mesure d'intensité de la loi PM la mesure sur
P(A) définie par :

PMa) =

MY = [ (o) uAIPMtd), A C A

et on dit que Py est & premier ordre si IPM(A) est fini pourtout A.

On appelle mesure de covariance de la loi PM la fonction
qui,a tTout couple (A,B) de parties de A,associe :
cPMa,B) = WA - 1My e - 1PMBYIP (dn)
! M (N M
Remarque : | M ntest autre que l'espérance‘par rapport
a PM de la variable aléatoire gA : p> u(A), et |'espérance par
rapport a PMog de la variable aléatoire Z AHT ; CPM est la
covariance par rapport a P entfre les varlables aléatoires En
et gB, et la covariance par rapport a PM°9 entre les variables
aléatoires n et M+,
LAt ¢ bt
Dans le cas particulier du bruit blanc binaire, Pp’
il est clair que,désignant par Q la loi PM associée, pour A],

A, A parfles disjointes de/\ la loi cylindrique
le' AZ'

b oA correspondante est la loi produit

in_']«B(lAil i p,1-p)

R Q r -Aj |A; |
de méme que pP (A1,A2, +..,Ap) = T (pe "4 g l7i
A1, A2 oo oy Ar 1 2 r i=1 P q
1%(a) = p|A|
cO(A,A) = pitp)|A|
c%(A,B) = 0,si AN B =

p(1-p) |ANBl , Sinon



- 78 -

Il Mesures de Gibbs et Processus ponctuels

Soit A une partie finie de Z° ; pour tout Ac A,
nous pouvons définir la mesure ponctuelle vy Par :

pour tout B € P(A), vA({B}) =1, si Bc A

]

0, sinon.

La mesure de Gibbs p associée au potentiel d'interaction

JV vérifie :

pour tout A € A, u(A) = exp( ) JV(B)vA({B}))-Zf
BcA

Sa fonction pression PA(V) est définie par :

1

o -
P (V) = Log( ) exp(V(A)))
A [ AC A

De méme, son entropie spécifique SA(V) est définie par :

1 '
S, (V) = — Y u(A)Logu(A)
A Al A Ca

Soit g |'isomorphisme qui, associant & toute partie
A de A la mesure ponctuelle Vp e permet d' indentifier P(A) et

I'ensemble des mesures ponctuelles M = {v ]} . Alors, la loi
A'Ac

image de m par g est un processus ponctuel au sens défini plus
haut.
Soit T cette loi image ; nous avons :
FA(v> = Logl | exp( [ J,(B)v,({BD)alvy)),

vAe M Bc A v

1
ou A = )
[AT o E-A v
-1

A
+5.(V) =2 T oexp( § J,(B)v,({B})(A'(v,) - Log(Z)
A A A
vp € M Bc A

[}

ol A' = T%T ] V(M)S et od Z est la constante de normali-

Ac A A
sation de la mesure p (cf Chapitre | paragraphe |). Nous avons
donc :
= Logy™ (-4,
gy Vv

t =77V W2 eu) - Log(2)
et >y v v 0gtsd,

~
1
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cu wA et wA' sont les fonctionnelles de lLaplace de A et A'. Nous
interprétons donc les fonctions pressions et entropie a |'aide
de fonctionnelles de Laplace.

Par passage a la limite thermodynamique, nous pouvons
étudier le comportement de PAn(V) et de SAn(V), lorsque la boite
An tend vers 22 : les théorémes classiques de convergence des
fonctionnelles de Laplace de processus ponctuels (cf. par exemple
J. Neveu) s'appliquent, mais ils conduisent a des résultats du
méme type que ceux obtenus classiquemenT‘nranalyficifé des limites
de PAn(V) et de SAn(V), par rapports aux coefficients JV(B)
(cf. par exemple F. Spitzer). De méme, | 'étude |'étude de la convexite
de ces fonctionnelles n'apporte rien pour |'instant de neuf par
rappoff a celle entreprise classiquement (cf. R. Israel et B.

Lacol le).

Néanmoins, | 'analogie entre les mesures de Gibbs sur
A et les processus ponctuels sur A va nous permettre de dé-
finir de nombreux exemples de mesures de Gibbs sans utiliser
le potentiel d'interaction Jv;le résultat d'Hammersley-Clifford
(cf. Besag) nous permet d'affirmer que tout processus ponctuel
sur A est isomorphe & une mesure sur P(A), donc a une mesure
de Gibbs sur A.

Or, un tel processus ponctuel peut é&tre obtenu par mé-
lange, comme nous le verrons aux paragraphes suivants. Nous
disposons donc d'un moyen simple et efficace pour générer des
mesures de Gibbs. La reconstruction du potentiel est possible
(cf. Chapitre |) ; dans les exemples donnés ci-aprés, les mesures
de Gibbs ne sont pas de renouvellement. Mais il est aisé de vé-
rifier qu'un mélange d'ERS est un ERS et d'utiliser la technique
développée ci-aprés pour les états de renouvel lement spatial.
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11l Lois mélangées et transformations associées

Danscette.partie, nous nous intéressons & des lois
de processus ponctuels obtenues par méiange d'une famille de lois
(au sens de la définition 5-1). Par la suite, nous étudicns

une transformation directement issue de ces mélanges.

Définition 4.4 : Loi mélangée

Soit une famille (Qg ; 6 € ©) de lois de processus ponctuels
indexée par un ensemble © muni de la tribu de ses boréliens,}, telle ue
| ‘application : (6,u)> Qg(u) avec u € Mp(A) et 0« O définisse
une probabilité de transition. Soit o une loi de probabilite
sur (0,%). La loi mélangée des lois (Qg ; 6 € 0) par o est la
loi Qg du processus ponctuel défini par :

Qgm) = fng(u) o(de), u € Mp(A)
v Remarque : Si p est unevariable aléatoire de loio, et si,
pour tout 8 € 0,Qy est la loi conditionnelle du processus ponc-

tuel sachant que p=6, alors le processus est de loi Q.

Nous étudierons le cas ol la loi oest définie sur
Q= [0,1] et o, pour tout pe 0, Q, est la loi Ppog_l avec Pp
le bruit blanc binaire et ¢ |'application de la proposition
4-1. Tout d'abord,nous examinerons le cas ou ¢ est U(0,1) (i.e.
la loi uniforme sur ELI]) et ensuite le cas ol o est B(a,b)

(i.e. la loi béta de deuxiéme espéce de paramétres a et b).
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A loi mélangée par la loi uniforme

Pour Ac A avec |A| = n, calculons la transfermée de La-
place : |
Wom) = [ ue(ndo
= L:(pe—x+ q)ndp, q= 1-p
1 k k n-k -Ak
= ( C (1-p) e . )d
% kZO L P 1-p p

L]

k =ik, ! K n-k
C e " ( (1-p)" "dp)
kZO n Jopm1-p) ™ Tdp

= § ok e pike DI n-ke /T (n42)
kZo M

= b okt eny &K
kéo 0

R Y

T o+l kzo ©

Ainsi, la loi cylindrique QQ_ est la loi uniforme sur {0,1, ...,n}et lon a:
E%(en) = 19(A) = n/2
varoo(gA) = n%/12

De méme pour Aj < A avec |Aj| =nj, i = 1,2, Ay (N Ay = 0,
(A1,A2) € R*

Qo
wAI'AZ(A;.Az)

1 -4 -
[ (pe My oM(pe A2, "24qp
0

1 §2 ck el ke tnpeng-k-1)1
k20 120 N1 N2 ok + a2l

B 1 1 Q2 e-(Alk + A2l)
B ny+np+l 4 =0 Ck CI /Ck+l

ny n2 njp+ng

1]

/(ny+np+ It

Ainsi, la loi cylindrique de (gA',gAZ), a valeurs dans {0,1, ...,n1}

x{0,1, ...,n2}, vérifie :



k C' / Ck+|

Vo (Eny=hitny=t) = ny n2° “np+ngp

covOU(gA',gAz) = nyny/ 12

On déduit de ce qui précéde que si Bc A avec |A| = N
et |B| = K, alors la loi conditionnelle de la variable aléatoire
ER sachant queé = n (0O £n =£N) s'écrit :

Ogleg=k/ea=n) = Cf CL K/ Ch
Ce n'est autre que la loi hypergéométrique Hyj(N,n,K) (cf Annexel)
et nous savons que :

E%(gg/eq) = KEA/N

varQ(eg/en) = EACN-ER)KC1-K/N)/ (N-1)

n,nous trouvons que Q;(£g=n/gp=n) =

"

Remarque : si |B|
1/03, donc, conditionnel lement au fait que le processus compte n
points dans A, il charge uniformément avec la probabilité

1/ Cz les parties de A dont le cardinal est n.

Plus généralement, on peut voir que pour Ac A, |A|
=N, BjC A, i=12 ...,r, BN Bj = @ si itj, la loi condi-
tionnelle du vecteur aléatoire (531'562' ...,gar) sachant que
Ep = n (0 s n s N) est la loi hypergéométrique de dimension r

Hr(N,n,|I81,B2, ...,R (cf Annexel).

En fait,le mélange par la loi uniforme n'est qu'un
cas particulier des mélanges par une loi béta de deuxiéme es-
péce de paramétres a, b (cf paragraphe suivant) et correspond

au cas particulier oo a=1 et b=1,

|

()
Q
<
[}
O
(=)
A
=
I
>
[}
-+
o
A
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B PROCESSUS PONCTUELS BETA-BINO MIAUX

Nous nous intéressons maintenant aux lois de processus
ponctuels obtenus par mélange de la famille (Qp i p e [0,1])des
lois associées a des bruits blancs binaires par une loi béta de

deuxiéme espéce Bﬂ)l](a'b)’ a >0, b> 0, admettant pour densité

_ a-1,, _.b-1
fa bt = gyt U x«© [0, 1]

ou B(a,b) = r(a)r(b)/r(a+b). Le mélange étudié au paragraphe précédent

correspond & la situation particuliére oid a = b =1.

Definition 4-5 : Loi béta-bindmiale Bb(a,b)

La loi béta-bindmiale Bb(a,b) de paramétres (a,b) est la loi

du processus ponctuel définie par :
b ’ 8
gb(a,b) (H) = fo Qp(H)fa’b(p)dp He Mp(“

Cette terminologie se justifie par la proposition suivante :

Proposition 4.2 : Pour tout r 2z 1e&t toute famille Aj’ j=12, ...,r,

AJ<: A, IAJI =N AJ N A, =0 pour i $ j, la loi cylindrique

r-dimensionnelle de la loi Bb(a,b) correspondant aux bases Al’
Ayy «o.s A,est la loi béta-binomiale de dimension ryBb.(a,b 5 n ,n,,
démonstration ;: en effet, Bb(a,b) peut-étre considérée comme

la loi d'un processus ponctuel M telque, pour une certaine va-

o N
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riable aléatoire p de loi B[O I](a,b), pour tout p ¢ [0,1],
: Qp = ( B ; p,l—p))og_'soif la loi conditionnelle de M

.i. .
sachant

© M =)
N>

p. Alors pour tout A], A2, ceey Ar vérifiant les
hypofhéses de la proposition, le vecteur aléatoire (M(A]).
M(AL), ..., M(A), p) est tel que p suit la loi B(a,b) et (<f |
du chapitre IV), pour tout p e [0,1], conditionnellement &

p = P, M(A]), M(A)), ..., M(Ar) sont indépendantes et de lois

2
respectives ﬁ(nI ; p,l-p),@)(nz_ i p.l-p), ...,,@(nr i Py1-p).

Par suite (cf Annexe 2), le résultat annoncé est obtenu.

En ce qui concerne les moments de la loi Bh(a,b),nous

énongons la propriété suivante (cf Annexe 2)

Proposition 4-3 : La mesure d'intensité de la loi Bb(a,b) s'écrit :

gb(a,b) __a_
| (A) = =2-]a]

et la mesure de covariance s'écrit :

ab(a+b+]A])|A]

CBb(a,b)
(a+b)<(a+b+1)

si A =B

(A,B) =

_ _ablA||B]
" (a+b)4(a+b+1)

si ANB =20

Comme pour le mélange par la loi uniforme,nous avons :

Proposition 4.4 : Pour Ac A, |A| =N, B,c A, i = 1,2, ...,r,

B, N BJ = @ pour i ¢ j, relativement & gb(a,b), la loi conditionnelle

du vecteur aléatoire (gB . gB ) sachant que Ep =D

y Eq
1 Bz r

0= n s N, est la loi hypergéométrique de dimension r,Hr(N.nJﬂﬂ.Bﬂ,

-l
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démonstration : en vertu de la proposition 4-2,il suffit

de vérifier que,si U est une variable aléatoire a valeurs dans

{0,

a va
oua O
(V-

alor

-

1, ...,N} et si V= (V‘, VZ' ""Vr) est un vecteur aléatoire

leurs dans {0, 1, ..., K1} x {0,1, ...,K;} x ...x {0,1, ..., Kr}'

2

A

K] + K2 + .. Kr

A

N,telque le vecteur aléatoire

r

r ' .
EaVQ » Vo Voo ....Vr) suit la loi Bbr+l(a,b i N - ‘E KWK Ky

s,pour tout 1 s n s N, la loi conditionnelle de V sachant

d}esf la loi hypergéométrique de dimension r,Hr(N,n,Kl,KZ. N SO
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"C ERS issus de processus ponctuels tronqués

Le point de vue processus ponctuels développé ci-dessus
et 1'opération de mélange permeffeh? de générer de maniére natu-
relle des mesures de Gibbs, sans passer par leur potentiel.

| Nous proposons d'appeler ERS issus de processus ponc-
tuels tronqués, la mesure de Gibbs, qui lorsque la propriété (H)
est vérifige, a méme potentiel d'interaction JV(A), pour les

parties A équilibrées de diamétre ¢ d, e venfie:

JV(A) = (—l)lA'j, pour les parties A de diamétre shpérieur

a d,

Un tel ERS est localement construit comme le processus
ponctuel dont il est issu et il posséde la propriété de renouvel-
lement.

Nous pourrions ainsi parler d'ERS hypergéométrique
tronqué et bé&ta-bindémial tronqué. La définition des potentiels
correspondants é&tant beaucoup plus simple que celle dgs pofenfiels
hypergéométrique oid bé&ta-bindmiaux, la simulation en est plus
aisée.

Par le méme procédé (en Troﬁquanf JV(A) pour diam(A) > k),
on pourrait définir des mesures de Gibbs k-markoviennes et donc des
CAMMRS issus de processus ponctuels tronqués.

I'l nous semble que nous avons |& un moyen simple d'enrichir

la phénomenologie des ERS et des CAMMRS.
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ANNEXE 1 LOIS HYPERGEOMETRIQUES

1 - Loi hypergéométrique de dimension 1 H,(N,n,K)

1
Soit une population de N individus dont K (0 < K s N)

posséde une certaine propriété et N-K ne possédent pas la dite

propriété. On préléve un échantillon de n individus (0 s n £ N)

dans cette population,par tirages sans remise . Soit X la variable

aléatoire dénombrant le nombre d'individus observés possédant

la propriété. Alors X suit la loi hypergéométrique H,(N,n,K) et on a :

1

pour max(0,n-N+K) ¢ k¢ min(n,K). On a aussi E(X) = n % et

w

o IN-n) ko, K
var(X) = n N (1 N)

2 - Loi hypergéométrique de dimension 2 H2(N,n,K],K2)

Soit une population de N individus dont K] possédent
la propriété 1 ﬂ)éK] < N) et K2 la propriété 2 (0 = K2 < N). On
suppose que ces deux propriétés sont exclusives et qu'un individu
peut ne posséder aucune de ces 2 propriétés, alors K] + K2 < N.

On préléve dans cette population un échanlillen ayant n indi-
vidus,par tirages sans remise. Soit X = (XI'XZ) le vecteur aléatoire
de dimension 2,00 Xi est le nombre d'individus observés possé-

dant la propriété i. Alors X suit la loi hypergéométrique de dimension 2

HZ(N,n,K],Kz) et on a :

k1 ~k2 ~n-kji-ko
CK| CK2 CN-K]-KZ

n

‘N
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On définit maintenant la loi TranZ(p],pz) comme suit ;
le vecteur aléatoire bidimensionnel Z suit une loi +ran2(pl,p2) si
P(Z = (1,0)) = Py P(Z = (0,1)) = Pys P(Z = (0,0)) =1 - P1™ Py

(pl t Py s 1). On peut considérer Z comme la somme des n vecteurs

aléatoires 2 . Zn non indépendants décrivant les n

v £
tirages successifs d'un individuboﬂ 2i = (1,0), (0,1) ou (0,0)
selon que I'individu i posséde la propriété 1, la propriétée 2
ou aucune de ces deux propriétés.Nous allons montrer que ces
vecteurs sontfous de loi tran2(K,/N,K,/N)

- On a biensar E(Z‘) = (K]/N.KZ/N)

(0,1))

- Calculons E(ZZ) = (P(l.2 = (1,0), P(Z2

P(z, = (0,0)) ==P(22 = (0,0)/2

(0,0))P(Zl

2 1 (0,0)) + P('Z2 = (0,0)/

Z] = (I,O))P(Zl = (1,0)) + P(Z2 = (0,0)/21 = (0.1))P(Z] = (0,1))

N(1 -K1/N - Ko/N) - 1

= (1= Ky/N = Ky /N i ) +
N(1 - K, /N = K /N) N(1 - K, /N = K /N
K,/N( T2+ KNG N

=1 - K'/N - K2/N

De la méme maniére,nous pouvons monter que P(22 = (1,0)) = KI/N

et P(Z.2 = (0,1)) = KZ/N‘ Ainsi E(Zz) = (K]/N,KZ/N) et Z2 suit une
loi Tran2(K‘/N,K2/N).
- De méme E(z,) = E(2,) = ... = E(2Z ) = (K,/N,K,/N) et en
3 4 n 1 2

définitive Zl’ 22,

* Egpérance de la loi hypergéométrique H2(N.n,K],K2)

.y Zn sont bien tous de lois franZ(Kl/N,KZ/N)

E(X) = E(ZZi) = nE(Zi) = (nK]/N, nK2/N) '

¥ Matrice de variance-covariance de H2(N.n.K|.K2)

V(X) = V(£z,) = IV(2.) + £ Cov(Z.,Z.)
i i i*j i
2
(KI/NXI - K‘/N) —K‘KZ/N

- —-— 2 -
vz = K Ky/N (KNI - Ky/N)Y

N
Cov(z.,z.) = E(z2) - E@z.)E@Z )
i’ i J i J
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E(z;fzj) = EE(Z{ZJ./ZJJ = é‘scz{zj/zj =V OP@E; =V ) o Vy= (1,00,
V, = (0,1) et V5 = (0,0).
(K /NCK, = D/N-D KK /NN-T)
= | KK /N(N-1) (K, /NKK,, = 1)/ (N=-1) l
et donc
(N=n)K, /NK1-K, /N) —(N—n-2)K]K2/N2
V(X) = NgT —(N—n-2)K1K2/N2 (N=nK,/NK 1=K, /N)

3 - Loi hypergéométrique de dimension r Hr(N.n,K],KZ, ""Kr)

C'est la générélisafion des lois hypergéométriques de
dimension 1 ou 2. Soit une population de N individus dont K] (resp.
Kz, ""Kr) possédent la propriété 1 (resp. la propriété 2, «..,r)
et N - kE]Ki ne possédent aucune de ces propriétés ; on suppose
que ces propriétés sont deux & deux exclusives et donc K] + K2
+ .. + Kr < N. On préléve un échantillon de n individus (0 s n = N)
dans cette population par des tirages sans remise. Soit X =
(X|,X2, ""Xr) le vecteur aléatoire de dimension r dont la
composante Xi compte le nombre d'individus observés possédant
la propriété i. Alorsy,X suit la loi hypergéométrique Hr(N,n,K].

K ""Kr) et on a :

2 cki k2 ckr n-ky-kz= ...kp
POX. = KouXo = Koy onnaX = k) = S1 K2 Ke "N-Ki-Kp- -- =i
1 1""2 7 "2 r r n
N
pour 0 = ki < min(n.Kr). i= 1,2, ...,r

A

et max (0 ,n-N+Ki+Ko+ ...+K:) s ky+ko+ ... +kp £ min(n,Ky+ Ko+ e tKp)

E(Xi) =n Ki/N i = 1,2, c.e.,r

n(N-n) .
var (X,) = —T;3~—¢MNMI—Ki/N) i = 1,2, ...,r

_ _ n(N+n-2) 2 L . .
covX ,X;) = - Ty KiKJ/N i,j = 1,2, ...,r i3
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Remarque : si X suit la loi hypergéométrique Hr(N,n,K‘,Kz, '°'Kr)'
alors, pour tout 1 <s sr et toute partie {i], i2, RN ig de
{1, 2, ...,r} a s éléments, le vecteur aléatoire (Xil'xiz' e X )

: 3

suit la loi H_ (N,n,K. ,K. , ...,K. )
s i1"ip ig
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ANNEXE 2 LOIS BETA-BINOMIALES

1 - Loi Béta-bindmiale de dimension | Bbl(a,b;n)

Soit (X,Y) un couple aléatoire & valeurs dans

{o,1, ....n}x[O.l] tel que Y suit la loi béta de:deuxiéme espéce

gla,b), a > 0, b > 0, admettant la densité :

b-1

H

_ 1 a
fa b = 3@ Y

-y

r(a) r(b)

Y € [b.l] (gla,b) = T(asb)

et, pour tout y € [O,l], conditionnellement &8 Y = y, X suit la

loi bindmiale R(n;y,1-y). Alors on dit que X suit la loi béta-

bindmiale Bbl(a,b;n) et on a :

k Blatk,b+n-k)

P(X = k) = Cn 2(a.b)
a2

E(X) =n aih

var(X) = ab(a+b+n)

N (@+b)Z(a+b+1)

pour O s k = n

2 - Loi Béta-bindmiale de dimension r Bbr(a.b;nl.nz, ...,nr)

Soit (X
valeurs dans {0,1, ...,n]}x{O.l, '
tel que Y suit la loi béta

conditionnellement & Y = vy, X‘, XZ'

 tom

X, «..sX_,Y) un vecteur aléatoire a
1'72 r

Snybx o Lx{0,1, ceeon Ix[0,1]

(a,b), a » 0, b> 0 et ,

N Xr sont des variables

indépendantes de lois respectives @(nl;y,l—y), B(nz;y,l—y), e

G(nr;y,l—y). Alors, on dit que (X,,X,, ...,X ) suit la loi

béta-bindmiale Bbr(a,b;nl,nz,...,n,) ¢t ona:
POX, = KXy = Ko weenX = k) = cﬁ: cﬁg . cﬁi x
Bla+k+ko+ .. .+k- ,b+ny +m -+ . tne-ki-ko-. .. =kp)
p(a,b) '
pour 0 §ki§ ni, i =1,2, ,r
() =0, S5p 0= 12, ..r

i a+b
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B ab(a+b+nj) .o
var(Xi) = N TG0 2(atb+ 1) = L2, ..
ab

cov(Xi.XJ) = ninj(a+b)l(a+b+1) i,j=12, ...,r, '*J
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ANNEXE 3

MODELE
AVEC IMMUNISATION

Les champs de renouve | |ement que nous présentons ne
répondent pas entiérement au probléme de |'épidémiologiste :
le probléme de |'immunisation n'est pas traité.

Les mesures de Gibbs sont & densité positive, aussi,
pour obtenir un modéle qui respecte la condition de |'immunite,
nous sommes amenés a considérer soit que |'état d'un individu
est une variable ternaire {sain, malade, guéri-immunisé}, soit, el
I'avantage est de reprendre en partie ce qui est établi pour
les champs markovien ou de renouvel lement, de distinguer deux
problémes paralléles : unchamp qui modélise |'état sain ou malade
des individus et un autre modélisant le caractére immunisé ou

non de |'individu.

Le programme que nous présentons ci-aprés reprend le
méme potentiel que celui de |'exemple (1) du chapitre Ill ; nous
ajoutons la contrainte suivante : si un individu se trouvait
a |'itération k-1 dans |'état malade et qu'a |'itération k il
est dans |'etat sain, il restera dans |'état sain les 3 itérations
suivantes,et a partir de la quatriéme sera a nouveau susceptible
d'étre infecté (nous préféron§ présenter uncas .d'immunisation
temporaire plutét que celui de |'immunisation totale qui conduit
inexorablement a |'extinction de la maladie).

Comme cette simulation n'est basée sur aucun fondement
theorique, nous ne pouvons plus justifier le choix de tel ou tel

crlTere d'arrét. Nous constatons que la percolaflon a lieu a seuil

d, /— du haut vers le bas et de la droite vers la gauche.

» eud;diu\
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ANNEXE 4
PROGRAMMES
(SIMULATION DES CAMMRS)

Nous listons les programmes utilisés pour les simu-
lations du Chapitre Il ; ceci n'est pas fait dans |'optique
de présenter des subroutines simples a analyser (|'absence de
tout commentaire les rendant difficiles a interpréter) mais plu-
+6t de donner un apergu du degré de complexité |ié a chaque
subroutine. De plus,chaque subroutine est orientié vers une
tache particuliére et, pour toute modification des simulations,
il est plus aisé de réécrire la(les) subroutine(s) plutdét que
d'adapter celle(s) concernée(s) par cette modification. Les

programmes sont écrits en langage fortran-16.

Nous détaillons les programmes et subroutines, en

indiquant le role qu'ils jouent & |'intérieur de la simulation :

- programme renouvel lement '
Initialise la simulation ; ‘#ixe les dimension de la boite, sé-
lectionne les fichiers d'entrée et de sortie ; appelle la sub-
routine pro. _

- subroutine pro(it,il,ic,ie,is)
it représente la boite et il (resp. ic) est le nombre de ses
lignes (resp. colonnes) ;
ie (resp.is) est le numéro du fichier d'entrée (resp. de sorTie)..
Cette subroutine gére les autres subroutines ; demande,en dia-
logue interactif, les données complémentaires ; de plus,a

chaque point visité,elle associe leiplus proches; contaminés :



-
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elle appelle les subroutines ini, parcous, pois et imp3.
- subroutine ini(it,k,n,il,ic)

it est la boite de dimension (il,ic) ((lignes colonnes)).
Suivant la valeur de I'entier k, elle propose diverses initia-
lisations ; n est le nombre de contaminés.

- pois(lon,no,x)
Les premiers contaminés (au nombre de no) sont & une distance
lon du site x. Cette subroutine calcule le potentiel associé
au site x et tire aléatoirement |'état de ce site.

- subroutine parcours(inii, inij, i, J ,mode, il, ic)
La boite est de dimension (il, ic) ; suivant le mode de parcours
choisi,au site de coordonnées (inii, inij),elle associe le site
suivant (au sens du mode de parcours selectionné) de coordonnées

Gi, J).

- subroutine imp3Cit,il,ic)
Assure |'impression de la boite de dimension (il, ic) ; un individu
"sain" n'est pas représenté ; si il est "contaminé",il est re-

présenté par un nyw, v
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