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INTRODUCTION

Le probléme appelé 'reconstruction d'une image 2 paftir de ses
projections' est apparu indépendamment dans de nombreux domaines scien~
tifiques.

Sous sa forme la plus simple, ce probléme est celui de la recherche
de la valeur d'un paramétre scalaire en tout point d'un disque D alors que
le type de mesure que l'on peut réaliser donne la valeur moyenne de ce

paramétre le long d'une ligne droite connue.

La résolution numérique d'un tel probleme apparalt dans de nombreux
systemes d'imagerie médicale qui différent par la nature physique de la
fonction f£° recherchée, le nombre de mesures, m, leur géométrie et leur
précision. Cette fonctlon est la densité du tissu en tomographie & rayons
X, ou la concentration en émetteurs de positrons en tomographie par émis-
sion. Dans ce second contexte, on peut accéder aussi 4 des moyennes plus
locales le long de chaque ligne. Une formulation générale de ces problémes

et quelques modéles d'acquisition sont présentés au chapitre I.

Les algorithmes (de recomstruction) couramment utilisés sont des
discrétisations de formules d'inversion explicites, comme celle de la
transformée de Radon. Ces méthodes analytiques sont en effet performantes
dés que l'on a un nombre sufflsant de bonnes mesures (> 10 ) unif ormément
réparties et que la discrétisation est faite avec précaution, en particu-
lier avec des lissages indispensables, d'autant plus fort que les mesures

sont plus brultees.

Ces algorithmes sont décrits au chapitre II qui constitue un survol

des méthodes connues.

Mais le principal défaut de ces algorithmes est leur déterminisme
alors que la force de ces lissages devrait &tre adaptée aussi bien i la

"précision des mesures qu'd la forme de f°.

Les nouveaux algorithmes proposés dans cette thése y remédient en

réalisant une adaptation de ce type, déduite automatiquement des mesures



et é&ventuellement améliorée d1'aide d'une estimation de leur variance,
pour un colit de calcul équivalent aux -méthodes analytiques (excepté la
place en mémoire). Ils ont aussi 1l'avantage de pouvoir prendre en compte

des modéles de mesures plus complexes.

L'approche utilisée est celle des méthodes de régularisation opti-
male que 1'on présente au chapitre III: elle consiste 3 dé&finir la solution
comme la moins irréguliére des fonctions qui sont ajusté@es aux contraintes
fournies par les mesures avec un &cart quadratique fixé ou optimisé. Cette
dernidre optimisation est réalisée 3 travers le calcul du paramétre de
régularisation, p, fixant le compromis entre l'irrégularifé et 1'ajustement
aux contraintes, par la méthode de validation croisée ou une méthode sta-
tistique. Différents choix de l'espace de recherche F et d'une semi-norme J
mesurant l'irrégularité sont discutés. ‘

Bien que cette approche théorique soit attrayante, elle conduit avec
F =L, @) et J(f) =_j%2, 3 un grand systéme 1inéaire,paraﬁétré par p,i m

inconnues.

L'invariance par rotation de la géométrie des tomographes classiques
a déjd permis la résolution directe d'un tel systéme avec p fixé a priori
pour un colit compétitif.

C'est gridce 3 ces symétries que l'on montre au chapitre IV que,
dans cette régularisation par l'énergie, le choix optimaL:de p peut étre
effectuée en méme temps que le calcul de la solution régularisé@e associée,

pour un supplément de colit négligeable.

On montre ensuite au chapitre V comment quand F est de dimension
fini n une telle régularisation optimale peut aussi 8tre efficacemment

104I5

mise enoceuvre (avec n = ) indépendamment de m, d&s qu'une famille

engendrant F et J ont une certaine invariance par rotation.

Une technique nouvelle, non spécifique aux problémes &tudiés, per-
mettant l'application de ces méthodes d'adaptation .du paramétre. & de
grandes tailles de données pourvu que le nombre d'inconnues reste raison-

nable, s'est avérée ici indispensable.



Des simulations numériques montrent finalement au chapitre VI
l'efficacité de ces méthodes appliquées 3 la tomographie classique

et 3 la tomographie temps de vol (m = 10‘).






Chapitre I

FORMULATiON DES PROBLEMES
DE RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIQUE

A - Formulation générale

B - Trois exemples de modélisation en imagerie médicale
l. Tomodensitom&tre 3 rayons X
2. Tomographie par &mission de positroms

3. Tomographie 3 positrons et d temps de vol






A - FORMULATION GENERALE

Le but d'un systdme tomographique classique est de former une image
de la distribution £0 du paramétre &tudid, dans un plan donné, uniquement 2
partir d'un nombre fini, m, de mesures Vi Yps =ve 5 Y donnant une valeur
approchée des intégrales yg = -//L, fo(x,y) dxdy sur m bandes Gtroites Li
i

données.

Une modélisation générale des problémes dits de recomstruction

d'image conduit au probléme mathématique suivant :

® - : . . - P P
€' &tant une fonction inconnue 3 valeur réelle, positive ou nulle, définie

sur le domaine borné D ¢ R? et vérifiant les m contraintes :.

yi=(¢i,f°)+ei i=1, .., m

| hd

a) ¢i =1,..., m sont des distributions connues définissant
1l'appareil de mesure,

ol b) s i=1,..., m sont les mesures réalisées sur £0,

c) les erreurs inconnues €; i=1, ...,m satisfont certaines

propriétés statistiques connues,
on cherche une 'bonne'fonction f proche de £0,

Le plus souvent ¢i peut &tre assimilé i une fonction de L, (D),

1'espace des (classes de) fonctions de carré intégrable sur D avec

(65, ©) =J[z; ¢i(X,y) f (x,y) dxdy.

On devine que le sens de 'bonne' fonction devra &tre choisi de
manidre d'une part i faciliter la construction numérique et, d'autre part ,
i assurer que celle-ci soit cohérente avec les informations connues a
priori sur £0. ‘

Nous verroms que si f est une solution construite par une méthode
de type régularisation nous pouvons calculer une estimation d'une mesure

de la proximité de £ & £0,



B - TROIS EXEMPLES DE MODELISATION EN IMAGERIE MEDICALE

1. Tomodensitométre d rayons X

Chaque mesure est ici celle du facteur d'atténuation de l'intensité
d'un mince faisceau de rayons X qui traverse l'objet suivant une ligne droite
donnée, et le logartthme de ce facteur est sensiblement proportionnel 2

1'intégrale le long de cette ligne de la densité de l'objet &tudié.

Si 1'on restreint l'ensemble des lignes de mesure 3 appartenir 3 un
méme plan que 1l'on munit d'un rep&re orthonormé (0,x,y) daﬁé lequel la
densité f(x,y) en tout point (x,y) de ce plan est & support contenu dans
le disque unité D = {(x,y) / x* + y? < 1}, les mesures sont lides 3 f

suivant le modéle:

Si y; est la mesure exacte associée & la ligne Li de largeur di >0

et de paramétre (Gi,ui) dans (0,x,y) ‘c'est-3a-dire :

d. d,
= - X i —_
L, = {(x,y) € Déui F <X cosei+ y 31n9{< u, + (1.1
alors | u, + 7;
i T E g, By, (W (1.2
; i i i
u, - =
1 2

gé,:[- 1,1]-+R est définie par :
' +/1-u?

gy (u) = PGL f(u) = f(u cosﬁi -wrsinei,au sineifiv cosei)dv
i

’ -V1-u? : (1.3)

Py f est appelée projection (ou radiographie) de f suivant la

. . i
direction Si .

Si di = 0, on modélise généralement y; Par gg (ui) mais, méme pour £
‘l . -~

assez simple, gg n'existe pas toujours en tout point u.
i



Par contre dés que di > 0 il suffit de supposer f de carré inté-
grale sur D pour que 5 soit toujours bien défini puisque (1.2) et (1.3)

s'écrivent :

1 1
Y.i, - / d, AL, (z,y) f(x,y) dxdy = (73: XL.’ £
b 4 5 i i

N ) 1 si (x,y) € Li " fometi L .
ol X (x,y) = (fonction caractéristique de L,
i 0 sinon '

Ce modéle linéaire est 3 la base de toutes les méthodes de recons-
truction utilisées dans les tomodensitom&tres. L'aide au diagnostic,
considérable, fournie par les performances actuelles de ces scanners est
une confirmation.supplémentaire de la validité de ce mod&le. (voir par ex.
A.M. Cormack (1980), G.T. Herman (1980), K.T. Smith (1977)).

2. Tomographie par émission de positrons

Des radioéléments émetteurs de positrons sont injectés dans 1'orga-
nisme 8 étudier. Par exemple une inhalation d'oxygéne marqué permet une
€tude du flux sanguin. Chaque &mission d'un positron produit toujours ,
au méme point,l'émission d'un couple de photons s'Ecartant immédiatement
1'un de 1l'autre 3 la vitesse de la lumidre le long d'une méme. droite. Si
les trajets de ces 2 photons rencontrent 2 détecteurs opposés, ~distants
d'environ 1 métre, ces rencontres sont sensiblement simultandes. Pour un
tel couple de détecteurs une horloge &lectronique est utilis@e pour ne pas
prendre en compte un photon &mis suivant une ligne droite n'atteignant
qu'un seul des détecteurs (car une telle détection n'est presque jamais
accompagnée d'une détection simultanée sur 1'autre détecteur). Le nombre
de coincidences (2 détections simultanées) comptées par ce couple est alors
aussi le nombre de couples de photons &mis suivant une ligne atteignant
ces 2 détecteurs, si on néglige en premiére phase l'atténuation de ces
photons.

L'activité en tout point du tissu du processus d'émission de posi~-
trons caractérisant la concentration au méme point de la particule marquée,
c'est la restriction £f0(x,y) de cette activité 3 un plan d'observation que

l'on souhaite estimer 3 partir des nombres de coincidences Fis oo s Yy



comptés par m couples de détecteurs placés dans ce plan, durant un temps
total t.(Pour un survol sur ces techniques d'imagerie, voir M.M. Ter -
Pogossian (1980)). _

Pour exprimer chacune de ces mesures en fonction de £0, on suppose
que le processus d'émission des photons est un processus ponctuel de
Poisson dans 'mx[o,1ff d'activité '% £0(x,y). On peut alors montrer que
vy est la réalisation d'une variable aléatoire Y, de Poisson de paramétre

(¢i. ’ fO) H

¥~ P05 £09) _ (2.1)

avec, sachant que la largeur d. de la ligne L, joignant le couple i de

détecteur est petite devant sa 1ongueur 2.,

<1->

9; 5 £9) = £9(x,y) dxdy A (2.2)

Signalons que si on ne peut raisonnablement négliger 1'atténuation
des photons, ce mod&le est corrigé par l'introduction de la fonction
ii(x,y) atténuation locale, simplement en remplagant ¢i par ai(u)¢i oll

ai(u) est une constante mesurant 1'atténuation des photons le long de Li

1
- B'T/A. u(x,y) dxdy
1 1

En pratique on peut accéder i une bonne valeur de ces coefficients

ai(u) = e

par une simple mesure préalable.

Notons que les coincidences fortuites et les effets de diffusion sont
des phénoménes que 1'on a négligés et qui semblent difficiles a modéliser
correctement.

Si 1'on suppose faibles les erreurs de mesures, v ( ou si

yi

ag (0)
1'atténuation n'est pas négligeable ) est donc liée & £f0 par une equatlon
analogue i celle de la tomographie i rayon X. Les mémes algorithmes de
reconstruction peuvent donc &tre utilisés pour ces 2 problémes quand la
géométrie des lignes de mesure est identique. La principale différence
est que la précision relative des mesures est souvent trés mauvaise en

tomographie par &mission (et d'autant plus que t, di ou /; £9 diminuent)
i



et un algorithme de reconstruction performant en tomographie X risque
fortd!8tre trés instable vis 3 vis de ces erreurs. Une information dont
il sera tiré profit pour 1l'élaboration de nouveaux algorithmes est le

caractére poissonnien de chaque mesure acquise.

3. Tomographie 34 positrons et 3 temps de vol

‘L'incorporation d'une information supplémentaire au syst&me de

mesure précédent est actuellement possible : c'est la mesure du temps

de vol. R.E. Campagnolo (1980) a &tudi& 1l'utilisation de cette technique.
Pour chaque coiIncidence détectée, on mesure approximativemént (erreur
gaussienne) 1l'écart (om temps de vol), ne dépassant pas quelques nanosecon-
des, entre les dates de détection des 2 photons. Cette mesure permet de
classer les v coincidences déteétées;dans'L classes de temps de vol.
No;ons Cy Ie'*segmentde;l"a'ie'de'Li associé 3 cette classe de temps de vol,
s le nombre de couples détect&s dans cette direction et dans cette
classe. On admet que l'erreur sur la mesure‘de temps de vol a une dis-

tribution gaussienne, d'&cart type ¢ connu. Le.mod&le est alors :

di»
. Q[j)’ :
i y _
(¢i’f) —//D t. — .x[u -Ei:. . +i]:-] (n) [/C Gg(v s)ds] 'fei(u,v)dv du
' 102 L 2 2
oll fe (u,v) = f(u cosf. -~ v sinf., u sinb, + v cosf,) estli'expression
i i i i i }
de 1'activité recherch@e dans le repére attaché 3 la
direction O, '
i
, 2
G (V) = = exp (-5 )
o M T oyZm 2 2

qui peut aussi s'8crire comme une intégration locale de la fonction de
2 variables :
: :Heikf)(u,.) = G0 % fe

.(u,r) il.e. = He.(f) (U,S) = 'C‘.'O' (V"'S) feh(uav) dv
i i , i -

appelée histoprojection de f d'angle Qi,puisque :
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. Modela des mesures u; en "omoat‘.cp‘\'le, .

L ottt

{ Zu,v)

/ / (e5) wr5) ds de

G_
o We s Xcl*
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dg

. u ot

(¢i’ f) = i He.(f) (u,s) ds du
1 1

u. --2— C

i L

et on montre que Yig est une réalisation de la variable aléatoire Yiz
poissonienne :

: L
T~ P (g, D)

On peut faire la méme remarque qu'en 2 au sujet de l'att@nuation des photons
. A . '
(¢i devient ai(u)¢§L

4. Remarques sur la g@ométrie de ces mesures

a) ¢i et ¢§ sont des fonctions sé@parables dans le repére (0O,u,v)

obtenu par rotation de Gi de (0,x,y), en effet en notant Ai la fonction

X
[u -4y %J '

2
dg 2 45 ‘
d’i (x,y) = A (u) et ¢i (x,y) = A (u)-(xC % Go) (w)
u. u. 2
1

1

(8 un coefficient de proportionnalité prés)

"b) les coordonnées (Gi, ui) de chaque ligne support de ¢i et ¢§

sont généralement choisies sur une grille rectangulaire uniforme de

[O;W] X [—1,1] (D étant le disque de rayon unité ). Elles sont notées

(Gk, up) k=1,..,K , p=l,..,P oft 1'indice i est remplacé parile couple

(k,p). Cette invariance par rotation permettra un calcul E&conomique des
solutions que 1l'on va présenter.

c) le nombre total de mesures K.P (K.P.L avec temps de vol) est en

pratique assez grand (pour fixer unme id€e, un exemple typique est K = 96,
P =128, L = 64).
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Dans l'abondante littérature traitant ces problémes, de nombreuses
méthodes apparaissent et soﬁt présentées de maniéres diverses. Dans ce
chapitre, on rappelle les 2. types d'approches qui ont conduit 3 ces métho-
des, et on &tudie en détail les méthodes admises comme les plus performan-

tes et devenues standard.

La possibilité de modéliser les mesures comme des Echantillons
d'une transformation inté@grale que l'on sait analytiquement inverser est i
la base de la premiére approche. La seconde consiste, elle, 3 formuler les
équations exprimant l'information mesurée et 3 rechercher une solution les

satisfaisant.

A - APPROCHE ANALYTIQUE

1. Cas de la tomographie classique (I.B.l et I.B.2)

1.1. La transformée de Radon ét son inversion

Cette approche repose sur les expressions analytiques de l'opérateur

inverse de 1'opérateur R :

f étant une fonction continue de R?> dans R supposée.ﬁulle hors du

disque unité D,
Rf est la fonction de [o, Tr]X!R + R définie par :
| .
REf (B,u) =.//’ f(u cosb - v sinf, u sind + v cosB) dv
-1

R est appelé opérateur de Radon, qui en 1917 a &tabli l'expression
de 'Y : '

Rf alors

Si g

T 1
- pTl,- _ 1 1 dg
£(x,y) R‘ g (x,5) = ppe /o /_1 eosOrysino=u Ju (0w dudd (LD

ol l'intégrale singulidre est prise au sens de la valeur principale de

Cauchy -
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1 v-£ 1 ’
[ e e @[ 2@
-1 v g+o0” ~1 v+e

Signalons que ces expressions ont &t& ensuite étendues aux distri-
butions sur D (voir Ludwig (1966)).

Maintenant on voit que dans les modélisations I.B.l et I.B.2, en
supposant la largeur des bandes d'intégration suffisamment petite,

-

(¢k P,f) coincide 3 un facteur prds (de proportionnalité connue), avec
b4

Rf(ek,up) = P6 f(up). Alors la reconstruction de £° au point (x,y) par
k .
une méthode analytique consiste 3 &valuer 1l'intégrale (1.1) dans laquelle
g = Rf0 est connue aux points (Gk,up), i 1l'erreur € . prés, par la
mesure y, " En fait d'autres expressions de R°'' que nous allons rappe-
?

ler se sont révélées plus faciles i discrétiser.

Pour les présenter, définissons 1' opérateur d'épandage (ou rétro-
P ’ P P 4 .

projection) :
R : A ([o,MxR -+ R) ~R™ ®? +R)

m ;
avec R* A(x,y) =./ A (8, x cosB + y sinf) 4o . (1.2)
(o]

(1.1) s'écrit alors sous la forme :

1 .
ot A: (8,v) € [0,M]x R + A(8,v)= — / L 2 g 6w du  (1.3)
| -1 oo

A 1'aide d'une intégration par partie, cette dernidre intégrale peut

aussi s'écrire: :

v-e .
A(8,v) = - —— 1lim [/ HGROI +/ E@ g, - 200
2m%  e»o -1 (v—u) v+E (v—u) '
(1.4)

Introduisons la transformation de Fourier F, par rapport 3 u :
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g ([o,n] xXR~+R / g(6,u)? du < @) + Flg ([O,TT] xR + C)

4

® -2TiuU
avec Flg" 6,1 = g(g,u) e du

v

Alors (1.4) qui est une convolution, &quivaut formellement 3 :

FI-, A (6,0) = Ul Fg (8, U)
Pour une formulation rigoureuse, voi# L. Schwartz (!961).
- . -1
Ainsi R'Y = R* Fp |u] F, (1.5)

L'introduction de la transformée de Fourier F, i 2 dimensions
donne deux autres expressions Equivalentes de R ! et permet de retrouver

(1.5)

Rappelons que F,f est une fonction de R? dans € définie par :

=]

® =27 (xX+ yY) -
Fof (%,%) = f(x,y) e . dx dy

o 7o
Notons € la conversion en polaire
£ ®? ) »er ([o,m]x R > €)
avec -e% (e,0) = ,f\ (U cosB, U sind)

On peut facilement montrer le théoréme dit d'équivalence coupe-

projection dans le domaine de Fourier : CF,(f) = FiR(£) - . (1.6)

D'oll la nouvelle décomposition :

R =F,"le™t fy (L)
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Remarquons que (1.6) implique que si g est la transformée de Radon

d'une fonction, Fy g est assimilable a une représentation polaire, con-

trairement 3 g.

On peut maintenant &tablir (1.5) par le changement de variable

x = U cos@, y = U sin6 dans 1'intégrale bien connue exprimant F, ' ,

donnant :

o]

T 2w i(x Ucos® + y Usin®)
£(x,y) = e F, £(U,0) e |uldu d®@  (1.8)
[e} -0

puisqu'on reconnait ici que f = R* Fi ! |u] (€ F2f) et qu'on peut

substituer ensuite F;y Rf 3 € F,f d'aprés (1.6).

Enfin pour la 3&me décomposition, introduisons 1'&pandage de g,

noté e, défini par :
e =R* g =R*Rs (1.9)

En écrivant e = R* Fi ! F; Rf et en substituant, cette fois,
©eF,f a F;y Rf, on obtient :

Lo

m 27i U (x cosB +y‘sin9)
e(x,y) = eF, f (U,0) e ‘ du 4o

o 7 - (1.10)
d'oli si Fye est la transformée de Fourier de e (au sens des distribu-
tions car e n'est pas globalement intégrable sur R> d&s que f est 3
valeur > O, non partout nulle) la comparaison de (1.8) et (l 10) indique
que : .

€ F,f = |U|€F;e (1.11)

D'oll d'aprés (1.9)

R7L=F,"! €1 |yl eF, R® (1.12)

Ces 3 décompositions formelles de R * ont servi de guides 3
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1'élaboration de 3 types de méthodes d'&valuation numérique de f 3

partir d'échantillons de Rf, qui sont connues sous les noms respectifs :

- &pandage des projections filtrées (décomposition  (1.5)
- inversion de la transformée de Fourier 3 2 dimensions (1.7)

- filtrage de l'image é&pandue (1.12)

Il est certain que le calcul exact, ainsi décomposé de f(x,y)
nécessite la connaissance de Rf en tout point O,u. Or en pratique Rf est
mesurée en un nombre fini d'angles de vue 6 et d'abscisses u et ces
mesures sont plus ou moins bruitées (assez fortement en tomographie par

émission).

Ces 3 décompositions sont donc discrétisées avec précaution afin

d'assurer une certaine insensibilité aux erreurs de mesures.

L'avantage de ces décompositions est qu'on peut trds facilement
les modifier de maniére 3 ce qu'elle produise une approximation 3 bande
limitée fb au lieu de f.

Si Eszb(U,G) = Fb(U) %sz(U,65,oﬁ Fb(U) est une fenétre en fréqueﬁce,

nulle si]U|> b , la modification souhaitée consiste & remplacer |U| par
|u] B, (V) dams (1.5) ou (1.12) ou Fy par F, Fi dams (1.7).

Signalons un 4&me type d'expression de R;l basé sur -les décomposi-
tions azimutales (ou en harmoniques angulaires) de f et g (Cormack (1963),
Perry (1975)). '

La définition de g = Rf Etant &tendue 3 tous les angles 6 de R,
g(.,u) et €£(.,r) sont des fonctions périodiques de période 27 et on a

les décompositions azimuales :

o in® oo _ in®
g(B,u) = I gn(u) e et €£(B,r) = I fn(r) e
n=—00 - -0

oli chaque harmonique g, se calcule par :

1 27 - inb
g, (W = 5= /O g(6,u) e de
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Et la formule de Cormack est :

. 1 g% gn(u) T, (u/r)

= du
r (u2/r? - 1)172

B0 = -

ol Tn sont les polyndmes de Tchébytchev.

Cette formule fait apparaitre que f(x,y) peut &tre théoriquement

2

calculé uniquement avec les valeurs : g(6,u) pour u® > x? + y?, mais elle

se révéle moins facile 3 discrétiser.

Les deux paragraphes suivant décrivent les deux méthodes standard,
déduites des formules (1.5) et (1.12), utilisées sur les tomographes com-

mercialisés.

On suppose, pour ne pas compliquer, une répartition uniforme des

échantillons de Rf :

. .
( Gk, up) = (k ﬁg s PAu) k-=1, .., Me p = - Mu"" Mu

Au &tant tel que le support de f soit dans le disque centré en 0

de rayon Mu Au.

1.2. L'8pandage des projections filtrées

La fonction f cherchée étant généralement représentée sur un &cran
vidéo, on cherche seulement ses valeurs aux points d'une grille rectangu~

laire, qui sont ensuite présentées par des niveaux de gris différents.
Cette méthode se décompose en 2 &tapes :

a) dans chaque direction Gk, la restriction & [—l,l] de K(Bk;-)
(appelée projection filtrée) est estimée 3 partir des 2 Mu + 1 valeurs
¥, - (A est définie par (1.3)).
k,p
b) une approximation de R A a 1'aide des Me coupes précédentes

de A donne une estimation de £(x,y), en tout point (x,y) souhait&.
(R*\ est définie par (1.2)).
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L'étape b) a toujours &té réalisée par une somme classique de

Riemann, appeléde &pandage discret de Me fonctions.

M
C]
x ki .
Ry {A(ek,.) /k = 1,..,Me} = LA (ek, X cosek +y 51n6k)
¢} o k=l
Par contre les formules d'estimation de A = K(Gk,}) sont nom—

breuses. Voir S$.W. Rowland (1979), k

Indiquons seulement le type de formule le plus rapide et le plus

souvent utilis@ : c'est 1'implémentation dans le domaine de Fourier.

I1 est bien connu en analyse de Fourier que 1'échantillonnage de
ge auxlp01nts p Au, ne permet de retrouver qu'une approximation de Fj g, Ssur
f' VNI 2Au] d'autant meilleure que les amplitudes ,Flge(U)[ sont
faibles pour IUI 2& (effet de retournement de fréquence ou "aliasing"),
Tals cet &chantillonnage permet d'acc&der 3 une fonction a4 bande limitée
8y estimation lisse de 8g» donnée par,. pour 0 = Gk :

Figg W 2F,@ . 0F @

k:
o n Ma ~2TiUpAu
DF . (U) = ¢ Fg (U+=) =Au T v e
(- % e 188 Au bt k,p
oll ; ¢ Fy:( EﬁTAu) q =-M,..,M" est la transformée de Fourler discréte
des yk )

Fé(U) est une fenétre en fréquence nulle si ]U{ >b

k .
b choisi < EKE

Remarquons que si F = XE—I/Z Au, 1/2 AQ] ,» alors gek?nterpole les
?

valeurs yk; en u = pAu. Alors 2M + 1 échantillons de A sont estimés. en

k
remplagant ge par ge

2miUpAu

Mep = (F* v Fl gei(pAu) = |u] Flg%EU) e du
-b

et en calculant cette intégrale pour une somme de Riemann aux points

U = q ==M',..,M' (c'est une transformée de Fourier discr&te inverse).

. .
2M'Au
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-

Enguite une interpolation de Lagrange 3 1 ou 2 points donne la

“fonetion - Ae . Notons que cette méthode utilise avec profit les algo-
. k ~ . . .

rithmes de transformée de Fourier rapide, et permet de tester facilement

diverses fenétres Fb' Un exemple standard est la fenétre de Hamming :

3 (1 + cos m—Z N si U] < b
F vy =

0 sinon

oli les paramétres b et n, respectivement appelés fréquence de coupure et
exposant du filtre, sont choisis afin de prévenir l'instabilit& numérique

du calcul.

1.3. Le_filtrage des_projections &pandues est 1'algorithme

. . -1 . . P -
d'approximation de Rg sur une grille rectangulaire déduit de la 3€me

décomposition (1.12).

. s . SR ' .
Il consiste 3 estimer Rg puis 3 "filtrer" cette fonction en
multipliant ses fréquences F, Ré.(X,Y) par \/X? + Y?. L'implémentation
o L . S % ~
numérique nécessite de supposer borné le support de Rg et se décompose

en 4 étapes.

a) § étant choisi a priori (voisin de Au), J &tant choisi suf-

3 3 ~ - 3 - . 2
fisamment grand pour que Rxg puisse étre négligé hors de [— J S8, J 5] s

on calcule en tout point (x,y) de la grille {(j's, j" 8)/ j',i" = -J,.,J}
1'épandage discret d&ji vu - .

T Me ~ )

ﬁg k=§ g (ek, X cosek +y 31n6k)

~

ot 8(9k,u) est-une fonction interpolant les Vi o en u = pAu pour
b4

p=- Mu""Mu

b) on calcule la transformée de Fourier discréte de cette matrice

(23+1)x(2J+1), ce qui nous donne une approximation de F, Rg sur la grille
st 211

[ (s 5o ) ' 3" = - 3,.0,0)
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c) on multiplie chaque coefficient de cette nouvelle matrice par
U 1 jvz + jnZ

i',i" = 238

d) on calcule enfin la transformée de Fourier inverse discréte,

que nous donne f sur la grille (j' &, j".8) j',j" =~-J,..,J

Rappelons que 1' approxlmatlon de F Rg calculée en b) est souvent
trés mauvaise au bord du pavé [— 75 > 26] . Pour y remédier un lissage de f
est réalis€ en multipliant en ¢) par U Fb(U) au lieu de U ol Fb est une

fenétre analogue aux précédentes.

2. Cas de la tomographie 3 temps de vol (I.B.3)

L'approche analytique conduit ici 3 une méthode duEtype filtrage
de 1'image. epandue, devenue la methode standard En effet dans chaque

direction ek k M les mesures yk p== (¢k p’ f) sont les Gchantillons aux

points- pAu‘,ﬁl.Av de ?. hmstoprogectlon H kf= N définie au I.B.3 par :
k .

S

1 .
g (u,v) = }/( f(u cosf-v'sinb, u sin@+v'cosh) Gc(v—v') dv'
k -1

T
Et on peut montrer que 1l'image épandue e(x,y) f//, he(x,y) de
o -

i

ol he(x,y) =-ge(x cos8+ y sinb, - x sin6 + y cosf)

(h8 est la représentation de g4 dans le repére fixe Oxy)

est liée a f par une relation de convolution analogue & (1.12) avec

T202 U] 2
e

au lieu de [U] z.n
n.I (%2 [u] 2

ol T fonction de Bessel modifige (cf R. Campagnolo (1980))

L'implémentation est alors faite de mani&re semblable au § 1.3
avec cette nouvelle fonction (de transfert) utilisée en c) et un &pandage
discret en a) qui consiste ici 3 calculer en chaque point (x,y) de la

grille (j'8,3"8) une estimation &(x,y) de e(x,y) par la somme de Riemann :
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9 .
| h-k(x,}’) (2.2)

n~M =

~ "-
e(x,y) = M
8 k
ol chaque hk(x,y) est une estimation de gy (x cos6+ y sin®,- x sin6+ y cos6)

calculée par une interpolation (généraleme%t bilinéaire) des &chantillons
2
=
yk,p gek

(pAu, RAvV) mesurés.

Il est important de remarquer que, dans ce syst&me de mesure,
les yi’p sont des &chantillons tré&s bruités des histoprojectionz (on compte
en effet en général quelques dizaines d'@missions pour chaque yk,p’ avec
une variance du méme ordre, en raison de la faible dose de traceur injecté
et du temps limit&). L'algorithme de reconstruction actuellement implémenté
tente d'y remédier en lissant chaque histoprojection par la convolution

suivante :

Ee(u,v) = ge(u,v)GU;x(v—v') dv' 2.3)

-—co

oli 0' est un paramétre de ce lissage.
p g
T

Comme auparavant E(X,Y) =’/r he(x,Y) d6 est 1ié 3 f par une con-

o

volution dont la fonction de transfert peut &tre explicitde et est &valuée
1 o1t n,

sur la grille 67%3 "‘%3)' L'estimation de e est obtenue dans cet algo-

rithme en réalisant 1'épandage discret (cf (2.2))o0l les yi P sont remplacés
P -

g,
par H
Tk,p
L
o = I w Lt -
kb g ¥ -2 Tkyp . (2.4)
-~ -
ol wy G0 (Q.Av)

(Av est le pas des classes de temps de vol)

Il a &té observé que o' = 0 convenait le mieux 3 cette reconstruction.
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B - LES METHODES ALGEBRIQUES

1. L'approche générale

Contrairement aux méthodes analytiques oli la discrétisation des
formules apparaft i la fin de la procédure, l'approche consiste ici 3
discrétiser dés le début 1'estimation cherchée de f°. Pour cela on
choisit un nombre fini de fonctions simples W tD>R (j =1,..,n) et

on cherche cette estimation sous la forme :

f(x,y) = ; A, ¥.(x,y) en tout point (x,y) dé D (1.1)
j=]JJ '
Le choix d'une telle décomposition doit &videmment d' une part
assurer la'possibilité d'une bonne mod&lisation de £9 et 4’ autre part
permettre pour un coﬁt raisonnable, la recherche de n coefficients
Al,..,k tels que Z X W vérifie les informations mesurées ou connues

a priori sur f£°, i=1

Ces informations mesurées sont les valeurs Vs plus ou moins pré-

cises lides 3 f° par :

= (¢i,fb) *e; 1=1,..,m (cf formulation I.a)

A.Y, soit proche de f°

Or on souhaite ici que ;%5
1

]

J

A fortiori, parce que chague fonctionnelle (¢ » ) est linéaire et continue
sur L @), on veut que I A (¢.,W ) soit voisin de (¢ ,£9), 1'8cart
autorlse 8tant appelé ergeur de dlscretlsatlon. Aprés substltutlon dans

1'équation ci-dessus on obtient les m &quations que doivent satisfaire
les A, :
hi

n
y. = El Aj @i,Wj) + e, 1=1,..,m (1.2)

{ (¢i,Wj) sont des coefficients calculables

e, est une tolérance non exactement connue mais qui doit
ressembler & la somme d'une erreur de mesure probable

et d'une erreur de discrétisation
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. . . n . .
En notation matricielle, on cherche un vecteur A € R satisfaisant
vyv=HA+ e

oi y est le vecteur mx | : (yl,yz,..,ym)t (1.3
A est le vecteur n x 1 (AI,KZ,..,An)t
t
e est le vecteur m x 1 : (el,ez,..,em)

H est la matrice m x n d'élément i,j : (¢i,Wj)

I1 est important de rappeler que H est une matrice tras grande
X . . s s ' 4
en pratique : un cas typique en tomographie par &émission est n = 10 et

m encore plus grand (106 avec le temps de vol).

2. Exemples standard de méthodes algébriques

2.1, Pixels et techniques itératives

Un exemple gourant des Wj est celui des indicatrices des pixels

d'une grille carrée recouvrant D de pas §, c'est-3-dire :

— 2 =
n =417 R \Pj"jn(X’Y) = X[j'é,(j'+l)5] (%) X[j"(s’(j""'l)d:l 6
pour j' =-7J,..,J-1
FANEIE N S 4 I

Cette décomposition est en effet bien adaptée & la représentation
de l'estimation f sur un écran vid@o. La matrice H est tr@s creuse mais
n'a pas de réelle symétrie particuli&re. De nombreuses méthodes itérati-
ves ont alors &té proposées pour la recherche de A. A titré d'exemples
voici les 2 méthodes les plus connues (sous les noms respectifs de ART
et de SIRT), ol les procédures de correction 3 chaque itération ont une
interprétation physique intuitive (pour plus de détails, voir
Y. Censor (1981)).

a) la premisdre est la proc&dure de Kaczmarz qui converge vers la
solution de norme minimale de HA = y, si ce syst@me admet une solutiom,

pour 0 < a < 2 :
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Al e rt @®™) (1'image de HT)

T (mod m)

j=p
[ il o
He
[ ld
]

b
]

1,2,..,4

oil hi est la iéme ligne de H.

Depuis son apparition en tomographie (une des- premi&res méthodes
utilisées commercialement) des algorithmes du méme type ont &té &laborés
pour traiter des contraintes du type : h AL wo i 1la place de
Ti T
compte une tol&rance e, supposée.

h A, permettant d'assurer 1'ex1stence d une solutlon en prenant en

b) la deuxidme méthode est un algorithme (de Richardéon) voisin de

celui du gradient :

Al e nt @Y

M T a By - ATt o= ,2,.. 4

qui converge, avec 0O suffisamment petit, vers la solution pseudo-inverse,
g oe . P t
c'est-a-dire de norme.minimale parmi celles qui vérifient HtH)L =Hy

(précisé au § 3).

L'avantage de ces 2 méthodes est &videmment la facilité de calcul
de \TT1 3 partir de A' (aucune inversion matricielle mais des produits
scalaires avec des vecteurs creux que 1l'on peut générer en cours d'algo-
rithme). Mais leur convergence se révéle lente et dépend beaucoup de 1l'ini-

tialisation A%,

2.2. D'autres décompositions

Le symétries d'acquisition (cf I.B.4) qui existent dans 1la plupart
des tomographes permettent de trouver des décompositions pour lesquelles

la matrice H posséde une structure trds intéressante.

a) Une d&composition sur les'pixels rayons'a &té récemment &tudiée

en tomographie X : quand les m = K P mesures d'intégration sur les bandes Li
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sont positionnées aux points (9. ;28 )= (ek,u ) = (k i? s PAu), i = (k-1)P+p,

le choix de 1la décomposition :

= = = = ¢ ) =
n=K.P ¥, Y XLz 0,q (¢f T.B.I) 2 =1,..,K
sq
q=1,..,p (2.2)
j = (2=1)P+q

v

donne 3 H une structure bloc-circulante. En effet son &lément (i,j) vaut :

(6., ¥.) = (x s X ) =surface (. N L )
L L o 9
1 J koD 2,9 kD 9q;

qui est invariant par rotation identique de Lk

et L » c'est-3-dire
2,q
est fonction de (k-£) (mod K). ’

»P

Et on montre que le calcul exact de la solution pseudo-inverse de
HA=y nécessite alors seulement K ré&solutions de systéme d'ordre P et 2 P

transformées de Fourier discrétes d'ordre K.

Aprés le calcul de A, celui de f(x,y) est ensuite analogue 3

1'épandage discret vu au A.1.2 :

A

f(x,y) = I Ak > X (x,y) =2 Ak(x cos@k +y 51nek)
k’p ? Lk k. s
sP
ol A (0) = Ak,p si [u - pAul< Au/,
0 sinon

b Un cas de géométrie bien regullere des nrovectxons mesurées a
été &tudié par Robert MARR (1979):D &tant le disaque ﬂn1te, a la circonfé-
rence duqguel sont répartis- uniformément P points, les PC———\ mesures Y5

sont les intégrales de f le long des cordes joignant ces points.



27

Dans le repére [—1,1]x [O,ZHJ, ces cordes sont décrites par les

P(P-1) points® 3

1,..,P
k=1,..,p~1

ki N
= mp/P 5] = = (Zk+p ~2
u, = cos (Tp/P) k,p -7 (k0 -2) p

et (b po O = ROG , w)

Une base de 1'espace des polyndmes de degré total N (< P-2) sur D

qui rend diagonale Htﬁiﬂa €té mise en &vidence par MARR. Ce sont les
Polypomes: 3 IQI o |
Y, (x,y) = (x+(-1) y) Q (x%+y%) L =-0,,.0..,+»
%,q 12],q o lq]+22 < N
q LI )

(2.3)

ol les Q (@ =0,1,..,+°) sont les olyndmes orthogonaux (de degré
2,9 P :

q = 0,..,+2) pour le produit scalaire (£ > O fix&) sur [O,l}.:

1
< f,g >z = f tz f(t)g(r) dt
0

L]

et tels que Ql q(1) =1,
b

Ces polyndmes peuvent &tre évalués numériquement par une formule

de récurrence. Les 2 propriétés int8ressantes des V¥ sont que leurs trans-

2,q

formées de Radon ont une expression simple :
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o i20
RY, q(e, cosd) = 2(|2] + 2q+1)7 " sin((]|2] + 2q - 1)®) e

ce qui permet de calculer les coefficients (¢k P,W ) de H
’

2,9

et qu'elles sont orthogonales au sens suivant (GQ ot = 1 si 2=0', O sinom) :
-

2
. . = 9p2 -
z RY¥ (ek,p s up) R‘PQ,,q, (ek,p’ up) 2P2 (|2 ]+2q+1)” 8 S

' 2,q
p=l,..,P

k=1,..,P-1

2,2" q,q'

ce qui signifie que HtH est diagonale.

- . t . " .
La résolution exacte de HtHA.= H y devient alors trés simple.
Signalons que cette procédure ne s'applique qu'avee N € P-2. Ceci se

°

comprend en remarquant que l'espace de ces polyndmes est de dimension
(N+2) (N+1) t ' i o . .
n = ——F—= et que HH,d'ordre n,ne pourrait &tre inversible avec
P(P-1)
T ——— & .
m 5 n
Comme avec la décomposition précédente, la résolution exacte de
1'équation donnant A révéle en pratique la nécessité d'une meilleure

formulation de cette équation.

3. Les formulations possibles définissant l'estimation du mod&le discret

a) Si on peut raisonnablement supposer que les erreurs de mesures
et de discrétisation sont négligeables,il semble légitime ?e chercher A
tel que le résidu HA-y soit le plus petit possible. Avec:une norme eucli-
dienne classique pour mesurer cette taille, il est bien connu que cela
impose HtH)L=th, appelée &quation normale, dont la solution d'énergie
minimale (c'ecsic-a-dire X/ HtH}\=th et Vi e Rn/HtHu = th-,llu” = 1AD,
appelée solution pseudo-inverse, est caractérisée par le fait qu'elle ap-
partient 3 HtGRm). Or en pratique cette solution calcule exactement comme
dans les 2 décompositions précédentes apparait généralement tr@s oscillante
et numériquement instable. Ceci se retrouve dans le comportement observé des
techniques itératives approchant cette solution : "faire trop d'itérations"

détériore l'estimation.
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Et cet 'ennui' apparaft en fait quel que soit le critdre mesurant
la proximité de H) a y. On le retrouve ainsi dans les solutions de type
maximum de vraisemblance. Par exemple, en tomographie par positfon (cf IB3)
l'erreur de discrétisation &tant généralement faible devant 1'erreur pois~
sonnienne de mesure, on ‘peut considérer que y; est une réalisation d'une
variable aléatoire de Poisson de paramétre htA. et la solution du maximum
de vraisemblance est le vecteur A, A 2 0, pour lequel la probabilité des
réalisations conjointes Yyseesy, est maximum. (une technique itérative de
calcul de cette solution est présentée par K. Lange (1984) et, pour le cas

avec temps de vol, par D. Snyder (1983)).

La raison fondamentale de cet ennui est le mauvais cdnditionnement
de la matrice H : parce que les mesures sont des moyennes globales, il
existe des vecteurs correspondant 3 des fonctions tras oscillantes pour
lesquels toutes les mesures sont sensiblement nulles. (une &tude numérique
de ce mauvais conditionnement a &t& réalisée par J. Llacer (1982) sur des
modéles réduits de tomographe standard). Une trés l&gére modification de y
dans les formulationms précédentes peut alors changer complétement la solu-

tion A en la perturbant par un tel vecteur .

b) Le reméde bien connu 3 ceteinstabilité est 1'introduction d'une

information a priori sur l'estimation A, généralement du type :
J(A-XNg E - (1.7

. t .
J(A) est une forme quadratique A~ A A > 0, avec A matrice (n,n)
oll symétrique ,
A est une valeur 'moyenne' de )\, suppos&e connue s

on connait un ordre de grandeur de E ’

et l'optimisation précédente du critére de proximité de HX 3 y est réalisée
SOus cette contrainte. Quand cette proximité est mesurée par une forme
quadratique (HA- y) ts (HX- y), il est connu que ce nouveau probléme d'opti-

misation conduit finalement 3 modifier le syst&me linéaire donnant X en :

[B%S B+ pA] A =85Sy + op a (1.8)

ol le choix du paramétre réel 0 > 0 est équivalent 3 celui de E.
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Cette technique est un exemple de méthodes de régularisation &tu-

diées par Tikhonov (1977) dans un cadre abstrait.

Dans le cas de la décomposition sur les pixels carrés, des
méthodes itdratives ont &té &laborées pour approcher une telle estimation
et différents choix de p, S, A ont &té expérimentalement comparés (voir
E. Artzy (1979)) : ces choix se révélent trés importants pour la qualité
de la reconstruction mais en méme temps trés 7'dépendants'aussi bien de

la précision des mesures y que de la fonction £° cherchée.

¢) Signalons que l'estimation statistique est un cadre théorique
souvent utilisé@ pour introduire cette régularisation. Par exemple, on
suppose que A est une réalisation d'un vecteur aléatoire Gaussien de
moyenne A, de variance la matrice VK et que, conditionnellement 3 un A
donné, y suit une loi de Gauss de moyenne HA, de variance Vy' Alors l'es-
timateur Bayesten standard est donné par (1.8) ol S = V;l, oA = Vy o

Cette solution a de nombreuses propriétés statistiques (voir O0.N. Strand
(1968)).

Signalons que, alors que la taille du systéme (1.8) augmente avec
n, la richesse de la décomposition, cet estimateur est aussi donné par
la résolution du systéme m x m : ’

~

(HV Ht+vy)z=y-HA

A

puisque, en mulEipliant les 2 termes de cette E&quation par»Ht V;l 3 gauche,
on obtient que A + Vk Ht z est solution de (1.8). Par exemﬁle avec

VK = 12 In oll In est la matrice identitéd T réel > 0, 1l'estimateur Bayesien
calculé sur les pixels carrés d'une grille trés fine (donc n grand) a en
fait une décomposition sur les'pixels rayons'(§ 2.2) ¢i dont les coeffi-

. ~ . . 1 - t
cients sont calculds en inversant la matrice HHF + =z Vy , oi (HH )i . =

2]
n
T (p., ¥,) (¥,,0.) = (¢.,0.) quand n + + ©, qui conserve donc la struc-—
o=1 * % £27] 1°7]
ture bloc-circulante signalée au 2.2 si Vy la posséde aussi, et peut alors

étre directement inversée.
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A - INTRODUCTION

Les méthodes de reconstruction d'images actuellement utilisées
dans les tomographes commercialisés sont les méthodes analytiques
décrites au chapitre II.A principalement en raison de leurs performances
jugées satisfaisantes dés que 1l'on a un assez grand nombre (> 105) de
bonnes données uniformément réparties, et aussi 3 cause de la plus grande
lenteur des méthodes itératives. Mais ces méthodes utilisent un filtre

(fenétre Fb du II,A) dont le choix est difficile & justifier alors que
son adaptation & chaque application particulidre est trds importante pour
la qualité de la reconstruction (voir par exemple T. Chang (1980)). Cet
inconvénient est surtout flagrant quand les données sont bruitées comme
en tomographie 3 positron puisque le lissage, ici indispensable, r&alisé
par ce filtre est choisi empiriquement alors qu'il devrait &tre adapté

aussi bien 3 la précision des mesures qu'a la forme de £0.

L'approche des problémes de reconstruction &tudiée ici, outre le
fait qu'elle peut s'appliquer' 3 un vaste ensemble de modélisations des
mesures (on pourra aiﬁsi prendré en compte un &chantillonnage moins com-
plet, la largeur et la sensibilité de chaque détecteur), va permettre de

définir cette adaptation souhaitée.

Cette approche est celle des méthodes de régularisation avec déter-
mination du paramétre de régularisation (ou de lissage) optimal (appelées
aussi méthodes d'estimation optimale par A.A. Melkmann and C.A. Miccheli
(1978) dans leur.analyse de ses propriétés théoriques; on donne aussi le

nom de fonctions splines d'ajustement aux solutions ainsi construites) :

Par exemple si on peut supposer que les erreurs de mesures sont
non corrélées, de méme variance o2, il est naturel de dire que l'ensemble
des fonctions satisfaisant les équations (formuldes en I.A) données par

les mesures est :

E = {fe LD /%S(f) < o2}

m 2
ol S(f) = izl [<¢i,f) - yi]
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Or il est bien connu qu'un tel ensemble contient toujours des
fonctions trés oscillantes (par exemple K.T. Smith (1977)) d&s qu'il est
non vide (les données inexactes y; sont presque slirement incompatibles
avec les relations de dépendance existant entre les ¢i et Ec devient
alors vide si o est choisi trop petit) et cet ennui persiste méme si
1'on restreint E, 2 son intersection avec un sous-espace F de L, (D) qui
doit rester raisonmnablement grand pour bien modéliser £9 (on 1'a déja
signalé au II.B.3 avec F de dimension finie). On a donc besoiﬁ d'une
information a priori qui consiste 3 préférer le moins d'oscillations

possibles dans 1'estimation de £0.

Pour cela on définit une forme quadratique J qui mesure 1'irré-
. . . . . . 0
larité J(f) de toute fonction f de F et on choisit comme estimation de f
la moins irrégulidre des fonctions de ¥ satisfaisant les mesures (c'est-3-

dire la fonction de Eol\ F pour laquelle J est minimum).

Le critdre S(f) mesurant l'&cart de f aux mesures est discuté et
1'existence, l'unicité et la caractérisation de la solution de ces pro-
blémes d'optimisation sont &tudifes avec trois types de fonctionnelles J
(1'énergie (ou norme L,), l'énergie du gradient, 1l'énergie de flexiom)

et dans le cas plus simple oli F est de dimension finie (section B).

En fait excepté pour des valeurs incohérentes de o,1l existe un
réel p > 0 pour lequel cet estimateur est la fonction fo de F minimisant

sans contrainte Jp(f) dans F
Jp(f) = §(£) + p J(£)

Ce paramétre de régularisation p est explicitement utilis& puisque le
calcul de fp se raméne, dans les cas &tudids, 3 la résolution d'un systéme

linéaire paramétré par p. Et le choix d'une bonne valeur de p est crucial.

Dans l'exemple ci-dessus oll 0 est connu, ce paramétre p est déter-
miné par 0 et peut &tre calculé en fonction des données vy ¢ c'est la
méthode du résidu. Deux autres méthodes de choix de p sont aussi présentées
i la section C : une méthode statistique qui nécessite de connaitre (& peu

prés) la matrice de variance des erreurs de mesures; et qui consiste a
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choisir p qui minimise une estimation, calculée en fonction de 0, v et
cette matrice, de la proximité de fo 3 £f0 5 et une troisisme méthode,
la validation croisée qui a l'avantage de ne nécessiter aucune hypothése

statistique. (une nouvelle méthode statistique est aussi présentée).

On &tudie en D une propriété, trds intéressante en pratique, de
ces 2 méthodes : elles permettent aussi le choix entre différentes formes
quadratiques J car elles donnent accés 3 une mesure (plus précise pour
la méthode statistique) de la qualit& de la régularisation optimale faite

avec J donnée.

B - QUATRE EXEMPLES DE SOLUTION REGULARISEE DE PARAMETRE p

1. Le critére d'8cart aux mesures

Indiquons d'abord les dé&finitions possibles de la fonctionnelle

.

S(f) mesurant 1'écart (ou 1' infidélité) de f aux mesures y; i = l,..,m.

Rappelons que nous savons que £0 verifie les équations :

(¢i,f°>_ e, i=1,..,m

olt les fonctions ¢. et les valeurs réelles Yy sont connues, mals, suivant

les cas, on ne comnait que des propriété&s statistiques sur les erreurs €;

Une hypoth&se courante est de supposer que les €; sont des réali-
sations de variables alBatoires E d'espérance nulle, et de matrice de

variance Vs définie positive:

E (Ei)

E (Ei aj) = (Ve)l,_]

Dans ce cas il est naturel de définir S(f) par :

m
_ = - . _ .\
SO = I sy COLD -y (0,0 -y
1,j3=1
_1
oli s.,. = (8).,. et S =V
ij i £

(avec 1l'hypothase Gaussienne, S(f) est la fonctionnelle minimis&e dans

l'estimation du maximum de vraisemblance).
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Un exemple qui nous intéresse est celui du bruit Poissonnien

que 1l'on suppose en tomographie par émission (Cf I.B. 2 et 3) : alors

9 = a3 0 0 . . ' oz _ 0 0
‘e: diag (yl,...,ym) matrice diagonale d'éléments Vi3 TV (¢i,f ).

9
yg n'est évidemment pas connu mais peut &tre approché& par y; et des
poids sij prenant en compte ce bruit Poissonnien sont :

1

b4

0
|

s arbitrairement grand si vy = 0

(2]
]

0 sii #‘j

Dans la suite on suppose choisie la matrice S symétrique définie

positive.
Notations

Nous noterons R 1'opérateur de L, (D) dans R® qui 3 f e L, (@)

associe

° RE = (0,8 , (0,0, ., (6,0 F

t
et y le vecteur (y,,¥,, ..,ym) .

. . o e . t
Le produit scalaire Euclidien classique dans R" de y et z = (zl,zz,..,zm) _

m t 2
est mnoté <y,z> =% vy, 2z, =y 2z et<ly,y>= HY”
et celui pondéré par S :<vy,z >S = ytSZ ) et<y,y>s = ”Y”g .
2
Alors S(f) = || ReE-y ]| .
S

2. Ré8gularisation par la norme L, (D)

<

-~

Cette premi&re méthode consiste & chercher l'estimation de £9 dans

F = LZGD) et 3 mesurer l'irrégularité de toute solution éventuelle f par

. 2
3B = ||f1|L2 =// £(x,y)° dxdy (2.1)
D |
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Pour le crit@red'écart aux mesures S(f) d&fini au paragraphe précédent,

le probléme régularisé de paramétre P > 0 est donc par définition :
Trouver fp telle que Jp(fp) £ Jp(f) pour toute fonction f de Lz (D)

2 .2
ob J (£) = S(£) + p I(£) = ll'Rf-yllS + 0 llf”LZ

L'existence et l'unicité du minimiseur de Jp sur F sont démontrées

en annexe 1 oll est &tablie aussi sa caractérisation :

- . oy
. Ve L), (£,,6) = <A ,Re> 2.2y
3Ap= (}\1,°s>\m)' / »
=S - Rf ) ' 2.3
PA, (y -R o) (2.3)
m N
En dé&veloppant '<Ap, Rf>» = % Aﬂ@i’f)L et en le substituant dans
: L »
(2.2) on en d&duit que a
m : . .
(2.2) «=>f = I X.4, , ce que 1'on note £ = R X (2.4)
T A o. o

®* est en fait 1'adjoint de R) et (2.3) est un systéme linéaire. inversible
donnant les Xi :
1

oA, =58y -R R* A) ou (R R* + 5 57) Ay =y (2.5)

L i’j = 132""m

of R B¥ est la matrice H d'élément i,j ¢ Hij = (¢i’¢i)
Iy

Remarquons que (2.4) signifie que fp se décompose sur les fonctions
¢i de mesure. On a signalé qu'une telle décomposition avait déja &ta
étudiée en tomographie classique (Cf II.B.2.2) ofi elle €quivaut 3 un &pan-
dage classique, avec une interpolation au plus proche voisin, et que les
symétries apparaissant alors dans la matrice H permettent la résolution
directe du syst@me (2.5) avec m tras grand. Ce sont ces symétries qui nous
permettent aussi une mise en oceuvre &conomique du choix du p optimal
présentée au chapitre IV.

Cette décomposition (2.4) indique aussi que fp est nulle hors de la réunion
des supports des ¢i: comme on pouvait s'y attendre avec le critdre J mini-
misé, l'estimation est nulle 13 ol il n'y a pas eu de mesure. Ceci peut
s'avérer ind@sirable et génant quand les mesures sont incomplétes. Les

trois autres régularisations présentées remédient 3 cet inconvénient.
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On obtient une solution du méme type en généralisant le choix
de LZGD)'et la norme (2.1) & tout espace de Hilbert: F, (,)F sur lequel

R est continu (voir F. Natterer (1980)) :

Avec J(f) = (f,f)F, la seule modification dans la caractérisation

(2.2) et (2.3) est(f ,f), & la place de (f ,f) (cf annexe 1) .
p’"’F p* " La

Par contre l'adjoint R* n'a plus généralement une expression connue comme
(2.4). Le cas F = L, () et J(£f) =}f wix,y) f£(x,y)? dxdy
D
ol w est une fonction poids Y (x,7) €D w(x,y) > »0) est lui facile

i résoudre:

1 ;
- 1 el et
(H+p S ) Ap =y oil hij = (d)i s §'¢j)L2 1,j = i;.,m

Notons que si {fe:L2 @®) / Rf = y} est non vide, son &lément
9
.minimisant J est unique et a la caractérisation ci-dessus avec p = 0

(Cf Théoréme 2 de 1'annexe 1).

3. Avec l'énergie du gradient

Ici 1l'espace dans lequel on cherche 1l'estimation est F = 1l )
1l'espace des fonctions de LZGD) dont les dérivées partielles premidres
(au sens des distributions) sont aussi dans L,(D), et 1l'irrégularité est

mesurée par l'énergie du gradient de f :
JH(E) =j[ (~§£ (x,7))% + ( of (x,y))?% dxdy (3.1
J D 3% ’ W LIV : LI

Rappelons que Jo(f) + Jl(f) est une norme munissant HIOD)
d'une structure d'espace de Hilbert.H!(D) est aussi le complété de C! (@),
ensemble des fonctions continues sur 6, ayant des dérivées partielles
premiéres continues sur D, pour cette norme. On peut supposer qu'il n'y a
pas de fonctions constantes non nulles dans le noyau de R (c'est toujours

vrai en pratique). Alors on démontre (voir annexe 1) que le probléme :
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trouver fp el o / Jé(fp)< Jé (£) Vf e o ®)

- n? of,2  ,0f,2
~ 1 2 1 = - ) A
oll Jp S(f) +pJ (f) | RE y”s +pA (3X' + (ay)

a une solution unique caractérisée par :

' t - afp
3 >\=(A1,.,.,;§m) /Vf e u! ©) A e

A= S(y - RE)
o (y RE

3 L.
+T§9?—f =<\, RE> (3.2)

QD O
Hith

En utilisant la formule de Green, on obtient (Cf N. Dyn and"
G. Wahba (1979)) une caractérisation de fp_comme solution d'équations aux

. 2 2
dérivées partielles (ol Af est le Laplacien Af = 8°f + e—z\ avec condi-

2 2
tions aux limites : 9% 8y~ .
R* SR - pAf =R® sy
{ PP of
P

la dérivée normale sur le bord de D, el est nulle

4. Avec 1'énergie de flexion

Ici F est l'espace des distributions de Schwartz dont les dérivées
secondes partielles sont de carré sommable dans IRf,et la mesure d'irrégu-

larité est :

/ 2 2 2
HORYS G o @&Ey2y @Ay
R 3x? X0y 3y?

la minimisation de S(f) + p J,(£) dans F a une solution unigue fp qui a
" une représentation explicite (&tablie par J. Duchon (1976) avec une for=-

mulation plus générale des contraintes de mesures)

1

H~Mg

fp(x,y) = A, Ei (x,¥) + ap + a;x + a,y

i=i

oll Ei (x,v) =//iD ¢i(u,v) E(x,v,u,v) dudv

avec E(%y,u,v) = d°Logd od d = \/(x—u)2+ (y-v)?
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t

et les coefficients A =(A1,..,Am) » a.=(aq, a;,az\t satisfont le systéme

linéaire :

K+pS8')A+Ta

=7y
Tt % =0
oi K est la matrice m,m de coefficient i,j = (¢i’ Ej)
i : = . o, = . )
T mgtrlce m, 3/ Ti,l 4& ¢i . T1,2 }0£x¢l(x,y,dxdy,

= [ 3
Ti,3 /4Y¢i(x,y, dxdy -

De plus si Rf = y a des solutions dans F, celle qui minimise J, est unique

et a 1la méme caractérisation avec p = 0.

Signalons que J,(f) est une approximation de 1'énergie de flexion de 1la

plaque mince constituée des points de coordonnées (%, 7, £(x, 7))

5. En dimension finie

Nous avons vu que les régularisations précédentes conduisent 3 la
recherche de m coefficients Ai. Or quand m est grand (106 en tomographie
avec temps de vol) et que les données sont bruitées on devine qu'un degré
de liberté plus petit que m dans l'estimation cherchée serait largement
suffisant. (pour une justification théorique voir F. Natterer (1977)).

. ,
On choisit donc un espace F de dimensiOn finie n, capable de bien
modéliser les éventuelles solutions et facile i utiliser, péur lequel on

connait une base de n fonctions ¥;, ¥,,..,¥_ ~ de L, ®

n

Le critdre de régularité de:f dans F est alors défini par une forme

quadratique, J(f) donnée par sa matrice (n,n) symétrique, A dans cettebase :

+h
[}
[ =)

_ _ 4t Ny t
, Aj‘{’j S J(E) =I() = A AX ot X = ()\i,.,kn) (5.1)

avec A choisié semi-définie positive, i.e /VA ,ION >0
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Le choix de A est donc trés vaste et nous verrons des exemples au chapitre
V provenant de 1'approximation, par une méthode d'&léments finis, des

solutions régularisées définies aux paragraphes 3 et 4.

Dans ce contexte la solution régularisée fp de paramétre o > 0

doit vérifier :

t £
Jp(fp) g Jp(f) pour toute f£f de F

2 .
o J(£) = [[RE-yllg +p A
) . n - - - - ¢
ce qui €quivaut 3, en écrivant fp_= jil Ap,j Wj et Ap = (Xp’l,..,lp,n? 3

n
VxeRr?, Ip(xp) < Ip()g)
- . z .t
olt {Ip(x) = ”HX_—“y”S +0 A AA

H est la matrice m,n de coefficients Hij = (¢i, Wj)
Ce probléme matriciel a la solutiom bien connue (c'est aussi une conséquence

du théoréme 1 de 1l'annexe 1):

§'il n'y a pas de vecteur non nul commun au noyau de H et 3 celui
de A alors fp est unique et

n
£ =3I A .V, 5.2
N B . 3.2)

(H°SH + 0 A) Ay = H'Sy - (5.3)

~ t . . .
oi HSH+ pA est une matrice inversible.

Signalons que quand p + 0, la-solution Ap du systéme (5.3) converge vers
la solution pseudo-inverse de HA= y c'est-i~dire la solution qui minimise

Atax parmi celles qui minimisent HH)\-yHS dans R".

C - L'ESTIMATION DE LA VALEUR OPTIMALE DE P EN FONCTION ' DES MESURES

L'espace de recherche F et le critdre de régularité J sont suoposés
choisis-- parmi les quatre types d'exemples précédents. Ce choix sera toujours

fait de manidre 3 assurer 1'unicité de'fp (condition sur le noyau de J).

On peut vérifier que dans toutes les régularisations envisagées, fp est une

. s e e . t ¢ ey
fonction linéaire du vecteur des données y = (yl,..,ym) (cette propriété



41

découle, dans le cas général de l'annexe !, de la lindarité de la projec-
tion (auto-adjointe) sur un sous-espace fermé dans un Hilbert). Il existe

donc une matrice (m,m) A(p) symétrique telle que : -

- ‘ t—
pr = ( (q)l’ fp)’ A A ((bm: f{p) ) —A(p) y

Et il est théoriquement possible de calculer A(p) pour un P fixé dans le
cas de la régularisation par l'énergie (B.2), l'énergie de flexion (B.4)
et en dimension finie (B.5). Il est facile de vérifier sur la définition
de fp que fp est a fortiorila fonction minimisant J(£) parmi les fonctions
interpolant A(p) y : {feF / Rf = A(p)y} et nous verrons que J(fb) diminue
quand O augmente. .

Une régularisation de paramdtre p peut donc &tre interprétée comme
une transformation lindaire de y qui remplace ces données inexactes par des

données A(P)y compatibles(apnartenanta.l'image de R) et plus lisse (avec un

-

lissage exprimé sur fb) suivie d'une interpolation 3 J minimum. La force de
ce lissage &étant contrdlée par p, nous sommes dans le cadre d'application
des méthodes de lissage optimal, précédemment &tudiées pour le lissage de
données par fonctions splines, principalement par C.H. Reinsch (1971),

G. Whahba (1975), P. Craven et G. Wahbé (1979) et généralisées par G. Wahba
(1977). Avant de présenter les nrincipes de ces méthodes, notons le résultat
suivant d'algdbre statistique, nécessaire dams la suite :

-

. " . m
Lemme Si Y est un vecteur al&atoire 3 valeurs dans R , de moyenne

y% de variance Var(¥) =V,

. . N
Si A est une matrice (n,m), z un vecteur de R

et S est une matrice symétrique (n,n)

2 2
alors E (|| z + A(Y-y?) HS) = ]Izns- + Trace (S AV A5

1
k4

Démonstration : on développe, avec S matrice symétrique racine

carrée de S

2 2 i 2
|2+ a@-y® llg =llzll g+2 25 a0-y" + || s¥ acr") ||
or il est connu que pour toute matrice B (m,m)

E(B(Y—yo)) = 0 donc 1l'espérance du 2§me terme est nulle.
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et Var(BY) = B Var(Y) Bt,

donc E (|| B(T-y®)||2) = E(Trace B(Y¥-y") [B(x-y»]%)

Trace Var(BY)

Trace B Var(Y)Bt
1
avec B = S¥ A et la propriété Trace BC = Trace CB facile i vérifier, on

P 1 2
en déduit EC | 87 A(Y-y%) || )= Trace(s A V A5 , d'ol le résultat.ms

1. La méthode du résidu

Nous avons d&ja vu dans l'introduction A, que si on fait 1'hypothé&se

d'un bruit blanc de variance 0? connue, une id8e intuitive est de dire

alors que f est suffisamment ajustée aux données si || Rf -y|}? < mo?

P

» puis-

que f° verifie cette contrainte en moyenne (E(|| RE-y|® = mo2).

Une généralisation de cette majoration du résidu est naturellement, si on
suppose Y de moyenne RE? , de variance V connue :

S(f) g ¢? avec €2 = Trace(S M

olt S(f) = |[|RE-y H;; » puisque le lemme ci-dessus entraine
E(S(£%)) = €?

- Nous avons signal@ au A que si € est choisi trop petit (< g,) cette
contrainte pouvait é&tre irréalisable. D'autre part si € est choisi trop
grand, (> €_) celle-ci est vérifiée par un grand nombre de fonctions annulant
J. En pratique l'hypoth&se d'une valeur de € cohérente (&ventuellement

déduite de l'hypoth&se de V) est toujours telle que €, < €< €y

Notons s(p) = S(fp). On a alors :

Théor&me 1 fp est 1l'unique solution du probléme : ‘Min JE .
fFeF/S(H) <s(p)

la démonstration est immédiate en supposant, par 1'absurde; cu'il v a une
fonction g # fp telle que S(g) < s(p) et J(g < J(fp) ce qui ent?ainerait
que fp n'est pas minimiseur de Jp » et pour l'unicité, on suppose cette fois
que J(g) = J(fp) d'oll J(g) +pS(g) J(fb)ffp s(P) qui est en contradiction

avec l'unicité du minimiseur de Jp. -
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Maintenant,comme nous vérifierons,dans les régularisations mises en oeuvre,
que .S est une fonction croissante de p, décrivant IEO,Q”L quand - p'décrit
l'axe des réels > 0, (et c'est généralement vrai), le probléme

Min J(£) ol € est cohérent
feF/S(f) g ?

a pour solution unique :

e e e N o2
fpE // o vérifie s(pé) = g

Cette méthode dite de résidu se formule alors par :

2
Pe solution de llA(p)y-yIIS = g?

2. Méthode statistique

Z.I,IAveé l'erreur de prédiction

a) Définissons maintenant le paramétre optimal p® selon Wahba (1977) :

p? est le minimiseur de r(p), erreur quadratique de prédiction des données

°

exactes :

1

- 0y12 o ?
r) =g T [0,£)-0,,89]7 =~ |la@y-y° |
i=1

ol y° =R f? est le vecteur des données exactes (inconnues).

Comme au § 1 les mod&les statistiques suppos&s dans la suite concer-
nent uniquement les erreurs de mesures : y est la réalisation d'un vecteur
s 1 . P
aléatoire Y de moyenne y°. r HA(p)Y-—yOH2 est alors une variable aldatoire

dont la moyenne est fonction de 0, y' et de la variance de Y.

Le paramétre optimal en moyenne, par rapport & la répartition des erreurs de

mesure est :
e qui minimise E(r(p))

oli, par abus de notation, r(p) représente aussi la variable aléatoire
fonction de Y.

Ni‘r(p), ni son espé@rance ne neuvent &tre connus en nratiaue nuisaue
ya ne l'est pas. Mais P. Craven et G. Wahba (1979) ont mis en &vidence un

. . . 2
estimateur de E(r(P),dans le cas d'un bruit blanc de variance O° connue :



44

A 2 2 2
r(p) =% Il A)y-y] - % Trace (A(p)-I) + 95 Trace (A(p)

qui,lui,est calculable et est un estimateur non biaisé de E(r(p)), c'est

3 dire :

E(r(0)) = E(r(p))

~

La recherche de o, minimiseur de r(p) constitue alors une seconde méthode

de choix du p.

b) Présentons maintenant une généralisation immédiate de cette esti-

mation de E(r(p)).

Théoréme 2 : Si le vecteur de mesure y est de moyenne y° = REY, de

variance V

Si on connait un estimateur sans biais Cy de V (i.e E(C )=V)

et si l'erreur de prédiction est mesurée par

2
r(p) = ]IA(p)y - yP”S, ol S' est une matrice symétrique
définie positive,' :fv'rf
alors _
A 2
r(e) = || AP)y~yllgy - Trace s' [A(p) - 1] c, [a() - 1]

+ Trace S' A(p)C A(p)

est un estimateur sans biais de E(r(p)).

Démonstration : En &crivant r(p) = l]A(p)y -y% + A(p) (Y-y° )’[ , et en
appliquant le lemme du d&but '

E(r(p)) = || Ap)y°- ¥° ”s' + Trace S' A(p)V A(p)

D'autre part en &crivant :

2 2
') = [l a@¥-¥llgi = 14y~ v° + [a(0)-1] (T-y") g,
on obtient aussi : :

2
E(s'(0)) = [[AG@)y"- y°llgs + Trace s'[a(p)-1] V [A(0)-1]
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De ces 2 expressions, on déduit alors, puisque E(Cy) =V,

E(s'(p) - Trace S'[A(p)-I] c, [A(p)-1I] + Trace S'A(p)C, A(0)) =E(x(p))
-
Ce théor2me démontre en particulier le cas "bruit blanc” oll
Cy =V =g? Im ci-dessus. Une autre appiication importante est le cas

"bruit poissonnien" :

oill Cy = diag(yf,..,ym) est une approximation connue de
V= diag(yiz...,y&)

on a bien E(Cy) =V, alors le théoréme nous dit, par exemple avec

S' = Im’ que

B

A 2 ;.
r(p) = IIA(p)y-yll + v, - 2 Trace diag(yl,..,ym) [I-A(p)]
: i=1

2
est une estimation sans biais de E(IlA(p)y-—yoll ).

Nous avons signalé au B.l quelle matrice de pondération’S on pou-
vait choisir dans ce contexte poissonnien : les mémes idées sont valables
pour S' dans la définition de r(p). Dans le cas ol §' = diag(s;,of,s;)
d'élémept.> 0 , on déduit du théoréme : :

s!
i

W~y

PN 2
r(p) = || APYy-yllgr + y; = 2 Trace diag(s! y ,.,s] y) [1-a(0)]

i=1

2
est un estimateur sans biais de E(!]A(p)y-—yollsv)

¢) Signalons que dans ces estimations de r(p), on n'a'pas utilisé@ le
fait que p est un paramétre contrSlant la force du lissage : elles sont
généralisables 3 toute transformation linaire symétrique y = Ay et permet-
tent alors d'estimer 1'aptitude de cette transformation 3 épprocher v,
On peut donc imaginer que 1'on peut ajuster des paramétres de cette trans-

formation de mani&re & améliorer cette aptitude.

Remarquons enfin que le choix de p par cette méthode statistique

est aussi équivalent i minimiser t(p) :

2
t(p) = ” A(p)y”s, - 2<A(p)y,y>s, + 2 trace S'A(p)Cy @2.7)

(i1 est en effet facile de vérifier que r(p) - t(p) est une
constante par rapport 3 p). t(p) est en fait une estimation sans biais

2
de E(xr(p)) - || y° ”S' (facile 3 montrer avec le lemme).
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2.2, Avec l'erreur de reconstruction

On peut préférer mesurer la proximité de f 3 £0 par une distance
exprimée directement sur ces 2 fonctions, plutdt que, comme précédemment,
sur Rf et y%, J.P. Butler, J.A. Reeds et S.V. Dawson (1981) ont étudié,

dans le cas particulier de la régularisation par l'énergie, l'erreur L

.

d*estimation de fo

2 A
= - £0
2

2 U
En &crivant e(p) = Ilf ][ -2 (f ’ f° +[lf°” et en substituant

2 2
r* (H +ps1) Iy oﬁ H = RR* (cf B.1. &quations
(2.4) et (2.5)), lls ont observé que e (p) = e(p) - []folh‘,est calculable

1'expression de f

en fonction du vecteur e =y - y0 2
e*(p) = yt AHA y -2 yt Ay +2 yt A e (2.9)
P p p P
ol A = (H 4 syl

Avec l'hypoth&se du bruit blanc de variance o2 connue, il est alors facile
d'expliciter la valeur maximum h(p) de cette erreur par rapport aux

erreurs possibles € telles que lle ”2 $mo?;

t . t
- - s
hip) =y ApHApy 2y Apy +2¢g Vo ” Apy”

Les auteurs cités ont proposé de choisir comme paramétre p la valeur qui
minimise cette majoration h(p) (leur analyse des variations de cette fonc-
tion leur a permis de montrer 1'unicité de ce minimum et son expression
explicite). En fait, en pratique, cette méthode est Equivalente 3 celle du

résidu.

Ici nous généralisons cette définition de e(p) et nous présentons
un-estimateur sans biais de e(p), 3 une constante prés, déduit d'une

expression généralisant (2.9).
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Définissons l'erreur vraie d'estimation de f£0 par fp (ou erreur de recons-

truction) par :

e(p) = J(fp - £0) : (2.10)

A l'aide du théoréme de caractérisation de fp, il est facile de montrer

(cf annexe 1,§ 4) que pour toute fonction f de F :

I(E, -6 - 3 =< % S(I-A(p))y, A(p)y > = 2<% S(I-A(p))y , RE >

2.11)

<

On en déduit avec f = £0 que ex(p) défini par e*(p) = e(p) - J(£9), ne

dépend de £0 qu'a travers e comme (2.9).

On a alors l'estimateur sans biais ;*(p) dé e*(p) suivant -:

Théoréme 3 : Avec les mémes hypoth&ses que le théoréme 2,
e*(p) défini par :

. 2 2
O =-;- [ 3 <a)y,y>g = llaedyll - 2|lyll + 2 trace S(I'A(b))Cy]
S

S
(2.12)

. e e x
est un estimateur sans biais de E(e” (p))

Démonstration

L'espérance du dernier terme de (2.11) ol £ = £9 st 2 <1 S(I-A(p))y0, y0 >
p ’
D'autre part le lemme du début nous permet d'écrire :
1 1
E( < % S(I-A(P))y,y>) = <3 S(I-a(p))y%,y?>+ Trace 5 S(I-A(p))V

Par combinaison de ces 2 relatioms, on déduit :
, 1 . 1 .
E( <3 S(I-A(RNy,Ale)y> - 2< = S(1-A(ENy,y >

+ 2 Trace % S(1-A(p))Cy) =E(e*(p)) =

. ® .
Le choix de e minimiseur de e (p) constitue alors sans doute une bonne

méthode d'approximation de minimiseur de e(p) dé&fini par (2.10).

Pour pouvoir comparer cette nouvelle variante de la méthode statistique 2a



48

la précédente (minimiseur de r(p)),il serait intéressant d'analyser

les variances respectives des deux estimateurs utilisés.

Signalons enfin une autre approche théorique développée par
J.W. Hilgers (1982) en dimension finie, qui consiste 3 &valuer la qualité
de f par une distance (norme quadratique) entre f (que 1l'on note fp y)
et fo,yo solution pseudo~inverse avec les donnees exactes y° d la place
de y. On devine que cette distance s'exprime alors en fonction de €.
Une &tude analytique de cette fonction pour || e || petit lui permet
d'obtenir des estimateurs de celle~ci mais qui semblent difficiles 3
utiliser en pratique puisqu'ils s'egﬁriment en fonction de R§° y d'éva-

9
luation numérique instable.

Concluons ces estimations d'erreurs avec une remarque concernant
la convergence avec € et m de ces solutions régularisées : dans le cas ol
~les mesures sont des &chantillons de la transformée de Radon (cf IT.A. D)

alors, par exemple :

. 1 .1
si £9 ¢ #' (D), fy WF=H D), J=7J + I (ef I11.B.3)

converge vers £0 (au sens de 1l'erreur (2.8))quand e=|ly-y%|] - 0 et m+=

avec un é&chantillonnage uniforme..

La convergence est assurée quel que soit la constante ¢ mais le

.

choix de celle-ci (ou p) reste crucial en pratique oll ¢ est >0 et m fini.

C'est un des résultats de majoration d'erreur présentés par
F. Natterer (1980.a). r |
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3. La méthode de validation croisée

Cette troisidme méthode a l'avantage de ne nécessiter aucune
connaissance statistique sur les erreurs. Elle consiste 3 choisir Py
qui minimise :

1 2
= laeyy-y 1l |

v(p) = S (3.1)
|= Trace (1-A(p))]

Ce critdre, dit de validation croisée généralisée, est dii & Wahba (1977)
qui a aussi montré qu'avec principalement 1'hypothé&se d'une bruit blanc

et J(£f°) raisonnable, p, est un- estimateur de p , minimiseur de
0

2
E(x(p)) = E(” A(E)y-v%| ), d'autant meilleur que m est grand, au sens

oli ¢
E(r(p))

— T =
E(r(ﬁo))

lim

m-=> +

Cette méthode est d'usage courant pour le 1issage.automatique
(car non paramétré) de donnéeé par fonctions spline (elle est implémentée
dans la biblioth&que scientifique IMSL '(1980))}.Et elle a en fait pour
origine une idée simple due 3 M. Stone (1974) : elle consiéte i laisser
de cdté une domnée et & &tudier la validité de différents p par 1'apti-
tude des estimateurs-fp_ associés 3 prédire la donnée non utilisée. On
choisit alors le p qui assure la meilleure prédiction en mbyenne sur les

m séparations d'une donnée possibles.

-~

La dérivation de (3.i) & partir de cette idée est intéressante 3 conse:
truire. : soit fE 1'estimation obtenue quand on laisse de coté la donnée
Vi i.e.

k m 2
f minimiseur de I ((¢.,£)~y.) + p J(f) (3.2)
P . 1 1
i=]
ifk
La quantité ((¢k’f§)_ yk)2 mesure 1l'aptitude de f§ a prédire y,
Quand toutes les données interviennent de maniére symétriﬁue, c'est-3-dire

plus précisément qu'une permutation circulaire des coefficients de y ne

modifie le vecteur lissé A(p)y que par cette méme permutation (i.e.A(p)
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est circulant), le p optimun au sens de la validation est celui, suivant
1'idée de M. Stone, qui minimise :

I - k 2 |
V) =g I (@, £) = 30 (3.3

Heureusement 1'8valuation de V(p) ne néceesite pas la r@solution des m
sous-problémes (3.2 ) mais seulement la connaissance de A(p). Pour le
montrer, il faut d'abord observer que fk est aussi la solution du pro-
bléme initial avec (¢k, f ) & 1la place de V! On &crit alors que la
kleme iéme™

A(p) = (ak 2) k=1,..,m par ‘ce nouveau vecteur de donnees.'
L=1,..,m

valeur prédite par fk est la k ligne du produit de

m
(9> féc) = 221 0 Yoo ¥ s fl;)
LEk

ce qui s'@crit aussi apréds une simple manipulation algébrique :
K m
(-ay) [0 £ - 5] = 2 vd e

Or nous sommes dans le cas oli A(p) est circulante, donc ]-akk='% Trace(I-A(p))
et en sommant ces &galités Elevées au carré pour k = 1,..,m, on obtient
V(p) :
L [x - a@)yll’
V(p) = > = v
E% Trace I - A(p)]

Dans le cas ot il n'y a pas cette symétrie dans les données, on
peut th@oriquement circulariser le probl2me, c'est-i-dire qu'il existe une

matrice Q = (q. .) unitaire telle que :

’J i=19":
j=1l,.e,m
n m
. =2 q.. ¢
i =1 1] 7]
N
y = Qvy

donnent mis 3 la place des ¢ et y dans Jp un . nouveau probleme équivalent

(car Q conserve la norme) pour lequel A(p) est circulante (A(D) es:t par



51

n " ¢ " "
définition la matrice / ( (¢1, fé)""’(¢m’ fp) Y =A@ y).

L'idée de Stone (3.3) s'y applique alors et consiste ici &

minimiser :

1 " 2
" =[x - Ayl
V(p) =

1 . n, 2
( E-Trace I - A(p))

"
Or un simple calcul algébrique permet de vérifier que V(p) est en fait

~
indépendant de la matrice Q puisque V(p) = v(p).
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D - LE CHOIX DES CRITERES DE REGULARISATION

Maintenant que nous avons vu comment, pour F et J donnes, réaliser
une regularlsatlon optimale, on peut se demander comment choisir F et
surtout J. Un choix supplémentaire offert est celui de la translation du
probléme, c'est-3-dire de remplacer, dans J (f) minimisé, J(f) par
J(f - £) on £ est une fonction connue que 1 on suppose a priori proche de
£9,

l. Le choix de l'espace de recherche et du critére de régularité

Dans le cas oli la variance du brult est approximativement connue
(par la matrice Cy du C.2) l'estimateur r(p) de l'erreur de prédiction
- des ‘données exactes, donné au theoreme 2duC.2, est évidemment fonction de

FetdJia travers A(p), notons le r_ _(p) pour indiquer cette dépendance

F,J
et notons rF g sa valeur minimale associde 3 la régularisation optimale
suivant ce critére :

~ ’ ~

r = inf rF’J(p)

(1.1)
F,J 050

Sans chercher &videmment 3 optlmlser F, J, on peut choisir entre

quelques possibilit&s celle pour laquelle rF g est le plus petit.
H .

~

Par contre on ne peut utiliser 1'estimation eX(p) + J(fo) de
1'erreur de reconstruction définie au théoréme 3 que pour 1e choix de F
en prenant pour critére que

~x . "

e = inf eF’J(p)

F,J 1 (1.2)

soit le plus petit.

Si la variance du bruit est inconnue, la méthode de validation
croisée permet encore de faire un tel choix : nous avons vu que v(p)
mesure une moyenne des aptitudes de fk i prévoir la k*€ donnée non
utilisée (cf C(3.3)) ; or cette aptltude est aussi fonction évidemment
de F et de J ; notons-1la Vo (p) Entre plusieurs couples F,J en competl-

tion, il semble alors naturel de choisir celui qui est associé 3 la plus
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petite valeur de VF’J ol

v, . = inf v_ .(p) (1.3)
F,J 530 FsJ A

Cette idée a &té proposée par G. Wahba (1977) et on peut en outre
la justifier par la propri&té suivante démontrée par P. Craven et
G. Wahba (1979) sur un cas simple et avec l'hypoth&@se d'un bruit blanc de

variance 02 :

E(VF,J(p))': E(rF’J(p)) +g?

2, Le choix d'une translation du probléme

Ce nouveau paramétre peut &tre pris en compte facilement dans les
estimations (1.1) et (1.3). En effet le probléme translaté&, par £, clest-

d=-dire

2 _
Min || RE - y|lg +po (- D)
feF

est &quivalent au probléme que l'on sait ré&soudre, ol § =Rf

. i - 2
Min ||Rf - (y - Y)‘ls +p J(E

feF .
au sens ol la solution Ep du premier se déduit de celle fp'y-§ du second
- ?
par : '
f =Ff +£f __-
p Psy=y

Alors l'erreur de prédiction des données exactes par fp est

- 2 - 2
r(e) = IR £ - VI = lae)y-y) - &° - il

donc r(p) et v(p) se déduisent des expressions précédentes (cf C(2.4) et
3.1 en remplagant ar y - y. Notons r - V. = ces
(3.1)) mplagant y par y - ¥y R ®)s V5 5.5 ()
nouvelles fonctions. Leur valeur minimale par rapport 3 ¢ est une estima-
tion calculable de la qualité d'un triplet F,J,y et est donc un critére

de choix.
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Mais ceci n'est pas généralisable 3 1'estimateur (1.2) puisque

l'erreur de reconstruction est maintenant:
e(p) = J(E - £ = J(f _ - (£0 - F
() ( 0 ) ( 0,¥-F ( )
et c'est la quantité e*(p) =e(p) - J(£2 - B que l'on sait estimer :

son estimateur s'obtient en remplagant y par y-y dans son expression

e (p) du théoréme 3. Sa valeur minimum e F.J ; est donec calculable,
E At ] :
mais c'est la valeur.de
x _ 0 _ F
®p,g,88 FIE - D

qui définit maintenant la qualité du triplet F,J,f et son second terme

n'est généralement pas connu.
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A. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on &tudie la mise en oeuvre numérique du calcul
pour p fixé de la solution d'énergie minimale f définie au III.B.2, et

de l'estimation du paramétre p optimal par 1' une des trois méthodes

décrites au III.C.

Rappelons que fp est la fonction de LZGD) qui minimise

306 = ;l[fmcpif -y, 1 p/D £2 (1)
i

et nous avons montré au III.B.2, que fp est combinaison linéaire des

-9
e

= l,..,m
m
f =L A_. 4. (2)

avec un vecteur de coefficient,s,)\p = (A yeeey A )t

, o donné par le
, , ,

systéme linéaire :

(H+p 1) Ay =y (3)
H matrice mxm de coefficient i,j H. ;= }[¢i¢j - (4)
’
(dans le cas ol la somme dans J (f) est pondérée par une matrlce S, T est

remplacée par S 1)

Nous voyons donc que la reconstruction d'une image par cette mé&thode

se raméne 3 3 &tapes (apr@s avoir choisi p) :

"« calcul de H pour construire le systéme linéaire 3

. résolution de ce systéme donnant \

. 8valuation de fp 3 partir de (2) sur une grille.uniforme

Nous avons signalé au chapitre I que typiquement m est de l'ordre de 10% en
tomographie classique & positrons et 106 avec le temps de vol : les 2 pre~

mi&res &tapes ne sont donc pas directement envisageables sur un ordinateur

actuel.
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Heureusement la plupart des tomographes ont une géométrie possé-
dant une certaine invariance par rotation qui permet une décomposition de
H simplifiant énormément ces 2 &tapes (on est typiquement ramené 3 des
matrices d'ordre m/100).

Cette symétrie a déj3 permis la mise en oeuvre du calcul de fp dans le cas

de la tomographie classique oli la 32me &tape est &quivalente i un &pandage

déja vu au II.A.2. F. Natterer (1980) a montré qu'une telle reconstruction
est toujours au moins aussi performante que la méthode analytique standard

(cf II.A.2) quand chacune utilise de 'bons' paramétres, et qu'elle a un

colit de calcul compétitif quand ces paramétres sont préalablement fixés.

On a signalé la nécessité d'une adaptation de paramétre p dépen-
dante non seulement du niveau de bruit des données mais aussi des données
elles-mémes. Et nous avons vu au III.C qu'une bonne valeur ‘de p peut thé-
oriquement &tre calculée en fonction de y et &ventuellement de sa variance

supposée.

Un des principaux résultats obtenus ici est la démomstration que la mise

en oeuvre de ces méthodes de calcul de p est en fait tré&s peu cofiteuse.

On présente ici un algorithme qui détermine la valeur p* optimale suivant
1'un des 3 critéres du III.C et calcule f , Pour un coiit total (temps de

L . e Ay s A
calcul et place en mémoire) presque identique au cofit minimum avec ¢ fixé

a priori.

Le cas du bruit poissonnien (cf III.C.2) est aussi pris en compte.
Nous regardons ensuite comment cet algorithme est généralisable 3 la

tomographie avec temps de vol.

Des simulations numériques sont présentées en C sur un exemple type de
tomographie classique (96 x 128 données). Elles révélent l'efficacité,

assez impressionnante, de la méthode de validation croisée méme avec un

un bruit non blanc, par exemple poissonnien, ol la méthode statistique améliore
seulement l8gérement l'estimation du paramétre optimal p? (défini au
I11.C.2).
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!

B. MISE EN OEUVRE NUMERIQUE EN TOMOGRAPHIE CLASSIQUE

l. Les symétries

Pour fixer les idées,les tomographes envisagés sont d'abord ceux

décrits au I.B.l et 2 avec éi =Xy, » i=1,.,m, od
o ) i

; d : . d
L, { (x,y) ¢ D./ r; -3 < Xcosh, +y sing, < r, + 7-}

et la répartition uniforme des bandes Etroites Li sﬁivante :
- -1 , = ¢ (k=1)2r -d e
k=1,.,K et p=1,.,P

i=l,..,m

Ainsi Li est noté Lk P,le premier indice caractérisant sa direction, le
9

- second sa distance au centre o, et les P premidres bandes L1 p forment
s

une partition de la moiti& du disque unité& D:et sont paralléles 3 1l'axe

Oy et toutes les autres Lk p sont obtenues par rotation successive de
* (k=1)2m

Ll,p autour de o d'angle % .

Avec un arrangement lexicographique des Lk p? la matrice H (définie par
L4

A(4)) a alors la structure bloc-circulante suivante :

—-. ’ - r— —
- - B K
B Bk Bl ey ;
H = ' J = A ol H, matrice P x P (1.2)
t i Ny -
R S R S
puisque (Hk’z)p,q = j/f ¢k,p ¢£,q est simplement la surface de 1'inter-
D

section'Lk pf\Lz’q/\lD et que cette surface est invariante si on ajoute
s

modulo K un méme entier 3 k et £. De plus, on vérifie facilement que

Hk = HK+2~k et Hk symétrique (1.3)

- 0r il est connu qu'une telle matrice a'la bloc~diagonalisation suivante :
notons W la matrice de transformée de Fourier discréte (T.F.D) d'ordre K
_2m(k=1) (2=1);
K

(W a pour coefficients W = e )
K, %
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Notons E la matrice KP x KP de permutation définie par :

Ey = (yl,l’ yz’l, eey YK’I; cosey yl’P’uoo’YK’P)

alors
t W o
WV =E W E est la matrice telle que va est obtenu
1} .
° ‘w par T.F.D des P, colonnes du tableau
(yk’p) k =1,.,K
P = 1,.,F
etona'H=-!~W " W (I.4)(od W_ = W! est la matrice
‘ K'v MZ ° y Vieston v ©8 :
o conjuguée de W )
M Hl
M H2
oli les M, sont des matrices PxP définies par | . =W | (1.5)
'
2. Le calcul de fp MK A HK

Alors de la décomposition(l.4) on déduit 1'expression de Ap solution de A(3).

(M1.+DI) R

=|

1
o K v (M2_+pI) 71 v

Y

(M +oT)

Cette expression est & la base de 1' algorithme, déjd connu, de calcul

exact de Xp , qui se décompose en :

(a) calcul des blocs M_ par (1.5)
(b) calcul de va.
(¢) résolution des K systémes linéaires d'ordre P (inversion de

Mk+oI))

(d) multiplication par W;

En fait parce que la taille totale des blocs Mk n'est pas énorme, on a
intérét 3 effectuer 1'étape (a), indépendante des données, au préalable et

4 mémoriser ces Mk' Ce précalcul nécessite celui des P premiéres lignes

de H (calcul de surfaces &lémentaires) puis P2 T.F.D d'ordre K suivant (l.3).
La mémorisation est celle de ~§ matrices réelles symétriques puisque les My

sont réelles, symétriques et M =M, . . d'aprés (1.3).
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Si en outre p est fixé a priori, le calcul le plus rapide de lp est obtenu
en mémorisant (Mkpr)-l au lieu de Mk et se réduit § 2P T.F.D d'ordre K
(étapes b et d) et K multiplications par une matrice d'ordre P. C'est
1'algorithme proposé par F. Natterer (1980) qui signale que le cofit de ce
calcul est alors du méme ordre que celui de 1'épandage de Ap, étape finale
donnant fp. Un tel épandage apparaissant aussi dans la méthode analytique
standard (cf II.A.1.2), le cofit de cette régularisation & p fixé s'avére

-compétitif.

Remarquons que pour conserver une telle réduction avec une matrice de pon-
dération S différente de I,il est nécessaire que S soit aussi bloc-circu-
lante comme H,fixé a priori (les blocs mémorisés sont dans ce cas

"l“l - Py -] '
(Mk?psk ) T Sk étant défini par (I.A)iavec S, Sk d la place de H, Mk)'
On peut ainsi prendre en compte une sensibilité des détecteurs supposée

connue et invariante par rotationm.

3. Le calcul du paramétre p optimal

La méthode du résidu, les deux méthodes statistiques et la méthode
de validation croisée définies au III.C nécessitent soit, pour la premiére,
le calcul du zéro soit la minimisation des fonctions de p respectives
s(p)- €2, r(p), e*(p) et v(p) dépendantes de y et suivant les cas de
s,s', Cy- '

Pout ne pas trop compliquer, nous regardons d'abord le cas S=8"=1et
C = o?I. L'évaluation de ces fonctions se raméne alors & celles de

[Fy - Alp)y|| et Trace (I-A(p)). Nous allons voir comment 1'&valuation de
ces expressions peut &tre rapide, permettant alors d'approcher ce zéro ou
ce minimum par une méthode itérative.

L

La substitution de l'expression de fp ( A (2) et (3))dans la définition

de A(p) (A(p)Y =R fp) donne immédiatement

Ap) =H (H +p 1)} (3.1)

On a donc :°

y-A(p)y = pE+pID 1y =p>\p

Mais répéter, avec différents p, le calcul de Ap est beaucoup plus
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cofiteux que le calcul de sa seule norme suivant l'algorithme suivant.
Celui-ci repose sur la possibilité, grdce aux symétries, de calculer

une diagonalisation de H donc aussi de A(p)s & partir de (1.4).

En effet chaque bloc Mk’ réel et symétrique, est diagonalisable par

‘transformation orthogonale (c'est-3-dire Vk VE =‘V£ Vk =1I):

Soit M=V Dk V; ol D, = diag(dk,l"”dk,P) cette diagonalisation.

En substituant ces K expressions dans (1.4) on cdbtient une diagonalisa-

tion de H :

Yy 10
- v : D

H=UDU (3.2) od U =/l 20| W, (3.3) et D = 2| 6.

’ K

VK | DK
1=

et donc d'aprés (3.1) et U =77

I-A() =U" (z-D(p+I) Hu
d'oll la trace de I-A(p) : Trace I-A(p)= I a - __AB:b) (3.5)

k=1,K 4, p
p=1,P

et en notant :

o -

y=Uy
on a : . & 2

| [-a@]yll = = - =) [y |? . (3.6)
k=1,K dk,p i
p=1,P
Comme d'autre part, on a aussi :
i e
A, = ut oDty . (3.7)

on en déduit que le calcul du paramétre p* optimal et de la solution associée
lpx se décompose en 3 étapes, aprés avoir préalablement calculé et mémorisé
les matrices Vk et les valeurs propres dk P (au lieu, comme en 2, de mémori-
- b4
ser (Mk+pI) 1y
N

(a) calcul de y = Uy (U défini par (3.3)) (P T.F.D d'ordre K +KpP2
opérations)

(b) calcul de p* ! par exemple par laméthode ité8rative de la section
dorée pour minimiser v(p) qui s'&value suivant (3.5) et (3.6)

en 3 K P opérations
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c) calcul de Ap* suivant (3.7) (cofit identique 3 (a))

(ol 1 opération = 1 addition + 1 multiplication)

Comme en pratique une vingtaine d'itérations suffisent largement en b),
le temps de calcul est globalement inférieur 3 deux fois le temps minimum

v

(cf 2) nécessaire au calcul d'un seul Ap

Remargues

a) On pourrait montrer que si S =S' et S fixé a priori bloe~circulante,
on a encore un algorithme Economique du méme type ol seules changent les
matrices Vk et Dk'
Sans rentrer dans les détails, signalons seulement que si S'est associée
aux blocs Sl""sk (par une relation analogue a (1.4)) les K diagonalisa-
tions orthogonales 3 calculer sont alors celles de :

1 1

7z 2 y ot

S Mo S = Uy Dy o ,

et ce sont les K produits Sk2 Uk et les diagonales Dé qui sont

mémorisées et utilisdes 3 1a place des Vk et D, dans l'algorithme précé-
dent ((3.6) et(3.5) calculent ici [l[I—A(p)]y [[: et Trace[S(I-A(p))]).

b) L'expression (3.6) indique imm&diatement le comportement de

s(p) = H(I—A(p))y”2 en fonction de p

s(p) est une fonction croissante sur Jo, + w[

2 Y2 2 Iy, |2
W = 5 =k§1,K ,ykPl e k=1,K Ykp
p=1,P p=1,P
=0
/dkp
On pourrait facilement montrer que €2 = Min ”Y'Rf” 2 et gi = ” y“
€L
2

N
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4, Le cas du bruit poissonnien

Nous regardons ici comment r(p) et e*(p) peuvent &tre calculés
en fonction de ¥ et Cy’ 1'approximation de la variance de y dans le

cas ol Cy est diagonale. L'exemple type est le bruit. poissomnien :

Cy = dlag(yl,l""yl,P""’yK,l"°’yK,P) (4.1)

Supposons S = S' = I ; alors la nouvelle quantité 3 évaluer pour dif-

_ férents p est :

Trace Cy (I-A(p))

Or, avec U et D définies par (3.3) et (3.4), on a :

Trace Cy(I—A(p)) Trace (U cy vly (I-A(b))U-l)

Trace L (I-D(D +p 1) 1)

o L=UC U!
y

Cette Trace s'exprime donc en fonction des coefficients diagonaux de L :

k=1,..,K
Lk’P 20
p=1,..,P
puisque dk"
Trace C [I-—A(p)]= I Lk (1 - ——"P;_—) (4.2)
y k=1,K »P dk,p' e ‘
p=1,P
Or, parce que Cy est diagonale, on peut observer que :
L Cl C2 CK Ck diagonale
e Wv Cy WV = CK C1 s avec (4.3)
R T
C
1 - ~ 2 1
C == I y

] C2 CK Cl‘ l,p K k=1 k,p
d'oli (cf (3.3))

t : t t. v ___ ot
== e 1 [N - 1 Vi€V V10V VG
L=UcC U =¢ vE L I alvtc v, vEc,v

Y 2 v 2, 2°K'1 27172
N N 1 t,
vy Vei | - - 4%
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et chaque coefficient Lkp se calcule donc par le produit scalaire

<.Vp ’ Vﬁ >Cl oli V£ est le p~iéme vecteur colenne‘de Vi et (cf 4.3)

C; = diag((_}I 1216 p).L'&tape b) du calcul du minimum #(p) (ou de
) ’ t .

é*(p)) est donc augmentée du calcul des Lkp dépendants de y qui cofite

2 K P2 opérations.

-

5. Généralisation de ce type d'algorithmes 3 d'autres tomographes

C'est la structure bloc-circulante de H (cf (2)) qui permet le cal-
cul de Ap avec p optimal par le type d'algorithme présenté,
La condition nécessaire i cette structure est que l'ensemble des m fone-
tions ¢i caractéristiques de 1'appareil soit formé de la réunion de K
. ) idme
ensembles de m fonctions ({¢k,l’ ¢k;2""¢k;m£} est le k ensemble)

telles que l'on puisse &crire :

et 0,0 T Mkt)mod K41, p, g

Ceci est vérifié d&s que le k"™ ensemble est obtenu par rotation du ler
autour de 0 d'angle b = (k=1) %% s c'est-3-dire :

u=x cosek- y s1n6k

¢k,p(x’}7) = ¢1,p(u’V) (5-1) ol ‘{

vV =x 31nek+ y cosek

En tomographie classique il suffit donc que les domaines Lk é d'intégra-
H]

tion associés 3 ¢ = y aient cette invariance par rotation.
k,p Lkp .

Dans les exemples B.l et B.2 du chapitre I ol les Li sont des Bandes de

largeur di de position Gi,ui (ef I.B(1.1) » la répartition sur une
grille rectangﬁlaire de [o, 2ﬂ'] X [—l,l] . uniforme en 8 de ces
positions :

2T
et 1'indépendance de d; par rapport 3 6; : di = dp, assurent cette inva-

riance. On peut donc prendre en compte les cas de données incomplétes,appelés
'projections creuses' ou 'projections tronquées' s'il n'y a pas de mesures

prés du centre (Vp,lup!> ¢ > o) ou prés du bord (Vp,!up!< b < 1), sans



65

traitement préalable de ces données alors que les méthodes analytiques
nécessitent de les compléter, généralement par une simple interpolation

qui n'assure pas la compatibilité de ces nouvelles données.

En tomographie 3 temps de vol cette invariance par rotation des bandes

Lk P support de ¢§ P (cf I.B.4) est aussi suffisante puisque :
? s

d
6y (x,y) = A ? (W &, %6 = o _ (a,v)
“kyp u c g Lp °7
P 2
Mais ici les blocs V,,...,V, sont d'ordre m =PL et,méme si leur calcul
n'est effectué qu'une seule fois,leur mémorisation est en pratique prohi-

bitive (typiquement P = léé et L = 64).

Remarquons que l'@tape finale de la reconstruction

2
f (x,y) = & by $
I Kk,p,0  PrkiPs? kp
est ici identique 3 1'épandage des histoprojections convoluées par Gc
défini au II.A.2 (8quations II.A(2.2) et (2.4) avec fp . Ap 3 la place
de e, y.
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C. L'EFFICACITE DU CHOIX AUTOMATIQUE DU p

Cet algorithme a &t& implémenté sur un mini-ordinateur W&X 780
pour le type de géom&trie décrite au B.1 : 2 P bandes juxtaposées de
largeur d = | forment une partition du disque de rayon P (les intégrales

sur ces bandes constituent une projection de direction 0) et-E projec-

2
tions sont réparties uniformément sur [O,Tr[ c'est-3~dire assocides aux
. . 2T
directions (k-1) T?' k = 1,..,~§.

C'est la géométrie paralléle standard avec un nombre pair de mesures
par projection. Remarquons que dans le cas d'un nombre impaif (= 2P+1) on
se raméne aussi immédiatement 3 1la géométrie de B.l en remplacant - %-+ P
par - l+p dans B(l.1) et, puisque chaque bande centrale est alors décrite

. " 1 .
2 fois, en pondérant les Lk,l et yk’1 par 7z dans S.

Ainsi avec 96 projections de 128 €chantillons, (P=64 et K=192) 1la
mémorisation nécessaire est celle de 97 matrices matrices 64 x 64 (\%) et
d'une diagonale 97 x 64 (leur calcul préalable demande environ 6 minutes,
la diagonalisafion &tant effectude par une procédure d'IMSL),

L'observation (fig.IV.1) des valeurs propres D de RR* ainsi obtenues
montre bien la redondance dans les données exactes et permet d'appréhender
1'instabilité numérique de 1'équation (3.7) quand p - 0, vis-3~vis des

erreurs- dans y ou méme seulement des erreurs d'arrondis.

'Log(di)

-1.000

-2.000 A

—
(=)}

-3.000 \ . 64 éChantillonS
LL Par projection
-4.000 5 ™
e 3 ™~

-5.000

-6.000

-7.000 L, -

0. 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2006

Fig. IV.1 : les valeurs propres (ordonnées) de RR*
avec 32 projections

S
e T
?
!
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Pour évaluer nos méthodes de choix de p, nous avons créé des objets
test £° de valeur constante donnée sur des disques disjoints (D(x,y,r)
désigne dans la suite le disque de centre (x,y) de rayon r). On a alors
des formules analytiques simples permettant de calculer précisément

y° = Rf% le vecteur des données exactes.

La génération d'un bruit aléatoire (IMSL) permet de simuler un vec-
teur de données.yid partir duquel on calcule f_ et px donné par l'une des
- . % P - . . 0
méthodes de choix : pour comparer p  avec le paramétre optimal p  nous
avons' évalué :
1
R(P) =5 llatp) y -5°IF

grice 3 la formule (se déduit comme (3.6)) :

R(p) = g5 D@+ D7 vy - vy°|?

-~

qui nécessite le calcul de Uy? parallélement 3 celui de Uy (&tape (a) du 3).

o _ . . )
Lo £7 =X po,0,300% X D(0,15,15 * X p(0,10,2 * X p(0,20,4 (1

y est obtenu en ajoutant & y? un bruit blanc de variance G% =9

L'évaluation numérique rapide (K.P opérationms)
5 (p)

| g5 Trace I-A(0)|*

de s =5 A@y-y[2 e Vo=

a permis de tracer leurs courbes (figure 1IV.2 : on peut observer la trés
bonne efficacité de la validation croisée, meilleure que la méthode du

résidu (S(p) = 9), pour estimer p° .

L'utilité de ce critére de choix est confirmée par le comportement en fonc-—
tion de p de l'erreur de reconstruction, moyenne quadratique sur
D' = D(0,0,30) de (£, - £9)

E(p) =[100. 1/Surf(d")] \//D,(fp—f°)2 . (2)
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Fig.IV.2 : 96 projections de 128 données.

Critére d'énergie minimale. Bruit blanc

-~

2. Identique 3 1 avec un bruit poissonnien

n, i
- LTx - ; - - - ]
K() =5 + g5 [\ Z, %, - 2 Trace Dlag(y, k=l,.o,K,p=l,..,B) (I-4(p))

C'est un excellent estimateur de R(p) : on ne les distingue pas sur la

figure IV.3.

%. Identique 3 2 avec 20 projections de 64 donndes, et

0 _ . - . .
£ =3 [x D(0,0,28) © X p(0,14,12) * X p(o,15,2) ] (3)

'U L3 k] . - 3 k3 * -
R reste encore un bon estimateur, mais le critére de validation croisée

est aussi satisfaisant (cf figure IV.4).
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Fig.IV.4, : idem Fig.IV.3
20 projections de 64 données

£° donnée par (3)
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De nombreux autres tests ont &té effectués. Dans le cas du bruit
blanc, ils ont toujours révélé une trd&s bonne efficacité de la méthode
de la validation croisée pour estimer p’ alors que la méthode du résidu
bien qu'elle utilise la variance du bruit donne généralement une estima-
tion trop grande (et donc un lissage plus fort). La dépendance de la
tolérance idéale S(p°) en fonction de £f° a &té confirmée. ﬁn exemple
extréme est le cas £’ = 0 : les mémes autres conditions qu'en 1 ont con-

duit 3 p° trés grand avec cette fois une efficacité identique des 2 métho-

des d'estimations.

Les simulations d'autres types de bruit ont mis en &vidence 1'assez bonne
robustesse de la validation croisée, l'excellent comportement de la

méthode statistique quand on connait le modéle probabiliste du bruit.

Au sujet du colit de ces reconstructions indiquons qu'avec 96 x 128
données, le calcul du p* minimisant v(p) ‘et de fp* (étape (a), (b), (c)
et épandage des coefficients) prend moins de 2 mn dont ! pour l'épandage,

sans tirer profit des importants parallélismes existants.






Chapitre V

REGULARISATION OPTIMALE EN DIMENSION n:
“ALGORITHMES DIRECTS D'APPROXIMATION DANS LE CAS
DE SEMI-NORMES INVARIANTES PAR ROTATION
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La mise en oeuvre numérique

l. Les symétries
2, Le calcul de fp

3. Le calcul du paramétre p optimal avec A inversible

L'efficacité du choix automatique du paramétre p
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A. INTRODUCTION :

Nous avons montré au chapitre précédent comment mettre en oeuvre
efficacement (en tomographie classique) le calcul de la solution
d'énergie minimale sous une contrainte choisie (méthode du résidu) ou
optimisée (si le calcul du paramétre p est effectuéd suivant 1 une des
autres méthodes du III.C). Mais ce critdre d'énergie ne se révéle pas
toujours bien choisi : on lui préfére souvent un crité@re contrdlant les
oscillations locales de la solution tel que celui de 1l'énergie J! du
gradient ( ou d'un autre opérateur différentiel) (cf III.B.3). Parce
qu'on n'a pas de fprmules explicites d'une telle solution (ou parce
que cette formule a trop de paramétres), on &tudie ici son approximation
par une méthode de type éléments finis. C'est~é—dife qu'on remplace
1'espace F par un sous-espace de dimension n. Le choix d'une base
?1, WZ,..,W de F conduit alors 3 un probléme du type III.B.5 oll A est
la matrice sur cette base de la forme quadratique J env1sagee et ol H

est la matrice mxn : H ; = (¢ s ¥, )

Dé&s que la condition sur le noyau de A est vérifie, on rappelle

que la solution régularis@e de paramdtre p est la fonction de F minimisant

[ 4;s5)-y;]12 + 03(£) dans F ou [|EA-y [[2+ o a* &% dans &® (1)
I

g

i

et est caractérisée par :

n
£f = ¥ X . ¥
P 5oy Pl ]
avee A = (A A )t solution de
p psl’.', Pyn
@M+ a) A, = uty (2)

Si on choisit les Wi avec des supports restreints, H est une matrice
Creuse et nous verrons que le calcul de th est possible & un cofit rai-
.sonnable méme pour m de 1l'ordre de 106 (complexité analogue au calcul de
1'image &pandue vu au IT.A.2). I1 reste ensuite i résoudre un systéme

d'ordre n.
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De telles reconstructions avec une technique itérative pour
approcher la solution de ce systZme ne sont pas nouvelles en tomographie
classique (comme on 1'a signalé au II.B.3.b). Mais le principal résultat
que nous montrons (section B) est que 1'adaptation de p aux données (par
une des méthodes de III.C) peut &tre réalisé avec une faible augmenta-
tion du cot minimum du calcul direct de Xé, tant que la taille des incon-

nues (n) ne rend pas prohibitif les précalculs et leur mémorisationm.

Et nous montrons ensuite (section C) que, comme au chapitre précédent,
l'invariance par rotation de la géométrie de mesures et du critdre J choisi
permet, non seulement une ré&solution directe de (2) mais dussi 1'application
du résultat précédent, avec un n assez grand (104) pourvu que les fonctioms
Wi possé&dent aussi une telle symétrie. Le calcul de fp avec p optimal a alors

un colit compétitif avec celui des méthodes analytiques.

On présente ensuite (section D) 1l'application numérique de ces algo-
rithmes en tomographie classique et avec temps de vol (jusqu'd m=96x128x64)
avec une base correspondant i une discrétisation sur une grille polaire
(n = 96x128) et J = Jo + J} (ef III.B.3 et 4) : les expérimentations montrent

encore une grande efficacité de la méthode de validation croisée.
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B. UNE SIMPLIFICATION DU CALCUL DU p OPTIMAL QUAND m >> n

Nous avons vu au chapitre IV que la diagonalisation par transforma-
tion unitaire utilis&e pour le calcul de Ap donne immédiatement celle de
A(p). Ici la matrice HH + p A & inverser pour calculer lp est beaucoup
plus petite que A(p) et il est alors d'un grand intérét pratique d'obser-
ver que sa diagonalisation unitaire est encore suffisante pour mettre en
oeuvre une méthode telle que la validation croisde. Pour simplifier nous
présentons ici le cas A = I, Les cas oll A est inversible s'én déduisent
immédiatement, et pour une généralisation nous renvoyons i l'article en

annexe 2

1. Un probléme de taille n &quivalent

Notons HtH =v o2 vyt (1.1) la diagonalisation unitaire de HtH

(oli D est une matrice diagonale, d'&léments > 0 et VtV =1).

I1 est connu qu'on peut 8crire aussi : H = U D Vt (1.2)

- ol les colonnes de U (resp. V) forment une base ortﬁogonale de

l'image de H (resp. du complépentaire du noyau de H). -

Alors pour tout A de Rn, puisque UUty—y est perpendiculaire a

1'image de H, on a :

lm-yl2 =[x - wlyl|z « [looty- y2 IR

Le deuxiéme terme &tant comstant par rapport 3 A, on est ramené

au probléme équivalent :
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v N
Min  (flEx -y |2 + 02

A eR?
(1.4)
ol f =vsm=pvt
v t
y =Uy

(obtenu en remplacant ||HA-y]||2 par HHA-UUty||2 qﬁi vaut aussi
Ipvo- 1| 2 puisque vty = 1).

C'est sur ce nouveau probléme 3 moins de n &quations [autant
d'équations-que de colonnes dans U) que nous allons choisir le paramétre p.
Le poptimum selon Wahba (cf III.C.2) est bien identique-ﬁagr'IES 2 problémes,
puisque si on note ;o = Uty°,HIIk -y H2 est &gal 3 une constante prés
(d"apras (1.3)) 2 Hﬁxp- volz.

Remarquons aussi que l'hypoth&se de bruit blanc de variance g2
. P - v . .
faite &ventuellement sur y est conservée sur y (puisque Uty a pour matrice
de variance UT02IU= o)

-

2. Le calcul du p optimal sur ce nouveau probléme

Ny
. Notons A(p) la matrice de lissage des données pour ce probléme.
o,
L'intérét de cette transformation est d'avoir une expression de A(p) trés
. N . - .
simple et celle de y calculable facilement & partir de th, En effet :

ey - Ve N T -1a
HY +p D) 1Y = HHHE +5 1) ¥

"

(1.4) a pour solution : Xp

VD (D2+p I) 'y (2.1)

N Y N
donc (2.1) porté dans la définition A(p); =H Apde A(p) donne :

v -
AGe) =02 (D2+p D)7 (2.2)
et de By = VD U y on déduit : ¥ = D1 vi@aSy) 2.3)
. s N v o
On observe ainsi que pour le calcul de kp, s(p) =] A)-Dyl]
N

et trace A(p), la seule 'grosse' matrice utilisée est H dans le calcul

unique de th.
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- On comprend que cette technique est tr&s bien adaptée au cas oli H est
creuse de sorte que H y puisse se calculer simplement et ol 1'on peut
précalculer et mémoriser la décomposition (1.1) de HtH puisqu'alors le

calcul du paramétre optimal et de la solution associée est réduit 3 :

a) calcul de th .
b) calcul de y = D Vt(th) (n? opérations)
c) recherche de p"E par minimisation d'une fonction (par ex :
v(p) = J_[(A(D) "'I)Y” 2 )
[Trace A(p)~- ﬂ 2 . .
d) calcul de Apx =VD D%+ p*I)—1 ; (n? opérations)

qui s'évalue en n opératioms. .

Le cofit global de ce calcul est ainsi comparable au cofit minimum du calcul

de A pour un p choisi a priori (avec mémorisation préalable de

(HtH+pI) ).

Remargue

Le cas ol A est inversible se traite de la m@me manidre : la seule
différence concerne - les matrices D et V mémorisées qui sont remplacées

ici par D' et B :

rD' est donnée par la décomposition en valeur propre de
- -1
LS o™ = yr pr2yet
ol <
ol L est une matrice symétrique, racine carrée de
A:a =L2
-1
B =1L v!

(ceci s'obtient immédiatement par le changement de variable p = LA ,

A= L—l u dansle probléme initial A(1)).
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C. LA MISE EN OEUVRE NUMERIQUE

1. Les symétries

On a vu au IV,B.5 que les ¢i i=1,..,m sont naturellement groupées
en K angles de vue (cf IV.B.(5.1)), le passage d'un angle de vue au
suivant &quivalent 3 répéter les mémes m_ mesures apr8s avoir appliqué 2
l'objet une rotation d'angle %% autour de O.

Alors si n = K.Q ‘et si les wk,q k=1,..,kK q=1,..,0 sont

générées par rotations successives d'angle ek = Le=Dar > k=1,..,K des

K
Q premidres, c'est-3-dire :
Wk’q(x,y) = Wl,q(x cos®, -y sing , x sin6, +y cosf, ) pour

k
q

1’..,K
1"0,Q

(1.1

on vérifie facilement que :

m
.Z (¢i’wk,q)(¢i’w

1y p) est invariant si on ajoute modulo K un méme
i=] ’

entier 4 k et £, ce qui signifie que 1'H a
une structure bloc-circulante (identique & RR* du IV.B(1.2)) :

X

LT Tx
R T T |
1 ~ ~ )
iy = T oli Tk matrice d'ordre Q. (1.2)
1 N 2 :
) T T
| 2 1
tH o - t :
HH symétrique entraine que Tk = TK+2-k (1.3)

En outre parce qu'on a toujours pour chaque angle 8, une invariance de

k
{¢k preesady o } . par la symétrie autour de l'axe perpendiculaire i leur
t4 b
. direction (parrexemple 1'axe Ox pour les mesures de direction Oy), on peut
vérifier qu'avec une méme invariance pour {Wl 1,...,W1 Q} on a T, symé-
’ ) *

trique pour tout k (1.4).

L'exemple d'une telle base que nous proposons ici correspond 3 une discré-

tisation sur une grille polaire obtenue par partition de D en K secteurs
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&
» » - 3 Y I3 -
angulaires uniformes (d'angle %%), chaque secteur &tant ensuite partionné
de mani&re identique en Q pavés par exemple par les cercles de rayons q.é

pour ¢ = 1,..,Q=-1 ¢ ¥ est alors la fonction indicatrice d'un tel pavé.

k,q

. Avee une telle base H est une matrice creuse et on a

n g

m
t _ _
(H Y)J = (¢i’ ‘yJ) Yi ("Pjs i y

i=]
qui est alors la valeur moyenne sur le support de Wj de la fonction I yi¢i
dont 1'évaluation sur une grille est connue sous le nom d'épandage des

données (déjd signalé@ au chapitre 1V).

Seules les Q premi&res colonnes de HtH sont 3 &valuer (le calcul de
chaque colonne &quivaut 3 un &pandage) pour permettre le précalcul et la
mémorisation des K matrices Mk d'ordre Q de la bloc~diagonalisation de
H%H (analogue & la décomposition IV.B(1.4) de RR*) :

r “ r b r
M1 Tl . . M1

si [+ =w |+ ]| (1.5 aiors Htﬂ=%ﬁv o, .8

Pour tirer profit de ces symétries, il suffit de choisir un critére
de régularité associé 3 une matrice A ayant la méme structure bloc-circu-
lante de H'™H. Une telle matrice est obtenue par la discrétisation, par exemple
sur la grille polaire, de toute norme invariante par rotation autour de

.

l'origine, par exemple :

J(E) = 4‘f2+[n 22, (2_5)2

Le choix de A se ram@ne en fait au choix de K matrices, d'ordre Q, Al”'AK

puisque l'on a aussi

2 W (1.7

w|—
=51
<
4
<

En pratique (comme dans l'exemple J(f) ci-dessus) ces matrices Ak sont

calculables explicitement et faciles 3 générer (tridiagonales).
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2. Le calcul de f
p—

En portant les décompositions (1.6) et (1.7) dans le systéme A(2)

donnant Ap , on obtient :

[~ -1
(M1+pA1)
)-1
2 W HYy

~

(M,+p A

=I

2

Mo 2) ™

On en déduit un algorithme du méme type qu'au chapitre précédent (IV.B.2)

excepté le calcul de th qui apparait maintenant :

En effet si les 2K matrices Mk et Ak k =1,..,K sont précalculées
et mémoris€es pour un tomographe donné, le calcul des valeurs de fp sur la

grille polaire de taille K x Q se décompose en :

(a) calcul de u = th (un épandage)

(b) calcul de Wv,u (Q T.F.D. d'ordre K)

(c¢) K résolution de systéme linéaire d'ordre Q

(d) multiplication par ﬁv (cofit identique & (b))
Comme au IV.B.2 le cofit le plus économiqué du calcul de Ap avec p fixé
une fois pour toute est obtenu en mémorisant (Mk~+p Ak)-I ;-k =1,..,K.
Mais ici la taille de ces blocs est indépendante de m, ¢ elle est fonction

de la richesse de la base choisie.
Remarquons que cette mémorisation est simplifiée par les propriétés
qu'ont ces matrices d'@tre réelles, symétriques et deux par deux identiques

(pour k et K+2-k). )

3. Le calcul du paramétre p optimal avec A inversible

On voit dans 1'algorithme précédent que le calcul de A ne fait
intervenir y qu'a travers u = th. Et en fait méme si S(fp) =|[HA-—yn'2ne
peut pas &tre exprimé en fonction de yu indépendamment de y, on a montré en

B que la valeur optimale de p est bien estimée par le minimiseur de la fonc-
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. v . . .t
tion v(p) suivante, exprimée 3 travers H y

n 5(0) n d: | 2 2
Vo) = —=E——r ) e Se) =z (- Py
(z 5 ) j/d.#f0 d.+p °j
i d.:+p J J
/d.#o 3
J 23 2
= I | = (3.3)
i/d, d.(d. +
i/ J#o J( )
= -1
z =(zl,..,zn)t = vt L omYy (3. 4)
avec ¢ L matrice d'ordre n racine carrée symétrique de A ;> (3.5)

V matrice d'ordre n unitaire / V diag(dl,..,dn)'vt =1 7lgty 17}
(3.6)

%(p)' est en fait le critdre de validation croisée appliqué au probléme
équivalent défini au B.l. La dé&composition de L-.1 nt L7 envisagée ici
autorise que V soit écoeffiéient:dans €, contexte dans lequel les résultats
du B restent valables avec Vt(resp.ﬁt) d la place de vt (resp.Ut) et des
colonnes ont &té &ventuellement rajoutées i la matrice V de B(2.3) sans
que cela ne modifie cette expression puisque la matrice pt est ici pro-
longée par des zéros et de méme pour D.

Les diagonales &tant dans B.2 de taille la dimension de 1'image |
de H L_l, c'est-3-dire aussi le nombre & de dj ' non nulles, la méthode
du résidu avec l'hypoth@se d'un bruit blanc de variance o2 connu donne

1'8quation :

%(p) = 2,02

L4 —1 -~ . -
Montrons maintenant que L "V et les valeurs dj peuvent &tre calculées et

mémorisées pour un coiit raisonnable.

En effet le calcul de L ! se raméne & celui de Lil avec Ly racine carrée

symétrique de chaque blocs Ak puisque :

Le calcul de V se raméne au calcul des blocs L;I Mk Lk puis 3 leur dia-
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gonalisation par transformation orthogonales :

171 -1 _ : 2 a2 t
Lk Mk:Lk Vk dlag(dk,l""dk,Q) Vk q 3.7
puisque 1 = Vlv
V=e— wv 2 est alors bien unitaire et diagonalise
Vk v,| 17! gt Lt

K
pour les valgurs (dl""’dn) = (dl,l""dl,Q"" , dK,l""dK,Q)'

Et finalement le calcul des K blocs Bk = L-; Vk donne L~ ! V sous la forme

simple :

AY

L'1v=—1—v'1V 2
\® B

K

Ainsi le: z (défini par (3.4)) nécessaire au calcul de g(p) ou %(p) est donné

par :

t
z =2 — 2 W HYy (3.8)

D'autre part en portant (3.6) dans la caractérisation de Xp on a !

Ay = @% + o) 'uby = L7V diag( —— , § = 1,..,mV" L7P HSy

dj~+p
d'oli avec (3.4) et (3.8) :
B
1 = 's . !
kp “® W, 2 dlang;———— yk=1,..,K, p=1,..,Q z
B dk,p+p :

K
(3.9)

On voit ainsi apparaitre les 4 &tapes d'un algorithme de régularisation

optimale assez voisin de celui obtenu en IV.B. 3.

Si au lieu de mémoriser les blocs Mk et Ak comme en 2, on mémorise
2
les blocs Bk

truction avec calcul du paramétre optimal est réalisée par :

d'ordre Q et les n valeurs propres dk q’ alors cette recons-
?



(a)
(b)
(e)

(d)
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calcul de th
calcul de z suivant (3.8) (Q T.F.D. d'ordre K + K Q? opérations)

N
calcul de p* par exemple par la minimisation de v(p) qui

s'évalue en 3 K.Q opérations

calcul de Apx suivant (3.9) (cofit identique 3 (b)).
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D. L'EFFICACITE DU CHOIX AUTOMATIQUE DU PARAMETRE p

L'implémentation a été réalisée pouf la tomographie classique avec
la géométrie de.projections 3 rayons parall&les, uniformément réparties
sur [O,w[ identique 3 celle &tudiée au IV.C et pour la tomographie temps
de vol (I.B.3) avec chaque mesure précédente décomposée en L mesures plus

locales uniformément réparties.

La taille des expérimentations présentées est 96 projections de
128 données pour le premier tomographe, 96 histoprojections de 128 x 64
données pour le second (donc K = 192, P = L = 64)avec une incertitude sur
1'information temps de vol -G-= 8 (1'unité est le pas d'échantillonnage
linéaite’) et un pas des classes de temps de vol Av = 3,

La base envisagée alors est celle proposée au C.l, associée 3 la
grille polaire de méme géométr{e : K =192, Q = 64. Nous verrons qu'une
telle discrétisation se révéle suffisamment fine pour bien modéliser toutes
les solutions accessibles avec cette configuration des mesures et un bruit

réaliste dans celles=-ci.

L'introduction de l'information temps de vol n'intervient en fait
mp
qu'au moment du calcul des bloes T,,..,T et & 1l'étape (a), calcul de
1 97

th (8pandage de données).les autres &tapes de l'algorithme sont identiques.

-1.000
-2.100
-3.000
-4.000

<5. 000

-6.800

|
-7.000 \ -~ 1
|8 1000 2000 3000 4008 S000 6000 7080 8000 3000 10000 11008 12008

Fig. W1 : les valeurs propres de HH sans (1) et avec (2) temps de vol
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On a principalement expérimenté le critdre d'irrégularité suivant :

Afax=2%ca+ afctce A+ atcfce, A
1 1 2 2
discrétisant la somme de 1'énergie de £ = % Xi Wi et de lfénergie de son

gradient

A C matrice diag(Cl,..,Cn) / Z C; A; approche I/EZ
avec {

) . . 2ps . of 1 29f
G1 (resp.Gz) matryce de discrétisation de-gz (resp-; ) sur

la grille polaire

Les matrices Al"'AK de la bloc-diagonalisation de A(B(1.7)) sont faciles
d calculer analytiquement (tridiagonales quand G1 (et G2) sont déterminées

par des différences finies i 2 points).

Une fois calculé les blocs Tk (ce qui demande 64 &pandages et est 1'étape

la plus cofiteuse), les calculs préalables (des blocs B, et de la diagonale

k
D) premnent quelques minutes.

On a procédé ensuite comme IV.C avec (cf B.l et C.3) l'erreur exacte :

TE) _1 Yy Yo oz L | G5 s,
RO) === =7 [[A@ y-y |2 =7 = ol

ild # 0 dg *p 9
ou z%= Vthy0 est calculé en répétant les &tapes (a) et (b) de 1'algorithme
du-€.3 avec v® au lieu de ¥y '3 et avec :

1~ S(p) R
S(p) = E-S(p) (cf C(3.2)) et V(p)=

. i% Trace (K(p)-1)]?
"~ (ef C.(3.1))

=l.%"(p)
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1. Le probléme et les données simuldes sont ici identiques au IV.C..] :
on observe sur la figure V.2 que la méthode de validation croisée produit
encore une trés bonne estimation du paramétre optimal. On remarque que la
meilleure erreur moyenne de prédiction des données exactes. M%n R(p)) est
ici environ deux fois plus petite qu'avec la régularisation par 1'énergie
du IV.C.1. En fait la seule comparaison des M%n V{(p) associés i chacun
de ces 2 critéres de régularité laisse deviner cette supériorité, ici,
du critdre 'énergie + gradient', puisque 1'&cart entre V et R reste dans
les 2 cas voisin de 02 prés du maximum. Cette méthode de choix du critére,

proposée au III1.D.l, est ici efficace.

ESI:::S!:!::I:

5.

0.

5.

Llljlllllllll

= 20#rg —>

5]
e
aQ
=
N

Idem Fig.IV.1, critére énergie + gradient,

discrétisation grille polaire 1927% 64°.
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2. Ici c'est la tomographie temps de vol od la largeur des bandes est
supposée nulle. On peut ainsi calculer analytiquement les valeurs exactes

0
cf. I.B.3) :
v k,p,% ( )

0 = / H, £° v)dv
yk’p’/Ql C ek (up’ )
2’.
27
ek (ke I)E'
1
ou Up == 5 +p

L1, . =1
¢, = [(=5+ 81 av, - $ v ]
avec £° constante sur des disques données.
£9 est cheisie proportionnelle 3 la fonction du 1) de manidre 3 ce qu'une

perturbation poissonnien de y° donne une acquisition réaliste : la valeur

moyenne de ces 96 x 128 x 64 données est de 1'ordre de 4.

On observe toujours la tré&s bonne efficacité de la validation croisée.

sur la figure V.3,

{50,

| D - e
—
[

{29,

9.

6@,

lllllll‘lllll

30, R(ra)

Llll]lllll

p, Lig i lee s lee e leees]:,
8, &9, 49, 0, 80, 194,
~—— B00#rg —>

Fig.V.3 : 96 x 128 x 64 données temps de vol







Chapitre VI

EVALUATION DES ALGORITHMES PROPOSES

A. En tomographie classique
B. En tomographie 3 positrons et 3 temps de vol

C. Discussion
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A. EN TOMOGRAPHIE CLASSIQUE

Nous allons voir ici quel type de recomstructions produisent nos
algorithmes suivant le critére de régularité choisi. On présente d'abord

le cas d'un nombre réduit de données puis celui d'une taille plus grande.

- 20 x 64 données

La géométrie est celle du IV.C : 20 projections réparties sur [b,ﬂ[
chacune &tant constituée des intégrales sur 64 bandes juxtaposées formant

une partition du disque de rayon 32.

L'objet initial &tait une fonction constante sur 4 disques dont la repré-
sentation en perspective sur une grille 64 x 64 de pas ! est montrée
figure VI.1. Les données sont prises exactes (calcul analytique des inté-

grales).

La méthode analytique standard (épandage des projections filtrées) a produit
(avec un filtre de Hamming (CE . II.A.1.2)) la reconstruction figure VI.2.
Le choix d'un filtre lissant plus la reconstruction aurait en méme temps

fait disﬁaraitre le plus petit détail.

On a calculé par l'algorithme du IV la solution d'énergie minimale interpo-
lant les données (p=0 dans IV.B.2 - et inversion au sens du pseudo-inverse
puisque d'aprés III.B.2 tout vecteur A solution de RR*A=y donné fo) ! méme
si cette reconstruction, représentée figure VI.3, semble osciliante,sa
reprojection (calcul des intégrales) colncide (3 la précision machine prés)
avec les données exactes. La méthode de validation croisée produit um résul-
tat pratiquement identique : les données n'&tant pas bruitées, le lissage
optimal (au sens de Wahba (III.C.2.1))est bien celui qui ne modifie pas ces
données (p=0). On voit ainsi que le critére de l'énergie minimale ne produit

pas une recomstruction visuellement tré&s satisfaisante.

On a ensuite calculé la solution d'énergie et gradient minimum pour
un paramétre de régularisation calculé par la méthode de la validation

. . L . . . . T
crolsée, avec une discrétisation sur la grille polaire de pas angulaire 0 >
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linéaire 1 (n = 40 x 32) (cf algorithme du chapitre V). Le choix automatique
du paramétre a déterminé un &cart aux données de ! 7 (erreur quadratique
relative) di & l'erreur de discrétisation. On observe sur la représentation
figure VI.4 de cette reconstruction, la disparition de la majorité des _
‘artefacts'en étoile présents dans les reconstructions VI.2 et VI.3 et df
principalement au fait que ces derniéres reconstructions sont du type &épan-

dage le long des bandes des coefficients calculés. .

L'aspect oscillant des artefacts de la figure VI.3, que quelques
auteurs. ont &tabli analytiquement (voir A.K. Louis (1981)), confirme la
nécessité d'un critére de régularité contrdlant les variations locales comme

1'énergie du gradient.
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o Fig.VI.l

¢ Objet initial

vy 4
‘&\Q&l\-’l\m Fig.VI.2 : Epandage des projections
A a2 $7a oy )y
‘“ﬁft‘;{:@:ﬁ‘q\ filtrées
)
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Fig.VI.3"+ Ihterpolationd'énergie
minimale

Fig.VI.4 : Régularisation optimale
avec l'énergie du gradient
(40 x 32 pavés polaires)

3 reconstructions avec 20 projections
de 64 &chantillons
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- 96 x 128 données '

-

Ici on a reconstruit 3 partir de 96 projections réparties sur [Q, n[,
chacune &tant constitude des intégrales sur 128 lignes paralliles uniformé-
ment espacées sur le disque de rayon 64. Les bandes sont prises infiniment
minces pour &tre précisément dans le cadre d'application des mé&thodes ana-

lytiques. . ' -

Les données ont &té calculées sur un objet initial aussi simple que le
précédent (4 disques). On a d'abord expérimenté avec les donndes exactes,
puis avec une perturbation de ces données, trois algorlthmes de reconstruc-

tions :

1. La méthode analytique standard (cf ci-dessus) avec un filtre de

Hamming dit & "haute résolution", c'est-i~dire peu lissant.
2. idem | avec un filtre de Hamming plus lissant

3. la regularlsatlon, sur une grille polaire 192 x 64, par l'énergie

du gradient, avec la validation croisée (cf ci~dessus).

Ces 3 algorithmes ont produit respectivement les solutions représentées sur
les figures 5, 6, 7 avec des données exactes et 8, 9, 10 avec des données

générées en ajoutant un bruit blanc aux précédentes.

On observe dans le cas sans bruit que la forme des 4 éylindres est
presque aussi bien rendue par l'algorithme 1 que par le 3, 1lé second atté-
nuant trop le cylindre le plus fin. On remarque que la discrétisation sur
la grille polaire dans l'algorithme 3 n'est pas visible : méme le plus petit

détail ici n'est pas déformé.

Dans le cas avec bruit on observe (fig.8) 1'instabilité numérique de
l'algorithme 1 : les oscillations sont beaucoup plus fortes que dans la recons-
truction produite par 1'algorithme 2 (fig. 9). L'algorithme 3 produit lui

une reconstruction voisine de cette dernidre et que l'on peut juger visuelle-
ment (fig.10) comme un bon compromis entre la résolution et 1l'insensibilité

au bruit auxquelles on doit en méme temps accéder. L'algorithme 3 est ainsi

le seul qui produit toujours une bomne solution qu'il y ait ou non du bruit

dans les données.

D'autres expérimentations numériques ont montré le bon comportement de

cet algorithme.
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B. EN TOMOGRAPHIE A POSITRONS ET A TEMPS DE VOL

La géométrie utilisée pour les expérimentations est celle décrite au

V.D. : 96 histoprojections de 128 x 64 données.

La largeur des bandes supports des ¢i D (définis au I.B.4) est supposée

’
nulle pour &tre dans le cadre d'application de la méthode analytique décrite
au II.A.Z.

L'unité &étant encore le pas entre les. 128 lignes paralléles, 1'écart-type
de l'erreur de positionnement le long de chaque ligne est pris o = 8 et la

longueur des classes de positions Av = 3,

L'expérimentation a &té réalisée avec l'objet test

0 = ) .
£ =c[x D(0,0,30)" X p(0,15,15) ¥ X p(0,20,4) ¥ X p(0,10,1) ]
C étant choisi de maniére 3 ce que le nombre total de coincidences détectées

z soi& environ 2 millions, ol chaque a été généré comme la
@ Y p,2’ ’ e Vie,p,2 8

Al

réalisation d'une variable aldatoire poissonnienne de paramétre :

0 = H 0
yk,p,2 j/' ek £ (up,v)dv {(cf V.C et I.Bf3)

Cy

Comme précédemment on présente les reconstructions produitéspardeux algo-
rithmes analytiques (cf II.A.2) différents par un filtre atténuant peu les
hautes fréquences pour la méthode 1, et un peu plus pour la ﬁéthode 2. Et
on les compare & la reconstruction produite sur la grille polaire 192 x 64
par la méthode de: régularisation optimale par 1'@nergie et 1'énergie du

gradient, avec validation croisée.

Pour cela il suffit d'observer la coupe (128 &chantilloms) de ces 3 recons-—
tructions le long de l'axe y = 10 (passant par le plus petit détail de

rayon 1) : figure VI.Il et VI.12 pour les algorithmes analytiques et figure
VI.13 pour la régularisation optimale. On observe le bon compromis réalisé par

la validation croisée.
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Fig.VI.ll : méthode analytique 1

Wleeeds snabanns Liesadsss

Fig.VI.12 : méthode analytique 2

9.

3

—te -
2. 5. B, Tz

Fig.VI.13 : régularisation optimale

coupe y = 10 des 3 reconstructions avec

96x128x64 données temps de vol
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Les coupes le long de l'axe y =—10 (resp.fig.VI.14, 15 et 16)
. . 3 - ~ 0
montrent le lissage effectué par la régularisation optimale 13 ol £

est constante.

On remarque que la reconstruction produite par la régularisation
optimale est celle qui a le moins de valeurs non nulles hors du disque

support de £9,
C - DISCUSSION

D'autres expérimentations numériques, dont quelques unes ont &té
réalisées avec des données réellement acquises, ont confirmé les perfor~
mances de ces méthodes de régularisation optimale et on peut énoncer les

conclusions suivantes :

= avec un nombre ré&duit de données ou non uniformément réparties, la supé-
riorité de ces méthodes est flagrante. Ceci se comprend puisque l'utilgga-
tion au mieux des informations mesurées et 1'incorporation d'une information
a priori sont toutes deux indispensables dans ce contexte de données incom=

plétes et seules ces méthodes les réalisent conjointement.

- avec un grand nombre de données uniformément réparties (en tomographie
classique ou avec temps de vol) le type de solution produit par les méthodes
analytiques , quand de bons paramétres sont choisis,différent peu visuelle-
ment des solutions de régularisations optimales. Ceci confirme les perfor-
mances habituellement admises des méthodes analytiques malgré leur
utilisation un peu brutale (ou optimiste si l'on préfére) des informations
mesurées puisqu'on ne contrSle jamais 1'&cart i ces mesures . Mais 1'avantage
indéniable des méthodes de régularisation optimale est leur adaptabilité i

travers le calcul du paramétre déterminant le meilleur compromis 'résolution

insensibilité au bruit'.

Que ce calcul soit toujours efficace méme avec la méthode de valida-
tion croisée qui ne nécessite aucune information a priori supplémentaire
peut paraitre. assez impressionant, mais s'explique sans doute par les redon-

dances existant toujours dans des données sans bruit.
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Les estimations d'erreur rendant ce calcul possible ont aussi un
attrait en elles-mémes puisqu'elles fournissent une &valuation de la

qualité de chaque reconstruction.



CONCLUSION
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CONCLUSION

Cette thése propose un nouveau type de méthodes de reconstruction
d'images, aprés la formulation de ces problémes (chapitre I) et un survol

indispensable des algorithmes connus (chapitre II).

L'approche théorique (chapitre III) conduisant 3 ces méthodes
montre l'attrait des solutions que l'on y dé&finit : parmi toutes les fonc-
tions de deux variables satisfaisant convenablement les données (relative-

ment 3 leur pré&cision) on choisit la moins irrégulidre.

Aprés 1'étude de différents critéres d'irrégularité, on expose les
méthodes envisageables (du moins th&oriquement) pour calculer la valeur
optimale du paramétre de régularisation déterminant l'ajustement aux don-
nées (ou, si l'on préfére, le compromis 'résolution - insensibilité au
bruit'). Parmi celles~ci (méthode du résidu, statistique, validation croi-

sée), ume nouvelle méthode statistique est proposée.

Les principaux résultats pratiques obtenus concernent 1'&laboration
d'algorithmes de reconstruction réalisant ces régularisations optimales
pour un colit compétitif avec celui des algorithmes standard (chapitres IV
et V). On a eu besoin ici d'un résultat nouveau de réduction &e la taille

des données (m) 3 celle des inconnues (n) pour appliquer ces méthodes

ol

d'ajustement automatique (annexe 2) avec m >> n comme en tomographie

fr

temps de vol et on a tiré profit des symétries de révolution ﬁropres ces

tomographes pour traiter de grande valeur de n (105).

L'implantation de ces algorithmes sur 1'ordinateur VAX 11/780 du
LETI/MCTE a permis de réaliser diverses expérimentations numériques en

tomographie classique et avec temps de vol.

On a noté l'efficacité assez impressionnante de la méthode de vali-

dation croisée qui devine, en quelque sorte, le niveau de bruit des données.

Au sujet de la performance de ces recomstructions, on peut conclure
qu'en présence d'un nombre limité de données une méthode de régularisation
optimale produit toujours un meilleur résultat, et qu'avec suffisamment

de données une méthode analytique produit d'aussi bons résultats, mais 3
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condition de bien choisir le filtre utilisé, ce qu'on ne sait faire

qu'empiriquement.

I1 faut noter que ces comparaisons ont &té faites dans les contex-

tes ol les méthodes analytiques standards sont applicables.

L'avantage qu'ont les méthodes de régularisation optimale de
pouvoir prendre en compte des modéles d'acquisition plus complexes peut
s'avérer trés intéressant dans de nombreuses situations : projections
tronquées (cf IV.B.5), largeur des bandes d'intdgration non négligeable
et sensibilité@ variable d'un couple de d&tecteurs i un autre comme en
tomographie par émission. Tous ces aspects n'apparaissent dans les algo-
rithmes proposé&s qu'i travers les coefficients de la matrice H et ne
modifient pas le cofit de ces reconstructions s'ils conservent 1'invariance

par rotation initiale.

Des expériences numériques supplémentaires s'avéreraient trés
utiles pour &valuer 1'importance de 1'amélioration des reconstructions

obtenues avec cette prise en compte.

Le r8le, d&ja considérable, de ces systémes d'imagerie, dans 1'&la-
boration du diagnostic médical, justifie ces efforts algorithmiques visant
d utiliser au mieux les données mesurées, sans en rendre le traitement

plus complexe.



Annexe 1

ETUDE' GENERALE DE
L'EXISTENCE, L'UNICITE ET LA CARACTERISATION
DE LA SOLUTION REGULARISEE DE PARAMETRE p






Rappelons que R est l'operateur de L () dans R™, Rf =
((¢l,f),..,(¢ f)) » L V € R” est le vecteur des donnees, lly ” t Sy

ol S matrice symétrique définie positive.

§1. Définition 1
 Soit F,(, ) un sous—espace de Hilbert de L (@) tel que
R est continue de F dans R™

Soit G,(,)G un espace de Hilbert et T un opérateur lin&aire con-

tinu surjectif de F dans G, de noyau M(T) de dimension fini .

Le probléme Pp(F »G,T) oli p est un paramétre réel > O est par

définition :
Trcuver'ﬁp € F tel que

2
= Min (lIRf Y[] Y ”Tf”G )
feF

On a besoin du théoréme suivant :

2 2
IRE-yllg+o [l 12, Il

Théoréme 1 : Si N(T)N N(R) = {0} , alors :

Pp(F,G,T) a une solution unique et on a la caractérisation suivante :

£ estsolution(::)VféF <pr,Rf >g 0 (Tfp, Tf)

0 = <YsRE>g

G

Démonstration

Ceci est un cas particulier des résultats plus généraux que 1l'on
peut trouver au chapitre IV du livre de P.J. Laurent (1972). Nous décri-
vons ici la démarche et les théor&mes fondamentaux utilisés.}On introduit
l'espace produit cartésien P =R” x G muni du produit scalaire
((Pl’Pz)) = <Y[a¥y>g *0(g1s8,y) 08 by = [y),8)] et b, = [v,,8,] appartien-
nent 4 P et de la norme induite :

oy Il” = Tiyyfts + o llg, I

Il est facile de montrer que (B,]||*

Maintenant notons L 1l'application qui & feF associe Lf =[Rf, Tf], glément
de P.
Notons p = [y, OJ € P



Le probléme Pp(F,G,T) s'écrit alors :
3 2 2
trouver £ €F [/ [[|if_ - pl]] =Min ||| LE - p]||
P P feF

or parce que MT)n N(R) = {0}, L est une bijection de F dané
R(L)=tveP/If eF /v = Lf}.

On est donc ramené au probl&me équivalent :

2 2
trouver v_€eR{L) / I”v -p]” = Min l”V'P”I
o P veR(L)

Maintenant en utilisant les hypoth&ses R et T continus, T surjectif, on
pourrait montrer que R(L) est un sous—espace fermé de P (c"est 1'étape la plus

délicate, analysée au th&or&me(4.4.3) de P.J. Laurent).

Alors le probléme est celui de la recherche de la meilleure approximation
de p dans R(L), posée dans P. C'est le th&oréme fondamental de projection
orthogonale sur un sous-espace fermé d'un espacedé Hilbert qui nous assure
alors l'existence et.l'unicité de v_ = Lf et sa caractérisation :

vp - p est orthogonal 3 R(L), c'est~3-dire VVG:R(L), ((vp -p,v)) =0

Substituer [‘pr, Tfp] av) et {[re, T£] /£eF} a {v/veR(L)} domne la

caractérisation de fp énoncée dans le théoréme. i
Corrolaire 1:

Autre caractérisation &quivalente de fp'

On a immédiatement (avec toujours MT)N AN(R) = {0})“ :

. m
fp est la solution dePp(F,G,T)@])\e R /NEeEF (Tfp’Tf)G =<\ RE>

pA = S(y43fp)

m
. . t
ol <A,Rf> s'écrit aussi ( I Xiqbi, f)L

avec A =(A ,..,A)
177 " m
1=1 2

§2. Définition 2 :
Si y appartient & 1'image de R, sous les mémes hypothdses définis-
sant F,G,T, on peut définir le probl&me P(;(F,G,T) d'interpolation des mesures

avec || Tf || minimum :

trouver £ € F /RE =y et Veer, Rt =y =T » llze |

On pourrait montrer le théor&me suivant (arguments analogues) qui

nous dit qu'il suffit de poser p = 0 dans la caractérisation précédente:



Théor8me 2 : Si MT) N N(R) = {0}
PO(F,G,T) a une solution unique et on a la caractérisation

=< A,Rf >

£ solution¢:){3 AeR™ /VEerF (T , Tf),

Rf =
4

§ 3. Applications

a) Cas oii F,(,)F = fG,(,)G, T=1I

Alors il suffit de vérifier que R est continu de F.dans R"

pour pouvoir appliquer ce théoréme, qui donne :

2 2
la minimisation de l]Rf"Y”S + D”flk.dans F a une solution

unique fp caractérisée par:

32er® /1Y feF (£g£)p =< ARE >
{ pA=S(y-RE)
Un tel exemple est F = LZGD) , (f,g)F = jfw(x,y)f(x,y)g(x,y) dxdy, w fonc-
tion poids continue > 0 D
K est continu car :
2 ¢i. 2 ¢i
(¢;,8); = s Dy ’]-;-IE I £ ”F d'aprés 1'inégalité de Schwarz
2 ,

. m
et VfeF (£,6), =< Arf > s'éritVVfel @) Wi ,£) = (I)g,,f)

Ao,

, - |
ce qui entraine f = —
p W p i

RS =]

i

b) Cas ot F = H!(D) (défini au III.B.3),
2 2 3f | 2 Af 2
Helly =1edy + szl 5l
. 1 2 2 2

La continuité de R sur L (D) entraine celle sur F.
2



P =L D) xL ig= '=|g', g
osons G 2( ) x 2(ID) si g [81, 82]. g [gl ’ 82] € G

1 = 1 '
alors (g,g )G = (81 ,gi)L2+ (gZ’gZ)Lz
] 1 af of '
T fe H@ ~ [—BX"_By] €6

Il est facile de vérifier que T satisfait les hypoth&ses de la définition.

Le théor&mne devient :
. z 3f |2 3f 12
Si MT)N NR) = {0}, la minimisation de ”R.f-yHS +0 (| b ”L + ”'S_}'; ”L )
T2 2

a une solution unique fp caractérisée par :

Y 3f ,
m 1 o 3 L 23f

A= S(y-Rf
P (y p)

§ 4. Remarque \

Du théoréme 1, on déduit facilement que :

YsieF . 2_ '2_1 _ - _
7. HT(fp—f)” | £ I == <y = RE, RE 2Rf>s

En effet la caractérisation de fp appliquée 3 f = fp donne

<Rf_ , Rf + o (TE ,TE )

P G=<Y’R%>S

>
P S
D'oll en la combinant avec la formule générale :

p(Tfp ,TE )

p’G S

-2

=<y - Rf Rf » - 2 < y=Rf Rf >
y p’fp y p’

L3
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PRACTICAL OPTIMAL REGULARIZATION
OF LARGE LINEAR SYSTEMS

ABSTRACT

We seek an estimate of x° ¢ IRn, given a noisy value (ye.(Rm)
of y? = Kx°® where K is a known mxn matrix. The regularization method

. . s . . n
produces a set of estimates X5 obtained by minimizing Jp (x) in R

. 2 2
i > = - +
O N = WS YL
where § . :Im is the Euclidean norm in ®&R™, L is an a priori chosen

{(n-p)xn matrix and o is the regularization parameter.

Three methods which give an automatic choice (p*) of p are recal-
led. We study here the numerical implementation of these practical appro-
ximations and present, for each of the three methods, an algorithm which
estimates 0¥ and computes xp*(the minimizer of Jp,.:) with a cost (number
of operations and memory place) nearly identical to the minimum cost of
the computation of one estimate x, = (KtK +p LtL)—thy (th_? preliminary

computations, independent of y, are not taken in account).

This algorithm is applied to a tomographical picture reconstruction
problem where K is a large sparse matrix (m > n) and KtK and L are
block—circulant. Simulations show that the cross-validation method is

impressively efficient at choosing o¥.



REGULARISATION OPTIMALE PRATIQUE
DE GRANDS SYSTEMES L INEAIRES

RESUME

. . no. . .
On recherche une approximation de x° ¢ [R' & partir de la.connais-
sance d'une valeur approchée vy de y° = Kx° ol K est une matrice
(m,n) connue. La méthode de régularisation étudiée consiste & choi-

sir une matrice L (n-p,n) telle que la norme euclidienne lILxIIn_

o}
mesure |'irrégularité de x, et & minimiser dans [Rn,
2 2
I, ) = HKx=yll o+ olILXIln_p

oUu p est le paramétre de régularisation >0. 3 critéres de choix d'un
paramétre p* optimal sont rappeiés. On étudie ici la mise en oeuvre

numérique d'une telle approximation quand m » n. Aprés s'étre ra-

mené & un probléme équivalent & n équations, on propose une métho-
de de choix automatique de »* pour chacun des 3 critéres, et de cal-
cul de X % minimisant Jp*(x), pour un colt total (place en’ mémoire

et temps de calcul) comparabie au colt minimum de la résoiution di-

recte de l'équation normale (KtK + pl_tL)xp = Kty, sans prendre en

compte les pré-calculs indépendants de Kty.

Cette méthode est appliquée & un probléme de reconstruction d'image
. « . t

en tomographie ou K est une grande matrice creuse, KK et L sont

bloc-circulantes. On vérifie |'efficacité de la validation croisée com-

me critére de choix de po*.



§ 1 - Introduction

Let K be a real mxn matrix. We consider the system of linear equations
Kx = y° =y + € . (1.1)

where we know only a noisy value (y e [Rn,])f of the exact data véctor' y° ande is

a random noise vector. If we assume a '"white noise"

t . .
€ = (€, €5..., €,) with E(Ei) = 0, E(€i Ej) = GZGij i,j=1,..,m (1.2)
then an intuitive idea is to say that given y and 02, there is pnly one cons-—

traint on x
S(x) = || Kx - vy “rzn £ m.o? (1.3)

where || .|| o 1S the usual Euclidean norm in R™.

We are: interested in the situations where either because ¢ is too large
or because K is too ill-conditioned, a wide range of values of x may satisfy
constraint (1.3), and therefore we need prior . information con.cerning the
solution. Defining the irregularity of x by || Lx|| n-p where L is a chosen
(n-p)x n matrix (when the origin of system (1.1) is the discretization of an
integral equation, L is normally a discrete approximation of a derivative
operator), we take as the solution the least irregular x satisfying (1.3).

. . R . n
Except for some incoherent value of 0, such a solution minimizes Jp(x) inR":

Jo(x) = [Kx=yll 2 *DHLXllzn_p (1.4)

where 0>0 1s the regularization parameter that we must choose.

It is well known that when N(K) n N(L) = {o} (where N(K) is the null
space of K), for every ¢>o0, minimization of Jp has only one solution x given
p
by
(KK + thL)xp = Kty (1.5)
The value of p is critical to the quality of x : if p is too small the
o)

data error induces a solution which is too irregular and if p is too large X,

is less sensitive to noise but pr may be too far from the data.

In this paper we study methods of automatic choice of p and we show some

important simplifications for the numerical implementation with m>» n.



In § 2 we rapidly review three different methods. We shall see that the
optimal ¢ is the root of or minimizer of a real function of the variable op.
As we have to approximate this optimal value by an iterative procedure, we
need a fast algorithm for the evaluation of this function. For this evaluation,
we have to compute S(xp) = ”pr—y H; and except for the first method, the

trace of the (m,m) matrix A() satisfying pr = A(p)y .

We will first transform our initial problem (1.%) into an equivalent

problem (§3) with less than n equations
Min (5(x) +of| Lx||® )

N n-p
xeR

where S(x) = [Kx-y ”z , R=r"

K,y=Fy ,%=rank (K) -

and F is any m x & matrix’with columns fi, i=1, ..., %, forming an orthogo-

nal basis of the range of K.

Then we will show in § 4 that one can choose F in order to obtain the

following result : if L is invertible, we can compute a nx% matrix B, and
& real values di >0, 1i=1, ..., &, using the singular value decomposition
-1 -1 ©
of L thKL, , such that
dl
d,
A(p) = D?3(D%+ p1I)™ ! where { D is the diagonal matrix "
~ i A [
y =D B Ky I is the identity in R -
2 -l ~

If L is not invertible, we obtain (§ 5) similar expressions, with or wi-

thout boundary values on xp.

In § 6 we numerically apply the above results to a tomographical picture
reconstruction problem. Here m = 96 x 128 x 64 and n = 96 x 128 but K is
very sparse and as KtK and L are block-circulant the preliminary computation
of B and D is much simplified and their memorisation takes up only 97 64x64
matrices. Generalized cross-validation is implemented and simulations with

generated noisy data show .that it is very efficient.



§ 2 - Methods for choosing the parameter

These methods have been previvously studied for the smoothing of data
by Spline functions (see Reinsch [1], Wahba [4]) and they can be generalized
(f3]) to any linear transfbrmétion of noisy data when this transformation
is governed by a parameter which defines the degree of smoothing of these

data. Here, noting yp = pr, the data vector predicted by xp ,

1!
A{p) = K(KtK + thL) Kt is the mxm matrix satisfying yp = A(p)y

'In the case of white noise with a known variance o2 (1.2) the generali-

sation of Reinsch's suggestion is to choose oy SO that

S(x,g) = lla(es)y -y |2 = mo? (2.1)

If there is not such a Ds, the constraint S(x) {mo? either is never sa-
tisfied or is always satisfied with <instead of <. Generally one such o exists
and it is then easy +to show that xp is the solution of the problem :

s
Min lLx |2
n-p

,xean/S(x) gmo?

Using the exact data vector y°, Wahba has defined in [2] the optimum
o as the e which minimizes R(P), the mean square er:rors of prediction of

this vector

R(e) = = [|A(e)y-y® |2 | | (2.2)
R(p) cannot be known in practice, but we can easily demonstra‘;é ([4]) that,
with white noise, ﬁ(p), which is computable, is an unbiased" estimate of
E(R(P))

R(e) = L fa(e)y-y |2 - i Trace (A(p)-I)? 4+ o Trace A(p)? (2.3)

m m m m

The  search of 0 which minimizes R constitutes, then, a second method.
The third one needs no statistical knowledge concerning the errors : it con-

sists of choosing the DV which minimizes V(p)
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L aco)y-y II?
Vip) = T (2.4.)
|5Trace (A@ - D2

This is Wahba's method- of generalized cross-validation ((3],[4])-
It originates from a simple idea (Stone [5]) : one omits a datum and studies
the validity of different p by measuring how the corresponding estimates
xp, computed without this datum, can predict it. We chéose the ¢ which gives
the best prediction, on the average, for all the possible omissions. Wahba
has also shown that when white noise is. assumed, o, is a good estimate of the

minimizer of E(R(®)). (and is even better when m is large).

§ 3 - Equivalent problem

We remark that for every o the regularized solution xp‘ does not depend
directly on y but on Kty IS [Rn. In fact we can transform our problem into
an equivalent problem made of % linear equations with £ = rank (K). Let P

be the projection in R™ on the range of K, R(K). Then,
- 2 = — 2 | - 2
| Kx=y |2 = |l Ke=Py |2 + Il By-y lI2

And, as Kx~Py € R(K), if F is any mx%& matrix, with columns f,, T, ,..,i;L

e R forming an orthogonal basis of R(K), then we have
2 _ gt 2 t
| kx-Py [|2 = [|E"(Kx-Py)|l> and F (Py-y) = 0O

Then, letting K = FtK, ¥ = Fty, the minimization (1.4) is equivalent to

Min  (f| RKx-y |2 +ollLx |I2_ )

< e [Rn 3 n-p

On the basis of this formulation we will now choose the parameter op.

When we assume white noise with variance o¢? then a white noise
is still satisfied by y(because the covariance matrix of Fte is Ft(ozlm)F =

GZI!L)' and the methods 1 and 2 are applicable.
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If we let ;,o = Fty° then || pr - yo anl is equal, if y°eR(K), to
|| Kx, -y° H; or else differs by a constant which is independant of p , so
the optimum o (following Wahba(2.2)) is the same in the two problems. The
generalized cross-validation applied to ;\( p) = ﬁ(~tﬁ + p LtL)f{t and y can

give an estimate of this optimum.

In the numerical implementation of these methods, we have to evaluate
§(xp) = ||&(p)y - ¥F IIE and Trace (A(p)) for several values of p . We see below

how to choose F in order to simplify these evaluations.



§ 4 -~ When L is invertible, we can write

~ ~ 1 o~
x = K* K + o)™ k%
1 1t ot o~ -1 1t ~t~ :
=W ERTRLT + o) RS (4.1.)

-1
Consider now the singular value decomposition of KL~ (see Golub [6])

KL~ = uD v

Where U and V are mx% and nx% orthogonal matrices

and . D is the diagonal matrix diag(d,, d,, ..., %L)’
with d,2d.2 ...2 dz> 0.

Then we can take F = U, so that

N =1 t
KL” =DV =M , (4.2.)
and

~ =1 -1t

y = Uty =0 v'L Kty (4.3.)

Substituting (4.2) and (4.3) in (4.1) gives

=1 ~ - -1 o
pr = (MtM + pIn) Mty Mt(MMt + 0 Im) y

2 -1 -1 -1
VD(D" + oL )7 D vE LTt &Yy

X -1
Now let B = L V . Then one obtains :

) ) t _t N
xp =B dlag(d_2+p, i=1,...,2) B Ky | (4.4.)
i
d,?
E(p) = mit(am® + o7 )™ = diagle—i— ,i=1,..., 2) : (4.5.)
e '} di2 +0 ’ ’ b 4
d, 1
K(p) ¥ - § = diag (54— =5 , i =1,...,4) BK'y | (4.6.)
di + 0 di

Note that we don't need to compute U, and D? and V are given by the singu-

1+t =1!
tK KL . We observe that this method is well

lar value decomposition of L~
adapted to the case where K is a large sparse matrix (so that we can easily
compute Kty) and when we need to solve (1.1) a great number of times with
different data vectors, since we can then precompute (the most expensive part)
and store the nx? matrix B and the % values di._Then the calculation of an op-
timal parameter and of the corresponding regularized solution is reduced to

the four following steps



1) compute Kty
t, t . .
2) compute z = B (K y) (0(n?) operations)

3) search by an iterative procedure for p*, the zero or the minimizer of

a function (e.g. V(p)), computable with 0(n) operations

P ) 2 .
= 1a 2 #11=1, ..., %) z .
B d g(d 1 2.) (0(n®) operations)

4) compute x P o

p*
So the whole algorithm requires the same memory space and about twice
the number of operatlons as the calculation. of>% ‘with a prior: chosen p and memo-

risation of (K K + oL L) )

§ 5.1 - If L is not invertible, again we can easily obtain an expression of
xp similar to (4.1) as soon as we assume some auxiliary boundary value on

the solution.

Since we choose L, we can assume its rank is n-p .
A frequently occurring example in the case of an integral equatlon of one va-

riable is the discrete approximation of the derivative

Let N be the nxp matrix with columns forming a basis of N(L).

. . t t o,
Every w € R" has an unique expression x = L w + Nz where L is the

pseudo-inverse of L, w = Lx e RP 2 e RP.

In order to be able to express x as a function of Lx, we must add p
boundary values
Z is a nxp matrix
Z°x = ¢ . where | z% invertible ‘ (5.1)

c eRP



With (5.1), we get

+ t

. _1
w=1Lx<¢=>x=Lw+ N(ZtN) (c-2Z wa)

= (-2~ z25itw + Nzt e : (5.2.)

»
1

i
Let G = (I-N(z°N)” z%)L' . Thus the problem
. 2
Min (s(x) + ¢ HLx”n_p)
x f.[Rn/th =c
becomes
, t -1 2 2
Min (||KGw - (y~KN(Z'N) c)Hm +p |h~Hn_p)
weR P

We then use our procedure of §3 and §4 with KG, I in place of K,L.
Without repeating this procedure, we note only that the singular value decompo-
sition introduced here is

KG = UD Vt °
Then (4.4) gives

1 -1
wp =V diag(m , 1 =1, ..,%) VthKt(y—KN(ZtN) c)
i

Substituing this in (5.2)

1 1

.o, t t t £ - £ -
xp = GV dlag(ay—:——,1=l,..,2)v G K (y-KN(Z'N) ¢) + N (Z)N) c

[s]
1

and (4.5), (4.6) are now :

42
~ i
= di i = R
A(p) dl&g(m ,1 1,..,4%)
~ ~ ~ di 1 t .t .t t =1
A(P) y -~ y = diag( - a—,i:l,..,l) VG K (y-KN(Z'N) «c)
d; +0 i

_1
In comparison with § 4, we have to compute G in place of L and subtract

t

from the data vector a linear combination of the p columns of KN(Z N)T .
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§ 5.2 -~ Furthermore, if we don't want to add some auxiliary constraint (5.1),

we can use the following relation which is always satisfied by X,

Nthpr = Ny

P t J-.
This relation is obtained by multiplying (KLK+thL)xpx= Ky by N°.

We verify that Zt = NthK is such that ZtN is. invertible. Indeed
t_t

2% = v 1s symmetric and z Z Nz = [|[KNz|[* is > 0, except for Nz = O

hence z = 0, as long as N(K)AN(L) = {O} .

In the previous results, the constant term in (5.2) is

1 1
- N
N(ZtN) c = N(NthKN) N Kty

Let x_Dbe this term, since it's the limit of X, when Pt

We note that x_ is the element of N(L) which minimizes [|[Kx-y || for xeN(L)

and G is now :

~1 +
G=]I- N(NthK N) NthKI L
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§ 6 -~ A numerical application : positron emission tomography with time of

flight measurements.

This tomograph has detectors placed in a circle around a positron-
emitting object and we want to estimate the activity of the emitter at every
point in the plane of the circle. The emission of one positron produces, at
the same point, two gamma rays in opposite directions. Hence, if two detectors
detect gamma rays at about the same time then we know that a positron emission
has occurred on the line between these detectors. The time-of-flight measurement
gives an approximate localisation of this emission along this line. In the
tomograph of LETI [7] the acquisition system groups all detections in 96 direc-
tions uniformly distributed throughout. 180°. For each direction there are 128
parallel lines and, on each line, 64 time-of-flight groupings. Using the rotatio-
nal invariance of this geometry and reorganizing with 192 directions covering

360°, these m = 96x128x64 counts can be taken as approximations.of :

o a _ A
yk,i,j = J{éj(v)fk(uiy)dv k=1,..,192 (6.1)
i=1,.., 64
j=1,.., 64

fk(u,v) is the expression of the search activity in the Cartesian frame

where the 64 lines in the direction k satisfy

where u = u, (= distance from the center) i=1,..,64

g; is a known function given by : gj(v) = Jgg(v—s)ds where Cj is
the interval on Ov of the positions correspondintho the time-of-flight
class j and g is the probability density of localisation error (taken

as a given normal density)

Even if we refine this model, the measurement N 5 ié'onlyva Poisson
b b
random variable of unknown rate y°k i3 and has a small. signal to noise ratio
* ’

since in practice, is approximately between O and 100. Hence it is

o
T k,1,3
not worth searching for an estimate of f with m degrees of freedom.

A discretization able to represent possible solutions well, and conside-

rably simplifying the computation is the discretization on the polar grid which

has the same geometry as that of the measurements.
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Since the mxn matrix K (with n = 96x128) of the system obtained is very
sparse (only about 2000 non -zero éntries) we can compute Kty with a reasonably. low
cost. The computation of the nxn matrix KtK is possible with the rotational
invariance of the measurements and the discretisation : indeed with an adequate
arrangement of the coefficients xi i = 1,..,n, representing T, KtK is a block-
circulant matrix

(M Ma.oo. MggMg,Myg ... M,
NN
M, M, M, N

N

. . N
KtK O where Mk are gmmetric 64x64 matrices

|
Id
,
7

M, M, . . . M, M,

We take as the irregularity of the solution the guadratic form

xtFx = xth + xtGFSGlx + xtGESsz

n 2
)S is the matrix diag(si,i =1l,..,n) / I six; approximates ){f
i=1

1

b)G, (resp. G,) is the matrix of discretization of %é (resp. - gg)

where
on the same polar grid, so that

3f 2 1 af 2
=)+ (=)

t. .t t.t .
X G;SG,x + x G,SG,x approximates (8r Y

Thus F has also the same structure as KtK

These two matrices can be block-diagonalized by the discrete Fourier
transform and we can compute the matrix B of (4.4) with L taken as the symme-

tric square root of F. We obtain B in the following form

(0)
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a) B, are 64x2k matrices (1k $ 64 and . &+ 2( R+ o+l )+ 05, = 1)
where
b) multiplying z ¢ Rn by W involves 64 parallel discrete

Fourier transforms of order .192.

This reconstruction algorithm has been implemented on a VAX 11/780.
The regularization parameter is choesen by the method of generalized cross-
validation. The minimization of V(p) (3.1, 4.5, 4.6) uses the golden sec-

tion search method. In practice, about twenty iterations are sufficient.

In the numerical simulation presented, the measurements are generated
with an analytic computation of exact datg yok,i,j (6.1) where f is a given
constant on four non intersecting discs (so that the average value of
yok,i,j is about 4), and are perturbed with Poisson random noise.

We have represented in figure 1 the Euclidean distance §(p) between
the predicted data and the noisy data, the cross-validation function
§ko) that we minimize, and the distance ﬁ(p) be%ween the predicted data

t t g
and the exact data. Letting z = B Ky, 2° = Bthy°, these functions are computed

by 2
(o) =L | A(0F -5 12 =% 5 -]lzl—i——z—z?lz
% L g i=L di d; +p i it
S() = 1A -F1% = o .8 i
el = y-J . i=1 dz a + p
. i i
-~ l ~
Wo) =2 —
2
(5 .z —?£—~)
g 1=l 4% +
i
Figure 1 shows that the cross-validation method produces a

very good estimate of the optimal regularization parameter.

We have performed this experiment using several different f of
the same type that used in the simulation described above. Each simulation
performed demonstrated a similar, high efficiency of the cross-validation
method and we verified that the optimal parameter was dependent on the signal-

to-noise ratio of the measurements and on the shape of f.
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