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INTRODUCTION

- S e T S e S e

La modélisation du phé&noméne climatologique de la
succession des jours selon leur caractére sec ou humide dans
{es différentes stations de mesure d'un réseau au cours d'une
certaine période de 1l'année a &té 1'objet de diverses é&tudes
dans lesquelles chaque station est étudiée séparément.

Les classes de modéles de séries chronologiques binaires gui
ont &té le plus utilisées 3 cette fin et dont on trouve une
étude comparée dans Bousseboua (1983) sont :

—- d'une part la classe des modéles de processus de renouvel-
lement alternés qui contient les chafnes de Markov d'ordre
1 et 2 (cf. Gabriel-Neuman (1962), Green (1964), Katz (1974)
et Galloy-Le Breton-Martin (1984))

- d'autre part la classe des modales de processus binaires
autorégressifs, moyennes mobiles et mixtes qui sont des
cas particuliers des modéles DARMA introduits par Jacob-
Lewis (1978a, 1978b) (cf. Buishand (1978), Chang-Delleur-
Kavvas (1982, 1983a, 1983b)).

Nous envisageons ici une modélisation plus globale du
phénoméne, pour un réseau supposé assez homogéne, dans laquelle
1'interdépendance entre les &volutions spécifiques du phénoméne
dans les différentes stations est prise en compte. Un modéle
adapté est alors un modzle de série chronologique vectorielle
a composantes binaires dont les séries chronologiques marginales
représentent bien le phénoméne dans les différentes stations et
tel que la structure de liaison entre ces séries rende bien compte
des concomitances. dans le réseau. Pour étre utilisable un modéle

doit se préter a4 une analyse assez éompléte en particulier



de caractéristiques lides aux longueurs des séquences sé&ches

ou humides, de probabilités d'apparition de certains événements. ..

En vue de répondre 3 ces objectifs nous avons Proposé et étudié
deux modeéles dont les possibilités d'utilisation sont illustrées
par des simulations et des essais de modélisation de certains

sous-réseaux du réseau francais de stations météorologiques.

Dans le premier chapitre, aprés avoir décrit les. carac-
téristiques essentielles des vecteurs aléatoires & composantes
binaires, nous examinons deux modéles particuliers en vue de 1la

représentation du phénoméne climatologique.

Dans le deuxiéme chapitre nous pPrécisons les propriétés impor-
tantes des modéles de séries chronologiques unidimentionnelles
binaires qui permettent d'apprécier leur aptitude & représenter
les données climatologiques concernant une station et nous présen-
tons quelques modéles classiques.

Dans le troisiéme chapitre, en préparation a4 l'analyse des

modéles vectoriels proposés dans les chapitres sulvants,

nous calculons certaines fonctions génératrices associées 3

des processus de renouvellement alternés a temps discret.

Dans les quatriéme et cinquiéme chapitres, d'une part nous faisons
une étude compléte des caractéristiques de deux modéles différents
de séries chronologiques multidimentionnelles 3 composantes binaire
dont les séries chronologiques marginales sont définies par certai-
nes transformations d'un méme processus de renouvellement alterné
et d'autre part nous menons une &tude expérimentale par simulation
de ces modéles.



Le sixiéme chapitre contient l'application des modéles proposés
dans des essais de mod&lisation concernant des réseaux de stations
extraits du réseau météorologique frangais pour certaines périodes
de 1'année.






CHAPITRE 1 :

- VECTEURS ALEATOIRES A COMPOSANTES BINAIRES






Lorsqu'on s'intéresse & décrire le phénoméne climato-
logique de la succession des jours selon leur caractére sec ou
humide on est amené naturellement 3 considérer des observations
binaires i.e. & valeurs dans l'ensemble {0,1} . Un seuil a
de quantité de précipitations &tant choisi (souvent a = lmm
dans les applications), un jour étant déclaré seé (resp. humide)
s'il a été recueilli ce jour moins (resp. plus) dea mm de pluie,
on définit pour une station donnée une variable prenant la valeur
1 (resp. 0) si le jour est sec (resp. humide) dans la station.
Dans le cadre d'une modélisation probabiliste du phénoméne on est
alors conduit en particulier 3 définir des vecteurs aléatoires a
valeurs dans Eq = {0,1}q pour représenter les observations
correspondant & un jour donné dans les q stations d'un réseau
météorologique ou correspondant & q jours consécutifs dans une
station donnée.

Dans ce chapitre nous décrivons des caractéristiques
essentielles de tels vecteurs aléatoires et nous présentons deux
modéles particuliers qui interviennent dans 1'étude des modéles
de séries chronologiques vectorielles des chapitres IV etV.

Etant donné un vecteur aléatoire Y = (Xi,...,Yq)',
défini sur un certain espace probabilisé ( Q;Q, P), a valeurs
dans {0,1}q nous noterons Py sa loi de probabilité, cov (Yi'Yj)
la covariance entre les composantes Y1 et Y. (var_(Yi) =

B
cov (Yi'Yi)) et S la variable aléatoire somme de ses composantes

q
S= 1 Yi . Il sera parfois commode d‘'identifier un élément

i=1 .
y = (yl,yz,...,yq) de Eq 4 la partie {jef{1,...q) : yj=1 }
de {1,...,9} ; nous noterons encore Yy cette partie et nous
utiliserons les notations usuelles de la théorie des ensembles

pour décrire des propriétés d'éléments de Eq.



I. DIFFERENTES REPRESENTATIONS DE LA LOI DE PROBABILITE Py

Suivant Cox (1972) et Kedem (1980), plusieurs repré-

sentations de la loi P

v commodes pour certains calculs, sont

possibles.
Nous notons Vq l'espace vectoriel de dimension card (Eq) = 29

des applications dé&finies sur Eq a valeurs dans R .

I.1. Premiére représentation

Munissons Vq du produit scalaire < ’ >1, défini par :
WUpeHp>1 T X mY) w(y) g wg Vg
YeEq

Alors la famille {gr}reE des éléments de Vq définis par :

3, =—---—l__. . — r'y ° o=
Er(j) 2q/2 (-1) ; r (rl,...,rq)e Eq

= 1 Ty . t...+T Y . e
/2 (-1)71%1 Ta 7 y=Yyeeygde E

constitue une base orthonormale de Vq.

En effet on a, pour r gEq,

' card E
Cpgy =i I ('Y o =1
et, pour r =zs, r,sec Eq
] ]
€pbery == I (-pY'E) L vk
2 E 2 E
Y € q Y € q

car la somme ri+si,i=1,...,q est bien slr entendue modulo 2

de sorte que ke Eq'



On peut alors déduire :

Lemme 1.

La loi de probabilité EY de Y = (Y
s*écrire sous la forme : ‘

(1) Py({y}) = (1-2y1)(1—2y2)...(1—2yq) x
x E{(l*yl“Yl)(1~y2-Y2)...(l—yq-Yq)}

L}
Yy = (yllﬁecﬂyq) qu- .

Preuve - Comme{gr} est une base orthonormale de Vq i1 suffit

reE
“®q

de vérifier que si h est 1'application de Eq dans R définie par

hy) = (1—2y1)°.°(1~2yq) E{(l—yl—Yl)..e(l-yqfYq)}
alors, pour tout reEq, on a
<hl€r>l = <Pyl€r>1 = E(gr(Y)).

Or, comme pour xe{0,1} on a (-1)* = 1-2x, on obtient

r
. 1 - - - 1
<h:§r>1 =E{ L 3675— (1 2y1)(1 2yq)(l 2yl) ces

YeEq

r
o d., ., _ v -
.. (1 2yq) (1 Y, Yl)...(l yq Yq) }

q y g Ty
Alors, comme I (1-2y1)(1-2yi) (1-yi—Yi) vaut 0 ou 1 (1—2yi)
i=1 i=1

selon que Yzy ou Y=y, on a
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r, .
l —
1(1‘2Yi) } _Eggr(Y) -

I =0

" 1
<h,gr>1 = E{;§77 X

En fait, plus directement, constatant que 1'événement [Y=y] est

réalisé si et seulement si la variable aléatoire binaire

e

(1—2yi)(1—yi—Yi) vaut 1, on obtient le résultat. o
i=]
Remarque 1.

On a en particulier : PLY,=1] ==E(Yi); PLY,=0]

l-E(Yi)

~e

et P[Y;=1,Y,=1] = E(Y;Y) ; P[Yi=1,Yj=0] =_E(Yi)— E(Y; Y,)
PIY;=0,¥;=01 = 1 - v(¥;] - E(v,) +E(Y Y.

On peut envisager une autre représentation de la loi Py.

I.2. Deuxiéme représentation

Posons p; = E(Yi) = P[Yi=1], munissons Vq du produit scalaire
<, >, défini par :

q yl l—yi
Hyrky>y = I uy(y)u,(y){ “Elpi (1-p,) o MyrHyeVy.

YeEq i

et introduisons les versions normalisées de la variable Yi :

et de la composante ' de y = (Yll...,yq)' :

Xi s
/pi(l—pi) =

Il est clair que les 24 fonctions qui a (yl,...,yq) associent

respectivement 1; Xl""’xq ;xlxz,...,xq_lxq; ceesecees

ceeo} xlx2x3...xq forment une base orthonormale de Vq. On a alors
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Lemme 2. X
La loi de probabilité P, de Y = (YI,Q..,Yq)’ peut
s’écrire sous la forme :
q yi l—yi
(2)  Bylly)) = Tp Ompy) s E{: pyyxyxy *
= <3
Pisp X X X + ... + p X, X0..X_ }
185% ijk7i%3% 12..g7172 q
ol pij..k = E(Xixj..Xk)
9 ¥, : I*Yi
Preuve - l'application vy —a-P (y )/ H p (l—pi) - est un

€lément de Vq qui admet 1la représentation s

1+ E(xl)xl + .. %E(X )x + E(X 1 %00 %) Xy + ..+ E(xq—lxq)x

q-1%q *

+ ..t E(xlxz.,nx )xlxz..,xq ’

selon la base orthonormale définie précédement. Cela fournit
l'assertion du lemme.. g

Remarque 2.

la représentation (2) a l'avantage de méttre en évidence
le facteur entre accolades qui est un indice "de 1'écart de la loi
de PY par rapport 4 celle correspondant 3 l*indépendance des
composantes Yl,...,Yq“. :

On a en particulier

P[Y —yi,YJ-y 1 =PLY -yi] P[Y yj]{ 1+ pijxixj 1

ce qui montre que Yi et Yj sont indépendantes si et seulement si
elles sont non corrélées.

Notons enfin que Cov(Yi,Yj) = P[Yi=l,Yj=l] - P[Yi=1] P[Yj=1] .

Pour d'autres représentations de 1la loi PY nous renvoyons 3
Cox(1972), Kedem (1980) .



- 12 -

II. ETUDE DE DEUX TYPES PARTICULIERS DE VECTEURS ALEATOIRES.

Nous étudions maintenant deux classes de vecteurs aléa-
toires que nous rencontrerons dans les modéles que nous proposons
aux chapitres IV et V pour le phénoméne climatologique. Chacun des

deux types de vecteurs aléatoires que nous considérons est construit

a partir de la donnée d'un vecteur aléatoire Y* = ( YI,...,Y*)' de
la loi PY* et de q variables aléatoires 81'62""’8 de Bernoulli
indépendantes de paramétres respectifs o, = E(ej);= P[ej=lj ’
j=1,...,q9 tels que les vecteurs aléatoires fret‘ (el,...,eq) sont
indépendants.

Nous noterons p; = P[Y§=1]. De méme S*(resp. Z, resp . Zi)
désignera la variable aléatoire somme des composantes de

¥ = (Y;,...,Y;)' (resp.¢ =(el,..,eq)' resp. (ej,je{l,..,q}\{i})),

’

IT.1. Premier modéle.

On s'intéresse ici au vecteur aléatoire Y dont les compo-

santes binaires Yj’ j=1,...,q sont définies par :

Y. = e. Y] i 3=l,...,q.

On a évidenment

I * *
P[Y.=1] = E(e. Y.) = E .) E(Y.
L i ] (sJ J) (eJ) ( J)
* .
= aj pj i J=1l,...,q.

En ce qui concerne la loi conjointe de (Yl,...,Yq)' on a :

Lemme 3.
La loi PY du vecteur Y = (Yl,,..,Yq)' est donnée par :
(3) P,({y}) = (-l)ly' ) ;TI (1-y.~a2z.) P_x({z})
Y - i i%i Y
ZGEq i=1
=(n a,) = II (l—ocj) PY*({z}) ; YeEq

iey 1 z2y jez\y
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La matrice de covariance de Y a pour terme général

* N
{ aipi(l - aip;) si i=j

(4) Cov(Y,,Y.) =
1773 - .
aiaj Cov(Yi,Yj) si 1=3 .
Preuve - D'aprés le lemme 1, on a :
) q q )
P .({yh = [igl(l—Zyi)] E{igl(l-yi—eiYi) )

d'ou, compte tenu des propriétés d'indépendance ‘:

N T
Py({yD) = (-1) BCH (-yya,vi) )

ce qui nous donne la premiére &galité dans (3).

'hemarquant gue

PIY=y] = P[¥=y,¥>y] = I Ply=y,v'=z]
@y
= I P[y*=z;£j=l,jey;ej=0,jez\y]

Zz 2y
et utilisant les hypoth&ses d‘indépendance on obtient immédiate-

ment la deuxiéme égalité dans (3).

La derniére assertion du lemme est une conséquence facile de la
définition de Y. o

Les propriétés suivantes de la variable S sont immédiates

Q- x
* PIs=q] = [M a.1P[S =q]
g j=1 j

E(S) 3 :
3 = a p
;5% P

« Var(s) = g a *(1 - a *)+ 2 I o, Cov(Y* f*)
= 3P iP5 1% i''j

j=1 J i<j

Nous considérons maintenant deux cas particuliers de ce modéle.
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Cas particulier 1.

* * * *
On suppose que Y, =Y. = ... =Y avec P[Y.=1] =p, =
PP q 1 > q [¥y=11 =pj =p
Dans le cadre du modéle envisagé au chapitre IV le
vecteur aléatoire Y représentera l'observation, pour un jour
donné, des états des q différentes stations d'un réseau et S
représentera le nombre de stations "s&ches" dans le réseau ce

jour-13.

_ Comme Y* ne prend alors que les deux valeurs (0,...,0)"
et (1,...,1)' avec les probabilités respectives l—p* et p*, la

formule (3) s'écrit sous la forme :

P, ({y}) = (_I)IYP{ o 1 + (1-p~ % 1 };: E
yHyh = p [_g (,-ai—yi)] (1-p )[._ ( “y; b ye c
i=1 - i=1
(1-p™) + p* [ (1-a.) si  y=¢
- { i=1 *
q Y. l-y.
p*_z ail(l—ai) . si y=¢ .

i=1

De méme l'égalité (4) s'écrit :
* < % . s
a;p (l—aip ) si 1i=j
4 Cov (Y, ,Y.) = '
( ) ( l’ J) * * . . .
aiajp ‘l-p ) si izj
Quant @ la variable aléatoire S on déduit aisément des résultats

précédents :

Lemme 4.

On a :

J=1

* * q
(1-p”) + p [ o (l—aj)3 si k=0
P[S= k] ={

p"* Pl2z= k] o si 1<k<q
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Y. l-y.
a.d(1-a.) ]
1 J ' b

ou P[Z= k] = :E:

vily|=k 3

TE—e

|y| désignant le cardinal de Y.
On a aussi

* q * q * .
E(S) = p" L a, ; Var(s) = P La,(l-a.p’) +

29*(1—p*) I a,a, .
:i.<jlJ

On s'intéresse maintenant aux lois condltionnelles des variables
aléatoires Yi sachant la variable alé&atoire § qui fournlssent
les probabilités que les différents sous- resedux soient "secs"
sachant le nombre de stations “s&ches" dans le ré&seau un jour donné

Lemme 5,

On a

oy P[Zi= k-1]

si lsgkgq
P(Y ;= 1/S= k] = g PLz = k]
0 si k=0
et % aii(l-ai)l i '
1=1 ' si  1sksq et |y|=k
P(Y= y/S= k] = { Pl2 = k] |
1 si k=0 et |y|=0 .

Preuve - On a bien sfir d'une part

P[Yi= 1] P[Zi= k-1] si 1<kgq
P[Yi= 1,8= k] ={

0 si k=0
et d'autre part
P{Y = y] si |y|
P[Y= y,8=k] = {
0 sinon

En vertu du lemme 4 on a alors les résultats annoncés. 0
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' r. l-r,
Remarquons que P[Z.,= 2] = EE: ., Ln u.J(l—a.) J 1;
1 re{0,1}971 4.5 3 J
[x]=2

Le {0,1,..,q-—1}.

Cas particulier 2.

On suppose ici que_ les variables aléatoires ej j=1,..,9
sont de méme loi avec aj = a, j=1,...,q. Dans le cadre du modéle
envisagé au chapitre IV le vecteur aléatoire Y représentera alors
l'observation, pour une station donnée, des états successifs au
cours de g jours consécutifs et § représentera.le nombre de jours

secs parmi ces q jours.

On traduit immédiatement les formules (3) et (4) par :

q
Py tiyh = 0l n ey e )y et
. i i Y
(3") ZeEq i=1
= aIYl X (l-a)'z'y' Pyx({z}) i YeE_,
2 =)' g9
ap; (1-ap)) si i=j
(4")  cov(Y.,Y.) = { ; t .
o a COV(Yi,Yj) si i=j

En ce qui concerne la variable S on peut énoncer :

8

Lemme 6,

On a :
q
PIS= k1 = (295 1 & (1-0)S prs*= &7 0sk<q
-Q _ S
. s=k
et
_ * . _ 2 *

ol m[2](S) = E(S(S-1) ) est le moment factoriel d'ordre 2 de §.
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Preuve - On peut écrire

) 9 *
P[S= k] = L PI[S= k,S =s]
s=k

oll pour s=k on a

z: PS= k,Y"=y)
y:ly|=s
= § 2 | P{Y*=y;£j=l,jez;ej=0,jey\z_
Y3ly|=s zcy:iz|=k :

S DD D LI PNy P R
y:lyl=s zey:|z|=k

P[S= k,8%= s]

]

= cg aX (1-q) 57K :E: PLY*= y]
y:lyl=s
= C: o¢k(1—-o¢)s"k pls”= s1 .

La premiére assertion du lemme en découle.

q
Comme S = I Yf on a aussi
q F 3 *
E(S) = o & E(Y.) = aE (S )
j=t
et
2 * * &
E(S = E(X e.Y. + E( I Y. ¥,
(s™) ( ; i¥5 ) (i“' eiej i¥5 )
] #]
= aE(S*) + o & E(YIY; )

i=j

aB(s*) + «® { E((s")2% ) - B(s™)}

' = 2 *
d'on mtz](S) = q m[ZJ(S ) . o

Remarquons que Var(s) = a2 Var(S*) + a(l—a)E(S*).
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IT.2. Deuxiéme modéle.

On considére maintenant un vecteur aléatoire Y dont

les composantes binaires Yj’ j=1,...,q sont définies par :
Y. = e, Yi o+ (1-e,) (1-¥Y) ;=1 '
SIS Bt ] jbo 3Ty

On a évidemment

* *
P[Yj— 1] = E(ej Yj) + E((l-ej)(l-Yj) )

* *
. .+ (1l=-a.) (1-p, ; i=1l,... .
aJ pJ ( aJ)( pJ) j=1, 9

En ce qui concerne la loi conjointe de Yl""'Yq on a :

Lemme 7.

La loi PY du vecteur aléatoire Y =(Yl,...,Yq)' est

donnée par

q ,
Y
P, ({y}) (-l)l | I z (ai+zi-2aizi—yi)] P*({z})

zeE i=1
q

(5)

= I (I _a)( T (1-a,)) Pyx({z})
zeEq ieyAz ileyAz

La matrice de covariance de Y a pour terme général

* * * * .o
[aipi+(l—ai)(l-pi)][}—aipi—(l—ai)(l—pi)151 i=j

(6) Cov(Y.,Y.) = .
1 ] x % . .
(2ai—l)(2aj-1) Cov(Yi,Yj) si i=zj .
Preuve - La premiére &galité dans (5) résulte immédiatement du
lemme 1.

La seconde égalité dans (5) s'obtient en remarquant que :
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I PIlY= y,Y'= z]
ZzeR '
q

Ply= yl

z P[Y*=z;€j=0,jeyAz,ej=l,jeYAz 1
z¢E
et en utilisant les hypothé&ses d'indépendance.

La derniére assertion est une conséquence directe de la définition
de ¥ . 0O

Les propriétés suivantes de la variable S sont immédiates :
- E(S) = t a.p: + (1-a,) (1-p%)
§=1 3] J ]
»  Var(s) = g a.pi+(l-a.) (1-p3) M1-a.pi-(1-a,) (1-p.) 1 +
371 ] 3 J ] ]

j=1 ]

+2 I (2a,-1)(20.-1) Cov(¥',v")
i<j i i i’"j

Nous considérons maintenant deux cas particuliers de ce modéle.

Cas particulier 3.

On fait la méme hypothé&se sur Y* que celle faite dans
le cas particulier 1 ci-dessus. Dans le cadre du modéle envisagé
au chapitre V le vecteur Y représentera l°observation, pour un
jour donné, des &tats des q différentes stations d'un réseau et
S représentera le nombre de stations "sé&ches" dans le réseau ce
jour-13a.

On traduit immédiatement les formules (5) et (6) par

9 *
(-1)‘Y'{p*[ﬂ (l—yi-ai)] + (l-p )t

ﬁ { )1 )
a, -y
i=1 i=1 71

PY({y}) .

(5")

*

_ l‘yi q l-Yi yi
= Pp
i

*
+ (1-p ) I « (1-a,)
i=1 1 .

I =.Q

Y
i
. ui (l-ai)



- 20 -

* * * * .o
[aip +(1—ai)(l—p )][l—aip -(l-ui)(l—p ) si i=j
(6') Cov(Yi,Yj) = :

(2ai—l)(laj-l)p*(1—p*) si  izj
Quant a la variable aléatoire S on déduit aisément des résultats

précédents :

Lemmme 8.

On a :
P[S= k1 = p*P[Z= k] + (1-p*)P[Z= q-k].

On a aussi

*

E(s) =

el

* q
a, + (1-p ) (g~ £ a.)
3 j=1 3

J.
[

Var(8) =

Q1m0
p—t

* * * *
. -0 - l-a.p =(1-a. -
[ajp +(1 aj)(l p )1l aJp ( aj)(l p)l +

.

+ 2p"(1-p*) 1 (2a,-1) (20.-1) ,
i<j J :

En ce qui concerne les lois conditionnelles des variables

aléatoires Yi sachant la variable aléatoire S ‘on peut
énoncer :

Lemme 9.

On a : N «
P o;Pl[Z.=k-1]7 + (1-p") (1-a,)P[Z,=q~k-1]
= = = = si 1lsk<q
PLY,=1/8=k] ={ p'PlZ=k] + (1-p*)P[Z=q_k]
0 si k=0
q V. l-y. q 1-y. Y.
p* II a.l(l-a.) 14 (l~p*) I a, l(l-—a.) 1
i=1 * 1 i=1 * 1 ,
" " si 1lsk<q
P[Y=y/S=k] = p PlZ=k] + (1-p") P{Z=g-k] -
et |y| =k

1 si k=0 et |y|=0
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Preuve
On a blen sir d’une part s

p*aiP[Zi=k—1]+(1-p*)(l—ai)PfZi=q—k—1] si 1lskgq
P[Y, =1, § = k] = 3

0 si k =0

et d'autre part

PlY=y] si |ly| =k

Py =y, § k]l = 3
0

sinon ¢

En vertu du lemme 8 on a alors les résultats annoncés.

\
Cas particulier 4,

On fait la mé&me hypothése sur Eyreceys eq que celle faite dans le
cas particulier 2 ci-dessus. Dans le cadre du modéle envisagé au
chapitre V le vecteur aléatoire Y représentera alors 1'observa-

tion, pour une station donnée, des é&tats successifs au cours de q
jours consécutifs et S représentera le nombre de jours secs parmi

ces q jours.

Les formules (5) et (6) deviennent :

gq .
(--1)'yl "L [ 0w ‘“+zi"2“zi“yi] PY*({z})
ZeEq i=1 :

Py ({y}D)

(5")

x alm'(l-a)lyAZIPY*({z})

E
%5q

[ap;+(1—a)(1—p;)][1—ap;—(1—a)(1-pI)] sii=j

(6") cov(Yi,Y-) = :
] 2

(20~1) cov(Y;, Y;) si i 2 j.
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En ce qui concerne la variable S on peut énoncer :

Lemme 10.
On a :
sk
q - . s e ' o
P[S=k] = 1 E C; Ck_; a21 k-s+q (1—a)k+s 2i P[S*=5]
=0 i=0v(k+s-q) q

s
pour k ¢ {0,..., g} et

E(S) = (2a-1) E(S*) + q(1-a)

m (s) = (20L—1)2 m[zj(s*) + 2(202-1)(1—&)(q—1)E_('S*) +q(q-—1)(1—a)2.

[2]
Preuve

On peut écrire :

P[S =k] =

ol pour s ¢ {0,..., g} on a :

P[S=k, S*=s]

It

}E: P[S=k, Y*=y]
y:lyl=s

= EE: ZE: P[¥*=y;e.=O,jesz;€j=1,jesz]

vilyl=s =:|z|= ]

= . :E: MEDY (1-a) | 207] PLY*=y].
y:lyl=s z:|z|=k

Or on a |zAy| = |z| + |y| - 2|ynz| et |ZAy| = a-lz|-]yl+2|ynz| ;

alors il vient :

P[S=k,S*=s] = a¥7K"S(1_q)kts :E: :E: (T%a)ZlynZIP[Y*:y] .
v:lyl=s z:|z]|=k
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Evaluant maintenant, pour y ¢ Eq tel que lyl = 8, la quantité :
sak :
- ‘ . 2i

:E: (_%_)Iynzl card {zeE_ : |z|= k,|ynz|=1} (-2

Z:l2'=k 1-a i:OV(k+S—q) q 1-a
\ sAk
- cl Ck:i (T%_)Zi
i:OV(k+s-q) S g-s o
on obtient :
sak .
P[S=k, S*=s] = aq-k-—s(l_a)k+s cl ;Ck:l (_i_g:_)Zi 5
1i=0V(k+s-q) ° 978 o

x P[S*=s]~

La premiére assertion du lemme en découle.

Comme S = ¢ [g. Y¥ o4 (l—ej)(l-Y;)] on a aussi

I

9 * q *
E(8) =a 1 E(Y)) + (l-a)(q - % E(Y}))

« E(8¥) + (1-g) (g-E(S¥))

(24-1) E(S¥) + q(1-q)

et q
E(Sz) =E[ ¥ e. Y4

5 Y3+ (l‘ej)(l-Y;)]
i=1

* * * . . * .
+ E[izj{qiyi+(l’€i)(l—Yi)} Eij+(1“€j)(l-Yj)}l

(2a-1) E(S™) + q(1-q)

+ & cov(Y,,Y.) + £ E(Y,) E(Y,)
123 LA i

(2a-1) E(8*) + q(l-q) + (2¢-1)2 3 cov (¥}, ¥3)
i=j J

t E [(2a-1) E(Y))+(1-a) I[(2a-1) E(YY)+(1-q)]
123 J
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2

(2a-1) E(S¥)+q(1-a) + (20-1)2 ¥ E(Y;Y;)+q(q—l)(l—a)
izj

+ 2(20-1) (1-a) (g-1) I E(Y;)
i

1l

(2a-1) B(s™) + q(1-0) + (20-1)2 [E((s*)2) - E(s%)]
+ qla-1) (1-0) % + 2(2a-1) (1-a) (q-1) E(S*)
d'ol le résultat annoncé concernant m[zj(S). 0

Remarquons que Var(s) = (20L—1)2 Var(S*) + a(l-a)qg
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CHAPITRE 2

SERIES CHRONOLOGIQUES UNIDIMENTIONNELLES BINAIRES






- 27 -

Dans la suite, nous appelons, série chronologique
binaire tout processus stochastique (Xt; tena*), basé sur un
certain espace probabilisé (Q,0, P), tel que pour tout temN " Xt
est une variable aléatoire (binaire) a4 valeurs dans 1l'ensemble
{0,1}. Une telle série chranologique représentera, pour une station
climatologique, la suite des états successifs de jours i partir
d'un premier jour t=1. Nous ne ferons pas toujours explicitement
la distinction entre le processus stochastique (Q,DvP(Xt; teli*))

et le processus canonique qui lui correspond défini sur
*

*
({0,,1}]N ; B N ) ol B N " est la tribu sur ‘{0,,1)]N engen-
{0,1} {0,1}
- drée par les cylindres a base finie; en particulier xt
indifféremment la variable aléatoire "&tat du processus a 1'instant

t" et la t °M€

désignera
application coordonnée du processus canonique.

_ Dans ce chapitre nous examinons d°abord les caractéri-
stiques essentielles de la structure d'un modé&le de série chrone-
-logique unidimentionnelle binaire puis nous présentons quelques.
modéles particuliers de processus de renouvellement alternés a
partir desquels nous construisons dans les chapitres IV et V des

modéles de séries chronologiques vectorielles.

I. CARACTERISTIQUES D'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE UNIDIMENTIONNELLE
BINAIRE, ' ‘

. x
Etant donné une suite infinie (xl,xz,.-..,xt,..)6{0,1}]N ,
on appelle séquence de 1 (resp. 0) de longueur k21 commengant
d l'instant t22 une suite (t,...,tt+k-1) d'instants telle que

X 1™ Xeak =0 (resp. 1) et x =1 (resp. 0) pour i=0,...,k-1.

Ainsi si (xl,...,xt,...) reptgiente les états successifs des jours
dans une station climatologique a partir d'un jour initial 1, une
séquence de 1 (resp. 0) commengant au jour t est une séquence
séche (resp. humide) au sens ol tous les jours secs (resp. humides)
et ol elle est immédiatement précédée et suivie par un jour humide

(resp. sec).



- 28 -

La description des trajectoires d'une série chronologique binaire
(Xt, t e N¥) peut s'effectuer 3 1'aide des dates successives

Tg, Té d'entrég dans les é&tats O et 1 et des durées Dg, D; des
séjours successifs dans ces €tats. De facon précise, les suites

(rt i nh > 1) et (D; in=21), i =0,1 sont définies par :

TI = inf (£ > 1 : X, =i} ;

Di = inf {t > 7l ; X = 1-i} - ob

Ti = inf {t > Ti-l +‘DI]:;_l : Xt =i} , n > 1 ;
Di = iné'{t > Ti : Xt = 1-i} =~ Ti r N > 1

Remarquons que dans 1le contexte climatologique, pour n = 2 1la
suite d'instants T;,..., T; + D; est une séquence séche (resp.
humide) de longueur D; si i =1 (resp. 0). Dans 1la suite nous

utiliserons 1la terminologie correspondante.

Nous supposerons désormais que la série chronologique (Xt, t e DJ*)

est stationnaire.

e e — - e e o -y 2 g o B R =it g

On définit la persitance au néme jour de 1'état i dans une séquence
de 1 (i.e. 1la persistance de 1la sécheresse (resp. piuviosité)

dans une séquence s&che (resp. humide) si i = 1 (reép. i = 0))
comme éEtant la probabilita que le sé&jour dans 1'état i dure stric-
tement plus de n jours, sachant qu'il a déja duré n jours. On 1la
note :

=1|X = 1-i, Xt+l = l"“’xt+n =i} ;
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On a évidemment :

qi P[Xt+n+1—i' Xt+n=1’°"' Xt+1=i/xt=1-i, Xt+1=i]
n = = =]- =
P[xt+n_i,o.o’ xt+1-"i/xt_1 i' xt+1 i]
=1 PLXp g™t Xy =teeons X =i/X =11, X, ,=i]
kfn PIXp a1 ™1 Xpge=to oo n X =i/X =1-1, X, ,=1]
soit
pi
i _ - n
(1) q, = 1 7 i B2 1
kzn Px
si on pose ;
i _ = = = =7 -
Pp = PLXpyn ™1t X Shoeee X =i/X =1-4, X, =1]
i _ i _
= P[Dl =n | T, = 2} , n=z=1,
pi = (pi, n 2 1) est la "loi de la durée d'une séquénce de i"

(i.e. d'une séquence sé&che (resp. humide) si 1 = 1 (resp. i = 0))
et est appelée loi des temps de sé&jour dans 1'état 1.

On a bien sir la relation inverse de la relation (1) :

i

l—q1 si n=1

s o=
i i i i .

9y 95 .- 9, (l-qn) si nz 2.

Les suiltes (q; i h 2 1) de persistances sont des caractéristiques

importantes d'un modéle de série chronologique binaire et leur

comportement (monotonie ou non, convergence ...) conditionne

beaucoup son intéré&t pour les applications.
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< i s a s , «
Désignons par Qn la probabilité qu'au cours de n instants consécu-

tifs donnés le processus soit dans 1'état i

=il ; t>21; n

v
ot
-~

n = £5Lre ey Xt+n_1

il

1 n 0 n
soit Qn = E( 1 Xt) et Qn E(q (l-Xt)).
t=1 t=1

O-— = = -—
Q) = P[X =01 = 1-E(X,)

-

On a Qi = P[Xt=l] = E(Xt)

1 1 ) = - = =
Q170 = PIXL=10 - PIX, = X, ) = 1]

T PLXe =1, X, =01 =E(X,) - E (X, Xt+l)

de méme que

0 0O
Ql-Qz

il

P[Xt = 0] - P[Xt = Xt+l = 0]

i

P[Xt=0, Xt =17 = E(X - E(Xt X

+1 t+l) t+l)

soit
Q) -0y =0, -0Y =L prx = x 3
1 2 % 2 32 t ¥ feerdc

La suite (O + N 2 1) peut &tre relie aux suites (q n:z1) et
(p n > 1) de la mani&re suivante :

Lemme 1

On a, pour tout n > 1

i i
(4) pi - 9n _ ?On+l T 4o
n i i
Q9 -9
i i
(5) qi - Qn+'1 Qn+2
n i i
Q Q
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Preuve

En effet, on a

.o

P[X 4o = 1-1, X\ = oL =X, =4, X, = 1-13

= P[Xpyy = oo = Xy =4 - (PLX , =...=Xy=i, X =i, X,=1-17] +
*PIX L Se=Ky=i, X o=1-, X)=iMPIX =..2X,=1,X =X =i]

- Qi "'{(Qi+1_Qi+2) + (Qn+1"Qi+2’ + Qi+2}

= Qi - 2Qﬁ+1 * Qi+2

d'od la relation (4), dont se déduit immédiatement la relation (5)
d'aprés (1).
(1-1 (pi’é—i in 21, m221) la "loi de probabilité du

14
couple des durées d'une séquence de i et de la séquence de 1-i qui
la suit” c'est-a-dire :

Soit p!

i,1-1 _ — - = =} =1
Pam = PLX intme1~1o xt+n+m—"'"xt+n+1 1-1,
xt+n=...=xt+l=i|xt+l=1,xt=1~j
_ i 1~ i_ . '
= P[Dl—n, D2 =m | T1-2] nz21;mz21

Désignons par Qi'é—i la probabilité qu'au cours de n+m instants
’
consécutifs donnés le processus soit d'abord n fois dans 1l'état i

puis m fois dans 1'é&tat 1-i ;

Qi:é ' PLXE=e e o™ pn1 ™ X = oo =X ey ™ 2040
soit Ql'0 = E( ; X ? (1-x_ = ))

n,m £=1 t ° s=1 nt+s
et o1 n m

Qn:m = E‘ i (l-xt) N 2 Xn+$) .

t=1 s
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On a :
1,0 _ - - =0l _n1 - A0 _ -0
Q1 TPIX = 1, Xy =01 =0) -0, =0q] -q)
0,1 _ _ _ =0l - ol - O _ -0
Q1,1 = PIXe =0, X)) =11 =0) -0, =0] - 0]
On peut alors relier les lois (p3’$—1 in>1,m>1) i =0,1
coT ,
aux suites (Ql’l 1 ;i n>1, m > 1) i =0,1 comme suit :

n,m

Lemme 2

On a pour tout n > 1 et m > 1

Ql,l—l _ 01,1—1 - Ql,l-l + Ql,l-l

i,1-i _ *n,m “n+l,m n,mtl n+l,m+1
(7) p = : -
n,mn A 01 - Ql
1 2
Preuve

En effet, on a :

piol-i _ PLXmI-L, Xy ==Xy =hy Xy gg=e =X =1-1, X inime1~1]
e P[X, =1-i, X

t+1- 1]

dont le dénominateur vaut Qi - Qg et le numérateurgpeut s'écrire :

PLXppy = vee = X =5 X0 = ... t+n+m ~ 1711

T OPLX ==X Xene1™ X ™ X e =171

- PLX=.. =X =1 Xetn+1™" “Lepnen=L-1s Xt+n+m+1= 1]

IR A TS ERL P VL SR P SOOI U5 SE S B S
= Onin T nitme T L01h - @hITE 0 - robi kit - gfalt g
= %n " %iim T %t * Ohilmn

Cela fournit la relation (7). @
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génératrices :

Posons, pour 1 = 0,1

-i = = 1 = = ‘=
Pn = PIX =14, X 0= -0 =X =1 | X, =1)
= P[Di =n | X =1) i n o> 1
1 1 ! =
éi‘= (pi i n 2 1) est la "loi du temps de sé&jour résiduel dans
1'état i".
Supposons que les lois des temps de séjour (pi } .z 1), 1 =0,1
admettant des moments d'ordre 1 notés m1 = ¥ n pi s 3 = 0,1.
nzl a

On peut alors relier les suites (En ; n oz 1) aux suites'(pi i no2 1)
i
et (Qn i no2 1)

Lemme 3

On a les relations :

~i 1 i
(8) p_=-—= 1 p;

n m1 k=n k

1 mt -1 1 i
(9 o =-35— I b =-—=*— 5 kopl _

n m0+m1 kzn k m0+ml k=1 ntk-1
Preuve
On peut bien sfir écrire ;

-1 P[Xt+n=1—i, Xt+n_1=...=xt=i]

Pn = ; nz=1

P[Xt=i]

d’ol i1 vient :

i 4 N R |
Qn 2Qn+1 + Qn+2 - (pn pn+1) Q

-
=}
v
[

IS

i
1
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Alors d'aprés 1'égalité (4), on a :

s QT - o
i 7i _ 1 2 i, n> 1
Py Pn+1 = i Pp i = ’
Ql
puis
i i
i 9 9 i
pn=—i Epkln21-
Q7 - k=n
1
Comme T pl = 1, on obtient :
nv
k>1
i
. Q
Dﬁ = I k Pé T i . 1
nx1l kzn k=21 Q7 - Q
1 2
Q] i
soit T = m
Q9 - Q
. 1 1 _ .0 _ .0 1 o _ o
Puisque Ql Q2 = Q1 Q2 et Ql + Ql =1, on en déduit que
QO _ m° . Ql _ m! . Qi Qi _ 1
— _—" — ' - a— -
1 mO+ml 1 m0+ml 1 2 mo+m1

Cela démontre 1'égalité (8). L'égalité (9) s'en déduit immédiate-
ment car d'aprés (4), on a :

i i
i _ Qn B Qn+l
S e
kzn Q1 - Q2

Remarquons qu'on a en particulier :

i
Om T et P[X_ =i, X = 1-i] =
m +m m +m

P[Xt = 1i] =

-

2 i . o« . .
Désignons par P et P les fonctions génératrices respectives

des lois pl = (p; ; N2 1) et pl = (p; ;s n o= 1)

o) = 5 t%pl et F(y) = 5 P ﬁi , t e [~1, +17 .
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Remarquons que, d’aprés la relation (9) 1la fonction génératrice

Q de la suite (Q i n2 1), Q (t) = ¢ " Q . est bien définie
pour t ¢ [-1, +1] lorsque la loi nzl (p : nh =.1) admet un
moment d'ordre 2 (la loi pi = (pﬁ, nz1) admettant alors, d'apreées

(8), un moment d'ordre 1).

Les relations du lemme 3 se traduisent alors par :

Lemme 4
On a
10y Py = 5 - P
m {1-t)
i mi t .
(11) ot (e) = = (1 - P (1))
m +m 1-t
0, 1 (l—t)2 i i 1-t
(12) P (t) = (mO4m}) e B B8 IR R =L
t
Preuve
D'aprés (8), on a :
7 1 1 koo 4
P(t) =— 1 (I pk) == 1 (1 Y Py
m, nzl k2n m kzl1 n=l
_ 1 t _.k i
= L (1-t7%) p

my (1-t) k=1

£ o1 - @b pL)
1-t k=1

H?’“

d'oi la relation (10).

Un calcul analogue conduit 3 la relation (11) a partir de (9).
La relation (12) s'obtient immédiatement par "inversion® de (10)
et (11).
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Notons par mék] le moment factoriel d'ordre k de la loi

pl = (p;<k n z 1) lorsqu'il existe i.e.

_ dk

P/, = 2 nn-1)...(nk) bl
nz

i
i ~i k]
factoriel d'ordre k de la loi p- = (pn i n-2 1) lorsqu'il existe.

. - i i ~ -
(on a bien sfir m[l] = m”). De méme, notons par m le moment

On déduit immédiatement du lemme 4

Lemme 5
On a :
~i 1 i 1 i
m = — (m + —— m ) 5 k 21
[k] ot [k] k+1 [k+1]
et
i _ (0] 1 i - i
m[k] =2(m + m) Q (1) 2 m

lorsque ces moments existent.

I.3. Lois _marginales _de dimensions finies et statistiques

o e e e o e e o o e o s e o e s i e e it e e e e i e e e e o e it i s o e ot o o e ok o o2 2

de_comptage

L'analyse statistique d'un mod&le de série chronongique binaire
conduit & &tudier les propriétés de certaines caradtéristiques
liées & 1'observation du processus au cours d'une suite finie
d'instants 1,2, ..., T, le calcul de la fonction de vraisemblance
correspondante (i.e. de la loi marginale du vecteur aléatoire
(Xl”"’ XT)) ayant éventuellement permis de mettre en évidence

l'exhaustivité de ces statistiques.
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Les statistiques les plus importantes tant du point de vue de
l'estimation des param@tres d'un modéle que de la comparaison
entre un modéle estimé et les observations sont les statistiques
de comptage :

gui comptent respectivement le nombre de jours secs et humides
sur la période {1,..., T}, et

. . T s ) '
nid o 5 (opitd (X, _,+1-1) (X +3-1) ; 1,3 e {0,1)

qui comptent le nombre de passages de 1°&tat 1 A 1'état j entre
le jour 1 et le jour T. |

Notons que les probabilités P[S = T] et P[S = 0] ne sont autres
que les guantités Q et Q definies par (3).

On est alors amené 3 étudler la lol de la variable somme des

composantes de certains vecteurs aléatoires (cf. chapitre I).

Notons aussi que les caractéristiques du second ordre des statis-

tiques ST et T - ST sont données par :

E(S;) = Tp; E(T - §y) = T(1-p)
@3) T-1

Var(ST) = Var(T - ST) =T C(0O) + 2 L (T-k) C(k)
k=1

lorsque la série chronologique (xt i t 21) est stationnaire avec
p = P[xt = 1} et pour fonction de covariance :

C(k) = cov(X,, X . ,) = pr[Xk*l =1 | X, =11 -p} ; ke N
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IT - MODELES DE SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES

Nous présentons ici brié&vement quelques modéles pérticuliers qui
ont été utilisés avec succés pour la modélisation de données
climatologiques notamment ceux dont nous ferons usage dans les
chapitres IV et V pour construire des modéles de séries chrono~
logiques vectorielles. Nous renvoyons 4 BOUSSEBOUA (1983) pour

une étude détaillée de ces moddles.

II.1. Processus de renouvellement alterné a_temps_discret
Les processus de renouvellement alternés ont déja été abondamment
utilisés pour la modélisation en climatologie (cf. par exemple
GREEN (1964), BUISHAND (1977) , GALLOY - LE BRETON - MARTIN (1983)).

Ils traduisent 1l'hypothése a priori+.qu'a partir de'chaque instant
de changement d'état le phé&noméne i représenter ne dépend du

passé qu'a travers 1l'état i cet instant.

n, nNya
Dg fagop précise, étant donné O < p < 1 et pl = (p; ;i n=>1),
pl = (p; i nx1), i =0,1 quatre lois de probabilité sur IN*

on pose :

pPéfinition 1

La série chronologique binaire (Xt ;i £t 2 1) est dite processus de
C
renouvellement alterné de paramétres {p, pl, pl, i=0,1) si

P[Xl = 1] = p et pour i ¢ {0,1}, conditionnellement i X1 = i, les

durées de séjour (D; ; n 2 1) (reso. (Di—i ;i n21)) sont indépen-
g ' i

dantes de loi plpourr1= 1 et de méme loi pl pour n > 2 (resp. de

méme loi pl—l pour n = 1) les suites (DS ; n o2 1) et (D; ;i n 2 1)

étant de plus indépendantes entre elles.

Selon la terminologie dé&jj utilisée, les lois po et pl sont les

lois des temps de séjour dans 1'état O et 1'état 1 respectivement.
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Etant donné deux lois pO et p1

sur IN*

s, apériodiques et admettant

des moments d'ordre 1 mo et ml, on peut montrer (cf. par exemple

GREGOIRE (1982))

Lemme 6

Le processus de renouvellement alterné (X t >

1) de paramétres

(p, BO, p ' p s P ) est stationnaire si et seulement si les deux

conditions suivantes sont satisfaites

ml
i) p = -
n, -
mi 220

Nous dirons alors que la série chronologique binaire (X

i
pk+g

-
s

k

-
P-4

e {O,1}.

est un processus de renouvellement alterné stationnaire de para-

métres p et p et noterons (x

te]N)'bR.A.

°, phH.

Les différentes caractéristiques du modéle (Cf. I de ce chapitre)

sont alors comolétement connues. Notons qu'en particulier les

lois pi 1-

Signalons que 1l'on dispose d'un algorithme de calcul de loi de la
variable aléatoire ST (cf. chapitre III) et du resultat asymptoti-

ne sont autres que les lois produits P

1~
i & p 1.

que suivant concernant sa variance (cf. par exemple BOUSSEBOUA

(1983)) :
{m )zmg + (mo)2 mé (m mg - m ml)2
(14) Var(ST) = T3 +
(m + m’) 2(m +m )
)ng + (mo)2 m% 2m m1 + (mom )2
B NE 77— toe(l)
3(m + m’) 6(m + m )

onl mi est le

i

de la loi p” ; 1 = 0,1,

moment centré d'ordre k (i.e.

la variance si k = 2)

t € nq*)

]
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GABRIEL - NEUMAN (1962), CASKEY (1963), WEISS(1964), HOPKINS -
ROBILLARD (1964), KATZ (1974) , TODOROVIC - WOOLHISER (1975),
BERGER - GOOSSENS (1983) ... ont utilisé les chaines de Markov
binaires pour des applications en climatologie. Jﬁsqu'é 1'ordre 2
de tels processus sont (cf. par exemple BOUSSEBOUA (1983)) des

processus de renouvellement alternés.

Si (Xt i t 2 1) est une chaine de Markov binaire d'ordre 1, sta-

tionnaire de paramétres p = P[Xt = 1]} et ) = P[Xt;= l/xt—l = 1]
oi 0 < p < 1, max (O, 3%51) < A < 1 (on notera
1-)

(X, 7 t 2 1) v~ M(1 ; p, A)) alors (X, £ 2 1) o R.A.(G(p(T:B)),

G (1-1)) ou G(u) pour O < U < 1 désigne la loi géométrique de

paramétre py i.e.

1 -2 .
Pe) = . pt, Plg) = A=Ay
1-p-t(1-2p+)p) 1 - At

. . - P ~i . s

Notons que les lois de temps de sejour résiduel p~ coincident avec
. L i .

les lois des temps de séjour P correspondantes et que les suites

des persistances sont constantes égales & :

1 - 2p + Ap
qi = A et qO = .
1
1 -p
On a aussi :
1 -p
p(l=2) 1-)

mo ) (1-p) (1-2p+Ap) . ml _ A .

2 p?(1-1)2 2 (1-n2

Liestimation des paramétres peut &tre menée i 1'aide des statisti-
ij
ques ST et NT
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Si (Xt ; £ 2 1) est une chaine de Markov binaire d'ordre 2 sta-
tionnaire de paramétres P[Xt =1} = p, P[Xt+l = l/Xt = 1] = Al,
P[X ,p =1 | X, =17 = hy et P[X ., = 1 | xt+12: X, =11 =y

ol 0 < p< 1, max {0, 3%51} s Ay s 1, max {0,

3p—29xl~l+pxlu =
PHA,u ¢ Aqul s 2, < 1-x;(1-y) (on notera

} <y <1 et

max

(Xt itz 1) A M(2,p,Al,A2,p)) alors (xt i 2 1) ~ R.A.(po,pl) ol
gy = 2w/ =) sin-=1
0 =
Py
2 n-2
p(l—A2~Al+k1u) (1~p(3-A2—2A1+A1u)) _
-1 si n 2 2
(1-x,) . (1—2p+pxl)
(1=2x,+x 1)/ (1-2,) sin=1
1 _
Pn =
Al(l—Loz pn—z/(l—xl) sinz 2
) AgA u (1‘*2‘11*11“’2 | 1 2
i.e. P(t) = ——"—t + . . pt
=X, 1-2p+pxl—t(1—p(3-A2—2x1+A1}0) 1-},.
2
P{t) = — e £+ . Xlt
l-Al (1~A1)(1—tu)

Notons que les suites de persistances sont constantes au-dela du

deuxiéeme jour :

1=-A,-A,+A,u
2 11 si n =1
l—Al :

q = .
n 1-p(3=A,=2XA.+A. 1)
2 1 1 si n =z 2

1-2p+pl1
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Ay (=)
—_— si n =1
ql _ 1-3,
n
u sinz=2

et les lois de temps de séjour résiduels po et pl s'écrivent

p(1~Al)/(l—p) sin=1

“0
b, =
n-2
p(l—A2—Xl+Alu) (1—p(3-A2—2A1+Alu)) .
(1-p) . g Sinz2x 2
(1—2p+pkl)
- l—Al sin=1
P, = _
Al(l—u).un sinz2 |,
On a aussi :
1-p 1
mO = : m1 = —
p(l—Al) l-Al
1-2p+pA
o _ 1 - , _ _ _
m, = { 1 A1+A2 Alu

2 2
P (l-Al) (1—A2—A1+Alu)

L2
- p(3-5Al+A2+2(A1) SRV A

~ Al(1—2kl+u) )
= 2
(l-u)(l-kl)

L'estimation des paramétres peut &tre fondée sur les statistiques

ijk _ _ o oL _
S; et N =card {t e {1,..., T 2}, X, =1, xt+1 =3, X, = k}

i3,k e‘{O,l}.A
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I1.3. Processus de renouvellement alternés basés sur des

-—--———-‘-o--.—-——-——---—————--——-—-a———.—-——-——-n.-———-._-..—
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CRISOLET - GUILEME?T - ARLERY (1962) , BUISHAND (1977), LE BRETON -
‘MARTIN(1979), GALLOY (1982) , GALLOY - LE BRETON - MARTIN (1983),
ont noté la bonne adéquation des distributions de longueurs de
séquences climatologiques 3 des lois bindbmiales . négatives
translatées (B.N.T.).

GALLOY - LE BRETON - MARTIN (1983) ont modélisé pgr des processus
R.A. baséssur de telles lois la succession des séquences séches

et humides dans plusieurs stationskclimatologiques frangaises.

Etant donné h et d deux paramdtres réels positifs la loi (pk;;
k =2 1) sur IN” est dite B.N.T. (h, d) si :

1 (h/d)y _, g k-1 k

p, = ) ik z1
a0y e
oll, pour a réel et n entier on a pPosé :
(a+n-1) (a+n-2)..,.(a+l)a si n 2 1,

1 8l n =0 .

Elle a pour fonction génératrice ;

- -h/d
t dt
P(t) = ——=——= (1 - 2% ’
(1+a)h/d 14d

pour moyenne m = h + 1 et pour variance m, = h(d+1).
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Si (Xt i t >21) ~ R,A., (B.N.T. (ho, do), B.N.T. (hl' dl)) alors
la suite des persistances de 1'état 1, i = 0,1 est monotone crois-

sante (resp. décroissante) de limite -—3- gji % > 1 (resp.-4£< 1)
4 a 1+di hl hi
. < i e
et constante é&gale 3 di+l si HI = 1,

-

On peut construire des estimations des paramétres 3 1l'aide de 1la
statistique ST et des statistiques concernant les longueurs de )

séquences observées.

IT.4. Autres_modéles de séries chronologiques binaires

-

Certains auteurs ont eu recours i des chaines de Markov d'ordre
3, 4 ... pour modéliser le phénoméne climatologique (cf. par
exemple BERGER - GOOSSENS (1982)) mais ces modéles (qui ne con-
duisent plus & des processus de renouvellement alternés) devien-
nent lourds & manipuler compte tenu en particulier du nombre
€levé des paramétres qu'ils contiennent.

1
Des analogues des modéles linéaires classiques autorégressifs,
moyennes mobiles et mixtes pour les brocessus a valeurs réelles
ont été proposés par JOCOB-LEWIS (1978 a, 1978 b) pour les séries
chronologiques 3 valeurs discrétes. BUISHAND (1978}, CHANG -
DELLEUR -KAVVAS (1982, 1983 a, 1983 b) ont utilisé avec succeés
des versions de ces modéles dans des études en climatologie.
Nous renvoyons & ces auteurs et & BOUSSEBOUA (1983) pour une
étude approfondie de ces modéles et des applications.
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CHAPITRE 3 ;

CALCUL DE CERTAINES FONCTIONS GENERATRICES ASSOCIEES
A UN PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNE
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Les séries chronologiques marginales des séries chronosg
-logiques vectorielles & composantes binaires que nous définis-
sons dans les chapitres IV et V sont construites a partir d'un
méme processus de renouvellement alterné. L‘'é&tude de leurs carac-—
téristiques, telles qu'elles ont été définies daﬁs le chapitre II,
passe en particulier par le calcul de certaines fonctions généra-

“trices associées au dit processus de renouvellement alterné.

Dans ce chapitre, nous décrivons d'abqrd un algogithme
de calcul de la loi de la statistique de comptage Sn = z X
dans un processus (Xt;tZI) ~ R.A.(po,pl) puis nous £=1
déterminons des fonctions génératrices liées a des suites inter-

venant dans cet algorithme.

I. ALGORITHME DE CALCUL DE LA LOI DE LA VARIABLE
ALEATOIRE S .

On considére donc une série chronologique (x stz2l) ~
R.A. (p P ) dont les lois p0 et p de temps de séjour ont pour
moyennes respectives m0 et ml° On s‘intéresse au calcul

de la loi de la statistique de comptage

Sn=Xl+X2+...a+Xn

on a évidemment , pour me {0,...,n}

P[Sn= mj} = P[Sn= m/x1= 1] P[X1= 1] + P[Sn= m/xl=0] P[Xl=0]
soit
1 0 =0 1 <1
PIS =m] = ————{ m R (m) + m" R (m) }
n m0+m1 n n

si on pose, pour ie{0,1)
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~i _ _ o
(1) Rn(m) = P[Sn— m/xl— i]
Le calcul de la loi de la statistique S repose alors sur celui
des suites {R (m); O<msn, n=21} et {R (m) ; O0<msn, n=z1} .

Buishand (1977) a proposé un algorithme de calcul de ces suites
(cf. aussi Bousseboua (1983)) fondé sur le calcul intermédiaire
des suites {R (m); O<ms<n, n21} et {Rn(m); O<ms<n, n=1} on,
pour ie{0,1} :

1-i]

i _ _ s _
(2) R (m) = PIS = m/X;= i,X,=

Lemme 1.

Les suites {R;(m); O<msn, nz1}, ie{0,1} dé&finies par

(2) vérifient

. pour n=1

i = -—
Rl(l) = Gil ’ R7(0) =1 611 '
. pour n =z 2
R0 = R(n) = R (0) = k') =0 ,
n n 7 .
20 _ 1 .1 1 _ .0 .0
n(n 1) =m Phaa ! n(l) =m pn—l
1 si n=2 1 si n=2
2(1) ={ Rl (n-1) =
01 1 0.1
mp,p _, si nx3 mp;b,_, si nx3
. pour'n =2 3
0 m
Rn(m) = I p. R (m=3+1) si ls<ms<n-2
i=1
n-m
1 _ - 0 .0 _ . _
R (m) = DX P Rn_J(m 1) si 2s<ms<n-1.



- 49 -

Preuve ~ Les résultats des deux premiers cas s'obtiennent
facilemment. Pour n 2 3 , 1sm<n-2, on peut écrire

m n
0 .
R (m) = I PI[X,=},...,X.. .=1,X., .,=0, L X, =m-j+1/X =0,X.=1
n j=1 2 i+l j+2 Kk=i+1 k 1 2
m :
= jil P[x2=1,..,,Xj+1=l,Xj+2=0/x1=0,X2=1] x
n
x P[ I X, =m-j+1/X.,.=1,X., .=0]
k=j+1 k i+l j+2
m
= ¢ p! Rl . (m-j+1) .
3=1 J ]
De méme pour n 2 3, 2sms<n-1, on peut écrire
1 n-m m
R (m) = I PIX,=0,..,X. .=0,X. .=1, I "X =m-1/X,=1,X,=0]
n j=1 2 i+l j+2 k=j+1 k 1 2
n-m
= jil P[x2=0,,,.,xj+l=0,xj+2=1/xl=1,x2=0] x
n
x P[k=§+1xk=m—l/xj+l=0'Xj+2=l]
n-m
0 .0
= L p; R _.(m-1) . O
j=1 3l n-}

On peut maintenant relier les suites {R (m) ; Osmsn, nz1} , ie{0,1}
définies par (1) aux suites {R (m) ; 05m<n, nzl} définies par (2)
et fournies par le lemmme 1 :

Lemme 2.

~i _ - . =i =

Rl(O) =1 611 ; Rl(l) 611 '
. pour n 2z 2

Bm = @ =0 ,
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B0 = 1 g ;= x opt o,
jen J je2n J
1
Rg(n—l) = .1_.0_. hX p; = _ﬂa prl]-]_ '
m jzn-1 m
0
~1 1 -
Rlay = L ropy =2 g0,
m Jjzn-1 m
. pour n =2 3 et lsms<n-1
n-m m
~0 _ .0 .0 . ~1 _ Al 1 a
Bpm) = L Py Ry gy m) PooBpm) = X By Ry, (me341)
=1 K =1
Preuve - Les résultats des deux premiers cas s'obtiennent

immédiatement. Pour n > 3, l<ms<n-1, on peut écrire

~0 n-m n
Rn(m) = _E P[Xl=0,,..,xj=0,xj+l=l, E. Xk=m/Xl=O]
=1 k=j
n-m
= jil P[X1=0,...,Xj=0,Xj+l=l/Xl=0] X
n
X P[kij Xk=m/xj=0,xj+l=l]
n-m '
0 _0 :
= I Py R__. . (m) .
j=1 J n-j+1
De méme, on peut écrire
~1 m n
Rn(m) = _E P[Xl=l,...,xj=1,xj+l=0, E. Xk=m—3+l/xl=1]
J=1 k=j
m
= jil P[X1=1,...,Xj=l,xj+l=0/xl=l] x
n
x P[kE' xk=m—3+1/xj=1,xj+l=0]
=]
m
_ A1 .1 .
= 'E pj Rn_j+l(m j+1) . o
J=1
Remarque 1 - Dans le cas particulier d'un processus (Xt;tzl) ~

MA(l;p,)X) ou (Xt;tzl) ~ MA(l;p,Al,Az,u) (cf. chapitre II §II.) on
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~

dispose d'algorithmes (spécifiques) é&quivalents & celui fourni
par les lemmes 1 et 2 (cf. par exemple Kedem (1980), Bousseboua
(1983)).

Remarquons aussi que dans Gabriel (1959), Helgert (1970), Klotz
(1972) , Kedem (1977) on trouve, pour ces modéles markoviens, la
loi de sn sous forme explicite.

[}
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I1. FONCTIONS GENERATRICES DES SUITES {R (k);n=1}; ie{0,1}, ke .

On considére, pour ie{0,1} et kelN 1la fonction
génératrice t _,Rt(k) de la suite {R;(k); nx1} définie par (2)

i.e.

(3) Ri(k) = 1 RY(k) " ; te [-1,+11.
' nx1 n

A 1'aide du lemme 1 on peut montrer :

Lemme 3.

Les fonctions génératrices t___.Ri(k) et t___,Rg(k),

keIN définies par (3) vérifient les relations g

0 si k=0

Ry (k) e e m® ) si kel
P%(t) R (k-1) si k22
0 t si k=0
R_(k) = { k . -
t 1, k+1.1 31 o1 .
mt Brig t jil t pj Rt(k j+1) . si k21
ot PO et PO sont les fonctions génératrices respectives des
lois pO = (po(n);nzl) et pO = (po(n);nzl)(cf. chapitre II §I.2)
Preuve = Remarquons que le fait que Ri(k) < + « pour |t|=l

découlera de la démonstration.

. Pour k =0, comme R;(O) = 0 pour tout n21, on a
Loy = 1 e rlo) =0
t n
nz1
et comme RO(O) =:{ 1 si n=1
n ,
0 si nz2

on a
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R2(0) = ¢ t® Rg(O) = t .
nz1
Pour k=1, puisque B (1) ={ 1 si n=1
n 0.0
m pn-l si nz2
Ri(l) = 1§ P R;(l)
nzl
= t+ 1§ t° mopg_l
nz2
= to+n’z " p0 )
nx2
= (1 + m° 2%(t))
. De méme, pour k=1, comme 0 si nél
Rg(l) =11 si n=2
0 1.0 i nea
mp,B._, si n2
on a
Rg(l) = 1 P 32(1)
nzl
2 wn 0.1.0
= t°+ ¥ t mp,p _
ns3 1 n-2
_ 2 01 n-2 .0
= t°(1 + m pl r t pn__2 )
nz3
= t2(1 + mopi P2 (£))
. Pour k 2 2, puisque 1 0 si nsk
Rn(k) =1 n-k 0 0 .
X p. B .(k-1) si nzk+1
j=1 3 n-j
on a
rREk) = & " Rl
n
n21
n, "k o o
= L t'[ I p; Rn_.(k—l)]
n2k+1 j=1 3 1
= 1 edpd 1 IR0 ke
jz1 J nzj+k J

P2 (t) R (k-1)

\
la derniére €galité découlant du fait que Rg(k—l) = 0 si nsk-1
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- De méme, pour k > 2,puisque

0 si n<k
ROx) =) mlpl  si nek+l
n " k
£ pr pl L (k-3+1)  si nzk+2
j=1 J “n=j
on a
o) = 1 " %)
t n
nx1 Kk
= ¢kl mlpi + ¢ 70 3 py R (kr341) ]
nzk+2 =1 J J
kK .
= gktl mp + z ) pl oz 0 Rl (kg4
j=1 Inzk+2
ol
I ") R (k-j+1) = 2 t% RL(k-j+1)
nzk+2 J uzk~j+2
RY(1) -t  si =k
(e
Ré(k—j+1) si lsj<k-1
I1 vient donc
RO(k) = ekl oplgl Mg R (k-3+1) + 5p1( B (1)-t)
t Py 521 Py Agt%7d Pt e
k. :
_ Lkl 1.1 1 o1, .
= t (m By pk) + jil t pj Rt(k j+1)
K41 1 L R S T
= t (Z p.—pk) + I t° p. Rt(k-}+l)
>k J j=1 J
k. .
1, k+1.1 o1 o1, .
= mt K1 E t pj Rt(k j+1) .

1
On vérifie enfin que 1l‘'expression précédente de Rg(k) est valable

pour k=1 : en effet on a

mlt2p; + tpi Ri(k) = t°[ 3 pi + p} + mopi PO (t) 7]
k>2
= t%[1 4+ mopi 20 (t)

t

ce qui est bien la valeur trouvée ci-dessus de Rg(l). Cela achéve

la démonstration du lemme. O
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III. FONCTIONS GENERATRICES DES SUITES {Ef(k); nz1}; ie{0,1}, keIN

On considére, pour ie{0,1} et kelN, la fonction
génératrice t - Fp(k) de la suite (F1(x); n21)} aéfinie par (1)
i.e.

(4) ﬁt(k) = 3 Bluy ;i te [-1,+1]
n21 n .

A l'aide du lemme 2 on peut montrer :

Lemme 4.

Les fonctions génératrices t__,ﬁi(k) et t__>§2(k)
définies par (4) vérifient les relations :

0 si k=0
k) =
t K SRR R U S
t X ﬁj + X t7 "p. R (k-j+1) si k21
j2k+1 j=1 J '
T§E‘1 - %))  si k=0
~0
Rt(k) =3

1 20 0
r P (t) Rt(k) si k21

ol t__,Rt(k) et t..,Rg(k) sont fournies par le lemme 3.

Preuve.
. Pour k=0, comme ﬁ;(ﬂ) = 0 pour tout nzl, on a
R0 = £ £ Fo) = o
nxl n
~0 _ .0
et comme Rn(O) = X P, i n2l on a :



=32
t O

soit si |t|=

=0
£ (0)

Il est facile de voir que l'expression est encore valable pour

[t] =1 .

Pour k=1,
~1
Rn(l)

on a

R (1)

1-t

compte

it
™~

i

t(1
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n 30
t Rn(O)
n .0
t Zp
kzn k
k
pﬁxt"
nzl
~0 t k
Py 1o¢ (1 -t7)
(- 1 £ p0)
k21

(1 - %) )

tenu de ce que

si n=1

.0

i n=z
Ph-1 si n=22

m

4+ —
1

m

Py ) .

- De méme, pour k=1, puisque

~0
R (1)

on a

0

m
n-1
z

j=1

si n=1

si n=2

~0 0 s
pj Eh-j+l si nz3

(1)
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B = @ " E
nz1
2 n-1
= 5 o+ 5 ™ o1 Bl Ry i, 0
m nz3 ji=1 J
= 250+ 1 "% &%) 4z &® ngl 50 r° (1)
S D nz3 =2 3 P7IHl
= e p) p "R + ¢ X t3p? £hTITL
nz3 j=2 3 nzj+1
_,2.0 0. 0, .2 1. 20 _ .0 0
= t°p) + B0 R (1) - 7] + gl P(t) - p ] R (1)
- 170 0
= TP (t) r (1)
Pour k 2 2, puisque
\ 0 si ns<k
NO _
Ry k) —% n-k o
.E Py Rn—j+1(k) si nzk+l
i=1
on a
B = oz " E
nz1l
n-k
n 0 .0
= r t ¥ p.R__. (k)
nzk+l j=1 1 n-il
=114 pg L Rg_j+1(k) gh-Itl
jz1 nzk+3j
_ 10 0
= T P (t) Rt(k)
La derniére &galité découlant du fait que Rg(k) =0 si ngk .

De méme, pour k 2 2, puisque

0 sl n<k
Bl ={ x p; si n=k
jzk
g pl Rr? (k-=3+1)  si nzk+1
2 Py Tneg 17D z

i=1



on a
B (x)
ol
5
nzk+1

Il vient donc

~1
R (k)
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.1
A
pJ

X
vzk-j+2

) :
% Rt(l) -t

1 . ’
Ry (k=3+1)

1 1 .
Rt(k—]+l)

tk--l

j-1 .1

1 .
By R, (k=j+1)

v .1 .
t .Rv(k—j+l)

si j=k

si 1<j<k-1

4

~1 1
pk[ Rt(l) - tl

Il est facile de voir que, pour k=1, cette expression coincide

avec la valeur de ﬁi(k) trouvée plus haut. Cela achéve la

démonstration du lemme. 0O



- 59 -

IV. FONCTIONS GENERATRICES DES SUITES {Ri(u); ueM } ET {'fei(u) ;ue N }

ie {0,1}, |t} < 1.

On considére, pour ie{0,1} et |t| s 1, les fonctions
génératrices x._$ 5 {x) et x __,Gi(x) respectives des suites
'{R (u); ueN} et {R (u), uelN } définies par (3) et (4) i.e.

i u i

{5) §U(x) = LI x R_(u) ;
t uz0 t

6) T = 1 x" Rl .

uz0

Notons que (t, x)——.ai(x) (resp. Ei(x)) n'est autre que la fonction

i(m), nzl, Osmsn} (resp.

generatrlce de 1la suite a double indice {R
{R (m) ; nz1, Osmsn}). Ces fonctions sont définies pour |tx|s 1 :
en effet, on a par exemple
n 2 i m n n
jt7 £ B _(m) x| < Je}" v |t x| .
m=0 "

A l'aide du lemme 3 on peut montrer :

Lemme 5.

Les fonctions génératrices x __,Gi(x)' et x *—>62(x)
définies par (5) sont données par :

spx) = nl% PO(e) + x POt) 69 (x)
§9(x) = n' Pliex) + & pliex) st(x)
t X X t
Preuve - Comme d'aprés le lemme 3 on a
0 si u=0
Rg(u) = t(1 + m° P%(t) ) si u=1

P (t) Rt(u-l) si u=z2
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1)

1

il vient
di(x) = 3 x4 Ri(u)
uz1
= xt(1 + n® POty )+ r x% %) RO (u-
t
uz2
= xt(1 +m® POt) ) + x POy 62(x) -t
= xt(1 - P%t) +m® Oe) ) + x 2% ¢ 62(x)
et compte tenu de ce que
Ple) = 4 —5— - %)
m 1 -t

on a immédiatement 1'expression de Gt(x) .

De méme, puisque

t si u=0
Rg(u) = t2(1 + mopi Po(t) ) si u=1
n .
1, u+l_ 1 3 0 NS RS .
m t- utl + '51 t pj Rt(u j+1) si u
on a
Gg(x) = z x" Rg(u)
uz0
= t + xt2[l + mopi Po(t)] +
1 u+l_1l 2oy
+ @ xM{n e 4 v T tIp3
uz2 4 j=1
= t + xt2[1 + mopi ao(t)] +
1 u, ut+l_ 1 u 2
+m X x't pu+1 + I x I
uz2 uz2 j=1
ol
u u+l_1 1 -1 .1 2,21
uiz Xt utl ( PP (xt) =~ xtpl X"t P, )

et

=2

1
J

1 .
Rt(urj+l)}
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u .
px" 1 tlpl Ri(u-j+1) = I xutpi Ri(u) +
uz2 j:l B ) uz2 |
+ I tJP% X Ri(u-j+l)xu
j22 3 uzj
= tpi( Gz(x) - X Ri(l)) + % L thJp%_Z Xu_J+lRi(u—j+1)
i22 Juzj

= tpi( Gt(X) - x R;(l)) + % ( PY(xt) - xtpi ) Gi(x)

1

1 1
Gt(x) P (xt) - xtp,

|
W

1.
Rt(l) .

Comme on a

R = v+ m® PO )
et de plus
11 _ 1
Pp = v U -py )
m

on achéve alors facilement la démonstration du lemme . 0

A partir du lemme 4 on obtient :

Lemme 6.

Les fonctions génératrices X —a-Ei(x), et x— 8

définies par (6) sont données par :

1 1

e (xt — Phxt) )

I

~1 1 - S |
6t(X) Xt P”(xt) Gt(X) +

0 -0 0 1 -0
5, (x) PULE) 6.(x) + gt - PO (b))

Il
2

ol x-—a-&i(x) et x— Gg(x) sont fournies par le lemme 5.

Preuve ~ Comme d'aprés le lemme 4 on a

"
1-t
1

£ Po(t) Rg(u) si uzl

0 (1 - P%t) ) si u=0
R _(u) =



o

il vient
~0 ot
Se(x) = 10¢ @
ol
r x" ﬁg(u)
uz=1

On en déduit alors le
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-2%¢) ) +

v ™

1

) 3

uzl
P2ty 6d(x)

X

ctl~ i~ g

résultat annoncé pour gg(x).

De méme puisque
~1 u 1o % -1 1,
Eow) = t r ops + ¢ t37ip! Ry (u-3+1)  ;  u2l
jzu+tl J j=1 ]
on a -
Si(x) = %2 ﬁi(u)
uz1
u,u 1 u T 4-1.1 .1, .
= I xt )} p. + I x Lt P Rt(u—j+l)
uzl j2u+l J uzl j=1 ]
ol
j-1
r o x%Y oz opl = 3 opl Tp W
uzl jzu+l J j=2 3 u=1
= 1 0. @yl
j=22
. .1 -
= e (fopr- 1 oplaegdTh
j22 3 422 3
. xt 11 2 oAl
= Toxe (1 7By g PUxt) - xtp)) )
_ Xt 1 71
= 1xe (- oxE Pxt) )
ot u 2 o4-1.1 .1
Iox oeTTpl RO (u-j+l)
uzl j=1 J
= %E r{ (xt)Jp% [x x93t Rt(u-j+1)] }
j21 J uzj
_ 1 -1 1
= T P (xt) Gt(x) .



- 63 -

CHAPITRE 4 ;

ETUDE D’UN MODELE DE SERIES CHRONOLOGIQUES VECTORIELLES
A MARGINALES CONSTRUITES PAR AMINCISSEMENTS D'UN
PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNE
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La construction des modéles de séries chronologiques *
vectorielles que nous envisageons pour décrire le phénoméne
climatologique dans un réseau de stations revose sur les considé -
~-rations suivantes :

- d'une part un modé&le adapté doit &tre tel que les séries
chronologiques marginales correspondantes représentent bien le
phénoméne dans les différentes stations et aient une structure
voisine de celle de processus de renouvellement alterné (au moins
pour les données auxquelles nous les destinons,zéompte tenu
d'études déja effectuées (cf. Galloy- Le Breton-Martin (1983))),

- d'autre part le mod&le doit rendre bien compte de concomi -
tances lors des évolutions du phénoméne dans les différentes

stations,

- enfin il est souhaitable que le nombre des paramétres du
modéle soit relativement faible et si possible moindre que celui
nécessaire a3 une modélisation dans laguelle les stations sont
traitées indépendamment les unes des autres.

En vue de répondre & ces objectifs nous avons retenu
comme Eléments d'une modélisation : '

- un processus de renouvellement alterné (xz;tal) destiné 3
représenter le phénoméne dans une station test qui est soit une
station "priviligiée" dans le réseau soit une station fictive
(et donc non observable) et devant rendre compte des simultanéités
dans le réseau, ‘

= des suites (ez;tzl), j=1;...,q de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes entre elles et indépendantes de (X:;tzl),
associées aux q différentes stations du réseau, devant permettre
de traduire la spécificité des évolutions du phénoméne dans ces
stations "autour" de 1'é&volution dans la station test modélisée
par (x;;tal).



Dans ce chapitre nous nous intéressons i un modéle

de la forme

. . .
(1) Xp = el x} . 3=li...,q i t=1 ,
ou - pour j=1,...,q , (Xg;tzl) est la série chronologique

représentant la succession des jours dans la station i,
* 0 1
- (X itz1) est un processus RA(p (*),p (%)),

- pour j=1,...,q , (ei;tzl) est une suite de variables

aléatoires indépendantes de Bernoulli de méme paramétre aj '

- Les suites de variables aléatoires (X tzl),(st;tzl),...,

(et,t>l) sont indépendantes entre elles.

Remarquant que dans ce modéle, 1l'évolution décrite par (X ;t21)
est un "majorant" de toutes les évolutions du phénoméne dans les
différentes stations au sens que la station test (éventuellement
fictive) qui lui est associée est "plus séche que toutes les autres".
Lorsque (X:;tzl) est attaché a une station "priviligiée" du réseau,
auquel cas nous supposerons qu'il s'agit de celle correspondant &
l'indice j=1, alors bien sir X = X} et o, =1 .

Notons que considérant une série chronologlque binaire (X ;t=1)

comme le processus ponctuel sur W + Cchaque serle

t§1 t t
chronologique (XJ,t>1) marginale de la série chronologlque vecto-
~rielle (X ;tzl), ol +t —(Xt,,..,Xq)', apparait comme le processus
ponctuel obtenu par amincissement du processus ponctuel (Xt,t>1)
selon la régle consistant 3 supprimer ou conserver indépendamment
les uns des autres chaque point de ce processus avec les probaba-

-1lités respectives l—aj et aj.

Signalons aussi que 1'on pourrait envisager un modé&le dans lequel
* P . - . .

le processus (Xt;tzl) représenterait une é&volution "minorant"

toutes les évolutions dans le réseau i.e. 1'évolution du phénoméne

dans une station test "plus humide que toutes les autres". On serait



- 67 -

alors amené 3 définir

x} =1 +¢, (x 1) X

ou, de facon équivalente,
xIy = e d
(1 Xt) Et(l Xt).

Il est bien clair que 1'&tude de ce modéle se raméne a celle du
modéle (1),

Dans une premiére partie de ce chapitre;nous étudions
la structure du modéle défini par (1), d'abord les propriétés du
processus vectoriel (§t5t2 1) des états dans le réseau pour les
jours successifs, puis celles des sgéries chronologiques marginales.
Dans une deuxiéme partie nous examinons le probl&me statistique
de l'estimation des paramétres du modéle en distihguant selon que
la station test est une station dans laquelle le phénoméne est obser-
- vable ou non, puis nous faisons une é&tude expérimentale par simu-
—-lation des possibilités d'utilisation du modéle.

I. ETUDE DES CARACTERISTIQUES DU MODELE .

Il est clair que, par construction méme, la série chro-
nologique vectorielle (it;tz 1) est stationnaire. Nous faisons
porter le symbole = (resp. l'indice j ou (j,k)) & toute caractéris-
-~ tique du processus (xt,t> 1) (resp. (XJ,tz 1) ou ((XJ,X itz 1)),
réservant 1l'indice i ¢ {0,1} & 1'indexation d'une quantite liee
"a la sécheresse (i=1) ou a 1'humidité (i=0)".

Ainsi (c* (h);hew ) designera la fonction de covariance de (Xt,t> 1)

i.e.

c*(h) = 00v(x:,x;+h) = p*{P[X;+1/X:=l]—p*}; h2 0

m! (%)
mo(*)ﬂnl(*)

* *__ .
p* = P[X =1} =

m"(+) &tant 1'espérance de la loi pt(s) = (pi(*);nz 1); 1=0,1 des
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.
temps de sé&jour dans 1'état i du processus (Xt;t 21).

De mé€me (C(h);h €¢IN) désignera la fonction de covariance de
g \ . . 2
(Xt;t 21) i.e. C(h) =(Cjk(h);(3,k) e{l,...,9}

- J Gk
cjk(h) = Cov (X ' Xiwn)
. k s . k

= Prx] =Xeen =11 - Prx] =13 P[X, =13; hx 0

ou P[XJ =171 = p(3) = il (J) ' ml(j) étant 1l'espérance de
t 0,.
_ m° (3)+m’ (3)

la loi pl(j) = (p (J)in> 1) des temps de sé&jour dans 1'état i du

processus (XJ st 1)

Remarquons que, sauf mention du contraire, les considérations qui
suivent sont valables pour un processus de base (Xt,t> 1) qui n'est,

pas nécessairement de renouvellement alterné, pourvu gu'il soit
stationnaire.

-
I.1. Propriétés du processus vectoriel (Xt;tz 1).

-+
Il est clair que le vecteur aléatoire Xt est du type qui
a été étudié dans le cas particulier 1 du §I11.1. du chapitre 1.

Compte tenu des résultats obtenus dans ce chapitre on a alors :

(2) p(j) = ajp* i J=1,...,q
g9

(1-p*) + p*. 1 (10 ) gi x =¢

(3) Pk, =x1={ q =
t * ot o 1-x. : . 2 ¢

posly jJ (1~ j) 3 si x

ou rappelons que x = (x reeesX )t 10,1 9 est identifié 3
1 q 6{ }

{jG{ll"°lq}:Xj =1}°

De méme si Nt désigne le nombre de stations "séches" dans le réseau

a
le jour t i.e. N, = .i
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. q
(1P + p 0 (1—aj) sik =0
(4) P[N=k]=3 =1

q -
§ 2, Toa¥jaa)l™j g 1sksq,
o xs:xi=k j=1 ] J

q
*
E(Nt) =p o, ;
j=1 J
vVar(N,) = *qza (1-a_p*) + 2p*(1-p* I o a
O N Rt 11 PAMPY i !
i=1 i<j
et
ﬁ a ](l—a )
_i=1 - s1 15 k< q,lxl=k
3 ;
Z I azfzu-a )%
(5) plx =x /Nt =k] =

1 si k=0 et |x|=0

>
En ce guil concerne la structure d'ordre 2 du processus (xt;t 21)

on obtient

Proposition 1.

La fonction de covariance (C(h);h z0) s'écrit ;

ajakc* (h) si j#k, h=0,1.. ou j=k et h=1,2,

(6) cypm) =4
ik ajp* (1-e,p") si j=k, h=0.

»> >
La loi conjointe des vecteurs aléatoires xt+b et Xt, hz 1, est
donnée par : o
d 2-
Y Y = * _ -
[JHIaJJ j(l o, ) ]P[Xh+1 l,xl 1]
silyle et |x}=0

> q .
= = = Y - 1- y ] _ 3
(7) P[X£+h Y, X = x] [JflaJJ(l a,) { P[X =l =01 4
q
= ko s
[j_fl“ o) 1 PRy, =1, %=1} si Iyl =0
et |x| =0
i i
H u+v *
( (l-a.}) P[ X =u, X =v]
Qﬂv=0jmi ] h+1 1
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Preuve - L égalité (6) est une conséquence immédiate de la
deflnltlon (1).
On a bien sir, pour x et y dans {O,I}q :

PIX, . = y,x* = 1.% = i |yl=0
N . Hewn™ YeXpp= LE = x1 si Jyle
P[Xt+h= y,Xt= X] = . . q .
P[Xt+h= O'Xt= x1+ ;Hl(l aJ)] P[X = 1,xt= x]
si |y[=0
Or si |y|=0 on a
q * *
[H o, 3(l~a ) j] [H o, J(l—a ) j]P[X =1,X =1]
j t+h t
P[X =y, X =1,X =x]= : si |x|[=0
t+h S/ Teen™ T A TE q q
Yy = = -
M J3(1 ¥ )1 J]{P[XL+h 1, x =01 + [ (1 aJ)]x
j=1 j=1
P[xt+h=1,xt=1]} - si [x]|=0

De méme on a pour ie{0,1} :

) * L ok .
gnlaxj(l o) 17%57 PIX yn=1/X =11 si |x]=0

q
plx t+h =i, X =0 W gﬂl(l a. )] P[X =i,X —lJ si |Xl=0

On en déduit alors 1'égalité (7). o

Remarque 1
—dE -

> r
Notons que la probabilité P[§t+h=0,xt=x] pour|x|=0 est
fournie par changement de h+l,1 et y en 1, h+l et X respectivement
dans la deuxiéme ligne de (7).

On peut bien str déduire de 1a proposition 1 la loi conditionnelle

de Xt+h
sus (N st 1),

sachant Xt de méme que des résultats concernant le proces-

Pour 51mp11f1er les écritures nous utiliserons dans la suite la

notation v(a +K) pour la quantité
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, q i v
= k] = 2: tn a¥j(1—aj)l Yj1 o< ks q

q
(8) Pl L €
= y: |y =k 3=1

Corollaire 1.

La fonction de covariance du processus (Nt;tz 1) s'écrit

2

q *
=[ X aj] C (h) , hz2 1

i=1

(9) COV(Nt+h'Nt)
L.a loi conditionnelle de la variable aléatoire Nt+h sachant Nt est
donnée pour hz 1 par : Y

*

via,8) P[X =1/x;=1] si k =0 et g =0

t+h
* *_ » * *_ o .
P[xh+1—0/x1—1] +\)(a,0)P[xh+1 l/X1 11 si t:g et
+> * * + Ak
B o via, ) {P[X,  ,=1,X,=0] +v(a,0)P[X =X, 11}
(10) PIN_ , =2/N =k]= " Fa— .
(1-p~ ) + p v(a,0)
1 si k=0 et £=0
:E: v(@,0) "V oprxt, =u,x}=v ]
u,v=0 si k=¢=0
(1-p*) + p*v(a,0)
ol v(&,k) est fournie par (8).
Preuve - Pour hz 1, on a
q : q
Cov (N N, ) = Cov( L xJ s L Xk )
t+h' 't jop R 0, T
= %L C.. (h)
. k
jok 3
d'on la formule (9) d'aprés 1'égalité (6)
On a bien sfir, pour hz 1,
PIN_,, =N =k] = > ) PLX,,, =Y, X =x]
yilyl=2 =x:]x|=k :

Alors d'aprés 1'égalité (7), si k=0 et 2«0, on a



- 72 -

Pl

il

- > * *
—Q,Nt—k] v(a,L)v(a,k) P[Xh+ =Xl=1]

Ne+h 1

puis, utilisant (3),

*
P[Xh+1=X1—l]

PIN,,, =4/N =k] = v(3,L).

t+h

d'ol la premiére ligne de (10) compte tenu de ce que p*=P[XZ=l]

De méme si k=0 et =0 on a, d'aprés la remarque 1 et (7)

*

1 1J}

“t+h

puis

> * * -+ *
PIN_,,=0,N =k] = via,k) PIx, . =0,X =11+ v(a,O)P[Xh+l—l,X

*

P[Xh

=0,X"=11 + v(a,0)P[X"
+1 ' (a,0) Xh+

*

p

=1,X=1]
1 7'

P[Nt+h=O/Nt=k:F

d'olt la deuxiéme ligne de (10).

Si k=0 et £#0, on a aussi, d'aprés (7)

=Q, = = a ,Q, * = *= o * = *= N
N, =0] v(a,) P[Xh+1 1,x1 01 + v(a,O)P[xh+1 1,X.=11]

P[IN 1

d'oll la troiSiéme ligne de (10) d'aprés (3).

Enfin si k=0 et %=0 on a bien siir

>

-
P[Nt+h=0,Nt=0] = 1>[xt+h== ¢,X, = ¢ 13

t

d'oll la quatriéme ligne de (10) d'aprés (7) et (3). o

Remérgue 2 =~ Dans le cas particulier oit h=1 les probabilités de
transition P[Nt+1=2/Nt=k] se calculent facilement compte tenu de
ce que (cf. chapitre II. §I.2) on a pour icf{0,1} ;
W
1
m® (%) +m! (%)

* . *___ _
P[X2—1,X1—1 il =

md (%) -1
m0(*)+m1(*)

* *
P[X2=1,Xl=1] =

et aussi



PLX,=i/X}=1] = 1 -~ —

2~1/%, o0 ,
PIX5=1/X¥=1-1] = ——%

2=1/%, T

Lorsque (x:) ~ RA(po(*),pl(*)), on dispose (cf. Bousseboua
(1983)) Ad' un algorithme de calcul des probabilités conditionnelles
P[X:+h=u/xz=v] ; hzl, s'inspirant des mé&me principes que
celui décrit dans le §I. du chapitre III. En fait la famille
(P[x;=1/xz=1]; h21) admet dans ce cas (cf. Grégoire (1982)) comme
fonction génératrice '
S 0 1
= 1 - . (1- Px(s)) (1= Px(s))
H(s)
ml(*)(l—s)z 0 1
1 - Px(s) Px(s)

i
ol pour ie{0,1} , Px est la fonction génératrice de la loi pi(*)

I.2. Propriétés des séries chronologiques marginales
igi;tzl), j=1,...,9.

Dans ce paragraphe, pour simplifier les é&critures nous
omettrons 1l'indice j dans toutes les caractéristiques du processus
(x3;t21); ainsi 3 p(j) = p[xJ = 1] =

. 2 1
- m'(J; = ajp* nous substituerons p = ap” = **%‘“T' ou
n® (3] +n' (3) .

mi est substitué a mi(j) comme p1 =(pi;n21) sera substitué 3
i i, n "
P (3) =(p_ (3)inz1).

Les résultats concernant donc un processus (Xt;tzl) défini par

tz1

<
i

m

(e

ol
- (X:;tal) est une série chronologique binaire stationnaire
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- (gt;tzl) est une suite de variables aléatoires indépend-

antes de Bernoulli de méme paramétre o

- les suites (Xz;tzl) et (gt;tzl) sont indépendantes entre

elles.

Le processus (Xt;tzl) est bien sfir une série chronologique binai-
re stationnaire. Il est clair que pour tout n le vecteur aléatoi-

re X =(X1,...,Xn)' est du type qui a été &tudié dans le cas

(n)

particulier 2 du §II.1 du chapitre I. Compte tenu des résultats

obtenus dans ce chapitre on a alors :

(11) P[x(n)=x] = .Jxl T (1_a)|z—x| P[X(n)=z] } xé{o,l}n
Z 23 X
ap”(1-ap”) si h=0
(12) C(h) = Cov(X,, ,X,) ={
t+h azc*(h) si hx1 .

De méme si Sn désigne la variable aléatoire comptant le nombre

de jours secs au cours de n jours consécutifs 1,...,n 1i.e.

n
S = ¥ X , on a
n =1 t
n .
(13) PLS_=k]1 = o £ F(1-0)57F prs*=s] ; oO<k<n ,
n s n
: s=k
- * * n *x
ol Sn est la variable aléatoire Sn = ¥ Xt dont la loi est
t=1

fournie par l'algorlthme decrlt dans le §I du chapltre IIT lors-
que (X itz1) ~ RA(D (*),p (*)).

Enfin on a :
(14) E(Sn) = aE(S;) ; Var(Sn) = a2Var(S;) + a(l-a)E(S;)

ol compte tenu de la stationnarité de (X;,tZI),

1
E(S*) _ np* . (%) ;
n m® (%) +m? (%)




var(s*) = nCc*(0) + 2 I (n-h) c*(h) .
n
h=1 i
En fait on a aussi
1
— — m °
E(Sn) —np-—n-—b———l——— H
(14') m +m
n-1
var(S_) = n C(0) + 2 ¥ (n-h) C(h)
n : h=1

ot la suite (C(h) ;h21) est donnée par (12).

Remarquons que si (x;;tzl) ~ RA(pO(*),pl(*)) le brocessus

(xt;tzl) n'‘est pas lul méme en général un processus de renouvelle-
-ment alterné; de méme lorsque (X;;tzl) ~ MA(l;p*,A*), (Xt;tzl)
n'est pas Markovien d'ordre 1 ni Markovien d'ordre 2.

En effet, soit (xz;tzl) ~ MA(I;p*,A*); on a pour. tz4

P[Xt=l,X 0,X

t=1 -2

P[X,_,=0,X__,=1,X

1,X, _,=0]

0,Xx 0]

P[xt=1/xt_1= e~2=11X 3= ”
£-3"01

ol compte tenu de (11), on a

=0] = a? Z (1--oa)'zl”2 PIX,, =21 ,

P[X =1,X__ ,=0,X ,=1,X_ _
t t-1 t-2 t-3 z-5(1,3] (4)
- _ 01 - _ ]zl 0
PLX,_1=0,X _,=1,X ;=01 =« 2: (1-a) P[X(3)—z]
z {2} .
d'on
' 2 *
- - - —07 = (2=a2™) p"-22"p"+(1*) % (1-atap®)
PIX =1/X _1=0,X, _,=1,X _,=0] = .

1-p* 1-at+a (1-2%)2

De méme, ona pour tout t=z3

0,X,_,=11 = —8 p (1-20*1a 0% %)+ (1-a) 01 %)?
[ t_ .

i-p 1- ar’®

PLX =1/X__, =

Or ces deux derniéres expressions ne sont pas &gales .
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Nous nous intéressons maintenant aux caractéristiques des lois

pl = (p inzl) des temps de séjour dans les deux &tats 0 et 1.

Rappelons (cf. (12) chapitre II §I.) que la fonction génératrice
i .

P de la loi pl s'exprime par

i
(15) P (t) = (ul+m))

(1- t) ol (t) - mi_l-t
£2 t

en fonction de la fonction génératrice Ql de la suite (Q;;nzl)

ot
of = prx =i X =i]
n 1 "%y
ie. @r=prs=n1 ; q°=oprs =07
tEe n n : ’ n n *

On détermine donc d'abord les fonctions génératrices Q0 et Q1 en

fonction des caractéristiques du processus (X t21) :

tl

Lemme 1.
On a
(16) ol(t) = olat)

ol Ql est la fonction générdtrice de la suite (Q (*);n=21) ou
ol (). = PIS’= n] .

Preuve - Constatant qu'en vertu de (13) on a
0, = o ol
on obtient
1
Q7 (t) = 3 ol ¢
nz1l
1
= I 0 @) =0ty . o
nz1
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Lemme 2.
On a
(17) %ty = p* Fl(t,1-0) + (1-p*) e,1-0) 5 2

oll pour i€ {0,1}, (t,x) —, Bg(t,x) est la fonction génératrice
de la suite 3 double indice { P[S;= s/x;= il; n21, Osss<n }.

Preuve - D'aprés 1'égalité (13) on a
n
0 = I (1-0)® PIs*= s]
n 5=0 n
d'ol
n .
Qo(t)z = 5 {z (1-9f P[S;= s1} 8

nz2l s=0

' * * * * * * .
ol P[Snf sl = p P[Sn—s/xl—ll + (1-p )P[Sn-s/xl—OJ

Alors 11 vient

n
%) =p* & (% (1-0° PLS*= s/x;= 11} ¢
nzl s=0 n

+ (1-p) I (Z (1-0)% pls*= s /x:= 01} ¢"
nxl s=0 n

d'ou la formule (17) . 0O

On calcule maintenant les moments m1 des lois pi,en fonction
des moments mi(*) des lois pi(*) :

Lemme 3

On a

a9 wla O 0 wle)nmg e ale)
mo(*)(1-q + a m(x) a(1-0) + of

Preuve - D'aprés la démonstration du lemme 3, chapitre II §1.2,
on a

[l ot

(19) m : 1e€0,11 .

Il

=t b
I
o

DD f
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Alors il vient (cf. la preuve du lemme 1 ci-dessus) :

1 aQi(*)

aQ) (+) = a’03 (x)

m

od (cf. Remarque 2 ci-dessus)

1 1,
0y () = L) et 0(x) = (o :
m-(*)+m” (%) m(x)+m” (%) . !
On a donc
b oo W (%) . ()
m' (%) =a (m' (x) -1) m! () (1-a)+
<1
D'apres (19) on a
L Q) + 0] 1
mo+m =3 1T ° 1 1
1
N 2 1
aQ; (*) - a Q, (%)
D'oli, d'aprés le calcul de ml, on obtient
W0 - mot st (nmam () - md(x) (1m0 m®(x) .
a(l—a)ml(*)+a2 ml(*)u(l—a)+a2 i

On est alors en mesure de déterminer les fonctions génératrices
0 ~1
P et P ,
= o
On note P (x) 1la fonction génératrice de la loi p (*) =

(BL () ;n=1)

Proposition 2.

1 ‘
(i) La fonction génératrice P  est donnée par 1'égalité (15)

en y remplacant Ql(t) par
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« at ~1
—==— (1 - Px(at))
1 - at

ol(t) = p
et mo, m1 par les valeurs des é&galités (18) .

(ii) Lorsque (X:;tzl) ~ RA(pO(*),Pl(*)) la fonction génératrice
0 .
P est donnée par 1'égalité (15) en y remplagant mo, m! par les

valeurs des égalités (18) et Qo(t) par

0 8t 1-a) .0 L0 .
Q (t) = 0 1 {fm (x) Px(t) + m (x) Px(t) Px((1-a)t)}
(m (x)+m™ (x))t '
.0 ~1 1
+ g 0’ ()m’ (%) Pu(t) Pa((1-a)t)+—2 L)~
m (x)+m” (%) 1-(1-gq) t
-1 0 -0
X ((1-a)t= Px((1-a)t))+"-L) (- Pu(t))}
1=t
oil
.0 1 1 -1
(20) &2 (t,x) = R — 0 (0) Pat) Paixe)+ 2Ll By (e
1« Px(t) Px(xt)
Preuve - La premiére assertion (i) est une conségence immédiate

des lemmes 1 et 3 et de 1'é&galité (11) du chapitre II §I.

Démontrons maintenant la deuxi@me assertion (ii); D*aprés les
lemmes 5 et 6 du chapitre III, sous 1l'hypothése faite concernant
(X:;tzl) les fonctions génératrices §i=intefvenant dans

1'égalité (17) sont fournies par

1 1 3! 1 1 -1
6*(t,X) = ;(‘E Py (xt) 6'*(t,x) + T:—}—(—t——(xt- P*(Xt))
0 0

~0 - -

So(t,x) = = Palt) 82(6,%) + pi(e- Pu(t))
A 0 -0 0 0

S1(t,x) = m (x)x Pa(t) + x Px(E) 6°(t,x)
(21) 1 1 1

20, = B Buxey + L pixe) sliex .
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Reportant ces expressions dans (17) on obtient, pour x = 1-qg
€

%1 ~1 0 ~0 0 0
P o Pr(xt) {m” (x)x Px(t) + x Px(t) 6,(t,x)} +

i

0(t)

* 1 -1 * 1 -0 0
P l_xt(xt— Px(xt)) + (1-p") s Px(t) 6*(t,x) +
* 1 -0 ‘
(1-p") T:E(t_ Px(t))
= 80 (t,%) {p*1 Pe(e) aixt) + (1-p")¢ Bete))
% 0 1 -0 -1 % -1 ;
+ pm (*)E Px(t) Px(xt) + p 1_xt(xt— Px(xt)) +
* 1 -0
(1-p") T3 (t- Px(t))
9 (t,x) -0 0o

= — ; m®(#) Bx(t) + mi(x) Pr(t) Pr(xt)} +
(m” (#)+m” (%)) t
1 .0 .1 m (%) 21
+ =5 I { m (*)m (*)— Px (t) Px(xt) + T:———(xt Px(xt))
m (x)+m” (%)

m¥ (x) -0
+ I T—=(t - Px(t))}

ol d'apreés (21), on a

L 1 - o -0 1 0 1. 0
% Px (xt) 6*(t,x) = m (%) Px(t) P*x(xt) + Px(t) Px(xt) 6*(t,x)
1,., .1 1 )
6% (t,x) = B paxt) + = pext) st(e,x)

puis

0 0 1- 0 .0 1 ml(ey =1

S, (6, x)[1= Px(t) Pr(xt)] = m"(x) Px(t) Px(xt) + " Px(xt) .
On en déduit alors l'expression annoncée de Qo(t) . 0

Il est en fait possible de donner de maniére explicite la loi pl :
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Proposition 3.

La loi des temps de séjour

dans 1'é&tat 1 est donnée

par
: n-1
(22) pi = i a N nz 1
m (x) (1-a) + a
ol = - 2 + a2
Pn Tn aYn+1 Tn+2
avec Y. = L 3 pl +i-1 (%)
L IS n+l
Preuve - D'aprés 1'E&galité (4) du chapitre II §I., on a
-1 1 1
1 9 T2, Y Q.
(23) Pn = T 1
Q - Q
1 2
D'aprés 1'égalité (13) ci dessus on a .
o, = o gl
ol
1 - *_ _ *._ *= N *=
Qn(*) = P[Sn— nl} = P[Sn- n/x1 1] P[xl 13
=p" I g =p— 1 1 plx
kzn m {x) kzn 12>k
* 1 1
=P—y—L ) p_.. ,(*x) .
ml(*)jZI ntj-1 _

Reportant les valeurs des Q; dans

conclure .

Remarque 3.

Dans le cas particulier ol pl(*)
alors p1
titeé Ph

est la loi géométrique G

n-1
= (1")1) [

1
u

a(l-

(23) il est alors facile de

est une loi géométrique G(p)

(1-a{l-p)) . En effet la quan-

de 1la proposition précédente vaut alors :

u)]z nz

?
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et donc °

pp = [a(l-w) P70 - a-w ] onz

D'ailleurs d'aprés la proposition 2 et (15) on a :

1 2 .1
P (t) = p ml+nt) 178" (1 - Pu(at)) - mliTE 4 g
t(l-at) : t
ol mO et ml sont donnés par (18) i.e.
0 _ ml(x) (-0 + m®(x) 1 (%)

m =

~e

2 m! (%) (1-a) + o

ml(*)a(l—a) + o
Alors, tenant compte de ce que pl(*) est une loi géométrique,
il vient
- 1 - a(l-p)
P (t) = t .
1 - ta(l-p)

Ainsi en particulier si (X:;tzl) ~ MA(l;p*,A*) alors pl est la
loi G(1-ar™).

. . i P
En ce qui concerne les moments d'ordre 2 des lois p~ on déduit

de la proposition 2

Corollaire 2.

On a :

1 S
= 2 m (x) (@ - P(a))

! (%) (1-a)? + a(l-a)

ml
£21]

et, si (Xz;tzl) ~ RA(pO(*),pl(*)) :

-1
m?2] B : 71 6S(lll‘o‘)fmo(*) + mb(x) Pr(1-0)1 +

ml(*)a(l—a)+a
1 1 1

+ 0 (xyml (%) Px(il-a) + B—éil [(1-a)2= Px(l-a)] +

0

0
p27(%) =m0}

1
+—2-m
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1l 1 g |
ot 6%(1,1-a) = : (n(x) Peqr-a) + B0 PL1gyy
Preuve - D'aprés le lemme 5 du chapitre II §I.2 on a

m%z] = 2m%nY) of(1) - 2md

L]

Il suffit alors de remplacer les valeurs des différents termes
par celles obtenues précédemment : ml, m0 données par (18) et
Ql(l), Qo(l) données par la proposition 2, la valeur de

mo(*)

i1- t

0
o _ 1.0 v
(t = Px(t)) en t=1 étant 3 m[2](*) . Qa

On dispose des approximations suivantes des moments d'ordre 1 et
2 des lois pi, ie{0,1}

Corollaire 3.

On a, pour & voisin de 1, les approximations :

nl(6) + (a=Dr! () @ (*)-1)

=]
it

=4
R

nl(+) + (a-1)m? (x) @O (x)-1) - 2m® (%))

1.1 I 11
2% Pp2y(*) F lemimilmp, () 4 3 gy (0)]

et, si de plus (X:;tzl) ~ RA(pO(*),pl(*)) '

0 0

mEy1® Mrpp(*) + (el (0-2md, 100 = 20%(x) 24n® (16} ()1

Preuve -~ Les deux premiéres approximations se déduisent aisément
des expressions (18) et de ce que

1

: =14 (a-) ' () - 1)
m (x) (1-a) + a

1
ml(*)a(l-a) + «

o~ = 1+ (a-1) (m'(x) - 2)
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D'aprés le corollaire 2, on a

1 5
miyy = (==
m (*) (l-a) + a 1 - o

o, d'apré&s les lemmes 4 et 5 du chapitre 1II

1

ﬂm)gl+mq)i [M(ﬂ+%m§4ﬂ]+
m (*) N
1 1
m (*) m (%)
(1) ? 11 ¢ Mr23 .\ [3] -

m(x) 2 ‘ 6

Alors compte tenu de ce qui précéde on obtient la trojsiéme

approximation.

On déduit facilement la derniére approximation, du résultat du

corollaire 2, de 1l'approximation ci-dessus de 1 5

n! (%) @ (1-0)+a

et des approximations suivantes :

Gg(l,l—a) = 1 + (1-a) mo(*)pi(*) + 1

L .1
m- (%) Px(l-a) = (1l-a)

1 (1-a) 2 1 2
m (%) ———— = m (*)(1-a)“ . g4

Exemples numériques.

(i) Placons-nous dans le cas ol (X:;tzl) ~ MA(l;p*,X*); alors

on a
*
1 ! 1 _ A
T TR
m? (%) = %“:;Ei” m?z](*) - 2 (-p7) (1-2p™4p"a%)

(p*) 2% (1-2%)2
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On donne dans le tableau suivant quelques valeurs exactes et

approchées des moments correspondant a certaines valeurs des

paramétres p* P A et a

a 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 |o0.925 | 0.90
m! ex. 2. 1.98 | 1.951 | 1.904 |1.860 | 1.818
n' app. 2. 1.98 | 1.950 1.900 | 1.850 | 1.800
m’ ex. 1.33 | 1.353 | 1.384 | 1.436 [ 1.491 | 1.548
m® app. 1.33 | 1.353 | 1.383 | 1.433 |1.483 | 1.533
mp,, ex. | 4. 3.881 | 3.712 | 3.446 | 3.201 | 2.975
mtz] app. | 4. 3.880 | 3.700 | 3.400 | 3.100 | 2.800
m%z] ex. | 0.88 | 0.961 |1.074 | 1.276 | 1.498 | 1.740
922] app. | 0.88 | 0.960 |1.066 | 1.244 | 1.422 | 1.600

Tableau 1 : p = .6; A'=.5

(ii) Plagons - nous maintenant dans le cas oa‘jx;;tzl) ~
RA(BNT(hO,dO),BNT(hl,dl)), alors on a

1, 1 _

m'(x) = h +1 mi,(*) = h (h) +d, + 2)

ml(x) = h. + 1 m?. (x) =h.(h. + d. + 2)
0 [2] olhg * 4

On obtient les résultats suivants pour différentes valeurs des

paramétres :
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o 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 | 0.925 | 0.90
ml ex. 4.33 | 4.193 | 3.999 | 3.714 | 3.466 | 3.249
n! app. 4.33 | 4.188 | 3.971 | 3.610 | 3.249 | 2.888
md ex. 5.50 | 5.418 | 5.309 | 5.157 | 5.037 | 4.944
m® app. 5.50 | 5.415 | 5.287 | 5.075 | 4.862 | 4.650
m%zj ex. | 19.99 [18.833 |{17.255 [14.987 |13.090 |11.487
m%zj app.| 19.99 |18.787 |16.977 [13.960 10.942 | 7.925
m?zj ex. | 36. |35.455 [34.739 [33.782 | 33.081 [32.603
m',y app.| 36. |35.427 [34.567 |33.135 | 31.703 |30.271

Tableau 2 : { h, = 3.33 { = 4.50
d, = .66 = 1.50

o 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 | 0.925 | 0.90
m! ex. 4. 3.883 | 3.720 | 3.478 | 3.265 | 3.076
n! app. 4. 3.880 | 3.70 | 3.40 | 3.10 | 2.80
n® ex. 3. 2.981 | 2.957 | 2.929 | 2.912 | 2.905
nd app. 3. 2.98 | 2.95 | 2.90 | 2.85 | 2.80
m%zj ex. | 30. |27.657 |24.597 | 20.457 | 17.214 |14.628
m%zj app.| 30. 27.527 |23.80 |17.60 | 11.40 5.20
m?2] ex. | 16. 15.871 [15.713 [15.536 | 15.456 |15.464
m?zj app.| 16. 15.861 {15.653 | 15.307 | 14.960 |14.614

Tableau 3 : {hl = 3. { = 2,
a, = = 4.

1 5.
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IT. ANALYSE STATISTIQUE ET ETUDE EXPERIMENTALE.

Nous étudions ici le probléme statistique de l'estima -
tion des paramétres du modéle (1) au vu de l'observation sur un
intervalle de temps {1,...,n} d'une trajectoire du processus
(it;tzl). Nous verrons dans le chapitre VI comment, dans les
applications, ol on cherche & ajuster un modéle a des données cli-
matologiques concernant un réseau de stations et une période
{1,...,T} (mois, ensemble de mois.. ) de l'annéefpour plusieurs
années consécutives, il est possible de construire une trajectoi-
re (§i""'§n) dont on puisse admettre qu'elle obéit sur une
longue durée n aux "régles" valables sur la période {1,...,T} .

Nous examinons successivement les deux situations qui
se présentent selon que la station test est une station privili-
giée du réseau ou une station fictive non observable puis nous
menons une étude expérimentale par simulations ‘des procédures
d’estimation des paramétres du modéle. Nous renvoyons a notre
conclusion pour quelques remarques concernant cette étude.

IX.1. Cas d’une station test observable.

On observe donc ﬁt = (Xi,,,.,xg)° pour'tefl,...,n} oil

- (xp5e21) ~ AR (%) ,p! (%))
- Xj = ej Xl 3 j=2 q ; tz21
t 't t [ § oy L

- (ez;tzl) est une suite de variables aléatoires indépendan-
-tes de Bernoulli de méme paramétre aj, j=2,...,9

- les suites (xi;tzl), (ez;tzl), 3=2,...,q9 sont indépendan-
tes entre elles.\
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On cherche a ebtlmer au vu de cette observation les paramétres

des lois p (x) et p (*) ainsi que a2,...,aq .

(a) Il est naturel de chercher des estimations des paramétres

des lois p (*) et p (*) a partir de la seule observation
(x1,..
(cf. Bousseboua (1983)) : .

.,X ). On dispose pour ce faire de procedures convergentes

1 B s ~
- Si Sn = I Xt alors est un estimateur sans
t=1 n 1
biais convergent en probabilité de p*= ) o (*}‘ et de
gl m-(%)+m” (*)

. - n *
plus la suite {’h(—- = P )i nzl} converge en loi vers une vari-

able dleat01re gaussienne centrée de variance

(' (5))%n) () + (00 (%)) 2k ()

% (%) + mb(x))3
ol m;(*) est la variance de la loi pi(*);

+0_

™M 3

1 Xl (resp. N

- Si N = I (L -xg )X/

t=2 “t= 2
est le nombre de séquences sé&ches (resp. humldes) débutant sur

la période {1,...,n} dans la station 1, alors

1
L (1-xb))

0,1 l 0
Nn et 0 sont des estimateurs convergents en pProbabili-
té de 1 ;
0 1
m-(x)+m” (*) 1 1 1
Sn n—Sn Sn
- Les statistiques (resp. ——— ) et —— (resp.
N0,1 NO,l N1,0
n—S1 n n
i 8 ) sont des estimateurs convergents en probabilité de ml(*)
N’ .
n

(resp. mo(*)) ;

- S8i mt (* n) (resp. m (*,n)) est la moyenne (resp. variance)
empirique des séquences de type i débutant sur la période {1,..,n}
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dans la station 1, alors ml(* ) (resp. m (* n)) est un estimateur
convergent en probabilité de m (*) (resp. m (x)). Alors

m (*,n) est aussi un estimateur convergent de p* H

mo(* n)+ml(* n)

- Dans le cas particulier ol (X st21) ~ RA(BNT(hS,dg),BNT(
h d .) )+ compte tenu de ce que

=]
"
I
=
-+
[

i, i i
m, () = h,(d, + 1)

on sera amené 3 estimer h: et di respectivement par
i
. m., (*,n)
hlm) =m'(xm) -1, atn) = 2 -1
m {x,n) -1

- Dans le cas particulier ol (Xi;tzl) ~ MA(I;p*,A*), compte

tenu de ce que

*
1 1 0 1~ 1
m (%) = — ; m (*) = ( E ) . .
-2 P 1 -2 11
N
on pourra estimer A" par 1 - ——T—i———— ou par ?
m-(*,n) s
n 1, n
on n!!= 3 xl x} et p* par m_(x,n) ou par
n - t-1 "t 0 1
sl t=2 m-(x,n) + m (x,n)
n . N
'
n

- Dans le cas particulier ol (X s 21) ~ MA(Z;AI,A;,u*),

compte tenu de ce que

l(*) = ___l__:_ ; mo(*) =1 ‘*P . 1 -
1 - Al : P NII 1 - Al
on estimera A; par 1 - ———l~q— ou par ? et p* par
m (*,n) 1 S,
1 S
m_(x,n) Qu par I . De méme on estimera i)
0 1 2
m (*x,n) + m"(*,n) n '
n n
L Xl Xl . z X1 Xl X1

ar t=3 ezt t
P i et par 11 .
n
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(b) En ce qui concerne 1l'estimation des paramétres %se

j=2,...,9 , observant que

: 1 PIx)= 1]

PIX}= 1/X;= 1] = a, = —t
] PIX,= 1]

il est naturel de proposer les estimateurs convergents :

5
03 = — i3=2,...,q
n . n . .
ou pour j=1,...,q , Sg = z Xi compte le nombre de jours
t=1

secs dans la station j durant 1la période {1,...,n} .

Une fois les paramétres estimés on dlspose, compte tenu
de l'étude des caractéristiques du modéle menée dans le §I, de
différentes possibilités pour apprécier 1la qualité de l'ajuste-
ment correspondant & des observations. On peut par exemple compa-
~rer les lois de probabilité empiriques des temps de séjour
aux lois p (j) calculées (pour les valeurs estimées des parametres
(cf. proposition 3), comparer les probabilités de transition
1 l/N = k] calculées (cf.

corollaire 1), comparer les moments observes des temps passés

empiriques aux probabilités PI[N

dans un état donné au cours de k jours consécutifs aux moments
calculés E(SJ ), var(S ) (cf. (14) ci dessus et aussi chapitre
I1) ...

On se propose maintenant de cerner les p0551b111tes d'uti-
lisation du modéle par une étude expérimentale des procédures
proposées d'estimation et de confrontation entre un modéle et
des données. On simule des trajectoires obé&issant au modéle (1)
avec q = 4 pour certaines lois particuliéres po(*) et pl(*)

et certaines valeurs de a2, a3, Oy -

On choisira n voisin de 1500, dans la mesure ol dans les appli-
cations cela correspond & 1'observation sur 2 mois donnés pour 25
années consécutives, et les ay voisins de 1 dans la mesure ol on

s'intéresse en pratique & des réseaux homogénes.



Paramétres

, 1
de la simulation : Xt ~ RA(BNT(hl,dl),BNT(hO,dO))

avec {h1=5. {h = 1.
d1 = 7. da, = 1.5
et a, = .99 ay = .97 a, = .95 - n = 1541
h, d, hgy d, ) a3 oy
val. d'entrée | 5. 7. 1. 1.5 .99 .97 .95
val. estimées 4.635 6.717 1.04 1.402 .987 .976 | .944
Tableau 4. Paramétres d'entrée ét estimés
Lois de temps de sé&jour.
station 1 2 3 4
1
m ex. 6. 5.714 5.217 4.80
1 ] i
m  emp. 5.635 5.33. 5.074 4.476
1 .
m- cal. 5.635 5.314 5.070 4.473
Tableau 5. Moments exacts , empiriquesvet calculés
d'ordre 1 des lois des temps de sé&jour dans
1*&tat 1.
station 1 .2 3 4
0 .
. ex. 2. 1.981 1.954 1.936
0 . .
m emp. 2.04 2.014 2.065 2.
0 ] . ]
m cal. 2.04 2.019 2.005 1.981

Tableau 6. _ idem tableau 5 : é&tat O.
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station 1 2 3 4
méz] ex. 70. 62.103. 49,716 40.556
mgzj emp. 61.89 53.014 48.651 34.751
mgz] cal. 61.89 53.47 47.568. 34.84
Tableau 7. Moments exacts, empiriques et calculés
d'ordre 2 des lois des temps de séjour dans l1l'état 1.
station 1 2 3 4
m?zj ex. 4.50 4.425 4.315 4.250
m?Z] emp. 4.62 4.497 4.707 4.543
m’, cal. 4.62 4.544 4.496 4.424
Tableau 8. idem tableau 7 : &tat O.
N N
t+1\\<5\\ 0 1 2 3
0.5000 0.1667 0.1667 0.1667
0 0.5193 0.4000 0.1810 0.1750
0.5098 0.1775 0.1775 0.1775
0.0011 0.0019 0.0019 0.0019
1 0.0048 0.0000 0.0000 0.0029
0.0011 0.0019 0.0019 0.0019
0.0427 0.0712 0.0712 0.0712
2 0.0531 0.0000 0.0857 0.0728
0.0429 0.0719 10,0719 0.0719
0.4562 0.7602 0.7402 0.7602
3 0.4251 0.6000 0.7333 0.7483
0.4462 0.7488 0.7488 0.7488

Tableau 9.

processus stochastique N

calculées.

Probabilités de transition du

t

exactes, empiriqgues et
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriqueé théorique théoriques
(N=209) exactes calculées
1 96 1,0000 1.0000 1.0000
2 23 0.7321 0.7492 0.7509
3 23 0.4220 0.4235 0.3994
4 139 0.5120 0.5143 0.4880
S 22 0.4402 0.4283 0.4014
6 15 0.3349 6.3588 0.3328
7 8 0.2632 0.3019 0.27720
8 6 0.224¢ 0.2548 0.2314
? 8 0.1942 0.2154 0.193¢9
10 3 0.1579 0.1828 0.1628
i 3 0.1435 0.1352 0.1370
12 10 0.1292 0.1320 0.1154
13 4 0.0813 0.1124 0.0974
14 ! 0.0422 0.0%58 0.0823 |
5 0 0.0574 0.0818 0.0499 |
16 3 0.0574 0.0498 0.058% |
17 0 0.0431 0.0597 0.0499
18 1 0.0431 0.0510 0.0423
19 3 0.0383 0.0437 0.0358
20 1 0.0239 0.0374 0.0304
21 | 0.0171 0.0320 0.02358
22 i 0.0144 0.0274 0.0219
23 0 T 9.0096 0.023% 0.0187
24 0 _0.0094 0.0202 0.0159
25 0 0.0094 0.0173 0.0135
26 0 0.0096 0.0149 0.0113
27 0 0.0094 0.0128 0.0098
28 0 0.0094 0.0109 0.0083
2% 0 0.0096 0.0074 0.0071
30 0 0.0096 - 0.0081 0.0060
3 0 0.0094 0.0049 0.0051
32 0 0.0096 0.0040 0.0044
Tableau 10. Lois des temps de sé&jour dans
1'état 1 : empirique , theorique exacte, théorique
calculée ; a, = .99 az(n) = ..987 (voir

tableau 4 pour les autres caractéristiques).
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques theéoriques théoriques

(N=.215) exactes calculées
i 59 1.0000 1.0000 1.0000
2 25 0.7256 0.7594 0.7457
3 23 0.40%3 0.6054 0.5894
4 1é 0.5023 0.4904 0.4752
5 23 0.4279 0.4008 0.3870
6 17 0.3209 0.3295 . 0.3
7 12 0.2419 0.2719 0.2611
8 5 0.1840 0.2250 0.2157
9 é 0.1428 0.1867 0.1787
10 2 0.1349 0.1552 0.1484

11 3 0.1256 0.1293 0.1234
12 ) 0.1023 0.1078 0.1028
13 4 0.0744 0.0900 0.0858
14 2 0.0558 0.0752 0.0716
15 1 0.0445 0.0429 0.0599
164 i 0.0419 0.0524 0.0501
17 1 0.0372 0.0441 0.0420
18 0 0.0326 0.0349 0.0352
19 1 0.0324 0.0310 0.02%5
20 1 0.027% 0.0240 0.0247
21 1 - 0.0233 0.0218 0.0208
22 1 0.0184 0.0183 0.0174
23 0 0.0140 0.0154 0.0144
24 0 0.0140 0.012% 0.0123
25 0 0.0140 0.0109 0.0104
26 0 0.0140 0.00%1 0.0087
27 0 0.0140 0.0077 0.0073
28 0 0.0140 0.0045 0.0062
29 1 0.0140 0.0055 0.00%52
30 0 0.0093 0.0044 0.0044
31 0 0.00%93 0.0039 0.0037
32 0 0.0093 0.0033 0.0031

Tableau 11.

Lois des temps de séjour dans

l1'état 1 : empirique , théorique exacte , theorique

calculée

tableau 4 por les autres caractéristiques).

.
1

ap = .97

a3(n) = ,976 (voir
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L.ongueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séguence séquences empiriques théoriques théoriques
{(N=237) exactes calculées

1 85 1.0000 1.0000 1.0000
2 34 0.7257 0.7485 0.7294
3 33 6.56823 0.5841 0.5407
4 18 0.4430 0.4440 0.4386
3 25 0.3471 0.3733 0.3443
4 i9 0.2616 0.3010 0.2750
? ) 0.1814 0.2435 0.2194
8 8 -0.1403 0.19748 0.1755
? 4 0.1264 0.1604 0.1408
10 2 T0.10927 0.1309 0.1132
i 4 0.1013 0.1048 0.0%114
12 4 0.0844 0.0872 0.0735
13 3 0.0591 0.0713 0.0593
14 0 0.0444 0.0584 0.0480
19 2 0.0444 0.0479 0.0388
14 1 0.0380 0.0392 0.0314
17 1 0.0338 0.0322 0.0235
18 1 0.0295 0.0244 0.0204
19 2 0.0253 0.0217 0.0147
20 2 0.0149 0.0129 0.0134
21 [ 0.0084 0.0147 0.0110
22 0 0.0042 0.0121 0.0090
23 0 0.0042 0.0099 0.0073
24 0 0.0042 0.0082 0.0059
25 0 0.0042 0.0047 0.0048
24 0 0.0042 0.0035 0.0039
27 0 0.0042 0.0044 0.0032
28 1 0.0042 ¢.0038 0.0024
29 0 0.0000 0.0031 0.0021
30 0 0.0000 0.0024 0.0017
3 0 0.0000 0.0021 0.0014
32 0 0.0000 0.0017 0.0011

Tableau 12,

idem tableau 11 :

a, = .95 ,

a4(n) = ,.944 ,
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2 3 4
N S30 530 S3p
exact 2,182 22,275 21.825 21.375°
empirique 2.119 21.781% 21.333 20.745.
calculé ~2.135 21.754 21.501° 20.796
Tableau 13. Moments d'ordre 1 des statisﬁiques
N et sgo i §=2,3,4 . '
2 3 4
N 530 S30 530
exact 1.587 17.440" 17:183 16,923
empirique 1.723 17.580° 16.339 16.50
calculeé 1.650 17.404 17.252 16.821
Tableau 14. idem tableau 13 ordre 2
ss—-réseau fréquences| Prob. Prob. Prob.
th. ex. | emp. th. cal.
111 1017 0.6842 0.6600 0.6683
011 13 0.0069 0.0084 0.0084
101 3 0.0212 0.0201 0.0143
110 41 0.0360 0.0394 0.0395
001 0 0.0002 0.0000 0.0002
010 0 0.0004 0.0000 0.0005
100 5 0.0011 0.0032 0.0010
000 414 0.2500 0.2687 0.2458
Tableau 15.

sec :

calculées,

Probabilités pour qu'un sous-réseau soit

théoriques exactes, empiriques, théoriques
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IT.2. Cas d'une station test non obsevable.

On observe donc it = (xi,...,xg )! pour te {1,...,n}
ol xz = eg Xg i 3=l,....a (Xz;tzl) et (ei;tzl), 3=1,...,q

vérifiant les conditions imposées dans le modéle (1).

On cherche 3 estimer au vu de cette seule observation

les paramétres du processus (X;;tzl) et Oyreeeys aq .

(a) On peut d'abord envisager de faire l'estimation des para-

métres Qyrsesys aq_ de la maniére suivante : comme pour tout
j =k ona
. K E(Xg xt )
P[Xi= 1/X{= 11 = a, = -
J E (X, )

on a aussi

D B xP) Bxd z x5
= _k=#]J = kz3j
a, = i = %
J I E(Xg ) E( % X))
\ kzj k=j

g9 3 :

soit, avec la notation Nt = I Xt introduite précédemment -pour
j=1

la variable comptant le nombre de stations "sé&ches" un jour t,

J ]
_ E[xt (Nt Xy )1 .
o, = 0 H j=l,...,9 .

J -y
E(Nt Xt )

Compte tenu de (3), on a aussi

q .
1 q it k
PIX,=.ee..= X3= 1 E , X
_ [ t t ] _ ( k=1 't )
O, = =
] k . k
PIX, = 1, k=i E( T X, )
t N
k=3

Cela suggére les estimateurs a;(n) et ai(n) de aj définis

respectivement par :
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n
DI, 3
1 =1 Xp (N XL
O‘j(m - n .
_yJ
til (Nt xt )
et
n a
r(n xF)
2, . t=1 k=1 .
a,(n) =
J n k
L (n Xt )
t=1 k=j

{

(b) On peut conduire ensuite l'estimation des paramétres du

processus (Xz;tzl) comme suit : comme

. 1 .
p[xi: i] = a.p* = . 0 m (*i pour tout j=1,...,q9 ,
J 1 m” (%) 4m” (%)
e )
on a E(X

p* - j=1 t - E(Nt) .
q q
LI a. I o,

Cela améne a proposer les estimateurs de p* définis par :

n
Z N
‘) = L.t
p i
L a.(n)
g=1 J

ol a,(n) est l'un des estimateurs a;(n) et xdi(n) de @y
définis précédemment. '

De méme comme d'aprés (18) ci dessus on a, pour tout i=1,...,q

n! () a.
m-(x) = ] i i
1 - (1~aj)m (i)

0 1,.

a.lm (3)a., - (l-a )m (j)1]

mo(*) = ] J 2 .
1 - (l-aj)m (3)

On a aussi



9
LI m(3) a.
1 =1 J
m (*) = q 1
qg- & (-apm*(j) ‘
j=1 ) "
g9 0 1, .
z oodm (), ~ (1-0.)m (§)]
m(x) = =
qa- I (1-a.)m'(§)

Cela suggére les estimateurs de ml(*) et mO(*) définis par

N
I m (j,n) a.(n)
1 j=1 J
m (x,n) = 3 i
a4 - I (-ay@)n’(i,n)
.2y
g J 0.. 1 .
I a.(n)m (j,n)a.(n) - (1-a.(n))m (3) 1
0 4=1 J ] 3
m- (x,n) = g
qa- I (l-a,(n)) mi(3)
j=1 J
ot ml(j,n) est la moyenne empirique des séquences de type i

débutant sur la période {1,...,n} dans la station j.

Cela fournit d'ailleurs un autre estimateur de p* :

m! (x,n)

mo(*,n)+ml(*,n)
Lorsque les lois po(*) et pl(*) dépendent chacune de deux paramé-
—tres il reste a fournir une estimation des moments factoriels
d'ordre 2 m%z](*) et m?z](*). On utilise poﬁr cela les appro-
~ximations suivantes que 1'on peut facilement démontrer de la
méme maniére .qu'ont été démontrées celles du corollaire 3 ci des-
-sus : lorsque aj est voisin de 1 on a

1 N S _ T,y 1 . 11 .
mp,p (0 = w4 ) + Q1 a {m” Gimp,1(3) + 3 mryq(3)}

et

meay () + (el ! () -2)m0, (5)

I’

0
mpoq (%)

-2 mO(j)[Z + mo(j)Pi(j)] }.
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1 0
I1 est alors raisonnable d‘'estimer m[z](*) et m[Z](*) respec-

-tivement par

q

migp(*m) = 3 = (mpy (3,0 + (1-a (n))[m (3,0)+3 miqq(3,n)

m? {*,n) 1 g {Hl (3,n) + (1- oy () ' (3,n) 2)n| (3,n
(23 jop 21 3 3 r2143+

- 20%(3,m) (2 +m (j,n)pl(j.n)]} }

ou m%k](j,n) est le moment factoriel empirique d'ordre k des
séquences de type 1 débutant sur la période {i1,...,n} dans la

station j et

n .
3 3 o3
X t£3 a-x3 o x| a-xH
pl(jln) = n .
z (1—xg L) xg
£=2

est 1'estimateur naturel de pi(j) défini par le rapport entre
le nombre de séquences "séches" de durée 1 jour observées dans
la station j et le nombre total de séquences séches ayant débuté

sur la période {1,...,n} dans la station j.

Si maintenant on est dans le cadre de 1'hypothése de lois de
séjour BNT ou de 1l'hypothése markovienne d‘ordre 1 ou 2 on peut
envisager comme cela a été fait en I.l de construire des estima-
teurs des paramétres en jeu dans les lois po(%) et pl(*) corres-
-pondantes a partir des estimations précédentes des moments de

ces lois.

On envisage maintenant une étude expérimentale dans le méme

esprit qu'en I.1.
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Paramétres de la simulation : Xt ~ RA(BNT(h;,d;),BNT(hS,dS))
X * i
avec '{h% =5, { h9 1.
dl = 7, do = 1.5
et ay, = .99 a, = .97 oy = i95 n = 1541 .
h, d, h, do | @3 fey  fog
val. d'entrée 5. 7. 1. 1.5 | .99 .97 .95

val. estimées 4.555 6.461 1.053 1.376 <987 .970 | .94

Tableau 4. Paramétres d'entrés et estimés.

Lois de temps de séjour.

station 1 2 3 4

m! ex. 6. 5.714 . 5.217 1.80
m' emp. 5.635 5.330 5.074 ' 4.476
m' cal. 5.555 5.244 4.887 | - 4.410

Tableau 5. Moments exacts, empiriques ‘et calculés

d'ordre 1 des lois des temps de séjour dans 1'état 1.

station 1 2 3 : 4
n’ ex. 2. 1.981 1.954 1.936
m0 emp. 2.04 2.014 2.065 2.0
n® cal. 2.053 2.032 2.013 1.994

Tableau 6. idem tableau 5 : &tat 0.
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station 1 2 3 4

mgz] ex. 70, - . 62.103 | 49.716 140.556
mgzj emp. 61.89 53.014 | 48.651 34.751
mézl cal. 59.237 | 51.394 | 43.153 33,462

Tableau 7. Moments exacts ', empliriques et calculés
d'ordre 2 des lois des temps de séjour dans 1'état 1.

station 1 2 3 | 4

m,, ex. 4.50 4.425 4.315 4.250
mgz] emp. 4.62 4.497 4.707 4.548
m?z] cal. 4.663 4.591 4.526 4.479

Tableau 8. idem tableau 7 : état 0.

NemmQBe| 0 1 2 3
0.5000 0.1467 0.1667 0.1467
0 0.5193 0.4000 0.1810 0.1750
0.5131 0.1800 0. 1800 0.1800
0.0011 0.0019 0.0019 0.0019
1 0.0048 0.0000 0.0000 0.0029
0.0013 0.0022 0.0022 0.0022
0.0427 0.0712 0.0712 0.0712
2 0.0531 0.0000 0.0857 0.0728
0.0454 0.0765 0.0745 0.0765
0.4562 0.7602 0.7402 0.7602
3| o.4251 0.4000 0.7333 0.7483
0.4401 0.7412 0.7412 0.7412
|

Tableau 9. Probabilités de transition du

processus stochastique ' N£ ;3 exactes, empiriques

et calculées.
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilitiés
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N=209) exactes calculées

1 36 1.0000 1.0000 1.0000
2 23 0.7321 0.76%92 0.7920
3 23 0.6220 0.6233 0.39%0
4 15 0.5120 0.5143 0.4862
5 22 0.4402 0.4283 0.3987

4 15 0.334% 0.3588 0.3290
7 8 0.2432 0.3019 0.2728
8 é 0.2249 0.2548 0.2269
9 8 0.1962 0.2154 0.18%93
10 3 0.1579 0.1828 0.1582
B 3 0.1435 0.1552 0.1325
12 10 0.1292 0.1320 0.1111
13 4 0.0813 0.1124 - 0.0933
14 1 0.0622 0.0958 0.0783
15 0 0.0574 0.0818 0.0661
16 3 0.0574 0.0498 0.0536
17 0 0.0431 0.0597 0.0469
18 1 0.0431 0.0510 0.0394
19 3 0.0383 0.0437 0.0334
20 1 0.0239 0.0374 0.0282
21 1 0.0191 0.0320 0.0238
22 1 0.0144 0.0274 0.0201
23 0 0.0096 0.0235 0.0170
24 0 0.00%6 0.0202 0.0144
23 0 0.00%4 0.0173 0.0122
26 0 0.0096 0.0149 0.0103
27 0 0.00%6 ¢.0128 0.0088
28 0 0.0094 0.0109 0.0074
29 0 0.0096 0.0094 0.0063
30 0 0.0096 0.0081 - 0.0053
31 0 0.0094 0.0069 0.0045
32 0 0.0096 0.0060 0.0038

Tableau 10.

idem tableau 11 :

1

a = .99 , al(n) = ..987.
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la sé&quence séquences empirigques théoriques théoriques
(N="215) exactes calculées

1 39 1.0000 1.0000 1.0000
2 25 0.7256 0.7594 0.7439
K] 23 0.6093 0.4054 0.9841
4 16 0.5023 0.4904 0.44649
3 23 0.4279 0.4008 0.3768
8 1?7 0.3209 0.32%95 0.30539
7 12 0.2419 0.2721%9 . 0.2495
8 3 0.1860 0.2250 0.2042
9 [} 0.1628 0.1867 0.1475
10 2 0.1349 0.1532 0.1377
11 - 0.1236 0.1293 0.1134
12 [ 0.1023 0.1078 0.0935
13 4 0.0744 0.0900 0.0772
14 2 0.0558 0.0752 0.04638
15 1 0.0448 0.0429 0.0528
16 1 0.0419 0.0526 0.0437
17 1 0.0372 0.0441 0.0342
18 0 0.0324 0.0349 0.0301
19 i 0.0324 0.0310 0.0249
20 § 0.0279 0.0260 0.0207
2} i 0.0233 0.0218 0.0172
22 1 0.0184 0.0183 0.0143
23 0 0.0140 0.0154 0.0119
24 0 0.0140 0.0129 0.0099
25 0 0.0140 0.0109 0.0082
24 0 0.0140 0.0091 0.0048
27 0 0.0140 0.0077 0.0057
28 0 0.0140 0.0045 0.0047
29 1 0.0140 0.0033 0.0040
30 0 0.0093 0.0044 0.0033
3 ¢ 0.0093 0.003% 0.0027
32 0 0.0093 0.0033 0.0023

Tableau 11.
1'état 1 ;
calculée ;

Lois des temps de sé&jour dans

empirique , théorique exacte , théorique
. ay (n) = 970 (voir
tableau 4 pour les autres caractéristiques).

(12=,97

’
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques th&oriques théoriques
(N=237) exactes calculées

1 45 1.0000 1.0000 1.0000
2 34 0.7257 0.7485 6.7294
3 33 0.3823 0.5841 0.598%
4 18 0.4430 0.4440 0.4355
b} 25 0.3671 0.3735 0.3423
4 19 0.2616 0.3010 0.2706
7 5 0.1814 0.2435 - 0.2148
8 8 0.1403 0.1974 0.1710
4 4 0.1244 0.14606 0.1345
10 2 0.1097 0.1309 0.1092
1 4 0.10t3 0.1048 0.0875
12 6 0.0844 0.0872 0.0702
13 3 0.05%91 0.0713 0.0564
14 0 0.0464 0.0584 0.0453
15 2 0.0444 0.0479 0.0343
16 1 0.0380 0.0392 0.0294
17 1 0.0338 0.0322 0.0237
18 1 0.0295 0.0244 0.019
19 2 0.0253 0.0217 0.0154
20 2 0.0149 0.017% 0.0124
21 1 0.0084 0.0147 0.0100
22 0 0.0042 ¢.0121 0.0081
23 0 0.0042 0.0099 0.0046
24 0 0.0042 0.0082 0.0033
23 0 0.0042 0.0047 0.0043
26 0 0.0042 0.0055 0.0035
27 0 0.0042 0.0044 0.0028
28 1 0.0042 0.0038 0.0023
29 0 0.0000 0.0031 0.0018
30 0 0.0000 0.0026 0.0015
3 0 0.0000 0.0021 0.0012
32 0 0.0000 0.0017 0.0010

Tableau 12,

idem tableau 1 :

o

3

= ,95

14

a3(n) = ,943




Ne S30 s§0 Sgo
exact L 2.182 22,275 21.825 21.375
empirique 2.119 21.784 21.333 20.745
calculé »2.118v 21.625 21.254 20.662

Tableau 13. Moments d'ordre 1 des statistiques

N et sgo i 3=1,2,3 .
1 2 3
N, 530 .S30 530
exact 1.587 17.458 17.201 16.940
empirique 1.723 17.580 16.339 16.150
calcule 1.658 17.417 17.189 16.821

Tableau 14. idem tableau 13 : ordre 2 .

ss-réseau fréquences| prob. prob. prob.
exactes emp.. calculées
1 1012 0.4842 0.46400 0.46599
ot 13 0.0049 0.0084 0.0084
101 3 0.0212 0.0201 0.0201
110 61 0.03460 0.0394 0.0394
001 0 0.0002 0.0000 0.0003
010 0 0.0004 0.0000 0.0005
100 3 0.0011 0.0032 0.0012
000 414 0.2500 0.2407 0.24%99

Tableau 15. Probabilités pour qu'un sous-réseau soit

sec : théoriques exactes, empiriques, théoriques

calculées.
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CHAPITRE 5

ETUDE D‘UN MODELE DE SERIES CHRONOLOGIQUES VECTORIELLES

A MARGINALES CONSTRUITES PAR SUPERPOSITION D‘AMINCISSEMENTS

DUN PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNE ET DE SON
“COMPLEMENTAIRE” ‘
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Partant des mémes considérations que celles de 1'intro-
= duction du chapitre IV, nous envisageons ici un modéle dans
lequel 1°'évolution du phénoméne dans la station test ("priviligiée"
ou fictive) apparait non plus comme un "extréme" mais comme un
certain "juste milieu" des évolutions dans les différentes stations

du réseau. De fagon précise, nous définissons :

(1) x) = el + (-6 (1-x}) 5 3=1,...,q9 ; t=2 1

ol les éléments (X*;t, 1), (53;t2 1), j=1,...,q9 de la modélisation
vérifient les mémes propriétés que dans le chapitre précédent.
e
Lorsque (Xt;tZ 1) est attaché& & la station "priviligiée" 1 du
1

réseau, on prend bien sfir Xf =X et ® =1.

Notons que pour j=1,...,q (Xj;tz 1) est le processus
ponctuel obtenu par superposition des processus ponctuels
(Eixz,tz 1) et (1- 82)51 Xt):tz 1 construits respectivement
par amincissement du processus ponctuel (Xt;t§'l) et par

amincissement du "complémentaire” (l—xz;tz 1) de .ce processus.

Dans une premiére partie de ce chapitré nous étudions
la structure du modéle defini par (1), d'abord les propietes du pro-
cessus vectoriel (§ —(k ,..,X ) 'it21))des états dans le réseau pour un jour
donné puis celles des series chronologiques marginales. Dans une
deuxiéme partie nous examinons le probléme statistique de 1l'esti-
mation des paramétres du modéle en distinguant selon que la station
test est une station dans laquelle le phénomé&ne est observable ou
non, puis nous faisons une &tude experimentale par simulation des
possibilités d'utilisation du modéle.
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I. ETUDE DES CARACTERISTIQUES DU MODELE.

Nous utilisons les mémes notations que celles du § I.
du chapitre IV. B1en slr, par construction, la série chronolo-

gique vectorielle (Xt,t> 1) est stationnaire.

' >
I.1. Propriétés du processus vectoriel (Xt;tZI)-

Il est clair que le vecteur aléatoire §t est du type
qui a été é&tudié dans le cas particulier 3 du § II 2. du
chapitre I.

Compte tenu des résultats obtenus dans ce chapitre on a alors :

(2)  p(j) = ajp*+ (1-aj)(1-p*) i 3=l,....,q

g
(3)  PIX,=x]=p"1a%§ (1- o, ) (7% 4 (1op™) T (17%5) (4o -a )%
t T J
j=1 j=1
PIN= k1 = p™v(3,k) + (1-p")v(3,q-k) ~ ; O<ksq ,
* n * n
E(Nt) =p Lo, + (l-p)(g- I aj) ;
(4)
! * * * o *
Var(N_ ) = I [a.p +(l-a.) (1-p )1{1-a.p -(l—q.)(l—p )1+
t j=1 3 3 ] 3
+ 2 p (l-p ) L (2a —l)(2a -1)
i<j - ]
et
q - q -
P" T oXi(1-a ) ™* 4 (1-p*) T o}7F§ (1-a.) ¥y
j=1 3 j j=1 3 3

P VI(E,k) + (1-p*)v(Z,q-k)

N si 1s<ksq et |x| =k
(5) PLX = x/N, = k] =
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oi v est défini par (8) § I. chapitre 1IV.

En ce qui concerne la structure d'ordre 2 du processus

(X, itz 1) on obtient :

Proposition 1.

.
°

La fonction de covariance (C(h);heR) s'écrit

(205-1) (2a, -1) c*(m) si j#k,h=0,1.. ou j=k,h=1,..

(6) Cjk(h) =
[a.p*%(l—aj)(l-p*)Jtl—ajp*-(l—aj)(1—p*)] si j=k,h=0

La loi copjointe des vecteurs aléatoires §t+h et it’ hz 1 est

donnée par :

e(u v,y P X )(1 —o. )2-6(u,v,yj,xj)x
J

n\:m

. 1
+

u,v=0 i=1

X P[xh+l— v xl= ul ; x,yef0,1}9

ol B(V,u,yj,xj) = vyj+(1—v)(1—yj)+uxj+(l~u)(lij) .

Preuve - L'&galité (6) est une conséquence immédiate de 1la

définition 1.
On a bien sir, pour x et y dans 0,119 :

1
N N
P[xt+h=YIxt_x] = :E:_ P[Xt+h—y,xt X/Xt+h V,Xt ul x

u,v=0

*

X P[Xh+1—V,X1 ul
ol
q

=v, X ul = 1 G(u VlYer ) x

(X, .=y, X _=x
PIX =Y X =x/X t+h L
)

J
x (l_aj)2-9(u,v,yj,xj

avec la notation e(u,v,yj,xj) de 1'é&noncé.

On en déduit alors 1'éqgalité (7) . g
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On peut naturellement déduire de la proposition 1
i
la loi conditionnelle de it h sachant ﬁ de meme que des résul-

tats concernant le processus (N stzl)

Corollaire 1.

La fonction de covariance de (Nt;tzl) s'écrit

(8) Cov (N

g
cen Ny L (20 -1) “c*m) , ha .

j=1
La loi conditionnelle de 1la variable aléatoire N +h
sachant N est donnée pour h:1 par :
1

:E: v(a,w(v 2))v(a w(u,k)) P[X =u,X”
u,v=0

he1~ v

(9) PIN__ . =2/N =k] = >
t+h t p*v(a,k) + (l—p*)v(a,q-k)

oll w(v,ﬁ) = v+ (1-v) (g-%) et v est donnée par §I. chapitre 1IV.

Preuve - Pour h:=1, on a
q i q 3
Cov(Nt+h,N ) = Cov(_Z Xt+h ,‘Z Xt )
i=1 j=1
= % C,.(h)
i<y M

d'od la formule (8) d'aprés 1'égalité (6) .

On a bien sfir, pour h>1,

P[N =2,Nt=k]

t+h
P[Nt=k]

P[Nt+h=£/Nt=k] =

1 v
P[Nt+h=,Q,INt=k:] = Z— P[Nt_*_h:l N —k/X =u, Xt+h V]x

X P[X =u, x> =v]

h+1



- 119 -

et

3
€t+h”

tﬂ@

J_
1et--m(u,k)]

PN =4 N k/x =u, x* =v] = P[

t+h t+h

It mQ

wlv,L),

j=1 j

avec la notation w(u,k) de 1'é&noncé.

Alors avec la notation (8), §I. chapitre IV, on-a

1

=1L,Nt=k] = Z v(a w(v, !L))v(a w(u,k)) P[X =u,X”
u,v=0

P[N =v]

t+h h+1

et compte tenu de (4) ci-dessus, on obtient (9) . 0O

I.2. Propriétés des séries chronologiques marginales
l§g;tzl), j=1,...,q9.

Dans ce paragraphe,pour simplifier les &critures nous
omettrons 1'indice j dans toutes les caractéristiques du processus
(xJ ;t21); ainsi a p(j) = p[xJ— 1] =

m’ (3) = a.p *+ (l—a.)(l—p ) nous substituerons
m® (§) +n’ (3) ] J
1
p = ap* + (l—a)(l-p*) = 2 ) oil mi est substitué & mi(j) comine
m +m

l =(pi;nzl) sera substitué a pi(j) =(pi(j)-n>l). D'une fagon
generale nous utiliserons les mémes notations que celles du §1.2.
du chapitre Iv.

Les résultats concernant donc un processus (xt;tzl) défini par

* *
Xt = Etxt + (l—et)(l~Xt) ; tz1

ol
- (X:;tzl) est une série chronologique binaire stationnaire

- (et;tzl) est une suite de variables aléatoires indépendan-

tes de Brenoulli de méme paramétre o

- Les suites (x:;tzl) et (et;tzl) sont indépendantes entre

elles.



- 120 -

Le processus (Xt;tzl)est bien sir une série chronologique binai:
re stationnaire. Il est clair que pour tout n, le vecteur aléa -
toire X(n)= (Xl,...,Xn) est du type qui a été é&tudié dans le

cas particulier 4 du §II.2 du chapitre I. Compte tenu des résul-

tats obtenus dans ce chapitre on a alors :

(10) P[X

[ap*+(l—a)(l-p*)JEi~aP*'(1‘a)(1"9*)]

(11) C(h) = Cov(X X, ) = si h=0

t+h’'"t 2 N
(20=-1)" C  (h) si  h=1
n s Ak _
(12) P[Sn=k] = Z C; C}r{l:; aq+21fk~s(l_a)k+s—2i
s=0 i=0v(k+s-n)
*
X P[Sn—s]
*
E(Sn) = {(2a-1) E(Sn) + n(l-a) :
(13)
var(s ) = (2a-1)> var(s?) + (1-a)an
oli compte tenu de la stationnarité de (X:;tzl),:
* * ml(*)
E(Sn) =np =n 0 1 ;
(x)4m™ (x)
* *' n—l *
Var(s_ ) = n C (0) + 2 § (n-h) C (h)
n
h=1
En fait on a aussi
ml ' n-1
(13') E(8 ) =np=n-——— ; Var(S ) = n C(0) + 2 I (n-h)C(h)
n 0 1 n
m +m h=1

ol la suite C(h) est donnée par (11).

Remarquons que, de la méme fagon que pour le modéle (1) du chapi-
tre précédent, si (X sE21) ~ RA(p (*),p (*)) le processus (X ;t=21)

n'est pas lui méme en géneral un processus de renouvellement
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alterné; -de méme lorsque (XZ;tzl) ~ MA(l;p*,A*), (Xt;tzl) n'est

pas de Markov.

Nous nous intéressons maintenant aux caractéristiques
des lois pi = (p ;nzl) des temps de séjour dans les deux états
0 et 1. On détermine d*aboxrd les fonctions generatrices Q0 et

*
Ql en fonction des caractéristiques du processus (Xt;tzl)o

Lemme 1.

on a, pour ie{0,1}

1) ot = p B w2 4
+ -pME (-t (20 2,
Preuve - D'aprés 1'é@galité (12) on a
1 n s n-s *
Q= I (1-a) P[S = s1]
n n
s=0
dton n
o'ty = £ { £ a®(1-a)™% prs*= 51} "
nzl s=0 n
* * *_ ok *; * -
o P[S = s] = p P[S = s/X;= 11 + (1-p JPLS = s/X; =0]

Alors il vient

n :
1 * . a .S * * n
Q(t) =p £ { I (=" PI[S = s/X.= 11 }(t(1-a))
nzl s=0 1-a n 1
n
+ (-p") T { & (=24% pIs¥= s/x¥= 01 }(t(1-a))'
nzl s=0 17© n 1

d'ou la formule (14) pour i=1 ,
De la méme facgon, comme, d'aprés l1'égalité (12) on a

n
Q% = 5 a™5(1-a)® PrS*= 8]
n o g n
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On montre la validité de (14) pour i=0 . 0

Remarquons que, conformément 3 la remarque précédant 1'énoncé
du lemme 5, §IV, chapitre III, les quantités Ej(t(l*a)lal~l
(1%5021—1) sont bien définies. Bien s@r pour a=1 (resp.a=0) on

a  Q'(t) = 0l(t) (resp. ot(t) = o1t (p)).

14

On calcule maintenant les moments m' des lois pl en fonction
des moments ml(*) des lois pl(*) :

Lemme 2.
On a, pour ie{0,1}
(15) b - om () + (1-aym’7E (s .
a(l—a)(mo(*)+m1(*)) + (2a-1)2
Preuve -~ D'aprés (19) §I. du chapitre IV, on a
i
. Q
16) mt = L i ie{0,1}
Q; - @

Or d'aprés la preuve du lemme 1 ci-dessus on a.:

Q) = (1-a) PIS}=01 + aP(5'=1] = (1-0) Qf(*> + a0] ()
Q; = (1—a)29[s;=0] + a(1-a)PIS,=17 + azéﬁs;=2]
= (1= ® 050 + afi-a) 1-05(m -0 (1)) + o? ol ()
ot
QL (%) = . mi‘*i ) Q;(*) - gi(*) T 16{0,1}
m- (x)+m” () m-(x)+m” (*)

On en déduit alors aisément 1la valeur de ml.
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nl = oam’ (x) + (1-a)m? (+)
a(l—a)(mo(*)+m1(*)) + (2a—1)2

De la méme maniére on montre que l'expression (15) est valable

pour i=0.. o

On est alors en mesure de déterminer les fonctions génératrices

0 1
P et P . Rappelons (cf. (12) chapitre II. §I.) que la fonction

génératrice P de la loi pi s'exprime par

i 2 : .
a7 P () = %nml) —(—1—?—;-)— ot(ty - nt };t +1 .
t

On suppose désormais que (x:;tzl) ~ RA(pO(*),pl(*)).

Proposition 2.

0
La fonction génératrice P est donnée par 1'égalité

(17) en y remplagant Qo(t) paf 2

0 1-a
$ (atl""‘) -0 - 0 -1
@ (t) =—5—] -0n®(+) Prgat)m' (+) Prat) Pr(r-a)e
(m™ (*)+m” (*) )at
-0 ol
+ g n (In! ()t Patat) Prca-mrty +
m” () +m’ (%) '
1,, -1 0 L0
T ((1-a) £~ B )i e Prian)))
ol
.0 1 1 .1
(18)  5)(t,x) = 10’1 Bege) Puixeyr BL8) Buyey
1 - Pe(t) PBx(xt)
1

L'expression de la fonction génératrice P est donnée par
l'égalité (17) en y remplacant Ql(t) par l'expression Qo(t)
définie ci-dessus dans laquelle a et (l-a) sont é&changés.
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Preuve - D'aprés les lemmes 5 et 6 du chapitre III, les fonctioqs
génératrices 51 intervenant dans l'égali;é (14) sont

fournies par

<1 1 51 1 1 51
8, (Bex) = o5 Pa(xt)§, (t,x) + 7o (xt~ Px (xt))
0 0
~0 _ 1 3 0 1 .7
0, (8ix) = £ Px(t)§ (t,x) + ¢ (t- Pu(t))
ou
1 0 59 0 .0
0, (8X) = m7(x)x Pu(t) + x Pu(t)§ (t,x)
(19)

~1 1

1
6S(t,x) = E—ﬁil Py (xt) + % P*(xt)si(t,x).

Reportant ces expressions dans (14) on obtient pour i=0

-1 -0 0
0" (8) = Pl Pu (1w 6 0 (0 L% B, (qe) =2 Pulat) 8 (at, 129 )
-1 -0
* P e (0 t- Pa(mare) + a-ph i Py (at) 50 (at,12%)
1-(1-a)t . a
-0
+ (1-p” )=t (ot- Py (at))

0, . 1-a., x1 0 ~1 1 30
' f 5*(ut,—a—){p s P*(aﬁ) Py((1-a)t) + (1-p )EE Py(at)} +
.0 21 - 21

+ P*mo(*)l* Py (at) Px((1-a)t) + P*~:—l:——~((l-a)t— Py((l-a)t)
at 1-(1-g)t:

-0
+ (l-—p*)l (at= Py (at))
6 (at,=—=2) -0 0 21
= =5 -t () Patat) + ml(s) Py(ot) Py ((1-a)t)}
(m (*)+m («))at
1 : 0 1 1 -0 -1
+ {m (+)m (*)EE Py (at) Py ((1-a)t) +

n® (x) +m? (%)

~1 0 .0

1
Igjééﬁyg((l-a)t— Py ((1-a)t) + %—éigg(at- Py (at))}
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ol, d'aprés (19), Gg(t,x) est donnée par la formule (18) de
1*é&noncé.

Cela assure le résultat annoncé pour i=0. Le résultat pour i=1
s'obtient en remplagant dans la précédente preuve o par (l-a). O

En ce qui concerne les moments d'ordre 2 des lois pi on déduit

de la proposition 2 :

Corollaire 2.

On a
n? = 2 {Yo(a)[mo(*) 132(&) +
L2] a(l—a)(mo(*)+m1(*)) + (20;—1)2 *
1 0 =1 0 1,..1 3° !
mo(*) Px(a) Pe(l-a)d + m" (x)m” ()2 Px(a) Px(1-a) +
1 -1 0 .0
om0 ® B+ L o Paa )
: 0 -0 1
ou Yg(a) = 0l 1 {= o(t*) Py(a) Px(1-a) +
1 - Px(a) Px(l-a) 1 21
T _(_*; Py (1-a) }

La valeur de m%zj est donnée par la méme expreséion en changeant
a en (l-a). ’

Preuve - D'aprés le lemme 5 du du chapitre IIS§I;2. on a

i _ 0,1 i _ i
m[Z] = 2(m +m”) Q (1) 2m
Il suffit alors de remplacer les valeurs des différents termes
0, m1 données par (15) et Qo(l)
et Ql(l) données par la proposition 2. 0O

par celles obtenues précédemment: m

On dispose des approximations suivantes des moments d'ordre 1 et 2
des lois-pi, ie{0,1} :
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Corollaire 3.

On a, pour ie{0,1} et pour o voisin de 1, les
approximationsv:

nt o= w4 (@e1) £ b (0 O () +m (0 =37 = mlE (a3
i i m%3](*) i 0 1
m[2] = m[?_](*) + (a=-1) { ——;——— + m[zj(*)[m (*)+m™ (%) -2]

-t ot (0 pt 42

On a aussi, pour o voisin de 0, les approximations :

nt o 0t G - a0t ) O ) eml () -39 - mt(e))
1-i
. . m (%)
i . oo1-i _ [31] 1-i
mpyq @ m[2](*) a{ ——;~———- + [2](*)[m () +m’ (x )-2]

n' ) o pl g2y )

Preuve - On fait les vérifications pour i=0 et o voisin de 1.

L'approximation de m0 se déduit aisément de l'expression (15) et
de ce que

(20) 1 = 1+ (a=-1)[m® (x)+m? (5) =4

a(1=a) (m® (x)+ml (¥))+ (20-1)2

On obtient 1'approximation de m?2] a partir du resultat du
corollaire 2, et de 1'approximation (20) et des approximations
suivantes :

0 0
Puta) = 1 + (a-1)m? (%)
1 1
*(1-a) = - (a=1)p) (x)
.0 1
m (x)
(a—l) 1 0
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1

Pi(l-a) = - (a=-1)—2 1

2
+ (a~1)
ml(*) ml(*)

(1-p (%)) .

Les autres approximations s'obtiennent de manié&re analogue. Qo

Exemples numériques.

(i) Plagons nous dans le cas ol (X;;tzl) ~ MA(I;p*,A*). On
donne dans le tableau suivant quelques valeurs exactes et appro-
chées des moments correspondant 3 certaines valeurs des paramétres

p*, et a

o 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 | 0.925 | 0.90
m' ex. 2, 2.006 | 2.016 | 2.030 | 2.044 | 2.056
m' app. 2. 2.006 | 2.016 | 2.033 | 2.050 | 2.066
n® ex. 1.33 | 1.348 | 1.372 | 1.411 1.4506 | 1.489
n® app. 1.33 | 1.348 | 1.372 | 1.411 | 1.450 | 1.489
m%z] ex. | 4. 4.045 | 4.112 | 4.215 4.367 4.390
m%z] app.| 4. 4.046 | 4.116 | 4.233 | 4.350 | 4.466
nl,, ex. .88 | .945 | 1.032 | 1.180 1.332 1.488
m?z] app. .88 | .945 | 1.029 | 1.170 | 1.311 | 1.451

Tableau 1. p*=.6 , A¥=.5

(1i) Plagons nous maintenant dans le cas ol (X;;tzl) ~ RA(BNT(hO,d(
BNT(hl,dl)) :
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o 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 | 0.925 | 0.90
m! ex. 4.33 | 4.107 | 3.819 | 3.438 | 3.147 | 2.917
n' app. 4.33 | 4.091 | 3.730 | 3.127 | 2.524 | 1.922
n® ex. 5.50 | 5.188 | 4.789 | 4.261 | 3.853 | 3.530
m® app. 5.50 | 5.167 | 4.668 | 3.837 | 3.006 | 2.175
m%zj ex. | 19.99 118.398 |16.368 |13.709 |11.693 |10.124
mtzj app.| 19.99 [18.290 |15.734 {11.473 | 7.213 | 2.952
m?zj ex. | 36. [32.745 [28.641 [23.339 |19.384 |16.352
m?z} app.| 36. [32.493 [27.234 [18.469 | 9.703 | 0.938

Tableau 2. {hl = 3.33 { hy = 4.50
a, = .66 dy = 1.50

o 1. 0.99 | 0.975 | 0.95 | 0.925 | 0.90
nl ex. 4. 3.874 | 3.704 | 3.457 | 3.248 | 3.070
n! app. 4. 3.870 | 3.675 | 3.350 | 3.025 | 2.700
n’ ex. 3. 2.923 | 2.818 | 2.669 | 2.54% 2.440
m’ app. 3. 2.920 | 2.80 | 2.60 2.40 | 2.20
mgzj ex. | 30. |27.666 [24.640 [20.584 |17.445 |14.969
mgzj app.| 30 27.523 |23.807 |17.615 |11.423 | 5.231
mgzj ex. | 16. [14.921 [13.502 [11.566 |10.039 | 8.817
m?z] app.| 16. [14.861 [13.153 [10.307 | 7.460 | 4.614

Tableau 3 {hl = 3, {hO = 2.
4, = 5. a, = 4.




- 129 -

ITI. ANALYSE STATISTIQUE ET ETUDE EXPERIMENTALE.

De la méme fagon qu‘au chapitre IV. §II, nous examinons
successivement les deux situations qui se présenfent selon que
la station test est une station priviligiée du réseau ou une sta -
tion fictive non observable et nous menons une &tude expérimentale
par simulations des procédures d'estimation des paramétres du
modéle. Nous renvoyons & notre conclusion pour quelques remarques
concernant cette é&tude. :

II.1. Cas d'une station test observable.

On observe donc une trajectoire du processus (ﬁt;tzl)

sur un intervalle de temps {1,...,n} : it = (xi,.,.,xg ) pour
t e{l,...,n} oi
- (x5t21) ~ RA(p” () ,p (+)
- ) =ed x v a-daxd) Po3=2,....q 5 tal
- (ej;tal) est une suite de variables aléatgires indépendantes

t
de Bernoulli et de méme paramétre aj; j=2,...,9

- les suites (XJ;tzl) . (eJ;tzl), j=2,...,_' sont indépendan-
t 1

tes entre elles.

(a) Pour l'estimation,des paramétres des lois po(*) et El(*)

on dispose des mémes procédures que celles décrites en II.l.a.du
chapitre IV fondées sur la seule observation (xi,...,x; ).

(b) En ce qui concerne l'estimation des paramétres Qpseess®

-3 q‘—l
observant qu'on a encore P[Xg= l/Xi= 1] = aj, on peut utiliser

les estimateurs
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3
(n) = — P 3=2
ajn - 1 ! J"" ’.-"q‘
Sh i

On dispose, compte tenu de 1'étude des caractéristiques du
modéle menée dans le §I ci-dessus, des différentes possibilités
évoquées dans le chapitre IV pour apprécier 1la qualité de 1'ajus-

tement correspondant & des observations.

On envisage maintenant une étude expérimentale dans le méme

esprit qu'en I.1 du chapitre IV.
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Pararmétres de la simulation : xi ~ RA(BNT(h,,d,) ,BNT(h,,d,))
avec { h1 f 5. { h0 =1,
a, = 7. dy = 1.5
et a, = ,99 a3 = ,97 u4 = ,95 n = 1541 .
h, d, h, do | 2 [ 23 | o4
val. d'entrée | 5. 7. 1. 1.5 .99 |.97 | .95

val. estimées | 4.635 6.717 1.04 1.402 | .978 | .965 | .936

Tableau 4. Param@tres d'entrée et estimés.

Lois des temps de séjour. .

station 1 2 3 4

m! ex. 6. 5.732 5.266 | = 4.873
n! emp. 5.635 5.358 5.211 |  4.50
m! cal. 5.635 5.148 1.900 |  4.429

Tableau 5. Moments exacts, empiriéues et calculés
d'ordre 1 des lois des temps de séjour dans 1‘'état 1.

station 1 2 3 4

m® ex. 2. 1.962 1.898 1.848
m® emp. 2.04 1.985 1.995 1.843
n® cal. 2.04 1.963 1.926 1.860

Tableau 6. idem tableau 5 : état 0.
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station 1 2 3 4
mp, ex. 70. 62.648 50.965 42.192
m%zj emp. 61.890 55.148 50.084 35.330
mf,, cal. 61.890 49.447 43.744 34.020
Tableau 7. Moments exacts, empiriques et calculés
d'ordre 2 des lois des temps de sé&jour dans 1'état 1.
station 1 2 3 4
0 _ -
. . 3.912 3.614
m[2] ex. 4.50 4.282 9
m?zj emp. 4,62 4.248 4.356 3.297
ngJ cal. 4.62 4.190 3.979" 3.594
Tableau 8. idem tableau 7 : &tat 0.
3
t+lQ 0 ! 2
0.4541 0.4338 0.1547 0.1521
0 0.4545 0.44630 0.1589 0.1534
0.4504 0.4229 0.14609 0.1569
0.0438 0.0418 0.0164 0.0161
1 0.0689 0.0554 0.0093 0.0244
0.05%1 0.0557 0.0238 0.0233
0.0439 0.0459 0.0713 0.0716
2 0.057¢9 0.0185 0.1028 0.0728
0.0570 0.0604 0.0923 0.0927
0.4562 0.4785 0.7574 0.7402
3 0.4215 0.4630 0.7290 0.7483
0.4333 0.4610 0.7231 0.7270

Tableau 9. Probabilités de transition du
processus stochastique Nt=exactes, empiriques et

- calculées .
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Longueur de .Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N=209) exactes calculées

i 39 1.0000 1.0000 1.0000
2 23 0.2177 ° 0.7483 0.7440
3 23 0.6077 0.4235 0.5923
4 15 0.4974 0.5149 0.4794
3 21 * 0.4258 0.4291 0.392%
6 14 0.3254 0.3598 0.3227
? é 0.2584 0.3030 0.2468
8 6 0.2297 0.2540 0.2214
9 ? 0.2010 0.2148 0.1842
io 3 0.1675 0.1839 0.1534
i 3 0.1531 0.1564 0.1283
12 10 0.1388 0.1331 0.1073
13 4 0.0909 0.1134 0.08¢98
14 i 0.0718 0.0748 0.0733
135 0 0.0470 0.0824 0.0432
14 3 0.04670 0.0704 0.0531
17 1 0.0524 0.0404 0.0444
18 1 0.0478 0.0317 0.0374
19 3 0.0431 0.0442 0.0314
20 2 6.0287 0.0379 0.0264
21 ! 0.0191 0.0325 0.0224
22 1 0.0144 0.0279 - 0.0189
23 0 0.0094 0.0239 0.0140
24 0 0.0094 0.0205 0.0135
25 0 0.0096 0.0174 0.0114
26 0 0.0094 0.015Y 0.00%4
27 0 0.0096 0.0130 0.0081
28 0 0.0094 0.0112 0.0048
29 0 0.0096 0.0096 0.0038
3o 0 0.0096 0.0082 0.0049
3 0 0.0096 0.0071 0.0041
32 0 0.00%4 0.0041 0.0035

Tableau 10.

calculée

Lois des temps de séjour dans
1’état 1 : empirique , théorique exacte , théorique

a, = .99 ,

[+

2 (n)

.978 (voir

tableau 4 pour les autres caractéristiques).
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N= 213 exactes calculées

1 54 1.0000 1.0000 1.0000
2 24 0.7445 0.7580 0.7395
3 25 0.6328 0.6060 0.5811
4 16 0.5144 0.4925 0.4452
9 21 0.4413 0.4037 0.3761
) 20 0.3427 0.3328 0.3059
7 13 0.2488 0.2794 0.2499
8 3 0.1878 0.2284 0.2048
9 5 0.1643 0.1902 0.1483
10 2 0.1408 0.158% 0.1384
i1 4 0.1315 0.1323 0.1143
12 7 0.1127 0.1104 0.0944
13 5 0.0798 0.0925 0.0781
14 2 0.0543 0.077% 0.0444
13 1 0.04469 0.04%0 0.0536
16 1 0.0423 0.0545 0.0444
17 1 0.0374 0.0457 0.0349
18 0 0.0329 0.0384 0.0304
19 [ 0.0329 0.0323 0.0254
20 1 0.0282 0.0272 0.0211
21 1 0.0235 0.0228 0.0174
22 1 0.0188 0.0192 0.0144
23 0 0.0141 0.01462 0.0122
24 0 0.0141 0.0134 0.0101
25 0 0.0141 0.0115 0.0085
26 0 0.0141 0.0097 0.0070
27 0 0.0141 04.0082 0.0059
28 0 0.0141 0.00489 0.0049
29 1 0.0141 0.0038 0.0041
30 0 0.0094 0.0049 0.0034
31 0 0.0094 0.0041 0.0028
32 0 0.0094 0.003% 0.0024

Tableau 11.

idem tableau 10 :

ag = .97 ,

a3(n) = ,965
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N=242) ) exactes calculées

3 é8 1.0000 1.0000 1.0000
2 34 0.219%0 0.7473 0.7254
3 K] | 0.5783 0.5881 0.3371
4 19 0.4504 0.4701 0.4353
3 27 0.371% ~ 0.3788 0.3432
4 18 0.2603 0.3048 .27
? 3 0.1840 0.2493 0.2164
8 ? 0.14653 0.2032 0.1729
? 3 0.1281 0.1660 0.1383
10 2 0.1074 0.1358 0.1109
i 4 0.0992 C0.1113 0.08%0
12 3 0.0826 0.0913 0.0714
13 3 0.04620 0.0750 0.0574
14 0 0.04%4 0.0616 0.0444
§9 2 0.0494 0.0507 0.0374
14 1 0.0413 0.0417 0.0302
1 ¥4 2 0.0372 0.0344 0.0244
18 0 0.0289 0.0283 0.0197
i9 3 0.0289 0.0234 0.013¢9
20 2 0.0165 0.0193 0.0129
21 ! 0.0083 0.0159 _ 0.0104
22 0 0.0041 0.0131 0.0084
23 0 0.0041 0.0108 0.0048
24 0 0.0041 0.00%0 0.0053
23 0 0.0041 0.0074 - 0.0045
26 0 0.0041 0.0049 ' 0.0034
27 0 0.0041 0.0051 ‘ 0.0029
28 i 0.0041 0.0042 0.0024
29 0 0.0000 0.0035 - 0.0019
30 0 ©.0000 0.0029 0.00146
31 0 0.0000 0.0024 0.0013
32 0 - 0.0000 0.0020 - 0.0010

., Tableau 12. idem tableau 10 ;
= 095 ’ a4(n) = 0936 .

%y




- 136

2 3 4

Ne S30 530 530

exact 2.455 22.350 22.050 21.750
empirique 2.153 21.902 21.705 21.294
calculé 2.412 21.724 21.532 21.128

Tableau 13. Moments d'ordre 1 des statistiques
) s S
N, et s34 ; 3=2,3,4.
2 3 4

Ne S30 530 S30

exact 1.525 17.168 16.395 15.654
empirique 1.613 17.108 15.148 14.874
calculé 1.531 16.722 16.202 15.159

Tableau 14. idem tableau 13 ordre 2.

ss-réseau fréquences prob. prob. prob.

exactes emp. calculées
1 1017 0.6842 0.6600 0.6490
011 15 0.0073 0.0097 0.0148
101 31 0.0213 0.0201 0.0238
110 61 0.0361 0.0394 0.0445
001 26 0.0122 0.0149 0.0145
010 17 0.0074 0.0110 0.0095
100 11 0.0034 0.0071 0.0048
000 343 0.2281 0.2356 0.2350
Tableau 15. Probabilités pour qu'un sous~réseau soit

secC

théoriques exactes, empiriques, théoriques calculées.
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IT.2. Cas d'une station test non observable.

§

. . On obse;ve donc it =(Xt,...,XE ) 'pour té{l,:..,n} ol
Xi = eg Xz + (l—ei)(l-xz) i J=1,...,9 , (X;;tzl) et (eg;tzl) ’

j=1,...,9 vérifient les conditions imposées dans le modéle (1).

On cherche & estimer au vu de cette seule observation
les-paramétres  dqu processus (Xz;tzl) et al""’aq? Il convient de
remarquer que le probléme ainsi formulé est un probléme mal posé;
en effet il est facile de constater (cf. par exemple (10)) que la
loi du processus (xt,t>1)correspondant aux parametres (p (*),p (%),

1,...,aq) est la méme que celle correspondant aux paramétres
(p (%), p (%), l—al,..., —a ) .

On est donc amené & imposer certaines contraintes; compte
tenu de l'objectif d'applications pour des réseaux climatologi -~
ques homogénes il est raisonnable de travailler sous 1'hypothése
que. les paramétres . al,...,aq sont tous supérieurs 3 1/2 (et méme
éventuellement tous voisins de 1). On est alors en mesure. de

proposer des procédures d'estimation de tous les paramétres.

(a) On peut d'abord envisager de faire 1'estimation des paramé-

* s = . '
tres Ojrese O et p et ce de deux maniéres différentes :
o -

(al) Comme pour tout kzj on a

J_ kq _ - -
P[Xt— Xt] = ajak + (1 aj)(l ak)

J Gk -
Cov(Xl,X ) 20 1

3 J -
Cov(Xt+1,Xt) 20, | 1

on a aussi

L p[xi: xﬁ] =ag( = ) + (1o ) (1 (1-a,))

k=73 J kxj k=3j
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et
. . 4
J —xJ 22 a - (g-1)
Cov(Xt+1,Nt xt) } k3 k
i 3 -
Cov(Xt+l,Xt) Zaj 1
j k
Alors, estimant L P[xt= xt] par
k=3
1 B ik ' k
ry) =2 @ ro0x xS+ (1-xg)(1—xt)] ,
J t=1 k=zj
C (xj xk)
OVi%gsrr%ty)  par
3 k
n-1 S S
1 i k n n
C. , (n) — I X X ——— p
i,k n-1 £=1 t+l1 't n n
et Cov(xj N —Xj) par
t+17t Tt
C. (n) = % . (n) ’
J- k3 Jj.k

On est amené 3 construire un estimateur de aj par résolution du
systéme d'’équations

o. I a, + (l—aj)( )} (l—ak)) = rj(n)

(20) ] k=3 k=j
2 kz. a - (g-1) C. (n) g
%3 _ . _
- - Yj (n) e
20, - 1 .
5 Cy5 ()

4

Posant' as= ag - 1/2 i s=1,...,9 , le systéme (20) peut se
réécrire sous la forme

2a, & a, + (g-1)/2 = r.{(n).
J k=3 k J
L a
. k.
k#7j
= . (n
2 YJ( )

d'ol l'on tire l'estimateur

er(n)-q+1
Yj(n)

1/2

aj(n) = 1/2(
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de aj et l'estimateur .

2r. (n) -g+1 1/2
) ) }

o) = 1201 + (
] i

de a..
J

Maintenant, comme P[Xg= 1] = ajp* + (l—aj)(l—p*) pour tout j=1,..,

g on a aussi, posant 7 = p*— 1/2 ,
J * .
P[Xt= 1] = 2ajw + 1/2 i J=1,...,9

puis

Q

5 (P[X2= 11 - 1/2)
*_j:]_

Cela améne & proposer l'estimateur

n
1 (n) = —1 (= I N, - q/2)
d SR
2 X a.(n)
j=1 3
de ﬂ*et donc 1l'estimateur
* 1 1 B )
py(n) =1/2{1 + : [ = ZN_ - q/21}
n n ., _ .t
t=1
L a.(n)
j=1 J

*

de p .

(a2) On peut aussi procéder d'une autre fagon. On constate

que :
g q
P[Xi= Xi=....= XE= 1 =p [ 1 o;1+ (1-p")[ 1 (1-a,)]
s ] s J
J=1 J=1
et
1_ .2 _WqL B . d « 4
P[Xt— Xi=eooo= Xg= 01 = (1-p )[_H aj] +p [T (l—aj)]

j=1 j=1
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Alors, lorsque les paramétres “j’ j=1,...,q sont voisins de 1,

on a les approximations suivantes 3

q 1
1 R . *
P[Xt~ e = xt—1] = P [.E aj ]
i=1
q
P[Xé= cen = x2=0] = (1-p)L T o, ]
- 3
i=1
d'old l'on tire
1_ _vd_
o - P[X,= ... =X'= 1]
~ . — .
P(X,= ... =XZ]

Utilisant d‘'autre part le fait que

g :
‘ 3 _ LI - *
E (X{) = aj(Zp 1) p+1
et donc
E (Xg ) + p* -1

a, = ’
J 2p* -1

on est amené a proposer les estimateurs p;(n) de_p* et a?(n) de
aj définis par :

n q K
L (nm Xt )
p*(n) - t=1 k=1
2 n q k q k
I L mxg + 1 (l—xt)]
t=1 k=1 k=1
et . n 5 .
, H tzl Xt + pz(n) -1
aj(n) = : .
: 2 pz(n) -1

(b) On peut maintenant procéder a 1l'estimation des paramétres

du processus (X:;tzl). Puisque d‘'aprés (15) ci-dessus on a, pour
tout j=1,...,q9 ,
i,. 1-1 .
2a.-1 .m - (1-a.)m
( g )[ozJ (3) ( aJ) (1)1

mi(s) = o T ; 1e{0,1},
. aj(l—aj)(m (3) + m” (3))
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on a aussi

I .9

i, . 1-i,. _
(2aj l)[ajm (3) (l—aj)m (3) 1] i

1 ; ie{0,1} .

mt () = -3

q 0 1
g - I a.(l-a.)m (3)+m" (3) ]
o1 3 3

Cela suggére l'estimateur de ml(*) défini par

TR

(205 (m)=1) Loy (m)m* (3,m) = (1-a (m))m" ™ (5,m) 3

m"(x,n) = 41

q 0 B
g - I o, (n)(l-a.(n))m’(3,n)+m (3,n) 1
j=1 ] J
ie{0,1},
ol ml(j,n) est la moyenne empirique des séquences de type i débu-
tant dans la station j sur la période {1,...,n} et a (n) est 1'un

des deux estimateurs proposes ci-dessus de aj. Cela fournlt bien
slr un autre estimateur de p :

ml(*,n)

mo(*,n)+m1(*,n)

Lorsque les lois po(*) et pl(*) dépendent chacune de
deux paramétres il reste & proposer des estimateurs des moments
factoriels d'ordre 2 m%Z](*)’ ie{0,1}. Pour ce faire on procéde
comme au IT.2.b. du chapitre IV, 3 partir d'approximations de ces
moments en fonction des correspondants pour les processus (Xj;tzl)
qui s'obtiennent comme celles du corollaire 3 ciedéssus. On est
alors conduit aux estimateurs :

{.m%z](j,n) + (1-ay(n) I %

I o0

i
mpyq(n) +

i 1
mpyq(*xom) = q

j=1
mEp3em @® (G4t (5,m)-2) -
2 nt (3,0 @l G,npt (5,0 +2) 1)

oll m%k](j,n) est le moment factoriel empirique d'ordre k des

séquences de type i débutant sur la période {1,...,n} dans 1la
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station j et pi(j,n) est l'estimateur naturel de pi(j) défini
par le rapport entre le nombre de séquences de type i de durée 1
jour observées dans la station j et le nombre total de séquences
de ce jtype ayant débuté sur la période {1,...,n} dans la dite

station.

On envisage maintenant une étude expérimentale dans le méme esprit

gu'en I.1. On reprend les mémes exemples.
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de la simulation : X;

14

* % x %
RA(BNT(hl,dl),BNT(hO,dO))

avec h* = 5, h* = 1,
{a} 2 {2
;= o = 1.5
et a, = .99 a, = .97 ay = .95 n =1541 .
* * * X
hy d, hg dg 1 ) “3
val. d'entrée 5. 7. 1. 1.5 | .99 | .97 | .95
val. estimés 4.689( 6.508] 1.037| 1.283] .978] .965] .93¢

Tableau 4.

Lois des temps de sé&jour.

Paramétres d'entrée et estimés

station 1 2 3 4

m! ex. 6. 5.732 5.266 4.873

n! emp. 5.635 5.358 5.211 4.500

m' cal. 5.689 5.192 4.921 4.459
Tableau 5. Moments exacts, empiriques et calculés
d'ordre 1 des lois des temps de séjour dans 1'état 1.

station 1 2 3 '4

m0 ex. 2. 1.962 1.898 . 1.848

m® emp. 2.04 1.985 1.995 1.843

m® cal. 2.037 1.960 1.920 1.856

Tableau 6.

idem

tableau 5 ;

état 0.
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station 1 2 3 4
mgz] ex. 70. 62.648 50.965 42.192
mgz] emp. 61.89 . 55.148 50,084 35.330
mf, cal. 61.88 49.504 43.420 34,107
Tableau 7. Moments exacts, empiriques et calculés
d'ordre 2 des lois des temps de sé&jour dans 1l'état 1
station 1 2 3 4
ml. | ex. 4.50 1.282 3.912" 3.614
[21]
m’,, emp, 4.62 4,248 4.356 3.297"
m?z] cal. 4.479 4.070° 3.854 3.502
Tableau 8. idem tableau 7 : é&tat 0.
Nt+l\35\ 0 1 2 3
0 0.4561 0.4338 6.1547 0.1321
0.4545 0.4430 ¢.1389 0.1934
0.4500 0.4220 0.1593 - 0.1334
0.0438 0.0418 0.0144 0.0141
1 0.0689 0.0354 0.0093 0.0244
0.0590 0.0354 0.0234 0.0231
0.0439Y 0.0459 8.07213 0.0714
2 0.057¢ 0.018% 0.1028 0.0728
0.0571 - 0.0605 0.0923 0.092%
0.45642 0.478% . 0.7974 0.724602
3 0.4219 0.44630 0.7290 0.72483
0.4339 0.4620 0.7244 0.728%

Tableau 9.

processus stochastique

calculées.

Probabilités de transition du

Nt : exactes, emplriques et



- 148 -~

Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilit?s
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N=209 exactes calculées

1 39 1.0000 1.0000 1.0000
2 23 0.7177 0.7485 0.7550
3 23 0.6077 0.6235 0.4013
4 135 0.4974 0.5149 0.4875
3 21 0.4258 0.4291 0.3%987
6 14 0.3254 0.3598 - 0.3280
7 é 0.2584 0.3030 0.2709
8 é 0.22%7 0.2540 0.2245
? 7 0.2010 0.2168 0.1864
10 3 0.1675 0.1839 0.1551
1 3 0.1531 0.1544 0.1293
12 10 0.1388 0.1331 ¢.1079
13 4 0.0%09 0.1134 0.0902
14 1 0.0718 0.0948 0.0754
13 0 0.0670 0.0824 0.0631
16 3 0.0670 0.0704 0.0529
17 1 0.0524 0.0604 0.0443
18 1 0.0478 0.0517 0.0372
19 3 0.0431 0.0442 0.0312
20 2 0.0287 0.0379 0.0242
21 1 0.01%1 0.0325 0.0220
22 LK 0.0144 0.0279 0.0185
23 0 0.00%5 0.0239 0.0156
24 0 0.0096 0.0205 0.0131
25 0 0.00%4 0.01764 0.0110
26 0 0.00%4 0.0151 0.0093
27 0 0.00%96 0.0130 0.0078
28 0 0.00%6 0.0112 0.0084
29 0 0.0096 0.00%96 0.0053
30 0 0.0094 0.0082 0.0047
3 )] 0.0096 0.00721 0.0039
32 0 0.0094 0.0061 ' 0.0033

Tableau 10. Lois des temps de séjour dans

1'état 1 : empirique , théorique exacte théorique

calculée ; a, = .99 al(n) = .978 (voir

tableau 4 pour les autres caractéristiques).
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Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités.
la séquence séquences empiriques théoriqués théoriques
(N=213) exactes calculées

1 54 1.0000 1.0000 1.0000
2 24 0.7449 0.7580 0.7478
3 25 0.6338 0.6040 0.5899
4 16 0.5164 0.4925 0.4725
) 24 0.4413 0.4037 0.3819
4 20 0.3427 0.3328 0.310%
7 13 0.2488 0.2754 0.2534
8 5 0.1878 0.2284 0.2074
9 5 0.1643 0.1902 0.1700
1]1] 2 0.1408 0.1585 0.1398
i 4 0.1313 0.1323 0.1151
12 7 0.1127 0.1106 0.0948
13 3 0.0798 0.0925 0.0782
i4 2 0.0543 0.0775 0.0644
13 i 0.0449 0.0650 0.0534
1 1 0.0423 0.054% 0.0442
17 1 0.0374 0.0457 0.03446
18 0 0.0329 0.0384 0.0303
19 | 0.032¢9 0.0323 0.0251
20 1 0.0282 0.0272 ¢.0208
2t 1 0.0235 0.0228 0.0173
22 1 0.0188 0.0192 0.0143
23 0 0.0141 0.0142 0.0119
24 ¢ 0.014% 0.0134 0.0099
25 0 0.0841 0.0113 0.0082
24 0 0.0141 0.0097 0.0048
27 0 0.0141 0.0082 0.0057
28 0 0.0141 0.0049 0.0047
29 i 0.0141 0.0054 0.0039
3o 0 0.0094 0.0049 0.0033
kY] 0 0.0094 0.0041 0.0027
32 0 0.0094 0.0035 0.0023

Tableau 11. idem tableau 10 :

92

= ,97 ,

az(n) = ,965 ,



- 150 -

Longueur de Nbre. de Probabilités Probabilités Probabilités
la séquence séquences empiriques théoriques théoriques
(N=242) exactes calculées

1 68 1.0000 1.0000 1.0000

2 34 0.7190 0.7473 0.7323

3 31 0.3785 0.5881 0.9640

4 19 0.4504 0.4701 0.4411

] 27 0.3719 0.3768 . 0.3477

é 18 0.2603 0.3048 0.2755

7 h] 0.1840 0.2493 0.2190

8 ? 0.1653 0.2032 0.1744

9 3 0.1281 0.1660 0.13%4
10 2 0.1074 0.1358 0.111¢6
1" 4 0.0992 0.1113 0.0894
12 3 0.0824 0.0913 0.0717
13 3 0.0620 0.0750 4.0574
14 0 0.04%6 0.0614 0.0443
13 2 0.04%6 0.0507 0.0372
16 1 0.0413 0.0417 0.0299
17 2 0.0372 0.0344 0.0241
18 0 0.0289 0.0283 0.0194
19 3 0.0289 0.0234 0.0157
20 2 0.0145 0.0193 0.0124
21 1 0.0083 0.0159 0.0102
22 0 0.0041 0.0131 0.0082
23 0 0.0041 0.0108 0.0064
24 0 0.0041 0.0090 = 0.0054
25 0 0.0041 0.0074 0.0043
26 0 0.0041 0.0041 0.0035
27 e 0.0041 : 0.0051 0.0028
28 1 0.0041 0.0042 0.0023
29 0 0.0000 0.0035 0.0018
30 0 0.0000 0.0029 0.0015
3t 0 0.0000 0.0024 0.0012
32 0 0.0000 0.0020 0.0010

Tableau 12. idem tableau 10 :

ay = .95 a3(n) = .936.




1 2 3

Ne %30 530 530
exact 2,455 22.350 22.050 21.750
empirique 2.153 21.902 21.705 21.294
calculé 2.415 21,786 21.592 21,184

Tableau 13. Moments d'ordre 1 des statistiques

N, et 83 i 3=1,2,3.

1 2 3

Ne 530. 530 530
exact 1.525 17.171 16.397 15.656
empirique 1.613 17.108 | 15.148 14.874
calculé 1.523 16.725 16.204 15.161

Tableau 14. 1idem tableau 13 : ordre 2.

ss-réseau fréquences| prob. prob. prob.
exactes | emp. calculées
LRD] 1017 0.46842 0.4600 - 0.4509
091 15 0.0073 0.0097 0.0148
10§ K} 0.0213 0.0201 0.0239
110 é1 0.0361 0.0396 0.04446
001 24 0.0122 0.014% 0.0164
010 17 1 0.0074 0.0110 0.0095
100 i 0.0034 0.0071 0.0047
000 363 0.2281 0.23564 - 0.2331

Tableau 15. Probabilités pour gu'un sous-réseau soit

sec : théoriques exactes, empiriques, théoriques calculées
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CHAPITRE b :

APPLICATION A LA MODELISATION DU PHENOMEMNE CLIMATOLOGIQUE
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Dans les applications nous cherchons a ajuster un
modéle de séries chronologiques . (resp. vectorielles a composantes)
binaires d'une certaines classe de modéles a4 des données climato-

logiques concernant une station (resp. un réseau de stations) et
une période {1,...,T} (mois, ensemble de mois,... ) de l'année
pour plusieurs années consécutives. Si on fait 1'hypothése que
pour N années d'observation, le phénoméne se reproduit, sur cette
période, d'une année a4 l'autre, dans des conditions d‘'homogénéite
et d'indépendance, on dispose de données ((xl(uy;...,xT(u); u=l,..,
N) (resp. ((§l(u),,,.,§T(u)); u=l,...,N) dont 1'étude s’inscrit
dans le cadre de la statistique classique sur un &chantillon
indépendant de 1'é&lément aléatoire (xl""’XT) (resp. (ﬁl,...,iT))
la famille des lois de probabilité définissant la structure
statistique étant celle des lois T-dimentionnelles correspondant
aux lois de processus associées aux différents modéles de la
classe considérée. Nous nous plagons ici plutét dans la perspec-
tive ol a partir des observations faites sur plusieurs années,
on construit une suite (xl,.,.,xn) (resp. (§l,.,.,§n)), ol n est
de 1'ordre de NxT, dont on admet qu'elle est l°observation d'une
trajectoire d'une série chronologique obéissant sur une longue
trajectoire aux "régles" valables pour le phénoméne sur la période
{1,...,T}. Dans le cas unidimentionnel (i.e. d'uﬁe station) le
procédé d'usage courant (gqui se justifie pleinement sous 1'hypotha-
se de renouvellement) pour construire une telle-suite consiste
a extraire de toutes les données concernant l'ensemble des années
les séquences climatologiques sé&ches ou humides débutant dans
la période considérée et 4 les mettre bout 3 bout. Dans le cas
vectoriel ol on s'oriente vers l'ajustement d'un des modéles
définis dans les chapitres IV et V nous verrons comment

batir une telle suite (§1,...,§n), L'étude des données reléve

alors de l'analyse des séries chronologiques telle qu‘'elle a été
envisagée dans les chapitres précédents.

Nous faisons maintenant quelques essais de modélisation.
Nous renvoyons a notre conclusion pour quelques remarques concernant

ces essails.
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I. ESSAI DE MODELISATION 1.

Nous nous intéressons ici au réseau de stations de

mesures du Sud-Est de la France constitué de :
MARSEILLE (1), MONTPELLIER (2), MONTELIMAR (3), TOULON (4).

Nous nous proposons de modéliser le phénoméne climatolo-
gique pour la période de 1'année Septembre-Octobre au vu des

observations concernant les années 1953-1977.

Nous nous orientons vers l'utilisation du modele défini
dans le chapitre IV en considérant que MARSEILLE est une station
test observée. Il est clair qu'en toute rigueur l'evolutlon du
phénoméne & MARSEILLE n'est pas un "majorant" pour les &volutions
du réseau dans les trois autres stations du réseau; toutefois les
écarts de la réalité climatologique a4 la contrainte du modéle

semblent pouvoir étre négligés.

En ce quiconcerne le calcul des caractéristiques des
différentes lois empiriques de temps de séjour nous avons utilisé
pour chaque station les observations des longueurs de ségquences
ayant débuté et s'étant terminées dans la période Septembre Octobre
pour la dite station (cf. Tableaux 2 et 3).

Pour la détermination des caractéristiques empiriques

(cf. Tableaux 4 & 7) liées aux processus ((Xt,Xz,X );t21) et (N t=1)

2 3 4
307 830 et 830 nous sommes partis des

ainsi gu'aux variables S
trajectoires vectorielles dont les marginales sont baties par mise
bout & bout, année aprés année, des trajectoires unidimensionnelles
observées dans les stations pour la période Septembre-Octobre; ainsi
n = 1525. Il aurait sans doute &té préférable (cf. la discussion

au début de ce chapitre) de retenir les données correspondant i des
jours "appartenant" 3 des séquences ayant débuté dans la période
pour la station 1 et s'&tant éventuellementprolongées au dela
d'octobre. L'organisation des fichiers de données devra &tre revue

pour des essais en ce sens.
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Les valeurs dites calculées (cf. Tableaux 2 3 7) ont é&té
obtenues a 1'aide des expressions exactes déterminées pour le
modéle, a partir des valeurs estimées des paramétres. Les valeurs
dites calculées BNT (cf. Tableaux 6 et 7) sont celles auxquelles
conduit une modélisation station par station par:un processus de
renouvellement alterné basé sur des lois BNT.

paramétres hl dl ho d0 @, ag @,
val. estimées | 6.327 | 7.528 | 1.017 ] 0.525 | .985 ] .971 |.981
Tableau 1. Valeurs estimées des paramétres du modéle.
station | MARSEILLE | MONTPELLIER | MONTELIMAR | TOULON
m' emp. 7.327 6.688 6.197 6.539
m' cal. 7.327 6.691 6.191 6.540
n® emp. 2.017 1.807 2.014 1.873
n® cal. 2.017 1.972 1.940 1.962
Tableau 2. Moments d'ordre 1 : empiriques et calculés .
station | MARSEILLE | MONTPELLIER | MONTELIMAR | TOULON
m%z] emp. 100.327 85.392 60.831 72.793
me, cal. 100.327 81.568 68.281 77.421
m,, emp. 3.603 3.155 4.056 3.142
m, cal. 3.603 3.476 3,390 3.448

Tableau 3.

idem tableau 2

: ordre 2.
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N 0 1 2 3
Nt+1 t

0 0.3014 0.134% 0.1313 0.0438
0.3041 0.1346 0.1344 0.1344

1 0.1825 ¢.2222 0.1313 0.0447
0.0047 0.0082 0.0082 0.0082

2 0.1667 0.2460 0.2222 0.0971
0.0779 0.1357 0.1357 0.1357

3 0.3492 0.3948 0.51352 .0.8124
0.4133 0.7193 0.7195 0.7145

Tableau 4. Probabilités de transition du processus Nt :
empiriques et calculées.’

ss—~réseau fréquences prob. - prob.
empiriques calculées
(R 1050 0.7000 - 0.6334
0t1 63 0.0420 0.0392
101 21 0.0407 0.0566
110 44 0.0293 0.0274
001 49 0.0327 0.0034
010 24 0.0160 0.0014
100 33 0.0353 0.0024
000 126 . 0.0840 0.2140

Tableau 5. Probabilités pour qu'un sous~-réseau soit sec

empirigues et calculées.
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. 2 3 4
variable N, 530 530 . 830
empirique 2.448 24.76 23.62 25.06
calculé& BNT 2.319 23.618 22.641 | 23.320
calculé 2.303 23,169 22,859 23.076

Tableau 6. Moments d'ordre 1 des statistiques N, et

Sgo ; 3=2,3,4 : empiriques, calculés

théoriques et calculés BNT pour S%O .

. ‘ 2 3 : .4
variable Ny 530 530 530
empirique 0.919 9.142 13,195 10.336
calculé BNT 0.525 11.276 10.482 9.712
calculé 1.460 12.736 12.702 12.726

Tableau 7. idem tableau 6 : ordre 2. .
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ESSAI DE MODELISATION 2.

Nous reprenons le méme réseau de stations que celui

considéré

dans le précédent essail mais pour la période Novembre-

Décembre. Nous envisageons encore l‘'utilisation du modéle défini
dans le chapitre IV, MARSEILLE é&tant toujours considérée comme

station privilégiée.

paramétres

By

‘'val. estimées

5.819

7.918 0.881

1.322

. 995

.948

9717

Tableau 8.

Valeurs estimées des paramétres du modéle.

station | MARSEILLE { MONTPELLIER | MONTELIMAR | TOULON
n' emp. 6.819 6.654 5.241 6.012
m! cal. 6.819 6.626 5.234 5.983
n® emp. 1.881 1.753 1.903 1.888
n® cal. 1.881 1.870 1.810 1.838
Tableau 9. Moments d'ordre 1 : empiriques et calculés.
station MAéSEILLE MONTPELLIER { MONTELIMAR TOULON
m%zl enp. 91.583 84.985 53.903 71.254
mEZ] cal. 91.583 85.476 48.649 66.946
m?z] emp. 3.708 2.774 3.505 4.00
m?Z] cal. 3.708 3.660 3.426 3.537

Tableau

16
A4,

idem tableau 9

s ordre 2.




- 166 -

t
N 0 1 2 3
Ne St

0 | 0.2905 0.1688 041096 0.0347
0.4484 0.1469 0.1449 0.1469

1 0.1892 0.1818 0.1491 0.0649
0.0074 0.0118 0.0118 0.0118

2 0.1892 0.2403 0.2018 0.1204
0.0998 0.1401 0.1401 - 0.1401

3 0.3311 0.4091 0.5395 0.7577
04244 0.4812 0.4812 0.6812

Tableau 11. Probabilités de transition du processus N, :

t
empiriques et calculées.
ss-réseau | fréquences | prob. prob.
empiriques calculées
111 970 0.48447 0.62354
o1 30 0.0333 0.0322
101 |. (RN 0.0740 0.0714
10 87 0.0447 0.0432
¢ot 43 0.0287 0.0037
010 30 0.0200 - 0.0022
100 81 - 0.0940 0.0049
000 148 0.0987  0.21465
Tableau 12. Probabilités pour qu'un sous-réseau soit sec:

empiriques et calculées.
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2 3 Y
variable No 530 530 530
empirj_que 2.347 24.58 22.34 23.48
calculé BNT 2,286 23.743 22,009 '22.830
calculé 2.289 23.411 22,295 22.969
Tableau 13. Moments d'ordre 1 des statistiques Nt et
Sgo ; 1=2,3,4 : empiyiques, calcu}és théoriques et
calculég BNT pour s3
: 2 3 4
variable Nt 530 530 530
empirique 1.023 6.0436 8.584 7.049
calculé BNT 0.542 10.595 13.470 14.026
calculé 1.446 5.965 6.472 6.175 -

Tableau 14.

idem tableau 13 :

ordre 2.
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ESSATI DE MODELISATION 3.

Nous considérons ici le réseau de trois stations
MONTPELLIER(1) , MONTELIMAR(2), TOULON(3), pour la période Septembre
Octobre. Nous envisageons une modélisation par un modéle du type
de celui du chapitre IV avec une station fictive inobservable ()

paramétres

hy

4 hy

d0 a

1 2

a

Q

3

val.

estimées

7.535

7.496 1.018

0.785

.943

.920

.959

Tableau 15.

Valeurs estimées des péramétres du modéle.

station () MONTPELLIER | MONTELIMAR| TOULON
m' emp. 6.688 6.197 6.539
nt cal. 8.535 5.970 5.325 6.520
n® emp. 1.807 2.014 1.873
m® call. 2.018 1.857 1.831 1.886
Tableau 16. Moments d'ordre 1 : empiriques et calculés

station () MONTPELLIER | MONTELIMAR| TOULON
mf,, emp. 85.392 60.831 72.793
m%z] cal. 128.328, 59.276 46.011 71.881

0 N
mr,q emp. 3.155 4.056 - 3.142
my,, cal. 3.871 3.320 3.237 3.415

idem tableau 16 : ordre 2.

Tableau 17,




- 172 -

AN
0 0.3014 0.1349 0.1313 0.0438
0.5043 0.1173 0.1173 0.1173
1 ' 0.1825 0.2222 0.1313 0.0447
0.0047 0.0083 0.0083 0.0083
2 0.1647 0.2460 0.2222 0.0971
0.0779 0.1387 0.1387 0.1387
3 0.3492 0.39648 0.5152 ' 0.8124
0.4131 0.73564 : 0.7354 0.7356

Tableau 17. Probabilités de transition du processus
Nt : empiriques et calculées.

ss-réseau fréquences prob. prob.
empiriques calculées
AR} 1050 0.7000 0.6739
011 63 0.0420 0.0404
101 71 0.0467 0.0584
110 44 0.02%3 0.0282
001 49 0.0327 0.0035
010 24 0.0160 0.0017
100 53 0.0353 0.0024
000 1264 0.0840 0.1914
Tableau 18. Probabilités pour qu'un sous-réseau soit

sec : empiriques et calculées.



variable | Nt Séo S§0 Sgo

empirique 2.448 | 24.76 23.62 25.06
calculé& BNT 2.319 | 23.618 22.641 23,320
calculé 2.303 | 22.889 | 22.327 | 23.287

Tableau 19. Moments d'ordre 1 des statistiques Nt et
Sgo i 3=1,2,3 : empigiques et calculés théoriques et
calculés BNT pour Sgo . :

A 1 2 3
varlable N, 830 830 -830-
empirique 0.919 | 9.142 13.195 10.336
calculé BNT 0.525} 11.276 10.482 9.712
calculé 1.232 1 10.941 10.959 10.920

Tableau 20. idem tableau 19 : ordre 2.
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IV. ESSAI DE MODELISATION 4.

Pour ce dernier essai nous.reprenons le réseau et la

période qui ont &té étudié dans l'essai du paragraphe I. Nous

envisageons ici d'utiliser le modéle dé&fini dans le chapitre V,
la station de MARSEILLE étant considérée comme station test

observée,

paramétres hl dl h0 d0 aq @,

val. estimées 6.327 7.528 1.017 0.918 ] .982 .9371 .994
Tableau 20. Valeurs estimées des paramétres du modélq

station | MARSEILLE | MONTPELLIER | MONTELIMAR | TOULON

n! emp. 7.327 6.688 6.197 6.539

n! cal. 7.327 6.607 5.846 5.013

m® emp. 2.017 1.807 2.014 1.873

m® cal. 2.017 1.930 1.843 1.758

Tableaﬁ 21.

Moments d'ordre 1

empiriqﬁes et calculées.

station | MARSEILLE | MONTPELLIER | MONTELIMAR | ToUuLON

mf,, emp.|  100.327 85.392 60.831 72.793

mi,, cal.| 100,327 79.422 60.158 42.264

m?zj emp. 3.603 3.155 4.056 3.142

m?ZJ cal. 3.603 3.288 2.970 2.651
Tableau 22. idem tableau 21 ordre 2.
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N 0 1 2 3
Nepi &
0 0.3014 0.1349 0.1313 ¢.0434
0.4618 0.4407 0.1267 0.12590
1 0.1825 0.2222 G.1313 0.0467
0.0424 0.0406 0.0127 0.0126
2 0.1447 0.2460 0.2222 0.0971
0.0417 0.0434 0.0714 0.0714
3 0.34792 0.3968 0.5152 ; 0.8124
0.4540 0.4751 0.7891 0.7908
Tableau 23, Probabilités de transition du processus
Nt : empiriques et calculées .
ss~-réseau fréquences prob. prob.
empiriques calculées

(AR 1030 ¢.72000 0.72181

ot 63 0.0420 0.0128

101 91 0.0607 0.0481

110 44 0.0293 0.0042

001 : 49 0.0327 0.0020

010 24 0.0140 0.0133

100 33 0.0353 0.0038

000 126 0.0840 0.1972

Tableau 24. Probabilités pour qu'un sous-réseau soit

sec : empiriques et calculées.



2 3 4
variable Nt : 830 830 S30
empirique 2.448 24,76 23.62 25.06

calculé BNT} 2.319 23.618 22.641| 23.320

calculé 2,417 23.226 22, 455 ZL4297

Tgbleau 25. Moments d'ordre 1 des statistiques Nt et

Sgo i 3=2,3,4 : empiriques et calculés: théoriques et
j N

calculésg BNT pour S

30 °
2 3 4
varigble Nt 830 830 530
empirique 1.017 9.142 13.195 10.336

calculé BNT 0.525 11.276 10.482 9.712

.

calculé 1.136 12.407 11. 530 12.652

Tableau 26. idem tableau 25 : ordre 2.



Probabilite d'obtenir une séquence > n Jours

0.8
0.8
0.7

0.6
0.9

004

0.3

0.2

0.1

ol 08
0.08
0.07

0.08
0.05

0.04

0.03

0.02

0.01
0.008
0.008

0.007
0.006

0.003

0.004

0.003

0.002

MONTPELL IER

MOIS DE SEP-OCT T 180 - 1953—1977
Ay
PN
N N
NN
‘L\‘
\ NN
=

VALEURS OBSERVEES

.
—— . MODELE B.N.T.
h=135.683 d=7.322
—————— . MODELE THEORIQUE
eps= (.883
2 4 (] 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
ER30

Longueur des smequences en Jours (n)
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CONCLUSION

Nous venons donc d'é;udier mathématiquement et
expérimentalement des modéles de séries chronologiques vectorielles
4 composantes binaires susceptibles d'é&tre utilisé&s en climatolo-
gie. Si au plan des objectifs que nous nous étions fixés, 1l'analyse
montre 1la grande facilité d'utilisation de ces modéles compte
tenu de la calculabilité qu'ils offrent, l'expéyimentation faite

conduit 3 certaines remarques.

Tout d'abord 1'é&tude par simulations donne a penser que
les procédures naives d‘'estimation des paramétres qui ont été
proposées devraient &tre améliorées. En particulier il est clair
que le fait d'utiliser certaines approximations des moments pour
o3 = 1} conduit a des &Ecarts assez Sensibles entre la réalité qu'on _

est sensé simuler et la réalité calculée aprés estimation d‘'autant
plus que l'on s'écarte de la dite condition. Il faut aussi noter
que ces écrats sont du méme ordre que ceux entre la réalité simulée
et le résultat de la simulation ce qui peut faire douter de la

qualité des simulateurs que nous avons utilisés.

Quant aux essais dé modélisation sur données réelles on
remarque que les utilisations du modéle du chapitre IV avec station
test observée (essals 1 et 2) conduisent a des représentations du
phénoméne dans les différentes stations qui concurrencent
valablement celles fournies par une modélisation station par
station et ce a8 un "cofit" nettement inférieur en nombre de paramé-
tres. La représentation de la structure d'interdépendance est moins
satisfaisante bien que les probabilités d'observation des différe-
ntes sous-réseaux secs solent assez bien reconstituéeé. La
comparaison des essais 1 et 3 avec un méme modéle sur un méme
réseau et pour une méme période avec station test observée d'une
part et station test fictive-d'autre part montre une nette dégra-
dation pour MONTPELLIER et MONTELIMAR lorsqu'on passe du premier

cas au deuxi@me. La comparaison des essais 1 et 4 sur un méme
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réseau et une méme période avec deux modéles différents dans
lesquels MARSEILLE joue le rdle d'une station test met en évidence
une meilleure qualité des représentations station par station et
conjaintes dans le premier cas. Il faut remarquer que les couples
de mois consécutifs agrégés pour ces essais n'offrent pas vraiment les
garanties d'homogénéité souhaitables. D'autres essais, pour des
réseaux de stations et des périodes de 1l'année choisis aprés une phase
cTaniL&eanlumumlnasauxmu&ammtlmxee Chvmnentpenmmtnadelmeux

juger des possibilités d'utilisation des modéles considérés; en
particulier il conviendrait de s'intéresser a des périodes plus
homogénes (d'un mois par exemple) observées au cours d'un plus

grand nombre d'années.

Les modéles de séries chronologiques vectorielles que
nous avons envisagés semblent donc présenter un certain intérét
pour les applications en climatologie bien qu'il convienne d'amé-
liorer les conditions de leur utilisation pratique. Il devrait
étre possible d'intégrer ces modéles dans une modélisation plus
globale du phénoméne climatologique ol des variables du type
quantité de précipitation ou rapport d'insolation seraient prises
en compte. Notons enfin que ces modéles sont peut étre susceptibles
d'étre utilisés dans d'autres domaines d'appllcatlons tels que la
fiabiliteé.
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