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RESUME

Dans la premiére partie de ce travail on présente
des méthodes numériques pour résoudre 1'équation de
convection-diffusion et on propose une méthode qui raméne
le probléme a une formulation symétrique qui permet de
traiter les cas de faible viscosité. Les problémes unidi-
mensionnel, bidimensionnel stationnaires et unidimension-

nel non stationnaire sont abordés.

La deuxiéme partie est consacrée a la résolution
d'un modéle test de circulation océanique aux latitudes
"moyennes dont le mouvement est di au vent. On introduit
une condition d'adhérence aux parois Est et Ouest qui
représentent les cdtes terrestres. On utilise une méthode
d'éléments finis qui permet de résoudre le modéle comme
une "cascade" des problémes trés simples. On compare avec
des méthodes de différences finies du point de vue de 1la
précision, du codt de calcul et de 1'applicabilite.

MOTS-CLES : Equations de convection-diffusion, circulation

océanique, éléments finis mixtes.
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INTRODUCTI10OM

Un des principaux problémes que 1'on trouve dans la simulation
numérique en Mécanique des Fluides, c'est le traitement du terme de
convection lorsqu'il devient prépondérant face au terme de diffusion
(fluides de faible viscosité). '

Les méthodes de Galerkin et de différences finies centrées peuvent
donner des solutions fortement oscillatoires assez éloignées de la
solution exacte, & moins de faire des raffinements extrémes sur la maille.

On peut illustrer la difficulté sur un exemple trés simple :

~ko"(x) + ue'(x) =1 0 <x <1
(0.1) $(0) = o(1) =0

u,k des constantes.

Si 1'on résout (0.1) avec la méthode de Galerkin en utilisant comme
fonctions de base les fonctions linéaires par morceaux définies par :

%~(x-xi_1) Xj.q S X< *i
= 1 - .
0j(x) =Y § (%,17%) S I IS
(0.2) 0 dans les autres cas

n <X Tl XX = h

i=1,...,ntl

ou avec une méthode de différences finies usuelle on aura & résoudre le
systéme linéaire tridiagonal :
Y h2
~(1+ o, + 205 + (-1+ %o, = T
(0.3)
TR by 7 elxg) % = e = 0



dont Ta solution est :

[ (1+ %& i

¢. = A:+B

v (1- %)

(0.4) 2
B constante

On verra au chapitre I que 1a solution de (0.1) n'a pas d'oscillations,
tandis que 2, peut en avoir si y>2.

Remarquons que pour avoir toujours y < 2, il faut diminuer le pas du
maillage de facon a ce que h < %F, ce qui s'avére 1mposs1ble lorsque la

constante k devient petite.

Sur la figure (0.1) on a tracé la solution du probleme (0.3) pour
k=103 h =180, u-=1.

On remarque les fortes oscillations de la solution numérique,
malgré le pas d'espace petit.

Plusieurs méthodes ont été développées pour venir & bout de cette
difficulté. La littérature étant trés abondante sur ce sujet, on va
présenter ci-dessous les méthodes principales qui ont été proposées.

Nous proposons une nouvelle méthode aux chapitres I, II et III
pour le probléme unidimensionnel et bidimensionnel statjonnaire et non
stationnaire. '
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DECENTRAGE EN DIFFERENCES FINIES
Roache (1972)

Considérons le modéle unidimensionnel (0.1). Le schéma traditionnel
de différences finies centrées associé s'écrit :

u(e, -0, .)
- ﬁ%-(®i+1 - 205 + 0 )+ 1+%h L R SO

(0.5)

h étant le pas du maillage régulier. Pour %?-> 2 ce schéma produit
des oscillations numériques, dans ce cas il Y a un des coeff1c1ents hors-
diagonaux qui devient positif.

Une fagon d'éviter ce probléme, c'est de faire décroitre h suffisam-
ment tel que %P 2. Pour des valeurs de k dont le raffinement devient
impossible, Roache (1972) propose au lieu d'approximer la dérivée premiére
par une différence centrée, comme c'est le cas dans (0.5), d'utiliser une
différence en amont :
| ' ) %'(Qi-Qi-l) =1 si u > 0
Tz (gt By e ) 4 .

n (¢i+1-¢i) =1 siusx<o0
(0.6)
i=1,...,n

La solution de (0.6) ne presentera pas d' osc1]lat10ns numériques, mais
elle n'approximera la solution qu'ad 1'ordre h. (ordre d'approximation de
la dérivée premiére). o

Un schéma d'ordre deux peut étre construit en rajoutant aux équations
(0.5) une viscosité numérique :

k+k
h (¢1+1

/

- 20, + L 1) + 2h (¢1+1 1) = 1/ i=1,...,n
(0.7) .



(0.8) k= S coth (§) - 1)

La consistence du schéma est garantie, car lim i(h) = 0. Le choix
de k permet d'éliminer les oscillations numérique9+gt de récupérer la
solution exacte aux noeuds lorsque le second membre est constant.

Ce schéma, appelé schéma d'I1¥n , sera retrouvé en €léments finis
et généralisé a deux dimensions d'espace. La généralisation de (0.7) a
deux dimensions est trés facile, mais dans ce cas le choix de k reste
injgstifié. ’

METHODE DE DECENTRAGE EN ELEMENTS FINIS

Heinrich et al (1977), Hughes (1978), Hughes et al (1979), Christie et al
(1976), Brooks et al (1980), Heinrich (1980), Huyarkon (1977), Pelletier
et al (1980), Ikegawa (1979).

Considérons 1'équation suivante :
-div(kve) + u .ve = f sur @
(0.9) k2 -0 sur ry

¢ =0 sur P2

u = (u,v) est le champ de vitesses
f : @ > R second membre

-

n : direction normale extérieure a 3 frontiére de @

k : constante de diffusion
P

div(.) = ax ¥ g% (divergence)
2
vV = ox (gradient)
9
3y §

6+ 0> R fancrtinn inrannua



La formulation variationnelie de (0.9) s'écrit, :

J W (-div (kve) - uve) = J f W VW e W
Q Q 2
b e Ll

(0.10) ’

ol w1 o = espaces des fonctions ol on résoudra le probléme.
3

Par une formule de Green on obtient :

J kve vW + J W u.ve ='f fu Woe W,
Q Q Q .
(0.11) l

¢ € Nl
soient ‘{wi} des fonctions qui générent un espace de dimension finie
wlh qui approxime wl ( espace des fonctions de base), et {Wi} celles qui

générent un espace de dimension finie w2h’ qui approxime w2 (espace des
fonctions test).

Une résolution par 1a méthode de Petrov-Galerkin du probléme (0.11)

nous aménera a résoudre :

(0.12) He =F

CAS UNIDIMENSIONNEL

Considérons le probléme unidimensionnel (0.1) et les fonctions linéaires
par morceaux définies par (0.2).

On utilisera les fonctions test suivantes :

IA
x

i mi(x) + aF(x) Xj_1 < X
(0.13) mi(x)=

wi(x) - aF(x) X{ € X € Xgig



o : F(x) est une fonction positive, nulle aux noeuds et qui vérifie

hFU)=%

a est un paramétre a déterminer, du méme signe que la vitesse u.

I
|
|
l
I
l
|
|
I
l
|
I
l

*i-1 i i
FIGURE 0.2
F peut étre choisie comme :

(0.14) F(x) = ig (x-h)x

Dans ce cas (0.12) s'écrit :

2
- h
(0.15) (14 F (a#1)) oy +(2bya)o + - (1+ 3 (1))eg, = 1 f;
od " Xi+1
Y = % f] .= « f w.i
i-1

dont la solution est de la forme :

_ 2+(a+l)y
(0.16) o; = A, +B ?I{E?T};

qui ne sera pas oscillatoire si :
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=0 poury <2
(0.17
ouazl-s pour y = 2

Remarquons que jusque 13, o a &té introduit comme un paramétre a
déterminer de facon a produire une solution non oscillatoire, mais i1
faut le choisir tel que 1a solution numérique obtenue ait une certaine
précision.

Heinrich et al (1977) font remarquer que 1' equat1on (0.15) donne
Ta solution exacte aux noeuds du maillage, pour f constante, si on choisit
pour valeur de a

(0.18) a = coth (§) - %

Pour des éléments rectangulaires a deux dimensions cette méthode
peut étre directement généralisée . I1 suffit d'utiliser le fait que dans
Ce cas les fonctions de base et les fonctions test s'expriment comme le
produit des fonctions de base ou test d une dimension.

Considérons un &lément isoparamétrique de degré 1, dont les coordon-

nées locales normalisées ¢ et n varient entre -1 et 1. Pour le noeud
€ =n = -1 la fonction de base s'écrit :

(1-5)/2.(}-n)/2

w;(€) w;(n)

aussi, la fonction test peUt étre écrite :

(0.20) Wi(Ean) = w;(€) wy(n)

c'est-a-dire, le produit des fonctions test a une dimension.

On choisit la fonction :

(0.21) Fij(€) = %3 (1-¢)(1+¢)
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et 1'on pose :
- 3
(0.22) “’i(g) = wi(g) + 3 uij (1-¢)(1+¢)

De méme, dans 1'autre sens :

(0.23) Fip(n) = 2 (1-0) (1)
et
- 3
(0.24) wi(n) = wi(n) 7 Bik(l-n)(l+n).
On doit avoir nécessairement I“ijl = l“jil et |Bij' = IBjil'

Pour le calcul de la vitesse on propose :
(0.25) ujj = (ui + uj).nij/z

ou lij est la longueur du coté (i,j) de 1'elément rectangulaire.

2

N

%
|
!
|
|
|
|
!
|
t
|
i
|
|
|

. C— o— —o—— C— Ca—— ]

g Pb————_——.——

e

FICUTE 0.5
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On choisit a, ij et B . de la méme facon que dans le cas unidi-
mensionnel (cf. (0.18)) en fonct1on de la vitesse moyenne calculée dans
(0.25) et de la longueur & 1.j,du cote.

Les éléements décentrés ("upwind") peuvent étre retrouvés d'une
facon plus simple proposée par Hughas (1978). On garde les fonctions
de base &gales aux fonctions test, c'est-a-dire, on applique la méthode
de Galerkin, mais on fait une intégration particuliére du terme de
convection (cette idée & &té proposée par d'autres auteurs comme on le
verra plus loin).

Considérons 1'équation (0.11) résolue par la methode de Galerkin

wl = w2 générés par {w }s on devra résoudre : .
(0.26) K@h = F
ou

K= (Ky5) Kij = IQ V”iij + W, U,

-n
1]

(F.) F. = J f W,
1 1 Q 1

Le terme de convection dans K j est intégré de facon particuliére
avec une formule & un seul point :

(0.27) Kiio= 2z W, (E%)u(0®). v, (E%)3(0%)6+k| wW.vH.)
1J e | J o V. J
ol : & : point de 1'@lément e
¢ . origine des coordonnées isoparamétriques de 1'&lément e(barycentre)

J : jacobien de la transformation isoparamétrique

6 : poids de 1'intégration numérique (formule & un point)
2 pour le probléme unidimensionnel
4 pour le probléme bidimensionnel
8 pour le probléme tridimensionnel.

La situation du point Ee déterminera le degré de décentrage choisi.
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5i 1'on regarde leprobleme unidimensionnel, (0.27) s'écrit dans
ce cas :

-e, e -e, ,e
. o= I {w, ' ot
(0.28) K'IJ : {w1(€ Ju (uJ(€ ) h™ + Ie k W wJ}
o h® est la longueur de 1'@lément e. Si le maillage est régulier

he = h  Ve. Supposons que le noeud i soit un noeud intérieur et que 1'on
utilise une quadrature de Gauss d'un point.

Alors (0.26) devient pour u et k constantes :
n°F,
(0.29) T (E)) ey r2(InE) ey + (v (1-E)Jey,, = —
qui est la méme équation que (0.15), donc £ est choisi de la méme fagon
que a.

Dans ce cas la genera]1satlon est faite d'une facon différente :
On déefinit :
(0.30) Ye =Au€h€/ ZkE Y, = unhn/2kn
Ve et Y, représentent y de (0.29) dans les deux directions des coordonnées
isoparamétriques. Alors le point (£,n) est calculé de la méme fagon que
dans le cas unidimensionnel dans chacune des deux d1rect1ons Pour le
détail precis du calcul voir Hughes (1978).

L'équation (0.15) peut &tre écrite aussi comme (0. 7), ce qui suggére
une nouvelle fagon de généraliser a deux dimensions.

Hughes et al (1979) ont remarqué que les méthodes exposées ci-dessus
dues & Hugues (1978) et Christie et al (1976) posaient des problémes dans
certains cas a deux dimensions. I1s se sont inspirés de 1'écriture (0.7)
pour proposer de rajouter une viscocité artificielle qui agit seulement
dans le sens de la vitesse, c'est-a-dire de résoudre :

(0.31) JQ (kve VW + u.vel) =JQ Wf
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=W+ K i.om
[lull

o

[i)

=1
i

W : fonction de base associée a 1'@lément rectangulaire de degré 1.
et

gl
|

= (g ughg +n unhn)/Z.

Cette méthode a &té reprise par Nivert (1981) et Johnson et al (1981)
dans le casnonstationnaire et pour des champs de vitesses constantes, ils
donnent des formules d'erreur.

Plus tard, Brooks et al (1980) ont proposé la genera]1sat1on de
(0.31), on utilise W comme fonction test pour tous les termes :

(0.32) f W u.ve + k vl vo = J Wf
Q Q

mais ils n'ont pu 1'utiliser que pour des problémes purement convectifs,
car le terme de diffusion n'est pas calculable & cause des discontinuités
des fonctions test W.

Une propriété intéressante de ces méthodes est qu'elles sont appli-
cables aux éléments triangulaires, tandis que la méthode développée par
Christie et al (1976) n'est utilisable qu'avec des éléments rectangulaires.

Dans Heinrich (1980) et Heinrich et al (1977) une méthode d'éléments
quadratiques est proposée. On utilise deux parametres et ]es fonctions test
s'écrivent :

Wy(g) = Wy(g) - «E(E)
(0.33) Wy(g) = Wy(g) + 48 E(g)
W3(£) = N3(£) - ak(¢)

associées a 1'élément & une dimension & trois points, ol W (g) w (g) et
W (g) sont les foncions de base usuelles pour 1'&lément quadrat1que et

(0.34) E(5) = 3 £(&+1)(&-1)
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Pour le probléme unidimensionnel la méthode de Petrov-Galerkin donne :

(0.35) (1- %‘(1-8))¢m - (2hyB)ey g + [1 # Jzﬁ-(us)]q»m_1 =0,

pour les noeuds intérieurs et :

(0.36) [l-y(l-a‘)]ém‘_l - 2[4~y(2—a)]¢m+1/2 + 2[7+yo¢]®m
-2[4+y(2+a)]¢m_1/2 * [y (o) Toy 4 =8,

pour les noeuds de bord, 0 et 9m+1 représentent le secopd membre.

De fagon analogue au cas linéaire on voit que la sblution de (0.35)
et (0.36) est stable si :

(0.37) a<a. =1- % g > 1-

<IN

et il faut les choisir tels que la solution de (0.35)-(0.36) approxime
celle du probléme continu.

On trouve que :

68
- 0,48 24
(0 38) 0.0 = (2 tanh ’Y) (1+ T + Yz) » BO
- y.2
Bo coth 27y

donnent la solution exacte aux noeuds pour 1'équation hombgéne a coef-
ficients constants. ‘

2 est identique a celle des éléments linéaires, car
on utilise le fait que les fonctions de base (resp. test) d'un &lément
rectangulaire sont obtenues comme le produit tensariel des fonctions de
base (resp. test) a une dimension. Cette méthode quadratique n'est pas
utilisable sur des éléments triangulaires.

L'extension a R

Des méthodes de décentrage ont été aussi développées pour des
éléments triangulaires.

Huyarkon (1977) a proposé une méthode de mémes caractéristiques
que celies qui ont précéddé, valable pour des éléments triangulaires linéaires :
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On utilise la méthode de Petrov-Galerkin avec, comme fonctions de
base, celles de Lagrange de degré 1 sur des triangles et comme fonctions
test :

Wl = L1 + 3(02L3L1 - a3L2L1)
(0.39) N2 =L, + 3(a3L1L2 ~ a1L3L2)
W3 = L3 + 3(a1L2L3 - a2L1L3)

oi Ly, L, et L sont des fonctions de base de degré 1, écrites en coordon-
nées barycentriques.

Les coefficients a,, a,, a, sont associés aux trois cotés du triangle,
1° 72> 73
et donnés par :

v.h, 2K

(0.40) aj = coth (—h) - vk,

v etant une moyenne de la vitesse calculée sur le cote, hi la longueur de

ce cOte. o est choisi du méme signe que la vitesse.

Pelletier et al (1979) ont repris 1'idée de Hughes (1978) de choisir le
point d'intégration numérique du terme convectif, pour 1'appliquer sur des
triangles.

Considérons la résolution du probléme avec une méthode de Galerkin
avec des éléments triangulaires linéaires. ‘J

Pour 1'intégration numérique du terme convectif on'propose de choisir
le point de 1a facon suivante (voir Fig. 0.4) :

1) Détermination de B et de la longueur h de BO.
(0 étant le barycentre du triangle).

ii) Calcul du paramétre d'élément y := UE%LH

iii) Calcul de la position relative T pour une analyse unidimensionnelle
le long de 1a ligne de courant :

~ 1
T = coth - =
v Y
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P=y si|y|e[-3,3]

iv) Les coordonnées locales de T sont données par :

[aad
|

p = 6o * TlegTgp)

np = ng * I(ng-ng)

(€,n) étant.le repére associé au triangle.
Le point obtenu avec cet algorithme est utilisé pdur 1'évaluation de :
(0.41) JQ (u.ij)mi

partie convective du probléme. Pour la partie diffusive on continue a
utiliser le barycentre.
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Une fagon de résoudre le probléme dans une formulation trés diffé-
rente a été proposée par Ikegawa (1979).

Reprenbns 1'équation (0.9) pour un fluide incompressible, c'est-a-dire
div(u) = 0 : '

div(us) - kae = 0 sur

(0.42) ,
¢ =90 sur o
On intégre (0.42) sur tout le domaine :
(0.43) J (div (us) - kae) = 0
Q
et par le théoréme de la divergence de Gauss :
(0.44) J U.n o ds - k J 22 g5 =0
an

2 N
n : direction normale extérieure i 39

L'équation (0.44) peut étre interprétée comme une loi de conservation
(cf. Tkegawa (1979)). Soit 2, une triangulation de @. On résout (0.44)
sur chaque élément de Q-

Considérons la figure 0.5

FIGURE 0.5
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On s'intéresse a 1'élément K. On approxime ¢ par une valeur constante
¢ sur chaque élément K, et on écrit le terme :

(0.45) [ » (nxu+nyv)¢ds =JaK Voo ds
' 3
Ti5 et
ou
(¢K;®Ki) = ¢y si vni > 0 (si le flux sorte du triangle K).

n,

(¢, ) = ¢, siv < 0 (si le flux y rentre)
K*7K; K, ; .

vitesse normale au coté i

<
]

[=N
]

longueur du céte i.

Pour 1'évaluation de 1'autre terme de 1'équation (0.44), on écrit une
approximation linéaire de ¢ sur les triangles a et b (voir figure 0.5) par
rapport a K1 et ses analogues par rapport a K, et K3. Cette approximation
dépend des valeurs de ¢ au barycentres des triangles K, Kl’ K2 et K3.

20

aK "
devient une équation dont les inconnues sont les valeurs ¢y constante sur

chaque triangle. (Pour les détails du calcul voir Ikegawa (1979)).

On calcule -k I ds pour cette approximation, ainsi (0.44)

Plusieurs applications de ces méthodes de décentrage ont été dévelop-
pées pour des problémes nonlinéaires et nonstationnaires. (cf. références).

CALCUL DES DERIVEES DIRECTIONNELLES AUuX NOEUDS
Tabata (1978), (1977). Baba et al (1981), Bristeau et al (1979).

On considére le probléme :

-kA® + U.Vo = f  sur @
(0.46)
2 =0 sur N
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On propose d'approximer, d'une fagon particuliére (formule en amont
de la vitesse), 1'évaluation de u.ve.

Tabata (1977), (1978) utilise une formule d'ordre un, et Bristeau et
al (1979) ont généralisé a des formules d'ordre deux.

Si 1'on approxime (0.46) avec une méthode de Galerkin, on aura a
résoudre :

Trouver ¢h(x) = I ¢jwj(x) telle que :

J
(0.47) 20,
kJI V<I>h Vw.+J[ — w; = “fw. Vi
Q b odlgan 3 Jig I :
1 , -
ou : —— est une approximation & la dérivée directionnelle u.ve
au

et w; sont des fonctions de base.

Avec une approximation 'mass-lump', (0.47) devient :

S. 9,
(0.48) k” Vo, Vu, + 4 Lo =” fu,  V¥j
o N33 gh o J
ol : Sj := aire du support de w5
a. - . P3 (3 o
et —%- h= approximation de u.v® pour un noued intérieur j.
du

Considérons le noeud j (figure 0.6)

43

FIGURE 0.6
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Tabata (1977); (1978) propose la formule :

9.

J = 3y o 0
(0.49) = th = [0 (3) - e (@)1 luyll

c'est-a-dire, la restriction au triangle en amont Tj du terme G.v¢h.

Bristeau et al (1979) proposent la formule :

.50) Lo -l (R o) - Bl e
* st faor ) )

qui est une approximation de trois points, d'ordre deux, pour u. Ve, en
utilisant les points a, b et le noeud j.

Pour le cas transitoire, Baba et al (1981) ont démontré la stabilite
L” de la solution.
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ELEMENTS FINIS DISCONTINUS ET INTERPOLATION MIXTE
Lesaint (1975), Raviart (1979), Thomasset (1981).

On présente dans ce paragraphe trés sommairement cette méthode.

L'idée de base de la méthode est que les fonctions continues poly-
ndmiales par morceaux ne sont pas capables de représenter des forts gra-
dients, alors i1 faut prendre une approximation de la solution qui ne
soit pas nécessairement continue sur les frontiéres des &léments.

Soit 1'équation suivante :

u Py f(xe) =0 0<x<1
(0.51)
8(0) = 0 u(0) > 0
u(l) > 0

et un maillage régulier de pas h et de n &léments.

On cherche une solution discréte o, telle qu'elle soit un polyndme
de degré k sur chaque &lément et qu'elle puisse étre discontinue sur les
points de la maille. Les fonctions test, elles aussi, vérifient les
mémes conditions.

Alors la forme discréte de (0.51) s'écrit :

X3 de ‘
(0.52) I b rrid f(x,6)lv =0 J=1,...,n
X, o
J-1
et, en intégrant par parties :
X p :
(0.53) J J (-6 Ix (uv) + f(x,0)v)dx
X,
. j-1

+ u(xj)e(xj)v(xj-O)-u(xj_l)e(xj_l)v(xj_lfO) =0

ol on note :

L]

v(xj~0) valeur a gauche de v sur X

+0
v(xJ )

valeur a droite de v sur xj
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Dans (0.53) on écrit les valeurs en amont de 6, » respectivement sur

X et Xjp» @ la pldce de e(xj) et e(xj~1) :

(0.54) eg := valeur en amont de 8, sur X5
’ eh(xj-O) si u(xj) >0

eh(xj+0) si u(xj) <0
Alors le probléme & résoudre s'écrit :

Trouver o, telle que :

X
J_ d u o
Jx (eh X (uv) + f(x,0)v) dx + u(xj) ej v(xj 0)
(0.55) j-1 -

u _
- “(xj-l) 0.1 v(xj_1+0) =0
93 =0 (condition aux limites).

Dans le cas bidimensionnel, on considere le probléme :

U.V6 + uo = f sur g

(0.56)

6 =0 sur la partie de la frontiére 32 oi u.h < 0

ol : u est une constante
u.n composante normale de la vitesse.

. On divise @ en triangles et 1'on cherche une solution polynémiale par
morceaux pas nécessairement continue le long des frontiéres des triangles.

Pour un élément K de la maille on note 3K sa frontiére et ﬁk le
vecteur normal extérieur a 3kK.

On écrit la formulation variationnelle de (0.56) :
][ (-div (u v)e + pev - fv)
K

(0.57)
+ I (G.ﬁk) ev ds = 0 Vv
ak
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Pour définir la valeur en amont de o, le long de 5K on pose :

3

9K = {x ¢ 3K / a(x).ak < 0}
(0.58)

oK, u aK_ = oK.

Alors on définit :

ez := valeur en amont de oy,

(0.59) '°h| (x)  sixe oK
6, (x) si X € 8K+
K

ol K' est le triangle voisin a K.
Donc, (0.57) peut étre écrite :
IJ (-div (u v)ey, +u e, v-fv)dx +
K
(0.60)
I (G.HK)ez vds =0 Vs
oK vk
et en intégrant par parties :

IIK (G.veh+ueh-f)v + I

¥v, ¥K.

(G.EK)[eh/K.-eh/k]v/K ds = 0

(0.61) oK.

Pour la solution de (0.61) on dispose d'une borne d'erreur (cf. Thomasset
(1981)) :

[ ” lo,-6] dx12 = 0(h¥)
(0.62) &
k étant le degré des polyndmes utilisés.
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Cette méthode s'applique a 1'équation de convection-diffusion en
prenant le gradient de 6 comme une variable indépendante ("méthode mixte").

-div(kve)+uve = f sur @
(0.63)

6=20 sur aQ

On introduit p = kve et on écrit :

~div p + u.ve = f
) sur Q

(0.64) p-kve =0
6=0 ~sur aQ

On cherche des solutions discrétes B, € Met p e X, avec X et M déterminés
de fagon a ce que la condition de Brezzi soit respectée (cf. Thomasset
(1981)).

En faisant les mémes calculs qui nous ont amené a (0.61) on
trouve :

I[; %—5h.a+eh.div qdx =0 Vg e X
i

(0.65) {

JIK(-div ph+u.veh-f)v dx+ IaK u.nk(eth.-ehlk)v g ds =0
VK, Wvoe M
avec eh'K' = 0 le long de la frontiére aq.

On a dans ce cas la borne d'erreur : (cf. ibid.)

s (] 5B 1) 20| to-0, 1172 = 00y,
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Remarques

i) Pour que 1a méthode ait un sens il faut que o soit discontinue et
que la composante normale de la vitesse le long des frontiéres des
éléments soit continue.

ii) Le nombre de variables est beaucoup plus fort qu'avec les &léments
usuels. Par exemple, i1 est de 1'ordre de 9 fois le nombre des trian-
gles dans le cas d'éléments linéaires.

iii) L'utilisation de la valeur en amont de la solution 0y fait croitre
la Targeur de bande, car on met en relation des inconnues des trian-
gles non voisins. Par exemple, pour des fonctions constantes par
morceaux on multiplie la largeur de bande par 5. .

En plus des schémas présentés ci-dessus, il existe une approche du
probléme du point de vue de la théorie des perturbations. Une étude de ce
type a été faite dans un cas unidimensionnel trés général, par Hemker (1977).
Kellog et al (1978), Axelsson (1980) ont étudié la solution du probléme
unidimensionnel et traité les propriétés générales des schémas tridiago-
naux.

D'autres études du méme genre dans le cas bidimensionnel ont été
. faites par Axelsson et al (1979), Baranger (1979). ‘

Les schémas du type décentrage donnent de trés bons résultats a
une dimension, mais le passage a deux dimensions d‘espa¢e, surtout pour
des éléments triangulaires, n'est pas trés bien justifié car on utilise
des paramétres valables dans une analyse unidimensionnelle. De ce fait,
il y a des problémes & deux dimensions (cf. Hughes et Brooks (1979)) pour
lesquels 1a méthode donne de mauvais résultats. De plus, il faudrait véri-
fier les résultats sur des maillages irréguliers plus &loignés d'une ana-
lyse unidimensionnelle. La méthode qui consiste & calculer les dérivées
directionnelles aux noeuds en utilisant les triangles en amont ne permet
pas d'avoir la méme précision que pour le terme de convection a moins
d'élargir la largeur de bande (cf. Thomasset (1981)).
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Ici, nous.proposons une méthode qui permet de ramener le probléme
a une formulation symétrique et positive, laquelle est résolue par la
méthode de Galerkin. On démontre des équivalences avec des méthodes de
Petrov-Galerkin qui nous permettent de traiter un cas bid{mensionnel trés
général.

Au chapitre I nous étudions le probléme unidimensionnel stationnaire,
.au chapitre II le probléme bidimensionnel stationnaire. Finalement, au
chapitre III on obtient une méthode pour le cas nonstationnaire.

Dans tous les cas on énonce le principe du maximum vérifié par la
solution continue et on démontre que le schéma proposé vérifie son
équivalent discret.
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PROBLEME UNIDIMENSIONNEL STATIONNAIRE

VITESSE CONSTANTE

I[.1.1. - Une formulation équivalente
[.1.2. - Principes du maximum

[.1.3. - Approximation de 1a solution par une méthode
d'éléments finis ‘

1.1.4. - Deux formulations équivalentes obtenues avec la
méthode de Petrov-Galerkin.

a) Un premier schéma (étude des fonctions test)
b) Un second schéma

I.1.5. - Interprétation en termes de diffusion numérique
I1.1.6. - Bornes d'erreur
I.1.7. - Cas limite. Exemple.

VITESSE NON CONSTANTE

I.2.1. - Une formulation équivalente

[.2.2. - Principe du maximum

1.2.3. - Approximation de 1a solution par une méthode
d'eéléments finis

1.2.4. - Une formulation équivalente avec la méthode
de Petrov-Galerkin :

[.2.5. - Approximation de la vitesse - Exemple.

1
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I - PROBLEME UNIDIMENSIONNEL STATIONNAIRE

I.1 - Vitesse constante

On considére le probléme unidimensionnel suivant :

(1.1) -k ¢"(x) + ue'(x) = f(x), X € Q
k>0

ou f est une fonction de x donnée, u et k sont des constantes. 9 étant
un intervalle de longueur finie ; ¢ : @>R 1la fonction inconnue. On note
¢' la dérivée de ¢ par rapport a x.

Plusieurs conditions aux limites sont possibles pour cette équétion.
En particulier, étant données deux constantes 9 et 9, :

2(0) = g,
(1.2) . Q= 10,1[

(1) = g,

(1.2) est un exemple des conditions aux 1imites que 1'on veut analyser.

On va supposer dans ce qui suit, sans perte de généré]ité s étant donnée
1a non homogénéité de (1.1), que g, et g, sont nulles.
On va noter T et L les opérateurs définis par :

T : D(T) = L2(2) » L2(q)

(1.3) ux

(To,v) := J o(x) e % v(x) vV e L2(Q)
- Q

L : D(L) » L2(9)
(1.4)

(Lo,v) := | (=0"(x) + (51)20(x)) v(x) v e D(L)
Q 2k

[
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Avec :
2(0) = (v ] [ IvlZ <)
Q .

et D(L) = {v e L?(q)|v absolument continue, v' ¢ L2(Q), v(0) = v(1) = 0}.
On notera aussi (u,v) := uv le produit scalaire de L2(Q).
Q
PROPOSITION 1.1
Les opérateurs T et L définis par (1.3) et (1.4) sont symétriques.
Démonstration
Il suffit d'écrire :
1 - ux
(Tg) = | & B ) ex)
et le résultat est évident.
Pour L on écrit :
1 u
(Le,o) = Jo (-o"+ (5p)20) ¢
1 u
= I 00"t (pp)2e e = (o,le)
0
en intégrant par parties car ¢ ,%.€ D(L).
a
Remargue :
D(L) est un espace de Hilbert de produit scalaire:
(u,v) = J u'v' + uv.
D(L) = g
_oux
Etant donné que e % est une fonction indéfiniment dérivable sur @ ,

si ¢ e D(L) on a T¢ € D(L). On va utiliser ce résultat pour poser le

probleme dans D(L).

PROPOSITION 1.2

L'opérateur L défini par(1.4) est défini positif.
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Démonstration

IT suffit de calculer pour ¢ e D(L) :

1
(Le,0) Jo (-0"0+ (51)202)

! 124 (Uye 42
jo (2')°+ (?F) 2 >0

PROPOSITION 1.3

L'équation (1.1), avec les conditions aux limites (1.2), est équivalente

.

a

(L5)  (T"LTe,v) = 1 (1*1,0) W e D(L)
¢ e D(L)

(on T est L'adjoint de T ).

Démonstration

Soit ¢ solution de (1.1) avec les conditions aux Timites (1.2). On
écrit ¢ = To, alors : ¥v e D(L)

(T'LTo,v) = (L¢,Tv)

([-¢"(x) + (5)2 ¢ (x)1,Tv)
u

_ Ux » - X V
(e 5 (om- s e T (yzgm)

(T %-(-ko“ +ue'),Tv)
et, puisque ¢ est solution de (1.1),
= ¢ (16,1) = (L 178 ,).

Soit ¢ solution de (1.5). Elle vérifie les conditions aux limites puisque
elle appartient & D(L).
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Vv € D(L)

(k171 (=(T4) + 8(Tot)) v)

(-ko" + uo',v)

(KT =(T0)" + (f)2Te) ,v)

]

(k171 (LTe) ,v)
*. -1, % -1,
= (K(T)7H(TLTe), (T7) )
et puisque ¢ est solution de (1.5),

-1.%

= k()L T, (7R
= (f~V)-
{1

PROPOSITION 1.4

Il existe un opérateur K tel que :

*

(1.6) L = K

Démonstration : (cf. Kato (1976)).

Le résultat est vrai puisque L est symétrique et défini positif.

[
PROPOSITION 1.5
L'équation (1.5) est équivalente a -
* 1 *
(1.7) ((KT) "(KT)e,v) = K (T'Tf,v) ¢ e D(L)
YveD(L)

Démonstration

Il suffit de voir que T*LT = T*(K*K)T = (KT)*(KT).

{
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THEOREME 1.1

s e . e s et e e

Il existe une seule solution de L'équation (1.7)

Démonstration

On remarque que (1.7) est 1'¢quation normale du probleme variationnel
suivant :

(1.8) min ||KTv -¢]|2 ,
ou 8 vérifie :

(1.9) k Ko= Tf.

L'existence de o vérifiant (1.9) et 1'existence et 1'unicité de 1a
solution de (1.8) ont &té démontrées par Locker et Prenter (1979).

0

I.1.2. - Principes du_maximum

PROPRIETE 1.1 (Principe du maximum)

St f(x) >0 ¥xe [0,11, alorse: [0,11 ~ R solution de (1. 1) avec
les conditions aux limites (2.2) n'q pas de minima Zocaux

Démonstration

Soit X un minimum local, alors o (x) =0 et " (x) = O
(1. 1) s'écrit sur ce point :

-k ¢"(X) = f(X)

Or, k >0, f(X) >0 => "(X) <0, ce qui est contradictoire.
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PROPRIETE 1.2  (Principe du maximum discret)

Sott un systéme tridiagonal :

Ci_1¢_i_.1 + ai(pi + b.i@i"'l = f,i 1 = 1,...,"

(c0 =0, bn = 0)

tel que :

Ci-1 + a, + bi =0 i=2,...,0-1

a; + b1 >0 a; > 0 bi <0 ¢y < 0 1= 1I,....n
Co-1 1 3 0 s alors st fi >0 ¥i

la sttuation 0 < 05, est impossible

¢ < %4

(équivalent discret de la propriété 1.1).

Démonstration

Soit o5 tel que o5 < %44 et ¢ < ¢5_q- On écrit 1'iéme ligne du systéme :

. . + .
Ci-1%4-1 * 34°
mais

i P =

0y <Oy = 1 €1 > 0 o,

bpcting T e 0 8=t
donc ,

Ci-162 * byep = ¥
Or

Ci-152 S 0, biel < 0, fi 20 =g = €9 = 0.

B

On va appeler, par la suite ce type de systéme "de somme nulle".
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________ Les hypothéses de la propriété (1.2) sont pluslfortes que la
propriété de M-matrice (matrice d'inverse non négative (cf. Varga (1962)),
mais une M-matrice ne garantit pas la propriété 1.2, comme le montre 1'exemple

suivant : : /
‘1 0 0 0 0- -¢0~ 'bl“
0 2 -0.2 0 0 oy 3.8
0 -0.05 2 -0.2 0O o | = 1.5
0 0 -0.05 2 0 ¢3 3.95
0 0 0 0 1 2 ‘ 9.2 )

La matrice est une M-matrice (plus encore, & diagonale dominante),
le second membre é&tant positif, la solution : o = 0.2, ¢, = 2, 0, = 1,
¢q = 2, 0y = 0.2 veérifie o) > 9

> .
?3 > %
On va trouver, dans ce qui suit, des méthodes qui nous améneront 3

résoudre des systémes linéaires ayant cette propriété de "somme nulle",
Taquelle traduit exactement la propriété 1.1 de 1'opérateur continu.

S e B G 0 e G o G e e o o 0 o Do o e e 20 e 0 e e o e e o - = 2 - s . - . - -

On considére sur @ = 10,1[ une maille réguliére de pas h :

(1.10) Xo = 05 Xpg = Ly Xg 1= =h >0 i = 0,....n.

+

Soit Vh 1'espace de dimension finie des fonctions continues, linéaires
sur chaque intervalle de la maille définie par (1.10)°généré par :

(x-x;3_7)/h ST X7 € X <X,
(1.11).wi(x)”= (xi+1-x)/h si Xj € X £ X409
0 dans les autres cas.

On applique 1a méthode de Galerkin sur V,, @ 1'équation (1.7) :
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* I
(1.12) ((KT) (KT)¢h,Vh) K (T Tl',vh) VVh € Vh <l>h € Vh

PROPOSITION 1.8
-Le systéme linéaire (2.12) est tridiagonal symétrique et "de somme nulle".

Démonstration

Etant donné que % Y, € Vh,on peut écrire :

n+l
(1.13) o = L ¢.w,
h jeg 11 H
~On prend % = %41 T 0, ainsi Vh c D(L). On réécrit (1.12) :
(1.14) (KD*(KDo0i) =+ (Tfw) G =1,....n
. hawj Kk 5 J e ey
et d'aprés (1.13) :

n
1 .
(1.15) 151 ¢i((KT)*(KT)wi,wj) =¥ (T*Tf,wj) i=1,...,n

Le support de w; étant [Xi—l’xi+1]’ (1.15) se réduit a :

Jj+1

(1.16) Lo (KD (KNugwi) = & (TTF,0), 3 =1,...,n
i=j-1 ! Vo J |
donc le systéme est tridiagonal.
On a:
(1.17) ((KT)*(KT)wi,mj) = (Tu},Ta!)

alors (1.16) peut s'écrire :

J+l
(1.18). L

1 %+
@i I Tzw%wi X I J T2fy,
i=j-1 support (wimj)

ce qui se traduit en termes matriciels :
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b 0 - - - -
a; b, 0 0] @) d
b], a2 bz 0 --------- 0
0
(1.19) -
bn-l
_0 by-1 3 _‘ | %] | dn |
ou X. _ ux
a; Z ( il ok
h Jx1_1
.. _ux
by = - 1 J i+l K
h? X3
X, ~ WX
d; = 1 I”lﬂne k
1 X
i-1

On peut voir que la matrice du systéme lingaire (1.19) est symétrique et

que a; + by + bi-l =0, by <0 ¥iet a + b1 > 0.
0

Remarque : Si f est constante, la solution de 1'équation (1.1), avec des
conditions aux limites (1.2), est donnée par :

ux

T

(1.20) o(x) = (& 4 x)
ek -1

Dans ce cas (1.19) devient aprés une simplification qui évite le calcul
d'exponentielles d'exposant trop élevé , mais qui fait disparaitre la
symétrie :

(1.21) cé;_  tae, + b®i+1 =d i=1,...,n
uh
ou c=1- ek.
uh _ uh
a = éTT e K
_ uh
b=ce * 1
uh uh
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avec @0 = ¢ = 0.

ntl

I1 est facile de voir que la solution du systéme (1.21) est donnée par :
uih .
k-

(1.22) ¢, = 5- e 4 in) i=1,....n.

D W cae o T (e W B S AP D e 208 d W o 0 ] 2 M M S G Gup AR B = . S S GD O O W e TP e B0 G R o e e G Ot G - e -

e T

a) Un premier schéma

Soit Vh 1'espace de dimension finie généré par les fon¢tions suivantes :
(1.23) Go(x) = w(x) Le i=1,....n
° i i 'k PRI )

ou les W ont été définies par (1.11).

On utilise Vh comme 1'espace des fonctions de base et Vh’ que 1'on vient

de définir, comme 1'espace des fonctions test. On applique la méthode
de Petrov-Galerkin a 1'équation (1.1) avec des conditions aux limites
homogénes.

PROPOSITION 1.9

Le systéme linéaire qui résulte d'appliquer la méthodé;de Petrov-Galerkin

avec Vh comme l'espace des fonctions de base et Vh comme 1'espace des

fonctions test, produit le méme systéme linéaire (1.19).

Démonstration

I1 faut trouver ¢, € Vh tel que :
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X, X
(1.24 a) J T (kon, 4 uep)o; = I I+l 65 i=1,....n
Xj-l xj"l
X . u ) u
j+1 1 " E(x-x.) Xiv11 - F(x-x.)
(-ko! + ue') ¢ e P u(x) = J J e I u.f.

Etant donné que o, € Vh’ on peut écrire :

n
¢h(x) = X ijj(x).

j=1
Donc (1.24 a) devient :
; u
3+l - (x-x5) (x=x.)
PGl s o) e O T x) = [ L KT,
j=i ik i J 13 j
=j-1 Xi-1

support (wi“j)

en intégrant par parties :

j+l - Hx-x.)
(1.24b) 1 e J wju} e KT
1=3-1 support (wju;)

+ X,
J

et si 1'on divise par e on obtient :

. u u
J+1 - X X. - =X §
b tb,i J wiw' e K = J J+l ]i— e k f-

e i J
i=3-1 support (wiwj) Xj-1
h Xi-1 <X < X;
En observant que mj(x) =
-h X; S X < Xisl
on arrive au systéme :
bi1%i-1 * 3395 * byey,y = d;.

avec a,, bi et di définis par (1.19).
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Etude des fonctions test

On considére la fonction modéle suivante :

u
. - ¢(x-h)
(1.25) a(x) =o(x) te ¥
ou
% Si0<x<h
(1.26) w(x) = 2 (2h-x) sihs<xs2h
0 dans les autres cas

On note que w est monotone et croissante sur [0, min {h,?%J] » monotone
et décroissante sur [min {h, %}, 2h]. Elle est concave sur

[0, min {%?3h}] et convexe sur les intervalles [min {%?1h},h] et [h,2h].

On peut observer sur les figures I.1, 1.2 et 1.3 le tracé de cette
fonction pour différentes valeurs du rapport %?u On remarque que 1'on
retrouve 1'idée de "décentrage en amont" ("upwinding") de maniére naturelle.
(on a supposé u > 0).

b) Un second schéma

Soit Vh 1'espace de dimension finie généré par :

X mi(£)+6 si Xj 1 X< Xi41
(1.27) wi(x) =

0 sinen

Ol & est une constante positive a déterminer et w; sont définis par (1.11).
On remarque que w a des discontinuités de saut de longueur § aux points
Xi-10 Xj41

On utilise toujours Vh comme 1'espace des fonctions de base et 1'espace

Vh’ que 1'on vient de définir, comme 1'espace des fonctions test.
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PROPOSITION 1.10

Le systéme lindaire qui vrésulte de L'application de la méthode de
Petrov-Galerkin, avec Vh comme espace des fonctions de base et Vh
comme celui des fonctions test, est équivalent d (1.21), pour f

constante, st l'on choisit
c._ k' . ._uh uh, _ 2k,
§ =tk aveg k' := > (coth ( 2) Uﬁ)'

Démonstration

I1 faut trouver @, € Vh, telle que :

1

1 - - . i
(1.28) IO (-kQﬁ + u@é)‘m = ] fo Yo € Yh

0

En intégrant par parties et en utilisant le fait que o e'Vh, on écrit :

X.
i+l X
o - + Y i+l
J k¢h“i + k5[¢ﬁ(xi_1) ¢h(xi+1)]+ u I o' w

X h™i
i-1 Xi_1
X: o X X.
+ us 1+1 ¢! = 1+1 fw, + & 1+l f
X h X ! X
i-1 i-1 i-1
et :
1+1 X - X .
1 + - i+l
I (ke j Vot 4 k6fwi(x,: 1)-wi(x;, ,) +u I wio;]
oo J J JV71-17 T3 Vil i
J=i-1 Xi.1 xi-lf
X X X. '
+ us j i+1 w, = I i+l fuw +8 J i+1 f
X L X ! X.
i-1 i-1 i-1

=~

qui devient, a son tour, 1'équation aux différences :

X . X.
(1.29)  (f+ ks + e g -2(% +ke)e, + (% + ks - e, =h I 1 fu_+hs J i+l

Xi-1 Xi-1

si 1'on définit :

v o= et k=4 (coth () - £

o

[ .
et 1'on prend § = %ﬁ' (1.29) peut: étre écrite pour f constarte :
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u k+k' _ Kk
(1'30) -éT]- (q)'i.{.l-q)-i_l) - _—h—;— (q>.i+1'2‘b.i+¢.i_1) = h2 (f+ Fﬁ)

Et, si 1'on multiplie (1.30) par g :=~—;-——!~———— on obtient le systéme
(1.21) 4 sinh? (¥) .

- = - o o e e o o e e s e e e . - s o - P

-

Si 1'on prend 1'équation (1.24 b) et 1'on mu]tiplierar le produit
E%E, ol g vient d'étre défini ci-dessus, on obtient le schéma de I11'in
(cf. introduction équation (0.7)).

(1.31) 7 (05,-0; ) - () (01417224%25_1) = 9(x;)
avec
k=3 (coth (ny - Zy
X+h - u(5-x)
o) = B [7 ) we) e K de
(1.32) kK Ix-
(&=x+h)/h si x-h < £ < x
wx(g) = (x+h-g)/h ST X <& < x+h
0 dans les autres cas

Cette fagon d'écrire le schéma permet d'interpréter'f comme une
diffusion numérique qui dépend du pas de maillage. Ce résultat coincide
avec ceux de Heinrich et al (1977) et Hughes (1978) qui ont été dévelop-
Pés a partir des méthodes de"uécentrage en amont" ("unwinding").

PROPOSITION 1.11

L'équation 1.31 approche, quand h - 0' s L'équation (1.1).
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Démonstration

On voit quehlgm ﬁ(h) = 0, donc le premier membre de (1.31) est une
approximation du premier membre de (1.1).

Pour le second membre on peut voir que :

(1.33) g(x) = f(x) + 0(h2)
En effet, ‘
x+h - u(g-x)
lip g(x) = Tim, fuh I f(g)u, (€) e k de
h-0 h»0" k2 Ix-h
Par 1'Hopital deux fois :
-y -y
< vim, A pee MR- Fyyao
h-0 -%. k >0
1-e

M étant une constante.

II1.1.6 - Bornes d'Erreur

e L L L S

PROPOSITION 1.12

La solution % obtenue a partir du systéme (1.19) vérifie :

(1.38)  Hlop-elp gy = ST ol VI ey

avec
1My = i MEzgo,pt - PLego, 1y

¢ €étant la solution exacte

Démonstration

On utilise la méthode de Galerkin pour résoudre 1'équation (1.7), donc
c(k) est le quotient entre la constante de continuité de la forme bilinéaire
et celle de coercivité.

La forme tilinéaire étant définie par :
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a(u,v) = (Tu',Tv') la constante de continuité est ||T]| , car :

2w ) | < ITI Ml g vl

=~

et ||T|| < 1, mais la constante de coercivité est e
vérifiée avec c(k) = eu/k

. Donc (1.34) est

Remarque : La borne n'est plus intéressante lorsque k est petit, car
e® s+ w si k-0 etu reste constante.

Mais on peut établir un bon résultat sur les noeuds du maillage :

PROPOSITION 1.13

On a, sur les noeuds du maillage :
(1.35) lo.-e(x;)] s ¢ 112[-5%1z + e(K)] =l

ou ¢ ne dépend pas des valeurs de h , k et u, et e(k) vérifie :
e(k) > 0 ¥k et 1im e(k) =
k-0* |

Démonstration

IT suffit de remarquer 1'équivalence de ce schéma et de celui di a
I11"in démontré au paragraphe 1.1.5., et utiliser le résultat démontré par
Kellog and Tsan (1978). Ce résultat est valable sous une hypothése d'exis-
tence d'une borne uniforme, indépendante de k pour le second membre g de
(1.31). Etant donnée la relation (1.33), i1 suffit que f.soit bornée pour
que g le soit, donc, le résultat est valable.

I.1.7. - Cas limite

On va considérer le cas ol k tend vers zéro.

Lemme 1.1.
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Démonstration
u X u
1%, TROexg) o i plxexg)
K Ix (x xi-l) e dx + b X, (xi+1 x)e °
i-1
0 -2 h - 2
1 I k k
= (s-h)e + j (h-s) e
h -h h 0
th -1n
2
= —L[ek +e ko 2]
u2h
(]
Lemme 1.2
Soit R le second membre de 1'équation (1.31) :
u
2 X - ¢(&-x;)
R=— “.h ~h I i+l f£)u () e LA M
4%k* sinh(p) x4
alors : M _ %? - %?
i K
IR‘f(Xi_l)lS ""l"ffﬂﬁ (g (I-e ")-he 7)
1-e 3
ou
[f'(x)] < Mi X € ]Xi-l’xi+1[ f 'continue par morceaux.
Démonstration v
: "
2p, X, - (x-x.)
[R-F(x;_1)] = | 2“. — J 1+ fe)u, (€) e K -f(x;_1)]
4k?sinh? (5y) Xi.1
Par Taylor : |
o
2p X, T (X-X . )
= Y I i+l (Flxg_ )+ (x=xg ) F' (85))ws(€)e K -f(x

4k2sinh? (%%) Xi_1

En utilisant le fait que :
uh
1 e

Tk
4 sinh? (%E) S . uh

'R"f(xi_l)l = | = ~uh
K2(e K-1)2

et le lemme 1.1, on peut écrire :

I

X,
T exg ) £ (e g (e

Xi-1

gxx;)

-1
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Soit M, une borne uniforme de la dérivée de f sur ]Xi-l’xi+1['

_th
k u
M. e uzh (x, - w(x-x;)
i i+l 13 i
< ~UR Jx. |x-x;_1lws(x) e
k2( elk_l) 1‘1
_ uh
M; e 2y X341 - 1x=x;)
< —uh J (x~x1_1)m1(x)e car x =X, 4
K2(e K-y -1
En intégrant par parties
_ uh
M. e K y2n K X, - 1(x=x3) i+1 E{x-x )
< R m ( Ix e 2(x Xj_1)* Ix. (x1 1454172
k2(e k _1)2 1'1 ‘.l
- uh
2e Ky U _ug
i k k
< —'—T— (e "'1) JO e ds
k(e K-1)2
_wh o _uh
Eﬁ———*—- [(1-e k) ko e K h]
= _uh u )
1 -e 3
0

" PROPOSITION 1.14

L'équation (1.31) quand k - o* > devient le schéma limite :

(1.36)  p (25-9;_;) = fx;)

Démonstration

A partir du lemme que 1'on vient de démontrer, et puisque lim ﬁ(k)= %
(k(k) défini par 1.32) on déduit (1.36) de (1.31) quand k »»0*% 0

0
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Remarque : L'équation (1.36) est une approximation du probléme de convection
pure : u¢' = f ¢(0) = 0, d'ordre h, tandis que 1'équation (1.31) est une
approximation du probléme (1.1) d'ordre h2. On peut voir dans (1.35) que sur

les noeuds du maillage, on perd un ordre logsque k - 0",

PROPOSITION 1.15

Supposons que l'on ait :

(1.37)  Jo(x)-a;]s c b° o i=1,....n

ou C est indépendante de h et de k, les ¢, étant la. solution d'un
systéme lindaire dont la matrice est n'importe quelle matrice tri-

diagonale de "somme nulle". Alors, obligatoirement p < 1.

Démonstration

(cf. Kellog and Tsan (1978)).

Remarque : Cette proposition nous permet d'assurer un ordre optimal sur les

LR PR gy

noeuds pour la méthode.

Exemple :

On peut illustrer 1'ordre du schéma limite avec l'exemple{suivant (Brooks
and Hughes (1980), Leonard (1979)). )

' = f 0 <x=<15
(1.38)
¢(0) = ¢'(15) = 0
oi f est donnée par :
1- % 0<xx<6
(1-39)f(x)=) 1- 2 6<xs8
0 8 < x <15.

La solution de (1.38) est donnée par :
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2
X= %T 0<x<6b
2
(1.40) o(x) = éy-- 2x +9 6 <x<8
1 8ngl5

L'équation (1.36), avec f définie par (1.39), a comme solution :

L oh?, .
o(ih) + 5 | 0 <ih <6
(1.41) o5 = | o(ih) + %-(3- %-i) 6 <ih <8
o(ih) + 2 8 < ih < 15
donc
(1.42) |o;-6(ih)| s vh

ol y ne dépend pas du pas h. Cet exemple montre que 1'on ne peut pas espérer
approcher (2.38) avec une méthode du type (1.36) mieux qu'en ordre h, méme
si pour une certaine valeur du produit kh, 1a méthode est équivalent a

une méthode d'ordre deux.

Sur la figure 1.4 on a tracé les solutions pour différentes valeurs du pas
h.

_ On peut suivre Léonard (1979) et essayer de trouver un meilleur
ordre pour 1'équation de convection pure.

On remarque que le schéma (1.36) produit la solution exacte lorsque
f est un polyndme de degré zéro, c'est-a-dire la solution est un polynbme
de degré un. .

Si 1'on remplace dans (1.36) f(xi) par f(xi-l/z)’ 1§ schéma produira
la solution exacte méme lorsque f est un polyndme de degré un.

Cet effet peut &tre obtenu en introduisant des fonctions test telles

que :
(1.43) IX‘+1 Wi(x) F(x) = IX* £(x)
*i-1 *i-1

pour f un polyndme de degré 1 sur ]xi-l’xi+1[' On obtient (1.43) en utilisant :

duwix
(1.44) wi(x) = w; +h -
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On remarque que les fonctions test ainsi définies sont discontinues, dont
la dérivee est une masse de Dirac qui n'appartient pas a L2[0,1] ce qui
nous empéche de les utiliser pour le probléme de convection-diffusion.

vVVVVVVVVVIVVVVVVVV\I"I'IVVV\IVVVVV

0.20 0.40 0.60 0.80 i.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 2.20 2.40 2.60 2.80 3.6
®
<
<
*

0.

]

0.25

<
L
]
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1.2 - VITESSE NON CONSTANTE

0o 0 Om G - o - . WD v - - - - - o

On considére le probléme :
(1.45) -ke" + uo' = f sur 10,1[

ol f et u sont des fonctions données, suffisamment réguliéres, k une
constante et ¢ : [0,1] ~ R la fonction inconnue.

0

>

analysera (1.45) soumis aux conditions aux limites :
(1.46) ¢(0) = ¢(1) = 0.

On définit T et L les opérateurs suivants :

T : D(T) = L2[0,1]> L2[0,1]
(1.47) } 1 -1 Ix u(s)ds
(Te,v) = j e % Jo o v e L2[0,1]
0
L : D(L) > L2[0,1]
(1.48) :
(Le,v) jl (~om (U2 - Uy D(L)
sV = - —_— v vV el
0 uk?2 2k ‘

D(L) = (v « L2[0,1]l v absolument continue,v' e L2[0,1])

On remarque que si u est suffisamment réguliére et que si ¢ ¢ D(L) alors
Te « D(L), ee qui nous permettra, de fagon analogue au paragraphe précédent,
de poser le probléme dans D(L).

On retrouvera les propriétés que 1'on a démontrées pour T et L au
paragraphe (1.1).
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PROPOSITION 1.16

Les opérateurs T et L définis par (1.4

Démonstration
1 - -%-I
Il suffit d'écrire (Te,y) = J e 2
est évident. 0
Pour L on écrit :
(L) = [ (oma(2 - g
W) = - — - 5p)¢
M P a2 2K
1 u u
= Jo o + (-——-2—-7E)w=(

Puisque ¢,p ¢ D(L).

PROPOSITION 1.17

L'opérateur L est défini positif.

Démonstration
On calcule :
el Uy, u'y o,
(L‘P,‘b) = 10 -9 + (?—E) - '-Z*E)q)

1 .
2 4 (My2,2 _ U .2

u

k

LY N

]

1
q,‘z + u 24)2 -
Jp vt v @

|

7) et (1.48) sont symétriques.

X u(s)ds

0 ¢o(x)p(x) et le résultat

s

1
(¢'- 5 ¢)2 2 0
0 2k

Vo e D(L).

(]
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PROPOSITION 1.18

L'équation (1.45) avec les conditions aux limites (1.46) est équivalente

[\

(1.49) (T"LTe,v) =-%‘(T*Tf,v) o ¢ D(L)
¥v ¢ D(L)

4

Démonstration

Soit ¢ solution de (1.45) avec les conditions aux limites (1.46), donc :
(-ke" + ue',v) = (f,v) ¥v e D(L).
Soit ¢ = To, alors :
(T'LTe,v) = (LegyTv)
= (~¢" + [(-ZEE)Z? -g-,%]so ,Tv)

S A
- .Jl ["((D"e -Z—E JO u(s)‘ds _._E o'e 2k JO U(S)ds

+[(§%)2 - %F] e

= % (-ko"+ue', T*Tv)

= ¢ (£.7T) = L (776,).
Soit ¢ solution de (1.49), elle vérifie les conditions aux:limites (1.46)
puisque ¢ ¢ D(L).

Alors on peut écrire , ¥v e D(L) :

(-ko"+uo' ,v)

(k T (=(Te")+ & To),v)

(k T (=(To) 41 (14)2- 41T0) v)

(k1™ (%)L (T*LT9) 1)

K(T*LTe, (T71) (1" 1))
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= kg (718, (T h (Y

(f,v)

On peut maintenant &noncer des propriétés analogues au cas de vitesse
constante dont les démonstrations sont valables aussi dans ce cas :

I1 existe K tel que L = K*K, 1'équation (1.49) est équivalente a
(KT)*(KT)o = % TTf o« D(L) qui a une seule solution.

e Ll . R oy openy

I1 faut noter que dans la démonstration de propriétés (1.1) et (1.2) le
fait que u soit constante n‘intervient pas, donc elles sont aussi valables
dans ce paragraphe.

T R T R TR om0 = o e e e e o D e e e e e e o e e o e - - e e o - - - om e - oa

On définit 1'espace Vh généré par les fonctions définies par (1.11)
vérifiant (1.46), Vi, € D(L), et 1'on applique la méthode de Galerkin a
1'équation (1.49) :

(1.50) ((KT)*(KT)¢h,vh) =-%~(T*Tf,vh) Vv eV, .;
By € Ve D(L).

PROPOSITION 1.19

Le schéma obtenu de (1.50) est tridiagonal, symétrique et de "somme

nulle

Démonstration

On reproduit exactement la démonstration de la proposition 1.6 en remar-
quant que 1'eéquation (1.17) est toujours valable. En effet,
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((KT)*(KT)mi,wj) = (T*LTmi,wj)

1 (% ) 1 (X (s)
_ T 2k Jo u(s)ds - 2k jo u(s)ds u(x)
= [ e e - w,iwj

support (mi.wj)

etant donné que w; et w; sont linéaires et que w; est nulle aux Timites

de 1'intervalle d'intégration :

X X
1
xj+1 - ?E'Jo u(s)ds - “i"fo u(s)ds
=J e u)_ie w!
X J
Jj-1
= (Tw%, ij).
Le systéme linéaire s'écrit :
a b %) d
by 3, b
0 b2 a3 b3
(1.51) =
bn-l
bp-1 % _“I’n 1 ~dn_]
L ugs)
- u(s)ds
ou a; = -%— f e K 0
h X;
-1 'F I u(s)ds
by == [
h
X u(s)ds
d; = J i+l f(x) e 0

X

On voit que, tout comme pour (1.19), a; + bi + bi-l =0, b, <0 ¥i

al + b1 > 0.
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Toutes les propriétés peuvent &tre retrouvées dans le cas ol la vitesse
u est une fonction de x.

- O = - n . = w2 o - ---------—----——----——---—-——_-...--.-—-------—

Une formulation équivalente est obtenue en appliquant lé méthode de
Petrov-Galerkin avec la généralisation suivante des fonctions définies par
(1.23) :
-'% [i u(s)ds

i-1

(1.82)  5i(x) = wy(x) %-e i

1l
—
-

..5N
ou les fonctions w; ont &té definies par (1.11).

PROPOSITION 1.20

Le systéme linéaire que l'on obtient lorsqu'on applique la méthode de
Petrov-Galerkin, avec Vh (défini par 1.11) et les fonctions test (1.52),
au probléme (1.45) - (3.46) est (1.51). '

Démonstration

=

Elle est complétement analogue a celle de la proposition (1.9).
[

O e v G 0 o et e - e v S e @~ o on - o o

Un vue d'une généralisation au cas bidimensionnel, on va proposer une
fagon approchée de traiter la vitesse. )

Soit Qh 1'espace généré par les fonctions suivantes :

1" 'y
. wilx) e i-1/2 5 % = %4412
(1.53) mi(x) =
0 sinon
ou : u, = u(x;) X, = X, - h X =x, + 0 et w.(x)
) i i i-1/2 i 2 i+1/2 i o i

définie par (1.11).
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PROPOSITION 1. 21

Le schéma qui résulte de 1 applzcatzon de la méthode de Petrov-Galerkin
avec V (défini par (1.11))et Vh est de "somme nulle".

Démonstration

Le probléme & résoudre est le suivant .:

n
Trouver o, = I 05 telle que
i=1
(1.54)

LI o ==
(=

X, . X . -
. 3+1/2 (-koi+u.w!)w, = J+l/2 fu,
j-1/2 j-1/2

Mais, le premier membre de (1.54) est égal a :

uy uj )
J+1 X, = 2 (x=x,) u. - H(x=x
I &, J+1/2 -wiw, e 3 Iy wiw, e K J
j=j-1 1y i kY
j-1/2
et, en intégrant par parties :
. (x-x.) X541/2
i+l - U, .
= ¥ e (-wlw, e I j-1/2 )
j=j-1 1+ 1
(x=x, (x=x.)
Xj+1/2 Ut Yy
+ J w! (we Y ~w; -de Y )
X i ik
j-1/2
(X-Xj)
u, (X U
+-7% J+1/2 wie, e I
Xj-172
:Donc, (1.54) devient 1'é&quation de différences :
(1.55) Ci%-1 * 2;0; + b1¢’+1 d 1=1,...,n 41 = % = 0.
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ou
1 vi/2 1
ciimepllgre’ -
1 1
/2
=- 1l _1 i 1
b] = h [(2 » ) e + Y]]
Ys \F
aj =3 [cosh(-) + -Yz—] sin h ()] | .
X. ~
d, = [ /2 g g
i X i
i-1/2
uih :
‘Yi o= T i=l,...,n

I1 est facile de voir que Cj s 0, bi < 0 pour toute combinaison possible

des paramétres Ujs h et k. En plus a; + bi te = 0 V¥iet a; + bl > 0.

(]

Exemple Numérique

ggq,‘

= y2
X X 1

IA
x
IA
~nN

" +

¢(1)

i
[y

]
o

¢(2)




1.10

*.00

7%

0.90

0.80

0.70

0.60

0.50

0. 40

0.30

0.10

- 3 -

Sur la Figure I.5 on a tracé la solution numérique et la solution exacte.

On remarque la trés bonne précision obtenue avec notre méthode, méme sur
la couche limite. La solution que 1'on obtient pour h = 0.1, n'est pas
oscillatoire et 1'erreur est donnée par :

max le(x;)-0;] < 6 x1073,
i:=1,...,n
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I1 - PROBLEME BIDIMENSIONNEL STATIONNAIRE

IT.1 - CHAMP DE VITESSE CONSTANTE

I1.1.1. - Le probléme

I1.1.2. - Une formulation symétrique

I1.1.3. - Principes du maximum

I1.1.4. - Approximatlon de la solution par une methode
d'éléments finis

IT.1.6. - Une formulation discréete équivalente

11.1.6. - Exemples numériques

I1.1.7. - Cas limite

IT.2 - CHAMP DE VITESSE NON CONSTANTE

11.2.1. - Le probléme

I1.2.2. - Principes du maximum

I1.2.3. - Approximation de la solution par une methode
d'éléments finis.

11.2.4. - Exemples numériques.
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I1 -'PROBLEME BIDIMENSIONNEL STATIONNAIRE

IT.1 - CHAMP DE VITESSE CONSTANTE

On considére le probléme bidimensionnel suivant :

(2.1) -kae +u . ve = f sur q.

-~

ol
k est une constante (de diffusion)
& : ouvert borné de R?de frontigre 3 réguliére
¢ : Q2> R fonction inconnue

f : 2> R second membre (“forcing")

)

X

2

ay

- . 32 . 92 .
A : opérateur laplacien —— + < _ =y vy = div(v).
ax2  ay?

V ¢ opérateur gradient

U= (u,v) : champ de vitesses constant
On va résoudre (2§1) soumis aux conditions aux limites du type :

¢=915UY‘P1 I'lﬂf'2

]
©

(2.2)

39 _
k 3 = 9o SuUr P2 Pl u P2 = 2Q

ol 9,5 9, sont des fonctions connus et n est la direction normale extérieure
a aq. '

IT.1.2. - Une_formulation équivalente_symétrigue

ittt il Rl PR PRt -} A=l By Bt

On va noter L et T les opérateurs définis comme suit :
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T :D(T) = L2(2) » L2(q)

X
k

(T4>,v)=” ve 2Ky
1

ol : U . X :=ux +vy.

Ts

(2.3) ’

N

L : D(L) » L2(x)
(2.4) ’ -
L:= (- + U2,
4k2
ol -
' - 2 vV 3V 2 PPN
D(L) = {v € L2(q)/ X* 3y © Le(a), et v satisfait a (2.2)
avec g; = g, = 0}.
_ux
On remarque que si @ « D(L) alors T¢ « D(L), puisque e K est une

fonction indéfiniment dérivable, ce qui nous permettra de poser notre probléme
dans D(L), qui est un espace de Hilbert.

Dans le cadre que 1'on vient de définir on peut récupérer les résultats
obtenus & une dimension. On notera ( » ) le produit scalaire de L2(q).

PROPOSIT'ION 2.1

Les opérateurs T et L sont. symétriques.

Démonstration

I1 suffit d'écrire :
u.x

(Te,p) = Jjﬂe- 2k oy, 0,0 ¢ L?{Q)

et le résultat est évident pour T.
Pour L on écrit : ¢,¢ ¢ D(L)

(Lo, = IIQ(~A¢ + (Tp)2e)e

Le fait que ¢,¢ e D(L) et la formule de Green nous permettent d'écrire :

gl‘(x)?—m = (o,L¢

(Loyy) = ”Q(-Aw (

0
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PROPOSITION 2.2

L défini par (2.4) est défini. positif.

Démonstration

IT suffit de calculer pour ¢ ¢ D(L) :
(Lo,0) = JJ -AbO+ (a‘x)%2
g 2k
= II |ve|2+ (Qéé)2¢z’2 0 ¥o € D(L)
Q .
]

PROPOSITION 2.3

L'équation (2.1) avec les conditions (2.2) vérifide dans D(L) , est
équivalente au probléme :

Trouver ¢ e L2(Q) , telle que

30 99

o 2 L7 .
Xy € L2(Q), vérifiant (2.2) et, :

(2.5) |
(T"LTe,v) = ¢ (T"TF,v) W e D(L).

Démonstration

i) Soit ¢ solution de (2.1) (2.2). On écrit pour ¢ = To

(T*LTe,v) = (Le,Tv) W e D((:L)

(-a(Te) +-JE1H?T¢,Tv)
(2k)?

(% T(-a2 + Uve ),Tv)

%(-A@ +ave , T'Tv)

et puisque ¢ est solution de (2.1) (2.2) :
= HET*TY)

%‘ (T*Tf,v) /

]
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i1) Soit ¢ solution de (2.5), alors on a ¥v ¢ D(L),

K(-Tae + T(d.ve), (T-1)*v)

(=kae + u.ve,v)

k(-a(Te)+ (%E1521¢, (17 ™)

K(T'LTe, (T7h (T H*y).

et puisque ¢ est solution de (2.5) :

1

= kg (1, TN < ()

[l

On remarque que les propositions 1.4 et 1.5 sont démontrées dans un cadre

général, donc valables dans ce cas bidimensionnel. Ce qui fait. que
le théoréme 1.1 qui donne 1'existence et 1'unicité de la solution, nous
permet d'assurer 1'existence et 1'unicité de la solution de (2.5).

Rk TR P pei PR gad Aoyl

PROPRIETE 2.1 (Principe du Maximum)

St f > 0 est réguliére sur Q , alors ¢ solution de (2.1)-(2.2) n'a pas
de minima locaux dans Q

Démonstration

Soit (X,y) un minimum l6cal, alors ve(X,y) est le vecteur nul, donc
(2.1) s'&crit au point (x,y) :

-kae(x,y) = £(x,y)

2

Og k >0, f >0 donc ae(x,y) < 0, ce qui entraine que ) j < 0, ou bien ,
3~§ < 0, ce qui est contradictoire. X
.ay
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PROPRIETE 2.2 (Principe du maximum discret)

Soit & un maillage sur @ et A¢ = b une discrétisation de L'équation
(2.1)-(2.2) obtenue avec une méthode numérique sur ce maillage.
57 la matrice A vérifie :

ik / z akj >0
J
(2.6) Lags =0 Vi £k
J
aij <0 Vi ¢ | 344 >;0 ¥i

Alors st b est tel que bi >0 ¥i , la solution discréte n'a pas des

minima locaux intérieurs.

On écrit 1'i-éme ligne du systéme (i #k):

Z a..b.+ a.,.9. =b.
i#j 13 J 111 1

Supposons Qj = ¢i+ej ey > 0 alors :

) s aij(¢i+ej) t a0 = bi
onc

LI a,.e. =b,
i#j 13 J 1

J 1 LIVAN

mais e; > 0 et a,. <0 => L a,.e; <0 ce qui contredit-le fait que
by >0 Vi. 14 | |

O

On gardera le nom de "somme nulle" pour ces systgmes.

Dans ce qui suit on trouvera des méthodes qui vont nous amener &
résoudre des systémes de ce type. Ainsi, notre solution approchée respectera
le principe du maximum de la solution continue.
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-------_—-—---‘---—-—----—.----u—----——--n---—-—-‘---—--—--—--

On considére sur 2 un maillage triangulaire et les fonctions de base
qui correspondent a 1'@lément de Lagrange de degré 1. (intérpo]ation linéaire
par morceaux). On notera W la fonction de base associée au noeud i de 1la
triangulation.

On résout le probléme (2.5) par la méthode de Galerkin :

Trouver ¢h, Tinéaire sur chaque triangle, vérifiant (2.2) telle que :

(2.7) (T"LTep00,) = ]12 (T"TF . )

i=1,...,N (nombre de noeuds de la triangulation) qui peut encore
étre écrit : '

Trouver Qs combinaison linéaire des Wy vérifiant (2.2) et telle que

* 21 *
(2.8) IJK T LT¢hmi "X IJK TTf wj
i i
K; := support de w. i=1,...,n

1 1

Avec une formule de Green on trouve :
X *
IIK. T LT¢hmi = JI T Tthmi

donc, le systéme a résoudre s'écrit :

N
Trouver ¢ = © ¢ .u. telle que :
h jfl hi’j
* __1_ *
(2.9) IIK T TV@thi X IJK T Tfmi
i i
i=1,...,N

PROPRIETE 2.3

Sur un maillage régulier le systéme (2.9) est un systéme de

"somme nulle.
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Démonstration

Sur un maillage régulier on peut calculer exactement les coefficients.
Supposons u # 0, v # 0 et u+v # 0. Le calcul produit pour la Tigne corres-
pondante au noeud i :

f e
a i :
g d.
c
A =Uh
Y1 = 2k
-u "1 vh
a := §% e © sech Y1 tanh Yo , Yo =

c =Y eY2 sech tanh
‘= 7h Y2 "

d =Y e_Yl sech tanh
‘= 7h N Y2

Y,
e sech Yo tanh Yq

Nll
i<

1
ﬁ-(u tanh Yo + V tanh yl)

[I=]
L]



1.

On voit facilement que a < 0, c <0, d< 0, f<0,g=20etque
atb+c+d+e+f+g=0.Donc les conditions (2.6) sont vérifiées
et alors le principe du maximum qui nous intéresse est respecte par
la solution de (2.9) sur un maillage régulier.

bl

IT.1.5. - Une_formulation discréte_équivalente

. e o Do O e T " - " D > 8 e e VD - G oo = > @D o O ol @e = - " - - -

Considérons les fonctions suivantes :

1 -
- - U (x-x;)
(2.10) B;(%y) = ug(xy) 1 e k i

oil w.(x,y) est la fonction de base de degré 1 associée au noeud des
.coordonnees X; (x Y ).

PROPOSITION 2.4

~

Le systéme a résoudre lorsqu'on applique la méthode de Petrov-
Galerkin au probléme (2.1)-(2.2) avec les fonctions test définies

par (2.10) est équivalent au systéme (2.9).

Démonstration

Il suffit de voir que :

- - *
IJQ (—kA¢h + u.v&h)wi = JJQT LTe w;

en reprenant les calculs entrepris lors de ]a'démonstration de
la proposition 2.3.

0

Cette formulation discréte va étre utilisée pour le cas de vitesse
variable.

Remarque : De la méme fagon que dans le cas unidimensionnel, on peut disposer
des bornes d'erreur, &tant donné qu'elles sont classiques pour la méthode

de Galerkin. Mais elles ont une constante d'erreur qui va croitre de

fagon exponentielle avec k, et pour les valeurs de k dont on s'intéresse

elles ne sont pas significatives.
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Pour les exemples qui suivent, on a considéré un maillage triangu-
laire régulier de pas h = 0.02. La constante k a été prise égale a 0.001.

Exemple 2.1

1

= 2 = {=

Q = 10,1 ro = {31 x [0,1/2]
ad 9 _

~kA®+5§+~é—y—Osur Q

o(x,y) = log(x-y+5)  sur 3T,

_ 33 :
e
’ 1"0 A
-8 T
Y=2

FIGURE 2.1
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8 ot AP X
| Ww-ﬁ-«
MWW*MW
?-—WW**
0<x=<1
| 8 N
R y = -25 h =0.02
g x ik =107
s | t k=0
g
]

a . S~ -
0. 000 0.8 0.8 .40 4.9 060 0740 0.3 DX TG T
FIGURE 2.2

o
&l
AR R IR
& mwmw
i M—n*ﬂaw*“w 0<xz<1
g 33 \
4 y = ‘5-% h = 0.0
g x : k=107
g| | : k=0
a N~
0. 6.0 0.20 Q.90 0.40 0.90 0.60 0.70 0.90 0.30 ) w7

FIGURE 2.3
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Sur les figures (2.2) et (2.3) on a tracé le profil de la solution
pour {y = 8/25 0 <x < 1} et {y = 33/25 0 < x < 1}. On remarque que méme
avec une so]utlon trés proche de 1la solut1on purement convective
(< 6 x 10° ) on n'observe pas d'oscillations. )

Exemple 2.2
- 10,12 ry = {3} x [0,3]

-kad + = ax + gs ‘0 sur Q

e(x,y) = log(x-y+1.1) sur 3Q u Ty

0. 20 S

-0.20

-0. 40

-0. 60

8/25
172
33/50

-0.80

H

~1,00

-1.20

Fig. 2.4

Sur la figure (2.4) on a tracé le profil de la solution pour
=8/25,0sx<1), {y=3 O0sxs<1},{y=33/50 0= x<I1l.
On fait les mémes remarques qu'auparavant, la distance &tant maintenant

plus petite que 4 x 10~
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Exemgle 2.3

@ = 10,12 - (1310 * 10,30)

-k 9% _
A + 3y 1 sur
¢ =0 sur af

Pour faciliter les calculs on met le probléme sous sa forme homogéne :

f

¥(x,y) = e(x,y)-y

-kay + %; =0 sur @

¥(x,y)= -y sur aQ

Remarquons que pour k assez petit et suffisamment loin des frontiéres :
0 si 1
S1 0 <x < 3

¥(x,y) =

- ?-si % <X <1

La solution exacte a un fort gradient proche de y = 1 et de x = 1/2.
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FIGURE 2.7

‘ On reriarque 1'abscence d'oscillations et 1'excellente représentation
des zones de fort gradient.

e e L Lk R prap S A

PROPRIETE 2.4

+ . : L. . s
Le schéma (2.9) quand k +~ 0" sur un matllage régulier est complétement
décentré en amont ("wpwinding"), c'est-d-dive, toute L'information

est prise en amont du point de calcul de la solution.

Démonstration

Soit i un noeud intérieur, on &crit les coefficients de la méme
fagon que pour la propriéte 2.3 :
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' i
/ d
a g
b c
u
b=e=0 d := h us0
0 u=0
‘ - %- u=0

* —

=<
A
o

v 0 0 v

v
o
<
v
o

$U+V! u
QU'I'V! v

g :=
- !%! us0 v=20
E%! uz=z0 vs< 0

Les coefficients sont calculés comme la limite lorsque k ~ o’
des coefficients de la propriéte 2.3. ‘

IT - CHAMP DE VITESSE NON CONSTANTE
On considére le probléme bidimensionnel suivant :
(2.11) -k 2%+ u.ve = f surgq

ou k, ¢, f et 2 sont définis de la ﬁéme fagon que pour (2.1), mais
U = (u(x), v(x)) est une fonction du point d'espace.
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On résoudra (2.11) soumis aux mémes conditions aux limites (2.2).
Dans ce cas on ne peut trouver une formulation symétrique :

PROPOSITION 2.5

Soit T défini par
(2.12) T : L2(q) » L2(9)
(Te,v) =(§-,v) Ve L2(2)

‘avec p(X,y) une fonction donnée suffisamment réguliére, qui ne

s'annule pas sur Q. Alors pour que les problémes :

(2.13) (-kae + @.ve,v) = (f,v) Vv e D(L)

(2.14) (T*LTe,v) = & (TTF,v) W e D(L)
avee
D(L) défint par (2.4) et L par :

L : D(L) + L2(g)
(2.15)

(Lo,v) = (-kav+(u.vp-kap)e,v) ' v e D(L).

soient équivalentes il faut que le champ de vitesses soit irrotationnel

c'est-d-dire V x u = 0.

Démonstration

On écrit (2.13) pour ¢ = pTo :
IIR ~k(pA(Te)+2V(Te).Vp +T0np)
+p U.V(Te)+Te(U.Vp)v = Ilnf v ¥v € D(L).
pour que 1'équivalence ait lieu, il faut que

I[Q(-ka-Vpﬁ)V =0 Vv e D(L)



.80.

d'od sip et u sont suffisamment réguliéres :

2k -
p'r-Vp-U
donc : )
p _ 1 (uv + av)
oo S e s T so)e
axay 2k ‘2k 3y U _ v
oX. ay

—_t = 1 (UV_._EE
ayox 2k 2k ax’P

=

Cette condition est difficile a vérifier dans 1la prétique, sauf dans

le cas a vitesse constante déja traité. On utilisera une ‘généralisation
de la méthode de Petrov-Galerkin proposée par la proposition (2.5).

Remarquons que la propriété 2.1 est valable, indépendamment du fait
que le champ de vitesse soit constant. Elle est aussi vérifiée par la
solution du probléme (2.11). Alors les schémas numériques devront vérifier
la propriété 2.2.

I1.2.3. - Approximation de la solution par_une méthode d'éléments finis

Dans ce paragraphe on généralise 1‘approximation de la vitesse proposée
au paragraphe (I1.2.5.), avec la formulation du type Petrov-Galerkin donnée
par la proposition (2.4). g

. L ]
Considérons un maillage rectangulaire régulier. On définit le domaine
quasi-barycentrique 85 associé au noeud i du maillage, comme sur la figure
2.8.

On fera une approximation constante par morceaux (sur chacun des 61)
du champ des vitesses u.
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Fig. 2.8

Soient les fonctions suivantes :

1
1 R-(ui(x-x°)+v'i(‘y-‘y'i))
) wi(x.y) g e ! |
(2.16)  wi(x,y) = (X5y) € &;

0 sinon

ol mi(X,Y) est la fonctionde base de Lagrange de degré un associé au noeud i
de coordonnées (xi,yi) et UV, étant les valeurs du champ de vitesse sur

ce noeud.

On propose de résoudre le probléme (2.13) avec la méthode de Petrov-
Galerkin. On utilisera les fonctions définies par (2.16) comme des fonctions
test.
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PROPOSTTION 2.6

Résoudre le probléme (2.13) par la méthode de Petrov-Galerkin en
utilisant l'espace généré par les wj comme espace des fonctions de
base et celui généré par les &i définies par (2.16) comme espace

des fonctions test, vevient d résoudre :

: Trouver o = § ¢jwj
(2.17)
M
pP:Ve, Vo, -[ P: —w; = JJ p. fuw,
”a.‘h‘aa.‘an‘ra.1‘
i i i -
od : 0 : direction normale extérieure a 861 frontiére de ai
et 1 ;
"X (ui(x—xi)+vi(y-yi))
p,. =e
i
Démonstration

=

Le probléme & résoudre s'écrit :

= I diw. :
Trouver ¢h : ¢JmJ telle que

-kad, + U.vo, )o. = f w. ¥j
JJQ (-kao, ¥ JJ “j

1 - 1
- Ww. + — U. W = = . .
f154 Aoy prJ K U-vep prJ L Ijs. pJ f ;

J J j

Avec une formule de Green, on peut écrire :

J
Gj étant a 1'intérieur du support de Wy un terme de bord apparait.

¢ ,
h _1 2

Vo V. - LT W, o . fw,

jj % Sl Jaa. ERTIE I jja. ERE
; -

b

L'équation généra]e du systéme linéaire (2.17) sur un maillage régulier
pour un noeud intérieur, s'écrit :
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a5 i-n®h (XYt rag g0 (xgmhayg)+ag o (xg0y4)
(2.18)
"'n. e ¢ s 9y = =
+aii+l¢h(xi h y\)*a11+n¢h(x1’yn+h) di
n étant le nombre de points par cété du maillage dont h est le pas.

1
4 = ]J Py F o
4

et pour u; #0, ¥ #0, uj + vy # 0, on trouve :

8,406 : 0
e‘"‘lz"g" %% eﬁ}‘*ez )
S RE —~*235——— (e s(el)~s(el+ez)) f»—ggg——— 5‘91)
027 8, - ;} |
+ e_—g_*‘ s(el)s(ez) + %EI (1-2e s(al)) ‘
%17% 0 _ %
-a5.4-1° ¢ 2 s(el)s(ez) + %EI (1-2e z 5(92)) +
g} 22 9 %?

28'65 (e? s(el+02)-s(el)‘)' + & 5 5(0,)

%% -0 %2
R 2 s(ol)s(ez) + %EE— (ZQTT s(ez)-l)
8 0,
1 6 2,
- 2 -(0, + =)
. z 7 e ! 7?)
~75, (s(8y)-e 5(0,46,)) + 5 - s(8,)
_ (64%6,) 6, o
e -7 e 2 2
i T e, (S(0r0p) m e T s(0)) + =y s(6y)
_ (6179)) -6 )
+e 2 s(el)s(ez) + 215;" (2 é?f s(el)-l)

8. . = =(@, . + B, , 4 F Bs 5.4 F .
3 ( i,i-n a1.1-1 a1,1+1 ai,1+n)
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u.h vih
91 el 0y = e s(6) = sin h (g)/e

Remarquons qu'il s'agit d'un systéme de "somme nulle" a condition que les
€léments hors diagonaux soient négatifs. Par ailleurs, on peut calculer

la Timite lorsque k - 0" des coefficients, on tend vers la méthode décentrée
de la propriété (2.4), ce qui montre, étant donné que les coefficients

sont des fonctions continues du paramétre k, que pour k assez petit

le systéme est bien de "somme nulle". Les systémes résolus lors des exemples
numériques ont tous cette propriété.

Pour les exemples qui suivent on a considéré un maii]age triangulaire
régulier de pas h = 0.02. La constante de diffusion k a été prise égale a 0.001.

Exemple 2.4
Q= 10,1[2

-kao + (%--y) g§-+ (x- %) %% =0 sur @

$(x,y) = 10(1+cos (4n((x- %)2+(y— %)2)) sur 3Q ,

Sur Tes figures (2.9) et (2.10) on a tracé le profil de la solution
pour {y = %— 0<x<1} et {y-= %% 0 <x <1}, :

IA

On compare avec la solution du probléme purement convectif. Etant
donné la forte concavité de Ta solution, on doit s'attendre 3 ce que la
solution pour k = 10'3 soit encore loin de l1a solution purement convective.
(Le terme ka® n'étant pas négligeable). On peut remarquer que la solution

numérique n'est pas oscillatoire et encore éloignée de 1a solution convective
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Exemple 2.5
Q = 10,1[2

1 .0 1
-knot(y -y) 22+ (x——)%%

X ? = 0 sur Q

?(x,y) = 10(1+cos(0.4n ((x- 3)2+(y- 2)2)) sur a9

Sur les figures 2.11 et 2.12 on a tracé le profil de la solution pour
{y = %— 0<x<1} et {y-= g%- 0 < x < 1}. On remarque que la solution
numérique n'est pas oscillatoire, méme en étant tres proche de 1a solution

purement convective (distance < 0.2).

a
w
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N

21.00
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20. 00

18. 50
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X
1
fe—y
o
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<
n
—
~
n
o
A
x
A
—

18. 0C

FIGURE 2.11
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1800
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FIGURE 2.12

Q = 10,1(2
| 1
PO = {?} X [0:?']
1 3¢ -1 3¢
-kao+ ” T 5% + A T3y - 0 sur @
] tay

P(x,y) = (x+ %)2+(y+ %)2 sur 3Q u T

Sur la figure (2.13) on a tracé les profils de 1a solution pour

y = %%,-% et %%} 0 < x < 1. On remarque que la solution est presque celle

du probléme purement convectif (distance < 3 x 10-2).
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111 - PROBLEME NON STATIONNAIRE UNIDIMENSIONNEL

III.1 - Le probléme

II1.2 - Principes de maximum

I11.3 - Une formulation équiva]ente
4

IT1.4 - Approximation de la solution par une méthode

d’'éléments finis

IT11.5 - Exemple numérique
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ITT - PROBLEME NON STATIONNAIRE

ITI.1 - LE PROBLEME

On s'intéresse au probléme évolutif suivant :

30 32¢ 30 _
ﬁ"k—a;'flJ(X)-g)-(—-f X e 10,1
t ¢ 10,T[
(3.1) o(x,0) = @o(x)

ot f est une fonction de 10,1[ x 10,T[ dans R, ¢ est 1é fonction inconnue
de 10,1[ x 10,T[ dans R, k est une constante et u de 10,1[ dans R,
est une fonction donnée. ¢0(x) est la condition initiale.

On va étudier 1a résolution de (3.1) discrétisée en temps. Pour cela,
on fait une discrétisation classique (on pourrait utiliser une autre) :

" ' 1 _ 1

—k¢n+1+u¢n+1+ At el - f + i o Xe 10,I[ n=0
(3.2)

%00 %41(0) =2 ,,(1) =0
ou ) : -

n _ 09 i _ 09 N
o1 = ;;E-(x,(n+1)at) ®n+1 = 3x (x,(n+1)at)
e = o(x,(ntl)at) At := pas de discrétisapﬁon temporelle

Alors, a chaque pas de temps i1 va falloir résoudre un probléme
du type :

-k¢"§x) +u(x) ¢'(x) + c ¢(x) = g(x)

(3.3) o(0) =¢ (1) = 0 X ¢ 10,1[

On fera la méme étude que 'dans 7Jes chapitres précédents
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I11.2 - PRINCIPE DU MAXIMUM

PROPRIETE 3.1

La solution ¢(x) du probléme (3.3), pour le cas ou g(X) est une
fonction positive, n'a pas de minima négatifs, les points pour lesquels
$'(x) = 0 sont tels que ¢(x) > 0.

Démonstration

Soit X € 10,1[ un minimum local tel que ¢(x) < 0, alors sur ce point :
-k¢"(X) + u(X)e'(x) + ¢ ¢(x) = g(x)
= ¢"(x) = (9(x) + (=c)¢(x))/(-k)

=> ¢"(x) < 0 ce qui est contradictoire.

PROPRIETE 3.2 (Principe du maximum discret)

Soit un systéme linéaire tridiagonal :
Ci1 $i-1 % 35 45 Y by 04y = 4y 1=l
vérifiant :
a; + by +ci ;20 (3 2 t.q. 1'inégalite est stricte)
Cj.p =0

bi <0

On 1'appellera du "type positif". Alors la solution ¢j l<j=<n,
vérifie la propriété suivante si di 20 V¥i:

st min ¢, = o =M s 0 => ¢j =0 V¥j=1,...,n

1<jsn J
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Démonstration

Si Ok est un minimum alors Oe1 = Pteq et 01 = 9 te, avec
€12€p 2 0. On peut donc écrire : )

Elbi tegCig = di+('m)(ai+bi+ci)

On a que le membre de gauche est positif et celui de droite négatif, donc :

elbi + €Ci.1 = 0 => € = € = 0,
‘- _ . .
d'od ¢; = ¢j ¥i ¥j.
En plus
d; + (-m)(ai+bi+ci_1) =0

=> di =0 Vi et m = 0 puisqu i1 existe g tel que

a, + bz tCpq 2 0. Donc ¢ = 0 Vi

i

1,...,n.
0

I1 est souhaitable que les schémas numériques vérifient la propriéte
3.2 de fagon a respecter le principe du maximum.

ITT.3 - UNE FORMULATION EQUIVALENTE

On définit deux opérateurs T et L comme suit :

T:L%20,1~> L?[0,1]

(3.4) R S LR
(To,v) = J e 2K JO uls)ds oV vV e L2[0,1]
0
L : D(L) » L2[0,1]
(3.5) . |
(L) = [ o+ % G v e o)

o D(L) = {v e L?[0,1]/ v absolument continue, v' e L2[0,1], v(0)=v(1)=0}.
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PROPOSITION 3.1

Les opérateurs T et L sont symétriques.

Démonstration

Elle est évidente pour T (cf. Proposition 1.16).
Pour L, on écrit :
1 u

Lot = [ (gmer S v £ Mg)
(M-o el L

1 '
= Io vt [+ (50)2- SElev = (4.Ly)

en intégrant par parties.

]
Remarque : Si v e D(L), on a que Tv ¢ D(L), ce qui nous permettra, comme |
dans les chapitres précédents, de poser le probléme dans D(L).

PROPOSITION 3.2

L'opérateur L est défini positif.

Démonstrqtion
| ! (-2 (E +(4)2-97),3)a A e D(L) -
J k ) . |

]

(Lasn)

el '
= ], GO g g2

rl ] 1 .
- o g g | 02
‘0 —Z—EX. ?R- F 0
1 1 A
= (r*- %%‘A)2+-§ I A2 20 ¥a e D(L).
0 0

Puisque ¢ 2 0, k 2 0.
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PROPOSITION 3.3

L'équation (3.3) est équivalente q :
* 1 *
(3.6) (T"LT¢,v) = i (T"Tg,v) ¢ e D(L)

Démonstration

i) Soit ¢ solution de (3.3), et £ = Ty

(T"LT¢,v)

(LeaT) = (-£"+(f +30% Fp)eoT)

%‘(-k¢"+u¢'+c¢, T*Tv)
et puisque ¢ est solution de (3.3) :
= (0T = L (e we D{L)
1i) Soit ¢ e D(L) solution de (3.6) :

(ke THT(-0")+T( o)+ £ T(cy))

(-ko"+ug+ce,v)

K(=(To)"+L(55) 2 9 + €1 To.(T71)*)

KTWTo, (THT™H*) w e p(L)

étant donné que ¢ est solutioncde (3.6) :

kz (T7g, (T7)(17h)*y)

x| -

(g,v)
0

On retrouve alors les mémes propriétés énoncées et démontrées dans le
cas stationnaire :

Il existe K tel quel K*K, 1'équation (3.6) est équivalente & :

T (T*Tg,v) » ¢ D(L)

¥ve D(L)

(3.7) ((KT)*(KT)g,v)

qui a une seule solution.
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I1T.4 - APPROXIMATION DE LA SOLUTION PAR UNE METHODE D'ELEMENTS
FINIS

Dans ce paragraphe on trouvera un schéma de "type positif" de fagon a
respecter le principe du maximum vérifié par la solution du probléme continu.
On donnera une condition & vérifier par le pas de temps aAt, par rapport '
au pas d'espace h.

Considérons les fonctions suivantes :

2
B (x'xi_l/g) _ Xi-1/2 s;x =%
(3.8) Gi(X) = %‘xi+1/2'x) *i =X s X402

0 dans les autres cas

FIGURE 3.1 '
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On propose de résoudre (3.6) avec une méthode de Petrov-Galerkin,
en utilisant comme fonctions base les fonctions ws (cf. chapitre I) et
comme fonctions test les 51 définies par (3.8), c'est-a-dire :

Trouver op = I ¢jwj telle que :
o) %4 fl ™ Tw, o, = l-Jl ™79 & Vi
j J o J i k 0 i

On va utiliser dans le calcul le lemme suivant :

Lemme 3.1

1 1 1
* - - ] “ C =
Jo TLTo; &, = J Tl Taj + € j Tos T,

Démonstration :

1 1 . o
j T*LTwJ. wj J (ij- —ZEE TwJ-)(Tw_i - Tu)].)

0 0 2k
1 1 I R
¢ - Uyo2 o - u .
t J TwJ. Tw_i + j (2k) ijTmi j K TwJ.Tuu.i
0 0 0
en développant on trouve :
1 i 1, i
_ Io (Tw}) (T3} + jo o (Toy) (Ta)
Loy, 1, i 1,
-2 JO Z—k-) Tcuj Twi + IO K ij Tu)i - J() L. ij Tw_i
! Uy2 - ! u [1‘! =
+ 2 L) (ﬁ) ij T(u_i - IO K Tw, Tw, + X g TwJ. Tw_l
1 ¢ i
= [ Tw! + Tw, + & J Tw, Tw,.
0 o J 1
0

Donc, (3.9) peut s'écrire :

Trouver ¢h = I telle que :

(3.10) J

. . .+ a..o. + a. . X = q. i=1,...,n
a1,1—1"’1 a11¢1 a1 1+1‘%+1 94 ’ ’

3“3
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oil ,
I I TS V72 R L Y 7 - |
ai j-1 = J, Tmi_l Twi + X Ix Tmi-l Twi
i-1/2 i-1/2 ‘
X X.
a,. = #1/2 ¢ g + £ I /2 4
ii Jx i i X i i
i-1/2 i-1/2
¢ X . (X,
_ i+1/2 - C i+1/2 -
T | T Tty | Toje Toy
i-1/2 i-1/2
_ 1 M2 g -
9 "k 9 w4

Xi-1/2
On fera dans ce qui suit 1'approximation :
(3.11) u(x) = u(xi) = uj

Si 1'on calcule les intégrales de (3.10) et 1'on fait 1'approximation (3.11)
‘on peut écrire (3.9) :

Trouver op = T ¢i0; telle que :

. $395
(3.12) J
Ci-1 $i-1 % 25 ¢4 ¥ by 04, =9
ou : - ;%ﬁ »
- r(Sh_, 2ck ch__ 2ck _
ci‘l = [(?'a—i-f‘ 2 + 1) e "'W.‘ 2 1]
Ui 13 ui
“ih
_ T
by = le €i-1!
u]h uih
_ cqCh _ 2ck _ "k 3ch . 2k , 2ck . ch
g =l -5 - le "-g=e T + =S4 gt 1)
1 ui 1 Ui 1

/2 = 4~ TR
9 = l% [l e fs+xy_1/)s ds + Ih/Z e f(stx;_;/p)(h-s)ds]
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PROPOSITION 3.4

a; + bi tCiqa le méme signe que us et i1 et bi ont toujours

le méme signe.

Démonstration

On écrit la somme :

uih uih uih‘
_ ch T2k, Tk, 3ch T T2k
aj + b, + Ci1 = U;'(1+e +e )- ﬁ;_ e
L
_¢h 2k 2
—a‘i(l"e )
j
d'ol le résultat. _ uih

Etant donné que e % est toujours positif, b, et-c, ; ont toujours
le méme signe.

PROPOSITION 3.5

Une condition suffisante pour que (3.12) soit un systéme du "type positif"
est que :
%
u% tanh |7Tl :
(3.13) ¢ < 7% Gi 61 i=1,...,n
|| -tanh ||

vec
ave u.ih

(S_i .= T.

Démonstration

Si u; > 0 on précisera Cij_1 < 0, c'est-a-dire :

u.h
_ 1
(v 2Ky e T Lh 2k ;g
i 2 Ui w2
1 1
-8./2 -8,/2 '
> Moo Ty < (e 2Ky e T
i u?
1
ch , 8/%  8;/4 L 2k, Sift T/

T G ) < (1+ =5) (e -e

1 .
l‘l'l
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ch
?U; 8
wa
u;
i
donc 61 S, u% 6-‘
clg - tanh (41 < 5 tanh (1)
Gi 6

Mais,7r > tanh (7r) si 85 > 0 Alors on arrive a
u?  tanh ( )
i 7T .
C <o 5 Vi / uy > 0
T - tanh (T)

la condltion suivante :

51 uy < 0 alors on doit avoir ¢, _;

2 0. Les mémes calculs qu'auparavant
nous aménent a :

u?

8 8 i 8
c(7r - tanh (7r)) > o tanh (7r)
Mais &, < 0 donc ° - tanh (Gi) <0 d'od :
i T K :
2 %
uj tanh ()

C <y 5 . Vi/uieo
4 - tanh ()

Donc, en général :

uf tanh (I |)

¢ <, v
l’q"‘ tanh(l-q-l)

0

La condition (3.13) n'étant pas facile & calculer, pour déterminer c,
on va la traduire d'une fagon plus simple.

Si 1'on considére, comme c'est le cas, que 1'on s'intéresse aux valeurs
petites de k , on peut écrire :

u h

lushi
i€ “'2—- tel que ¥Ye > 60 tanh ( W— )
donc luihl luhl  ; ush

- teh () <7t
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et alors

1 1

>

u;h u;h ush
|75~ -tanh(|qe—) lai1-

donc la condition (3.13) sera respectée si 1'on choisit :

Rappelons que c. joue le réle de 1'inverse du pas de discrétisation tempo-
relle At.

Enfin, d'une fagon trés simple, pour le probléme d'évolution (3.2)
si 1'on choisit le pas de temps tel que :

%%—< Max |U1| i=1,...,n

on aura a chaque pas de temps & résoudre un schéma du “type positif".

ITT - EXEMPLE NUMERIQUE

Considérons le probléme suivant :

4
1
-
(o %]
Ié?
|
I
[en}

" X e 10,1
oX t >0
(3.14) ¢(0,t) = o(1,t) =

I
o

?(x,0) = sinmwx.
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On discrétise 1a variable temporelle et 1'on obtient :

' 1 1
kep (%) ¢ o1 (%) + I3 41 (X) = AT o (x) 0 <x <1

-nz20
(3.15) ¢n+l(0) = ¢n+1(l) =0
¢o(x) = sin n X.

Avec 1a méme notation que pour (3.2).

La solution du probléme (3.14) est donﬁée par :

X Ast
s(xst) = e2X 3 a.ed sin jux
' izl J
= _ 1+4a2j2k2
(3.16) = - 1
]

2 - 32023 (1e(-1)de %)
I 14Bu2K2(§241)+16u4KY (§4-25241)

On a considéré les données suivantes :

h=0.1
(3.177) { st =0.5
' k=6x103

Sur les figures (3.3), (3.4) et (3.5), on a tracé la solution numérique
obtenue avec la méthode présentée ici (croix), la solution obtenue avec une
méthode centrée (cercles) et la solution exacte (ligne continue). Cette
derniére approchée avec une méthode centrée de pas h = 0.5 x 10"2 (vingt
fois plus petit). Surla figure (3.2) on a tracé la solution initiale.

On remarque 1'excellente précision de notre méthode et les fortes
oscillations de 1a méthode centrée.
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CONCLUSIONS

Nous proposons une méthode qui permet de ramener le probléme a une
formulation symétrique et positive. Elle généralise la méthode de décen-
trage (cf. chapitre d'introduction) a une dimension. On retrouve les mémes
schémas proposés dans ce contexte, mais le décentrage apparait de fagon
naturelle. Cela nous permet de traiter le cas bidimensionnel avec une
méthode qui est une généralisation directe de 1a méthode a& une dimension.
On retrouve des schémas limites adaptés au probléme de convection pure
lorsque k tend vers zéro.

La solution numérique est toujours non oscillatoiré et prend en compte
la nature exponentielle de 1a solution. Remarquons que les forts gradients
présentés par-la solution prés du bord, sont dus a la croissance exponen-
tielle de la solution dans cette zone.

Les résultats sonti bons, méme dans le cas non stationnaire pour des
pas de temps assez grands.

Pour les résultats numériques présentés dans les chapitres précédents
on a calculé analytiquement les intégrales du systéme linéaire afin d'éviter
le calcul d'exponentielles d'exposant négatif trop important. Ce calcul ne
peut pas, en général, étre évité pour des maillages irréguliers. Les problémes
qui se posent dans ce cas, sont de pouvoir intégrer numériquement des pro-
duits des fonctions par des exponentielles qui décroissent trés vite et
d'évaluer ces exponentielles. '

Remarquons que 1'on a un systéme linéaire dont, en;gros,‘les deux
membres sont multipliés par un nombre trés petit ce qui empéche sa
représentation directe sur ordinateur. Une solution serait d'utiliser
une arithmérique qui permette la représentation des nombres trés petits,
si 1'on dispose d'une formule spéciale d'intégration numérique (par exem-
ple, des formules avec des poids exponentiels).
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INTRODUCTION

On résout un modéle test de circulation océanique aux latitudes
moyennes pour des bassins & fond plat, dont le mouvement est did au vent.

On introduit une condition aux limites de non gfissement le long des
frontiéres Est et Ouest qui représentent les cétes terrestres.

La difficulté posée par cette conditidn, par rapport a une condition
de glissement, est surmontée & 1'aide d'une méthode d'&léments finis qui
‘permet de résoudre le probléme non lingaire d'évolution comme une “cascade"
d'équations d'Helmotz.

Le chapitre I est consacré & la présentation du modéle physique et
des hypothéses qui sont faites et a établir quelques propriétés de
conservation.

Le chapitre II décrit les discrétisations faites pour la résolution
du modéle : discrétisation temporelle, discrétisation de 1° espace de
fonctions solution par la méthode d'éléments finis. On démontre que les
propriétés de conservation du modéle continu sont valables pour la dis-
Crétisation des &léments finis. On propose une méthode de résolution du
modéle discrétisé en temps.

Dans le chapitre III, on fait une &tude détaillée de 1'algorithme
dans le discret, on présente des résultats numériques sur des problémes
test obtenus avec la méthode proposée au chapitre II, on discute les
résultats et on compare avec d'autres méthodes.
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I - LE MODELE PHYSIQUE

I.1 - PRESENTATION DU MODELE - HYPOTHESES

On s'intéresse aux équations modélisant les circulations océaniques
aux latitudes moyennes pour des bassins & fond plat.

Dans ce qui suit, on fera une description assez sommaire de la
Physique du probléme et des hypothéses qui sont faites.

Une description plus détaillée dé 1a modélisation péut étre trouvée
dans Dumas (1982), Branger (1983). |

On considére un océan carré (de 1'ordre de 2000 km pour 2000 km),
situé aux latitudes moyennes et soumis & un champ de vent. Le fluide est
initialement au repos.

On fait les hypothéses suivantés :

i) Quasi-géostrophie : La rotation de 1a terre influe de fagon prépon-
dérante sur le mouvement.

ii) g-plan : Variation linéaire du paramétre de Coriolis
avec la latitude (équivaut a supposer 1'horizon
plan). ‘

iii) Barotropie : Densité indépendante de la prdfbndeur (modéle

a une couche).

iv)  couche mince ¢ Le modéle peut étre réduit a deux dimensions
d'espace.

V) Le forcing est di au vent et la dissipation d'énergie se fait par
viscosité latérale ou par frottement de fond.

vi) On impose des conditions de glissement le long des frontiéres Nord
et Sud et d'adhérence & l1a paroi (non-glissement) le long des fron-
tiéres Est et Ouest. Onsuppose que les frontiéres sont une ligne de
courant.
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Avec ces hypothéses, les équations qui gouvernent le mouvement du
fluide, dont la déduction est assez classique (cf Branger (1983), Dumas
(1982), Veronis (1966)), peuvent étre écrites dans une formulation en
fonction de courant :
oy 1

=5 To CUrl 7 + Am vy - ev2y

(1.1) g%-vzw + J(p,v2y) + Bo 5x = D

Les conditions aux limites sont celles &tablies dans 1'hypothése vi),
p est la fonction de courant, donc le champ de vitesses s'écrit :

(1.2) i o= ()= %

On utilise les opérateurs suivants, qui vont étre appliqués aux
fonctions de B%z dans R suffisamment réguliéres.

3
X
V=)o, V2 = A= VLY vh o= a2
EY
P = curlv.
curl := ay+ax J(v,w) := curlv.vw
il
oY
—
curl :=
9
aX

et les coefficients :

: coefficient de variation du paramétre de Coriolis B en fonction
de la latitude, F = fo t By (f0 est une constante). (cf. hypo-
thése ii)).

D : Profondeur de 1'océan

A : Coefficient de diffusion latérale

T : tension du vent a la surface

€ : coefficient de frottement de fond
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Pour pouvoir résoudre les équations (1.1) sans avoir des échelles
trés différentes, on raméne tous les paramétres dans des plages de
variation acceptable avec une adimensionalisation adéquate :

(x,y) = L(x",y')

(1.3) t=(8,L) e
uTo. :
) ° -
gt 1'on pose : U: 55;[' (relation de Sverdrup).

od L est la largeur du ba551n, de 1'ordre de 2000 km, et 3 est de 1'ordre
de 2 x 10 -11 (seconde. metre) » 1'unité de temps ch01$1e est donc de
1'ordre de 6,9 heures. La relation de Sverdrup, valable au milieu du bassin
donne une vitesse caractéristique notée U.

On pose :
R =
Y 2
Bl
.= UL
(1.4) Re =
€
ro:=
8oL

ou : R0 mesure 1'effet non linéaire par rapport a 1'effet de variation du
paramétre de Coriolis (plus R0 est grand, plus 1'effet de 1a non linéa,
rité est important).

Ro (nombre de Reynolds) mesure les effet inertiels pér rapport a 1'effet
de viscosité (plus R, est grand, moins 1'effet de viscosité est
important).

r mesure 1'effet du frottement de fond par rapport & 1'effetdu vent et del
variation du paramétre de Coriolis (plus r est grand, plus le frottement
de fond est important).
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En introduisant 1'adimensionalisation (1.3) et les paramétres
définis par (1.4), 1'équation du modéle s'écrit (les conditions aux limites
restent les mémes) :

R
cur11’+ 0

(1.5) 5% av + RI(yap)+ 2 = - B A2y - ray

Une veine de recirculation intense & 1'Ouest du bassin (appelée aussi
parfois couche limite) apparait lors de la résolution du modéle. Elle dépend
des termes d'inertie et des termes de dissipation et frottement de fond.

On définit des grandeurs caractéristiques de 1'influence de ces termes
sur la largeur de cette veine de recirculation (grandeufé dimensionnelles.
cf. Branger (1983)) : ‘

8 = \/RO L ( inertiel)
Ro 1/3
(1.6) §,= 2 (ﬁ—) L (viscosité horizontale)
e
§p = el (frottement de-fond).

Les relations (1.6) nous obligent & avoir une discrétisation du
modéle permettant d'approcher la solution & 1'intérieur de ces couches
limites, lesquellés sont, en général, assez étroites. Onfyerra que 1'uti-
lisation d'une méthode d'&léments finis nous permettra de raffiner notre

discrétisation sélectivement de fagon & avoir une bonne représentation de
la veine de recirculation a 1'Ouest du bassin. '

I.2 - PROPRIETES DE CONSERVATION

Le modéle (1.5) a quelques propriétés de conservation pour certaines
valeurs des constantes, Re’ r et du forcing.
Soit : ‘

(1.7) 0 = Ay + ﬁL-y
()

(y étant la coordonnée sur 1'axe Nord-Sud), et 1'on considére les quantités
suivantes :



(1.

~ 2 ~ 1 2
(18 Molfizggy = || w2 =[] v ety
L4(9) Q Q R0
(Enstrophie potentielle)
1o 1 -
(1.9) K := ?'HWI'HI(Q) = 5 Ijvw,vw (Energie cinétique)
o Q :
o
Q := domaine d'intégration (océan carré)
I 12(9) = {v /II v2 < + w)
Q
10)
Hi(a) = (v e L2(a) /2, -g-;’? e L2(2)}
1 = 1 =
Hi(R) = (v e HY(2) /], = 0)

PROPRIETE 1.2.1

Dans le cas oi dans (1.5) 1/Re ar sont nulles, il n'y a pas de forcing
et on ne garde que la condition aux limites de vitesse normale nulle

le long de toute la frontiére 39, les quantités définies par (1.7),
(1.8) et (1.9) sont conservées le long du temps.

Démonstration

I1 s'agit d'un résultat classique que 1'on peut démontrer comme suit :
Rappel -'Formules de Green :
i) Yv e HI(R), U ¢ [H1(R))2

Ilg div u.v + JIQVV.G = [aﬁ(ﬁ.n)v

n : direction normale ‘extérieure a 39

s

ii)  Yu,v e H(9) :

([ o[- ] 2
Q 2 ‘o
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L'équation (1.5) s'écrit dans ce cas :
ow _ ~
(1.11) - = - Ro J(vs0)

donc :

el s ol e )] o
s = ~F - 'Jl,w)
ot Q Q ot 0 Q

Avec une formule de Green on trouve :

el n ] -
= = - yw =0
ot Jlg ° Jag

car wlag = 0. Donc la vorticité est conservée.

- - - o e = e ot o o Lo o o - -

On reprend (1.11), on multiplie par & et 1'on intégre sur Q; on
trouve alors :

‘%adf“‘:’HZLZ(Q) == RO JJ;'(‘P: (—‘)23)

En raisonnant de la méme fagon que plus haut avec une formule de
Green, on peut écrire :

~iv)  Conservation_de_1'énergie cinétique

On remarque que par la définition (1.9) plus une formule de Green :
dK _ 1 ([ ay 1 %
dat "2 ”"aTA"’ *?”Q‘Pﬁ

En multipliant (1.11) par y et en intégrant sur  , on peut écrire :

(R R



Il'll

le méme raisonnement que plus haut, nous permet d'écrire :
.
Jlg

Or,

donc, on en déduit que
dk _ 1 dk )
at=z q¢ > 40

On verra par la suite que le modéle discrétisé par la méthode d'éléments
finis vérifie exactement les propriétés énoncées dans ce paragraphe.
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IT - RESOLUTION NUMERIQUE DU MODELE

IT.1 - INTRODUCTION

Les équations présentées dans le chapitre précédent ont fait 1'objet
de nombreuses résolutions numériques par des méthodes aux différences finies
(cf. Bryan (1966), Veronis (1966), Branger (1983)). Par contre, on connait
peu de schémas aux &léments finis pour la résolution de ces modéles.

La complexité de la mise en oeuvre de 1a méthode d'éléments finis
explique en partie ce phénoméne. Le grand déve]oppement:des éléments finis
de ces derniéres années a poussé des chercheurs a examiner leur utilisation
dans le domaine de la circulation océanique. (cf. Fix (1975), Hirsch (1975),.
Haidvogel et al (1980), Dumas (1982), Dumas et al (1982)).

Hirsch a résolu les équations en variables primitives (formulation
vitesse-pression) en utilisant comme &léments des splines cubiques.

Fix a fait une étude théorique sur la stabilité et la conservation
de la vorticité, de 1'énergie cinétique et de 1'enstrophie potentielle
d'un modéle trés simple, plus simple que celui pour Tequel on a établi
la propriété 1.2.1. ' '

Haidvogel et al (1980) ont testé trois schémas numériques (él1éments
et différences finis, méthodes pseudospectrales) pour ce méme modéle
simple.

Plus récemment, Dumas (1982), Dumas et al (1982),’6nt résolu le
modéle (1.5) avec des conditions de glissement le long de toute la fron-
tiére. I1s ont comparé leur méthode avec des méthodes aux différences
finies. Leurs résultats sont encourageants pour 1'utilisation des &léments
finis, car on peut résoudre le modéle sur des domaines de géométrie com-
plexe et avec raffinement sélectif du maillage, sans pour autant avoir
des temps de calcul plus grands.

Cette utilisation des techniques d'éléments fimis s'avére méme plus per-
formante que la méthode de sur-relaxation, 1'une des méthodes de diffé-
rences finies assez générale, pour modéliser des domaines de géométrie
complexe.
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Dans ce mémoire, nous allonstraiter le modéle (1.5) avec une condition
de non glissement ("no slip condition") le long des frontiéres Est et

" Quest du bassin.

L'introduction de cette condition aux limites rend la résolution du
modéle assez complexe. On mettra en oeuvre une méthode d'éléments finis
qui permet de prendre en compte correctement cette condition.

La méthode a &té proposée par Glowinski et al (1976), (1977) pour
la résolution du probléme biharmonhique.

On comparera nos résultats a ceux obtenus avec une méthode de
différences finies rapide (cf. Branger (1983)). Notons que cette seconde
méthode est trés limitée dans son application, car elle utilise des mail-
lages réguliers et n'est applicable que pour des domaines de géométrie
simples. De plus,la fagon dont on traite la condition de non glissement
est trés approximative (cf. paragraphe 3.3).

Des résultats de convergence ont &té démontrés pour la méthode

proposée (cf. Glowinski et al (1976), (1977) et (1979), et les références
données par Vidrascu (1978)).

I1.2 - DISCRETISATION TEMPORELLE

Pour traiter 1'équation (1.5) numériquement, il faut d'abord
discrétiser la dérivée temporelle. :

On va utiliser un schéma a trois niveaux de type “sébte -mouton"
("leap-frog"). Dans ce schéma, i1 faut connaitre la solutlon aux deux
pas de temps précédents.

On utilisera la notation :
(2.1) w = A
Avec la notation (2.1) le modéle (1.5) s'écrit :

R
(2.2) SR I(yw) + - ol + 2 dw - T
e
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Les conditions aux limites sont celles &tablies dans 1'hypothése vi) :
- Glissement le long des frontiéres Nord et Sud :
(2.3a) wlN = wls =0

- Pas de flux traversant 3n (od de fagon équivalente : composante normale
de la vitesse nulle, 3 est une Tigne de courant oi 1'on choisit nulle
la valeur de )

(2.3b) lplm = 0.

- Non glissement le long des frontiéres Est et Ouest (od de facon
équivalente : composante tangentielle de la vitesse nulle ou adhérence
a la paroi)

(2.3c) ﬂ't = Iy =0

Le schéma a utiliser s'écrit :

n+l n-1
wiTte

+1 1 +1
i "

" _ -1 X
+ R J(w ) T curl T + 55 2R A(

(2.4) ' ntl _ n+l

n+l _ n+l _ _ _ _
w Ty =T g = vl =il s Sely =

avec la notation :

= w(X,y,nAt)

€
i

(2.5)
= IP(X a.ysnAt)

<
I

OlU At:= pas de la discrétisation temporelle.

On remarque que les termes de dissipation ont été traités de
fagon semi-implicite, cela pour pouvoir lier les deux suites engendrées par
ce schéma.
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Cette méthode est d'ordre deux. La nonlinéarité est traitée de
fagon explicite, ce qui fait jouer un double réle au pas de temps, qui
est & la fois un paramétre de relaxation pour la résolutipn de la partie
nonlinéaire et représente le caractére évolutif du probléme.

L'expérience montre qué} méme pour des modéles fortement nonlinéaires,
on peut toujours choisir le pas de temps de fagon a avoir la convergence
(cf. Dumas (1982), Branger (1983) et les expériences numériques qui suivent. )

NOTA
La nonlingarité peut étre traitée aussi de fagon implicite avec une
méthode du type caractéristique (cf. Pironneau (1981)).

On écrit les équations du modéle (1.5) de la fagon suivante :

R
%% - ﬁg Aw + %% = ;%-curl T-rw
(2.6) e

Ap= w

ot D := dérivée totale (ou Lagrangienne), .qui peut étre discrétisée comme
suit :

n+l n,,n : R n '
W  (X.y) - w (X(x,y)) . 0,03y _ 1 -
X3 -R—-Am + ax = . curl? ren
e
(2.7) -
A¢n+1 - mn+1 ‘

ol : X(x,y5 ty; t,) = (R2 x 10,T[) x 10,T[ ~ R?2
est la solution de :

% = u(x,y,T) 5 X(x,y3 t 5 t) = (x,y)
(2.8) |
XV (x,y) = X(x,y 3 (n+1)at 3 nat).

Cependant, 1'application pratique de cette méthode montre que les temps de
calcul deviennent trés importants, car il faut évaluer X“(x,y) pour tous
les points du maillage a chaque pas de temps.

Pour les problémes que }'on a traités, le schéma (2.4), bien moins cher,
est convergent moyennant le bon choix du pas de temps.
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IT.3 - ELEMENTS FINIS - PROPRIETES DE CONSERVATION

Les propriétés de conservation que 1'on a démontrées plus haut,
sont conservées par la solution obtenue avec la méthode 'd'éléments finis,
car,l'approximation étant interne, la solution et son approximation appar-
tiennent au méme espace de fonctions.

On considére le modéle (1.5) dans le cas ol l/Re et r sont nulles,
il n'y a pas de forcing et 1'on ne garde que la condition aux limites
(2.3b), situation analogue & celle ol la propriété 1.2.1. a été énoncée.

Les équations de (1.5) peuvent étre &crites dans ce cas dans leur
formulation faible (ou intégrale) :

(2.9) IJQ %é'vo = -R, IJQJ(w,&)vO VVo'; L2(a)
JJQ Vyvv, = Ijé;- ﬁ%-Y)vl ¥y, e Hé(Q)

La méthode de Galerkin consiste & résoudre (2.9) sur un sous-espace
de dimension finie Vs verifiant Vp, < Hé(n) c L2(9).

duy, -
ffgsf— Vi, = R, Jjgd(wh,wh)vh Y eV
JI Vo, WV = II (&h- ﬁl—-y)vh Vvh € Vh
Q Q (o - _
Soit {¢3}§=1 une base de 1'espace V- Les équations (2.10)
deviennent : .

j _fh o = J[ 3ty i) #; J= 1,0\

(2.11) &

[
1]
—

-
o
-
=

0
"y 5 = J (o - ﬁL-y)¢
ah
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PROPRIETE 2.3.1.

.

Les fonctions ;h s ¥ discrétisations par la méthode des éléments
finis de w, Y solutions de (1.5) dans les conditions énoncées

au début du paragraphe, sont telles que les quantités :

~ - 1 .2
[] 3 N0 Raqaye % = 3wl oy

sont conservées le long du temps.

Démonstration

Etant donné que Vy, < Hé(ﬂ) c L2(f), la démonstration est analogue

d celle de la propriété 1.2.1.

(1)

(ii)

N
Etant donné que R ¢j =1, car 1'espace Vh est un espace

d'interpolation 471

N dup, Bmh . )
Z ”Q”Ef b5 = ”Tf - R ”3(‘%’%)

RIM“ 0
- - w: °
(1) a0 ot “h

/

par la formule de Green, parce que la condition d'incompressibilité

est exactement vérifiée et Efg est nulle le long-de la frontiére.
ot :

Pour w, € Vh, on écrit (2.10) :

LAty = ([ b - -k [[o o050
2dtaliz(e) 7 ] 5t % T 7 R [)on Y¥neen

L]
]
~
Sy
S
[
——
3_'9
€
b

N
)

on a utilisé le méme raisonnement que dans (i).



Q
or, dw y2 s, (v, )
(R SN
Q Q N ot

puisque Yy, = 0 le long de 3 et

oY
hy _ 1 d _ h
”9 Wh V(e T HQ Vi Y = g

donc
dK dK dK
h_1 %, o dK
a " 2a 4o g =0

O

IT.4 - ALGORITHME DE RESOLUTION NUMERIQUE DU MODELE DISCRETISE EN TEMPS

Pour simplifier la notation dans ce qui suit, on notera f le forcing
di au vent dont on précisera la formulation lors des expériences numériques.
Les équations a résoudre sont :

R n
(?%E-+ 5)mn+1 - ?%— a™ 4 R, J(v",u") + 3%; =f+
e .
R .
o,.n-1,1 _rH n-1
(2.12) w1 g - )
A‘pn+1 - wn+1 a
_ 1 n+l
ntly  _ n+l; _ n+l a¢n+ C_ B
oy = lg = v Ian EY? lE " on 'w =0

On remarque que la résolution de (2.12) pose deux difficultés :
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- 11 est non linéaire, mais comme on 1'a indiqué plus haut, on traitera
le terme R, J(v,w) de fagon explicite.

- Il est de quatriéme ordre sur y et le découplage naturel, d'aprés la
définition de la fonction de vorticité, en deux problémes de deu-

xieéme ordre, 1'un sur y et 1'autre sur w, ne peut se faire a cause
des conditions aux limites le long des frontiéres Est et Ouest.

I1 est possible de résoudre directement le probléme de quatriéme
ordre (cf. conclusions ci-aprés) avec un élément d'ordre &levé, en utili-
sant des codes de calcul assez sophistiqués, mais leur mise en oeuvre
devient complexe. T

On propose ici une autre fagon de surmonter cette difficulté.
On utilise une méthode développée par Glowinski et al (1977) pour le
probléme biharmonique qui permet, d‘'une part, le découplage du probléme
et d'autre part, de le résoudre en traitant une “"cascade" de problémes
trés simples (équation d'Helmotz) pour lesquels on dispose d'outils
trés puissants. De plus, cette méthode, dite "de type mixte", permet
d'obtenir des solutions continues, autant pour la fonction de courant
w“+1 que pour la fonction de vorticité m"+1
de 1a résolution du probléme de quatriéme ordre, qui n'est normalement
résolu qu'avec des éléments qui n'ont que la premiére dérivée continue.
Remarquons qu'un élément de seconde dérivée continue doit étre d'un

degré trés évela.

» Ce qui n'est pas le cas

=

Le probléme a résoudre & chaque pas de temps.s'écriylz

omml - vau™? - gn+l
sur Q
n+l n+l
(2.13) M=
1 n+l
nel, _ nel, _ oael, _ ap™l 5y )
w Ty = e 'S =v 'an T Tan IE T |w =0

N
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ol
=l r
o= (g + )
R
voi= =2
2Re
R n
n+l, _ 0 n _ry n-1 n Ny 3w
g .—f'l'?—R-e Aw +('2"A—t‘ 2)(.0 RJ(lp )——é—i

On remarque que le découplage de (2.13) nécessite une condition
aux limites sur m"+1 le long des frontiéres Est et Ouest. Elle va étre
construite a partir des conditions sur la dérivée normale de la fonction
de courant imposées le long de ces frontiéres, avec un 1somorph1sme
adapté.

Soient H!(Q) et L2() définis par (1. 10). On appelle opérateur de
trace, 1'opérateur qui & chaque fonction associe sa valeur sur la frontiére
30 de o .

On définit Hl/z(an) comme 1'espace des fonctions de L?(3R) qui
sont 1'image, par un opérateur de trace, d'une fonction de H!(2). On note

1 2(aa) son dual et (.,. ) le produit de dualite.
soit A : H'Y/2(a0) > W/2(30) defini par :

o ;
(2.14) (Ak,u)ag = (Eﬁi’u)an Vue_'Hl/z(BQ)

ol wA est la solution de :

]

aw, =vu 0 sur @

(2.15)

On démontre (cf. Glowinski et al (1979)) que 1'opérateur A ainsi
défini est défini positif et symétrique. Ces propriétés sont numériquement
trés importantes, puisque gardées par la discrétisation, vont permettre
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d'utiliser 1a méthode de Cholesky pour inverser 1'opérateur A.

Soient wyr ¥, solutions de :

¢ awy=vhw = 9n+l sur Q
molag =0
(2.16)
My = wg sur @
) w°'an =0

Soient Az € Hl/z(an) solution de :

W ~
* = (- 0O 1/2
(2.17) (Axo.u)aﬂ = ( an’“)aﬂ Yu e H/%(50)
et A; sur les frontiéres Est et Ouest
*
A =

0 ailleurs

L'équation (2.17) est 1a formulation faible de la condltion aux
limites a calculer.

PROPOSITION 2.1

Les solutions ¢A*’ “A*’wo et w, sont telles que :

wn+l =6 +
(1] A

n+l

(2.18)
% "

|p0 + up}‘*
sont solutions de (2.13).

Démonstration

On voit facilement que :

a(w +w *)-\)(Amo-tAw)\*) = g"“
et

P 4
MygHly*) = wot w
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et que :
n+l oY oY, * YY)
Co—m) = (o) + (—osn) = (m2u)+(M* ) = 0

Vu e H/2(a0) d'apres (2.17).

n+l _ _
w lN,S = mOIN,S + wA*lN,S = 0.

n+1|

Vg = (4 Hx) g = 0

Donc wn+1, wn+1 sont des solutions de (2.14).
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111 - MISE EN OEUVRE NUMERIQUE DE L‘ALGORITHME

ITT.1 - FORME DISCRETE DE L'ALGORITHME DE RESOLUTION

On discrétise les problémes (2.14), (2.15) et (2.16) dans sa
formulation faible :

_ _ n+l ,
JIQ (ou.uoh vAwoh)vh = IJQ g v, Vvh € Vh
(3.1) IIH Awoh,vh = IJQ ©onVh | Vvh € Yh
vhlaa = mohlan = wohlan =0

Vh étant un espace de dimension finie généralement 1'espace de polynémes
par morceaux. ‘

* _ ___Qh
(Agoip)ag = (apokp)ag
(3.2)
Vi, € X, © Hl/z(an) n H“I/Z(an)

.Xh etant le sous espace constitué par les traces sur la frontiére 39 des
‘fonctions de V-

(aw, *-vAw x) v, = 0 Vv, ¢ V
IIQ A Ao b h ‘h
' AYp.x V= II Wk V ¥v, ¢V
(3.3) ]IQ My b o A h h -zh
oy#lyg = 2y hrlag = vplag = 0
h Ah

’ A; sur les frontiéres Est et Ouest

0 ailleurs .,

Les calculs des solutions des problémes (3.1) et (3.3) étant classiques,
précisons simplement le calcul de la solution de (3.2).
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Soit [“j}jgl une base de Xh, donc (3.2) peut étre écrite :

8"'oh

(3.4) >\_| (A“j?“j)aﬂ=(- —Eﬁ-,uj)ag J =‘:1,...,M

=
—

i

o0 M est le nombre de points de discrétisation de la frontiére et
M
x
i=1
En utilisant une formule de Green on peut écrire :
Y

s
_ 1
(A“i 9pj)39- ( an SUj) 30

= Vo Vu. + VTR
[, g o ] vei,

ol ;i est la fonction de Hl(Q) dont la trace est H

(3.5)

En remarquant la relation entre wu et ©, on peut écrire :
i i

(3.6) (Augoug) = ”ﬂ w, v + ngui i

De fagon tout a fait analogue on a pour le second membre :

(3.7) (- 3—:)%'1113-)3; [”Q Vg T+ ”Q‘”Oh’:j]

Si 1'on note par {Gi}§=1 une base de Vh’ 1'algorithme de résolution de
(3.1), (3.2) et (3.3) s'écrit : ’

[0.] Résoudre :

) B F
i) A Noh = .
ou
B := (bij)’ bij = a IJQ 516j - v JIQ vsivaj
Fas (f), f; i= JJan+16j

A0 représente les conditions aux limites du type Dirichlet & vérifier.
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oh C := (Cij) . cij = Ijﬂvsivcj

5 95 := kzl (Noh)k Ifnakaj

o
"

—~
[1=]

~—

avec la notation (woh)k : k-iéme composante du vecteur Noh € BII.

[1] Pour i = 1,...,M résoudre :
B 0
i) W, =

ih
A0 ti

ou : t; est égal a zéro sauf pour la composante qui correspond au

noeud i de la frontiére, oi il prend la valeur 1.
_ c 6!
1) Pin =

Ao

] _ 1
= (9) % = 2 Wik Ijgcjak

[2] Ré&soudre le systéme M x M :

I I
P lg) Ay kﬁli(pih)k Ijgvaivaj ! kil(wih)k Ilgaiaj
- - I
j tj = - kfl [(Pio)k IIQVGiV6j +(N0h)k IIQ Giaj]

(3] Résoudre

i) "
A
A h t

u

ol tx est égal a A; seuf aux frontiéres Nors et Sud od il est nul.
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A
ii) Py =
AO h 0
ol
6 @) 5 1ty ] e,

La solution est donnée par :

n+l _ I

= B (lon # W)y
ntl _ L

W= B Pon * PandiS

Remarques

Cet algorithme est trés efficace. Remarquons que la matrice C est
calculée en méme temps que la matrice B, les matrices élémentaires ne sont
donc construites qu'une seule fois. Le déroulément de 1'algorithme ne se
fait que par résolution de systémes linéaires triangulaires, car les matrices
sont calculées et triangularisées au début de 1'a]gorithﬁe.

Notons que le seul paramétre qui intervient et qui-dépend de n
(étape de résolution par rapport au pas de temps) est F. On utilise donc
les matrices déja triangularisées et la matrice A déja constru1te et facto-
risée pour les étapes suivantes . '

Le coit par itération temporelle est calculé de la facon suivante :

Etant donné (mz-l’ wh ), (mh,wh) le calcul de (wn+1’ WE+1) coute :

i) Etape [0]

- Remontée de deux systémes de I x I

ii) Etape [2]

- Remontée de deux systémes de N x N ou N est le nombre des points
de discrétisation des frontiéres Est et Ouest, sur les (M-N) points
qui restent A; est nul.
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iii) Etape [3]

- Remontée de deux systémes de I x .

Ainsi, un pas de temps coute la remontée de 4 systémes triangulaires
de | x I et de 2 systémes de taille inférieure strictement a M. (normale-
ment M << ).

I1 faut en plus considérer 1'investissement initial de la construc-
tion et triangulation des matrices B et C, puis de la matrice A (deux fois
le nombre de points sur les frontiéres Est et Ouest de remontées d'un
systéme de I x [). '

On remarque que par rapport & un modéle avec glissement (cf. Dumas
(1982)), on remonte deux systémes de I x | et la matrice A en plus. Si 1'on
considére que usuellement la dimension de la matrice A est de 1'ordre de
5310 % de I, on double & peu prés le temps de calcul par itération , par
rapport au modéle analogue, mais résolvant une condition de glissement a la
frontiére. On peut ainsi affirmer que le modéle développé dans ce mémoire
reste dans des ordres de grandeur de codt raisonnable. Remarquons que
1'investissement que représente la construction de la matrice A devient de
moins en moins important au fur et a mesure que 1'on a a traiter des modéles
plus fortement non linéaires et instationnaires, compte tenu du graﬁd
nombre d'itérations a& faire. Pour 1'exemple non linéaire présenté plus Toin,

=

on arrive & moins de 5 % du temps de calcul (cf. paragraphe suivant).
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3.2 - VERIFICATION DE LA PRECISION DU MODELE

- - o 00 -V o o o - - - —— - - " o

Pour étalonner les performances de notre modéle, on dispose d'une
solution analytique approchée (Munk (1950), Pedlosky (1979)) dans le cas
lindaire.

Considérons la version linéaire et stationnaire de (1.5), (le terme

R, J(wn,wn) est négligé et %% est nul) :

R
- ﬁg Vhy + %% = f (x,y) sur @
e

(3.-8) £ = 3elw = ¥]on = O

Q = 10,L[ x 10,1

Munk (1950) et Pedlosky (1979) ont obtenu des solutions approchées
de (3.8), en négligeant les termes de grandeur inférieure - ou égale .a
1'épaisseur de la couche Timite.

Ainsi 1'erreur de 1a solution obtenue est bornée par une quantité
connue. .

Les solutions de Munk et Pedlosky sont trés voisines et pratique-
ment on peut les assimiler d& la suivante : B

1 .
. : - —2— kx 7 3 3 v
¥(x,y) = -LKsinmy[k e cos (%= kx +? )+

+1 - ﬁ%—(kx-e-k(L-x)-l) ]
(3.9) < '

qui est une approximation d'ordre FQ de 1a solution du probléme (3.8)
e
s

lorsque le forcing di au vent est pri €égal & -sinmy.
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La solution (3.9) est trouvée en appliquant a (3.8) une méthode
de séparation de variables et en résolvant de fagon approchée 1'équation
différentielle ordinaire d'ordre 4 qui en résulte (cf. Munk (1950)).

Notons que 1'on trouve une forme trés proche de (3.9) en divisant
! en trois parties et en introduisant pour les deux bords Est et Ouest
des coordonnées locales. Au milieu du bassin on considére valable la
relation de Svedrup (cf. Pedlosky (1979)).

- e o n  ——— OF O e M W 4% G W B0 TR CD OO Bn w50 B e G ™ D G b = . = o o

On a utilisé pour tous les’ essais numériques un &lément classique
de Lagrange de degré un. Ce choix est did au fait que les ‘temps de caléu]
pour des éléments de degré deux deviennent grands, et que la précision
que 1°'on obtient avec des éléments de degré un est déja satisfaisante
pour les expériences test que 1'on a réalisé.

Les triangulations - utilisées sont trés denses sur la cote Ouest,
car 1a solution a une variation trés forte dans cette zone.

On résout le modéle dans le cas r = 0, c'est-a-dire, sans frottement
de fond, la dissipation est faite par viscosité latérale, comme dans (3.8).

Etant donné 1'existence d'une veine de recirculatioh a ]'8uest du
bassin dont la largeur dépend de la racine cubique du quotient RQ

(voir 1.6), 1'une des difficultés du probléme est la bonne repré?entation
de la solution dans cette couche limite.

Remarque
Dans tous les cas on calcule :
(3.10) "mn+l“i2(9) ensirophie potentielle et

(3.11) %‘“¢"+l”zl(n) énergie cinétique, intégrales caractéristiques
0 des mouvements dans le bassin.



11.30

Les identités :

1
1 d  n+l,2 _ n+l st
(3~12) 7 dt ”w ”LZ(Q) = IIQ w 3t
et
1
1 d n+1;,2 _ ntl _ oyt
613 gy I N g - ”va T

permettent d'affirmer que ces deux quantités deviennent stables a 1'état
stationnaire.

Pour présenter synthétiquementles résultats noué nous limitons aux cour
bes d'&nergiecinatique et d'enstrophie potentielle intégrale en fonction
de temps et aux courbes de niveau de la solution & quelques pas de temps
de fagon a pouvoir observer son évolution. |

Afin de tester la précision de notre méthode on a pris les valeurs
suivantes :

R
2= 2.7 %107
e
At = 8.4
(3.14)
roo=0
Q = 10,112

On présente sur la figure 3.1 1la triangu]arisatibn utilisée, dont on
remarque la densité supérieure du c6té Ouest ol se situe la veine de
recirculation.

Les courbes d'énergie cinétique et d'enstrophie potentielles sont
présentées sur les figures (3.2) et (3.3); on remarque que la solution qprés
plus de 400 unités de temps (1 u.t. = (BL)'I, 7 heures environ, cf. intro-
duction) n'est pas encore la solution du probléme stationnaire, ceci est
di a T'existence d'une onde de Rossby engendrée dans la phase de spin-up
du mouvement qui n'est pas encore amortie.
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Dans ce paragraphe, nous nous intéressons & la précision des résultats
obtenus, on donnera une explication détaillée du phénoméne de spin-up
dans le paragraphe suivant.

Les courbes de niveau des solutions et leur profil pour y = 0.5
< x < 1 comparé a la solution stationnaire sont tracés sur les figures
-4 a 3.12.

On remarque que sur la couche limite les dedx solutions sont trés
proches, ce qui confirme la précision de notre solution numérique car (3.9)
est calculée de fagon a ce qu'elle soit trés proche de la solution exacte
sur la couche limite. Ailleurs, étant donné 1'onde de Rogsby non amortie
notre solution oscille autour de la solution stationnaire pour converger
vers elle.

€0 00 0 @n G5 wn et et e v O 0 e e o e e Be e s e D o D T e D > e e 0 Sm S 2w = o M e e a0 > e o

On considére les valeurs des paramétres suivants :

0 -5
= =6 x 10
Re
. r:o
(3.15)
At = 2
Q = 10,3f x 10,1[.

La figure (3.13) présente la triangulation, elle garde les mémes
caractéristiques que celles de la figure (3.1), mais cette fois on a
divisé le domaine en trois sous-domaines pour pouvoir faire décroitre
de fagon continue la taille des triangles.

Les courbes d'énergie cinétique et d'enstrophie potentielle sont
présentées sur les figures (3.14) et (3.15). On remarque que dans ce cas
la solution oscille beaucoup moins au cours du temps, a la fin de notre
simulation, elle est nettement plus proche de la solution stationnaire que
dans le cas de la solution sur un domaine carré.
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Les courbes de niveau des solutions et leur profil pour y = 0.5,

0 < x < 3 sont tracées sur les figures 3.16 a 3.20. On remarque la bonne

précision obtenue dans ce cas sur la couche Timite et ailleurs, la faible

oscillation de la solution autour de la solution stationnaire di, comme

auparavant, a la présence d'une onde de Rossby non amortie.

ITI.3 - TEMPS DE CALCUL

Dans le but de comparer quelques unes des méthodes possibles pour

intégrer le modéle précédemment exposé, on donne dans ce qui suit les temps

de calcul identifiés sur 1'ordinateur HB-68 du Centre Ihteruniversitaire

de Calcul de Grenoble (C.I.C.G.).

Les codts de calcul de 1'algorithme proposé au paragraphe 3.1 et
présentés ici sont seulement indicatifs car ils dépendent naturellement

des ordinateurs et de 1'efficacité des programmes utilisés.

Nombre d'incon-|Nombre total|Triangulation|Construction Temps

< nues sur - tes d'inconnues |des matrices de la moyen

Maillage frontiéres Est (lag 1) BetC matrice par
et Ouest (cf. 3.1) A itérati

Calcul de
wl !
???gfrg?gg}es 57 402 40 sec. 951 sec. 45 sec
650 triangles

(fig. 3.1) 38 360 30 sec. 698 sec. 41 sec
200 triangles 34 289 20 sec. 476 sec. 33 sec

(fig. 3.40)

Les temps de calcul sont les mémes pour les cas lindaires et nonlinéaire
car on résout explicitement 1a nonlinéarité. Le calcul de‘](wn,m") n'entraine
pas de travail supplémentaire, car les dérivées doivent étre toujours
calculées méme dans le cas linéaire.
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Bien que le nombre total d'inconnues soit assez modéré, on
peut affirmer que 1'on a déja une bonne résolution sur la veine de recir-

=

culation a 1'Ouest.

Remarque
Le probléme :

' R
é% (ay) - ﬁg vy + g% = f(x,y) sur @
e

(3.16)
:-a-.i :M = - =
¥|an = snlE = Snlw = 8|y = de|g = 0

peut étre résolu avec la méme discrétisation temporelle, mais avec un
élément d'argyris de degré 5 (cf. Poncet (1979) pour 1a description de
1'élément). ‘

L'expérience de cette méthode nous a donné des temps de calcul
de 1'ordre de 120 sec. par itération pour 266 inconnues au total.
L'implémentation de cet @lément &tant difficile, on a utilisé un code
général (cf. Poncet 1980) ce qui a pénalisé cette facon de résoudre.

Un approfondissement de 1'&tude de la mise en oeuvre de 1'algorithme
nous améne a penser qu'un programme amélioré pourrait diviser les temps
‘de calcul par un coefficient proche de deux. Mais i1 semble que la dif-
ficulté et 1'encombrement de mémoire des programmes, plus des temps de
calcul assez importants rendent cette derniére méthode impratiquable

sur des exemples réels.

I11.4 - APPLICATION A LA RESOLUTION DU PROBLEME NONLINEAIRE
(bassin _carré) POUR UN VENT DE TYPE -sinux sinmy.

bt R e e L TS "R et g

Dans ce paragraphe on considére le forcing :

(3.17) f(x,y) = -sinnx sinmy 0<xs1
0<sy=x<1
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et les valeurs des paramétres :

R

0 -5
5 = 2.7 x 10
Re
At = 8.4
(3.18)
r =0.
Q = 10,1[2

On a utilisé la triangulation de la figure 3.1. Cette simulation
concerne comme précédemment une cellule de circulation énticyc]onique avec
une accélération sur le bord Ouest et un courant de retour qui envahit
tout le domaine.

Les courbes d'énergie cinétique et d'enstrophie potentielle globales
tracées sur les figures 3.21 et 3.22 révélent le comportement oscillatoire
de la solution que nous avions déja noté précédemment. Ces oscillations
sont dues & la présence d'ondes de Rossby dans le bassin, engendrées pen-
dant la phase de spin-up, et dont 1'amortissement est trés lent. Ces ondes
se présentent sous la forme de cellules de circulation alternativement
positives et négatives de taille successivement croissante puis décrois-
sante, envahissant tout le bassin et se propagent d'Est en Ouest.

(cf. Pedlosky (1979)). (cf. Figure 3.23)

L'évolution de 1a solution globale du prob1éme en fonction du
temps peut ainsi s'interpréter aisément : on observe sur. la figure 3.24
a présence d'une faible cellule cyclonique dans 1la partle droite du
bassin correspondant & 1'amorce d'une cellule positive de Rossby, telle
- que nous 1'avons décrite sur nos schémas ci-aprés. Sur la figure 3.25
les valeurs de la fonction de courant diminuent dans la partie ouest du
bassin, car cette cellule cyclonique qui était dans la partie droite du
bassin est entrée dans la partie gauche. Sur la figure 3.27, au contraire,
1a cellule principale retrouve son niveau d'énergie de la figure 3.24, car
une cellule négative de Rossby occupe toute la partie ouest du bassin et
accélére la circulation générale.
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Notons que 1'adhérence a la paroi que nous imposons ici introduit
une dissipation d'énergie importante le long de Ta frontiere ouest ; un
probléme analogue, mais comportant une condition de g]1ssement aux parois
a été traité par Dumas (1982) dans les mémes conditions de vent et de visco-
sité latérale : on observe dans le cas traité par Dumas que 1'énergie ciné-
tique globale dans le bass1n est deux a trois fois plus forte que dans
notre cas.
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3.4.2 - Probléme non linéaire

Considérons 1'exemple nonlinéaire suivant :

R

o _ -5 _ -4
- 2.7 x 10 Ro =9 x 10
e
r =0
(3.19)
At = 0.75
Q = 10,112

La résolution est faite sur la triangulation de 1a figure 3.1.
Sur les figures 3.30 et 3.31 sont tracées les courbes d'énergie cinétique
et d'enstrophie potentielle globale:elles oscillent avéc une périodicité
évidente, qui est celle du premier mode des ondes de Rossby décrit au
paragraphe précédent. (On peut remarquer par ailleurs, quelques petites
oscillations dues au schéma "leap-frog").

La figure 3.32 présente les courbes de niveau au premier max imum
d'énergie, i1 s'agit de 1a mise en route ('spin-up') du systéme. La solu-

tion ressemble & celle du probléme linéaire : on voit une cellule de
recirculation anticyclonique avec une couche limite a 1'Ouest du bassin.
La solution n'est pas stationnaire et sur cette figure .on remarque en

particulier 1'amorce d'une cellule positive de Rossby a " 1'Est du bassin.

Sur la figure 3.33 solution & 56,25 u.t., la cellule positive de
Rossby a envahi le bassin freinant ainsi la circu]ation générale induite
par le vent. On observe par ailleurs, un dep]acement du centre de la cel-
lule anticyclonique vers le Nord.

Sur la figure 3.34, solution & 78,75 u.t., une nouvelle cellule
positive de Rossby apparait a droite.

Sur Ta figure 3.35, solution a 108,75 u.t., on retrouve une confi-
guration semblable & la figure 3.33 mais le centre de la cellule principale
de circulation anticyclonique est maintenant dans le coin Nord-Ouest du
bassin. Notons le développement d'une couche limite dans ce coin.
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A la sortie de cette cduche lihite, 1'écoulement est dévié vers le Sud
avant de retrouver une dynamique d'équilibre du type Sverdrup (cf. Equa-
tion 1.3) ; c'est un effet caractéristique de la nonlinéarité de 1'écou-
lement dans ce type de circulation. |

Nous présentons a titre d'illustration sur les figures 3.36 et
3.37 les solutions aux deux extrémes suivants d'énergie cinétique :
au temps 138,75 u.t., voisin du maximum d'énergie cinétique dans le
bassin, 1a cellule négative de 1'onde de Rossby accélére le mouvement
anticyclonique imposé par le vent ; au temps 168,75 u.t., au contraire,
une cellule positive de Rossby a envahi tout le domaine et freine 1'écou-
lement.
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ITI.5 - APPLICATION A LA RESOLUTION D'UN PROBLEME DE CIRCULATION

SUR UN BASSIN RECTANGULAIRE AVEC UNE STRUCTURE DE VENT
A PLUSTEURS CELLULES

Dans ce paragraphe on a considéré le forcing :

IA
w

(3.20) f(x,y) = -sinwx sinmy 0 <

o
IA
< =
IA
—

visualisé sur la figure 3.39.

On remarque qu'il s'agit d'un forcing qui présente trois cellules
sur le domaine, celles des extrémes dans le sens anticyclonique (-) et
celle du milieu dans le sens cyclonique (+). Sur toutes les figures les
centres de rotations de ces forcings sera matérialisé par un T.

Nous prenons les paramétres suivants :

R
0 -5
=6 x 10
Ry
(3.21) r=0
At = 2.
Q = 1093[ X 1091[-

FIGURE 2.29
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On a utilisé la triangulation de la figure 3.40 pour la résolution
numérique du probléme. Les courbes d'énergie cinétique et d'enstrophie
potentielle ont &été tracées sur les figures 3.41 et 3.42. Comme précédem-
ment on note le caractére oscillatoire de la solution qué nous allons
analyser.

Sur la figure 3.43, solution & 190 u.t., on voit - le développement
engendré par les 3 forcings, de 3 cellules de circdlation dont 2 anti-
cycloniques et 1'autre cyclonique. Les deux cellules anticycloniques sont
sensiblement de méme intensité, tandis que la cellule cyclonique est beau-
coup plus faible. Les cellules de droite doivent se. deplacer vers 1'Ouest
puisque nous sommes sur un g-plan (terme -1 de 1'équation, cf. chapltre
d'introduction).

La cellule de recirculation cyclonique va venir se dissiper vers
1'Ouest du bassin et atténuer, pendant quelques temps, la circulation anti-
cyclonique.

La cellule anticyclonique de droite, elle,se déplace progressive-
ment sur le forcing cyclonique, elle perd de son intensité et empéche la
cellule du centre du bassin de se développer de fagon notable ce qui
explique la différence d'intensité des trois cellules.

On constate effectivement sur la figure (3.44), solution a 198 u.t.,que
les centres des deuxiéme et troisiéme cellules se sont déplacés vers 1'Ouest
du bassin, la deuxiéme pénetre dans la zone du premier forcing, son inten-
sité diminue et elle ralentit 1a premiére cellule. La troisigme cellule
commence a entrer dans la zone du deuxiéme forcing et son intensité dimi-
nue donc. On note par ailleurs, sur le bord Est du bassin, une faible
circulation cyclonique, qui doit correspondre & la présence d'une onde de

Rossby.

Sur la figure (3.45), solution & 206 u.t., la situation reste
semblable, la troisiéme cellule diminue en intensité, car elle devient
centrée dans la zone du deuxiéme forcing, qui est cyclonique. On observe
que cette cellule devient dissymétrique & cause de 1'onde de Rossby qui la
poursuit sur la droite. La cellule cyclonique, elle a presque disparu -
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Sur la figure (3.46), solution & 214 u.t., la troisiéme cellule
qui se trouvait sur la figure 3.45 au centre du domaine a presque entié-
+ rement disparu , on remarque par ailleurs, 1'apparition d'une nouvelle
cellule dans la zone du troisiéme forcing. '

Sur la figure (3.47), solution & 222 u.t., on observe que les deux
cellules anticycloniques reprennent de 1'intensité et on_remarque que la
cellule cyclonique centrale est a& nouveau excitée.

Sur la figure (3.48), solution a 230 u.t., on retrouve les mémes

caractéristiques de la solution qu'a 190 u.t. Nous avons décrit un cycle
complet. '

IT1.6 - COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES

Plusieurs méthodes ont &té développées dans le cadre des diffé-
rences finies pour résoudre ce méme probléme. Nous allons briévement
en rappeler quelques traits essentiels avant de les comparer a notre
propre méthode.

R DD MR 6 D Sn e €3 e €D W G OB S G - B < T Gm o BB R S B b O > €O e %S ew e OB o o D W0 4D oo e o s @t o e > W o 08

E T P T T T LR T P aad

La condition aux limites sur la fonction de vorticité aux fron-
tiéres Est et Ouest est obtenue & partir de 1a condition sur la fonction
de courant de la fagon suivante : - ’

On considére un développement Vimité de Taylor de la fonction de
courant sur 1a frontiére en un point de maillage régulier de pas aX, la
frontiére étant paralléle a 1'axe des ordonnées.

On développe 1a valeur de 1a fonction de courant sur le premier
point intérieur de la ligne j, autour du point frontiére :
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- 1) (8X)2 (2%
(3.22) Vo = byt X ()t (sz)lj

3 53
I LG NRIE
X

Les conditions aux limites sont traduites par wlj =0 et (%%)lj =0,
on trouve donc que 1'on peut approcher la vorticité w, réduite a

0%y 5 )
sur la frontiére , par :
3x
2
(3.23) w = Vo s
(ax)? 4

Ce développement n'est valable que pour des maillages réguliers
sur des rectangles : on obtient une approximation de premier ordre de la
valeur de la frontiére et suppose une suffisante régularité de la fonction y.

Pour résoudre alors le probléme découplé, on utilise la fonction de
courant calculée a 1'étape nAt pour avoir une condition aux limites pour le
calcul de la fonction de vorticité au pas (n+1)At.

Cette fagon d'approcher la vorticité au bord raméne le probléme a
la résolution des équations de type Helmotz et Poisson.

S e e e e e e S s G e S o e o e - - - - - s o - - - -

O o 00 0 o d e > > e 0 O G = e S - o - " -y .

Méthode de surrelaxation

En différences finies, les méthodes pour résoudre le probléme posé
sont nombreuses, la plus générale, mais aussi la moins efficace, est la
méthode de surrelaxation. Elle est trés facile & mettre en oeuvre sur n'im-
porte quelle géométrie de domaine et 1'on peut utiliser des maillages '
adaptés ; mais elle est lente a cause des difficultés, dans le cas général,
de détermination du paramétre de relaxation et de 1a solution de départ
de chaque itération, la solution atteinte peut par ailleurs, dépendre du
critére d'arrét choisi. (Notons que des versions vectorielles de cette
méthode sont actuellement développées).
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Cette méthode est aujourd'hui la seule applicable de fagon
opérationnelle pour traiter des domaines dont les frontiéres sont
complexes. ’

Cependant,sont actuellement a 1'étude des méthodes avec “caches"
qui devraient permettre de traiter avec des méthodes trés efficaces,
comme celles que 1'on va décrire maintenant, des domaines a frontiéres
irréguliéres.

Méthode spectrale

Si 1'on développe & chaque pas de temps la fonction de vorticité,
la fonction de courant et le second membre des é&quations en série de
fonctions orthogonales formant un systéme complet et on injecte cette
décomposition dans les équations discrétisées temporélement, on obtient
des relations algébriques entre les coefficients des séries. Il s'agit en
fait, d'un systéme linéaire a diagonaliser, dont les inconnues sont les
coefficients de la série de la solution.

Cette méthode est précise mais elle n'est applicabfe que sur

des domaines carrés. Par contre, elle permet d'utiliser des termes de dis-
sipation plus complexes (cf. Haidvogel et al (1980)).

Méthode de réduction cyclique

Une méthode trés efficace est la suivante : (cf.‘Branger (1983),
Hockney (1971)). (Méthode mixte "Réduction-cyclique, Transformée de Fourier
Rapide").

Considérons 1'équation :
Au - A= f sur un carré

(3.24)
u connue sur la frontiére, 1 constante, f forcing.
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et un maillage régulier du domaine :

(3.25)

x
|
1]

=

Le systéme d'équations discrétisées pour les noeuds intérieurs

du domaine s'écrit :

(3.26) u;_p * A uj + Ujpp = qj 2<jx<N
ou : uj = (”ij) i=1,...,N
q; = (qij) i=1,...,N
1 sij =
A := (aij) i, =1,...,N a5 = -(4+)) j=
0 dans d'

Etape 1 - On transforme (3.26) de fagon & éliminer aj-l’ uj+1, on

- a2y - _ax
(3.27) Ujp * (2I-A )uj + Ui a3

Y ok . — -
ou : qj = qJ._1 A‘Qj + qj+1’
Nous allons résoudre (3.27) qui a deux fois moins d'équations (et

nues) que (3.28).

Etape 2 - Supposons N pair. Le développement en série de Fourier de u..

s'écrit :
=Lloe s lye i c 2vki
Ui 52 Yo5 * ?’uN-lj( 1) + (o (ukj cos St
S sin 2wki
(3.28) g, sin 2

.i
autres cas

obtient :

d'incon-

1

+
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N-1 .

c ._ 2 2uki

Ui T NET LI Yy C08 o
i=1

N-1 .

s ._ 2 2uki

“ki TWT R Mg SRS

On fait un développement analogue pour q;j. q?? et q:;- Cette transfor-
mation est linéaire et elle n'implique aucune troncaqion.' /

Etape 3 - On met (3.28) dans (3.27) et 1'on obtient :

c c C c _ Ck%
Yki-2 T Mk Ukg T Ykgez = 9
(3.29)
S S .S S _  S*k%
Yi2 t Mk Ykg t Ykie2 = %
J pair 1 k= ﬂ%l;
Ai, AE sont des valeurs propres de A dont les fonctions propres sont

uﬁj et ufj. Par exemple pour A = 0 (équation de Poisson) :

(3.30) N = -2 (8-8 cos &% 4+ cos )

Etape 4 - On élimine “ﬁj-z et “§j+2’ “;j-z et u§j+2 de la méme fagon qu'a
1'étape 1. '

Etape 5 - On recommence 1'étape 4 jusqu'ad ce que le systéme soit réduit
a une seule équation & une inconnue.

Etape 6 - Par substitution et en remontant tous les systémes on en déduit
les valeurs "Ej et “zj qui permettent de reconstituer les valeurs de la
solution aux noeuds de 1a maille grace aux équations (3.28),

On effectue en tout logeréductions. Hockney (1971) démontre que 1le
coit des ,algorithmes est proportionnel a N° + logzN.
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Remarquons que la clé de cette méthode est 1'utilisation des
fonctions propres de 1'opérateur (a-AI) sur un carré. Donc, les extensions
a domaines non simples n'est pas évidente et un traitement semi-implicite
des termes de Coriolis rendrait nécessaire la résolution de (3.24) avec a
non constant ce qui est impossible, car i1 faudrait connaitre les fonc-
tions propres de (a-AI) dans ce cas.

Cette méthode est donc trés efficace, mais trés particuliére.
Elle utilise les fonctions propres de 1'opérateur. Pour les détails de
calculs et de 1'implémentation, voir Branger (1983)).

- e e e . - - o - - O o o e o o o o o o et e o e o e o e o e o - . - e - = o o

A titre comparatif on peut citer les résultats obtenus par Branger
(1983) avec des méthodes des différences finies pour le méme type de pro-
bléme que celui traité ici et sur le méme ordinateur.

Avec 1a méthode de surrelaxation pour une discrétisation de la
veine de recirculation Ouest similaire & la notre (maillage 40 x 40),
on obtient des temps moyens de calcul de 21 secondes par itération qui
sont du méme ordre de grandeur que pour notre méthode (cf. paragraphe III.3).

Par contre, avec la méthode de réduction cyclique que 1'on vient
de décrire, on obtient avec la méme discrétisation des temps de calcul de
2,6 secondes par itération (dix fois moins que la méthode de surrelaxation).
Du point de vue de la précision, pour une discrétisation;équivalente le
long de Ta frontiére Ouest du bassin, les résultats des..méthodes des dif-
férences finies que nous avons testées sont semblables aux notres. Toute-
fois notons que pour le calcul de 1'énergie cinétique et de 1'enstrophie
‘potentielle, les intégrales sont mieux calculées en &léments finis, car
1'approximation de la solution est lingaire par morceaux dans ce cas, tandis
qu'en différences finies elle .n'est que constante par morceaux.
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CONCLUSIONS

Ce travail vient compléter celui entrepris par Dumas (1982) et
Dumas et al (1982) pour démontrer la faisabilité des méthodes d'&léments
finis pour intégrer sur des domaines de géométrie complexe, le probléme
typique de la circulation générale de 1'océan induit par 1‘action des
vents moyens. Notre contribution a été, au travers de ce mémoire, de
présenter une méthode permettant d'introduire dans le modéle aux &léments
finis précédemment développé, une condition de non g]lssement le long
des frontiéres Est et Ouest du domaine modéliseé.

Comme nous 1'avons noté, 1'introduction de cette éondition de non
glissement complique considérablement le probléme : 1a solution que nous
proposons permet de résoudre cette condition de fagon "exacte" (formula-
tion faible), contrairement a toutes les méthodes de différences finies
- utilisées classiquement, qui reposent sur une approximation de premier
ordre de cette condition.

Pour résoudre le probléme comportant une condition de non glisse-
ment aux frontiéres, la méthode proposée conduit a doubler le temps de
calcul observé antérieurement par Dumas (1982) pour intégrer un probléme
analogue mais ne comportant qu'une condition de glissement le long des
parois. Cette méthode est donc abordable et comparable aux-autres méthodes
plus classiques du type différences finies.

A 1'issue de ce travail, nous disposons donc d'un modéle opération-
nel reposant sur des techniques aux &léments finis, pour traiter le pro-
bléme classique des circulations océaniques engendrées par le vent (en
approximation barotrope pour 1'instant). )

L'intérét primordial de cette méthode est de permettre d'intégrer
«ce type de probléme dans des bassins de geéométrie complexe en raffinant le
maillage dans les zones ou la solution présente de forts gradients.

Notons que te modéle présenté dans ce mémoire, doit pouvoir &tre
étendu au cas d'un bassin de profondeur variable, les techniques de

racnlutinn wactant lac midmace
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RESUME

Dans la premiére partie de ce travail on présente
des méthodes numériques pour résoudre 1'équation de
convection-diffusion et on propose une méthode qui raméne
le prob]éme a une formulation symétrique qui permet de
traiter les cas de faible viscosité. Les problemes unidi-
mensionnel, bidimensionnel stationnaires et unidimension-
nel non stationnaire sont abordés.

La deuxiéme partie est consacrée a la résolution
d'un modéle test de circulation océanique aux latitudes
moyennes dont le mouvement est di au vent. On introduit
une condition d'adhérence aux parois Est et Oluest qui
représentent les cdtes terrestres. On utilise une méthode
d'élements finis qui permet de résoudre le modéle comme
une "“cascade" des problémes trés simples. On compare avec
des méthodes de différences finies du point de vue de la
précision, du colt de calcul et de 1'applicabilite.

MOTS-CLES : Equations de convection-diffusion, circulation

océantique, éléments finis mixtes.
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