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INTRODUCTION

Dans la littérature consacrée aux systémes déterministes
a temps discret,on trouve depuis assez longtemns des &tudes portant
sur des modéles non-linéaires dits modéles bilinéaires ou réguliers
(cf. A. ISIDORI (1973) ,R.R. MOHLER (1973) ,T.J. TARN et al (1973) ,
T. GOKA et al (1973) ,M.E. EVANS and D.N.P. MURTHY (1977,1978) ,D.N.P.
MURTHY (1979) ,Y. FUNAHASHI (1979),...).Ce n‘est que plus récemment
que,dans la littérature concernant les séries chronologiques,les
statisticiens se sont intéressés a certains analogues stochastiques
de ces modéles déterministes ( cf. C.W.J. GRANGER and A.P. ANDERSEN
(1978) ,T. SUBBA RAO (1978,1979) ,T.D. PHAM et L.T. TRAN (1980,1981),
D.F. NICHOLLS and B.G. QUINN (1980,1981 a),hb),1982) ,M.M. GABR and
T. SUBBA RAO (1981),D. GUEGAN(1981) ,E.J. HANNAN (1982),B.G. QUINN
(1982),...) | |

Dans ce travail nous étudions quelques modéles bilinéaires
de systémes dynamiques &8 temus discret,issus soit de l'analyse des
systémes soit de 1l'analyse des séries chronologiques,d'abord dans
leur version déterministe puis dans leur version stochastique.Dans
le cas déterministe nous nous intéressons en particulier aux pro-
priétés de contrdlabilité,d'observabilité et d'identifiabilité
partielle de l'entrée.Dans le cas stochastique nous examinons princi-
palement le probléme de l'existence d'un processus d'état station-
naire,celul de 1'inversibilité du processus observé ;nous abordons
aussi les problé&mes de nature statistique :fiitrage et estimation
de paramétres.Nous envisageons enfin certains liens entre des pro-

blémes de nature déterministe et d'autres de nature probabiliste
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Dans le premier chapitre nous présentons le cadre 4d'étude
que nous avons retenu pour des modéles de systémes dynamiques a
temps discret en illustrant les propriétés abordées par l'exemple
du cas d'un modéle linéaire.Le deuxiéme chapitre est consacré a 1°'
étude d'un modélé ol 1l'entrée est unidimensionnelle et agit & la
fois de mani&re multiplicative et de maniére additive sur 1l'état du
systéme.Dans le troisiéme chapitre nous considérons un modé&le ol la
nouvelle entrée 3 chaque instant agit additivement,l'entrée a 1'
instant antérieur restant orésente et ayant uné action multiplicativ
Dans le quatri®me chapitre nous examinons un modé&le ol l'entrée est
bidimensionnelle,l'une de ses composantes agissant de facon multipli

cative et 1l'autre de fagon additive.

A cette présentatiqn , gui suit la »nrogression de notre
\
travail,il aurait été possible et peut-étre préférable de substituer

une rédaction qui tienne compte du fait que les modéles que nous

étudions sont tous du type

Y. = AY + BY, .ul + Cui

t t-1 t-1"t

X, = HY,_ ,
la particularité de chacun correspondant & un choix d'hynothéses

1 2
£ r %) -

d'illustration dans le premier chapitre apparait comme le cas parti-

concernant les entrées ( u Le modéle linéaire servant

culier ol u1 = 0 ; dans le modéle du deuxiéme chapitre les entrées

t
. 1 2 . . s
sont soumises aux contraintes u, = u, i dans celui du troisiéme

elles satisfont aux contraintes ué = ui_l ; dans le modéle du

quatri@me chapitre les entrées sont libres .
Dans cet esprit nous aurions pu envisager avec une certaine unité
1'6tude des différents modéles,en particulier en ce qui concerne les

versions stochastiques de ceux des deuxiéme et quatriéme chapitres.
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La présentation que nous avons cholsie a l'inconvénient de masquer
en partie cette unité et de conduire a certaines redites.

Elle présente aussi quelques avantages : elle nous vermet de bien
situer chaque modéle dans son contexte bibliographique et autorise

une lecture indépendante de chaque é&tude.






CHAPITRE 1

SYSTEMES DYNAMIQUES A TEMPS DISCRET :

LE CADRE DE L'ETUDE ET L'EXEMPLE DU CAS LINEAIRE

Nous nous intéressons a des systémes dynafnlques, évoluant en
temps discret, décrits par des modéles “en représentation d'état" c'est-a-

dire par des équations d'évolution et d'observation de la forme suivante

<
1l
%3
]

*
f(Yt-l ,ut) st eEN Y0 donné f(Yt-l ,ut)
(1) ou (1) ; LEXR

g(Yt) ;t €N g(Yt)

>
i

>
il

. [ et g sont des applications mesurables de Rerd dans R’ et

de R" dans R respectivement ;

. Yt représente 1'état r-dimensionnel (i.e Yt € Rr) du systéme a l'instant t ;

u, représente l'entrée‘ d-dimensionnelle (i.e ug € Rd) agissant sur le

systéme a4 l'instant ¢ ;

. Xt représente la sortie observée du systéme a l'instant t dont nous

supposerons systématiquement qu'elle est scalaire.

Notons qu'il s'agit de modeles de systémes autonomes dans la mesure ol
les applications f et g ne dépendent pas explicitement du temps t .
Deux situations se présentent selon que l'entrée du systéme est déterministe

ou stochastique



si pour tout t , ut est un vecteur déterminé et la suite (Yt) est dé-

terministe, le modéle est dit déterministe ;

. si (ut) est une suite de vecteurs aléatoires (que nous supposerons alors
définis sur un méme espace probabilisé (Q,a,P) , centrés et de méme
loi possédant une matrice de covariance) 1'évolution du systéme est aléa-

toire et le modéle est dit stochastique.

Dans ce chapitre nous nous proposons de présenter le cadre de 1'étude que
nous envisageons dans les chapitres suivants pour des modéles non linéaires
particuliers, en illustrant les propriétés abordées par l'exemple du cas d'un .

modeéle linéaire du type

*
— . ° A - +
Yt AYt—1+ Cut ; te€IN ; YO donné Yt AYt-l Cut
(2) ou (2') st €%
xt=HYt st €N | xt=HYt

od A et C sont des matrices d'ordres rxr et rxd respectivement -

et H un vecteur ligne 1Xr

Remarquons que ce modeéle recouvre par exemple la situation d'une sortie

scalaire décrite a chaque instant t par

ol (vt) est une suite de réels. En effet (Xt) peut se représenter comme

l'observation dans un modéle du type (2) ou 1'état r-dimensionnel

Yt = ( Yt,l ""'Yt,r )' défini par :

Ye,1 = %

: r r

Yy = jikaj Xerko1-9 * jikbj-l Verkeq ¢+ K= 2eeeeiT

évolue selon l'éguation



al 1 ‘.J ¢ e e 0 bo
a, 0 .. i b,
Yt = . . e e o Yt—l ~ + ) vt
. . . l .
ar 0 * L] L] . 0 | br_l_

I'équation d'observation étant

Xt = HYt

oi H est le vecteur ligne 1 xr : H=(10...0) .

Pour les modéles déterministes nous nous intéressons en particulier aux
propriétés de controlabilité, d'observabilité et d'identifiabilité partielle de

l'entrée.

Pour les modeéles stochastiques nous nous proposons principalement d'étudier

le probléme de l'existence d'un processus d'état stationnaire vérifiant 1'équa-
tion d'évolution et de cex.:talns de ses moments , le probléme de l'inver-
sibilité du processus observé, celui du filtrage de 1'état au vu de l'observa-
tion et dans des cas simples le probléme statistique de l'estimation des |

paramétres,
Nous examinons aussi certains liens entre des problémes de nature

déterministe et d'autres de nature probabiliste.

I. QUELQUES PROBLEMES DE NATURE DETERMINISTE.

Nous considérons ici le cas d'un systéme décrit par un modéle
déterministe de type (1) ou l'état initial YO est un vecteur déterminé et
*x
la suite (ut ;t € IN ) est déterministe.

I.1.  Controlabilité déterministe.

Le probléme de la controlabilité dans un modeéle déterministe con-
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cerne la possibilité pour un observateur ayant le choix de l'entrée (alors
appelée contr6le ou commande) d'imposer au systéme d'évoluer entre un

état initial et un état final donnés. De fagon précise on pose :
}

I.1.1., Définition.

Etant donhés Y. ,Y ¢ Rr (état initial et état final respectivement),

I1'°F
le systéme déterministe décrit par (1) est dit contr6lable de YI a YF s'il
existe un entier K et une suite finie (ui; i=1,...,K) désignée par
1 = = < i =
ul[1,K] telle que si YQ YI et Yt f(Yt_l,ut) | tle , on ait YK Yf
Le systéme est dit controlable s'il est controlable de YI a YF pour tout
YI et YF .

Pour le systéme linéaire déterministe décrit par (2), on a le résultat classi-

que suivant

I.1.2, Théoréme (cf. par exemple R.E. KALMAN et al (1969))

Le systéme linéaire déterministe décrit par (2) est contrélable si
et seulement si rgCr =r ou Cr est la matrice d'ordre r xrd :
C_=[C AC .at

lable.

C1 : on dit alors que le couple [A,C] est contro-

I.2. Observabilité déterministe.

Le probléme de l'observabilité dans un modeéle déterministe concerne
la possibilité pour un observateur de retrouver l'état initial du systéme &
partir de la donnée d'entrée et des sorties correspondantes .

On distingue trois situations selon la nature de cette donnée.

a) Observabilité avec quelques entrées connues,




1.2.1, Définition.

Le systéme déterministe décrit par (1) est dit observable avec
quelques entrées connues s'il existe des entiers j et q et des suites
d'entrées ul[l.j]....,uq[l,]] tels que Y0 puisse étre déterminé uni-
quement en fonction de ul[l.j] ‘.o .,uq[l,j] et des suites de sorties

correspondantes Xl[O,j]., cees Xq[ 0,1]

,u

(ul[l,j] désigne une suite d'entrées uil,.. : et

X‘[O,j] désigne la suite de sorties X:),...,X qui lui correspond)

i
§

on a le résultat classique suivant

I.2.2. Théoréme (cf. par exemple T. YOSHIKAWA et al (1975))

Le systéme linéaire déterministe décrit par (2) est observable avec
quelques entrées connues si et seulement si rg 0r =r ol Or est la ma-

trice. d'ordre r Xr

[ H 7
HA
O = . ’
r .
r-1
| HA ]

on dit alors que le couple [A,H] est observable.

b) Observabilité avec n'importe quelle entrée connue.

1.2.3. Définition.

Le systéme déterministe décrit par (1) est dit observable avec n'im-
porte quelle entrée connue s'il existe un entier j tel que, pour toute suite
d'entrées u[l,j] , Yo puisse eétre déterminé uniquement en fonction de

uf1,j] et de la suite de sorties X[0,j]



Dans le cas linéaire les deux notions précédentes se confondent.

I1.2.4. Proposition,

Le systéme linéaire décrit par (2) est observable avec n'importe
quelle entrée connue si et seulement si il est observable avec quelques
entrées connues et donc si et seulement si le couple [A,H] est observa-

ble i.e rg Or =r .

Démonstration.

Le fait que la deuxiéme condition est nécessairement vérifiée si
la premiére l'est, découle immédiatement des définitions. Montrons mainte-
nant que si le systéme linéaire déterministe décrit par (2) est observable
avec quelques entrées connues il est aussi observable avec n'importe quelle
entrée connue. Soit donc (ut) une suite quelconque d'entrées et (Xt) la
suite de sorties correspondante. D'aprés l'équation (2) on a

X[0,r-1] - Mr ufl, r-1] = Or Yo

L

ou

X[0,r-1] désigne le vecteur colonne rx1 = (XO,X e X ),

1 r-1
0o....0
Mr est la matrice Mr = I?C O * e 0 d'ordre r x (r-1)d ,
: -0
HA"2c. . HC

u[l,r-1] désigne le vecteur colonne (r-1)d x 1 : (u'l,...,ux'._l) ,

et Or est la matrice d'ordre r xr définie dans 1'énoncé du Théoréme 1.2.2.

Or d'aprés 1'hypothése et le théoréme 1.2.2. on a rg Or =r . Par suite on a

Y = 0;1 {X[o,r-l]—Mr ull,r-11}

ce qui assure bien que le systéme est observable avec n'importe quelle entrée. ®
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c) Observabilité avec entrée inconnue.

1.2.5. Définition,

Le systéeme déterministe décrit par (1) est dit observable avec entrée
inconnue s'il existe un entier j tel que, pour toute suite d'entrées uf1,j],
Yo puisse étre déterminé uniquement en fonction de X[O0,j] .

On a le résultat suivant qui se déduit par exemple du théoréme général énon-
cé par T. YOSHIKAWA et al (1975).

1.2.6. Proposition.

Le systéme linéaire déterministe décrit par (2) est observable avec

entrée inconnue si et seulement si on a

rg Or =r et HA’C = 0 pour J=0,...,r-2

9

I1.3. Identifiabilité partielle d'une entrée déterministe.

Le probléme de l'identifiabilité partielle d'une entrée déterministe
concerne la possibilité pour un observateur de “retrouver une partie de l'en-
trée ayant agi sur le systéme" a partir de la seule donnée de 1'état initial

et de la suite de sorties correspondante. De fagon précise on pose :

1.3.1. Définition.

Etant donnée une matrice Q d'ordre 4 xdj (1 quelconque) on
dit que l'entrée u[1l,}] est partiellement Q-identifiable dans le modéle
défini par (1) si le vecteur Quf1,j] peut s'exprimer uniquement en fonction
de Y0 et de la suite de sorties correspondante X[0,j] .

Dans le cas linéaire on a le résultat suivant
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I.3.2. Théoréme (cf. par exemple T. YOSHIKAWA et al (1975))

Dans le modéle linéaire déterministe défini par (2),l'entrée

ul1,j] est partiellement Q-identifiable si et seulement si on a

~
~

rg Mj = rg Mj ol Mj est la matrice d'ordre j x jd
Q
[HC 0 . . . . 0]
M., = ’ bt ‘ .
J . b *
- ° 0
uad7lc . . .mC
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1I. QUELQUES PROBLEMES DE NATURE STOCHASTIQUE.

Nous abordons ici la situation ol la suite des entrées est une
suite (et) de vecteurs aléatoires dans Rd , €quidistribués, d'espérance
mathématique nulle et admettant une matrice de covariance Q e*

Nous considérons alors le modeéle stochastique défini par

. * P
) Yt = “Yt-l'et) s teIN Yo donné

>
I

g(Yt) i telN |,

ou Y0 est un vecteur aléatoire donné dans R' , représentant l'état initial
du systéme, dont nous supposerons qu'il admet une espérance mathématique
m(0) et une matrice de covariance C(0) . A un tel modéle correspond tou-
jours un unique processus solution ((Yt‘xt) ; t€IN) et on peut remarquer
que dans le cas particulier ol (et it ew*) est une suite de vecteurs alé-
atoires indépendants, indépendante de Y0 . alors le processus (Yt) décri-
vant l'évolution de l'état du systéme est un processus de Markov homogeéne

d'ordre 1

Nous envisageons ausst des modeéles stochastiques de la forme

Y =Y _,e)
t-1 t
(3') i tEeZ

¢~ HY

o
[

pour lesquels il conviendra de préciser ce qu'on entend par processus solution.

Le modeéle linéaire qui nous sert d'illustration s'écrit

*
Yt--}’A‘{t__l-t'Cet ;s tEIN Yo donné
(4)
)(t =HYt st €EIN ,
ou
Y =AY + Ce
(4') t t-1 bt texm .

X = HYt



On peut, par exemple consulter H. AKAIKE (1974) et M.B. PRIESTLEY (1981b)
pour l'étude d'un tel modéle en liaison avec le modéle classique A.,R.M.,A,

(Autorégressif Moyenne Mobile) de séries chronologiques.

Nous envisageons en particulier 1'étude des caractéristiques du second ordre

du processus d'état et du processus observé dans un modéle du type (3).

I1I.1. Caractéristiques du second-ordre-Stationnarité au second-ordre.

II1.1.1, Définition. .

Lorsque (E ||y, “2 <+ et Ext2<+c») , t €IN , on dit que le pro-
cessus solution de (3') est un processus du second ordre. On désigne alors
par mY(t) (resp. mX(t)) I'espérance mathématique de Yt (resp. Xt) et par
CY(t,s) (resp. (23X(t,s)) la covariance entre Yt et YS (resp. Xt et Xs)
pour (t,s) € N” i.e.

CY(t,s) = E(Yt—EYt) (YS—EYS)
(resp. Cx(t,s) = E(Xt-—EXt) (XS~EXS)) .
Nous envisageons le calcul de ces caractéristiques du second-ordre pour les

processus mis en jeu. Lorsque (Yt) est donné par (4) on obtient aisément :

t-s t-1-j

Y = A Y + 3 A Ce pour t>s .

j+1

Le résultat suivant se déduit immédiatement de cette égalité :

11.1.2. Théoréme.

k3
Si les vecteurs aléatoires (Y0 ,et ;t€IN ) sont deux a deux non

corrélés, alors le processus solution du modéle linéaire stochastique (4) est
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du second ordre et on a :

my(t) = A mo) m (1) = H Am) ;ten

At-s CY(s,s) si tzsz0

CY(t,s) =

Cylt,t) @A)t si o0stss

et Cylt.s) = HC t,s) H' , (t,5) € IN%

avec

’ *
CY(t,t) = ACY(t—l,t-l)A + CQe C'" ; teN ; CY(O,O) = C(0) .

L'énoncé qui suit établit un lien entre la non-dégénérescence de la loi de
probabilité de 1'état du systéme stochastique (4) et la controlabilité d'un
analogue déterministe du type (2) : '

I1.1.3. Proposition.

1/2 1/ 1/2

Soit Q o 2. [Qe

A ‘ 1 = Qe . Si le
couple [A, CQ;/Z] est controlable i.e si la condition

une matrice telle que Q

rg [CQ;/?' ' ACQ;/Z.. oo ,I\“--ICQ;/2 ] = r est satisfaite, alors pour tzr

la matrice de covariance CY(t.t) est définie positive.

A Démonstration.

Constatons d'abord qu'il suffit de montrer le résultat pour C(0) =0 ;
en effet il est facile de voir que si Cl(O) 2 CZ(O) au sens habituel, alors
les covariances correspondantes sont telles que CY,I‘t‘t) 2 CY,Z(t‘t) pour
tout t . Supposons donc que C(0) = 0 . On a alors



CY(l,l) CQeC ' CY(Z,Z) = CQeC + ACQeC A eee

t t-1

cQ.C' + ACQeC'A‘ + ...+ atd CQeC'(A‘)

CY(t,t)

Pour t=r on a évidemment

1/2

1/2 1/2][CQe ““'Ar-lche{z] \

r-1
CY(t,t) = CY(r,r) =[CQ e , o0 A CQe
et pour t>r

t-1
CY(t,t) = CY(r,r) + j=§3r A

j vipny)
C QeC(A) .

-1 1
Or comme le rang de la matrice [C Ql/2 re e ,Ar cQ /2] est supposé

e e
égal & r , le rang de la matrice CY(r,r) est lui aussi égal a r . Par
suite, les égalités précédentes assurent que pour tout t =zr la matrice
CY(t,t) est inversible. =
Remarquons que si Qe est supposée définie positive, la condition de la

proposition précédente se réduit a la condition de contr6labilité du couple

(A.Cl]

Dans la suite nous nous intéressons d des conditions assurant la stationna-
rité au second-ordre du processus d'état et du processus observé correspon-

dant & un modéle de type (3) :

I1.1.4. Définition.

Le processus du second ordre (Yt) (resp.(Xt)) est dit stationnaire

au second ordre si

mY(t) = m(0) (resp. mx(t) = mX(O))
et

CY(t,s) = RY(t—s) (resp. Cx(t,s) = Rx(t—s)) .
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L'application RY(resp.Rx) est alors appelée fonction de covariance du pro-
cessus (Yt) (reSD.(Xt)) .

Dans le cas linéaire on déduit immédiatement du Théoréme II.1.2.

la proposition suivante :

II.1.5. Proposition.

*
Si les vecteurs aléatoires (Yo,et ; t €IN) sont deux & deux non
corrélés, une conditlon nécessaire et suffisante pour que le processus d'état
(Yt ;t 2 0) satisfaisant & (4) soit stationnaire au second-ordre est que le

vecteur m(0) vérifie

A m(0) = m(0)

et que la matrice C(0) soit solution de 1'équation matricielle

(5) T =ATA +CQ_C
Alors la fonction de covariance du processus (Yt) est donnée par

AhI‘ si hz20

Y
F(A‘)M si hs0

Notons que si ‘Yt) est stationnaire au second-ordre alors ((Yt‘xt» est
également un processus stationnaire au second-ordre dont il est facile d'é-
crire la fonction de covariance. Notons aussi que lorsque les valeurs propres
de A 'sont toutes strictement a 1'intérieur du disque unité, l'équation ma-
tricielle (5) précédente admet une solution unique dans l'ensemble des matri-
ces symétriques semi-définies positives, solution donnée par

@

r=x ANcaocowal.
1=0

Si de plus le couple [A, CQ;/Z] est controla‘ble, d'aprés la Proposition
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II.1.3.,cette solution est définie positive.Nous reviendrons plus

loin sur cette question.

Nous considérons aussi le probléme de la stationnarité stricte dans un mo-

dele stochastique du type (3').

1I.2. Stationnarité stricte.

Nous précisons d'abord ce qu'on entend par processus solution

stationnaire d'un modéle du type (3') :

1I1.2.1. Définition.

On dit qu'un processus ((Yt,Xt); t € Z) est solution stationnaire
du modele (3') s'il satisfait aux équations correspondantes, s'il est station-
naire au sens strict et si, pour tout t €Z , Yt est un vecteur aléatoire
mesurable par rapport & la tribu 8t engendrée par la famille {es;s <t] .
On dit alors que la solution est adaptée a la famille ('cit) de tribus.

Remarquons que si (et: t €Z) est une suite de vecteurs aléatoires

telle que, pour tout t , e, est indépendant de la tribu €& (en particu-

t t-1
lier si (et) est une suite de vecteurs aléatoires indépendants) alors pour

.

tout t , e, est indépendant de {YS ; 8 <t} et par suite le processus

solution (Yt) est un processus de Markov homogéne d'ordre 1.

Remarquons aussi que si ((Yt'xt) ; t €Z) est une solution station-
naire de (3') alors le processus ((Yt‘xt) : t€ IN) est solution stationnaire
de (3) avec condition initiale Yo ; plus généralement si Yo est un vecteur
aléatoire dont la loi de probabilité est la loi commune aux états Yt d'une
solution stationnaire de (3'), alors la solution de (3) issue de Y0 est un

processus stationnaire.

Dans le cas linéaire on a (cf. par exemple E.J. HANNAN (1970) et M.B.
PRIESTLEY (1981 a)) :
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M.2.2. Théoréme.

Si la suite (et ;t € Z) est une suite de vecteurs aléatoires

indépendants et si la série 7 Al\j

j=0
le modele linéaire (4') admet une solution stationnaire ((Yt‘xt); t€Z) uni-

C Qe c (l\‘)j est convergente, alors

quement déterminé par

ou la série est convergente en moyenne quadratique et presque sQrement.
Une condition suffisante pour que la série matricielle de 1'énoncé soit con-
vergente est bien sOr que les valeurs propres de la matrice A sont toutes

de module strictement inférieur 3 1

Il est clair que le processus ((Yt'xt)) solution est un processus centré
du second-ordre et qu'il est donc stationnaire au second-ordre de fonction
de covisriance donnée dans 1'énoncé de la Proposition II.1.5. précédente,

la matrice de covariance CY(O,O) n'étant autre que

_ ool c(an
CY(O.O) = ,7_—,0 A CQeC(A)

laquelle est solution de l'équation matricielle (5).

S1 on suppose de plus que la loi commune aux vecteurs aléatoires et est

gaussienne alors le processus “Yt'xt” est gaussien et, selon la remarque
suivant la Définition I1I.2.1., si \(0 est un vecteur aléatoire gaussien cen-
tré de matrice de covariance C(0) = CY(O,O) donnée ci-dessus, le proces-
sus d'état (Yt) solution de (4) issu de Yo est gaussien centré markovien

stationnaire.

En complément au Théoréme 11.2.2, on a

I1.2.3. Proposition.

Sous les hypothéses du Théoréme 11.2.2., la matrice de variance
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covariance commune aux vecteurs aléatoires Yt +t €Z est définie positive

si et seulement si le couple [A, CQ;/Z] est contrdlable.

&

Démonstration.

La Proposition II.1.3. assure que la condition de contrélabilité
est suffisante. Le fait que cetté condition est nécessaire peut &tre déduit
du Corollaire suivant le lemme 14.4, R.CH LIPTSER et A.N. SHYRIAEV (1978) ;
nous en donnons une démonstration "probabiliste".

Remarquons d'abord que, pour tout iz0 , E(Yt' e":_i) peut s'écrire comme

t—r+1) . En effet

" combinaison linéaire’ de E(Yt . e;) , E(Yt . e;_l), e E(Yt .e
d'aprés l'égalité

on a

i
. = 12
E(Yt et—i) A CQe ;120
et le théoréme de Cayley-Hamilton prouve l'assertion.

Supposons maintenant que le couple [A, CQle/Z] n'est pas controlable

1/2 r-1 1/2
N r1eee, A CQe

i.e. que la matrice Cr =[CQ ] est de rang stricte-
ment inférieur & r . Alors il existe un vecteur ¢ non nul dans R tel
que l'on ait g Cr = 0 et donc aussi E(g' Yt e;_i) =0 pour tout i=z0
Comme les composantes de Yt appartiennent & la fermeture, dans l'espace
des variables aléatoires de carré intégrable, du sous-espace vectoriel en-
gendré par les composantes des es sst , on en déduit que g'Yt est
presque sQrement nul et que la matrice CY(O,O) n'est pas définie positi-

ve., a

Nous examinerons également le probléme de 1'inversibilité.

II.3. Inversibilité.

De méme que nous nous intéressons & des conditions assurant
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l'existence d'un processus stationnaire (Xt) solution d'un modéle du type
(3') au sens de la Définition 1I.2.1., nous cherchons A savoir si, inverse-

ment, pour tout t , e, est une fonction mesurable par rapport a la tribu

t
engendrée par la famille (Xs; s=t) . Il s'agit du probléeme de 1'inversibi-

lité dans un modele de série chronologique. Nous posons la

II1.3.1. Définition.

Soit un modeéle stochastique du type (3') admettant une solution
stationnaire (Xt) (adaptée a la famille de tribus (Et)) . On dit que le
modele est inversible s'il existe une suite (¢ ; j2 0) d'applications mesu-
rables de R‘“ dans Rd telle que déﬂniss:mt, pour tout t , la suite
~}

de vecteurs aléatoires (;: ; J20) par e, = Cp’(Xt,...,Xt_l) on ait

¢ =

lim e =e
l-'-foo

en un certain sens de convergence (presque sOre, en probabilité...).

I1.3.2. Remarques.

(a) Supposons qu'un modéle soit inversible au sens précédent
pour la convergence en probabilité ou en moyenne d'ordre P.

Compte tenu de la stationnarité, la loi du processus (cpj(Xt,...,Xt_l)—et;ij)
ne dépend pas de t et est donc identique & celle du processus

(CPj(Xj,...,XO)—e

-~

; J20) . Alors, posant e, = ej . J20 , on a aussi

J J J

lim (e.-e.) =0 au sens de la convergence
considérée.

Inversement, supposons qu'il existe une suite (\yt ; t 20) d'applications

mesurables de Rw1 dans Rd telle que la suite de vecteurs aléatoires

(et: t 20) définie par C *t(Xt,...,Xo) , t 20 vérifie «



lim (e .-e ) =0 .
fogw L

~

Alors, définissant pour tout t , la suite (e: ; 2 0) par

~]
= X 4 oo oy N ; 2 :
e, Wj( ¢ Xt,_]) jz0

encore en raison de la stationnarité, on a aussi

lim (el -e) =0

et donc le modeéle est inversible.

(b) Pour étudier 1'inversibilité d'un modéle (3') on peut alors pen-
ser utiliser 1'approche suivante dans le cas ou l'analogue déterministe (1)

est 8 entrée partiellement identifiable (cf. Définition I.3.1.) ; si donc e,

peut étre déterminé uniquement & partir de Xt—h""'Xt et Yt—h (ce qui

revient & supposer que dans le modeéle (1) l'entrée u[1,h] est partiellement

[o0,...,0, Id ] - identifiable), avec

XY )

e = P X e X Yy

t

On peut par exemple définir

)) ;i tzh

e = PIX t-h

t ‘IX ’ E(Yt_h/xoloo‘lx

h'"’ t

et envisager 1'étude de la convergence vers zéro de la suite (ét—et) lors-

que t tend vers l'infini & 1'aide, en particulier, de celle de la convergence
. _ . « ' =

de la suite (E(Yt_h/xo,...,xt_h) Yt__h,ch) aui reléve de 1l'étude

du comportement asymptoticue des &quations de filtrage dont nous

parlons plus loin .

Con'sidérons le cas du modéle (4') avec d = 1 et HC = 1 : on a

bien sir

e, = X, - HAY__

£ t ; t21

1



et posant

e, =X, -HAE(Y /X ....X_);

il vient

~

e “et = HA[Yt"'l -E(Yt_l/xo:....x

iotz21
¢ )1

t-1
Cela fournit la condition suffisante d'inversibilité :

: le‘n (Y, -B(Y, /X ....Xx D}=0

Y
On peut aussi envisager de définir une suite (et; t 2h) de la manieére

suivante : étant donné Yoo oYy fixés, on pose

it = 4 = —
et - p(xt_hlotoaxtayt_h) H ¢ h,...,Zh 1
et
v "
et - D(Xt__h, e oo ,Xt ¢ Yt-l‘l) ; t 2 211
\'% \' Vv v
= . 2 . _
avec Y, f(Yt__l,et) itzh Y LT Yho

v
Alors si la suite (et-et) tend vers zéro, le modeéle est inversible.

Dans le cas particulier considéré plus haut, on définit donc, & partir d‘un

Y, donné
v ¥ c v
= + . = =
Y =AY e itzl Y =y
avec
Y =X - HAY 21
% T % -1 ¢t :
Alors v v
ors e, —e = HA[Yt_l-Yt_lj itz

ol Y -il’ = (A-CHA)t-l(Y -y); tz'l
‘ t-1 t-1 o ‘o' !



ce qui montre que si les valeurs propres de la matrice A-CHA sont toutes

de module strictement inférieur a 1 . le modéle est inversible,

En fait, dans le cas de ce modeéle, on a le résultat précis

II.3.3. Proposition.

Soit (et ; t €Z) une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes, A une matrice r Xr . C un vecteur rx1 et H un vecteur
1 Xr tels que HC =1
d j

Si det[I-Az] =1- % aj 2" n'a pas de zéro de module inférieur ou
i=1

égal & 1 , alors le modéle (4') correspondani admet une solution station-

naire uniquement déterminée par

Si de plus 1 + ) bi z' n‘a pas de zéro de module inférieur ou égal & 1 ou

i i-1 .
= + + s. + ;1= 1 L] _1
bi H[Aﬂ alA aiIr]C s i . r
alors le processus est inversible (en moyenne quadratique) avec
[eo]
e = 3 d X : tEeEZ
ou les coefficients dj sont ceux du développement de Taylor de
r-1 il -1 T r
1+ 5 bizl} .[1— a2 .

Démonstration.

La premiére partie de 1'énoncé résulte immédiatement du Théoréme



I1.2.2, et du fait que la condition concernant A équivaut & ce que cette
matrice n'a pas de valeur propre de module supérieur ou égal & 1

Pour démontrer la deuxidéme assertion remarquons que d'aprés le théoréme
€ -
Cayley-Hamilton on a I\r = 23 dj Af J . Alors, compte tenu de ce que

i
. | i-k
Yt+1-AYt+E A Cer,
k=1
il est facile de montrer que
)(t = a, xt—l + ...+ar xt-r + boet + bl t-1 + "’+br-l et—rﬂ
oi b =H[A‘+a Ai‘l+...+a I]1C ;i=1,...,r-1 ;b =1,
i 1 ir ‘ ! ! ‘o

En d'autres termes le processus (Xt) est un processus de la classe ARMA
(c,c-1) . On sait (cf. par exemple E.J. HANNAN (1970) et M.B. PRIESTLEY

r-.

(1981 a)) que ce processus est inversible si 1 + > bl zl n'a pas de
i=1

zéro dans le domaine ‘z\s 1 auquel cas on a la représentation annoncée

e e . .
d t

Remarquons que le processus (et) est le processus d'innovation de
(X) ie. e =X -E(X /X ...

n'a que des valeurs propres de module strictement inférieur a 1 évoquée
r-1-

plus haut est équivalente & la condition 1+ ) bi z‘ n‘a pas de zéro de
i=1

.) . Notons aussi que la condition A-CHA

module inférieur ou égal 3 1 .



Iﬁ. QUELQUES PROBLEMES DE NATURE STATISTIQUE.

Dans le cadre stochastique du paragraphe précédent, on envisage
d'une part le probléme d'estimation (de filtrage) de 1'état du systéme au
vu de l'observation de la sortie du modele et d'autre part le probléme d'es-

timation (d'identification) des parameétres du modéle.

IIT.1. Filtrage de 1‘'état.

Etant donné un processus stochastique du second ordre (( Bt , Et);tzO)
ou (et) (resp.(f.t)) est le processus d'état non observable (resp. de sortie

observable) d'un systéme, on pose la définition :

ITI.1.1. Définition.

~

On dit que le vecteur aléatoire du second-ordre et est un filtre

de 1'état 6t = (elt see ey ({) du systéme a l'instant t=0 au vu de l'ob-

-~
Y

servation §£[0,t] de la sortie du systéme de 0 & t si et est mesu-
rable par rapport a la tribu 9:“ engendrée par les variables aléatoires

-~

’io,..., ﬁt . Si de plus et dépend linéairement de ﬁo,...,ﬁt on dit que

Gt est un filtre linéaire.
Le probléme de filtrage optimal (resp. filtrage linéaire optimal) est

celui de la détermination du filtre optimal au sens suivant dans la classe

de tous les filtres (resp. de tous les filtres linéaires) :

III.1.2., Définition.

-~ Al -~ ]
Le filtre 6t = (6t tee ey 6:) est dit optimal dans une classe
donnée de filtres si quel que soit le filtre 'e't = (5:,..., —éz) appartenant

a cette classe on a pour tout t
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2 2

1]" ;o1=1,.00,0 .

J_ o i
ELoy -8, 1 < ELG -0

Il est clair que le filtre optimal est l'espérance conditionnelle

-~ e,
8, —B(et/st ) ~B(et/€[0,t]) .

Il est parfois possible de déterminer ce filtre de maniére récurrente. L'étude
du probléme pour des modeéles du type (3) que nous envisageons dans les

chapitres suivants nécessite des résultats concernant la situation suivante.

Considérons un processus (et . l-;t) défini par des équations

’ *
8, = a(t-1,€[0,t-1]) et_l-H)(t—l,e[o,t—l])gt i 6, donné ;teNlN
(5) *
€, = alt-1, g[0,e-1]) g, +Blt-1,€[0,t-1])¢ ; € donné; t €N
ou
1 k,' 1 Ly 1 k.’
6, = (6 ,...,6) € (Et,...,ﬁt).et (et""'et)

t ot t’ 0t

Supposons que (eo, E,o) est non corrélé avec (et) et que les vecteurs

aléatoires € t ¢ N* sont centrés de matrice de covariance Ik , deux a

deux non corrélés. Supposons de plus que pour tout i,j on a :
(i) avec probabilité 1

‘a“(t—l,ﬁ[O,t—l])‘s C ; \qu(t-l,q‘[o,t—llns C
W Efby -1, 800,-11))% s e be (1,500,611 <o
on a alors le résultat :

II.1.3. Théoreme (cf. Théoréme 1 3.4, R.CH. LIPTSER et A.N. SHYRIAEV (1978)

Si les hypothéses (i) et (ii) sont satisfaites, si (%,io) est
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indépendant de (et) , si de plus les vecteurs aléatoires €, sont gaussiens

(centrés de matrice de covariance Ik ) et si la loi conditionnelle

P[eo €. /Eo] est (P presque sOrement) gaussienne alors le filtre optimal

Bt de Bt au vu de l'observation de §&[0,t] dans le modele (5) est

donné par les équations de récurrence

~

(6) 8 =a_, +[bB+ay_ o' ][BB +ay,_

l+ A .
; - a']l] [& ael],tzl

1 t t-

et

[ ' 1 ] ] :.o + ] ' .
(7) Y, =la vy _,a+bb']-[bp tay,_,o'1088 tay_,a'] [bB'+ay_ja'] ;tzl

T N S YPR ~
avec 8 E ( o/go) et Y E{(O o)( o 90)/“30}, ol pour tout

tz1, v =E{(9t—9t) (8,-6) /&[0,t]1} .

(Dans 1'énoncé on a omis l'argument (t-1, € [0,t-1]) dans a,b,a,B
et le symbole + désigne la pseudo-inverse). On a le corollaire suivant

dans le cas linéaire qui nous intéresse :

I1I1.1.4. Corollaire.

Si les vecteurs aléatoires et sont indépendants gaussiens centrés

de matrice de covariance Qe et si le vecteur aléatoire Yo est gaussien

-~

indépendant de (et) , alors le filtre optimal Yt dans le modeéle (4) est

donné par :

~

(6') Y =AY +[CQ C'H'+AY
t e t-

t-1 ]

+ >
‘H' ‘H'+ 'H' -HAY
1AH ][HCQeCH HAYt_lA ] [Xt H -1

et

!

‘\ +
[ — [ [ LI LI 'H'+ E el
(7*) Yt [AYt-1A+CQeC] [CQeCH-l—AYt_lAH][HCQeCH HAYt-lAH]
[CQC'H'+AY _ A'H']
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iy +
= + . ' ' -
avec YO E(YO) cov (YO'YO) H'[ H cov (YO,YO)H ] (XO E(Xo))

+
et y =cov(Y ,Y)-cov(Y ,Y)H'[H cov(Y .Y )H'] H cov(Y ,Y) .
o o' o o' o o' o o' o

Notons que dans ce cas la matrice Yt est déterministe et n'est autre que
=E(Y -Y) (Y. -Y)) . ‘
Y, = EUY,-Y) (Y -Y))

Démonstration.

D'apreés (4) on a

<
I

Y o+
¢ T AY * Ce

tad
li

HAY + HCe ,
t- t

1

qui, compte tenu de ce que cov(Cet . Cet) = CQeC‘ . peut se réécrire

sous la forme

1/2
- + ' .
Yt AYt*l (CQeC) et
_ n1/2
)(t = HAYt—l + H(CQeC ) et

ou €, est un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance Ir .
Il est clair que sous l'hypothése la loi P[Yo € ./Xol est gaussienne

(en fait le processus (Yt,xt) est gaussien). Il suffit alors d'appliquer le
Théoreme II1.1.3. avec et = Yt , t;t = Xt , a=A ,b 5(CQeC)1/2 , o =HA
et B=EH(C QeC)l/2 pour obtenir les relations de récurrence de 1l'énoncé.
Le Théoréme III.1.3. a aussi le corollaire suivant, compte tenu du Lemme

14.1 de R.C.H. LIPTSER et A.N. SHYRIAEV (1978).

II1.1.5. Corollaire.

Sous les hypothéses suivant les équations (5), le filtre linéaire

<



optimal Gg’ de 6 au vu de l'observation € [0,t] dans le modéle (5)

t
est fourni par les équations de récurrence (6) et (7) avec

60 = E(Go) + cov(eo,io) cov (Eo,ﬁo) (ﬁo—E(io))

L o cov(® ,8) - cov(B ,E ) cov  (E ,E )cov'(6,5) ;

Y, = cov(8_,@8)- cov(8 ,&)cov (5 € )cov'(8 & :
on a aussi

Y SO AR T

Yt—E((Gt et)(et et)) ; t=20 .

En particulier les équations (6') et (7') du Corollaire III.1.4. sont valables
pour le filtre linéaire optimal dans le modeéle (4) sous la seule hypothése
que les vecteurs aléatoires Yo ,et; te ]N’t sont deux & deux non corrélés.
Un probléme important est celui de 1'étude du comportement asym-
ptotique de la matrice Yt lorsque t tend vers l'infini. Dans le cas
linéaire, 1'étude concernant la suite définie par (7') se raméne (cf. §14.4.1

R.CH. LIPTSER et A.N., SHYRIAEV (1978)) par les changements

o)
i

A-(CQ C H (HCQeC‘H')+HA . = HA

/2

o
It

[ (R &g ] c+ [ 1/2, — ' 11
[CQeC -CQeC H (HCQeCH) HCQeC] ; B—(HCQeCH)

-

a celle de la suite définie par :

+
= o+ LR ' LN 0 [
(8) A avy,a bb ay.a [ BB @y, o ] ay a

pour laquelle on a
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111.1.6. éoréme (cf. Théoréme 14,3 R,CH., LIPTSER et A.N., SHYRIAEV (1978))

Si le couple (a,a) est observable, si le couple (a,b) est contro-

lable et si la matrice Bp* est inversible, alors, pour la suite (Yt) défi-
*
nie par (8), la limite lim Y. =y existe et ne dépend pas de la con-

t
et * *
dition initiale Yo - On ade plus Tr y <+« et Yy est l'unique solution

(dans la classe des matrices symétriques définies positives) de 1'équation

matricielle

It

Y aya‘+bb'-aya'[BB‘+aya‘]+aya‘.

Dans la situation particuliére er{vlsagée au § I1.3 on a :

I1I1.1.7. Proposition.

Soit A une matrice rxr , C un vecteur rx1 , H un vecteur
1 xr tels que HC =1 et la matrice A-CHA n'a que des valeurs
propres de module strictement inférieur & 1 . Alors si le vecteur aléatoire
Yo et les variables aléatoires et , t 21 sont gaussiens indépendants
(resp. sont du second ordre et ‘deux & deux non corrélés), le filtre optimal
(resp. linéaire optimal) dans le modeéle (4) correspondant, fourni par les

équations (6') et (7') est tel que

lim Y. = 0
t » t+o

quelle que soit la condition initiale Yo

Démonstration.

D'aprés la remarque qui précede 1'équation (8), la suite (yt) est
définie par .
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Y, = (A-CHA) Y,_;(A-CHA)' -

- (-cHp) v AE [Q +HAy _A'H' 1" HA Y,_(A-CHA)' .
Alors il vient
Y, < (A-CHA)y,_, (A-cCHa)
t ot
puis Y, S (A- CHA) Yy (A- CHA)

d'ou il est facile de déduire le résultat compte tenu de 1'hypothése concer-

nant la matrice A-CHA. n

Ce résultat peut bien sar servir dans le cadre de I'étude de 1'in-

versibilité dans le modeéle (4') correspondant (cf. Remarque II1.3.2.b).

III.2. Estimation de paramétres,

Lorsqu'on observe & partir de l'instant t = @ une trajectoire d'un
processus stochastique (Et) dont la loi de probabilité dépend d'un para-
métre inconnu 6 € ® c RrP . le probléme statistique de l'estimation de ce
parameétre est celui de la construction d'une suite d'estimateurs (ét) telle

A

que pour chaque t , Gt soit 3% -mesurable, et qui posséde certaines pro-

priétés souhaitables en particulier de convergence :

II1.2.1, Définition.

On dit que la suite d'estimateurs (Bt) est convergente presque

sarement (resp. en probabilité...) si pour tout 6€® on a lim Gt =0
t 4+

presque sOrement (resp. en probabilité, . .) lorsque la vraie valeur du para-

métre est 0 |,
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On dit que la suite d'estimateurs (et) est asymptotiquement gaussienne si

pour tout 0€ ® il existe une suite (It(e)) telle que la suite de vecteurs
aléatoires p-dimensionnels(lé/z(ﬁ)(Gt— 0)) converge en loi vers un vecteur
aléatoire gaussien centré de matrice de covariance Ip lorsque la vrale va-

leur du paramétre est 6,

Dans la suite, pour l'étude de ce probléme, nous nous restreindrons a des
situations ol le processus observé est un processus unidimensionnel, de
fagon précise, 4 des modeles du type (3), (3') o0 r=1 et g est l'appli-
cation identité i.e. ol le processus observé est le processus d'état lui-méme,

celui-ci étant supposé scalaire.

L'exemple linéaire correspondant est celul d'un processus stationnaire obéis-

sant au modeéle AR(1) autorégressif d'ordre 1 scalaire :
9) X =aX , te ; tE€Z

ol on suppose, conformément aux considérations du §11.2 que ‘al <1,
les variables aléatoires (et) étant indépendantes équidistribuées centrées

de meme variance Qe .

La méthode des moindres carrés conduit (cf. par exemple G.E.P BOX et G.M.
JENKINS (1970) et M.B. PRIESTLEY (1981 a) ) & estimer a et Qe respecti-

vement par

t
sz==Jl Xs Xs—~1
a =
t t 5
SE'I xs—l
ot om=L 3 [x-ax 1
e t s=1 s t s-1
1 b2 - o b |
t s=1 t s=1
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Remarquons que ces estimateurs sont aussi, dans le cas ol la loi commune
aux et est supposée gaussienne, des estimateurs du maximum de vraisem-

blance approchée obtenus par maximisation de 1'approximation

* t 1 t
Lt(XO'...'Xt; alQe) =~_2'Log Qe - A~ ZI (X _aXS )

de la fonction de Log-vraisemblance (facile & calculer, le processus étant

gaussien markovien ; cf. § II.2)

Q
Lt(X,...,Xt;a,Q)=-—(t+l) Loan-lLog ez .. Log Q
°© € 2 2 1-a 2 e
2 t
1- 2 1 2
- =2 xf - — T (X -aX )
2Q, 0 29 s=1 8 ST

D'autres estimateurs, dits estimateurs de Yule-Walker, sont définis par

t
Z szs—l
s=1
at = T 2
2 XS
s=0
~ t . t
Q=" x¥*-a.1L 5 x x
e t+1 g_g S t t+1 4=, s s-1

Les propriétés asymptotiques des estimateurs de moindres carrés et des es-

timateurs de Yule-Walker sont données par



I11.2,2 Théoréme (cf. par exemple G.E.P, BOX et G.M, JENKINS (1970) et
M.B. PRIESTLEY (1981 a)).

Les suites (St ,ée(t)) et (;t ,Qe(t)) d'estimateurs du paramétre

(a,Qe) sont convergentes presque sarement. De plus chacune des suites

(St) et (St) est asymptotiquement gaussienne au sens que
1/2 - - 2 2,-1/2 ~
(1% (1-a2) 230 et (tM*-h7Y a)
variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

convergent en loi vers une






CHAPITRE 11

ETUDE DU MODELE BILINEAIRE

HY

Y, =AY, +BY_ u +Cu X

Dans la littérature concernant )'analyse des systémes déterministes,
différents auteurs comme R.R. MOHLER (1973), T.J. TARN et al (1973),
M.E. EVANS et D.N.P. MURTHY (1978) et S. HARA et J. FURUTA (1977) par
exemple, ont proposé et étudié des modeles dits i)ilinéaires ou réguliers ou

encore a entrées multiplicatives de la forme

d
- -\ i
Yt = AYt—l + 121 LB Yt—l + Cil u
Xt = HYt
| 1 d,' . . -
ol ut = (ut oo ut ) est l'entrée d-dimensionnelle a l'instant t ,

A, Bl""‘Bd sont des matrices r xr , Cl"”‘cd sont des vecteurs

colonnes r x1 et H est une matrice & r-colonnes.

Dans ce chapitre, noué nous intéressons a ce type de modele lors-
que l'entrée est unidimensionnelle i.e d=1 et aussi & son analogue sto-
chastique, lequel a été en partie étudié par H. TONG (1981) dans le cas

particulier ol )(t = Yt . 1'état du systéme étant lui-méme scalaire.



I. ETUDE DES PROBLEMES DE NATURE DETERMINISTE,

Le systéme considéré ici est décrit par le modéle

*
= + + . - . Py
Yt AYt—l BYt-—l ut Cut ;s teIN Yo donné
(1)

Xt=HYt ; t €N

ou l'entrée déterministe ut est scalaire, A et B sont des matrices

rXxr , C est un vecteur colonne rxl1 et H est un vecteur ligne 1xr .

Par commodité nous imposerons parfois la condition HC =1 ; remarquons
que cette condition n'est pas vraiment restrictive car si elle n'‘est pas sa-
tisfaite mais quer HC # 0 , le changement de B, C et u  en (HC)_IB,
(HC)—1 C et HC ut respectivement permet de s'y ramener.

Nous suivons le plan d'étude proposé dans le chapitre I.

I.1. Controlabilité déterministe.

Remarquons que si on suppose la matrice A inversible et le rang
de la matrice r x (r+1) [B,C] égal a 1 (i.e. il existe un vecteur rx1 Y
tel que B = Cy') alors le systéme déterministe décrit par le modaéle bili-

néaire (1) peut s'écrire sous la forme

o
]

~ ~ N
+ + ; :
A{[I CYut]Yt-l Cutj ; t€EN ,YO donné

=
i

HYt it €N

oi C =A C est un vecteur rx 1 .

Sous ces conditions M.E. EVANS et D.N.P. MURTHY (1978)

ont démontré le résultat suivant
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I.1.1., Théoréme.

Supposons y#0 . Soit m le rang de la matrice r xr
[y.A'Y,.. .,(A‘)r‘lY] ' . k le plus grand commun diviseur de l'ensemble

Ue{l,....mzl :Y'A"IC#O} . Alors k .est diviseur de m

et le systéme déterministe décrit par le modeéle bilinéaire (1) est contro-

lable si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le couple [A,C] est controlable
1 Y K
(i1) le rang de la matrice (a+1) x (c+1) | 1 y'A est u+ 1
m ) v Auk
ol a = -— .
1.1.2. Exemple.
Le systéme déterministe décrit par
.0 1 0 o 0 , L
Yt- [a 0]Yt__l+[l 0]Yt-1ut+[1]ut ; te€N 'Yo donné

>
]

[hlhzlYt ;i te€N

avec a différent de 0 et de 1 est controlable.

En effet on vérifie aisément qu'on a

rg [C,AC]) =rg[? (l)]=2 puis m=2 , k=1 et a=2 .

1.2, Observabilité déterministe.

Les résultats suivants peuvent se déduire aisément de ceux de
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S. HARA et K. FURUTA (1977).

a) Observabilité avec quelques entrées connues .,

et de la sortie

On a la représentation suivante de 1'état (Y:)
(X:) du modéle (1) correspondant 3 la suite d'entrées u = (ut)

: posant

u _ u u . _
5 -Aé';t_1+B‘§t_1 u *Cu tz1 , ¢ 0

et
| ™ =A@ ¥ tz1 ; ¥ =y
t t-1 ! " To o)
Su =u
= 2
Xt HYt ;t20
u <Uu u u _ u u
= + : = + ct 2 .
on a Yt Yt fit ; Xt Xt H§t ;t20
On voit alors que la propriété d'observabilité avec les entrées
1

u ,...,uq connues pour le modele (1) est liée a la propriété d'observabili-

té pour un modeéle (linéaire non autonome sans entrée) de la forme :

Yt = A(t) Yt_1
Xt = H Yt
- -
Aul(t) 0
~ ~ A z(t) o
ou A(t) est la matrice d'ordre qr X qr : A(t) = u




et H est la matrice d'ordre qx qr : H =

Par suite on est conduit & définir pour chaque u et j2 1 la matrice

HR(u,0)
N(u,j) d'ordre jxr : N(u,j) = : et pour toute famille
HR(u,j-1)
1
u ,...,uq et jz1 la matrice 'n(ul,...,uq,)) d'ordre jq xr :
1
N(u,j) I si 4=0
1 q . d
u LI u

N(u?,)

On a alors la condition nécessaire ¢t suffisante :

1.2.1. Proposition.

Le systéme déterministe décrit par le modele bilinéaire (1) est ob-
servable avec quelques entrées connues si et seulement si 1'une des deux

conditions équivalentes suilvantes est satisfaite :

1
(i) 1l existe un entier q et des suites d'entrées u [1,r] ,...,uq[l,r]

tels que rg 'Il(u‘,...,uq,r) =r

(i1i) le rang de la matrice (2r- 1) x r | HA est r .
: HB

HAF1
n HB®
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1.2.2. Exemples.

(a) Il est clair que dans le cas linéaire i.e. B=0 13 condition (ii)

se réduit au critére d'observabilité du couple [A,H]

(b) Le systéme déterministe décrit par :

a. a,] b, b.] C, -
1 3 1 3 1 *
= + . .
Yt [ J Yt—l [ ] Y_lu + [ Jut ; t €IN ’Yo donr
2

>
|

= [O,I]Yt ; t €N
avec a, 74 0 ou b2 74 0 est observable avec quelques entrées connues.

En effet on vérifie facilement la condition (ii) i.e

H .0 1
rg HA = rg | a a = 2
HB b2 b4
2 4

b) Observabilité avec n'importe quelle entrée connue.,

Soit H une matrice d'ordre (r-1) xr telle que la matrice d'ordre

-1
rxr [—] soit inversible et [—g] = [K,K] od K est d'ordre r x 1

et K d'ordre r x(r-1) . On peut alors définir

X7 H B X .
[—J ==Y, ou Y =[K,K]|—| = th KX .
X H X

t

[ d

On peut alors réécrire le modale (1) sous la forme



R
¢ =AY, *BXX_ u +BKX_ u +Cu

%
i

(2)

>
i

H Yt .

Lorsque la suite (ut) est connue dans la représentation (2), les termes

BK X et Cut sont connus, seul le terme BK X u est inconnu ;

u
t-1 ¢ t-1 t

on voit donc que la propriété d'observabilité avec n'importe quelle entrée
connue dans (1) est liée A la propriété d'observabilité avec entrée inconnue

dans un modele linéaire autonome de la forme :

=<l
i
>
"
-+
>4
o
<

5 ¢
il

bas)
(9

ou (Vt) est une suite d'entrées de dimension (r-1) (cf. Proposition 1.2.6.

du Chapitre I). On a la condition suffisante :

1.2.3. Proposition.

J

Si le couple [A,H] est observable e¢ HA'BK = 0 pour

j=0,...,r-2 alors le systéme décrit par le modele bilinéaire (1) est obser-

vable avec n'importe quelle entrée connue.

1.2.4. Exemples.

(a) ' 1l est clair que dans le cas linéaire i.e. B =0 la condition se

réduit au critére d'observabilité du couple [A,H] : rg Or =r .

(b) Le systéme déterministe décrit par :
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a. 0 b. b, c, .
Y = Y + Y u + ut;tEIN;Yodc

<
il

avec a, #az v a8, #0 et b, b, # 0  est observable avec n'importe
quelle entrée connue.

En effet on vérifie facilement qu'on a :

c) Observabilité avec entrée inconnue.

La propriété d'observabilité avec entrée inconnue dans (1) est liée

a la méme propriété dans un modéle linéaire autonome du type :

= +
Y, =AY, + [B,Clu

Xt t

il
fas
<

ol (wt) est une suite d'entrées de dimension r+1 (cf. Proposition 1.2.6.

du Chapitre I). On a la condition suffisante :

I.2.5. Proposition.

Si le couple [A,H] est observable et HAj[B,C]=0 pour
J=0,...,r-2 alors le systéme décrit par le modele bilinéaire (1) est obser-

vable avec entrée inconnue.
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1.2.6. xemples.

(a) Dans le cas linéaire i.e. B =0 , on voit que la condition n'est

autre que celle de la Proposition 1.2.6. du Chapitre 1.

(b) Le systéme déterministe décrit par :
a, 0 b1 b2 1 *
Y = Y + Y u + u ; telN ;Y donné
t t-1 t-1 1t t o
0 a, ) bI b2 1

>
1

"[1,"1]Yt s teN

avec a1 ;é a2 . a,a non nul et blb non nul est observable avec

172 2

entrée inconnue.

En effet on vérifie facilement qu'on a :

H _ 1 -1 _ _
rg [HA] = rsg[a1 _az] 2 et H[B,C]=0.

I.3. I1dentifiabilité partielle d'une_entrée déterministe.

Soit j21 et Q wune matrice quelconque d'ordre 4xj . On a

la condition suffisante suivante :

I.3.1., Proposition.

Si HB=0 et HC#0 , I'entrée u[1l,jJ] est partiellement
Q-identifiable dans le modele défini par (1).



Démonstration.

11 suffit bien sar de montrer le résultat pour Q = Ij

Or si HB = 0 on a (supposant que HC =1) pour tout t=z=1
X = HAY + u

d'ou
u = Xt - HAYt_1 .

Alors connaissant X1 et Yo on sait calculer u1 . Puis on peut calculer

Y1 = AYO + BYO u1 + Cu1

et u en fonction de X, , X et Y par
2 1 2 o

Une récurrence facile permet alors de montrer le résultat annoncé. =

1.3.2. Exemples.

(a) Dans le cas linéaire i.e. B =0 , la condition HB =0 est évi-

demment satisfaite et 1'énoncé assure que dés que HC ;é 0 l'entrée est

identifiable.
(b) Dans le systéme déterministe décrit par :
a a b b 1
*
Y = 1 3Y + 1 2 Y u + u ; teIN ;Y donné
t a t-1 b b t-1t 0 t o
9 % 1 2
X = [1,—1]Yt ; te€ N



l'entrée uf[1,j] est Ij—idenufiable.

En effet on a

b, b, ' 1
HB =[1,-1]| ° " =[0 0] et HC=[1,-1]],
1 P2
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II.  CARACTERISTIQUES DU SECOND-ORDRE ET STATIONNARITES .

Dans ce paragraphe on consideére le systéeme Stochastique décrit

par l'analogue du modale (1) i.e

K
= + + . . P
Yt AYt—l BYt-l et Cet i teIN Y0 donné

(3)
X =HY ;teN

Y, =AY _+BY o + Ce,
ou (3') s tez

ou (et) est une suite de variables aléatoires réelles équidistribuées cen-
trées, de variance Qe >0 . Notons que ce modéle recouvre par exemple

le modele de série chronologique unidimensionnelle

En effet (Xt) peut se représenter comme l'observation dans un modeéle du
type (3') ou 1'état r-dimensionnel Yt =(X,...,X _

évolue selon I'équation

. l‘ e F T
(al a b .. b 1
1 0. .0 : 0
Y = 0o . N + . .
t .. Yt-l . Yt-let-‘. et
[0 010 | Lo .. .o [0 |

(avec 1la convention que aj =0 si j>p et b'k =0 si k>q)
I'équation d'observation étant



Xt = HYt

od H est le vecteur ligne 1 xr: H=(10 ...0) .

Nous étudions les modeéles (3) - (3') pour des matrices A,B et des vecteurs
C,H arbitraires. Par commodité nous imposerons encore parfois la condition
HC =1,

II.1. Caractéristiques du second-ordre - Stationnarité au second-ordre.

Le résultat suivant montre que la structure au second-ordre dans le
modéle bilinéaire (3) est semblable & celle correspondant au modele linéaire
(cf. Théoreéme 1I.1.2. du Chapitre I).

II.1.1. Proposition.

*
Si (Yo,e ;t€IN ) est une suite d'éléments aléatoires indépen-

t
dants, alors le processus solution du modeéle (3) est du second-ordre et on a :

mY(t) = Atm(O) ; mx(t) = Ha m(0) ; t .6 N ,

AtCsC (s,s) si tz s =20
Y
CY(t's) = st
CY(t.t) (A') si 0stss
et
- 4 - 2
Cx(t.s) H CY(t,s)H ; (t,s) € N
avec

CY(t,t) = ACY(t-l,t—l)A + QeBCY(t~1,t—1)B' +

+Q Bm,(t-1)+C) (B my(t-1)+c)' P LEN

Cy(0,0) = C(0) .
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Démonstration.

De la définition (3) on déduit aisément que pour t>s on a

Y =

; {A +Bek+1+s}Ys + 31 {A+Be4,+s+z}cej+1 + Cet

t-s-1 t-2 t-2-j
=0 i=s 4=0

k

11 vient

t-s-1 t-2 t-2-j
mY(t) =E{ I {A+Bek+1+s}}mY(s)+E {2 0o {A+Be

Ce +Cet]
k=0 j=s 4=0

{L+s+2 } j+1

t-s
A mY(s)

I

soit  m(t) = A'm(0) | m (t) = HA'm(0) ; tem |

Pour t=2s2 0

t-s-1 tog t-2 t-2-j
E{ n {A+Bek+l+S}YS-A mY(s) + ‘E I {A+Be
k=0 J=s 4=0

]

CY(t,S) L+s+2}cej+l+C(

X {YS—mY(s) 3.

1]
—
=

{A+ Bek+1+s }YS -pts my(s)} { YS-mY(s) }I +

t-2 t-2-j .
+E{j}_} LHO {A+ BeL+S+2~]Cej+l+Cet}{YS—mY(s)}
=S =

= At-S CY(s,s) .

Un raisonnement analogue fournit le résultat pour 0 st < s
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' *
On a aussi, pour t € IN

CY(t,t) = E[AYt_ -AmY(t-l)+(BYt_1+C)et} {AYt_ —AmY(t—IH(BYt_lfC)et]'

1 1

i

ACY(t—l,t-l)A' + E{(BYt_1+C)et] {(BYt_1+C)et]

AC(t-1,t-)A' + Q BE(Y, | Y ]B +Qe[¢m°y(t-1)B'+BmY(t-1)c'+cc']

AC(t-1,t-1A" + Q_BC(t-1,t-1)B'+Q_(B m, (t-1)+C)(B mY(t-n)m)' ..

On déduit immédiatement de la Proposition précédente et de la Proposition
I1.1.3. du Chapitre 1 ;

II.1.2. Proposition.

Sous les hypothéses de la Proposition I1.1.1., si m(0) = 0 et
si le couple [A,C] est controlable, alors la matrice de covariance

CY(t,t) est définie positive pour tz r .

On donne maintenant une caractérisation de la stationnarité au second-ordre :

I1.1.3. Proposition.

Sous les hypothéses de la Proposition II.1.1., une condition né-
cessaire et suffisante pour que le processus d'état (Yt; t20) satisfaisant
a (3) soit stationnaire au second-ordre est que le vecteur m(0) vérifie

Am(0) = m(0)
et que la matrice C(0) soit solution de 1'équation matricielle

() T =ATA +QBrB + Qe(Bm(0)+C)(Bm(0)+C)'

Alors la fonction de covarlance du processus (Yt) est donnée par
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h
RY(h)= AT si hz=20

I‘(A')lhl si h<0 .

Notons que I'équation matricielle (4) peut s'écrire sous la forme

¢

vec T = {A®A + QeB ®B}lvec T + Qe vec (B m(0)+ C)(B m(0)+ C)'

ol si T = [Yl""'Yr] on a posé vec T = [Y'l,...,y'r ]' et si H et
K sont deux matrices, H ® K désigne leur produit de Kronecker. On voit
alors que si les valeurs propres de la matrice A®A + Q B ®B sont toutes
de module strictement plus petit que 1 , 1'équation (4) admet une solution
unique dans l'ensemble des matrices symétriques semi-définies positives.
Si de plus le couple [A,C] est controlable alors, d'aprés la proposition

I1.1.2., cette solution est définie positive.

II.2, Stationnarité stricte et inversibilité.

En ce qui concerne la stationnarité stricte dans le modele (3')

on a le résultat :

II.2.1. Proposition.

Si la suite (et; t€Z) est une suite de variables aléatoires in-
dépendantes équidistribuées et s{i les valeurs propres de 1a matrice
A®A + Q B@®B sont toutes de. module strictement inférieur & 1 alors
le modeéle (3 ) admet une solution stationnaire ((Y X) ; t €Z) uniquement

déterminée par

: = s tEXZ
l}lce j,xt HYt
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ou la série précédente est convergente en moyenne quadratique.

Démonstration,

Supposons d'abord qu'il existe un processus stationnaire (Yt) vé-
rifiant la premiére équation de (3') et montrons qu'il est nécessairement dé-

terminé par

[ j..]
Y =Cet + 2t h

[A+Be , 1] Ce
t =1 k=0 t-k t-

j

i

On a Yt = Cet + (A+ Bet)Yt—l puis, par récurrence :

n-1 j-1 n-1
Y =Ce + ¥ (U [zs.ﬂaebk]]Cet_j + i [A+Be 1Y _
=0 k=0 k=0
n-1
Posons P(t,n) = U [A+Be ]
k=0 t-k

On vérifie aisément que :

vec E {P(t,1) P'(t,1) ] = vec AA' + Qe vec BB

vec E (P(t,2) P'(t,2) ) = [A®A +Qe B®B] [vec AA'+ Qe vec BB']

]
et, par récurrence

vec E {P(t,n)P'(t,n) )] = [AGA +Q B@»'B]n-1 [vec AA'+ Q vec BB'] .
e e

Comme les valeurs propres de A & A + Qe- B®B sont & l'intérieur du

disque unité on a

lim  P(,n) = 0 en moyenne quadratique.
n—'+m



Comme les vecteurs aléatoires Yt—n ont tous la méme loi de probabilité

on a aussi

.

lim P(t,n) Y =0 en probabilité.
n—++ o] t—n

Ainsi il vient

= + )
Y, = Ce, JEI P(t,j) Cet—j

ou la série converge en probabilité.

Considérons maintenant le terme P(t,j) Cet—j . On vérifie encore par récur-

rence que
vec E {[P(t,)) Ce,_] [P(t,j)Cet_j]'}= Q [A&A+Q_Be&B]) vec(ce) .

Comme on a aussi

n n n
ELL D Pt,i)Ce, [T Plt,j)Ce,_1'}= D E{[P(t,)) Ce 1[P(t,i)Ce, 1"}
J=1 R -] j=1 -j t-j

l'hypothése sur les valeurs propres de A ® A + Qe B ®B assure que la série

de terme général P(t,j) Cet—j est convergente en moyenne quadratique.

o]
Il reste & montrer que la série Yt = Cet + ¥ P(t,)) Cet_, ; t €% définit
j=1 :
bien un processus stationnaire solution de la premiére équation de (3').
Comme (et) est une suite de variables aléatoires indépendantes équidistri-

buées, la formule précédente définit bien un processus stationnaire, On véri-

fie enfin que ce processus satisfait a

y te€Z .

= + +
Y 1 [A Bet+l]Yt Cet+l ;

t+

En 'effet



[A+Bet+1] Yt + CetH = Cet+1 + [1\+Bet_'_1]Cet +
@ ’...l
+ [A+B 1 + 1
[A+Be ] 12;{1 lklzo [A+Be 1] Ce

lC .9

=Ce .+ U | l~£ (A+Be .,

Cir1-) ~ Y

Il est clair que le processus solution est aussi stationnaire au second-ordre

centré de structure de covariance donnée dans la Proposition I1.1.3,

Remarquons aussi que lorsqu'une solution stationnaire existe pour le modéle

(3'), le processus (Yt) défini par (3) est un processus de Markov d'ordre 1
stationnaire lorsqu;a 1'état initial Yo est une variable aléatoire independan-
;e de (et; t €IN ) et distribuée selon la loi commune aux état d'une solu-

tion stationnaire de (3').

Abordons maintenant le probléme de l'inversibilité du modeéle (3').

I1.2.2. Proposition.

Supposons que B=KH avec HK =0 , HC 750 et que les hypo-
théses de la Proposition I1.2.1. sont satisfaites. Alors si E\\A—[KX0+C]HA“<:
le modele (3') est inversible.

(Pour une matrice ™M on a posé \\M\\2 = tr MM').

Démonstration.

On suit la démarche décrite dans la Remarque III.3.2. (b) du
Chapitre I. Sous les hypothéses faites on a HB = 0 et (supposant HC=1)

pour tout t



e =X . HAYt_

t t 1

Définissons alors, Yo étant un vecteur fixé,

v
= - ; 21
et Xt HAYt_1 t
ol
Y, v v v %
= : 2 ; =
Yt AYt—l + th—l et + Cet s tz1 Yo yo
On a
V] V
et - et = H.Jl\(Yt_1 - Yt—l)
ou
\% vV
- = - + -
Yt Yt {a [th-l ClHA}) (Yt~1 Yt—l)
V t-l
i - = I - + - yt21
soit Y, - Y {i=0 {A [Kxi C]HA]}(YO y)) it

I1 vient donc

v 2 t-1 't-1
\H Yooy Il ¢ = (yo-yo) i=HO {A—[Kxi+CJHA)$;iEO{A-[Kxi»LCJHA} (Yo—yo)

puis

|\5{t-3\§t | = nyo-yo | tﬁl ||A-[KXi+ ClHA | .
i=0

D'aprés 1'inégalité de Jensen et 1'hypothése on a, (xt) étant station-
naire au sens strict

ElLog ||A-[KX + CIHA|} < Log E la-[kx +clEaji <o .

En .vertu du théoréme ergodique on a donc, presque sQrement
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t-1
1 : . .
lim - 2 Log |A-[KX +CJHA| = E{Log ||A-[KX +ClHA|]} <0
[ t 1:0 i o

7
/

d‘'ou
t-1
lim L \\A-—[KX‘+C]HA =0
t~+® i=0

et par suite

v
lim (et-et) =0,
t-'+m

Remarquons que si
E \\A-[KXO+C]HA|\2 = tr AA* - 2tr CHAA' + (HA)(HA) [EX(Z) tr KK' +tr CC'] <1

alors E\'\A-[Kxo+c]HAu <1,
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II. FILTRAGE LINEAIRE ET FILTRAGE NON LINEAIRE,

On aborde ici le probléme de filtrage dans le modéle (3) défini au

paragraphe II précédent.

III.1. Filtrage linéaire optimal.

On démontre un résultat préliminaire :

II1.1.1., Proposition.

Sous les hypothéses de la Proposition 1I.1.1, . 1l existe une suite

*
t

riance Ir , deux & deux non corrélés, non corrélés avec Y . telle que le

processus solution du modéle (3) admette la représentation lméalre :

_ 1/2 *
e EAY B e
/2 * %
Xt—HAYt__1 Hztlet ; t €N ;XO—HYO
ol
, 1/2
pour t €N Zt est une matrice d'ordre r xr telle que
1/2 172" _ , !
(5) zt .(Zt ) = zt = Qe BCY(t,t)B +Qe [BmY(t—1)+C]{BmY(t 1)+C]
Démonstration.

On a pour tout t= 1

E{[BY .+ C]e;] =

t-1

(e, ; t €N ) de vecteurs aléatoires dans Rr centrés, de matrice de cova-



et

E{[BY

2 o .
(-1 1Cle [BY,_,+Cl ) = Q E{(BY _,+C][BY, _,+¢€] ]

= Q_ BE {y 1B°+Q Bm (t -NC+Q cCm' (t 1)B' +Q_ CC'

tltl

= Q BC,(t-1,t-1)B" + Q [Bm (t-1)+C][Bm (t-1)+C] = L _,

On a aussi pour t>s 21

E{[BY +C]et e [BY8_1+C]'] =

t-1

Alors si Et est définie positive pour t € IN , définissant

o = ¢ V2 gy

X (-1 " 1+C] et {1 est clair qu'on a la représentation annoncée.

Si Z'.t pour t € IN n'est pas toujours définie positive, définissons

F 3 + ~
et =1z} By, #ole, + (1 -12/%) [z‘/zl le, it=1 (')
ou (et; t 21) est une suite de vecteurs aléatoires centrés dans Rr

(e.,e ) =6 it € .
tels que cov (et,es) t,s Ir . non corrélée avec (Yt t € IN)

(Une telle suite (;t) existe pourvu que l'espace probabilisé (Q,a,P)
soit “"suffisamment riche" ; si ce n'est pas le cas on peut toujours s'y ra-
mener en "augmentant" convenablement cet espace).

Il est facile de vérifier que (e:; tz1) satisfait aux conditions de 1'énoncé.

En effet, pour tout tz21 , on a :

k 1/2 +

+
Eet [2

E((BY,_ (+Cle b+ t-r5 2108 jee

(') £a notation + désigne ta pseudo-invense



et covley. e ) =121 21 s (/21 -t 10 - A 1l
ou, d'aprés les propriétés des matrices pseudo-inverses,
[21/2]+ [21/2]+_[2/][21/2]+
et[I-[xl_/ZJ[z‘_/21+] S TS M I R T T A
r t-1 t-1 r r

“) - (5l

d'ou cov(e:,e ) =[% 102

1/2]+ r [21/2] [21/2]+=I

On a aussi compte tenu des hypothéses concernant les suites (et ptz1)

et (;t;tzl):

X X
pour t>sz1 B(et eS)=0

*x x
(et ; t €IN ) non corrélés avec YO . =

Remarquons que dans le cas particulier ol le processus solution de (3) est

stationnaire au second-ordre (cf. Proposition 1I.1.3.), il admet la représen-

tation
1/2 *
= +
Yt AYt-l T et
X =HAY  +HEY2 " JteN 5 x = HY
t t-1 t o o
. 1/2
ou I est une matrice d'ordre r Xr telle que
, 1/2 172 , '
(5*) X A7) = Z—QeBCY(O,O)B +Qe[BmY(0)+C][BmY(0)+C]

On est maintenant en mesure de démontrer :



I11.1.3. Proposition,

Sous les hypothéses de la Proposition II.1.1 le filtre linéaire opti-
mal Y: de Yt au vu de X[0,T] dans le modele (3) est fournl par les

équations de récurrence

"z ot [ 4 VT ' 1 v ¥ - "s .
Y, =AY, v [E_ H+AY AHI[HE  H+HAY  AHTTIX-HAY ] ;tal
et
P A .
Yy SAY, AL,
Sz H Ayt aErHD v HAyY A tis B Ayt AEY e
t-1 t-1 t-1 t-1 t-1 t-1 !
avec
YY = m(0) + C.(0,0) B [HC.(0,00H') Y (X ~Hm(0)
o Y Y Y o My
v¥ = c (0,00 - c0.0u [HC. (0,008'] " HC.(0,0)
O Y '] Y e Y ’ Y i ']

la suite (S.':t ; t 2 0) définte par (5).

Démonstration.

Le résultat est une conséqhence immédiate du Corollaire III.1.5.

du Chapitre I et de la Proposition III.1.1, précédente. ®

Dans le cas particulier ou le processus solution est
stationnaire au second-ordre,il est possible d'étudier 1le comporte-

asymptotique de la matrice

L oL )
Ye = BUY -Y) (Y, -Y)') .
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Du Théoréme III.1.6. du Chapitre I on déduit :

I11.1.4. Proposition.

Supposons les hypothéses de la Proposition II.1.1. satisfaites et

le processus solution stationnaire au second-ordre.
\

Si HZH'>0 , si le couple (A—EH'(H)‘:H')—I HA, HA) est observable et
- -1

si le couple (A-gH'(HzH) ! HA, [z-zH@EzH) 'HE1? ) est contro-

lable ou I est définie par (5'), alors la suite (yi’ ; tz1) a une limite

w

*
Y telle que Tr y <+ qui est l'unique solution (dans la classe des

matrices symétriques définies positives) de 1'équation matricielle

y=[A-2H%H:&Pf‘HA]Y[A—zH%Hsz”l

HA] + [g-zH'@ETH) 'HE] -
-[A—zH%HzHW'Huuy[HA]'UX—ZH%HzHW‘LHz+HAY[HA]ﬂ+HAyx

x[A-ZH%HEHW*HAf

II1.2. Filtrage non linéaire optimal.

On fait l'hypothése complémentaire suivante :

(B) la matrice B est de la forme KH ou K est un vecteur colonne

rx1
Alors le modele (3) est du type du modéle (5) introduit au paragraphe III

du Chapitre I, a savoir :

=
I

+ +
¢ T AYy YIKX *Cle

*

+HC]et ;t€IN ; X =HY

X, = HAY + [HKX
t- o o}

t t-1 1
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On suppose de Qlus que la condition :

*
(G) (et; t €IN ) est une suite de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées selon une loi gaussienne centrée de variance Qe >0 est

satisfaite. On a alors le résultat :

II1.2.1., Proposition. .

Sous les hypothéses (G) et (B) , si l'état initial YO est un vec-
w
teur aléatoire gaussien indépendant de la suite (et; t €IN ) , alors le
filtre optimal Y  de Yt au vu de X[0,t] dans le modeéle (3) est fourni

t
par les équations de récurrence :

-~

Y, =AY, +[Q [KX | +CI[HKX _ +HCl+Ay _|AH]x

+ -~
x[Qe[HKXt_1+HC]2 + HAY, | A'H'] [X-HAY, ] itz

t-1
et
Ve <A Yt—l‘ A'fQe[th»l*cl['(Xt~1+cl° )
- [Q_[KX _,+Cl[HKX_ +HC] +Ayt_lA‘H‘][Qé[lHl(Xt_lJrHC]2+HAYt_1A'H‘]+:
x[Q [KX_ +CI[HKX_ +HCl+Ay_AH] ;t21
avec Qo = mY(O) + CY(O,O) H'[H CY(O,O) H']+ (;(O-HWY(O))
Y, = C,(0,0) - C(0,0) H'[11C (0,00 1] " 1HC(0,0) .

Démonstration.

D'aprés 1'écriture du modéle précédent 1'énoncé et la Proposition II.1.1,



les conditions du Théoréme III.1.3 du Chapitre I sont toutes satisfaites

puisque si Yo vérifie 1'hypothese, (YO,XO) est un vecteur aléatoire gaus-
. *
sien indépendant de (et,' t €N ) et, en particulier, la loi conditionnelle

P[YO €. lXO] est gaussienne. a

Remarquons que si on suppose B = KH le filtre optimal linéaire

ne différe du filtre optimal que par les termes Qe .E {[KXt_1+C}[HKXt_1+HC

et Qe E {[HKXt__1+HC]2 } qui se substituent aux termes
Qe [th_l +C] [HKXt_1+H C] et Qe[HKXt—l +HC] 2 respectivement. Cette

différence résulte bien évidemment de la “linéarisation" du modeéle (3).
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IV, ETUDE D'UN MODELE PARTICULIER DE SERIE CHRONOLOGIQUE
UNIDIMENSIONNELLE,

Nous étudions ici le cas particulier du modeéle de série chronolo-

gique scalaire correspondant a la situation (3)-(3') ol

(6) X

I
o
a3
-+
=2
£
¢
-+
®
Lo d
m
135

ou (6') X

n
e}
x
+
o
g
T

*
+e ;telN ,XO donné .

Les résultats concernant la stationnarité stricte et 1'inversibilité
sont plus précis que dans le cas vectoriel r > 1 ; on est en mesure d'étu-
dier le probléme de l'existence des moments d'ordre supérieur & deux d'une
solution stationnaire dans le cas ol les variables (et) sont gaussiennes.
On aborde aussi le probléme statistique d'estimation des paramétres du

modeéle .

IVv. 1., Stationnarité stricte. Moments.

Soit (H) 1'hypotheése : la loi commune aux variables al8atoires
(et) n‘est pas concentrée en une ou deux valeurs. Notons que (H) est
vérifiée si et seulement si il n'existe pas de constantes o et B telles

que P[et2 =aet+B] =1,

IV.1.1, Proposition.

Supposons que (et) est une suite de variables aléatoires indépen-
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dantes équidistribuées telle que l'hypothése (H) est satisfaite. Alors si

‘a\ <1 et a2 +b2 Qe < 1 il existe un processus stationnaire (Xt) vé-

rifiant 1'équation (6) uniquement déterminé par
(7) X =e + ¥ {1 [a+bet_

N , . 2 2
ou la série du second membre converge presque sQGrement et si a +b Qe <1

la convergence a lieu aussi en moyenne quadratique.

Démonstration.

Suivant le schéma de la démonstration de la Proposition II.2.1,

il suffit de démontrer que presque sQrement lim P(t,n) = 0 et la série
n- +® :

de terme général P(t,j)et_j est convergente.

n-1
Or si Pit,n) = 11 [a+be ]
t-k
k=0
n-1
1 1 1 2
on a — Log |P(t,n)|= = © = Log [a+be, ]

L'inégalité de Jensen montre que pour b # 0

E{Log[a+bet]2} < Log E[a+bet]2= Log[a2+b2Qe] <0

car, d'aprés 1l'hypothese (H) , [a+ bet]z n'‘est pas presque sQrement une

constante. De méme pour b =0 on a encore

I-IZ{Log[eH—bet]2 }<o0
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puisque a2 <1,

Par la loi forte des grands nombres on obtient alors

lim Y Log |Pe,n)| = 1 & (Log[a+be 12] <0

ce qui implique que presque sarement lim |P(t,n)‘ =0 et plus précisément
n—++«

lim IP(t,n)ll/n =p = exp{—2]° E[Log[a+bet]2}]< 1
n—.-*-ao

Toujours d'aprés la loi forte des grands nombres, la quantité

o, 21
I B

,,
HYY =
[ o]

]

—

converge vers zéro presque sQrement quand j tend vers I'infini, Par con-

séquent pour J assez grand on a e < J presque sQrement, ce qui

L-J

entrafne que

lP(t,J)et__,I I I

pour tout p , p<p<1 , Alnst la série L P(t,)e
i=1

t-4 converge aussi

presque sQrement. ®»

On a le résultat complémentaire

v.1.2. Proposition,

Supposons que (et) satisfait aux hypothéses de la Proposition



IV.1.1, Alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
solution stationnaire (Xt) de (6) qui soit un processus du second-ordre
centré est que a2 +b2 Qe < 1 auquel cas le processus (Xt) est unique-
ment déterminé par (7) ol la série du second-membre est convergente pres-

que sOrement et en moyenne quadratique,

Démonstration.

N

D'aprés ce qui préceéde, il reste a montrer que la condition est

nécessaire. Or on a nécessairement (cf. Proposition 1.1.3.)

2 2
- - = >
(1-a"-b Qe) var (Xt) Qe 0
. 2 2
ce qui montre bien que a +b Qe <1 .=

Remarquons qu'en vertu de la Proposition IV.1.1, si |a|<1 et
2 2 s »
a2 +b Qe = 1 il existe encore un processus stationnaire qui vérifie (6)

mais qui n'est pas du second-ordre centré d'aprés la Proposition IV.1.2.
Venons-en a l'étude de l'inversibilité.

Soit (H') 1'hypothése : la loi commune aux variables aléatoires (et) est

absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Sous 1'hypothése

(H') la probabilité de transition P(.,.)

P(x,A) = P[XtGA/Xt_1=x] ;x§R ' AE@R , t €N

: 1
est telle que pour x # - E , P(x,.) est absolument continue par rapport

ol B

d la mesure de Lebesgue et pour x = -

1 1 si -a/b €A
P(__ IA) = .
b 0 si -a/b €A
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Iv.1.,3. Lemme.

Sous les hypothéses de la Proposition IV.1.1, avec (H) remplacée
par (H') , la loi commune Vo aux variables aléatoires Xt du processus

solution est absolument continue par rapport 38 la mesure de Lebesgue.

Démonstration.

La loi v, est une probabilité invariante pour la chafne de Markov

= + te .
Xg=aX ¥ hX e te

Soit A &BR de mesure de Lebesgue nulle

4

v (8) = [ Pb,A) dv ()

R

]

1 1
P(-—- ,A - .
( > yv, (L > })

En particulier

1oy op oyt 1
vo({"g]) P( b'{ bl).vo({ b})

et par suite, puisque par hypothése a1,

vo([~%])=0 et vO(A)=0. -

IVv.1.4. Proposition.

Sous les hypotﬁéses de la Proposition IV.1.1, avec (H) remplacée
par (H') le modéle (6) est inversible.



Démonstration.

Ecrivant (6) sous la forme

X, —-aX = (bxt_

t -1 +1)e

1 t

on voit que,compte tenu de ce que P[bxt_1+1¢O] = 1 (puisque 4' anrés
le lemme IV.1.3. la loi de probabilité Vo Commune aux Xt n' a nas

de masse en - 1 ) €, peut étre calculé pvar
b

1

e, = (Xt—axt_l)(bxt_ +1) . 8

t 1

Les hypothéses de la Proposition IV.,1.1. assurent 1'existence
d'un orocessus de Markov stationnaire vérifiant l1'équation (6')
(en effet si Xo est une variable aléatoire de loi Vo indénendante
de (et ; toe lN*) le processus (Xt) issu de Xb est de ce tyne) .
H. TONG (1981) a abordé cette question par une autre voie sous
1'hypothése (G) .Substituant i (G) l'hypothé&se (H') et utilisant

des arguments analogues & ceux de H. TONG r On peut démontrer :
IV.1.5. Théoréme.

Supposons que 1'hypothése (H') soit satisfaite et que
E{Ia+bet|}<1 . Alors le nrocessus de Markov associé a la famille

(P(x,.);xelR) est ergodique

Par exemnle dans le cas oil 1'hypothése (G) est satisfaite
une condition suffisante nour que E{la+bet|}<l est évidemment que
2 1/2 . _ 2 1/2 s
lal+|b] ( 7 % ) < 1 (ouisque Ele | = ( 7 % ) ) ,condition
qui peut &tre comparée i la condition suffisante a2 + b2 Qe <1

étudide précédemment (cf. Figure ci-apras) .
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Dans les conditions du Théoréme IV.1.5. on est assuré de l'exis-

tence et de l'unicité d'une loi de probabilité invariante vQ pour la famille

(P(x,.); x €R) f.e. telle que :

vo(A) = j‘R P(x,A) dvo(x) : A QBR .

Il est facile (par un raisonnement analogue & celui de la preuve
du Lemme IV.1.3.) de voir que v (-1 )= 1 ou 0 selon que a = 1

b
ou a # 1 . Dans le premier cas le nrocessus xt

bt

 t € N est

T

la solution stationnaire de (6') ; c'est évidemment un processus
non centré qui admet des moments de tous ordres . Dans le cas ol

a # 1 et 1'hypothése (G) est satisfaite +1la probabilité de transi-
tion s'écrit, pour x =z - 1
' b
2 -1/2 1 2 2 )~1} d
P(x,A) = I (2n[14bx] Qe) .exp[-—é—(y—ax) ([ 1+bx] Q, .dy .
A )

et on peut é&tudier 1l'existence des moments de la solution station-
naire de (6') a 1'aide de la fonction caractéristique ¢ de la loi Vor

('] vérifie :

+®
y(u) =J’ exp[laxu--;« Qe(ltbx)zuz)dvo(x) .

-

+x
Lorsque les moments non centrés Wy = f xk dvo(x) existent pour

- ®

k=0,...,n on a (cf. H. TONG (1981)) :

et



;s=1,2,... ; C =1

ol C = -2(02s-1)C ;
s s-1 o

Une condition suffisante pour que le moment Hon existe est que

pour j = 1,2,...,n on ait :

2j 2j 2j-2 2 2 2j 2j-4 4
a +Qe(2)1.a b™ + Qe(4)1.3a b™ +

RO b+

3,2j i 23 . 2j
+Qe(6)1.3.5 ...+Qe(zj)l.B.S...(ZJ-t-l)b <1

En particulier Hy existe si 1—a4—6a2b2 Qe - 3b4 QZ: >0 et alors

1

by = Q. [1-a’ b2 Q 1
uy = 6ab Q_ u2.[1—a(a2+3b2Qe )]’1

_ ) 2 .2 4 22 4 2. -1
Hy = 3Qe[4b(a +b Qe)p3+2(a +3b Qe)u2+Qe][1—a -6a b Qe-3b Qe]

On représente dans la figure ci-dessous les frontiéres de domaines de va-
leurs de (a, b Qz/z) a l'intérieur desquels les moments Mo existent

pour n=1,2,3
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1/2
e

(1) af + bt Q, = !
(21 a* v sa? b? g, + 36* 0} -

(3) tait«+ibizgm'? -

( 41 af + 15a% b? 0, + 4502 b? QZ + 15b5 Qz = 1



IV.2. Estimation de paramétres.

On suvpose qu'on observe un processus stationnaire centré

(X t ¢ IN) solution de 1'équation (6') ol (et ;o€ IN*) satis-

t H
fait 1'hypothése (G) avec Qe = 1 . On envisage d'abord le probléme
d'estimation du paramétre (a,bz) . On suppose que la vraie valeur
(ao,bo) du param&tre (a,b) vérifie la condition

4 2.2 4
aO + 6aobo + 3bo < 1

i.e (cf. les résultats du paragraphe IV.1) que le processus admet

des moments jusqu'd l'ordre 4 . La méthode des moments conduit a

estimer a et b2 au vu de 1'observation de 0 a n respective-

ment par
n
X
. oy -1 - .,
a, = N et bn = 1 - (an) - .
2 - 2
I X N X
=1 t-1 £=1 t-1

On a le résultat suivant concernant le comportement asymptotique

de l1l'estimateur (a_ , bz) :
) n n

Iv.2.1. Proposition.

La suite d'estimateurs ((an , bi) ; n 2 1) de (a,bz) est

presque slirement convergente . De plus , lorsque n tend vers 1'infini

)

a - a
. 1/2 n o .
la suite ( n / ; n > 1) converge en loi vers un vecteur

aléatoire gaussien centré de matrice de covariance

2 2
Ea b [box0 + XO] 0

[E ( 2]-‘2 O (o]
x4l . y
agrb, o 0 2 E [ (b_x2+1)24+6b2%x% ]
[e o] O

o'bo

owN
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La démonstration de cette proposition repose sur le théo-
réme suivant de la limite centrale pour les martingales (cf. B.M.

BROWN (1971))

IV.2.2 Théoréme

Soit (Sn 'Fn i n 2 1) une martingale sur l'esnace proba-
bilisé (& ,F ,P) , avec So =0 et Y =8, i Sp-1 + R 21
(Fo n'est pas obligatoirement la tribu grossiére ) ,
vV = I B(Y¥2/F .1 et 82 = Ev2
n ~ t t-1 n n '
t=1 ,
Si on a :
2 -2 '
(1) lim V s = 1 en probabilité
ntge 0D \
-2 0 2]
(11) lim s r E{ Yt-” } = 0 pour tout e€>0
n+te ' t=1 [Iytlaesn]

alors

.

1

x
lim p LS, s”! < x1 = ¢ (x) = (2u) 1/2 J/. exp (- — y2 }.dy
n*r4+e n - 2

pour tout x .

Démonstration de la Proposition IV.2.1.

La convergence presque sQire est une conséquence immédiate

du théoréme ergodique gui assure que

1 n
m - ox2 =g %) = (- a2- p2 7!
n*+e® pn t=} o'"o
= ltm - P ox x . =& (X, X) =a_ (1- a’- p? )~}
nt4® pn t=1 £ t-1 a /b, "1 “o o o o
Montrons maintenant la normalité asymptotique de 1l'estimateur
- -2
(am ’ bn) o
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Rappelons d'abord que cet estimateur est solution du systéme :

M (X

n o,...,x

n

Mn (XO,...,Xn

On peut alors écrire

2
Mn (XO,...,Xn ; a,b”) =

r 1
n
+
—(a+ao)
Ainsi

a, - a,

( n )1/2
=2 2
bn - bo

< (n)t%y (x

2

a,b”) =0
1 n
- 2 X, X
2 n t=1 t
a,b”) =
1 n
—_ 7 Xi -
n t=1

s pour tout a et b

. 2
Mn (XO,...,Xn ; ao,bo)

+




ol la matrice dont 1'inverse apparait au second membre converge

1 01.
presque surément vers E (xz) . C .
a_,b o
o 2ao ) |

Montrons que ( n )1/2 Mn (xo,.,.,xn ; ao,bg) est asympto-

tiquement gaussien .

. 2 ) 2
Soit X = (1, 2)' € IR et Y. = 1 (x. X _, - a, X;_;) +
2 2 .2 2 2
Ay Xy - a, X¢_y - by X¢op - 1) . On vérifie aisément que
A X
E (Y. /F._ ) = 0
ao,bo t t-1 !
A2 th A2, X L2 2
(v )® = LE () /7 FC .} = L (2 (b, X + X, )
n t=1 8g¢by Tt t-1 emp 1 t-1 7 g
2 2 2 2 2 2 2
+ A5 [2(b, X, _ -1 17+ 12p0 Xo t 4(ao.bo Xy v ag X )71+
+ 222, (2a (b %2 +x )27}
172 o o "t-1 t-1 *
A L2 A2 A2
Alors si (s’ )¢ = g { (v )} = neE { (¥} )1}
n ao‘bo_ n ao,bo 1
(vi)? ‘
on a lim = 1 | presque suré&ment .
n*4o .
A2
(s )

On a aussi , pour € > 0 ¢

n
( sg )"2 & E, p (¢ Y: )2 I] 'Y
t=1 “0’"o [Iytl>esn]



-78~ '

AL 2
o 1 n-
et par suite
n
lim ( sﬁ )21 B, , L ( Yé )2 nﬂ ) I o= o i
n>+o t=1 o'"o [!Ytl>esn]

Ainsi , toutes les conditions du Théoréme IV.2.2. étant vérifiées
. A-1 Ba
la suite ( ( Sy ) X Yt ;
t=1
variable aléatoire gaussienne centrée réduite et donc la suite

n 2 1) converge en loi vers une

n

( ( n )“l/2 Z Yz ;no2 1) converge en loi vers une loi gaussie
t=1
ne de variance E { YA )2 } . Comme
a_,b 1
o’'"o
1/2 2 -172 0
' o - X
A'(n) Mn (XO,...,Xn : ao,bo) (n) E Yt
t=1
et E, o U« Yi )2 } =
o'"o
_ 2 L2 . 2 42
E [b X7+X ] 2a | [b X7+X ]
ao’bo oo "o o ao’bo oo o
AY x x
2 2 - 2 2 2,2 2 2,2
2 ] +
aoEa ,b [bOXO+X0] Ea ,b[2(bOXO+1) +l2boxo+4(aoboxO aOXO) ]
o’'7o o' o
il s' en suit que la suite ( ( n )1/2 M (X X ; a b2) ; n > 1
q n OI"‘InI OIO ’ -
converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de co-
variance Aa b la matrice 2 x 2 intervenant ci-dessus . En
o’"o
: a - a
définitive la suite (( n )1/2 [Ag g} i n 211) converge
b - b
n fo)

en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance



s =21 0 1 -2aﬂ
E ( X~ ) A .
ao'bo o --2ao 1 ao'bo 0 A |

: \
Un calcul facile fournit alors le résultat annoncé . @

Iv.2.2. Remarque .

(a) Les conclusions de la Proposition IV.2.1. restent valables
sans l'hypothé&se (G) lorsqu'on suppose seulement que le moment
d'ordre 4 du processus (Xt i t € IN) existe et qu'on remplace

la matrice de covariance asymptotique par”

2 "2
E ( X~ ) x
ao,bo o)
2 3.4 2 2 3
rE b[b x +x ] E ,b[b xo+3b X +3p0x0] E e, -
E, (b, x +1 +4b 4 -
E, b[b3x4+3b2x3+3b x?1 E &3 aysb, ) Xg1 E e
0' o o0 (o]
- 2,..2 3
i an'b([)(boxoﬂ) +4bo(boxo+xo) 1]
(b) Pour estimer b 1l reste a estimer son signe . Or le mo-

ment My est du signe de ab et donc le signe'de b est du signe

de a.d3 . Une estimation du signe de b est donc fournie par

le signe de ;n . L X






CHAPITRE 111

ETUDE DU MODELE BILINEAIRE

Yt = AY,t—l +BYt-1 ut-l +Cut : Xt = HYt

Partant des modeles bilinéaires déterministes de la forme de ceux
décrits dans !'introduction du Chapitre II, introduits par'des automaticiens,
les statisticlens C.W.]. GRANGER et A.P. ANDERSEN (1978) ont ‘proposé
comme modeéles de séries chronologiques scalaires des analogues stochasti-

ques du type

b

= N\ + Y
X Z‘J a X +et 2 C kLet—k xt—L‘

+ X
t i t-i i ) t"'.' Kk

&~

ol (et) est une suite de variables al&atoires indépendantes équidistribuées.

Plusieurs auteurs comme T.D. PHAM et L.T. TRAN (1981), D.GUEGAN
(1981) et B.G. QUINN (1982) ont &tudié des cas particuliers de la forme

+ °
e - 8% te the X, k>0,

X

Dans ce chapitre nous nous intéressons au modele stochastique vec-

toriel s'écrivant

]

AY + BY e + Ce

Yt t-1 t-1 "t-1 t

Xt = HYt |
qui a été en partie étudié par T. SUBBA RAO (1978,1979) et T.D. PHAM et

L.T. TRAN (1980) et & son analogue déterministe,
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I. ETUDE DES PROBLEMES DE NATURE DETERMINISTE,
Le systéme considéré ici est décrit par le modele

= AY + + . : e
Yt A&t-—l BYt~1 ut—l Cut ; tE€IN ,YO donné

(1)
X =HY
t

ou l'entrée déterministe ut est scalaire, A est une matrice r Xr , C
est un vecteur colonne r x1 et H un vecteur ligne 1 xr . Notons que
le modele est de la forme générale présentée au Chapitre I dans la mesure

. . 2.,
une suite d'entrées étant une suite Wt = (wtl,wt) dans Rz devant sa-

tisfaire les contraintes w1 =w,  ;t=z0

t+1 t »
Par commodité on est parfois amené & imposer la condition HC =1 qui,
remarquons le, n'est pas vraiment restrictive car si elle n'‘est pas satisfaite
mais que HC # 0 , le changement de B,C et u, en (HC)_IB . (HC)_IC
et HC ut respectivement permet de s'y ramener.

I.1. Controlabilité déterministe.

Nous démontrons le résultat suivant :

I.1.1. Proposition.

Supposons que le rang de la matrice rx (r+1) [B,C] est égal a 1
(i.e qu'il existe un vecteur r x 1 vy tel que B = Cy'). Alors le systéme

déterministe décrit par le modeéle bilinéaire (1) est contrdlable si et seule-
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ment si le couple [A,C] est contrélable,

Démonstration,

©

51 B = Cy' , l'équation d'évolution dans le modele (1) s‘écrit

(2) Y =AY _+Cv, od (2*) v, = Y Yt-l U tu,

t t-1 t

Supposons alors que le systeme décrit par (1) est controlable : alors &tant

donné YI et YP il existe une suite uc’,,...,uK telle que st

Yo= e Yt=AYt-l +CYYt-l ut“\1 ¢ 1 <t <K , on ait YK =YP .

On voit que le syst2me décrit par (2) est controlable de YI a YP a

+ Cu

l'aide de la suite d'entrées (vl,...,vx) définie par la relation (2').

Supposons maintenant que le systéme décrit par (2) est controlable :

alors étant donné YI et YP il existe une suite vl,‘,..,vK telle que si

Y0=YI ¢ Yt---AYt_ln'ert » 1=t<K , on ait Y =Yg .

Soit alors uo quelconque, on voit que le systéme décrit par (1) est con-

trolable de YI a YF a l'alde de la sufte d'entrées (uo,...,uK) définie

= -y .
par ut Ve T Y Yt-l Uy i

En vertu du Théoréme 1.1.2 du Chapitre I, la Proposition est démontrée, w

l<ts<K .

I.1.2., Exemples.

(a) Il est clalr que dans le cas B =0 on retrouve le résultat du

Théoréme I.1.2 du Chapitre 1I.

(b) Le systéme déterministe décrit par
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0 1 0 O 0

1Y + [ 1Y [1]“

*
+ . . A
(-1 1 0 t—-lut—l telN ; Yo donné

t,
Xt =[h1 hZ]Yt : telN

est contrbélable.

En effet on vérifie aisément qu'on a :

0 1
rg[C,AC] =rg [ 41 =2

1.2. Observabilité déterministe.

Les résultats suivants se déduisent de ceux de S. HARA et

K. FURUTA (1977).

a) Observabilité avec quelques entrées connues.

On a la représentation suivante de 1'état (Y:) et de la sortie

~

(X:l) du modeéle (1) correspondant & la suite d'entrées u = (ut) : posant

u u u u
= & + .
e = Azl +BE

A (t) = A+Bu ; t=z0
u t

et
Su <u =
= - 1 =
v = A E-0Y) | itz Y =Y
—Uu =u
= 2
X, = HY' ; t=20
u -Uu u u -—Uu u
= + £ ; X =X + H ; t20
on a Yy =Yt t -t 5
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On voit alors que la propriété d'observabilité avec les entrées
ul,,...uq connues pour le modele (1) est 1iée A la propriété d'observabi-

lité po:n' un modéle (linéaire non autonome sans entrée) de la forme :

Y, = Alt-1) Yy
)(t = HYt - :
A 1(t—l)
u
A 2(t-l) 0
od A(t-1) est la matrice d'ordre arxqr : A(t-1) = v
0 L]
A (t-1)
| u? ]
~ ~ H 0
et H est la matrice d'ordre q xqr : H = H .
0 H

Par suite on est conduit a définir pour chaaue u et §20 la

H
HR(U‘O)
matrice N(u,j) d'ordre (j+1)xr : N(u,}) =1 ° et pour toute
HR(u,j-1)
familie ul,...,uq et J20 la matrice n(ul.....uq.l) d'ordre (j+1)q xr :
1
N(u™,j)
l o
N(u veoudy = q
N(u™®,j)

od R(u,t) = AU(L-I)....AU(O) Lz1 .

On a alors la condition nécessaire et suffisante :



I.2.1. Proposition,

Le systéme déterministe décrit par le modeéle bilinéaire (1) est
observable avec quelques entrées connues si et seulement si l'une des deux

conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

: o 1
(i) il existe un entier q et des suites d'entrées u [O,r—l],...,uq[O,x
tels que rg 'n(ul,...uq,r—l) =r
- .
HA
. . HB
(ii) le rang de la matrice (2r-1) xr . est r .
HAr-l
| mp"
1.2.2. Exemples.
(a) Il est clair que dans le cas linéaire i.e B =0 la condition (ii)

se réduit au critére d'observabilité du couple [A,H]

(b) Le systéme déterministe décrit par

—-[al 63] Y +[b1 bﬂY u +[Cl
t a2 a4 t-1 b2 b4 t-1 t-1 02

[O,l.]Yt ; t€N

x
u; telN ;Y donné
t 0

<
t

X
t

It

avec a, #0 ou bz # 0 est observable avec quelques entrées connues.

En effet on vérifie facilement la condition (ii) i.e.

H 0 1 -
rg HAl = g a, 3, =2 .
HB b, b
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b) Observabjlité avec n'importea quelle entrée _connue,

Soit H une matrice d‘ordre (r-1) x r telle que la matrice d'ordre

rxre [ g] soit inversible et [ g -1 [K,K] ol K est dordre rx1 et

K d'ordre r x (c-1) . On peut alors définir

X, H _ % o
_1=1_ Yt ou Yt=[l(,l(] [_}=th+KXt.

Xt H Xt

On peut alors réécrire le modeéle (1) sous la forme

Yt = AYt-l + BK t-1 ut—l + Bl()(t._l ut_.1 + Cut
(3)
)(t = HYt

Lorsque la suite (ut) est connue dans la représentation (3), les termes

BKX u&-l et Cut sont connus, seul le terme BifX't est inconnu ;

u
‘ t-1 -1t
on voit donc que la propriété d'observabilité avec n'importe quelle entrée
connue dans (1) est liée & la propriété d'observabilité avec entrée inconnue

dans un modele linéaire autonome de la forme :

t t-1 t-1
)(t = HYt

ou (vt) est une suite d'entrées de dimension (r-1) (cf. Proposition I1.2.6
du Chapitre I). '

On a la condition suffisante :

1.2.3. Proposition,

St le couple [A,H] est observable et 'HAS BK = 0 pour
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J=0,...,r-2 alors le systéme décrit par le modéle bilinéaire (1) est ob-

servable avec n'importe quelle entrée connue.

I.2.4. Exemples.

(a) Il est clair que dans le cas linéaire i.e B =0 , la condition se
réduit au critére d'observabilité du couple [A,H] : rg Or =r .
(b) Le systéme déterministe décrit par :
a1 0 'bl b2 c1 "
Y = Y + Y u L+ u ; telN ;Y donné
t 0 t-1 b b t-1 t-1 t o
) R W) 2
= -1 .
Xt [1, ]Yt' ; t€IN

avec a, # a, + aa, #0 et b1 b2 # 0 est observable avec n'importe quelle
entrée connue.

En effet on vérifie facilement qu'on a

c) Observabilité avec entrée inconnue.

La propriété d'observabilité avec entrée inconnue dans (1) est liée

a la méme propriété dans un modéle linéaire autonome du type

. v .
Y, =AY, _, +[B,Clu,

>l
-+

]
r-:<2

H
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ol (wt) est une sulte d'entrées de dimension r+1 (cf. Proposition 1.2.6
du Chapitre I)

On a la condition suffisante :

1.2.5, Proposition.

S1 le couple [A,H] est observable et HA’[B,C]=0 pour
J=0,...,r,~2 alors le systéme décrit par le modele bilinéaire (1) est obser-

vable avec entrée inconnue.

1.2.6. Exemples.

(a) Dans le cas linéaire i.e, B =0 . ON voit que la condition n'est

autre que celle de la Proposition 1.2.6 du Chapitre 1.

(b) Le systeme déterministe décrit par :
Y=a‘O.y +‘b’b2Yu+lu-tew*-Ydé
t 0 o | t-1 b, b | 1 [ i 1o domn
2 1 72
. o
X =[l.--1]¥t ; telN

ey

avec a, # a, . aa, #0 et b #0 est observable avec entrée inconnue.

1 b2
En effet on vérifie factlement qu'on a

H 1 ~1
rg[ }=rg[ J=2 et H[B,C]=0 .

HA al "32
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I.3. Identifiabilité partielle d'une entrée déterministe .

Soit j=21 et Q une matrice quelconque d'ordre LXxj . On a

la condition suffisante suivante :

[.3.1. Proposition.

Si HB=0 et HC%O » l'entrée u[0,j] est partiellement [2)] -

identifiable dans le modale défini par (1).

Démonstration.

Il suffit bien sar de montrer le résultat pour Q = Ij .

Or on a (supposant que HC=1) pour tout t=z=1

= +
Xt HAYt-l ut

b, =X - HAY

t t 1 -

La preuve est alors analogue a celle de la Proposition 1.3.1 du Chapitre II. =

1.3.2. Exemples.

(a) Dans le cas linéaire i.e =0 , la condition HB =0 est satis-

faite et 1'énoncé assure que dés que HC # 0 l'entrée est identifiable,

(b) Dans le systéme déterministe décrit par



X = [1,-1]Yt ;s teEN

V'entrée u[0,j] est [? 1 - identifiable .,
J

En effet on a HB=0 et HC=1 .

- 1.3.3. Remarque. .

En fait si la condition HB =0 n'est pas satisfaite la suite d'en-
trées u[1,§] peut etre déterminée des que 1l'on conna;tt I'entrée u et

1'état Y, - La démonstration, analogue 3 la précédente, est basée sur

“r

le fait que

u =X -HAY,_ -HBY . u . .

1 1 t-1
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II.  CARACTERISTIQUES DU SECOND-ORDRE ET STATIONNARITES

Dans ce paragraphe on considére le systéme stochastique décrit
par l'analogue du modeéle (1) i.e
w

= + . . A
@) Yt AYt—l BYt—let~1+Cet ; teIN YO donné

Xt = HYt

. Yt = AYt—l +BY’:_1 et__1 + Cet ; t € Z
ou (4')
X = HY

ou (et) est une suite de variables aléatoires réelles équidistribuées cen-

trées, de variance Qe >0 . Notons que ce modéle recouvre par exemple

le modéle de série chronologique unidimensionnelle

En effet (Xt) peut se représenter comme 1'observation dans un

modéle du type (4') ou 1'état r-dimensionnel Yt = (Xt""‘xt—rﬂ)' avec
r = max(p,q) évolue selon 1'équation
— ’1 — . -~
al . ar b1 br ro1
1 0 0 0 ...0 0
o ... . 1 L. o
= O P
Yt Y1 Yeo1Cp °t
0 ..010 | L0 ....0 | 0 |
(avec la convention que a, =0 si j >p et b =0 si k>q)

J k
1'équation d'observation étant

)



Xt = l‘l‘ft

ol H est le vecteur ligne 1 x¢ : H=(1 0,..0) .

Nous étudions les modeéles (4) - (4') qui, notons lé, ne sont pas
markoviens, pour des matrices A,B et des vecte:xrs C,H arbitraires,

Par commodité nous imposerons encore parfois la condition HC =1 ,

N

II.1., Caractéristigues du second-ordre - Stationnarité au second-ordre.

Les résultats suivants recouvrent ceux de T. SUBBA RAO (1979)
et T.D. PHAM et L.T. TRAN (19t0).

1.1.1, Proposition.

") Si (Yo,(et;té IN)) est une suite d'éléments aléatoires telle que
*
les sultes (et ;tEN) et ‘Yo‘et: tcIN ) solent deux suites de variables
aléatoires {ndépendantes et e, admet un moment d'ordre 4 alors le proces-

t
sus solution du modele (4) est du second ordre,

Sa moyenne est donnée par

my(0) = m(0) ; m (1) = Am(0) +'BV(O) ; Vm’=5(ﬂﬁ%};
t-2 9.

mY(t) = At—l mY(l) +.Qe l?ﬂ At 2-4 BC ;tz22

mx(t) = H mY(t) ; t €EIN .

Sa fonction de covariance est donnée par

" v du second-ondne .



CY(O,O) = C(0) ;
— _ _ ' _ _ f -1 )
CY(s,s) = ACY(S 1,s-1)A' + QeBCY(s 1,s-1)B' + Qe . D(s-1) D'(s-1) +
. 2 3.2 -1 .o *
+ BCC'B [var{eo}—{E eo} Q1+ Q,CC' ;s €N
ou

Dw)=(%3AC-PQeBUw&)1—BCEb2} : s €N

Cy(1,0) = AC(0) + B[ W(0) - V(0) m'(0) ]

,

ol
W(0) = E {YOY0 eo }

.

. . *
CY(s+1,s) = ACY(s,s) + BIEI{YSYSeS } —QeBCmY(s) ; s €EN

~

. ou

E {Y1 Yllel = Qe Am(0)C' +Qe Bv(0)C! +QeC m' (0)A' +QeCV'(O)B' +E'{e2 jcc ;

. 2 2 3
= - LS [ [ - ' It [
E{YSYSeS} QeAmY(s 1)C QeBCC +QeCmY(s 1)A +Qe CC'B +E{eO}CC ;8>1

et

At—s-lc (s+1,s) si t>s=21
Y

CY(t,s) =
CY(t,t+1)(.l\')S"t"1 si 1<t<s

C,(t,s) = HC_(t,s)H' : (t,s) €IN?

X [: Y 4 ’ ’
Démonstration.

De la définition (4) on déduit aisément que pour t>s on a



t-s-1 t-2 t-2-j
Y = NI (A+Be . )Y + 50 1 {A+Be, _}cCe .+ cCe .
t k=0 k+s’’s j=s =0 4+s8+1 j+1 t
Il vient
t-s-1 t-2 t-2-j
) =E{ N {A+Be )Y + ¥ 1 {A+Be }Ce, . +Ce)
mY k=0 k+s’ s j=s  4=0 L+s+l j+1 t
t-s t-s-1 t=2 2y
=A “"mys)+A BE{Ye } +Q ¥ A BC
Y s s e J=8
- t-2 -2
soit  m(t) =A T 'm (1) +Q B a2V pc ;s pa2
Y Y e j=s
mY(l) = Am(0) + BV(0) ,
mx(t) = Hmy(t) itEN
Pour t>s2 1
t-s-1 t-s t-s-1
CY(t,s) = E{ kgo [A+Bek+s}Ys-A mY(s)—A BB[Yses} +
t-2 t-2-f -2 2 -
+ n {A+BeL+sH]Ce’+l-Qe T A BC+Cet][YS-mY(s)}
i=s 4=0 j=s .
t-s-1 t-s t-s-1 !
= E{ 2 {A+Bek+§]YS-A mY(s)-A BE{Y§eS }} (Ys-mY(s)] +
t-2 t-2-§ t-2 t-2- '
+ E{ _2:, [l [A+Betw+l}0e’+l-—08 2 A BC+Cet}[Y8-mY(s)}
i=s 4=0 4 j=s
t-s-1 t-s t-s-1 '
e =E{ kril {A+Bek+s][Ysﬂ-Cesﬂ}'-A, my(s)-A BE{YseS]]{YS—mY(s)}
t-s-1

A CY(sH ,S)
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ol

Cyls+1,8) = E{AY - m\(5)) + B(Y_e_-Q_ c)+0es+1}{ys-my(s)}'
= ACY(s,s) + BE {(YSeS—Qe C) (Ys— mY(s))'}
= ACY(s,s) + BE{YS Y'Ses }—QeBC m;/(s)

Cy(1,0) = E{A(Yo-m(O)) + B(Yoeo~v(0))+Ce1}{Yo— m(O)}'

1l

AC(0) + B[W(0)-V(0) m'(0) ]
*

Posant U =[A+Be ]Y ;s €IN
s s” s

on a

US = [A+Bes ][U='3_1+CeS ]
puis Us—mU(s) = [A+Bes][US_1—mU(s—1)]+[AC+BmU(s—1)]eS+BC[e§—Qe] .

Alors

- ] - - ' -1 - ' -
CY(S,S) = ACY(S 1,s-1)A +QeBCY(s 1,s-1)B +Qe .D(s-1)D'(s-1) +

2 3.2 -1 *
IRt - 4 ' .
+BCCB[var{eo} {Eeo}.Qe] Q,CC' ; s €N

— : 3 .
avec D(s) = QeAC + QeBmY(s) + B\-E{eo} ;s EIN .

Pour s>1 on a

e + Cez}
s s

i

E{AY, | +BY  je, ,+Ce } (AY_ e +BY e

E {Ys Yses] :

]

' 2 ] ! _ ' 2 Int 3 [
Qe AmY(s-l)C +QeB CcC +QeC my(S 1)A +Qe CC'B +E{eo jcc

On a aussi



Y

s — ' ‘ . ] ) 3 ]
E{Y Y e }= Q. Am(0)C' +Q_BV(0)C +Q,Cm'(0) A +Q_cv*(0)B +Efe}CC
Un raisonnement analogue fournit le résultat pour 1<t<gs , u

La stationnarité au second-ordre est caractérisée par : .

11.1.2, Proposition. .

Sous les hypothéses de la Proposition II.1.1, une condition néces-
salre et suffisante pour que le processus d'état (Yt : t20) satisfaisant a

(4) soit stationnaire au second-ordre est que le vecteur m(0) vérifie

m(0) = Am(0) + BV(0) .

et que la matrice C(0) soit solution de I'équation matricielle

ATA RIS R e 20 3.2 -1 .
(5) T'=ATA +Q_BIB' + Q " DD'+BCC'B [var (e ] (Ee_] Q. 11Q_CC

3
od D =Q, AC + Q_Bm(0) + BC Efe_}.

Alors la fonction de covariance du processus (Yt) est donnée par

ah-1 R (1) sl hz1l

R, (h) :
Y . -
RY(I)(A‘)lhl ! si hs -1

"

avec RY(I) AT + BW - Qe BCm'(0) ;
W = Q Am(0)C* + Q2 BCC' +Q Cm'(O)A+Q2 CC'B'+E[83 ]CC'
e e e e o *

Notons que 1'équation matricielle (5) peut s'écrire sous la forme
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vec T = {A®A+QeB®B}vec T+ vec[ DD’ Q;1+BCC'B'{Var{ecz)}—{Eez}zQ;l}+Q
e

On voit alors que si les valeurs propres de la matrice A®A +QeB®B sont
toutes de module strictement inférieur a 1, I'équation (5) admet une solution
unique dans l'ensemble des matrices symétriques semi-définies positives.

On verra plus loin que si de plus le couple [A,C] est controlable, cette

solution est définie positive.

II.2. Stationnarité stricte et inversibilité.

En ce qui concerne la stationnarité stricte dans le modéle (4')

T.D. PHAM et L.T. TRAN (1980) ont démontré le résultat suivant :

11.2.1, Théoréme.

Si la suite (et i t€Z) est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes équidistribuées et si les valeurs propres de la matrice
A®A + Qe B®B sont toutes de module strictement inférieur & 1 alors le
modéle (4') admet une solgution stationnaire ((Yt,Xt); t €Z) uniquement

déterminée par

j
= + 2 + . = .
Y, =Ce + o (1 [A+Be 1) Ce, ;i X, =HY, ; t€Z
ou la série précédente est convergente en moyenne quadratique .

Il est clair que le processus solution est aussi stationnaire au second-ordre

de structure de covariance donnée dans la Proposition II.1.2, On déduit aussi :



11.2.2, Propositio .

Sous les hypothéses du Théoréme I11,2,1, si le couple [A,C] est
controlable, alors la matrice de variance covariance commune aux vecteurs

aléatoires Yt L E€Z est définie positive.

Démonstration.

Supposons que le couple [A,C] est controlable i.e que la matrice
Cf =[C,...,Ar-IC] est de rang r mais que la distribution de Yt est
dégénérée i.e qu'il existe un vecteur g non nul dans R tel que l'on
lalt presque sOrement g',,\’t =0 .
D'aprés 1'égalité

J
Y =Ce, + 3, (I [A+Bet_k]}Cet_!

on a

' v ale .
O—B(g,Ytet_‘) Q,-9'-AC ;120

d'on g‘Cr =0 , ce qul est en contradiction avec 1'hypothése. w»

Abordons maintenant le probléme de 1'inversibilité du modele (4').
. L}
Remarquons d'abord que si B =KH , posant Zt =(Y;,et) le modele s'écrit

[A th—l [C]
2 = Z + e
t 0 0 ] t-1 1 t

A KX

(6)

_ t-1
X =[H 01[ ] z2,_, +HCe .

0 o0
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On énonce alors :

I1.2.3. Proposition.

Supposons que B =KH , HC # 0 et que les hypothéses du

[A— CHA [K- CHK]XO]

Théoréme 1I.2.1 sont satisfaites. Alors si E <1

- HA —HKXO
le modéle (4') est inversible.

Démonstration.

En vertu de (6) on a (supposant HC = 1) pour tout t

e =X - [HAHKX 1z

Suivant la démarche décrite dans la Remarque 1I.3.2. (b) du Chapitre I,

on définit alors, zO étant un vecteur fixé,

\Y,

e =X -[HAHKX 1% ;t=1
ou

v AKX _| v Cl vy v

= + M M =

Zt 0 O Zt—l 1 et ptelg Zo zo
On a

N = | HA HKX Z ’

e ~& = I e-11 (21 -2,)



‘ -101- o

v A-CHA [K-CHKIX
2-2, = | _ua - CHA (Z,_,-%_)
v t-1 [A-CHA [K-CHK]X]
solit Zt-Zt = 130 - HA - CHA (Zo-zo) ctzl

Il vient donc

t-1[A- CHA [K- CHK]X‘] t-1 [A— CHA [K- cux]x‘]

v
2 . |
W2 -z "= -z ) | n i 2 -z
t ot © © l1=0l-ga -cHA =0L_gA  -CHA 0o
puis
v ‘ t-1 A-CHA [K-CHK] Xi
z2-2\s)|z-z || n .
2-2, 1| = 12-2_| 1 I dia oHa I
D'aprés 1'inégalité de Jensen et l'hypothése on a
A-CHA ([K-CHK]X A-CHA [K- CHK]XO |
E ¢ Log < Log E <0 .
- HA - CHA -~ HA - CHA

En vertu du théoréme ergodique on a donc, presque sarement

p t-d A- CHA [K- CHK]X‘ A-CHA [l(-CHl(]Xo
lim — 2, Log = E {Log : <0
t-+w =0 - HA ~CHA -HA - CHA
d'ou
(3 A-CHA [K- CIIK]Xl
Iim 1] =0,
t-+o 1=0 - HA - CHA

Et comme (& cause de la stationnarité) la loi de [HA HKXt—l] ne dépend
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pas de t , il s'ensuit que :
V
lim (e -e) = g en probabilité, =
ot t ot

2
Remarquons que si E

A-CHA [K-CHK]X ,
[ OJ = tr[A-CHA][A-CHA] +

- HA -CHA

+ Exi tr [K- GHK] [K—CHK]‘+[HA][HA]'+EX§ tr [HK] [HK] <1

alors E

<1

[A-CHA [K—CHK]XbJ

- HA -CHA
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ITII. FILTRAGE NON LINEAIRE OPTIMAL, ")

Si la matrice B est de la forme B=KH od K est un vecteur
colonne r x1 , le modéle (4) se met sous la forme (6) qui est du type du

modele (5) introduit au paragraphe III du Chapitre I.

On note (G) I'hypothese :

(G) (et;té IN) est une suite de variables aléatoires indépendantes équidis-
tribuées selon une loi gaussienne centrée de variance Qe >0 ., On a alors

le résultat

Proposition.

Si B=KH , si l'hypothése (G) est satisfaite et si 1'état initial Yo
est un vecteur aléatoire gaussien indépendant de la suite (et ; t€N) , alors
le filtre optimal Yt de Yt au vu de X[O0,t] dans le modéle (4) est

fourni par :

° -~ -~

p =L 012

ou (it: t20) est défint par les équations de récurrence :

R AKX ] . A KX , [cC
z = Z,_, * r,_, [HA HKX ] +
0 0 0 0 . 1

+ -~

((BA BRX 1T _ [HA HRX .1 +HC]} (X -[HA HAX 1Z . }; t=1

x

et

A KX | A kx_ 1" [ce c] {[a kx| . [c
' =1lo o L-1lo o *le 1| o o | T-i[HAHKX )+,

1

X

1"V Lo sfaucturc auw second-cadne de (V) ne conduit pas 4dcd a une
neprlbentation Linlaine de ce processus™ eif & fa solution conrnes-
pondante du probléme de {iltnage Linéaine .
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A th—l : , [C
} I‘t_l[HAHKXt_l] +[ J

0 O 1

it

+

x { [HA HKX, 1T, [HA HKX ] +;{c}

IA |+
my(0)+ C,(0,00[H 0] ([HO0]C,(0,00[H,0]} (X -[H0]Im,(0) ;

il

avec 2
e}

!
|

o 'y Y
= CZ(U,O)"CZ(O.O)[H 0] {[H O]CZ(O,O)[HO] } [H 0] } [H o] CZ(O'

o0 {nﬂO)] ( ’:C(O) 0 }
m_(0) = ;. C_(0,0) =
Z 0 Z 0 0

Démonstration.

A

Il est clair que le filtre optimal Yt de Yt se déduit du filtre

optimal it de Zt par Qt = [Ir ()]it . Or dans le modéle (6), d'apres
la Proposition II.1.1., les moments d'ordre 2, E{I[Zt\\2+xf} , existent et
donc les conséquences des hypothéses (i) - (ii) du Théoréme III.1.3 du

Chapitre I utiles & sa démonstration (cf. R.CH. LIPTSER et A.N. SHYRIAEV

(1978)) sont satisfaites. Enfin sous les hypothéses faites, la loi du vecteur

Y
Zo o
aléatoire X = eo est gaussienne et donc la loi conditionnelle
© HY

o
P[ZO € ./XO] est gaussienne. Ainsi les conclusions du Théoréme III.1.3
du Chapitre I sont valables pour le filtre optimal de Zt ; elles se traduisent

immédiatement comme dans 1'énoncé. u
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V. ETUDE D'UN MODELE PARTICULIER DE SERIE CHRONOLOGIQUE
UNIDIMENSIONNELLE

Nous considérons icl le cas particulier du modéle de série chrono-

logique scalalre correspondant & la situation (4') on

r=1,A=a,B=b , H=C=1 f.e
\

= + .+ H
(7) Xt a)(t._l b)(t_1 € _; «'-3t HE S N
Les résultats concernant la stationnarité stricte et I'inversibilité
sont plus précis que dans le cas vectoriel > 1 ; on étudie le probléme
de l'existence des moments d'ordre supérieur & deux d'une solution station-
naire dans le cas ol les varlables (et) sont gaussiennes. On s'intéresse

au probléme statistique d'estimation des parameétres du modele,

Iv.1. Stationnarité stricte, Moments.

Soit (H) I'hypothése introduite dans le paragraphe IV du Chapitre
II, & savoir : la loi commune aux variables aléatoires (et) n'est pas con-
centrée en une ou deux valeurs.
T.D. PHAM et L.T. TRAN (1981) ont démontré les résultats suivants :

V.1.1, Théoréme.

(’) Supposons que (et) est une suite de variables aléatoires indépen-

dantes équidistribuées telle que 1'hypothése (H) est satisfaite. Alors si
[a|<1 et a2+b2 Qe <1 1l existe un processus stationnaire (Xt) vérifiant

l'équation (7) uniquement déterminé par

)
{1 [a+bet__k]}

(8) X =e +
' 1 k=1

et_j

[ d
~r
T Me

-
44

i) e, du sccond-oiadne
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Y Pl . 2 2
ol la série du second membre converge presque sQrement et si a +b Qe< 1

Q
la converge a lieu aussi en moyenne quadratique,

I.1.2. Théoréme.

Supposons que les hypothéses du Théoréme IV.1.1 sont satisfaites
et que et admet des moments jusqu'a l'ordre 4. Alors une condition néces-
saire et suffisante pour qu'il existe une solution stationnaire (Xt) de (7)
qui soit un processus du second-ordre est que a2+b2 Qe <1 auquel cas
le processus (Xt) est uniquement déterminé par (8) ou la série du second

membre est convergente presque sGrement et en moyenne quadratique.

~

Quant a l'inversibilité, on a :

IVv.1.3. Théoréme.

Supposons que les hypothéses du Théoréme IV.1.1 sont satisfaites.
Alors le modele (7) est inversible ou non (au sens de la convergence pres-
que sare) selon que E Log ‘bXO] est strictement négatif ou strictement po-

sitif. Dans le premier cas, on a la représentation
X E\ (-b) 72 ! X b
= - -— +
t ‘ j“jl ‘ { Lf[— 1 ek} L2 Xt"i }

ol la série du second membre converge presque sQrement.

Remarquons que si on prend r=1 , A=a , K=b , H=C=1 dans
la Proposition 1I1.2.3, la condition d'inversibilité devient E \bXO\ <1
Comme d'aprés l'inégalité de Jensen E Log \bxol <log E \bx0| , si
E\bXO‘ <1 alors E Log ‘bXO\ <0

Abordons maintenant le probléme d'existence des moments d'ordre
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supérieur 3 deux,

On note,’ lorsqu‘il existe, My le moment non centré d'ordre n

de la variable )(t . On a alors le résultat :

IV.1.4. Proposition.

Sous I'hypothése (G) (cf. paragraphe III) et les hypothéses du

Théoréme IV.1.1 si le moment d'ordre n existe, on a alors :

M, =1
n n L. n-4
“n=D(L)EUoEeo inz21l
14=0
ol
U = (atbe )X
o oo
et
L 1 L) Lotk k
EUT = r (J)E{(atbe )”e” "JEU ;121 ,
o 4 ~ k o o o
l-E(aﬂ)eo) k=0
bQ
EU = —8&
o l1-a
Démonstration.
Si on pose Ut = (a +bet)xt , le modele (7) admet la représentation
suivante :
= +
X =Uia e
U =

(a +bet) Ut-l +(a +bet) e,
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d'ou
n
n_ n 4 n-4
X =D (U e
4=0
et
n
EX = L ()E S, Ee to 5 (E)Eﬁ E%TL
4=0 1=0
Comme
ot oo o (“Ya+be ) UX_ (@atbe VK tK L 4
-1 - o -1) Ui -1 ®t-1 7
k=0
L My asbe )b otk L
= u (latbe )Ve’ 1 U,
k=0
L ) L4k
soit EUt-—l = 3 (k)E{(a+bet_1) € 1 } EUt—Z
k=0
41 . k
- — L D (OE(avbe, et yEu
1-E(atbe,_)* k=0
-1
_ 1 S (DB {(atbe )t et k}EU'; . a

1-E(atbe ) k=0
(o]

Il est clair que le moment non centré d'ordre n ¢ M existe si on a
E(a+be )L<1 pour t=1,...,n . De plus on peut déterminer explicite-
ment E(a+be ) pour 4=1,...,n . En particulier Mg existe si

1- a(a + 32 Q )>0 et alors '

-1

“1 Qe.[l-a]

Qe[1+2b2C% +4ab2Qe.[1-a}‘1][1-a2—b2Qe]’1

M2
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by = 3bQ [ [3a® +5b7 Q 1+[1+6ab’Q_1(1-a] "'+3[a? +b%q_] [a2+3h2Qe "

+ 4ab? Q [1-a1 )¢ l-az—sze] Ml1-arat+3ap Qo N,

Remarquons alors que les frontieres de domaines de valeurs de (a,b Ql/z)
3 l'intérieur desquels les moments Mo existent pour n=1,2,3 sont
ldentiques 3 celles obtenues pour le modéle (7') du Chapitre 1I (cf. Figure
dans le paragraphe IV du Chapitre II).

IV.2, Estimation des paramétres.

Nous décrivons ici brievement l'appfoche proposée par T.D, PHAM
et L.T. TRAN (1981) pour le probléme de I'estimation des paramétres a et
b 'du modele (7) au vu de l‘observatlon d'une trajectoire )( ceeedX soen

t
du processus stationnaire solution,

On suppose que la vraie valeur eo = (ao,bo) du parameétre 6 = (a,b)

est telle que

(10) | |bo| < exp [-EeoLog ‘Xol]-6/2

(t.e BeoLog[(b/2 e DIX |1 <0)

On définit alors une suite (@n :n20) d'ensembles aléatoires par

-1/n+1
®n={(a,b):|a|sl |b‘s[ [l X] -6 )
t=0 .

et on appelle estimateur des moindres carrés modifiés au vu de l'observation

~

Xo,... ,Xn un estimateur en solution du probléme

n 2
(11) Min [E—-)o ee(t,xo,...,X/u); 6€e )
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ou la suite (ee(t,XO,...,Xt/u); t>0) est définie par :

ee(t,XO,...,Xt/u) =X, ~-U

U, = {a+bxt}Xt -bX, U, _,;

u étant une valeur réelle arbitraire.

T.D. PHAM et L.T. TRAN (1981) ont démontré le résultat suivant :

IV.2.1. Théoréme.

Si la condition (10) est vérifiée, alors la suite d'estimateurs

-~

(Gn ; n20) définie par (11) converge presque sOrement.

IVv.2.2. Remarques.

(a) La question de la normalité asymptotique de cet estimateur reste
posée, les méthodes standards d'étude de cette propriété ne pouvant ici

étre utilisées.

(b) On peut bien sar envisager d'utiliser des estimateurs construits

par la méthode des moments.



CHAPITRE v

ETUDE DU MODELE BILINEAIRE

= N 1 2 . -
Yt —A\’t__l 4 BYt-l ut + Cut : Xt HYt

Dans ce chapitre nous nous intéressons a un type de modele fai-
sant partie de la famille de ceux décrits dans I'introduction du Chapitre II,
proposés initialement dans un cadre déterministe.,
Dans le Chapitre II nous avons considéré le cas d'une entrée unidimension-
nelle agissant A la fois de maniére multiplicative et de manieére additive sur
I'état du systeéme. Ici nous étudions dans le cadre déterministe d'une part
et dans le cadre stochastique d'autre part, la situation d'une entrée bidimen-
sionnelle dont une composante agit multiplicativement et l"autre agit additi-
vement. La version stochastique de ce modéle fait partie de la famille des
modeles étudiés dans la littérature sous le nom de modeéles autorégressifs a
coefficients aléatoires (cf. D.F. NICHOLLS and B.G. QUINN (1980, 1981 a),

b), 1982),

I. ETUDE DES PROBLEMES DE NATURE DETERMINISTE,
Le systéme considéré ici est décrit par le modeéle

t t-1 t-1 't

= i1 €
)(t HYt'th

*
Y =AY + BY ul+Cut2;t61N ; Y donné
(1) 3 o
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ou l'entrée bidimensionnelle ut = (utl, utz) est déterministe, A et B

sont des matrices r xr .+ C est un vecteur colonne r x1 et H est un
vecteur ligne 1 xr ,

Par commodité nous imposerons parfois la condition HC = 1 qui, remarquon
le, n'est pas vraiment restrictive car si elle n'est pas satisfaite mais que
HC#0 , le changement de B,C et ut2 en (HC)“IB , (HC)-IC et

2
HC ut respectivement permet de s'y ramener.

I.1. Controlabilité déterministe.

Il est évident qu'une condition suffisante pour la contrélabilité du
systéme déterministe décrit par le modéle bilinéaire (1) est que le couple

[A,C] soit controlable.

[.2. Observabilité déterministe .

Le systéme déterministe décrit par le modeéle bilinéaire (1) peut

s'écrire sous la forme :

1 o )
= + + : N
Yt AYt—l BYt—l u, [0.C] u ot € ; Y donné

X=HYt ; t €N

et les résultats concernant 1'observabilité peuvent se déduire aisément de

ceux de S. HARA et K. FURUTA (1977).

a) Observabilité avec quelques entrées connues.

On a la représentation suivante de 1'état (Yr) et de la sortie
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(x"'). du modale (1) correspondant & la suite d'entrées u = (ut) : posant

+peY

_ a gl
Ag (-1

1 u _
¢ t-1 ut+[0,C]ut,t21 ,@0—0

A =A+Bul s t21
u t

u Su u
° = + °
,Xt )(t Hﬁt ct20 ,

On voit alors que la propriété d'observabilité avec les entrées
u(l),...,ulq) connues pour le modele (1) est lide & la propriété d'observa-

bilité pour un modele (linéaire non autonome sans entrée) de la forme :

Yt = A(t) Yt—l
Xt = H Yt
t
° A, @)
ol R(t) est la matrice d'ordre gr x qr : K(t) = .
0 A
u,(@)]
H 0
et ;i est la matrice d'ordre q Xxqr : fi = H.
0 H

Par suite on est conduit a définir pour chaque u et j21 la matrice
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HR(u,0)

N(u,j) d'ordre j xr : N(u,j) = et pour toute famille

HR(u,j)

u(l),...,ulq) et j=1 la matrice n(u(l),...,ulq) ,j) d'ordre

N(u(1),j) Ir si 4=0
jaxr : 7(u(l),...,ulq),)) = : od R(u,t) =
N(u(q),j) A ...A si 42
| u& Lll

On a alors la condition nécessaire et suffisante :

I.2.1. Proposition.

Le systéme déterministe décrit par le modéle bilinéaire (1) esl ob-
servable avec quelques entrées connues si et seulement si 1'une des deux

conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(1) il existe un entier q et des suites d'entrées u(l1) [1,r] ,eoulq) 1,

tels que rg 7((u(l),...,ulq),r) =r

cH
s . HA
(ii) le rang de la matrice (2r-1) xr HB est r .
HAr—I
| uB" Y
1.2.2. Exemples.
(a) Il est clair que dans le cas linéaire i.e B =0 la condition

(ii) se réduit au critére d'observabilité du couple [A,H] .
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(b) ILe systéme déterministe décrit par ; .
a, a b, b C o
: 1 3 1 3 1 1 2 *
= + . .
Y [ ]Yt-l [ ] Yt-lut + [ ] u oo t €N 'Yo donné

X =[0,11Y ;teN
t t

avec a, #0 ou b2 # 0 est observable avec quelques entrées connues,

En effet on vérifie facilement la condition (i1) i.e

HA 0 1
rg gg] = rg a2 a 4 = 2
b2 b

b) Observabilité avec n'importe quelle entrée connue.

Soit H une matrice d'ordre (r-1)xr telle que la matrice d'ordre

1

rXr [g] soft inversible et g]- = [K,K] od K est dordre rx1

et K d'ordre r x(r-1) . On peut alors définir

xt H . Xt
1= = Y ou Yt=[K,K] Yt = thi-?(xt .

On peut alors réécrire le modeéle (1) sous la forme

| o1 1
= +
Y, =AY, +BKX _ u BKX _,u, + [0,Cly
(2) '
X =HY .

t t
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Lorsque la suite (ut) est connue dans la représentation (2), les
1 = = 1
u et 0,Clu  sont conn seul le term

-1 Y% [0,C] " us, rme  BKX u

est inconnu ; on voit donc que la propriété d'observabilité avec n'importe

termes BKX

quelle entrée connue dans (1) est liée a la propriété d'observabilité avec

entrée inconnue dans un modéle linéaire autonome de la forme :

Y =AY + BKv,

ou (vt) est une suite d'entrées de dimension (r-1) (cf. Proposition 1.2.6

du Chapitre I).

On a la condition suffisante

1.2.3. Proposition.

Si le couple [A,H] est observable et HAjBK =0 pour
j=0,...,r-2 alors le systédme décrit par le modéle bilindaire (1) est ob-
servable avec n'importe quelle entrée connue.

I.2.4. Exemples.
(a) Il est clair que dans le cas linéaire i.e B =0 la condition se

réduit au critére d'observabilité du couple [A,H] : rg Or =r ,

(b) Le systéme déterministe décrit par :
a 0 b b C -
1 1 2 1 1 2 * ‘,
= + + : .
Yt [0 a Yt-l {b b } Yt—l ut [C } ut st €IN ’Yo donné
2 1 2 2
X = [1,-],]Yt ; t€IN
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avec a, 7‘62 » 8, 8, #0 et blb?. #0 est observable avec n'importe
quelle entrée connue,

En effet on vérifie facilement qu'on a :

rg [H ] = rg[l ‘1] =2 e HBK =0 .
HA al —az- .

e

c) Observabilité avec entrée inconnue.

La propriété d'observabilité avec entrée inconnue dans (1) est liée

a4 la meme propriété dans un modéle linéaire autonome du type :

~

- .
Y, =AY, | +[B,Clu

~ 9 ~

Xt = HYt

ol (wt) est une sulte d'entrées de dimension r+1 (cf. Proposition 1.2.6
du Chapitre I).

On a la condition suffisante :

I1.2.5. Proposition.

Si le couple [A,H] est observable et HA’[B;C]=0 pour
J=0,...,0~2 alors le systéme décrit par le modéle bilinéaire (1) est ob-

servable avec entrée inconnue.

1.2.6. Exemples,

(a) Dans le cas linéaire 1.e B =0 , on voit que la condition n'est
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autre que celle de la Proposition 1.2.6 du Chapitre I.

(b) Le systéme déterministe décrit par :
a 0 b, b 1 %
Y = 1 Y + L 2 Y u1+ uz;tEIN;Y donné
t 0 a t-1 b b t-1 t 1 t e}
2 1 2
= 1,-11Y
xt [ ] ; t €N

avec a, #az » @,3, non nul et blb2 non nul est observable avec entrée

inconnue.

En effet on vérifie facilement qu'on a :

rg [H] = rg[1 -1 ] = 2 et H[B,C]l=0 .

I.3. Identifiabilité partielle d'une entrée déterministe.

Soit jz1 et Q une matrice quelconque d'ordre 4xj . On a

la condition suffisante suivante :

I.3.1. Proposition.

1 2
Si HC#0 et si u [1,j] est connue, l'entrée u [1,j] est

partiellement Q-identifiable dans le modéle défini par (1).

Démonstration.

Il suffit bien sar de montrer le résultat pour Q = Ij .
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On a (supposant HC =1) pour tout t 21

- 1, 2
X = HAY, | +HBY  u +.u

1
- HBYt-l ut .

[
]

X, ~HAY |

Alors connaissant XI,YO et u: on sait calculer uf . Puis on peut cal-

culer

Y. =AY +BY ul +Cu2
o lo} 1

1 1

2 1 1
et u, en fonction de )(1,)(2 ,YO ouy et u, par :
u2 = X, -~-HAY,  -HBY !
2 2 1 1 Y2

Une récurrence permet alors de montrer le résultat annoncé., »

[.3.2, Exemples.

(a) Dans le cas linéaire t.e B =0 , la condition HB =0 est évidem-
ment satisfaite et 1'énoncé assure que deés que HC 740 I'entrée est iden-
tifiable,

(b) Dans le systéme déterministe décrit par
a, a b, b 1 ] |
1% % 1 3 1 2| x
Yt = [az a4] Yt-l +[ b2 b4] Yt-lut + [0 ut' ;s t €EIN Yo donné

Xt = [l,,-l])(t s tEN
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2
I'entrée u [1,j] est Ij—identifiable si ul[l,j] est connue.

En effet on a :

HC =[1,-1][é] -
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11, CARACTERISTIQUES DU SECOND-ORDRE ET STATIONNARITES.

Dans ce paragraphe on considére le systéme stochastique décrit

par l'analogue du modele (1) i.e

*
Yt =AYt—l+BYt-let+Cft ;s teIN ; Yo donné
(3)
Xt = HYt ;i t €N
Y =AY _+BY _e +Cf

Xt = HYt

ol (et) et (ft) sont deux sultes indépendantes de variables aléatoires
indépendantes, équidistribuées de moyennes nulles et de variances respecti-
ves Qe >0 et Qf >0 . Notons que ce modeéle recouvre par exemple le

modeéle de série chronologique unidimensionnelle

q -
+ ; > A
Db X e tf i LER

k=1

En effet (Xt) peut se représenter comme l'observation dans un

modeéle du type (3') od 1'état r~dimensionnel Yt = (Xt....,X ) avec

t-r+l
r = max(p,q) évolue selon l'équation

’aloooo' ar- Fbl.....b‘_" !’l 7
]v 0.... 0 0 oooono O
0 cseo0e o . ss o000 . .
Yt ° e v o0 o Yt"l . e s 000 Yt"let . ft
0 00.010 0 vooooOJ Lo

(avec la convention que aj=0 st jJ>p et bk=0 si k >q)

1'équation d'observation étant
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Xt = H\t
od H est le vecteur ligne 1 xr : H=(1 0...0) .
Nous étudions les modeéles (3)-(3') pour des matrices A,B et

des vecteurs C,H arbitraires. Par commodité nous imposerons encore par-

fois la condition HC =1

II.1. Caractéristiques du second-ordre - Stationnarité au second-ordre .

Le résultat suivant montre que la structure au second-ordre dans le
modéle bilinéaire (3) est semblable a celle correspondant au modéle linéaire
(cf. Théoréme II.1.2 du Chapitre I) et a celle correspondant au modéle bili-

néaire étudié dans le Chapitre II (cf. Proposition II.1.1 du Chapitre 1II).

II.1.1. Proposition.

*
t’ft it€IN ) est une suite d'éléments aléatoires indépen-
dants, alors le processus solution du modéle (3) est du second-ordre et on a :

) Si (Yo,e

mY(t) = At m(0) ; mX(t) = HAtm(O) ; tEIN
At—s C.(s,s) si tz s=z0
Y
CY(t'S) - s-t
CY(t,t) (A*) si 0sts<s
et C,(t,s) = HC_(t,s)H' s (t,s) &]NZ
X '} Y [ !’ ]
avec '
= — — ) - - [] - —- ) +
CY(t,t) ACY(t 1,t-1)A +QeBCY(t 1,t-1)B +QeBmY(t l)mY(t 1)B

*
+QfCC' ; t €IN

) y du second-ondre



) ‘ "123" » . b

CY(O.O) = c(0) .

On omet la démonstration qui est en tous points analogue A& celle

de la Proposition II.1.1 du Chapitre II.

On déduit immédiatement de la Proposition précédente et de la
Proposition [I.1.3 du Chapitre I ;

I1.1.2., Proposgition.

Sous les hypothéses de la Proposition II.1,1, si m(0) =0 et
si le couple [A,C] est controlable, alors la matrice de covariance

CY(t,t) est définie positive pour tzr .,

On donne maintenant une caractérisation de la stationnarité au
second-ordre qui recoupe les résultats de D.F. NICHOLLS et B.G. QUINN
(1981 a)).

I1.1.3. Proposition.

k]

Sous les hypothéses de la Proposition I1.1.1, une condition né-
cessalre et suffisante pour que le processus d'état (Yt; tz0) satisfaisant

3 (3) soit stationnaire au second-ordre est que le vecteur m(0) vérifie

Am(0) = m(0)

et que la matrice C(0) soit solution de I'équation matricielle

(4) I =ATA" + QeBI‘B‘ + QeBm(O) m'(O)B‘-tQf cc' .

kg
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Alors la fonction de covariance du processus (Yt) est donnée par

AhI“ si h=z0
R (h) =
Y

ranihl s hso

Notons que 1'équation matricielle (4) peut s'écrire sous la forme
vec Tl = {A®A +Qe B®B) vec F+Qevec (B m(0) m'(O)B')+Qf vec CC'

On voit alors que si les valeurs propres de la matrice A ®A+Qe B®B sont
toutes de module strictement inférieur & 1 , l'équation (4) admet une solu-
tion unique dans l'ensemble des matrices symétriques semi-définies positives,
Si de plus le couple [A,C] est controlable alors, d'aprés la Proposition

II.1.2, cette solution est définie positive.

I1.2. Stationnarité stricte.

En ce qui concerne la stationnarité stricte dans le modéle (3') on

a le résultat :

II.2.1. Proposition.

Si les suites (et; teZ) et (ft; t €Z) sont deux suites indépen-
dantes de variables aléatoires indépendantes équidistribuées et si les valeurs
propres de la matrice A®A + QeB®B sont toutes de module strictement
inférieur & 1 alors le modéle (3') admet une solution stationnaire
((Yt,Xt); t €Z) uniquement déterminée par

o j-1

Y =Cf + 151 { kI-LO [A+Be  1JCf_ ;X = HY ;tex
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ol la série précédente est convergente en moyenne quadratique,

On omet la démonstration qui est en tous points analogue & celle

de la Proposition II.2.1 du Chapitre II.

I1.2.2. Remarques.

(a) Il est clair que le processus solution est aussi stationnaire au
second-ordre centré dont la structure de covariance est donnée dans la

Proposition 11.1.3,

(b) Remarquons aussi que lorsqu'une solution stationnaire existe pour
le modéle (3'), le processus (Yt) défini par (3) est un processus de
Markov d'ordre 1 stationnaire lorsque* 1'état initial qu e;st une variable
aléatoire indépendante de (et; tEIN) et de (f ; t€IN ) et distribuée

v t
selon la loi commune aux états d'une solution stationnaire de (3').

(c) Notons enfin que nous n'envisageons pas icl le probléme de 1'in-
versibilité du modele (3') : en effet nous sommes en présence d'une situa-
tion ou l'entrée est bidimensionnelle alors que l'observation est unidimen-

sionnelle.
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IIT. FILTRAGE LINEAIRE ET FILTRAGE NON LINEAIRE.

On aborde ici le probléeme de filtrage dans le modéle (3) défini

au paragraphe II précédent.

IIT.1. Filtrage linéaire optimal.

On démontre un résultat préliminaire :

III.1.1. Proposition.

Sous les hypothéses de la Proposition II.1.1, il existe une suite
* x
(et ;teIN )

variance Ir . deux & deux non corrélés, non corrélés avec Yo , telle que

de vecteurs aléatoires dans ]Rr centrés, de matrice de co-

le processus solution du modeéle (3) admette la représentation linéaire :

1/2
= +
Y =AY, YR ey
1/2 *® ) *
—_ + . . —1
X, = HAY,  +HLTe teN ;X =HY

N

ou

pour t €IN Z‘.t/z est une matrice d'ordre r Xr telle que

1/2 1/2 ' _ . \ , \
(5) Zt .(Zt = Zt = QeBCY(t,t)B +QeB mY(t l)mY(t 1)B +QfCC .
Démonstration.

On a pour tout tz=1
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E{[BY

18t CR 1) =

et

E{[BYt_let+Cft][BY e, +Cf 1] '} = Q,BELY, }B‘+Q cc'

t-1 ltl

QB CY(t-l ,t-1)B* Q, l} my(t-l)mY(t-l)B‘ +Q;cC!

= Et_l .
On a aussi pour t>sz21
E“BYt-l ethtt][ BYs_les+ Cfs] } =

Alors si Et est définie positive pour t € N , définissant

LA 1/2 . .

e, = t ] [BYt 18t Cf ] il est clair qu'on a la représentation annoncée.
St Et pour t € N n'est pas toujours définie positive, définissons

R M L AR YT Ry S AR S e M PR T

ol (;t ;t21) est une suite de vecteurs aléatoires centrés dans Rr tels

e .e) =256 . ; .
gue cov (et,es) t,s Ir non corrélée avec (Yt t € IN)

(Une telle suite (et) existe pourvu que l'espace probabilisé (Q,a,P)
soit “"suffisamment riche" ; sl ce n'est pas le cas on peut toujours s'y

ramener en "augmentant” convenablement cet espace).

Ensuite compte tenu des‘\hypothéses concernant les suites
(et s t21) , (ft; tz21) et (;t ;t21) et des propriétés des matrices pseudo-
inverses : 1l est facile de vérifier (cf. Démonstration de la Proposition III.1.1
*
du Chapitre II) que (et ; t21) satisfait aux conditions de 1'énoncé. =
Remarquons que dans le cas particuller ol le processus solution

de (3) est stationnaire au second-ordre (cf. Proposition II.1.3), il admet
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la représentation

\1/2 %
= AY + %
A t-1 ©
2 % *

X = HAY +H21/e st €IN ; X =HY
t t-1 t o} o

L W1/2 .

ou & est une matrice d'ordre r xr telle que

' 1/2 1/2' —_— — t ' ¥ t
() = /7.(27%) =% =QBC,0,08 +Q_Bm,0) m,(0)B" + QCC' .

On est maintenant en mesure de démontrer :

II1.1.3. Proposition.

Sous les hypothéses de la Proposition II.1.1 le filtre linéaire op-

-~

timal Y:' de Yt au vu de X[0,t] dans le modéle (3) est fourni par

les équations de récurrence

" 54 L L + "
= '+ ' ! ‘: l+ ! ! - ;
Yt AYt—-l + Et—lH AYt_lA H ][H)t_lH HAYt—lA H'] [Xt HAYt-l] tz1
et
L

[} & ) ] ] L ] 1 + L} L ) ] ' .
- [Zt_lH :Ayt_lAH ][H‘Zt_lH +HAYt_1AH ] [Zt_lH +Ayt_1AH 1 ;t=21
Y ' t + -
avec YO = mY(O) + CY(O,O)H [HCY(O,O)H ] (Xo HmY(O))
e c.,(0,0)-C_(0,0)H'[HC_(0 0)H']+HC (0,0)
YO - Y 1] Y 1] Y 1] Y ’ 1]

la suite (2t ; t=0) étant définie par (5).
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Démonstration,

Le résultat est une conséquence immédiate du Corollaire I111.1,5

du Chapitre 1 et de la Proposition III.1,1 précédente, w
Dans le cas particulier od le processus solution est station-
naire au second-ordre, il est possible d‘'étudier le comportement

asymptotique de la matrice

27

Yy

_ Cotyy oty
--E((Yt Y, )(Yt Yt) }.

Du Théoréme II1.1.6 du Chapitre I on déduit :

III.1.4., Proposition.

Supposons les hypothéses de la Proposition III.1.1 satisfaites et

le processus solution stationnairq au second-ordre,
\

Si HIH'>0, sile couple (A-ETH'(H )IH')-l HA, HA) est observa-
ble et st le couple (A-TH'(HIH) 'HA, [t-EH'HEH') 'HE]?) est
controlab:e ol I est définle par (5'), alors la suite (Y:'; tz1) a une
limite y telle que Try <+ qui est l'unique solution (dans la classe

des matrices symétriques déflhies positives) de 1'équation matricielle

y = [A-i:H'(HzH')”HA] y[A-zH‘(HzH')"’HA]'+ [Z-ZH'(HEH’)_IHE] -
- [A-TH'(HEZH) 'HAlY(HA] ([2-ZH'(HEH') 'HE+HAy(HA] ) HAy x

x (A-£H'(HEH) YHA] . ‘

1.2, Filtrage non linéaire optimal.

On fait 1'hypothése complémentaire suivante :
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(B) la matrice B est de la forme KH o0 K est un vecteur
colonne r x1
Alors le modeéle (3) est du type du modéle (5) introduit au paragraphe III

du Chapitre I, a savoir :

i
I

AY, | +[KX _

t t-1 ,C]et

1

*

X, = HAY + H[KX Cle ; teIN ; X =HY
t 0 o)

t t-1 t-1'

(G) (e‘,t ; tE]N*) est une suite de vecteurs aléatoires indépendants
équidistribués selon une loi gaussienne centrée, de matrice de variance
Q O
0 Q

alors le résultat :

covariance [ ] (avec Qe>0 et Qf>0) , est satisfaite. On a

f

II1.2.1., Proposition.

Sous les hypothéses (G) et (B), si 1'état initial YO est un vecteur
x
aléatoire gaussien indépendant de la suite (et; t€IN ) , alors le filtre )

optimal Yt de Yt au vu de X[O0,t] dans le modele (3) est fourni par

les équations de récurrence :

~ ~ 2 2
P ] 1) + ~ Ve 1) L) ) 1) + L [}
Yt AYt-—l +[QeKK H Xt—l Qf CC'H +A\(t__1A H ][QeHKK H Xt~1 QfHCC H'+

+ R
+HAY | A'H']C x [X-HAY ] ; t=1

1 1

et
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2 .
= ] ' LI
Y SAY A+ QKK'X 4 Q CC
—[Q KK'H' X 2 +QCC'H' +AY A'H‘][QeHKK’H'Xt2_1+QfIICC‘H'+HAYt__lA‘H']+X

x[Q_KK'H' X 2 1 FQ CCH +AY,_NH'] ; ta1

avec 1?0 = my(0) + C(0,0) H'[HC(0,0)H']) *(xo-Hme))
= - . ' +
Y, = Cy(0,0) Cy(0,0)H [HC (0,00H"] HC(0,0) .
Démonstration, .

D'aprés 1'écriture du modeéle précédent 1'énoncé et la Proposition
II.1.31, les conditions du Théoreéme III. 1.3 du Chapitre I sont toutes satis-
faites pulsque si Yé vérifie lhypothése, (Y X ) est un vecteur aléatoire
gaussien indépendant de (f::t i teEN ) et, en partlculler, la loi condition-
nelle P[Yo € ./xo] est gausslgnne. "

Remarquons que si on suppose B =KH le filtre optimal linéaire

ne différe du filtre optimal que par les termes Qe EX?_IKK‘H‘ et
Q, Extzl HKK'H' qui se substituent aux termes Q X2 KK'H' et

Q Xt lHl( K'H* respectivement, Cette différence résulte bien évidemment

de la "linéarisation" du modele (3).
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IV ETUDE D'UN MODELE PARTICULIER DE SERIE CHRONOLOGIQUE
UNIDIMENSIONNELLE.

Nous étudions ici le cas particulier du modeéle de série chronolo-

gique scalaire correspondant a la situation (3)-(3') ou

= + + f .
(6) Xg=aX _ tbX _je +f ; texz
ou
b * d
' = + +f . 4
(6') Xt aXt__1 Xt—l e, ft P teEIN XO onné,

Les résultats concernant la stationnarité stricte sont plus précis
que dans le cas vectoriel r >1 ; on est en mesure d'étudier le probléme
de l'existence des moments d'ordre supérieur & deux d'une solution station-
naire dans le cas ou les variables (et) et (ft) sont toutes gaussiennes,
On aborde aussi le probléme statistique d'estimation des paramétres du

modeéle .

IV.1. Stationnarité stricte . _Moments.

Soit (H) I'hypothése introduite dans le paragraphe IV du Chapitre
II, & savoir : la loi commune aux variables aléatoires (et) n'‘est pas con-

centrée en une ou deux valeurs.

IV.1.1. Proposition.

Supposons que les suites (et; t€Z) et (ft; t €Z) sont deux

suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes équidistribuées
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\ .
telles que la conditlon (H) soit satisfaite. Alors si |a| <1 et az—tszes]
il existe un processus stationnaire (Xt) vérifiant 1'équation (6) unlquemeht

déterminé par :

(7) X =f + ¥ {0 [atbe  1}f

ol la sérle du second membre converge presque sGrement et si o':l2 +b2Qe<l

la convergence a lieu aussi en moyenne quadratique,
On omet la démonstration qui est en tous points analogue 3 celle

de la Proposition IV.1l.1 du Chapitre II .

On a le résultat complémentaire.

IV.1.2. Proposition.

Supposons que (et) et (ft) satisfont aux hypothéses de la Propo-
sition IV.1.1. Alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
une solutfon stationnaire (Xt) de (6) qui soit un processus du second-ordre
centré est que az +b2 Qe <1 auquel cas le processus (Xt) est uniquement
déterminé par (7) ol la série du second membre est convergen‘te presque

sarement et en moyenne quadratique,

Démonstration.’

D'aprés ce qul précéde, il reste & montrer que la condition est

nécessaire, Or on a nécessairement (cf. Proposition I,1,3)

(l-az--b2 Qe) var(Xt) = Qf >0

' 2
ce qui montre blen que a2 +b Qe <1, =
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Remarquons qu'en vertu de la Proposition IV.1.1, si Ja|<1 et
2 2 . p
a +b Qe =1 il existe encore un processus stationnaire vérifiant (6) mais

qui n'est pas du second-ordre centré d'aprés la Proposition IV.1,2,

On peut aussi remarquer que les hypothéses de la Proposition IV.1.1
assurent l'existence d'un processus de Markov stationnaire vérifiant 1'équa-
tion (6') ( en effet s“i XO est une variible aléatoire de loi Vo indépen-
dante de (et; telN ) et de (ft ;t€IN ) le processus (Xt) issu de XO

est de ce type ) .

Nous nous proposons d'aborder cette question par une autre voie,
sous l'hypothése (G) introduite au paragraphe III.

En effet la probabilité de transition correspondante s'écrit :

172 _
P(x,A) = fA(ZTT[QererzxZ]) .exp{-% [Y-aX]z[Qf+er2X2] . ay

On a alors le résultat suivant :

IV.1.3. Proposition.

Supposons que l'hypothése (G) soit satisfaite et que E{|a+betl}<1 .
Alors le processus de Markov associé a la famille (P(x,.);x €ER) est ergo-

dique.
La démonstration de cette Proposition s'appuie sur le Théoréme

suivant :

IV.1.4. Théoréme (cf. par exemple R.L. TWEEDIE (1975)).

Soit (Xt) un processus de Markov dont la transition {P(x,.)]}
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|
est -continue, 8i vy _ =E(|Xt |- |Xt_1| l)(t_l=x] . alors upe condition suffj-
sante pour l'ergodicité de (xt) est qu'il existe un compact K de 1R
de mesure de Lebesgue strictement positive et deux constantes C >0 ,

B>0 tels que

Y, < -C pour tout x €K

YXSB<+°° pour tout x €K ,

Démonstration de la Proposition IV,1,3.

Il est clair que, pour A fixé, P(x,A) est une fonction continue

en x .
/2

1
Posant 1 = E{ [a+beti] et 6=B{|ft|]=(—rz; Q) on a :

Y, = Ef{ |(a+bet)x+ ftl]- |x|

< E{ |a+beti]|xl+B[|ft[}- |x|

d'od v s<(n-1x|+6 .

Alors choisissant une constante C>0 et K ={x€R: x| S(C+6)(l-n)-l]

(K est de mesure de Lebesgue non nulle puisque n<1) on a
Y, S -C pour tout x ¢K

et Y, £6 <+= pour tout x €K (en fait pour tout x €R).
Les hypothéses du Théoréme IV.1.4 sont donc toutes vérifiées et par suite
I'ergodicité de (Xt) est démontrée, n

~ Une condition suffisante pour que E{|a +bet|]<l est évidemment

, 1/2 . )
que |al +|b[(% Q) <1 (puisque B[letl] = (% Qe)l/ ) condition

qui peut etre comparée a la condition suffisante az+b2 Qg <1 étudiée
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précédemment (cf. Figure dans le paragraphe IV du Chapitre II).

Dans les conditions de la Proposition IV.1.3 on est assuré de
v our la
o Pou

l'existence et de l'unicité d'une loi de probabilité invariante

famille (p(x,.); x€R) i.e telle que

vo(A) = J"R P(x,A) dvo(x) P A ERy

Etudions maintenant 1'existence des moments de la solution stationnaire de
(6') & l'aide de la fonction caractéristique | de la loi 2
V  vérifie
+ o
2, 2
Ju }dvo(x)

y(u = [

-0

1 2
i . +
exp {iaxu > (Qf Qb x

’

+
n )
Lorsque le moment non centré ‘j" X dvo(x) existe on le note “n
- 0

on a le résultat :

IV.1.5. Proposition.

Supposons que les hypotheéses de la Proposition IV.1.1 et 1'hypo-
n de X
t

thése (G) sont toutes satisfaites et que le moment d'ordre

existe. Alors on a :

uo=1:u1=0

et

0 pour n impair

Moo=
n n/2 s s . .
Sy 1 n-2s o Sy, 2j .s~j _j )
Z—JO (25)( 2) C a [j_Z_JO (j)b Qf Qe “n—Zs—Zj] pour n pair

S
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ol Cs = -~2(28-—1)Cs__1 ;821
CcC =1,
o
Démonstration.
Rappelons que, d'aprés la formule d'Hermite, on a :
4
———-exp[ g u2 )= (-1) H (u).exp (- §u’)
duf
avec

Ho(u) =1, Hl(u) = 2€u

H ﬂ(u)-ZﬁuHr(u)+2r er__l(u) =0;rz1

(en particulier : Ho(O) = 10}11(0)=0 et Hr(0)==-2(r-l)§Hr_2(0) ;r22) .

Ainsi si § est la fonction caractéristique de la Vo définie ci-dessus,

sa dérivée n-iéme est donnée par :

(n) e d" 22 2. d&F
v (u) = f L ( ) exp[~- (Q +Q b™x )u"}. ~ exp[laxu}.dvo(x)
-® =0 dur du r
+ o
= | L ( ") (-1 H (u). exp {- g u }.(1ax)" .exp{laxu].dvo(x)

1 2 2
avec € =3 [Qf+er x"}

(n)
= v (0 .
Comme “n = T , i1 vient ;
e n n r -r n-r
%=IJ izgjbnxumt(u) dv_(x) .

D'aprés la formule de récurrence ci-dessus, on a ;
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(_z)r/Z 1

2
3. (r-1) ‘ir/ ; rz2  pour r pair
H (0) = '
r
0 pour r impair.

a

-r/2
Posant Hr = Hr(O) g / ; rz2 on vérifie facilement que Hr satisfait a

H = -2(r-1)H s r22
r r-2

Hl =0

H =1
o

Par suite M peut s'écrire

n to _ '
w = z;of (M (16" (@) dv_(x)
r= —-®

Alors comme p.o =1 et p1=0 et que H25+1:0 pour s 20 , il vient
{n/2] +0o0 : .
n .28 .S n-2s
w,oo= X f (2s) H, i £° (ax) dvo(x) .
s=0 - i
S . ,
2 -
ou €° =1 (Q,+Q b2x2)8= 1 » )b st b xzj et [n/2] désigne
S f e s j f e
2 2 j:O
la partie entiére de n/2
On en déduit que
[n/2] s . N N
0 n, 1ls n-2s . S$y..2j s-j _j n+2j-2s
T L GJEDTCaT T Iy O i ol f « dv_(x) ]
s:O ]=0 -
[n/Z] S S , \ .
_ . n, 1 n-2s v (8, 2] 8S-j _j
= u () 2) C, a [ 2 (j)b Q ~ Q) Mo42j-2s |

s=0 =0
ou C =H vérifie C =-2(2s-1)C i sz1
s 2s S s-1

C =1
o

Il s'ensuit donc que :
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0 pour n impair
M =
n
n/2 s
& n, ls n-2s . ¢S 2] .
= (23)( ) C,a [130 (’)b Qe 042 28] pour n pair, &

Une condition suffisante pour que le moment p2n existe est que pour

i=1,2,...,n on ait :

2)-2 2 2j-4 4

) +Qe(§’)l. +Q (2’)'1.3 a b +

2j~-6b6+

+ Q. (2’)1 3.5 a + Ql(é:)l.S.S...(Zlﬂ)ij

En particulier "‘5 existe si 1- a'ﬁ— 15 a‘l b2 Qe -45 az b4 Qz— 15 b6 Q: >0

et alors

~ 2 2 -1
“2 = Qt°[1-a -b Qe]

2 4 2. 2 4 2.-1
BQE.[Za u2+Q£][l—a -6a b Qe—3b Qe]

My =
B 9. 2.2 4 2 2 2 2
Hg = 15Q,. [(a™+6a" b Q *3b Qe)u4+3Q (@a“+b Qe)u2+Qf ] x
x [1-a®-15a%b2 Q,- 45a2b“Q2 151)6021”1 .

On peut aussi remarquer que les frontiéres de domaines de valeurs
de (a,b 016/2) a l'intérieur desquels les moments My existent pour
n=1,2,3 sont i{dentiques A celles représentées dans la figure du paragraphe

IV du Chapitre II.

IV.2. Estimation des paramétres.

On suppose qu'on observe un processus stationnaire. centré
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' *
(Xt; t <IN) solution de 1'équation (6') ou (et, ft,' t&€IN ) satisfait 1'hypo-

these (G) avec Qe = Qf =1 (cas auquel on peut toujours se ramener
t

si Qe e Qf ;

(Xt; t €IN) ne dépend pas de b qu'a travers b .

sont supposées connues). Il est clair que la loi de

On envisage donc le probléme d'estimation du paramétre (a,bz)
par la méthode du maximum de vraisemblance approché. On fait 1'hypothése :
(®) .la vraie valeur 6° =.(8(1), Gg)l = (ao, bcz))' du parameétre
b = (61,62)l = (a,bz). vérifie |

(e‘l’)2 + e;’ <1

(i.e cf. Proposition IV.1.2) que le processus est du second-ordre.

Le processus étant markovien homogéne d'ordre 1, on dispose de résultats
classiques pour étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs du
maximum de vraisemblance approché (cf. par exemple P. BILLINGSLEY (1961)
et P.D. FEIGIN (1975)).

Soit (Xt ;t€IN) un processus de Markov homogéne d'ordre 1
stationnaire dont la densité de transition fe(x/y) dépend d'un parameétre
8 = .. 0

CI
n

«
O e, X 30) = ) Log f X
n pose Ln(XO, Xn ) t:Ll 0g G(th t—l)

Définissons lorsque les dérivées partielles existent

ut(e) = grade Log fe (Xt \Xt_l) ;
a2
v(8) = (———— Logf.(XIx .) ;
t 58, 36 e ¥,y i,i=1,...,s
i
i _ o .
Wt(e) = an Vt(e) ;
L . - 5 0 wie = » J(6)
Un(e) = ut(e) ; Vn(e) = Vt( ) Wn( ) = B w, .
t=1 t=1 t=1
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On désigne par 60 la vraje valeur du paramétre 0 ,

Conditions de réqularité.

Al . Il existe a>0 tel que fe(x/Y) admet des dérivées partielles
jusqu'a l'ordre 3 sur S = {8: ||6-0°|| sa) , mesurables en

(x,y) , pour 0 fixé dans Sa;

A2 . Les espérances mathématiques E c.[Vn(f)o)} et E O[U;(Go)Un(Bo)}
existent pour tout nz21 ; ) o
0, 1 X _ Oy ¢, 0y X O, | X
A3 . Beo[ut(e VIF,_,1=0 et Elu(6 )ule)|F,_ ] Beg[vt(ﬁ M)
pour tout t=z=21 ;
A4 . La matrice E o[ul(ﬁo)ul(ﬁo)] est non singuliére ;
0
AS . Pour tout 6 6;8OL ,tout 1,j,k=1,...,8 et tout nz1
3
..l o *x
n —_— L X ,...,X ;0 sMX,....X)
26 a6 a0, " © n noo n
N S k

ol Mn(xo...,.,xn) est une variable aléatoire indépendante de:

<C<tw ,
9 telle que Beo(Mn} C<+w ,

On a alors 1'énoncé

IVv.2.1, Théoréme (cf. P.D. FEIGIN (1975)).

Supposons que le processus est stationnaire et ergodique et que

les conditions de régularité Al,...,AS5 sont vérifiées. Alors il existe une

~
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suite d'estimateurs (Gn ; nz21) de & basés respectivement sur l'observa-

tion (X ,...,X ) telle que :
o n

(1) lim  PL[U(6) = 01 = 1 ;
>0 n''n

(ii) lim P [V (6 ) définie négative 1 = 1 ;
>0 n''n

(iii) lim 6 =6° en probabilité,

De plus la suite (ﬁ(en— 60); nz1) converge en loi vers un vec-

teur aléatoire gaussien de matrice de covariance [E O{ul(eo)u'l(é)o)}]—1
6

Dans le cas qui nous intéresse la densité de transition s'écrit

2. "1/2 1 2 2 "1
fQ(X/'y) = [2n(1+62y )] . exp [—5 [x- 0 vl . [1+ v 1 1.

L'équation Un(e) =0 s'écrit sous la forme

0 2 -1
tz-’l XK 0 X)) e, )7 =0
(8)
& 2 2 -1 2 2 2 -2
t—ZJ1 (=X (8, X ) 7+ XX O X ) g X D) " =0 .

On a alors le résultat suivant :

Iv.2.2. Corollaire.

Soit (Xt) un processus stationnaire solution de (6'), les hypothéses
(G) et (®) étant satisfaites. Alors il existe une suite (en ;nz21) d'estima-

teurs de 6 basés respectivement sur l'observation (XO,...,Xn) vérifiant
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les conditions (1), (ii) et (ii1) du Théoréme IV.2.1 avec un(e) =0 rem-

placée par (k) et [E olul(ﬂo)u‘l(eo)]] -1 remplacée par
0

2 -11-1
[Beo{x NEDS W }] 0

o 2 -2 . -1
0 2[E 0[x (1+92 - 1) 1

! | ° ]

Démonstration.

La démonstration consiste en une simple vérification des conditions

Al,...,A5 pour tout 6° tel que (0‘;)2 + 6; <1,

Al

Elle est évidente : vue l'expression de fe(x/Y) alors nous nous contentons

de donner les expressions des quantités qui seront utilisées dans la suite,
(]

Pour tz1 on a donc :

3 ) 2 -1
L Log £l X)) = X 0= 0, X (146, X0 )
1
3 12 2 -1,1.2 2 2 -1
o 09 X IX ) = g X e X ) e X e X )T eX )
2 2 2 -1,
—_— = - + e =
. 5 Log f (X lxt_l) xt-l(l BZXt—l) : Log fe(X |)(t .
2 62 20,20
18,
_ x2 -2
= -xt_l(xt-elx N1+8,X )
ok 1.4 2 -2 .4 2 )
Sz 0t O 1%y ='2'xt—1(1+92xt-1) Xy & op%_ ) e, X! )

2
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2 > 2 -2
3 Log f (X |X, ,)=0 ; ; Log f (X |X )=X  (1+06 X' N
3 06 ok
081 oelov2
2> 2 -3
. Logf (X |X, _;) = zx &0 ) (140, X )
o 1092
_ 6 2 -3, ,,6 2 2 -4
7~ Log f X X )= X e, X)) 3%, (X -0 X )6, X))
38
2
A2
2 2 0,2 -1 2
\ H""‘ Log f (X Wy 11 =E © (X (48X ) TFsE LXK Yo
e‘ aa 6° 6
82 o,2 -2
= - - +
EPO | eaezLogfeo(Xt‘Xt_l)\} EL {| x & alx Ja+e, X ) |3
» 1

2;<(2'n)_1/2E o \ \ (1+9(2) t2 1)—3/2}
6

2x(2n) 1/2(8(2))_3/2 pour 8(2) #0 .

0 C
On remarque que, pour 82 =0 , le processus ainsi obtenu est de classe

AR(1), par conséquent il admet des moments de tous ordres.

2
Alors E {\———a———— Logf (X \X )\} existe pour tout 6°
o o t' t-1
0 00, 06 0
1772
62 1 e} 2 -2
o{\ Log f o(xtp(t—l)\}=E ,o”i (1+92 t- 1) -
S 50 0 (§]
? X - 60X, )(1+e X2 )73
¢ X |
3 o.,2 -2
=2 Eeo {x _,(+e, X ) )
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3 o,-2 o
55(62) pour 625#0

Pour 6(2) =0 on se référe A la remarque précédente,

2
Alors E (| Log f (X |X )|} existe pour tout 6°
(o} o t°t-1
0 36 6
2
(o} n’ 62
Par conséquent E O{V (6} = E {—— Lagf (X |X l)] existe pour
¢ 0 t=1 6% 2630 6°
tout nz21 ., , ' °
Ensuite
2 2 2 -2
E_{ Log f |x =E {x (X - 62X )(1+e ) )
60 661 6 l o° t 1°t-1 t-1
2 -1
=& XX 0ed %P ) }sno{xf_l]qm,
0 6
2 1 2 -2
{-—-—Logf (X ‘X =E (=X (l+ ) -
eo 392 6 t- 1 6° 4 2 t 1
1 4 o 2 o, 2 -3
I T B b S LR Y A
. +-1- - 60X )(1+e 2 37
4 1 t-1 t 1
1 4 o, 2 -2
Y Eeo [xt-l(“ez X))
1 ,0,~-2 o
<5 (6,) pour 8, #0 .

Pour 9‘2’ =0 on se réfere encore & la remarque précédente,

2
Alors E {——-- Log f (X |x existe pour tout €° .
6° 36 e° '
: 2
.0 o n d 2
Il s'ensuit que E o[Un(e )Un(e )] =E 0[ 3 Log f o(xt txt_l)} +
0 6 t=1006 6

1
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n

+ E {3 o Log f (X |X )} existe pour tout n » § .
(e] - o t't-1
6 t=1 06 )

A3

Comme (Xt) est un processus de Markov d'ordre 1, on a alors

o L0 (%) /K =5 PCRCEV NS - RN TN N O Jug (6°) /%, _

_1} pour tout t >}

o} X o
et Eeo{vt(e )/Ft-—l] = Eeo{vt(e )/Xt

Par suite on vérifie que :

;
EO{_——;Logf (x lxtl x 1}-130{

o 0 2 -1
X K00 X )(1+60 x% ) /X )
© 06, 6© @ t=17t U1 g 2 "t-1 t-1
e} 2 "1/2 o) o .2 ~1/2
+ Py
e X)) Eﬁo{(xt U1 %) 6y X /%)
= 0 pour tout t=>1
{ELo f (XI } E {[-lx (1+(§)O 2 )—1 +
¢© 36 J 2 27t-1
2 6° U
1 2 o 2 lo) 2 -2
+7Xt~1(xt 61X ) (1+82 t-1) ]/Xt—l}
1.2 o,2 -1 17, 0,2 -1
= - + + = +
2 Xt—l(1 62Xt__1) 2 Xt—l(l e2 Xt—l) x
- o 02 -1
x Eeo{(x{-elx ) (1+e2 1) ,/Xt_l}

=0 pour tout t>1

Par conséquent FE o { ut((i)o)/Xt

_1}’=0 pour tout t > ]
0

Puis,



'
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o : 2 (o} 2 -2
. Eeo“'g'é';l“’gfeo(xt‘xz-x)) /%X _,)=E eo{x &, 91": 1) (+6, X)) /%, ]
-1
t21(1+6(2) th_l) pour tout t=z1 ,
E (= Logf (XX D(2-Logf (XX /X .]
* e 08 6° tTt-1"""5p eO t*t-1 t-1
1 2 .
1 (o) 2 -2
= {[-— x (x 0 X, _ Pa+8, X ) +,
o' 172 2%
r2xd x-0x e x® )P x )
2 “t-1 1 %=1 2 “t-1 t-1
=0 pour tout tz1
: 2 o, 2 -2
e°“§5Logf S X, N/x | )=E o{[ x e, x )0 -
2 6 6
1 4 o,2 -3
—2 (X let l) (1+92)(t 1) +
1 4 (o} 2 -4 '
2 Xt-l(xt" O Xi- ) (1+6) X)) 1/7% )
__}_ o.,2 -2
=3 (l+62 )(t l) pour tout tz1 .
2 2 -1
© Eo ["T Log £ (X ) 7% ) = 'Beo[ G X T/x )
l
= 31(1+9(2) Xf l)-l pour tout tz1 .
2 (o} 2 -2
9 {'a—e—-ge;ﬂgf (X ‘X t-llz-EBO{x (X let l)(HeZ t- 1) /Xt—I]
=0 pour tout tz21 ,
2 (o) 2 -2
- L Log f (x(x ll ) E [[ x (1+e )74 -
& 262 6° t-1
2 4 0o 2 3
X,y (X~ 91 X)) (1+9 1/X,_,}
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1 .4 0 2 -2
= _E Xt-1(1+ bz Xt—l) pour tout t =1

Il s'ensuit qu'on a, pour tout t=1

o, ', .0 (o) Xt2—1(1+9<2:,xt2—1)_1 0
E _lu () (8”)|x J=-E (v (8%/x }=-
60 t t t-1 o t t-1 1 4 o
— +6
0 zxt—l(l 2X
Ad
On déduit du résultat précédent que
2 0,-1
o Eeo {xo(1+62) } 0
E {u (6 (67)) =
80 1 1

1 4 o ,2,-2.
— +
2 Eeo{Xo(l O, X))
Comme E {Xz(l+60X2)-1} >0 et E {X4(1+6OX2)—2}>0 alors la ma-
© © 270 © © 270
. trice E o{ul(GO)u;(Go)} est non singuliére.
o

A5
Pour tout 6¢ SOL , On a ;
3
e} y 2
= <
| 3 Log(fe(xtlxt 1)1 0 X
o8
1
3 n
1 n .
d‘ou-——\}_}-—LLogf(Xlx )l<l2_) X2 =M1
n 563 87t t-1 n t-1 n
t=1 1 t=1
avec ' E
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-3

- l——f’-—-—Logf(xlx )i 1+ 8 x2 )72
=02 2 t-1
06% 06
1 2
< (Go-a)-z, pour € # 0
2 . 2
n 3
d'on 1 | © I Log f (X [X )ls(eo-a)2 =M2 pour 60#0 .
n X 6t -1 2 n 2
t=1 091'302

On peut encore ‘remarquer que, pour Gg =0 , le processus ainsi

obtenu est de classe AR(1) par conséquent il admet des moments de tous

les ordres.
2 2 .
Alors E M < C <+@ pour tout nz21 ,
° N
63 - - -3
Log f (X }X )‘=2|x (x ex )(1+ex ) 7|
1 2 . .
(o] "3 (o] (o] l .
=2{(6,-a) [lxt|+max(|91—a[,|61+a|')ixt_lﬂll +
p-1 171
+L X | +max(j6]-dl, |60 +a])jx |1 u )
t 1 1 t-1 ‘X ‘Sl
t-1

52(92—a)—3(‘xtl + max( 9‘:-04 N 6(1)+at) ‘xt-l 1)

pour 9(2) #0

l n 63 [l l !l (o] "'3 '
dod = | T —— Log folX X, _)is= L (6,-a) (ki +
n t=1 691592 nt=1

O (o] ' . - 3 i O
+ max(lﬁl-a‘,i91+a|)|xt_l‘) = Mn pour 02740 .

Pour Gg =0 , on se référe A la remarque précédente.

Alors‘B'°M2< 03<+°° pour tout nz21 .,

6
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3
LD v 6 2 -3 .6 2 2 -4
——— = - + —-
|—— Log fo(X |X,_Di = | X UH0,X ) 743X (X -0.x ) (1+6,%° )
36

2

(o] -3 (o} -4 . o) (o] , 12
= (8,-a) "+3(6,-0a) " (X |+max(|6-a|,|60+a])ix )¢ 1 +
2 2 t 1 1 t-1 . ;
X >t
t-1
+ 30|, | +max ( \e‘l’-a\, | 6 +al) \xt_li)z i
X _ =1

t-1

1
!

( 82—&)—4(1+3 ( iXt‘erax( l@?-al A 8(1)+a 1) lXt_l‘)z) pour 9(2) # 0

r . n 3 1Mo -4
d'od — | 2 —s— Log fe(xt\xt_l)\::— L (8,-a) (1.+3(|xt|+

nohq o6 Doy

+ max(|6%-a|,|®+a]) |x \)2=M4 pour 6 % 0
1 LI t-1 n 2 )
Pour 8(2) = 0 , on se référe encore a la remarque précédente.
4 @ 4
Alors E M < C <+ pour tout n=z21
© n

Ainsi la condition A5 est vérifiée., m

Pour des études statistiques complémentaires de la précédente concernant
les modéles autorégressifs a coefficients aléatoires, on peut consulter les

articles de D.F. NICHOLLS and B.G. QUINN (1980, 1981 b), 1982).
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Résumé : Le travail présenté concerne 1'étude de différents
modéles bilindaires de syst@mes dynamiques & temps discret
dans leurs versions déterministe et stochastique . Dans le

cas déterministe on précise des conditions assurant des pro-
priétés de contrdlabilité,d'observabilité et d'identifiabilité
partielle de 1l'entrée . Dans le cas stochastique on examine
les problémes d'existence d'un processus d'état stationnaire ,
d'existence des moments d'un tel processus ainsi que les pro-
blémes statistigues de filtrage de 1'état et d'estimation des

paramétres .
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