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INTRODUCTION

Partant du probléme de la modélisation du phénoméne climatologique
de la succession des jours. secs et humides dans une station de mesures,
nous avons été naturellement conduits a étudier diverses classes de modéles
de séries chronologiques binaire::s correspondant a différentes hypothéses de
dépendance dans une suite de variables aléatoires de Bernoulli. Dans le but
de faciliter le choix d'une classe de modeéles pour les applications, nous
nous sommes efforcés de mener une étude en paralléle des différentes clas-
ses qui, d'une part, mette en évidence les caractéristiques de chacune et,
d'autre part, rende aisée une comparaison de leurs aptitudes respectives a
représenter des données climatologiques, en particulier du point de vue de

la persistance de la sécheresse ou de la pluviosité.

Aprés un premier chapitre ol nous présentons le cadre d’étude que
nous avons retenu pour les modéles de séries chronologiques binaires, notre
travail comprend deux parties. La premiére, constituée des chapitres 11 et
1II, est consacrée a deux classes de modéles qui ont été assez abondamment
utilisés dans la littérature concernant la modélisation des séquences climato-
logiques : d'abord les modéles markoviens (cf. par exemple Gabriel et Neuman
(1962) et Klotz (1973 )) et ensuite les modéles de processus de renouvelle-
ment alterné (cf. par exemple Green (1964) et Buishand (1977)) en particulier
ceux basés sur des lois de probabilité binomiales négatives. Dans la deu-
xiéme partie, qui comprend les chapitres IV et V, nous étudions des classes
de modeéles introduits récemment par Jacobs et Lewis (1978), qui sont les
analogues pour les séries chronologiques binaires des modéles linéaires clas-
siques autorégressifs, moyennes mobiles et mixtes pour les processus a

valeurs réelles.






CHAPITRE 1

UN CADRE D'ETUDE POUR LES SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES

Dans la suite nous appelons série chronologique binaire tout pro-
cessus stochastique (X[ ;t€IN) basé sur un certain espace probabilisé
(,a,P) , tel que, pour tout t € IN , Xt est une variable aléatoire (bi-
naire) a valeurs dans l'ensemble 1{0,1} . De telles séries chronologiques
interviennent de maniére naturelle lorsqu'on s'intéresse a décrire le dépasse-
ment ou non d'un certain niveau de valeur fixé u par les variables d'état
d'un processus aléatoire réel (Ut ; t € IN) : on est amené a définir par

exemple :

(1) X =

Une situation typique, a laquelle nous nous référons souvent dans ce qui
suit, est celle ot on envisage pour une station climatologique donnée, de
décrire la succession des jours selon leur caractére sec ou humide : si Ut
représente la quantité de précipitation relevée au t-é&me jour, et si est dé-
claré jour sec (resp. humide), un jour ol il a été recueilli moins (resp.plus)
de u mm de pluie, alors la variable Xt définie par (1) décrit 1'état sec

ou humide du t-éme jour.

Il est clair que le choix du codage en 0 et 1 de l'espace des valeurs
du processus (Xt; t € IN) est arbitraire ; toutefois il faut noter qu'il est
particuliérement commode en ce qu'il conduit & des expressions simples de
certaines variables aléatoires fonctions de la série chronologigque et rend

plus aisé le calcul des probabilités correspondant.
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Remarquons que nous ne ferons pas toujours explicitement la distinction
entre le processus stochastique binaire (Q,a, P, {Xt it €N et le proces-
sus canonique qui lui correspond défini sur ({0,1 }]N ,5{0,1 }]N) , ou
8{o0,1 }IN est la tribu sur {O,I}IN engendrée par les cylindres & base fi-

i A

nie ; en particulier Xt désignera indifféremment la variable aléatoire "état
du processus & l'instant t " et la t-éme application coordonnée du proces-

sSus canonique.

I. QUELQUES ELEMENTS ALEATOIRES DEFINIS SUR {O,I}IN .

La description des propriétés probabilistes dans une classe de
modéles de séries chronologiques binaires et 1'analyse statistique correspon-
dante mettent en jeu un certain nombre d'éléments aléatoires fonctions du
processus considéré que, selon la remarque précédente, nous assimilons a
des fonction mesurables définies sur l'espace des trajectoires {O,l}lN .
Lorsqu'une telle fonction T ne dépend que d'un nombre fini de composantes
nous choisissons de l'appeler statistique dans la mesure o4, si n est l'in-
dice le plus élevé des composantes dont elle dépend, T modélise une mesure
dont dispose un observateur qui observe une trajectoire du processus de

I'instant 0 jusqu'a l'instant n

I.1. Statistiques de comptage.

Etant donnée une suite infinie (xo,x1 e X

on appelle séquence de 1 (resp.0) de longueur k =21 commencant a l'ins-
tant t=z 1 , une suite (t,...,t+k-1) d'instants telle que R 0
(resp.1) et Xy = 1 (resp.0) pour i=0,...,k-1 . Ainsi si (xo,...,xt,...)
représente les états successifs des jours dans une station climatologique a
partir d'un jour initial 0 , une séquence de 1 (resp.0) commengant au jour t
est une séquence séche (resp. humide) au sens ou tous ses jours sont secs
(resp. humides) et ou elle est immédiatement précédée et suivie par un jour

humide (resp. sec).



On définit alors différentes statistiques, en particulier celles comptant les
nombres de séquences de certains types entre les instants 0 et n : si

on pose

S = X : SO——-(nH)—S1 .
n n

qui comptent respectivement le nombre de jours secs et humides sur la

période 10,...,n}l , et

il est facile de voir qu'on peut écrire respectivement

Yo = max(S1 -U -1,0)
n n n

le nombre de séquences humides (entre le premier jour sec et le dernier jour

sec) dans la période {0,...,n} , et

le nombre de séquences humides réduites a un jour (entre le premier jour
sec et le dernier jour sec) dans la période {0,...,n}
De méme si on pose
H =X +X ; K =X, +X ; L =X X
n o n n | n-1 n ¢}
la statistique Hn—Ln (resp. Kn— Ln) compte parmi les deux jours extrémes

0 et n ceux qui sont 3 la fois secs (resp. humides) et voisins d'un jour

humide (resp. sec) de la période {0,...,n}
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1.2, Temps d'entrée et de séjour.

Nous définissons, ici des éléments aléatoires sur {0,1 }IN qui
contrairement a ceux envisagés précédemment "dépendent de toute la trajec-
toire -

Nous appelons Tg (resp. Trll) la date de la n-éme entrée dans 1'état 0
(resp. 1) et D?l (resp. Drlx) la durée du n-é&me séjour dans 1'état 0
(resp. 1). De facon précise, les suites (TZ ;s nzl) et (D?l ; nz1) sont

définies par :

T = Inf {t =0 X =01 :

1 t

O‘- >O = -

Dl—Inf{t T1 :><t 1§ - T,
T = Inf {t >T° _ + D° X =0}, n>1 ;
n n- n-1 t

D) =Inf {t>T° : X =1} -7° , n>1 -

n n n

1 1 P . s
les suites (Tn ; nzl) et (Dn ; nz 1) se définissant de maniére analogue.

Remarquons que dans le contexte climatologique, pour n =2 , la suite

i i R . ,
d'instants Tn""’T + Dn—l est une séquence séche (resp. humide), de

1
n

longueur D; si i=1 (resp.0) . Remarquons aussi que sur l'ensemble

[Xo=i] ,i€{0,1} , on a



Ii. STRUCTURE PROBABILISTE D'UN MODELE DE SERIES CHRONOLOGIQUES
BINAIRES.

A un cadre d'hypothéses a priori sur la liaison entre les états suc-
cessifs du phénomeéne étudié correspond une classe de modéles de séries
chronologiques binaires qui rendent compte de ces hypothéses, c'est-a-dire
une famille de lois de probabilité sur (10,1 }IN , ﬁ[O,l}IN) telles que la
nature de la dépendance stochastique correspondant & ces lois dans la suite
(Xt :t <IN) de variables aléatoires de Bernoulli en soit la traduction proba-
biliste. Dans les chapitres suivants nous nous efforgons de mettre en évi-
dence les hypothéses de base pour les différents modeéles et de préciser les
propriétés probabilistes qui en découlent, en particulier en ce qui concerne

la persistance d'un type d'état.

1I.1. Lois marqginales de dimensions finies.

Une loi de probabilité P suc ({0,1 }]N,MO,I}IN) est compléte-

ment déterminée par la donnée de la famille des lois marginales de dimen-
 n+l : +

sions finies (Pn ;nz0) ou Pn est la loi sur ({O,Hn ,P({O,l}n 1))

du vecteur aléatoire (X ,....X)
o n

Remarquons d'abord que 1'étude des lois marginales uni et bidimensionnelles

cofncide avec celle de la structure du second-ordre du processus : en effet

on a

PX =11 =E(X) ; P[X=0] = 1-EX) , teN

et

PIX =1,X =11=E(X X):P[X =1, X =0]=E(X)-E(X X)
PIX =0,X = 0] = 1-EX)-E(X) + E(X X)) ; (5,0) e’



En particulier les variables aléatoires X et X

seulement si elles sont non corrélées. On a

C(s,t) = Cov(X ,X) =P[X =1,X =1]-P[X =
s’ t S t S

sont indépendantes si et

=1] .P[Xt=1] ;(s,t)E]N2

Lorsque le processus (Xt ;t20) est stationnaire (auguel cas on dira que P

est stationnaire), désignant par p la probabilité

= = = = . 6
P[Xt 1] P[XO 1] p ; te€N

1

la fonction de covariance

C(h) = Cov (Xt . X ) = Cov (XO,X

: h &
t+h ) ;i he&N

h

s'écrit sous la forme

(2) ch) = p{P[Xh=1/XO=1]—px‘ ; heN

On peut évidemment écrire pour tout t €IN et n=z21

n

= P -— = = . n
P[Xt X o Xt+n Xn] P[Xt Xo] ol o

Lorsque P est stationnaire, pour nz 1

X sachant que le processus est passé par les états X oveeiX 4
pend pas de l'instant ol ce passage est envisagé, i.e
[ t+n Xn/ t Yo" “t+n-1 n—l] P[Xn xn/Xo o ’Xn—l

et on désigne par P
RS

Il est alors facile, a partir de (2), de voir qu'on a, pour tout t€N

P[Xt+k:Xk /Xt=x e

-1 -

, la probabilité de passage a l'état

ne dé-

) -n+
cette probabilité pour tout (XO, “e ,xn) €{o, ljn ! .

et nzl:



t

, e Il I{x
) o I-x  n | L=O( LYy
(3) P[Xt—xo,...,XHn—xn]:p (1-p) i fi P
- , t+1
t=1 (yo,...,yt)t{O,I} YooY,
avec
XJL si y{ =1
Ix, .y, ) = : (x x ) € (0,11
Ll '{, ’ ol"'l n ! -
l—x& si Yy © 0
En d'autres termes la fonction de vraisemblance Pn{(xo,...,xn)} corres -

pondant 3 (n+l) observations successives dans une série chronologique

binaire stationnaire est donnée par (3).

L'expression (3) de la fonction de vraisemblance est trop compliquée pour
etre utilisée. Son calcul dans les différents modéles que nous examinons
conduit souvent a une forme qui met en évidence certaines statistiques ex-
haustives simples et gui est donc plus adaptée au calcul des probabilités

et au traitement statistique. Notons toutefois que le résultat suivant fournit
une base pour l'approximation d'une telle fonction de vraisemblance par celle

d'une chalne de Markov :

Théoréme 1. (cf. Kedem (1979))

Pour toute série chronologique binaire stationnaire (Xt ; tEIN) il
existe une suite ((XZ ; t €N) ; r=1,2,...) de chafnes de Markov binaires
qui converge en loi vers (Xt; t € N) de fagon telle que pour tout
r=1,2,... (Xi ; £t € IN) est une chafne de Markov d'ordre r stationnaire
dont les lois marginales r-dimensionnelles coincident avec celles de

(Xt ; teN) .



IT.2. Lois de statistiques de comptage.

Nous nous intéressons & la loi de probabilité de certaines statis-—
tiques de comptage décrites au paragraphe I.1. Nous donnons ici un résul-

) . 2 . 1
tat général pour la statistique Sn

Définissant la suite des variables (Gn ; nzl) par :

o
Il

Inf{t>0:Xt=1}

0]
I

> : =
Inf {t Gn—l'Xt 1} , n=z2 ,

éme - .
Gn est le temps d'attente du n m jour sec aprés le jour O et on a :

Théoréme 2. (cf. Kedem (1979))

Etant donnée une série chronologique binaire stationnaire (Xt;télN) .

1 s e
la loi de la statistique Sn vérifie

n 0
( I-(n+tl)p+p . T (n+l-r). v(l,r) si k=0
r=1
1 n
P[S =kl = 1 (ntl)p+p. T (n+l-r) . [V(2,r)-2.v(1,r)] si k=1

r=1

n
. b. 2 (n+1-r) . [V{k+1,r) -2v{k,r) +v(k-1,r)]si 2 <k sn+1
r=k-~1

P[Gk r/XO si r=k,k+1,...

il
ey
-



Notons que lorsque les variables Xt sont indépendantes, (v(k,r),rzk) est

la distribution binomiale négative de paramétres k et p , i.e

vik.) = c"f" k

r-k
4 P . (1-p) ;rzk
Nous cherchons, dans les cas particuliers qui nous concernent, a exprimer

1 , L . - .
la loi de Sn sous une forme aussi explicite que possible et aussi a écrire

des algorithmes permettant son calcul numérique.

. . 1 .
Remarquons que l'espérance et la variance de S s*écrivent respectivement
n

n
E(S;) = (atl) p ; var (s:‘) = (n+1) C(0) + 2 3. (n+1-h) C(h)
h=1

od (C(h); hz0) est la fonction de covariance donnée par (2).

11.3. Lois des temps de séjour et Persistance d'un type d'état.

Lorsque la série chronologique binaire est stationnaire, pour i €{o,1},
on définit la persistance au n-éme jour de l'état i (dans une séquence de
i) comme étant la probabilité que le séjour dans 1'état 1 dure strictement

plus de n jours, sachant qu'il a déja duré n jours. On la note

qg = P(X =i/¥X =1-1i,X =i,...,Xt+n=i);n21;t20.

qg =P pour x =l-1 , x = ...=x =1i.
. O

On a évidemment
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P[X =1-i, X =i,...,X

=1 - t+n+1 “ “tin Ry T ]

= i =1 :1—'1
P[X 1,...,Xt+1 1,Xt ]

et si p; désigne pour nz1 , t =20 la probabilité

i

n

= = i = i ‘= 1—1
t4+n+1 'Xt+n 1""'Xt+1 1’Xt ]

qui, en termes des temps d'entrée et de séjour définis au paragraphe 1.2,

peut s'écrire

p.=P{dJ [T, =t+1, D =nl}; nz1l1,t=0
n - k k
kz1
on a
pi
ql = 1 - et ; nzl
n i
P
kzn
On a aussi
pi
i _ _ n
(3) q 1 : ;o n=zl
2 Py
k zn
ou
. i R
' = = 1-3 — = i =l"l =i
(3)Pn [t+n+1 o Xy = L .,Xt+1 1/Xt 'Xt+1 i]
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(p:\ ; nz 1) est la "loi de la durée d'une séquence 'de i " et est appelée
loi des temps de séjour dans l'état i

Les suites (q; ;: nz 1) de persistances sont des caractéristiques importantes
d'un modéle, nous étudions leur comportement (monotonie ou non, convergence

lorsque n tend vers 1l'infini) pour chaque classe e modéles,

Remarquons que si Hi est la fonction de répartition de la loi (p:1 ;n=l) ,

alors la persistance au n-éme jour s'écrit

1- Hi (n+1)

1-H (n)
i

i

Si la persistance est croissante i.e qn+1

i . .
2 q_ . nz1l (resp. décroissante),

on a @

\

l—Hi(n+1) l—Hi(n+2) l_Hi(nH) 1~Hi(n+2)

s resp, —————— 2 —**‘———)
1- Hi(n) I- Hi(n+1) 1—Hi(n) 1- Hi(nﬂ) .

et l'ensemble des points 1{n, (l—Hi(n)) ; nz 1} représenté sur papier semi-

logarithmique a donc une courbure positive (resp. négative).
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II. ETUDE STATISTIQUE D'UNE CLASSE DE MODELES DE SERIES
CHRONOLOGIQUES BINAIRES.

Remarquons que dans les applications on cherche souvent & ajuster
un modéle de séries chronologiques binaires & des données climatologiques
concernant une période {0,...,T} (mois, ensemble de mois,...) de 1'année
pour plusieurs années consécutives. Si on fait 1'hypothése que pour N
années d'observation, le phénoméne se reproduit, sur cette période, d'une
année a l'autre, dans des conditions d'homogénéité et d'indépendance, on
dispose de données ((xio,..,,x;‘) ; i=1,N) dont 1'étude s'inscrit dans
le cadre de la statistique classique sur un échantillon indépendant du vec-
teur aléatoire (Xo,...,XT) . Nous nous plagons ici plutot dans la perspec-
tive ol & partir des observations faites pour plusieurs années, on construit
une suite (xo,. . "Xn) dont on admet qu'elle est l'observation d'une tra-
jectoire d'une série chronologique obéissant sur une longue période aux
"régles" valables pour le phénoméne sur la période {0,...,T} .

Un procédé d'usage courant (qui se justifie pleinement dans le cas d'hypo-
théses de renouvellement) pour construire une telle suite consiste a extraire
de toutes les données concernant l'ensemble des années, les séquences cli-
matologiques séches ou humides débutant dans la période considérée et a
les mettre bout a bout. L'étude des données reléve alors de l'analyse des
séries chronologiques. En pratique, le plus souvent, le modélisateur n‘a pas
une idée précise de la nature de la liaison entre les états successifs du
phénoméne adaptée a la description des données qu'il veut modéliser.

Aprés une phase d'analyse descriptive (ou en particulier, il examine les ana-
logues empiriques des persistances) il choisit une classe de modéles dont

il pense qu'elle est suffisamment riche pour contenir un bon descripteur du
phénoméne. Il envisage alors de rechercher au sein de cette classe un mo-
dele qui réalise la meilleure adéquation 3 ses données et est donc confronté

d un probléme statistique de nature inférentielle.

Chacune des classes de modéles que nous envisageons plus loin est paramé-
. N . .
trigue au sens que la famille des lois de probabilités sur {0,1]} qui lui

est associée peut étre mise en correspondance biunivoque avec un ensemble



w de valeurs d'un paramétre 6 , v étant contenu dans un certain espace
de dimension finie du type Rk . Nous envisageons, sulvant le point de
vue précisé précédemment, le probléme de l'estimation du paramétre b6 ou
de certaines fonctions de ce paramétre au vu de l'observation d'une trajec-
toire de la série chronologique. Selon le cas nous utilisons la méthode du
maximum de vraisemblance, la méthode des moindres carrés ou la méthode
des moments pour construire des estimateurs dont nous étudions les proprié-
tés, notamment de convergence et de normalité asymptotique. Nous donnons
ici un résultat général concernant le probléme d'estimation de la probabilité
p = P[Xt= 1] , lorsque la série chronologique est supposée stationnaire,
Si la série chronologique est @-mélangeante au sens que : il existe une
application @ de le dans Ri_ telle que lim @(n) = 0 et pour

n--vkl.)
_‘_ +
tous k,m=z20 , nz1l , A EV([O,I]k 1) et B EP({O,I}m 1) .

\P[(xn R )es/(xo,...,xk)EA]—P[(xn

ceees X
+k ““ntmtk ‘

JEB] | =(n) ,

+k 7T ntk+m

on est assuré de la convergence presque sare et de la normalité asymptotique

S
de l'estimateur sans biais -~ de p
ntl

Théoreme 3. (Ibraginiov-Linnik (1971))

Si la série chronologique (Xt; t €« IN) est stationnaire et ¢-mélan-

geante, alors

1

sn

i) — converge presque sarement vers p gquand n tend vers * ,
nt1l

1/2 -
ii) si de plus la série 2 (9(n)) / est convergente et 02=C(0)+2 7 C{n)
nzl nxzl
est différente de 0 , C(.) étant la fonction de covariance de

(Xt ;t €IN) , alors la suite de variables aléatoires

s,
(J/n ¢ -p) ; nz1) converge en loi vers une variable gaussienne,
n+i
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centrée et de variance o

Notons que sous les hypothéses assurant la validité de la conclusion figu-

Sl

- P n ; -
rant en (ii) du Théoréme 3, -— converge aussi en moyenne quadratique
n+l

vers p (cf. Hannan (1971)).



CHAPITRE II

CHAINES DE MARKOV HOMOGENES A DEUX ETATS

Ce chapitre est consacré aux chafnes de Markov homogénes d'ordre
1 et 2, a deux états 0,1 . Elles ont été abondamment utilisées dans le
cadre de la modélisation de divers phénoménes en climatologie (Gabriel (1962)),
en génétique (Klotz (1972)), en physique atomique (Johnson et Klotz (1974)),

en hydrologie (Yakowitz (1976)) et en télécommunication (Crow et Miles (1977)).

D'abord pour l'ordre 1, puis pour l‘ordre 2, nous décrivons la struc-
ture probabiliste correspondante et les méthodes d'estimation de leurs para-
métres. Notons que nous omettrons souvent le mot homogéne qui sera toujours

sous~entendu.

I. CHAINES DE MARKOV BINAIRES D'ORDRE 1.

La classe des chames de Markov d'ordre 1 est adaptée a la descrip-
tion d'un phénoméne dont on suppose que l'état a un instant donné ne dépend
des états passés qu'a travers l'état immédiatement antérieur. Cette hypothése

conduit a poser :

Définition. - Une série chronologique binaire (Xt : t €IN) est une chafne

de Markov homogéne d'ordre 1 si

® -1 } ::P[Xtﬂ):xn /Xt+n—-1:Xn—1] =P[X1=xn/§(o=xn_l
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pour tout t=0 , nz1 et (xo,xl,...,xn)é {0,1}n+1

Alors une loi de probabilité P sur ({O,I}IN , ﬁ{O,l}lN) telle que la
série chronologique (Xt ; t€IN) soit une chafne de Markov d'ordre 1,

est complétement déterminée par la donnée des probabilités de transition

2
- = i = 3 . i 9 1 .
Pij PIX ., J/Xt i] ;s . ef{o0,1}” ; t=0

et des probabilités initiales

P[X =1]=p et P[X =0]=1-p .
o o

~

De fagon précise la donnée d'une telle loi P équivaut & celle du triplet

(p, P01 . Pll) correspondant.

1.1. Etude probabiliste.

I.1.1. Lois marginales de dimensions finies.

On a bien sar

X (l—xo) N;](x fee X )
(1) P[X0=xo,...,X =x ]=p ".(1-p) I P ;

n n
(1,9)€l0,172

+1 2 ij
(xo,.,.,xn) E{O,l}n , ol pour (i,j) €{0,1}" , N;J désigne la statisti-

o1 =i, Xt =j } comptant le nombre de

passages de l'état i & 1'état j entre l'instant 0 et l'instant n .

que N;J = card {t€f{1,...,n} : X

Avec les notations du chapitre I on a :



11 o
= 2. X X i -
Nn 2 t"'l SOIt N Un ’
t=1
10 n .
N = 2 (I_XL) X, _, soit N == s -U =X .
t=1
01 " . .
N = 3y X (1-X ) soit N =8 -U -X
n t t'—l n n O
t=1
11 i
et Ngo‘n—[Nn+N10+N0]

i1 10 01
L‘égalité (1) montre que la statistique (XO, Nn , Nn . Nn ) est exhaustive
pour (p 'POI’PH) lorsqu'on observe la série chionologique sur la période

{0,...,n} .

La chaftne de Markov (Xt ; £t €IN) est stationnaire, si et seulement si
P[Xt=1] =p; tzl . (Notons que la stationnarité équivaut ici & la réversi-
bilité au sens que pour tout nz1 , (XO,... ,Xn) et (Xn,...,XO) ont
meéme loi).

Alors si 0 <p= 1, la matrice des probabilités de transition s'écrit

N B . B L R
Pao Poq (1-2p + Ap) /(1-p) p(i-N/(1-p)
P]O P” 1-x I

2p-1

ou max(0, s A=l ;

L 2p-1
Pour (p,A) =68 = {{p,N):0<p=~1, max(O,-R-— S A< 1]} (Xt;tEIN)“M(l;p,)\
P
signifiera que (Xt :t €IN) est une chafne de Markov d'ordre 1 stationnaire

6 A .
de paramétres (p,\) et P = pP désignera la loi de probabilité corres-

pondante sur ({O,I}IN , B{O,I}IN) . On a



Lemme 1. Si (Xt;tE]N) ~ M(1;p,A), (p,\) =6€® alors la loi conjointe

des variables XO,X .,Xn s'écrit

10

0 (s-u) (l_p)—(n—l—s+h) u (s-u)-h

(@) Pl ux, 0. x)) = p WY (1-3)2

.(1_2p+>\p)(n—2s +u+h)

L. . . 1
ou s,u et h désignent respectivement les valeurs des statistiques Sn .
n+1

U et H_  pour l'observation (x ,...,x )€ {0,1} )

n o n
L'égalité (2) montre gue (Sn , Un’Hn) est une statistique exhaustive pour
6 ={(p,\) lorsque la chafne est stationnaire. Il est facile de voir que la
11 10 1
statistique (Nn . N[1 + Ng ) est exhaustive pour A lorsque p est

connu. On démontre aisément le résultat suivant

Lemme 2. La fonction de covariance d'une chafne M(1;p,\) s'écrit

h
)\_

Gglh) = p(1-p) . (==B) | pemn
1-p

Remarquons que C6 est du type d'une fonction de covariance de processus
autorégressif d'ordre 1 . En fait (Xt ; t€IN) admet alors une représentation

autorégressive classique AR(1)

Proposition 1. Une chafne M(1; p,X) peut se représenter sous la forme :

ol (e:t ;t2z1) est une suite de variables aléatoires & valeurs dans



= ,0, — , 1} , deux & deux non corrélées et telles que, pour tout

t=1, et est non corrélée avec {XS ;o s<t} .

Il est facile de préciser la loi commune des variables et; t21 . Pour des

résultats plus généraux on renvoie a lat (1977).

1.1.2. Lois de certaines statistiques.

Klotz (1972) a déterminé la loi de la statistique (Sxi‘Un’ Hn) :

Théoréme 1.

Pour une chaftne M(1;p,\) ,(p,\)=06¢€w , la loi de probabilité

de la statistique (Srl1 . Un'Hn) est donnée par :

h Cs—u—h u {(s-u)

~-h-n+
(shnl).)\u

.{1-p)

- +
(1-2p+\p) (2s+u+h+n)

pour 0<s=n+tl , 0sus<s-1 et h €{0,1,2} , avec la convention C =1

11 10 1 R
La loi de probabilité de la statistique (Nn ,Nn s N?] ) se déduit de

celle de (SI,U ,H)
n n’ n

Corollaire 1,

Pour une chatne M(1;p,2) , (p,A)=6€uv on a :



6. 11 01 _10_ .
P [Nn—u,Nn—u,Nn W = 4

pour 0 =u<n , et

—22—

6 ! :
(P [U =u,S =utv,H =0]1+P [U =u,8 =utvii,H =2]si v=w,
n n n n n n .

lPe[U =u,Sl=u+v+l,H =1] si w=v+l ,

2 n n n

1 .6 1 , .
.— P [ U =u,S =u+v, H =1] si w=v-1 sinon
2 n n n

La loi de la statistique S:l peut aussi étre obtenue comme loi marginale de
la loi de (SI,U ,H )
n’ n’ 'n
. (l—p)—(n—l) . (1—2p+>\p)rl si s=0
s-1 2
6 -2 -(n-1 2 h -
3) P[s'=s] = { (1—2;:w+kp)(n ).p.(l—p) (n ).(1—x) o oel.etTh et «
n =, 2" "n-s’ s-1
u=0h=0
h
q AM1-2p+ xp) 1-2p+Xip)

(|

> si l1€g<n+l

p(1-1) (1-p)(1-2)

Nous renvoyons aux articles de Gabriel (1959) et de Helgert (1970) pour deux

autres formes de la loi de

Quoique explicite, la forme (3) de la loi de

utiliser. Kedem (1979) a p

numérique de cette loi. L'

k] =P

S
n

Sn est en pratique difficile &

roposé une méthode itérative simple pour le calcul

algorithme est le suivant : on a :

1]

’

sl=k,x =01 +P¥rst=k x
n n n n



& e 1
:0,X= = 1~ , > = . = =
p IS o 0] p I [S0 1 X0 1]=p et
e _ _ s
P [S =0,X =1} =p[S =0, X =11 =0
o o

! ]
peisl=0, x =11 =P [s =ntl,x =01=0,
n n n n
® gl I-2p+Ap," 61 0
P lS :0 ! X =0] - (I-P).(-—————E————P) et P [S =n+1lx =1]:p-). ’
n 1-p n n

iii) pour nz1l et 1s5k=n

g1 (1-2p+xp) €. .1 po

= { = I e i 3 =k, = + l_ :’l —_

PTLS =k.X 0] (1-p) P LS _ =k.X_ 0} +(-MP [S _ =k.X 4 1]

prsl=k,x =11 _pl-N el g x _o1+ A PISt =k-1,x =11
n n (l—p) n-1 n-1 n-1 n-1

1.1.3. lois des temps de séjour et persistance.

Pour une chaine (Xt; t=0) - M(1;p,N).(p,\) €8 , conditionnelle~
1
ment a X0 =i , les variables aléatoires "temps de séjour” Dn(resp. Dcr)n)
dans 1'état 1 (resp.0) sont indépendantes entre elles, et sont équidistribuées
p(l-M)
(1-p)

(D; : nzl) , Di; nz0) sont indépendantes. la chafne (Xt;tZO) estalors

et les suites

s

selon la loi géométrique de paramétre (1-2) (resp.

un processus de renouvellement alterné stationnaire correspondant a des lois

de séjour dans les états alternatifs de type géométrique, les lois de retard



b~

coincidant avec les lois de séjour (cf. Chapitre III).

La durée moyenne d'un séjour dans 1'état 1 (resp.0) est 1/(1-))
(resp. (1-p) /p(1-2)) et la variance correspondante est )\/(l—k)z

(1-p) (1-p+pN\) )
2

(resp.

pz(l— \)

La persistance au n-éme jour d'une séquence séche (resp. humide) est

constante égale qi(e) = % (resp. q(lj(g) = 1"12P+>\p )
-P

I.2. Etude statistique.

On se place sous l'hypothése de stationnarité ; on envisage 1'étude
d'estimateurs de certaines fonctions du paramétre 6 = (p,)) construits par
l'une des trois méthodes classiques d'estimation : la méthode du maximum

de vraisemblance, la méthode des moments et celle des moindres carrés.

I.2.1. Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance.

On examine ici le probléme d'estimation du paramétre & = (p,))

lui-méme.
f
i i e ;p.A) =L P Jee e
La fonction de log de vraisemblance Ln(xo’ X iP A) 0g n{(xo xn)}
g
ol Pn{(xo, .. .,xn)} est donnée par (2), conduit aux équations de vraisem-
blance
BLn
'a_')'\'- (X l"'lxn;pl.}\-)
L(l)(x fe e X PN = =0
n o n
3L
n




2{(s-u) -h , (n-2s+h+u).p
(1-2) I-2p+ap

>l e

(4)
s-u n-lts+h (n-2s +h+u) (A-2) _
p (1-p) (1-2p+xp)

0.
lLe systéme (4) est équivalent (cf. Devoré (1976)) a :

A= u/(s-h+p)
(4)
p(s-u-h+p) . (n-s +h-1-p) - (1-p) (s-h +p)(s-u-p) = 0O

La deuxiéme équation du systéme (4') admet au moins une racine dans 1l'in-
tervalle (0,1}

On vérifie facilement que les conditions de régularité permettant de préciser
le comportement asymptotique des estimateurs solutions des équations de
vraisemblance sont satisfaites (cf. par exemple Billingsley (1961 ) et

Feigin (1975) :

Théoréme 2.

~

Soit (po,xo) la vraie valeur du paramétre (p,x) dans @

i) Il existe une suite ((pn, )‘n); nz 1) d'estimateurs basés respective-

ment sw les observations ((XO, e ,Xn) ;nz 1) telle que

P_.A . -
. oo, (1), . —al =
fim P [Ln(.,pn,)\n)~0]—1
n-— w
. - pol)\o
et lim (pn , xn) = (po, ko) en probabilité relativement a P

ii) Pour toute suite ((‘pn. )\n); nz1l) d'estimateurs vérifiant les mémes



- ~ (P - p
conditions que la suite ((pn, )\n); nz1) , la suite |./n k n o) -
- )\.
. . . . s Porro
de vecteurs aléatoires converge en loi relativement & P , Vers un

vecteur gaussien, centré et de matrice de covariance
1~ 1-2p + 1- 1-
p,(1-p ) (1-2p_ A )/ =) (1-p ) A

(l—po) - Ay xo(l—ko)/po

En fait les estimateurs dont il est question dans 1l'énoncé précédent sont
asymptotiquement efficaces. '
Notons que pour p connu, une solution de 1'équation de vraisemblance

pour X est la racine de la premiére équation du systéme (4), donnée par :

WG x ip) = {(u=(1-p)(2Zs-h)+(n-1)p) + [ (u - (1-p)(2s-h) +(n-1)p)’

+ 4 (n-1) u.p(1-2p)] 1/2}/ 2(n-1)p

De meéme la premiére équation du systéme (4') suggeéré d'estimer A\ par
A2 -

B = s-h+ .
. (XO, X p) = u/( p)

On a le résultat suivant (Klotz (1973)) : !

Théoréme 3.
1 1 1 1

- N Sn 1 Sn Sn ~2 Sn
Les estimateurs (p , v ) , |\ — ,» (.; —) et(-—,x(.;——)
n n+t N n+i n+l R n+l

(

n—w

- 1
sont asymptotiquement équivalents au sens que lim /n (Pn - Sn/(n+1)

N Ci 1
Xn - )‘n( ! Sr1/(r1+1)
Po,)\
en probabilité relativement a P cie{1,2} .



Sl Sl
Cela implique en particulier que les estimateurs (_E . ;.1( . ;__‘l)) et
i 1 n+i " n+l
Sn ~2 Sn
( : ——)) sont aussi asymptotiquement gaussiens et efficaces.

n n+l
lls présentent l'avantage d'étre faciles a calculer a partir des observations.

Estimation par la méthode des moments.

1.2.2.

(p, »p) du paramétre

On envisage ici l'estimation de la fonction
oz p.A
x.p est la probabilité P [Xt l’xtﬂ ] p,x(xt (4]

(p,)\) . Notons que u =
La méthode des moments conduit aux estimateurs sans biais :

—
Pn— Sn/(n+1)

= = U
TN [n/n

pour lesquels on a

Proposition 2.
La suite ((Fn, ﬁn); nz1) d'estimateurs de (p, A.p) est conver-
gente presque sGrement et de plus pour tout (po,)\o) €® , relativement a

Py po )
, nz1 converge en loi vers un

P et
P , la suite ,fﬁ(

“n - )\O pO

vecteur gaussien centré de matrice de covariance



2
1- 1-2 + 1~ - -
po( p) ( P xo)/( xo) ZxOpO(l po) /(1 xo)
Z'\ =
2 2
2 2poko(l—po)
ZXOPO(I—DO) /(I—XO) poxo(l—poxo) +
(1-x)
o
Démonstration.

Observons d'abord que pour @ = (p,\) €@ la chatne (Xt ; t=20)
est irréductible et apériodique. Alors il existe une distribution invariante uni-

que, a savoir (1-p) 50 + p 61 ., et on a :

. s n
(6) 1P ) - o g Y o (2P
] 1 -p

\ Py e .
ol Pij(n) P [Xn—J|XO il ., i,jefo,1} .

On montre facilement & 1'aide de (6) que la chafne (Xt; t 2 0) est p-mélan-

geante, avec

La chafne (Xt ;t20) est alors transitive et les processus (Xt ; £20) et

(Xt . Xt—l ;t=z1) sont ergodiques au sens de la convergence presque sOre.
P =P

La normalité asymptotique du vecteur aléatoire ./n s'obtient par
IIn - Ap

application des théorémes 7.7 et 20.1 de Billingoley (1968) au processus

Xt -p
vectoriel . n
X X - A
g g1 P
_ En U /n
Définissant >\n = — = n , on en déduit immédiatement le

R st /(n+1)
n n



Corollaire 2,

La suite ((’Dn.in); nzl) destimateurs de (p,») est convergente

P_.x
. . N o'o
presque sQrement et pour tout (po, ko) € & , relativement a P , la
p_-p
. - n o " . .
suite ( J/n ; nzl de vecteurs aléatoires converge en loi vers
Xoo- A ;
n 0

un vecteur gaussien, centré, de matrice de covariance A\ donnée par (5).

Ainsi l'estimateur (pn,'in) de (p,\) est asymptotiquement efficace.
Remarquons que l'estimateur (iin,'in) est asymptotiquement équivalent a

I'estimateur déduit par les relations

&
PO = i Py = p(-0/0-p)

des estimateurs de ces probabilités de passage

- N U - NO1 Sl - U -X
P(n) = ._.__i..._ = .___r}..__ . P(n) = n = n n o
11 ! 01
LTSI G000 T Ty
1 n n n n n n n

solutions des équations correspondant a la Log-vraisemblance approchée ob-

tenue & partir de (1) en négligeant les termes en p

Signalons que, Price (1976) a montré que )\n a, pour n grand, un biais

- A(1-g -2

négatif (E (M) =X - r-p + 0(n 7)) et a constaté a partir de ré-
p.,A n np

- 1

sultats de simulation que les erreurs en moyenne quadratique de >\n et >\n

( . ; S:)/(nﬂ)) sont sensiblement égales.

Un autre estimateur de A , proposé par Kim et Bar (1980), est défini par :
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1
U /(8 -1) si 2£Sl-<—n+l
n n n
* 1
A= 1 si S =0
n n
0 si Sl =1
n
* -
xn est asymptotiquement équivalent & kn et a un biais positif négatif
1 1 1
ou nul selon que p>E,p<—2- ou p=E.

I.2.3. Estimation par la méthode des moindres carrés.

La représentation A.R(1}) de la chafne (Xt ; t=0) (cf. paragraphe I.1.1)

X - p = - (X
ti (

- + € e =¢ -E(e .
I -p 1P e e (e)

t

nous améne a envisager l'estimation par la méthode des moindres carrés du

" . . A -
paramétre d'autorégression c¢ = I P qui n'est autre que le coefficient de
-p
corrélation entre Xt et Xt+1 (parameétre utilisé en particulier par Lindquist

(1978)).

Si p est connu, l'estimateur des moindres carrés de ¢ au vu des obser-

vations XO, e 'Xn peut s'écrire

1 2
- - +
Un p(ZSrl Hn) np

2 1
np + (1-2p) (Sn—Xn)

L'estimateur correspondant de )\ est :

2 1
: -H + - + -H + +
v (n Hn ZXn) p (Sr1 Un Hn Xn) p Un

2 1
np + (1-2p) (Sn —Xn)
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1
Sn v S:l
On peut encore montrer que l'estimateur (— , A (. ;-— ) de (p,))
n+ | n n+l

est presque sQrement convergent et asymptotiquement gaussien et etticace,
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II. CHAINES DE MARKOV BINAIRES D'ORDRE 2

Lorsqu'on s'oriente vers 1'utilisation de modéles markoviens pour
représenter le phénoméne climatologique qui nous intéresse, les modéles
d'ordre 1 sont souvent insuffisants pour rendre compte de la réalité. On
est alors amené & considérer des modéles d'ordres plus élevés. En prati-
que (en raison du nombre des paramétres) on se restreint (cf. par exemple
Galloy, Martin et Le Breton (19€3) & ceux d'ordre 2 qui correspondent &
I'hypothése que 1'état & un instant donné ne dépend des états passés qu'a
travers les deux états immédiatement antérieurs. Cette hypothéses conduit

& poser :

Définition. - Une série chronologique binaire (Xt; t €IN) est une chafne

de Markov homogéne d'ordre 2 si

Pl Xt+n= Xn/thxo" o 'Xt+n—1=Xn~1] - P[Xt+n=Xn/Xt+n—2 =Xn—2’Xt+n—1:Xn—l]
- P[XZZXn/Xo:Xn—Z'XIZXn—I]
+1
pour tz0 , nz2 et (xo,...,xn)‘c {0,137 .

Une loi de probabilité P sur ({O,I}IN , 03{0,1}]N) telle que la série
chronologique (Xt; t € IN) soit une chafne de Markov d'ordre 2 est complé-
tement déterminée par la donnée des probabilités de transition

= = 3 = i . _ = =1 ' X =1 ;

Pij P[X1 ]/XO il ; Pijk P[Xt k/Xt_2 i -1 il

(i,j.k) € {0,1}3 , t 22 et des probabilités initiales P[Xo=1] =p,

- :1—
et P[XO 0] p

~

La donnée d'une telle probabilité P équivaut a celle du sept-uplet

t.
(p, Po1r P117Pgo1Pio1’ Port ’plll) correspondan
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11.1. Etude probabiliste,.

II.1.1. 1lois marginales de dimensions finies.

On a, pour nz2 ,

X (l—xo) X, (l—xo) (l—xo)(l—xl)
(M) P[Xo=xo,...,Xn=xn] =p .(1-p) 'P()l . (I—POI) X
xo(l—xl) X X, N:}lk(xo""'xn) . .
x(l~Pu) .P11 it Pijk ;(xo,...,xn)E{U.l}

(i,.k)eto,1)3

. 3 ijk
ou pour (i,§,k) €{0,1}" , Nlli désigne la statistique

ijk .
NnJ = card{tel2,...,n} : X =1, X'—I:j , Xt =k } comptant le nombre
de passages de 1'état i a l'état Kk transitant par 1'état j entre l'instant
g et l'instant n .

Avec les notations du chapitre 1, on a bien sQr :

1
N“l-—-W ,N01]=U—W -X X : N01=V—W ;
n n n n 1 n n n
NHU: Uu-w -X X : NmO:S]—ZU +W -H +L
n n n n-1"n n n N n n n
Nlm-—.‘al—U -V +W -(X +X ) + X X
n n n n -1 n n-1 n
001 1
N0=S—U—V +W -(X +X.) +X X
n n n n n o 1 o 1
0 111 1 101 01 1
ot N 00:(11—1)-(N +N0”+N lU_fNO +NO 0+N 00+N00])
n n n n n n n n
111 i 101 1 1
L'égalité (1) montre que la statistique (x ,X.,N ,NO O,N 0 ,Nlm,N01 N 00,
o 1 n n n n n n

001 . s o
Nn ) est exhaustive pour (p ’101'PH'POOI’POII'PIDI’PHI) lorsqu'on

observe la série chronologique sur la période {0,...,n} .
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La chatne de Markov (Xt ; t€IN) est stationnaire si et seulement si

PIX =11=p et P[X = 1/X =11 =P, 1€{0,1}, t=0 . Dans ce

il

cas, la loi P peut etre paramétrée par le quadruplet

t+1

& = (p, Xl,kz,p) ol )\1=Pu,>\2=P[Xt=1/Xt_2=l],t22 et u=P111

Les probabilités de transition (P.. ) sont données par :

ijk

1—p(3-k2—>\1(2—u)) p(1—>\2->\1(1”u))
_ P P - -
000 001 i
1-2p + pA 1-2p + px
1 2
1-2 0, + % -
b b 2)\1 >1}.1 kl(l o)
010 011 )
- A, -1,
1 - - - -
P10 i 2 2 P el N
1 )
1—-)\.1 I-xy
- i - R
110 P11 1-u M
26-1 2)\1-—1
pour O<p<1;max{0,—£—}Sklsl;max{(), }su<1l et
p M
3p—2p>\1—1
max { , xlu} < )\221—)\1(1—}4) )
p+k1u
_ _ 2p-1
Pour (p, A /2 un) = 0 €B = {(p,xl.kz,u) : 0<p<1, max{oO, bsa <1
2h1 ~1 3p-2p iy -1
max { 0, 1 }Jspu<1l; et max { 1 ,le}SKZSI—kl(l—p)}
)\1 p+)\1p

(Xt ; t€IN) ~ M(2;6) signifiera que (Xt; t € IN) est une chafne de Mar-

kov d'ordre 2 stationnaire de paramétres 8 = (p, )\1,>\2,u) et



. Pohyitg it
f 2 .
P =P ! désignera la loi correspondante sur ({O,I]IN, n{O,]}lN) )

Lemme 1. Si (Xt; teIN) ~ M(2;b) ; 8 €@ alors la loi conjointe des

variables X ,X.,....X s'écrit
o 1 n

(s-u—v+w)' pw.)\ (u—w).( (v-w)

(Zu-2w-14)
. .

B - 1 = -
(2) Pn[(xo,...,xn)j—p (Ao n)

t-u) 2 |

(-2s 42u +2h+k-24) (-n +2+2s-u-2h-kti)

110D

. .(1—2p+k1p)

{s-2u+w-h+4) (2s-2u-2v+2w-h-k+4)

.(1—2x1+x1p) .(1—x2—x1+xlu)

(n-1-3s+2u+v-w+2h+h-1£)

S1-p(3- 2, =20+ )

1

-

od s,u,v,w,h,k, et 4 désignent respectivement les valeurs des statisti-
1

ques S ,U_,v ,W ,H ,K et L pour l'observation (x_,...,x )
n n’ ' n n n’ n n o n

L'égalité (2) montre que la statistique (Sl, U ,v ,W ,H ,K ,L) estexhaus-
n’” n’ n n’ n’ n'n

tive pour (p, )\1, )\Z,p) . On peut voir aussi que la statistique

1 1 1 1 | 1
(N1 1, NO 0 , le , N DO+ NOO , N 10 + NO ) est exhaustive pour le para-
n n n n n n n

métre (Xz,p) lorsque p et >\1 sont connus.

Pour calculer la fonction de covariance, donnée (cf.(2) chapitre 1) par
C,.(h) = {Pp'[x =1/X =1}-p}; heN
) P h o Pii !

on est amené a calculer les probabilités de passage :

On a



6 B o
by T Pig®) + -0 Pl (), oz
ot PL () =PYIX =k /X =1,X =j]
ijk h o "1

Ces probabilités'peuvent étre calculées itérativement selon 1'algorithme

suivant :
1) =1 : PL() =1
i pour n = : 11 = ;
i) pour n=2 : P (2)=u; P° 2) =, =n o) /(0-y)
B V| © Y101 2 M1 '
p(l-A =N +X_ )
e B 2 "1 M7 e N B _ ]
1- 2p + p}\l
iii) pour n=z=3
n-1 . A (1-p) 1-2) +h

e -1 s L8 M o R L
Py =0-u) oW Py ng) P (n) - Py -0+ - Plop(0-1)

1-A, =A, + A, 1 Ao= Ao
A 1 2 I A 2 1 8

= -1) + -1
Floa® - P o101 . Floitn=h)
1 1

- “A_=2N + - - -
P* (n) = PE TR P (m-1) + S M A P e (n-1)
001 001 0i1 '

1-2p + P, 1-2p +phy

II.1.2. Lois de certaines statistiques.

Kedem (1977) a déterminé la loi de la statistique

1
(S ,U ,v , W ,H ,K ,L) :
n" n’" n" n""n""n’"n
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Théoréme 1,

Pour une chatne M(2;¢7) , 0={(p, )_z,p) € & , la loi de probabi-

1'
lité de la statistique (S1 ,U ,v ,W ,H ,K ,L ) est donnée par :
n’ o’ n" n" n" n"'n

pP(s'=s, U =u, v =v,W =w , H =h,K =k, L =p]

n n n n n n
B Cmax(h,k) 1 vV-W s-u-viw-h-k+i Gl VW cV (s-u-v+w)
T2 * Y max(h/k) " “s-u-1" "n-2s+ut+h-2 *“s-u-h " Tu-1°

- 2u-2w-4 - 2s+2u42h+k-24

% )\(;J W).pw.(l—p)( umew ).(kz—)\lp)(v W).(l—xl)( Hren ) X

-n+2 +2s-u-2h-k+ 2s-2u-2v+2w-h-k+
. (1—2p-fx]p)( n s-u-2h~-k+4) -“‘*{M*MH)( s-2u-2v+2w-h-k+4)

-2utw-h+ -1-3s +2u tv-w+2h +k -
)(s utw-h L). _2)\1+,A H))(n 3s +2u tv-w+2h tk-4)

- + %
x (1 2)\1 le . .

(1—p(3—x2

oi O0<s<ntl , 0=uss-1, 0svss-1, 0<ws=minfu-1l,v} , et
(hlle) E{(2l2l2)l(zllﬂl) ra (zlolo)l(llzll)l(lllfl)d (11110)1(1'0l0)l

(0,2,0),(0,1,0), (0,0,0)} , avec la convention C—l = 1
1
La loi de la statistique Sn peut etre déduite de (3), comme loi marginale
de la loi de (Sl,U ,v ,W ,H ,K ,L ) . Nous disposons aussi {cf. Kedem
n‘ n" n’ n" n"a'n
(1979)) d'une méthode itérative pour le calcul numérique de cette loi.

L'aigorithme est le suivant ;

posons, pour @O =k = n+l

0 l P - 2{t — 3 -— - —_
ulk,n) = P [Sn—k,Xn—O,Xn_]—-O] ; Blk,n) PIS k,Xo 0, xn—l 1] ;
yik,n) = Pe[Sl=k X =1,X =0] ; olk,n) = PB[S =k,X =1, X =1]

[ l] 1] n ¥ n—l ! 4 n r n Fi n—'l
Alors on a :
I | , . \
P B:Sn—_-kg = afk,n) + B(kk,n) + ylk,n) + 8k, ,n) ,

on afk . n). Blk.n) . v{k.n) . 8 ,n) sont donnés par :
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a) n=1
1-2p+ le si k=0 p(l—)\l) si k=
atk,1) = ; Blk,1) =
0 si k=1,2 0 si k=
p(1—x1) si k=1 \ pxl si k=
yik,1) = ; 0k, 1) =
0 si k=20,2 0 si k=
b) nz2 et k = n+l
: -1
a(n+l,n) = B(n+l,n) = y(n+l,n) = 0 et o&(n+l,n) = p.Kl-Mn ;

£
o

2
I

(1-p@- 1, -2h +a )™/ (zpan p)"

2 1

8(0,n) = v(0,n) = 8(0,n) = 0

d n=z2 et 1£k<n ,

0 9
afk,n) = POOO.OL(k,n—l) + PIOO' Bk ,n~1) ;
8(k.n) = PP (k,n-1) + P> . 8(k.n-1) ;

M= Egppe 1RGN 110 VBT
(,n) = P° .alk-1,n-1) + P° . 8(k-1.n-1) :
Y lr1 - 001’ ln 101- ,n ’
5(k.n) = p° (k-1,n-1) + P . 8(k-1,n-1)

= Fgpp Y 0 111 ° ‘

II.1.3. Lois des temps de séjour et persistances.

Une chatne M(2;6) , 6= (p,Kl,Xz,H) €9 est un processus de
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v.

cenouvellement alterné stationnaire (cf.Chapitre IIT1) correspondant a des lois

. o, . 1 .
de séjour p (8) et p (6) dans les états 0 et 1 respectivement données

par :

("\2')‘1‘“)/(]’)1) si n=1

pOlo) = 2(0)inz 1) avec PO =
n n

(l—kl) ] (1—2p+p)\])(n—1)

K(I—Z)\ +ap) /(=N ) si n=1
Pl(b’) = (Pi(ﬁ);nzl) avec P:I(B) = 1 1 1
( xl(l—p)z pnnz/ (1—}\1) si n=z2

20 1 L
et a des lois d'attente P (b) et P (8) s'écrivant :

p(l—kl)/(l—p) si n=1

Bo(o) = (BO(6)inz1) avec Fo(v) - .
p(1=hy =k 1 1) {(1—p(3—)\2—2)\1+)\1pq
(1-p) (1-2p+p>~1)
et
~1 ~1 ~1 1—)\] si n=1
P (6) = (Pn(e);nzl) avec Pn(B) =

1

1-)\1

La durée moyenne d'un séjour dans l'état 1 (resp. 0) est ml(e) =

1 -
(resp. mo(e) = ~~"P ) et la variance correspondante est

p(l—kl)

2 n-2
P(1-A_ ~h_ A - “h =2A +A inz
.kj(l }\2 t lp) (1-p(3 )\2 ) 1H)) sinz2

2

sinz2



)\1(1—2)\1+p) (1-—2p+p)\])
o_(6) = g) = - % -
(8 oo x)z . (resp. g (6) 2(1 oo | A1 Mth k)
WA= poil=hy b d=dy=h i u
PS5 h -h -2 1w 1)
17274 T
M (=)
La persistance d'une séquence séche (resp. humide) vaut —TT— .
1-ho-h. + 4 1
2 "1 "1 o . .
(resp. ) au premier jour, et constante égale a q2(6) =4
l—kl
5 1-p(3-h, - 2% 42 1)
(resp. g, (98) = ) au deld du deuxiéme jour.
2
1—2p+p)\1

I1.2. Etude statistique.

On se place sous l'hypothése de stationnarité et on envisage l'esti-
mation du paramétre t = (p, xl,)\z,p) par la méthode du maximum de vrai-

semblance et la méthode des moments.

I1.2.1. Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance.

La fonction de Log-vraisemblance L (x ,...,x ;6)=LogPe{(x R I T
n o n n o n

& . ,
ol Pr'l{(xo,...,xn)} est donnée par (2), conduit au systéme d'équations de
vraisemblance
1 R
L x,,...,x ;6) = grad L {x ,...,x ;8) =20
n 1 n 6 n o n

On peut énoncer :
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Proposition 1.

_ ) O .0 .0 © )
Soit UO = (p , >\1, )‘Z’H ) la vraie valeur du paramétre & dans ©
i) Il existe une suite (en : nzl) d'estimateurs de 6 basés respec-

1]

tivement sur les observations ((X(),...,Xn) ; nzl) telle gque

o

o) 1 n
lim P [ Ln( . en) =0} =1
nvrw
- 7]
et lim 6 =6 en probabilité relativement a P ©
nor @ n o
ii) Pour toute suite (bn : nzl) d'estimateurs vérifiant les memes

conditions que la suite (b‘n; nz1) , la suite (J/n( Bn— 80) ; nz1l) con-
5
verge en loi, relativement a P © , vers un vecteur aléatoire gaussien

1

centré et de matrice de covariance | ou I' est la matrice
~ —_ /\
(4) i Eb (Ab A )
o o o
avec
Iy = d 1 Pe
6 - grad 09

X t=6 °
o Xoxl 2/ o

Démonstration.

Lorsque 6 c¢w , la chalne de Markov d'ordre 1, stationnaire

(( Xt ); t=1) est irréductible et apériodique. La fonction de vraisemblance
t-1
s'écrit bien sar
X X X
. 1 2 n, .
£ (0N, oo =L x ,...,x 5 0)
n x X % n o n
0 1 n-1
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Les prcobabilités de passages

P si j=4

) 0 si j#1

Alors on a :

_ iy k 4 e
D = LG Ieto 1) 5 P

(N

1&)

et on vérifie facilement que :

. l'ensemble D ne dépend pas de bt€®

>05 = (), (") eto,13%p8
i j ij

>
k 0

6
. les probabilités de passages P, K admettent des dérivées partielles

]
I

jusgu'a l'ordre 3, continues sur ®
) '

)

. la matrice 4 x & dont les colonnes sont les gradients (par rapport & 6)

des probabilités de passages P6 , ((Ji),(i)) €D , est de rang 4

jy (kK
().

puisque le mineur 4 x4

6 6
sP ,1,,0 oP 1,,1
— () — ()
2 e
oP 1,0 oF 1,.1
= Q) = QO
1 1
0 0

[y
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a pour déterminant

p Lpb 8 b0 X
100 “Yoro “Tonr . “To10 “lon 2
o)\l op O)‘l o)\l op

Alors les conditions de régularité permettant d'assurer les conclusions de la
proposition (cf. par exemple Billingsley (1961 ) ou Feigin {1975)) sont véri-

fices, =

lLes équations de Log-vraisemblance étant compliquées, leur résolution né-
cessite le recours & des méthodes itératives ; on est alors amené a recher-

cher des estimateurs facilement calculables.

[1.2.2. Estimation par la méthode des moments.

On a bien sor, pour © = (p, xl, xz,p)

= ) ; = . = X 4
p EU(Xt) v pP.A EU( tkt—

1 1

P vpEeah, S EJX X )

et VvV, = pP.A, .M = Eb(xt°xt— X )

3 1 17 t-2

La méthode des moments conduit aux estimateurs sans biais

— 1 _ . .
P = S +1 ; = ; = - : = -
o N /(n+l) \)Ln Un/n vZ,n Vn/(n 1) v3,n Wn/(n 1)
On a le résultat suivant :
Proposition 2.
les estimateurs Pn . \-)l,n . vZ,n et V3,n de Pi Vi Vi Vy sont



4_44__

presque sQrement convergents et asymptotiquement gaussiens ; les suites

L o) O
(Jn(Pn-p ); nz1l) et (Jﬁ(vi n—vi) ;nz1) , i=1,2,3 , convergent en
' -
loi, relativement a P © . vers des variables aléatoires gaussiennes centrées

de variances respectives Cy 0 +2 % Cyq (h) et Cg 0) +2 Cl6 (h) ,
0 hz1 © o hz1l ©

1
i=1,2,3 ou Ce (.) (resp. 02e (.), C% (.)) désigne la fonction de cova-

o o o
. . 2 .
riance du processus (Xt Xt—l ;t21)  (resp. (Xt Xt—Z’

Xt—Z H t22)) pour la vraie valeur 60 du paramétre 6 dans © .

tz2) ,

X . .
(t Xt—l

Démonstration.

X
Si 6 ¢€® , la chatne ((Xt y;t=21) , étant apériodique et irréduc-
t-1
tible, vérifie (cf. Doob(1953))
X X X
g t+ k t j 6 t k n ., . ‘
PO, ) =0/ ) =n-P )t ) = (1 12e 0™ .k, D€ {0, 1]
4 X i X {
t+n-1 t-1 t-1

pour deux constantes ¢ >0 et 0<@<1 . On en déduit gque la chafne est
¢-mélangeante avec ¢ de la forme o(n) = C.pn . Elle est alors transitive,

ce qui assure la convergence presque sQre des estimateurs. De plus, comme

2 (cp(n))l/2 < += , les processus (Xt ; t=20) (Xt Xt_l;tzl) .
nzl
(tht—Z’ t=22) et (Xt—2 Xt—l Xt ; t=z2) vérifient les conditions assurant

la validité de la conclusion (ii) du théoréme 3 du chapitre I, le role de p

v pour les trois derniers. a

étant joué respectivement par vl, \)2, 3

Remarquons que puisque (Xt; t20) est un processus de renouvellement

(h)

alterné stationnaire, la variance asymptotique C9 0) +2 3 C

) o h=1 90
correspondant a l'estimateur Sn/(n+1) de p est donnée (cf. chapitre III)
2 2 2 2
g 9 ) + 6 5]
mo( o) ‘ C)1( o) ml( o) Oo( o)

par 3 ol mi(SO) , o?(eo) sont les moments
(m (5 )+ m_(6))
o © 1" o
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des durées de séjour correspondant a la vraie valeur 6 du paramétre
o
(cf. paragraphe 11.1.3).

On déduit évidemment de la proposition 2 que les estimateurs

5 _ Yy ,n_ ntl Un 5 _ 2,n _ ntl Vn
1,n p n SI 2,n P n-1 Sl
n n n n
v3 Wn
et = 0 - 0 _— de Xk , X et M,
noy n-1 U e
i,n n

sont eux aussi convergents presque sQrement et asymptotiquement gaussiens.

On a les memes conclusions pour les estimateurs

N Un - Vn ~ Wn
xl,n B 1 ‘ )\Z,n - 1 ' pn B
S S U
n n n

w 6 =(p .,k b b
Hn) et n (pn 1,n >‘2,n “n)

— — —

En fait les estimateurs © A . A, .
n n t,n" 2,n

de v sont asymptotiquement équivalents & l'estimateur déduit par les rela-

il
ol

tions

‘ L N 2
Y =p, PUo= i P m
101 1_)\1 ‘O.ll 1_)\1 001 1_2p+p)\l

— _)\ — +
ny (=) N pli-x - M oH)

Y

des estimateurs de ces probabilités de passage

111 101 on 001
. N N
s o T oam) T ple) Nooo - _ MNa
11 1 ' 10t PP T el o =
N111+N 0 Nlmmmn 0 Noumom 001 N001+N000
n n n n n n n

solutions des équations correspondant a la lLog-vraisemblance approchée obte-
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tenue & partir de (1) en négligeant les termes en p et P . (cf. Goodman
1]
et Anderson (1957)). Ces différents estimateurs de € sont aussi asymptoti-

~

quement équivalents & l'estimateur en solution des équations de vraisem-

blance (cf. Proposition 1) et par suite sont asymptotiquement gaussiens, la
. , -1 N
matrice de covariance asymptotique correspondante étant la matrice T ol

I’ est donnée par (4). Il est possible de relier 1"_1 a la fonction de cova-

riance du processus stationnaire

1 2 3. 4
((Zt,Zt,zt,Zt) N (Xt’xt'xt—l’ Xt'xt—Z’Xt'Xt—l'Xt—z)' t=2) :

par application des théorémes 7.7 et 20.1 de Billingsley (1968), on montre

_ ) -V .
que la suite (. /n 1,n ; nz1) converge en loi vers un vecteur gaus-

sien centré de matrice de covariance L = ((oij)) ol

g.. = Cov (Z;_,ZJZ) + 7 {Cov

i j
. (z IZ )} ¢
ij 80 h=3 h' 2

i ]
g Zg.Zy)+ Covy
O O

les termes diagonaux n'étant autres que les variances intervenant dans 1'é-

noncé de la Proposition 2. Alors comme

. o o ]
pn - p 1 1 0 0 0 N po
_— Q O _ —_— @]
Xl,n - )\1 _vl/p _n 1/pn 0 0 vl,n Y1
J— O O — — J— O
MonT M ~vy/P, B, 0 /8, 0 Vo,nT V2
— O O_ — — O

L% T Ma | 0 3V 00 5 ol Y307 V3 ]

on obtient que









CHAPITRE 1II

PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNES

A TEMPS DISCRET

Dans ce chapitre, on présente une classe de modéles qui a déja
été utilisée avec succés pour la modélisation des séquences climatologiques :
il s'agit de modéles basés sur la notion de renouvellement (cf. Green (1964),
Buishand (1977), Galloy, Le Breton et Martin (1983)). Dans une premiére
partie on s'intéresse aux processus de renouvellement alternés & temps dis-
cret dans le cas général. Dans une deuxiéme partie on considére le cas
particulier de tels processus conslruils 3 partir de la famille des lois Bino-
miales négatives translatées. Dans une troisiéme partie on envisage le cas
particulier de modéles déduits de certains processus de renouvellement alter-

nés a temps continu,

1. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNES A TEMPS DISCRET.

Les modeles considérés ici correspondent & l'hypothése qu'a partir
de chaque instant de changement d'état le phénoméne ne dépend du passé
qu'a travers l'état a cet instant. Cela se traduit par le fait que pour tout

) +
n>2 et (x ,,,_,x)e[O,l]n :
o n

= X = . ens = = X = =
P[Xn xn/ Tt X xo] P{ . Xn/xn-—l X

1 "n-1' n-1"""""k k' k-1 k-1
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S 1 si X = 44, =X
o n-1
kK =

( supf{te{l,...,n-1}: X1 # x.} sinon.

Soit (T;1 ;nzl) et (D;; nz1l) pour 1i¢€{0,1} , les dates d'entrées et
les temps de séjour dans 1l'état i tels qu'ils ont été définis dans le para-

graphe 1.2 du chapitre I.

“ . - 1
Etant donné 0O<ps<1 , po = (pz ;n=z1), p1= (pn; nzl), po=(p(r)1; nz1)
1 1 , *
et p = (pn ; nzl) quatre lois de probabilité sur IN , on pose
Définition.

La série chronologique binaire (Xt ,t € IN) est dite processus de

renouvellement alterné de paramétres (p, f)o,fal, po, pl) si P[XO=1]= p .,

et pour i€ {0,1} , conditionnellement & Xo =i , les durées de séjour

1 o
(D;;nzl) (resp.(Dn ! ;n=1)) sont indépendantes de loi p° pour n=1,

i
de meéme loi p1 pour n=2 (resp. de méme loi p pour n=1), les

- 1-1 . s
suites (Di1 ; nzl) et (Dn ; nz1) étant de plus indépendantes entre

elles.,

Selon la terminologie dé&ja utilisée, les lois pO et p sont les lois des

durées de séjour dans les états 0 et 1 respectivement, et les lois

~

po et p1 sont appelées lois d'attente ou de retard.

I.1, Etude probabiliste.

1.1.1. lois marginales de dimensions finies.

Notons An le temps passé sur la période {0,...,n} dans l'état
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initial & particr de 1l'instant 0 (jusqu'a 1'éventuel premier instant de chan-

gement d'état) i.e.

o 1
= + ]1 + . n .
n Infin+ 1., D, [X = 0] b, [XO= 1] |

1 .
Soit Yi (resp.Yn) le nombre de séquences de 0 (resp. de 1) débutant et

se terminant sur la période {0,...,n} i.e. (cf. Chapitre 1,1I)

O -1 10
= -U -1,0} =8 N'Y+X -1, 0
Yn SuP{Sn n | up | n xn }
v' = supis'-u -x -x ,01=sup{n'-Xx 0}
n Py n o n' } PN, n'
. o) O 1 1 .. . .
Si A],...,Ak,... (resp. Al""’Ak"") désignent les durées des séquen-

ces successives de 0 (resp. de 1) apparaissant aprés l'instant 0 , il

est clair gue le temps I‘n passé dans l'état final (& partir de l'instant

7= 20 : X = = ... =X Vaori

M Inf{t=0 Xt X4l n}) s'écrit
ol v!

no n )

' =(ntl)-rA - & & - 2o b

n n k=1 k =1 £

o) 1
si on adopte la convention que lorsque Yn (resp.Yn) est nul alors la
somme correspondante est également nulle.

Notons que :

1 1
s Sur 1'événement [Nn0 + N?l =0] ={ An—“-nﬂ] , on a

X = = X ; T =0,
o n n
. 2 1 1
. Sur l'événement [Nn0+ N0 = 1] on a
X = oo = X t X = s.. = X H = +1) -
o} An—l e An n lﬂn (n+1) An

0

o sur l'événement [N; +N?ll=2q] t"\[XO=i] ;gqz1, 1€{0,1}] on a



0=Ti<T1_1<T1<. <T1<T1ni<T1 _n<T1—1 ;
1 q q g+1 g+i
et 1 = D‘i+1=Ti;i1 ST,y i k=1,...,q-1 ,-A1"1=D;'1=Ti+l—fri'i;4;=1,..
sur l'événement [Nr]1 +an=2q+1] ﬂ[Xo=i] r gzl ,‘16{0,1} on a
0= Ti1<Ti_i < T; < e <T;mi <T;+1<T;;il sn<T;+2 ;
Anle-—l’ Y;:Yln—izq' rn: - ;;i ! anl—l'
et &, =D, = . T, k=1, Al&—i=D1_1=T1L+1—T1{1;L=1,..

On peut facilement vérifier le résultat suivant :

Lemme 1.

La loi conjointe des variables Xo"" ,Xn s'écrit

X 1-x
Xo 1—Xo ~1 © ~0 ©
p (1-p) D (pk) .(pk) si &=n+1
k zn+1
- X _ e} 1
Xo 1 Xo i1 o o 1 XO y o y 1
(DP {x ,...,x)}=4( P (1-p) (pé). .(pé) lopt o mopy
n .o n k=1 8° 4=1
k L
X 1-x
3 (pl) n(po) ! si & sn
m m
mzy
our (x x ) eq{o0 1}n+1 5,8° 50 61 61 ©
p OI"'ln 4 Is Ill lkl"'l 11 I&I IYIY Iy

-9



désignant les valeurs respectives de A, AO,...,AO,...,Al,‘..,AI PR YO Y
n 1 k 1 L n‘ n’

. : ) o}
pour l'observation (xo,...,xn) , avec la convention que si y (resp.y ) est

1
n

nul alors le facteur correspondant vaut 1,

It est clair que la statistique (XO, An, Y;, L\_ll, e ,Ali ,1€{0,1}) est exhaus-

. Y
tive. n

. e o 1 * Y
Etant donné deux lois de probabilités p et p sur IN , apériodiques
et admettant des moments d'ordre 1 m et m. , on peut montrer (cf. par

1
exemple Grégoire (1982)) :

Théoréme 1.
Le processus de renouvellement alterné (Xt; t ¢IN) de paraméires
o 1 ~0 -1 . . . . -
(p,p .P .P ,p ) est stationnaire si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

i) p = ml/(mo+m1) ;

oy 12 i . .
ii) P = — » Pery kz1; ie{0,1}.
m, o,
i £=0

Nous dirons alors que la série chronologique binaire (Xt; t=0) est un pro-

P . R o} 1
cessus de renouvellement alterné stationnaire de paramétres p et p .,

et noterons (Xt; t €eIN) ~ R.A(po,p])

o 1
Le calcul de la fonction de covariance d'un processus R.A (p ,p ) , donnée
par la relation (2) du chapitre I, repose sur la déltermination des probabilités

de transition P[X =1/Xt=l] . Celles-ci peuvent etre déterminées par des

t+h
récurrences de la maniére sulvante : étant donné i €{0,1} , ona :



ol les probabilités P[Xk=j/XO=i, X

pour =1

P[X1=1—1/Xo=i] =

pour h = 2

P[Xh=l—1/Xo=1] =

P[Xh#i/xo=i] =

{zh+1

fournies par une récurrence.

et

pour k=20

P[X =j/X =i, X
o o

pour k=1

1

P[X =j/X =i,X =1-i]
1 0 1

pour k=2

P[X2 =J/Xo=1, X, =1-i]

pour k = 3

, . , 1-i
=1~ = =1 = +
PLX 11/x01,x1 1-i] = ¥ P,

P X=- =-
£ " 1/XO i

1

,X1=1—1]

=1-i] =&

~1 .
X =1-=i =i =1-1
Pyl P[ ot 1/XO 1,X1 1-i] ,
-1 h=2
+ N =i =i =1 —j
Py p{,+1'P[Xh—1 1/XO 1,X1 1-i] ,
£=0
1=1-—i] ; 1,j=0,1 , k=20 , sont aussi
On a
ij !
=1-6
1)
1-i L
3 Py si j=1i
-i L
7P si j=1-i
£ z2
k=2 14
VP P[X =1-i/X =1-i,X_=1] ,
- 1
1=k L=1 L k-1 ©
k-1 1-i
= 3 P, P[Xk_L=1/X =1-1,Xl—1]

£=1



Notons que la famille (P[Xh=1‘/XO‘:]]; hz 0} admet (cf. Grégoire (19t2))
comme fonction génératrice
(1-G (s)).(1-G (s))
s o 1

H(s) = ! - — .
1-s m. (1-s)2 1-G (s).G (s)
1 o 1

ou pour 1i€{0,1}, Gi(') est la fonction génératrice de la loi pl

1.1.2. Lois des sommes partielles.

En généralisant au cas alterné les méthodes d'Elliot (1965) et Cox
(1962) pour le cas des processus de renouvellement ordinaires, on est con-
duit (cf. Buishand (1977)) a un algorithme de calcul pour la loi de probabi-

i
lité de la variable Sn : on pose, pour i€{0,1} et m=0,1,...,n:

Rl(m) = P[Sl=m/X =i, X =1.—1]
n n o 1

Lemme 2.

On a :

e pour n =20

R'(1) = 5.
(@]

. rU0) = 1-6
il o)

it !
e pour nz1

R%(0) = RO(n+1) = R'(0) = R'(n+1) = O ,
n n n n

~1

o ~0
R = .
n(n) m .p_

1
1) =m .p° .
! Rn() mo pn
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1 n-m 5 45 m

R (m) = P, Ry (m=1) , RO(m) = 3

=1 L=
Démonstration.

=
=
it
o)
o B
2

- 1
l ml'pl pn—l
1 1
. -4+1
. Rn_&(m L+1)

Les résultats des deux premiers cas s'obtiennent facilement. Pour

nz2 , 2<m<n , on peut écrire :
° (m) - P[X =1 X X 0
RN m) = 3 [ Sl L—l, 410

£ L

n
= \ =1 ..oy =1, = =(}, = . N = -£+ =1,
> PIX,=1, X,=1,X, =0/X_=0,X =1] PL3 X=m-t+1/X =1

c'est-a-dire

1 1
p, - Rn—{, (m-4+1)

v

R;(m) =
1

W™ g

. 1
La démonstration est analogue pour Rn(m) . ®

On pose maintenant, pour i=0,1 et m=0,1,..

Qi(m) = P[S1 =m/X =i]
n n o

[P L 1R

=4

n 1
nz2
1]

X“_

bt [}



Lemme 3.
On a :
e pour n=20
Q') =1-s.. Q) =¢
o) it ! o} in !
e boOur nzl
o 1
3 + = ==
(\n(n 1) Qn(O) e,
o _ ~0 1 , ~1
— \ . + == N\
Q,(0) LooP Qn(n 1) P,
L z2ntl L zntl
o) 1 1 . o)
Q (n) = — P ; Q) =— %  p, .
n m n n 1
o {Lzn 1 4zn
o bour nz2 , lxmsxn-1
o n-m o 1 m-1 1
-z N\ . b] = B -
Qn(m) po(&). Rn_&(m) ; Qn(m) » p](u .Rn_L(m L) .
£=0 £=0

. 1
Nous pouvons calculer maintenant la probabilité P[Sn:m] , par la formule
évidente :
1 1

o) 1
[ Q2 — i e ——— . + . .
P[bn m} -~ { m Qn(m) my Qn(m)}
o

En particulier on peut évaluer la probabilité qu'au cours de la période

{0,1,...,n} , le processus reste dans I'état 1 par :

1 1 s 1
P[Sn=n+1] =———;—-—-— . D p
mo ml L =zntl
_ 1 3 , pl
m +m n+g
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I1.1,3. Lois des temps de séjour et persistances,

‘. . o 1
Pour une série chronologique binaire (Xt ,t € N) - RA (po,p ) ., pour
i€{0,1} 1la loi pl est la loi des temps de séjour dans 1'état i , et la

persistance au n-éme jour dans une séquence de i s'écrit

1.2, Etude statistique.

On suppose qu'on observe une trajectoire d'un processus de renou-

vellement alterné stationnaire, les lois de temps de séjour admettant des

. 2 2
moyennes m , m et des wvariances 0  , 0
o 1 e} 1
I1.2.1. Estimation de p = P[Xt=1]
1
Sn ml
En ce qui concerne l'estimateur sans biais — de p =—-"—,
nt+1 m +m
e} 1
on a le résultat suivant
Proposition 2.
lex ™
L'estimateur —— converge en probabilité vers ———— , et de
n+l m +m
o) 1
Sl
m
) n 1 . .
plus la suite {A/r_l( - );nz1} converge en loi vers une variable
n

+1 m +m
o 1

. . 2 2 2 2 3
aléatoire gaussienne centrée de variance o = (m1 OO +mO 01)/(mo+m1)
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Démonstration,

On peut bien sar écrire, avec les notations du paragraphe I.1.1

1 o 1

1
+ ... + 3 i “n < ; = 2
1 D] Dq | si Tq n Tq+1 ; q=1,2,
g =
h 1 1 1 .| )
e e + .+ - 5 = < T . —
D1+ Dq n Tq+l si l‘qu1 n rIquI ;q=0,1,

. R 1 O, .z
ou, conditionnellement a XO=1 , les variables Dj , D :j=1 , sont indé-

pendantes, D1 étant de loi f)l

1 1
i . D]_ de loi p ; jz2 , et D(j) de loi

po;jzl

Soit alors bl une variable aléatoire positive gui, conditionnellement a

~ ] 1 .
XO =1 , est de loi P, telle que p 4 pe =p , et indépendante de
1 1
i

D, et DC.) : j= 1 , et définissons
jt1 j

§1=Sl+e
n n ]

D'aprés un théoréme de la limite centrale (cf. Takacs (1957), Renyi (1957)),
o Si} my
conditionnellement & X =1 , la suite {/n( - }); nzl } conver-
O n+l mo+m1

ge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance donnée
=1
Sn - Sn e;1
dans l'énoncé. Comme Jn. — =.n.—— tend vers 0 presque
nt+l ntl

sarement lorsque n tend vers l'infini, le méme résultat est valable pour

la suite de I'énoncé.

De maniére analogue on montre que la méme convergence a lieu conditionnel-

lement a XO =0 . Par suite le résultat de la proposition est démontré. =
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Signalons que Buishand (1979) a précisé le comportement asymptotique de

1
S lorsque les moments d'ordre 3 des lois p existent :

la variance de

on a
m2 02 + m 02 (m 02 m 62)2 m2 ! +m2 !
1 1° : 1 o 1 1
Var(Sn) _ o) e} (n+1) + 0 o) _ 0,3 1,3
+ 2{m + +
(mo ml) (m ml) 3(m ml)
2
ZmO m, + mo m,
+ 5 +  0(1)
+
6(mO ml)
ol “i 3 est le moment centré d'ordre 3 de la loi p1 ; i=0,1
1
S m1
En particulier —— converge en moyenne quadratique vers —————
n+l1 m +m
o} 1
1 10
oW
Notons enfin qu'on peut envisager d'utiliser les estimateurs , — .,
n n
y! Y
n n .
— et —— pour le paramétre On a
n n m +m
o 1
Lemme 4.
1 1 1
N?} NnO Y Y(; 1
lLes estimateurs -, , — et — de sont
n n n n m +m1
convergents en probabilité.
Démonstration.
1-1.i est une variable aléatoire bornée, il suffit

Comme Y1 - N
n n
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. i
de montrer le résultat pour Yn . Montrons alors la convergence pour YO
: n
Conmpte tenu des considérations précédant le lemme 1, il est facile de voir
que sauf sur 1'événement [xoz ‘e :Xn= 0] (dont la probabilité tend vers

zéro) on a

!
7! S n < T

v 41 yO 42
n

On est alors, d'aprés les hypothéses de renouvellement, conditionnellement

a X =1 ou 'XO =0 dans les conditions de la démonstration du théoréme
0]

de Takacs (cf. Renyi (1957)) ; par suite on a le résultat annoncé,

. ) i
La démonstration pour Yn est analogue. =

1.2.2. Estimation des moments des lois de temps de séjour.

Les résultats du paragraphe précédent suggérent les estimateurs

1 1
s! (n+1) - 8 n° R A
n n n I n n .
——— f{esp. ——— ) , ¢ <\ — , — , — ,—; de
(n+1).9n (n+1) bn n n n n n

m, {resp. mo) . D'aprés la proposition 2 et le lemme 4, ces estimateurs

sont convergents en probabilité,

L'expression (1) de la fonction de vraisemblance conduit a envisager l'es-
o 1 . .

timation des paramétres des lois p et p a partir de la fonction de

Log-vraisemblance approchée

<

o) Y]
n n
. o) o 1
) Log P + 7' log P
A° iy Al
k L= k

™~
1
—

et ainsi 4 se ramener a un probléme d'estimation découplé en celui concer-
N . O . 5
nant les paramétres de la loi p et celui concernant les paramétres de la

1 .
loi p . On envisage donc selon le lemme 4 le probléme d'estimation sé-



quentielle de la moyenne m et de la variance 02 d'une loi de probabilité

au vu de l'observation jusqu'@ l'instant aléatoire Y d'une suite
n

Al , Az sy Ak ,+.. de variables aléatoires équidistribudes selon cette loi

sous l'hypothése que

Y

. n (14 2
(2) lim — =c¢ au sens de la convergence en probabilité.
n-—) w n

On déduit d'un théoréme d'Anscombe (1952) le résultat suivant :

Lemme 5.

Supposons que la loi commune aux variables aléatoires

iy A ,... admet des moments jusqu'a l'ordre 4 et que l'hypotheése

A
1’ 2 4 * v g kl
(2) est satisfaite. Alors les suites

Y 2 2
(1 Y b - m ,om A - B())
) & oA ) inz1 et §— L — ;nzl
z«/Yn k=1 ° S k=1 Wvar(s)

convergent en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On peut alors énoncer :

Proposition 3

Y
: n
Sous les hypothéses du lemme 5, les estimateurs ﬁn =___ 7 Ak
Y —
Y, n k=1
_2 1 — 2 2
et 0 = —— 7, (o -m ) de m et o© sont convergents en probabi-
n Y k=1 k n
n
lité et de plus la suite {«fﬁ(x’ﬁn— m) ;nz1} converge en loi vers une va-

2

. . . , . . o
riable aléatoire gaussienne centrée de variance —
c
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Démonstration.

Du lemme 5 on déduit immédiatement la convergence en probabilité

<
<

n n
. 2 2 2
Ak vers m et celle de ;fl— X I vers E(A]) = m +02

de
1 n k=1 k

T

1
Yo

[

a . -
1 . 2 2
respectivement, puis celle de \_1_ ' (Ak —r“nn) vers g . Comme

< e

converge en probabilité vers —— on obtient aussi la convergence en loi
c

annoncée de la suite {Jﬁ(ﬁl]— m) ; nzl} . =

On a bien sar, compte tenu du lemme 4, le corollaire suivant :

Corollaire 1.

o 1
Soit une série chronologique (Xt; t=0) - RA(p .p ) tellc gque les

lois pl ,1€{0,1} admettent des moments jusqu‘a l'ordre 4. Les estimateurs

Y, Y}

_2 1 i 2 2
mo = by A‘i et T = — UV (A:‘;—mﬁ )7 de m et o
be Y; k=1 ‘ Y; k=1 ’

respectivement, i ¢ {0,1} , sont convergents en probabilité et la suite
{Jﬂ(fﬁi 0 mi) ;nz 1} converge en loi vers une variable aléatoire gaussien-
4

. 2
ne cenirée de variance (mo+m]) . Ui ,i=0,1.
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II. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNES A TEMPS DISCRET BASES
SUR LES LOIS BINOMIALES NEGATIVES TRANSLATEES.

On examine ici le cas particulier ot les lois p' , i€{0,1} appar-
tiennent & la famille des lois binomiales négatives translatées qui ont déja
été utilisées dans des applications (cf. Le Breton, Martin (1979), Galloy (19¢2)).

*

Une telle loi (pk; kz1) sur IN est définie par

(k-1)1 . r ptr

ou M et r sont deux paramétres réels strictement positifs et

| (c+k-1) (c+k=2) ....(c+1).r si k=1

1 si k=0 ;

elle sera notée BNT (u,r)

La fonction génératrice s'écrit

G(s) = 1+ = .s.(1--—— .5s) .

sa movenne est

et sa variance

II.1. Etude des persistances.
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Proposition 4.

Soit une série chronologique (Xt; t « IN) - RA(BNT (po,ro), BNT(pl,rl)) .

i
Alors la suite (qn ; nzl) des persistances de 1'état 1 ; i=0,1, est

i .

; . L . 1

monotone croissante (resp.décroissante) de limite '“ si r <1 (resp.
: b+l

i ,
i X b o
r >1) , et constante & - si r =1

1+ pl

Pour démontrer cette Proposition il s'agit d'étudier une suite (qn; nxzl)

définie par

P
q = 1 - n,_.__.__..
n
2. P,
k 2n
ou P est donnée par (3). Posant
p
- - N _ nti
() 9 =90 i ,
kAin Pk p“
compte tenu de ce que
p = pt+ (n-1p/r
n+l n(l+p/r) n
on a
- ~ w+t-Yu/r 9
an ’ ~
n(l+u/r) 1-q

. 1 . . b
Alors la suite (—— ; nz 1) vérifie la relation de récurrence

1 n{1+u/r) 1 n{1+u/r)
— = - s nzl

pH(n-1)p/r . Eln pH(n-1) w/r




avec

1 1 \p
— = — ={0+u/r
9P

1
L'étude de la suite (— ; nz1) (cf. Le Breton, Martin (1979)) et 1'utili-

9,
sation de la relation (4) conduit alors au résultat.

II.2. Etude statistique.

Nous sommes ici dans les conditions du paragraphe I.2. ci~-dessus

2 i _ . .
avec mi = pi+1 et c5i = pi(?— +1), 16{0,1} ., et les résultats concernant
i

M, + 1 2
l'estimation de p = -1 , m, , o, , i€{0,1} s'appliquent, les moments
Mot +2 ool
o 1
M.t o, M.t
. Cx o _ i i i
centrés d'ordre 3 s'écrivant W5 = pi( ). (1 + )
' 1 i

Envisageons maintenant le probléme d'estimation des paramétres pi,ri ,ie{0,1},

La fonction de Log-~vraisemblance correspondant & 1'observation (61,. .. ,6n)

d'un échantillon indépendant (A ,...,An) d'une loi BNT(w,r) s'écrit :

1

w

coub su,r) = -2, n,ar.Log(l+p/r) + ¥ n.(j-1) . Log (—H—)

+ 2 n;. [Log(r) +Log(r+1) + ... +Log(r+j-2)- Log((j-2)!)] ,
=3

[99)
ou n, est le nombre de & ; lsk<n , égaux & j et n= ), n,
Pour estimer | et r par la méthode du maximum de vraisemblance, on

cherche donc (u,r) solution de
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3 L(8 ,.u.,b i, g z
2Log L8, oy G- L =0
oy =1 1 uHr =1 boouutn)
5109 L (51,... 6000 _ 0 TR BN
_— =-3 n{log(l+p/r)- - +——1+y n {2 ——}=0,
or =1 J W pbr j=3 ) p=0r+4

La premiére équation fournit alors

N 1 «® n
= — D j.n.-1 = — 6 -1 ,
o a .L j.n, . _E .

-~

et pour u =i , l'estimateur du maximum de vraisemblance r de r est

solution de 1'équation

8

~ 1 1 1
n.Log(1+u/r) = » n (— + N S a—
=3 ] r+1 r+j-2
]_
2

Cette équation posséde une racine positive unique si sn >-6"n (cf.é\nscombe
(1950) pour l'existence et Bonitzer (1978) pour 1'unicité) ou _gn N dési-
gnent respectivement la moyenne et la variance empirique de (61,., . ,6n)

Afin de donner des estimateurs explicites de (u,r) , on a recours a la mé-

thode des moments qui conduit a

- 1 n —
an—ﬁkzi} A -1 =4A -1

1 k n
~2
-~ !‘-‘ln
rn= S
Sn—“n

2 1 b N 2
avec S = — ¥ (p -(u +1)
n no k n

Revenant au probléme d'estimation séquentielle de Hi’ri on est amené

a proposer les estimateurs



Y
1 n i
W= >4, -1 = @ -1
i,n Vi k=1 k i,n
n
Yi
1t 2
— — — \ _ — + T
ri,n ui,n/{ i (Ak (“i,n ) pi,n} :
Yn k=1

On déduit immédiatement du corollaire 1 le résultat suivant

Corollaire 2.

Soit une série chronologique (Xt;t €IN) ~ RA (BNT(pO,rO),BNT(u],rl))
Alors les estimateurs

. et r. de . et r, respectivement :
L'll,n i,n Hy i p !

i €{0,1} , sont convergents en probabilité, et la suite {vn (1. 0 pi); nz1)}

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance
tu, +2) (L+p /) , i€{0,1) .
My (g iy +2) (L4 /o) {0,1}
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III. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALTERNES A TEMPS DISCRET DEDUTLS
DE PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT A TEMPS CONTINU BASES SUKR
DES LOIS EXPONENTIELLES.

On décrit ici une classe de modéles de séries chronologiques binai-
res envisagée par Green (1964) dans le cadre de la modélisation des séquen-
ces climatologiques. Plutot que de déclarer sec un jour ou la guantité de
précipitation recueillie est moindre qu'un niveau de valeur donné, Green dé-
finit un jour sec comine étant un jour ne contenant aucun instant humide .,
Cela suppose que, contrairement au point de vue décrit dans 1'introduction
du chapitre 1 ot la série binaire (Xt: t € IN) observée est déduite d'un
processus de base (Ut; t €cIN) a temps discret, & valeurs continues, par
dichotomisation de l'ensemble de ses valeurs, ici la série binaire décrivant
la succession des jours selon leur caractére sec ou humide est construite
a partir d'un processus binaire (VS ;S &R+) a temps continu (la durée
d'un jour étant choisie comme unité de temps, VS étant égal 8 1 ou O

suivant gue l'instant s est un instant sec ou humide)} en posant

1 si V. =1; seft,t+1]
(5) X = s

0 sinon

pour t=0,1,2,...

On fait I'hypothése que (VS; s tR_‘_) est un processus de renouvellement
alterné stationnaire a temps continu (cf. par exemple Grégoire (1982)) cor-
respondant & des durées de séjour dans les états 0 et 1 qui sont des

o] 1
lois exponentielles de paramétres respectifs o et o

On décrit maintenant les propriétés de la série chronologique binaire corres-

pondante définie par (5).

111.1. Etude probabiliste.

On a le résultat suivant :



Lemme 6.

La série chronologique binaire (Xt; t € IN) définie par (5) est un

. . ) o 1 R .
processus de renouvellement alterné stationnaire RA (p,p) oulaloi p

1 o
est la loi géométrique de paramétre 1-e “7 et la loi p est définie par

o n-1 n-1
P, = C; My (1—x1) tCyh, (1-0) i nz1
ou
1 i-1 2 1/2
)\i 2_2_ {1—b+(—1)1 [(1-b)” +4(b-a)] / 3
c, = -0 1(-p) +ap-a)] P ap-a + B2 o1
i 1 -a.
1-e
et
1
Lo G —(OLO+0L ) —al _ao
5 = . (- ) : b=e " (l-e )
a +q
Démonstration.

On déduit facilement des hypothéses concernant (VS ;s ER+) et
de la définition (5) que (Xt; t € IN) est un processus de renouvellement

alterné stationnaire.

D'aprés les résultats de Green (1964) les suites de persistances

dans les états 1 et 0 pour le processus (X ;t€ N) sont respectivement

—ol t
constante égale & e o et donnée par
o b-a
= 1-b + ____
9 1-b —
1-e™@
(6)
@ =1-b+ 222 . La0
n o
q



] l -

On en déduit immédiatement que la loi des temps de séjour dans 1'état |1
1
o e . - . .
est géométrique 1-e . Afin de préciser la loi des temps de séjour dans

I'état 0 , constatons que

o _ | - o
Py 9
e} o) fo) o
= - ; 2
P, = 9 q _,(1 q ) in=
ou encore
o
(7) pn - An_l - An I; nZl
si
A =1
(@]
n= © nzl
n ql 'qn ’ z

Or, d'aprés (6), on a

(8)

————
>
=]
W

(1-b) Ay Tt (b-a) B, i Pz 2

L‘équation (£) est une équation de récurrence linéaire a deux termes, & coef-
ficients constants ; la solution est fournie par

n
9 ; nz0

ol )\] et )\2 sont les racines de l'équation

W2~ (1) 1 - (b-a) = 0

et Cl et C2 sont les solutions du systéme

C1+C2=1

C]‘ )‘1 +02 )‘2 = 1-b + —g
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On trouve pour )\1’ >‘2’ C1 et C2 les valeurs fournies dans 1'énoncé.

Utilisant la relation (7) on obtient alors immédiatement la forme annoncée

pour la loi po . &

Remarques. Notons que b>a et 0< -3}, < >\1 <1 . On en déduit que la

2

suite (q(r)1 ;nz1) des persistances dans 1'état 0 converge vers la constan-
te >‘1 . De plus, les hypothéses validant un résultat de Hardy et Wright
(1979) (cf. Lemme 4 du Chapitre IV, §2 plus loin), les suites partielles

o
(q2n i nzl) et ; nz0) sont respectivement monotone croissante et

( o}
CI2n+1 o N
monotone décroissante et q2n < q2r1+1 , nz1 ., Ainsi la persistance de

I'humidité oscille autour de la valeur limite )\1 . Nous verrons, dans les
Chapitres IV et V, que les persistances dans les modéles DMA et DARMA

ont un comportement de méme nature.

On peut compléter le lemme 6 par :

Corollaire 3.

La probabilité qu'un jour donné soit sec est

@]
a +a1

La moyenne et la variance de la loi des temps de séjour dans l'état 1

(resp.0) sont données par :

1 2 _ e &
T 1 % T 12
1-¢7¢ (1-e %)
1 0 —al 1+ 1+
(resp. m = a toll-e ) : 02=C.———~—1— +C __ 2 —m2
a e ~ (l-e ) (1-x)) (1-2,)



ol )‘1‘)‘2' C] et 02 sont des constantes données dans le lemme 1),

La fonction de covariance CX(,) du processus (Xt; t «IN) s'écrit

1
o® a e—(h+2)al—hao si h>0
(ao+al)2
C, 0 = 1
aoe—o. [0 1 le) —ul
(o -a e ) si h=20
(ao+o.1)

1I1.2. Etude statistique.

Nous sommes encore dans les conditions du paragraphe I1.2. ci-
2
dessus, les moments mi . oi étant donnés dans le Corollaire 1, et les

o} i
2 . s a - 2 o N
résultats concernant l'estimation de p = e . mi . 01 i€f{o,1}

af+al

s'appliquent.

Envisageons maintenant le probléme d'estimation des paramétres
o 1 o

1
o et a . Les expressions de m, et m0 en fonction de o et a

conduisent aux estimateurs

-1
@ . m
_.1 —_ 1,
o =—Log(1——-——l ) et 5® = n — o
n . n __ 3l
m m e n -1
I,n o,n
Yi
1 o} 1 n i .
de o et o respectivement, ou m = A ief0,1]
i,n Yi
n k=1

On déduit immédiatement du Corollaire 1 du paragraphe 1.2. le résultat

suivant :
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Corollaire 4.,

, o 1
Les estimateurs an et o de « et o sont convergents en

probabilité,

. N . . N )
On peut aussi penser & baser l'estimation des paramétres o et

al sur celle des probabilités de passage

o
it

11 P[X1=1/XO=1]

et

i

P

o1 P[X1=1/XO=O]

qui sont données respectivement (cf. §I.1.1 et §III.1) par :

P11 = e
o —al —onl
_a e (1-e )
P =
01 1 e} —CLI
a+a (1-e )
Des estimateurs naturels de P11 et P01 sont fournis par :
1
N11 U N0 S1 -U -X
~(n) _ "n 3 n ~(n) _ n _"n "n %o
i T - P Por T -
N0 i siox N0, 0t n-s! + x
n n n n n n n n

qui sont (cf. Chapitre II §I1.2) des estimateurs de maximum de vraisemblance
approchée dans le cas d'une chafne de Markov d'ordre 1. Ici bien sar le
processus n'est pas markovien mais, compte tenu de ce que la loi p1

est géométrique et la loi pO peut étre approchée par une loi géométrique
(rappelons que 0 < -\, < )\1 <1) , il paraft raisonnable d'utiliser ces es-

2
timateurs. On est alors amené a proposer les estimateurs
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A:} = - Log 13(3)
et
o K
) (B p M-l )

1 o
pour Q& et o

On déduit immédiatement de la Proposition 2 et du Lemme 4 le résultat

suivant :

Corollaire 5.

~0 ~1 0 1
Les estimateurs an et a de a et a sont convergents en

probabilité.






CHAPITRE 1V

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES AUTOREGRESSIVES

OU MOYENNES MOBILES D'ORDRE 1

Des analogues des modeéles linéaires classiques autorégressifs et
moyennes mobiles pour les processus & valeurs réelles ont été proposés par
Jacobs et Lewis (1978) pour les séries chronologiques a valeurs discrétes.
Nous n‘étudions ici que les modéles d'ordre 1 pour les processus binaires

d'abord dans le cas autorégressif puis dans le cas moyenne mobile,

I. MODELES AUTOREGRESSIFS D'ORDRE 1,

=

Un modeéle autorégressif d'ordre 1 est destiné a représenter un phé-
noméne dont le processus d'état (Xt , t€ N} est construit pour tz1 a
k.3
partir d'une suite (Yt; te€IN ) de variables aléatoires de Bernoulli indépen-

dantes équidistribuées de la’ maniére suivante :

Xt—l avec probabilité vy

Yt avec probabilité  1-y

De fagon précise on pose
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Définition.

Une série chronologique binaire (Xt ; t€IN) est dite autorégressive
3 p
d'ordre 1 de paramétres (p,a,y) €10,1[" , si XO est une variable aléa-

*
toire de Bernoulli de paramétre p et si pour t €IN :

X = . + 1_
t Ut Xt-—l ( Ut)Yt

* *
ol (Yt ;tEIN ) et (Ut ;t€IN ) sont deux suites de variables aléatoires
de Bernoulli équidistribuées de paramétres respectifs o = P[Yt=l] et
Yy = P[Ut=1] , les variables aléatoires (Xo’Yt'Ut ; té]Nx) étant indépen-

dantes.

I.1. Etude probabiliste.

On démontre immédiatement

Lemme 1,

Le processus (Xt; t € IN) est une chafne de Markov homogéne

d'ordre 1, dont les probabilités initiales sont
= = . = = ]1-
PIX =11 =p ; PIX_ =0] P .

et les probabilités de transition s'écrivent

(1-j)

P = PIX =3/X _,=i] = v&_ + (1-y) o). (1-0) i (1)) € {0,1}2 .

1} i}
Il suffit alors d'appliquer les résultats du paragraphe I du chapitre 1II pour
décrire les propriétés probabilistes d'une telle série chronologique. Notons
que la série chronologique est stationnaire si et seulement si p=a ;

alors nous dirons qu'elle est autorégressive d'ordre 1 stationnaire de para-
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métre (a,y) et noterons (Xt; t€IN) - DAR(1;a,y) (Discrete AutoRégres-
sive). C'est une chafne de Markov stationnaire particuliére dans la mesure

ol les paramétres (p, \) (cf. Chapitre II) qui lui correspondent vérifient

p<asli
puisque A= P11 =y +{l-y)a =a+ (l-a)y>a=p

La fonction de covariance s'écrivant

h
c(h) =a(l-u). vy ; heN ,
le paramétre Y n'est autre que le coefficient de corrélation entre Xt et

Xt~1 , lequel est donc ici nécessairement positif.

La représentation autorégressive au sens classique d'une série chronologique

DAR (1; @,y) pour {a,y)c« ]0,1[2 est de la forme

X = v.X + & itz

t YRy t !

ot (e.K ; tz1) est une suite de variables aléatoires deux & deux non corré-
lées telle que pour tout t=z1 , bt est non corrélée avec {Xs i 8<1t}

Les variables aléatoires et sont a valews dans {-y,0,1-y,1} eton a

(1-0) (1-o+ ay) ;

Il
]

Pl et=~‘1] a(l-y)(1-a) ; P[et=0]

a(l-o) (1-y) .

il
i

Ple =1-v] a(a+y-ay) ; Ple =1]
Renvoyant au paragraphe I.1 du chapitre II pour des expressions donnant les
lois de (XO,...Xn) et de la statistique exhaustive (Sll], Un,Hn) (avec les
changements de p et A en o et at+(l-a)y respectivement), nous sou-
lignons seulement qu'une série chronologique DAR(1; a,Y) est aussi un pro-
cessus de renouvellement alterné stationnaire (cf. chapitre III) correspondant
3 une loi de séjour dans l'état 1 géométrique de paramétre (1-a) (1-Y) et

une loi de séjour dans 1'état 0 géométrique de paramétre o (1-Y)
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1.2, Etude statistique.

2
Compte tenu de ce que l'ensemble 10,11( des valeurs du paramé-

tre (a,Y) est en correspondance bijective avec l'ensemble

2 \
{e.,N) €]0,1[% : p<n ] par l'application

(a,¥)r— (ple,v) . Ma,¥)) = (o, o+ y(1-a))

et son inverse

(o, 7)) (a(p,1), v(p, M) = (p, —;-3 )
-p

on est amené a définir des estimateurs (an, Yn) de (o,Y) par :

ol (f)n,xn) est 1'un des estimateurs du couple (p,)) envisagés dans le
paragraphe 1.2 du chapitre II.

On résume les propriétés de ces estimateurs

Proposition 1.

(p . )\n) étant l'un quelconque des estimateurs (pn, A) o,

n n
(— , 2 (. —2)) , 1=1,2, (p .\ ) définis dans le paragraphe 1.2 du
ntl % p+ non

chapitre II, la suite ((an, ;n); nz1) d'estimateurs de (a,y) définis par

(1) est presque sQrement convergente et asymptotiquement gaussienne, la
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“h T % \ % s
suite ﬁ( ); nz1 convergent en loi, relativement a P
Yn_ Yo

vers un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance

ao(l—ao) (l+y0) ao(1+YO)
a +ty -—ay -
-y ) o o 00 L-y
( Y,

O

- +v - +yv -
a0(1+y0) aO(H- yo) (1 yo)(aO Y, aoYo) 2((10 Yy aoYo)
a ty -ay - + -
(@] (o] [ON®] I_Y I_Y a 1-a
o o o) s) -

Démonsiration.

La convergence presque sOre de ((&n,§n); nzl) est une consé-
quence immédiate de celle de ((pn,in); nz1l) et de la continuité de

I'application (p,\)}~— Y(p,\) . La normalité asymptotique s‘obtient & partir

de l'égalité

qui montre, compte tenu de la normalité asymptotique de ((;)n' ;\n):nzl)

que lorsque la vraie valeur du paramétre (o ,y) est (ao, YO) , la loi

N

p - a
X n o . .
asymptotique de ./n N ) est gaussienne centrée de matrice de
Yn Y
variance covariance
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1- 1~
po Po

ot la matrice A est donnée par la formule (5) du chapitre II, avec

p =a , A =a +(l-a )y . Un calcul facile fournit alors le résultat
o o o} o o ‘o

annoncé., =

Comme les estimateurs pn et )\n ne vérifient pas nécessairement pn < >\n

il est raisonnable, pour tenir compte de la contrainte p(a,y) <i(a,y) , de

choisir de définir des estimateurs de <y par :

x ~

Yy = max(Y(E) ,h ), 0)
n n’ n

w

Il est clair que les estimateurs (an, ‘Yn) ont les mémes propriétés asympto-

tiques que les estimateurs (an,\{n)
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II. MODELES MOYENNES MOBILES D'ORDRE 1.

Un modéle moyenne mobile d'ordre 1 est destiné 3 représenter un
phénomeéne dont le processus d'état (Xt ; t €IN) est construit pour tz1
a partir d'une suite (Yt; tz Q) de variables aléatoires de Bernoulli indépen-

dantes équidistribuées, de la maniére suivante :

Yt avec probabilité B

t Yt~1 avec probabilité 1-8

De fagon précise on pose

Définition.

Une série chronologique binaire (Xt: t €IN) est dite moyenne mo-
bile d'ordre 1 de paramétres {p,a,B) € ]0,1[3 , Si Xo est une variable

K
de Bernoulli de paramétre p et si pour tc«IN

=V .Y+ (1-V).
X =V oY+ (-V) LY

t 1

A
ou (Yt; tcIN) et (Vt; teIN ) sont deux suites indépendantes de varia-
bles aléatoires de Bernoulli indépendantes équidistribuées de paramétres
respectifs (1=P[Yt=1] et ﬁ=P[Yt=1] , les variables aléatoires

(X0 , (Yt' Vt) , t€ IN") étant indépendantes.

II.1. Etude probabiliste.

II.1.1. Lois marginales de dimensions finies.

On a le résultat suivant



~34-

Lemme 1,

On a pour (Xo'xl) € {0,1}2

X (1-x )
P[XO=XO] =p (1-p)

X 1-x X 1-x

= = = © - © 1 - 1 - = =
P[Xo—xo,Xl—xl] =8 p (1-p) a (1-a) +(1 B)P[XO XO,YO Xl]

.
’

) n+l1
et pour nz2 et tout (x ""‘Xn) €{0,1)}

o la relation de récurrence

X 1-x

(N PIX =x ,...,X =x 1= a Ni-q) "PIX =x ,....X _=x ]+(-1) B n-b
o o0 n n O o 1 n-1

X oaB.(1-a)(1-3). P[XO=XO,.,.,X

Démonstration.

Remarquons d'abord que pour t=z1 , les variables Yt ., V. et

{XS ; s<t} sont indépendantes. On a pour n =1

P[Xo:Xo'X1=X1] = B.P[XO=XO, X1=X1/V1= 1] +(1‘B),'P[X0=Xo'X1=X1/V1=0]

Il

B.P[XO=XO, Y1=x1/\/1=1] +(1-B).P[Xo=xo, Yo=x1/'\/1=0]

B.P[XO=XO] .P[Y1=x1]+(1—b).P[XO=xO,Yo=x1] H
et pour n=z2

P [Xo=x0, - ,Xn=xn] =g,P [Xo=xo, e ,Xn=xn/\/n=1 1+(1- B).P[XO=XO,... ,Xn=xn/Vn=0]

= = = =y = 4 -
B.PIX =x_,....X Km1 Y™, /V =11 +(1-8) x

X P[XO:XO, e ,Xn_1=xn_1 ,Yn_l=xn/vn=0]



et donc

= = = n - n = =
(2)‘ P[XO xo,...,Xn hn] B.a .(1-qa) .P[XO ho,...,X X i

De la méme maniére, on montre que

n
= ce o = , = =f.,0 a0 (1=
P[XO X X b Y xn] B.& (1-a)

n-1

. n n
= = + —- - = .o ey =
X P[XO R oens X xn_2] (1-8).a (1-0) .P[XO X X X

n-2 n-2 n-2 'Yn-Z:Xn-]

Par suite d'aprés (2) on a :

X X

‘ 1
4 _ - . PR o P n-1_
=x__I=PIX =x_.....X x _1-B.a” (1-a) X

P[)\O=xo,...,X =x ’Yn—Z .

n-2 "n-2 n-1

xP[XO=xO,..., X .= 1

n-2 xn—2

La relation (1) se déduit alors, en reportant ces deux derniers résultats

dans (2). ®
Notons que pour t =21

X =1] = o .,
PIX =1]

On déduit alors :

Proposition 1.

Une série chronologique moyenne mobile d'ordre 1, de paramétre

{p,a,B) e}0,1[3 est stationnaire si et seulement si p=a et



2 2
P[XO=],YO=1] =a +aB-o B . (auquel cas nous dirons que la moyenne
mobile est stationnaire de paramétre 6= (a,B) € ]0,1[z , et noterons

(Xt;t € IN) ~ DMA(1; a,B) Discrete Moving Average). Alors si

6 _ pb _ _ L. n+l
Pn(xo,...,xn) =P [xt—xo,...,an—xn] ; nzl, (xo,...,xn) €{o0,1} ,tz0,
on a

e e
P(1) =a;P (0) = 1-a ,
o o
(x +x.) 2-(x +x.) (x +x.)
6 1 1
() Pl x)=o © T0-a) % -1 % aB(i-0)(1-8)
et pour nz2 , la relation de récurrence
5 xn 1-x 5 (xn+xn_ )
4) P (x,....x)=a . (1-a) P (x_,...,x_ )*(-1) nB(1-a)(1-7)
n o n n-1"0 n-1
vi
n—Z(XO FAR] lxn_z)

Démonstration.

D'aprés (1), la série chronologique (Xt ;t €IN) sera stationnaire
v b
si et seulement si p=o et P [XO=1, X1:1]=P [X1=1,X2=1] ; cette
derniére condition est équivalente a

6
P [X =1,Y =1]=P6[X=1,Y =1]=q2+8a—a28.=
o) o 1 1

Les relations (3) et (4) montrent que la loi d'un processus DMA(1:q, B)

ne dépend de B qu'a travers 8(1-8) . Elles permettent aussi de montrer :

Corollaire 1.

Une série chronologique DMA(1;a,8) est un processus & temps

réversible,
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Démonstration.

On montre comme dans la démonstration de la proposition 1, que

6 XO ]—XO 6 (XO+X1)
(5) Pn(xo,...,xn):-cx .(1-0) P [X1=x1,...,Xn=xn]+(~1) LaB(1-a)(1-#) x

6
AP {X,=x,,...,X =x .
L 2 "2 n n]
D'aprés (3), la propriété de reversibilité est vraie pour n =1 ., Un raisonne-
ment par récurrence sur n , montre en supposant la propriété vraie jusqu'au

rang n que ;

1-x
6 *a+l n+l _6
’ = - +
Pn+1(x . "knﬂ) o (1-a) .Pn(xo,...,xn)
(x +x_ )
n ntl’ _ o
+ - - - DI ]
(-1) aB(l-a)(1-)P__ (x_, 0o
a4l %416 '
=a (1-a) PIX =x ,...,X =x_] +
n o o n
{x +x )
n nt+l ) . (<] _ _
+(-1) aB(1-a)(1-8).P[X _ =x_ ,....X =x 1.
Comme le processus est stationnaire au sens strict, on peut écrire :
b X+l =X 1 6
e =0 - = 8 5 0 0 g4 =
Pnﬂ(xo" xnﬂ) (1-a) P [Xnﬂ. X X1 xn]
(x +x__.)
n ntl . b _ _
+(-1) .opB(l-a)(1-B)x P {XnH—Xo""'XZ Xn-I] ,

alors 1'égalité (5) assure le résultat de la proposition. ®

Il est clair qu'une telle série chronologique est un processus 1-dépendant

: .2
dans la mesure ou si |t-s|>1 , (s,t) €N~ , alors Xt et XS sont des

variables aléatoires indépendantes. On en déduit immédiatement
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Lemme 2.

La fonction de covariance d'une série chronologique DMA(1; a,8)

s'écrit

0 si |hy =22

C _(h) = a(l-q) si h

Il
[en]

aB(l-a)(1-8) si

ju
1
H

[

Cette fonction de covariance est du type de celle d'un processus moyenne
mobile d'ordre 1, MA(1). En fait une série chronologique DMA(1: a,B)
admet une représentation en moyenne mobile classique que l'on peut préci-

ser @

Proposition 2.

2
Une série chronologique (Xt ; t€IN) ~ DMA(1;qa,B),(o,B) €10,1

peut se représenter sous la forme

(6) Xt = a(a,B). Mg * N

t
2)1/2]

ou afla,B) = 2p(1-p) /[1+(1—462(1—B) , et ((nt); tz0) est une

suite de variables aléatoires deux & deux non corrélées, de moyenne

R — et de variance o B(1-a)(1-8)
1+ala, B) a(a,B)
Démonstration.

Soit a =ala,B) et n, une variable aléatoire de méme loi que

+



_89_

. t oz

2, (-a) 'Xt , non corrélée avec les variables XZ'XS"" et telle (ue
tz0

cov(Xl,nO) = COL B(1) , (la construction d'une telle variable est possible

éventuellement en augmentant l'espace probabilisé (¢:,a,P)). Posons alors

pour tout t =1

a =X - a.
" %, 'S

t 1

On a bien sar la représentation (6) de (Xt; tz1) . Il reste & vérifier les
propriétés de la suite (nt; tz0) ; on peut écrire

i~}

t
s (- ot ‘
n, = _Z; (-a) .Xj*r(a),n(J ; otz

Alors tenant compte de ce que a = ala,B8) est la racine dans [0,1} de

I'équation

B(1- Bl x> - x + B(1-§) = 0 ,

a(l-a) . (1-2aB(1-8)) on montre que :

(1-a™)

et que var(no) =

. les variables nt sont deux a deux non corrélées puisqu'on a d'une part

pour t=z1

cov(ﬂt‘ﬂo) = (—a)t-l { C, B(1) - a.var('no) }

s

(_a)t—-l

l—az

[(1+32) COL,B(I) —a.var(XO)} =0

et d'autre part pour 4.,k 14 <Kk

)
= M - L_j
cov(nk,nL) j;z_,l (-a) " . cov(Xj,ﬂk)
Lok e
ca®ttle ey w cat M x)
P 1= >

i



-90-

4 £
k+4-1 L+k-23 Ltk -2
= (-a) .C (1) + T (-a) T var X +C (1) 3 (cq)tTR2IAI
G-:B , ' 1 Q,B
)= i=1
t L +k-2j+1
+C, ;. T (-a) :
f j:2
et finalement
k+4+1 -24
_ (=a) (1-a 77) 2 _
COV(TIK,TI&) = ( > ; A(1+a )Ca,B(l) a var Xl) =0
a -—

. pour t20 , les variables nt et {Xs;s‘zt+2} (resp. n, et {Xs;sﬁt—l})

sont non corrélées, et cov(ﬂt,Xt+1) = Ca |3(1) , la moyenne et la variance
de ”ﬂt ; t= 0 étant respectivement données par :
a aB(1-a)(1-8)
et . om

1+a(a, B) ala,B)

Remarquons que les variables ﬂt , tz0 sont & valeurs dans l'ensemble

{flueR : u= 7, (—a(OL,B))t.xt ; (xt; t € IN) E{O,I}IN} et signalons que
tz0
Visek (1973) s'est intéressé pour a(o,B) = —21 a la loi sur cet ensemble
€

t ou (e ;teIN) est une suite de varia-

définie par une série /] — ;
2

tz0
bles aléatoires indépendantes de Bernoulli de méme paramétre p , qui n'est
autre que la loi uniforme sur [0,1] dans le cas particulier P =% .
La relation de récurrence (4) ne conduit pas & une forme explicite utilisable
de la fonction de vraisemblance associée & l'observation sur {0,...,n}
(on obtient comme statistique exhaustive la statistique triviale (XO,. "’Xn)) ;
elle permet toutefois de mener une étude assez compléte d'un processus
DMA (1; a,B) du point de vue des lois des sommes partielles S1 , des

n
lois des temps de séjour et des persistances.
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I1.1.2, Lois des sommes partielles.

On dispose d'un algorithme pour calculer la loi de la statistique

S:] dans une série chronologique DMA(1;6) , pour 6= (a,B) :

Lemme 3.

e bour n=1

POrs!=01=(1-0)% +ap(1-w)1-8) ; BO[S] =11 = 20(1-0) (1- B +6°) ;

et Pb[S:=2]= a2+ ap(l-a)(1-8) ;

e Pour nz2 , 0=ms=n+l

M e°[s =m] = o pofs! —m-11+0-9) Pors! =ml 4

b 1 6, .1 6 _1 -
s ap(l-)(-8) (P°[S. =m]+ P (8] ,=m-21-2p°[S _,=m-11] .

Démonstration.

Pour les cas n=0 et n=1 on obtient immédiatement le résultat

a partir de la proposition 1.

Pour n =2 , on peut écrire en utilisant la relation de récurrence {4) :
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1 ‘
8 .1 2 6. .1 . .
P [Sn—m] —.2'4 P[Sn—m,Xn_1~1,Xn—J]
i,j=0
1 j 1-] (i+j)
= 2 {a(1-a) POIS, _=n-3.X =il +(-1D" "ap(1-a)(1-8)
i,j=0
& 1 .
. P [Sn_z—m—l—]]j

a .Pe[S:l_fm-l] +(1—a).P6[s;_l=m] +aB(l-a)(1-8) x

6.1 6ol o1
x (P [Sn_z—m]—ZP [Sn_z—m—1]+P [Sn_z—m—Z]) . B

En particulier pour nz2 et m=(n+l)i , i €{0,1} , l'équation (7) devient

-i &
1 I.P [Sl

P6[8i=(n+l)1] = o'(1-a) .

=n.il +a8(1-0)(1-8). Ps] _=(n-1).1]

i 6. .1
Alors désignant par Q;(E) la probabilité P [Sn = (n+1)i] qu'au cours de

la période {0,1,...,n} , le processus reste dans l'état i , i€{0,1} ,ona

Corollaire 2.

La suite (Q;(B) ;nz0) , i«{0,1} satisfait

. -
at(1-a) 7t

I

il
(e}

e pour n-=

E4

ol (e)
O

¢ pour n=1 Qil(e) Q2i.(1—&)2(1_i)+OLB(l—OL)(l-B) .

et pour n=z 2 , la relation de récurrence

1-i

®  Q® =ca't-a)' ol (6 + a-0)(-8). Q) (6)
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La relation (8) est une équation de récurrence linéaire & deux termes & coef-

ficients constants, la solution générale est de la forme :
| S | n , i n
(9) Qn(e) = cl(e). xm(e) + 02(6).x2’i(6)

ou xl i(E:) . >\2 i(9) sont les racines de l'équation

2 i 1-i
A -al(l-a) .- aB(l-a)(1-8) = 0
et Cil(b) . C;(b) sont déterminées par les conditions

cl(6) + Cylo) = oli-ot!

2(1-1)

chern, (o + Gy (6) Ay ((6) = - + as.(1-a)(1-8) .

On trouve
)\l,i(t)) = '21‘ {_G-i(l"(l)l_i‘f (0-21(1_0.)2(1‘1)1'4 06(1?1/2}
hy (0 = 5 Lm0 (o2 1-0?0 Vs c )% )

a21(1—a)2(1_i) + Ce(l) - ai(l—a)lﬁi. Ny i(b)

(10) cil(e)
)‘1,1(6) - lei(ﬁ)

- - dta-a' T

cfzw) -
by (8)-2) (6)

Notons que -1 < )\2'1(6) <0< )\lli(ﬁ) <1

La relation (7) conduit immédiatement au résultat suivant concernant la fonc-

n+l
sk.Pe[Srll=k} ,

N

.y 6 6
tion génératrice G de la statistique S1 : G (s) =
n n n k=0

1
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Proposition 3,

Si (Xt; t€IN) ~ DMA(1; &) , 6= (a,B) 6]0,1[2 , alors pour n= 2

(11) G°(s) = (1-atas).c" () « c.(1) (1-9)% G% (g
n n-1 g n-2

ra
avec les conditions initiales

2

GOS(S) = l-0+ as et Gf(s)= (1—q)2+Ce(1)+2(a(l—a)—Ce(1)s+(a2+Ce(1))s

La relation (11) est une équation de récurrence linéaire d'ordre 2 & coeffi-

cients constants. La solution générale est de la forme :

ol

n
: (

6 A
Gn(S) = bl(s,b) Cu >

s,6)+ bz(s,e) . M, (s,8)

ol pl(s,G) , pz(s,é) sont les racines de 1'équation
2 2
w -(l-at+as)y - C'b(l)' (1-s)” =0 ,

et bl(s,e) , bz(s,e) sont déterminées par les conditions

bl(s,b) + bz(s,e) =1-a+as

bl(s,e). ul(s,6)+b2(s,6).u2(s,6) =(1—a)2+06(1)+2(a(1—a)— Ce(l)) S +(onz+ce(l))s2 .

II.1.3. lois des temps de séjours et persistances.

La loi pl(G) = (p;(e); nzl1) des temps de séjour dans 1'état |

s,

i€{0,1} , se déduit facilement de la relation (9), puisqu'on peut écrire :
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i N i i
pn(e) =P [D —n/ll—l]

- @ (e-2.0 e + Q' ()
G_(l"(l)_ Cﬂ(l) n-—l n n+l

On obtient :

i, . -1 i n-1
ol (8) = (al1-a)-C (17 . [Cy(8). 2y (6). (1=

2 i,
, ]'i(e)) +C, (6) 2

ol les constantes c‘l(e), C;(P), A 1(9),)\2 i(B) sont données

Les moments d‘ordre 1 et 2 de cette loi m;(e) = 3 k) p;(ﬁ)
kzl

sont donnés respectivement par

g m! (&) = (a(i-a)- Ce(l))—louis(l—a)l—i ;

{11) i i i
. Cl(e)(lﬂl(e)) . Cz(

n-1 2
2'1(6)(1—)\2’1(8)) 1

par (10).

1 =1,2,

0)(14 1, (6))

( my(e) = (ali-a) - C N7

Etudions maintenant les persistances

Proposition 4,

La persistance au n-éme jour dans l'état i ,' iecf{0,1}]

la relation

1. Gt

q;(e) = ai(1~a) s nz2

q (6

i
n

i i,
l-xl(e) l—xz(a)

, satisfait
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O.l-i(l-(l)i Col1)

a;(8) = ol1-0)' 7 4
a(1-0) - (1)

Les suites partielles (q;n(e’); nz1l) et (q;nﬂ(e);nz 0) sont respective-

(6)

3 . i i
ment croissante et décroissante, et pour n=21 : qzn(ﬁ) <q2n+1

La suite (q;(e) : nzl) converge vers )\.1 i(8) (donnée par (10)) quand
n tend vers 1'infini.

Démonstration.

On a, en divisant les deux membres de 1'équation (4) :

6 X 1-x 5 (x +x _1)
bo=a Mi-a) "R {(x ,...,x))}+(-1) DM B
n [e] n

L. . , J
SR SRR x )
par Pe{(x x )}, 00 x =1-i et x =i: 1<ts<n
n Ol { I s O t I 4
6 o s
; P l-ii, )]
qn(fv) =

. . C.(1)
= (11(1—-0.)1 oy ‘6 ; nz2
1
a _,(9
et pour n=1
6 ) s .
i PolO-in) o ot e
ql(e) = = o (1-a)” ~ +

Pi{(l—i,i)} 0(1-a) - ¢ (1
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Le reste de la démonstration repose sur le lemme suivant de Hardy et

Wright (1979) :

Lemme 4.

Soit (an; nz0) une suite de nombres réels positifs, et ('Un;n:*- 0) ,

(\1n : nz0) , (xn; nz1) trois suites définies par :

U =a ,U =a a+1, U =a U + U ;o onz2 ,
o) o 1 o 1 n n n-1 n-2
/ = = = V + : z
\/O 1, \/1 a1 . \In an n-1 \/n_z ; nz2 , et
i
x = a + , hzl
n o 1
a +
1 a2+
+ .2
a

(on dit que X est une fraction continue). On a

n-1 : (-1) . a

2. La suite (x, ; n=z1) (resp. (x2n+1; nz0)) est croissante (resp. dé-

2n
croissante), et pour nz1l1 X

<
2n X2n+1

. . i .
Remarquons que lorsque n tend vers l'infini, la persistance qn devient
une fraction continue infinie.

: . . . i
Notons X la fraction continue définie par la suite (an) , avec

i i B ta-gtt

i 1-
a = a(1-a) et a = : hz0
2htl  4B(1-a)(1-8)

On a alors pour n =21
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2, 1-1 i
qi o - af{l-a).(1-8+ B )Uzn_1 + o (1-a) U2n~2
o a(1-a) (1-8+8%) v + ot ety E
2n-1 « 2n-2
et
(1-8+6.U, + B(1-B)a i1-0! U
i (6) = ‘T 2n 2n-1
q2n+1 - ’

2 I-i i
(1-8+8%) v, + 801-8)a’ (1-a)' v,

ou U Vn sont définis dans le lemme 4. En vertu de ce lemme, nous
n

pouvons écrire

. . Von-2
a(1-0)(1-B+6%). %, + o H1-w)i . x v
i " 2n-1 "“2n-2" V2n-1
a, (6) = .
n \%
ﬁ 2 1-1 i 2n-2
a(l1-a)(1-8B+B87) + o (1-a) .
V2n—1
Vv
) 1~-i i 2n-1
(1—{3+[32)x2n + B(1-B) o " (1-a) “Xon-1 Vap
qy (0=
nl 2 1-1 i Von-a
(1-8+8%) + B(1-B) & " (1-a)' . -
Zn
On montre maintenant que
i i
< 6) < < B) < . =z
%n-z 925 SXpn 0 X S (O <x, iz
| i N
. » > - < 6 b < . 2 . .
Les inégalités x2n—2 an() et q2n+1() X2n—1 sont immédiates ; les
deux autres se démontrent de la fagon suivante
0(1-a)(1-6+ 800, —x, J+ol 1ot o2 o
i ®2n"2n-1 Von-1 " 2n *2n-2
X, -q, (o) = -
2n 2n 9 . . '\/2 9
a(1-0)(1-B+B%) + ol H(1-e)’ - n-



Ca(-)(1-8+ 8D 141 4 a2z &'(i-w)
y +o° (1-a) .
on Y2n-1 Voner Van Von-2

2 1-4 i Von-2
a(l-a) (1-5+87) + o (1-a) L
2n-1

2 1-i i V2n—2 .

= pa(i-0)(1-8) / {a(l-0)(1-B+B")+a  (1-a) == — 1>, Voo Van-1

Zn-1
ce qui assure que X, ~ 1 (6)
4 4 2n” %2n

i ;
De la meme maniére, on montre que X < v
a ont1 < 9gp41 (9

Ces inégalités traduisent le fait que les suites (q;n(ﬁ); nzl) et

(q;nH : nz0) sont respectivement croissanteset décroissantes et que de
i i

lus po nz1, 8) < o) .

plus pour q, (%) q2nﬂ( )

i . .
La suite (qn :nzl) est alors convergente, et sa limite 41 , est la racine
dans {0,1] de l'équation :

Lz - Qni(l—a)l—i L - ap(l-a)1-p) =0 .

On constate que

La persistance oscille alternativement autour de la valeur limite ).1 i(5) ,

I'amplitude des oscillations décroft vers 0 gquand n tend vers l'infini.

Etudions maintenant la loi de deux temps de séjours consécutifs.

i,1-1 i, 1-i ‘
Notons p (v) = (pn ml(b) -n,mz1) ; 1€{0,1} , la loi de la durée de
deux temps de séjours consécutifs dans les états i et 1-i respective-

ment, i.e
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i,1-i 6. i 1-i i
! 6 = = = = '

nom (6) P [D1 n, D1 m/T1 1 ]

~P6[x—' X =i, X =1 X = =1/X =1-i,X =i

B P e n n+1 ot “n+m “n+m+1 ! o —I’Xl—l]
On a le résultat suivant :
Proposition 5.

Pour nz1 , m=1
i, 1-1, . -1 j - . i —i -
116 = @ c T it @ e, (-n, (6D (el 02 (e
n,l 6 1 1,1 1,1 /1

i n-1 : i 1-i 2
V] - o - - }
AR OB e S IR G R R SN C ) I

et pour nzl , m=2

i, 1-i,,, -1 1-i i i
nym (9 = (el-a)-Col) ™ . 1 Q, T(8) (Q,, (8-Q__ (v)+
(12)
1-i oL i, i _ 1-i, .\, ~d i,
F QX @Q L (9-Q (8)-Q_, (B)+Q "(O(Q (5)-Q ()]

i,
g
2()'>\1,i

et les quantités Qlk(e) ;jef0,1), k=1, par (9).

ol les constantes Cll(b) , C (9) , )\2 i(6) sont données par (10),

Démonstration.

Dans le cas nz1l et m=1, le résultat se déduit immédiatement

de la relation (9), en remarquant que :
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i,1-1i,- 6 i . A .
pie 7o) = (p%rx_,=11.(QL_ (0-QLeN - Q) (0 + @ (0] /(ali-s)-C ) .

n,i +

Pour nz2z1 et m=z2 , on a

i, 1-i o
‘ b) = =1-i = = =1- g =]-j =j -
p (o) = P [xo 1-1,X, Lo X X I PR 1-iX il/al1 a)—Ce(l),

4’

et

C =1-i,X =1,....X =i, X =l-i,..., = 1-1, =
PUIX =1-i,X =1 i P S R

. 0 C oy e s - =11
=p.P [Xo—l-—l,Xl——l,...,Xn—l,Yn+1-—1 i,Xn+2—l i’“"'xn-rm-l 1‘Xn+m+2~l/\ln+1 1]

0
+ - X =1~i =i ... :‘0Y =1 - ’x _—:._'I_..,x =1 - l>( =1 = .
(1-B).P [ o l'xl L 'Xn tetn 1-1 n+2 t-1 n+m 1-1 n+tm+l l/Vn+1 01

y C o N Y s I —1-i,
Les événements {)xo 1-i, X, =i, X l}’lYnﬂ -1, X .= 11 X gm 11

Xn+m+l=1} et {V +l=l} sont indépendants ; il en est de meéme des évé-
nements (Vv .=0} , iX =1-i,X =i,...,X =i, Y =1-i} et
n+l o) 1 n n
= 1" P =1-i ‘ =i | . ' ¢ ior
{Xn+2 i, Xn+m =i, X =i } . Alors, compte tenu de la relation (2)

et de sa symétrie

v}
.P = ]1~j = 1~i . e s = - = i
B [Yn+l i, Xn+2 i-i, Xn+m Xn+m+1 il
b L L . 1-i i
=P [XnH»-l 1,...,Xn+m—-1 I‘Xn+m+1—l] (1-B)a (1-0) X
x PUX . =1-i X =1-1,X =i]
n+2 £ ptm ‘Tntmtl o

la proposition en résulte. ®

i,1-i . .
Observons que pn m (6) , pour n2zl1 , m=z2 , peut s'écrire en utilisant

la relation (9) sous la forme :
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. 2 2 ) ,
i -1 2 1-i,.. . m-2 -1
L) = (at-a-c.anTh 5 c, &) AT (9(c ()" (603 (8)).
n,m <] £ ,1-i k k,i A
! =1 k=1
G g) - 8) + X g
'[(2”k,1(b”‘%,1 () (1+xk11( ) 1 N1
CoL . 11
Notons pll'l 1(t'i) la covariance conditionnelle de Dl1 et D1 ' sachant

Tl1 =1 . On déduit immédiatement de la proposition 5

Corollaire 3.

1 B 2 c(e).(al-a)' oy ()
o117 = (ati-w-cqn™h L) o A
k=1 (-3, (9)
2 2 _ (2-x, . (8) C.(9) 3
ETR ¢ k) i : (g (00 (01 (65 (6)
1=1 k=1 “‘%,1—1(6)) (1_)\k,i(b»
i -1,
- ml(e). m (6)

ou les constantes CJI(EJ) . Cé(e) , >\1 j(e) , >»2 j(S) 7 j€{0,1} , sont

données par (10) , et m?(e) s m]1(6) par (11).

II.2. Etude statistique.

On se place sous I'hypothése de stationnarité. Comme la loi d'un

processus DMA(1; o,B) ne dépend que de o et B(1-B) on ne s'intéresse
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dans un premier temps qu'a l'estimation de fonctions de couple. Notons que

c = p(1-8) n'est autre que le coefficient de corrélation entre Xt et Xt ,
B .1

lequel est donc toujours positif et inférieur a Z .

[1.2.1. Estimation de ({a, B(1-B))

v
Envisageons d'abord l'estimation du paramétre o= P [Xt=1]=E6(Xt)
et du parameétre Xk =ap.(1-a)(1-8) + a2=Ee(Xt,Xt_l) . La méthode des

moments conduit aux estimateurs sans biais

1
S, / (n+1)

!
=
Il

(1)

>|
!

Un/n

On a le résultat suivant :

Proposition 6.

L'estimateur (Erl,T\n) de (a,\) défini pér (11) est presque sQre-

a -a
ment convergent et asymptotiquement gaussien, la suite (Jﬁ(in _ )\O ),n=z1)
n

g o
convergeanten loi, relativement a P O , vers un vecteur aléatoire gaussien

centré, de matrice de covariance

. 2
1+ 28 -28B 200 + 28 —262
[0] [0] . O O O
A=a (I-a).
(8] (8]

2a +28 —262 a +tc +2a ¢ +20L3+6a20 +20 c2(1~cx )
o} o o o O oo 0 o o oo o}
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Démonstration.

Pour 6 6]0,1[2 ., le processus (Xt ;t=0) étant 1-indépendant
est @-mélangeant avec o(n) =0 , nz1 .
Il est donc transitif ce qui assure la convergence de l'estimateur (onn, Xn)
Les théorémes 7.7 et 20.1 de Billingsley (1968), appliqués au processus
10

Z, ’ . S X - si j=1
vectoriel 9 ;tz1  , ol Zi = ( © , assurent
y -\ =
Zt X Xt—- o si j=2

la normalité asymptotique de ces estimateurs. La matrice de covariance

©
A= (O(ij)) i 1,j=1,2 , se déduit facilement a l'aide de

.. (9) = cov(Zl,ZJ) + 7 {cov(Zl,ZJ)+cov(Zl,ZJ)];i,j=l,2 -
ij 1771 n="? 1 "n n" 1

conduit 3 l'estimateur

La relation ¢ =

c =(x —‘az)/a‘(l—a)
n n n

de ¢ . On déduit alors de la proposition 6

Corollaire 3.

L'estimateur (En, € ) de (a,c) est convergent presque sGrement
n
fa - a
. . . , n o)
et asymptotiquement gaussien, le vecteur aldatoire Jﬁ ka _c ) conver-
g n O
. . N o . . . .
geant en loi, relativement a P vers un vecteur aléatoire gaussien centré

et de matrice de covariance
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a (1-a J(1+2c ) 2(a +c ) - (1+2¢c }(c +2u -2a ¢ )
o) o o) o o o o o o o
b= 2 2 2 2
2(a +c )-(142¢c )c +2a -2 ¢ ) o +c -4a ¢ +Ba c -4a -2c +2(13—2a cz/‘
o o o o o oo o o oo oo o o o) o 0
Démonstration.
11 suffit d'écrire
a - a o - o
n o - B . n
T - ¢ n A -\
n o) n 5)
ou
,
; 1 0
B =
n
(h-a%) (@ +a -1 -0 (1-a )@ +a ) 1
o n o o o' ' n o
. an (l—ao) (l—an) an(l~c1n)

et d‘appliquer la Proposition 6. =

Pour tenir compte de ce que le coefficient ¢ appartient a I'intervalle

~

1
10, Z[ , il est raisonnable de substituer a l'estimateur ‘én I'estimateur

c, = En. 11]0’ 1/4( (én) . Il est clair que les propriétés asymptotiques de

(a ,c ) sont les memes que celles de (a_, T )
n’ n n’ n

11.2.2. Estimation de (o ,B)

Comme la loi d'un processus DMA(1; o,B) est la méme que celle
d'un processus DMA(1; «,(1-8)) on peut restreindre le domaine de variation

du paramétre B a l'intervalle ]0,% et envisager d'estimer
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1

(a,p) €]0,1{X]0, 1 au vu de l'observation d'une trajectoire du processus.

0o

On est bien stor amené a choisir comme estimation ‘Bn de B celle des

solutions de 1'équation

B(1-8) = c,
. . N 1 . .
qui appartient a ]0,5 a savoir
~ 1
~ 1 - (1-14 Cn) /2
Bn =

On déduit alors du corollaire 3

Corollaire 4.

L'estimateur (E’n, Bn) de (a,p) est convergent presque sQrement,

T~ o
. . . , - n O]
et asymptotiquement gaussien, le vecteur aléatoire Jn| . ) converge
B - B
6 n o}
. . - O P . . -
en loi, relativement a P , vers un vecteur aléatoire gaussien centré et

de matrice de covariance

) ~
/
/ 2(co+a)—(1+2c: Y(c +2a -2a c ) \
ao(l—ao) (1+2c ) _,______o_ . 2 -2
© J 1-4c
Z =
2(c +c )-(1+2c )(c +20 -2ac ) a +c -4a ¢ t+8a cz-4a2—202+2q3—2a202
o o© oo o o o o o O o o o o o o 0
~ ﬁ —4CO (1—400) //
Démonstration.

11 suffit d'écrire
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CHAPITRE V

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES MIXTES

AUTOREGRESSIVES-MOYENNES MOBILES D'ORDRE (1,1).

De méme qu'ils ont proposé pour les processus a valeurs discrétes
des analogues des modeles classiques autorégressifs et moyennes mobiles
pour les processus & valeurs réelles, Jacobs et Lewis (197 8 ont défini les
modeles mixtes comrespondants. Nous étudions ici les modéles autorégressifs-

moyennes mobiles pour les séries chronologiques binaires dans le cas de

I'ordre (1,1).Buishand (1977) autiliséde tels modéles dans le cadre d'une application

Un modeéle autorégressif-moyenne mobile d'ordre (1,1) est destiné
a représenter un phénomeéne dont le processus des états (Xt , t€lN) est
construit pour t =21 , & partir d'une série chronolbgique (At; t ¢IN) auto-
régressive d'ordre 1 basée sur une suite (Yt ; te]N*) de variables aléa-
toires de Bernoulli indépendantes, équidistribuées (cf. ch.IV, ¢1), de la

maniére suivante :
Y avec probabilité 8

A avec probabilité 1-3 .

De fagon précise on pose :

Définition.

Une série chronologique binaire (Xt; t ¢IN) est dite autorégressive
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moyenne mobile d'ordre (1,1) , de paramétres (p,p'; a,B,y) € [0,1]5 .
si XO est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p' , et si

%
pour t ¢ IN

= V.Y +(1-v).
X, = V.Y, +(1-v). 4

t t-1

ou (At; tz0) est une série chronologique autorégressive d'ordre 1 de pa-

ramétres (p,a,y) définie pour t=1 par

= U_.A __+(1-U).
By = UpeBy  H -0y,

et (Yt itz 1), (Vt st=z21) , (Ut;tzl) sont trois suites indépendantes de

variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, équidistribuées de paramétres

respectifs a = P[Yt =17, B=P[Vt=l] .Y =P[Ut=1] , les variables aléa-
A

toires ((XO,AO) , (Yt' Ut'vt) , t€IN ) étant indépendantes.

-

Notons que

s lorsque 8=0 , (Xt+ ; t €IN) est une série chronologique auto-

1
régressive d'ordre 1 de paramétre (p, a,v)

o lorsque Yy =0, (X .;t€IN) est une série chronologique mo-

t+1
yenne mobile d'ordre 1 de paramétre (aB+ p(1-8), a,B)

o lorsque B=y=0 , (Xt+1;t€lN) est une suite de variables aléa-

toires de Bernoulli indépendantes de méme paramétre a .

I. ETUDE PROBABILISTE.

I.1. lois marginales de dimensions finies.

On montre facilement le résultat suivant
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Lemme 1,

X
Le processus (( t)) : :zo) est une chafne de Markov homogéne
A
t

d'ordre 1 , dont les probabilités de transition s'écrivent :

P(i) &) = PIX, =k, A =t/X =1 A =i
it
k 1-k k 1-k
= B.y.a .(1- O+ - (1= . + o
B.y.o .(1-0) i Bli-y)a .(i-a) é,k'i y(1-g) ik 61&
1 1-
e aepaoato-e e Gk efo,13* L t=0.
Notons que Pi K ne dépend pas de 1 , et que la série chronologique
(j)‘(&)
(Xt; tz0) n'‘est pas markovienne en général.
Xt
Le caractére markovien de ((A ); t=20) permet d'écrire la loi de (XO,...,Xn)
t

sous la forme :

_ B _ _ _ _ _ 1
P[Xo—xo,...,Xn—xn] = (P[XO~xO,AO-—O] ,P[XO—XO,AO-—I]).Q(xl),...Q(xn).(l) .

+1
(xo,...,xn) t{O,l}n , oi Q(x) , x€{0,1} , est la matrice 2x2 s'écri-
vant :
P[Xnﬂ:x, An+1=0/An=0] P[Xn+1Fx, An+1=1/1\n=0]
Qx) =
= = =1 = = =
P[xn+l X, An+l 0/11\n ] P[xn+1 x,AnH ]/An 1]

(-8 (1-atays s 8118, Ja* (107 al1-B) 1yt +il1- e o)

(-9 (-1 (1), #8011 (1-0) 6 (-8 (aty-ay)s, HByHB-v)6, )d{1-a)
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Afin de mener l'étude probabiliste d'une telle série chronologique, il est
plus commode de disposer de la forme récurrente suivante de la fonction

de vraisemblance :

Proposition 1

.2
On a pour (Xo'xl) ef{o,11"

Xo 1—xo
= = / -n'
P[XO xo] P .(1-p') ,
X ].—xo X l—x1
= = = -n' — + — = 1 »
P[XO X% x1] B.p (1-p*) Lo (1-a) (1 B).P[XO x A Xl]’
. . n+1 . 3
et pour n=z2 , et tout (xo,...,xn) €{0,1} , la relation de récurrence :
(1) P [Xo=xo,... 'anxn]:Hl(Xn—l ’Xn) .P[Xo=xo, - ’Xn~1=Xn~1]
+ Hz(xn_l,xn). P[Xo=xo,...,xn_2=xn_2 1,
X 1-x (x +x ) X 1-x
-1 -1 n-1
o H (x _.,x)=(-y+By)a (1-a) "+-1) 7 "Uey.a "-q
1 " n-1""n
+ y(1-) 6x x ;
n’ n-1
(x_+x ) X 1-x
n n-1 n-1 n-1
HZ(X ,x )=(-1) AB(-p) [ a(1-a)(1-y)-ya (1-a) i
n-1" n
2% 2(1-x_ )
- -1
- BZY o i T

La démonstration étant analogue & celle du lemme 1 du chapitre Iv.§II. 1,
est omise,

Notons que pour t =1

P[X =1] = ap + (1-8).P[A _ =11 ,

1
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on déduit alors facilement de la Proposition 1

Proposition 2

Une série chronologique autorégressive, moyenne mobile d'ordre
(1,1) , de parametres (p,p'.,a,B,Y) € ]0,1[5 , est stationnaire si et seu-
lement si p=p'=a et P[X0=1,AO=1] = az +a{l-a)(B+y-2By) ., (auguel
cas nous dirons que la série chronologique mixte est stationnaire, de para-
métre 6= (a,B,Y) t]0,1[3 , el noterons (Xt,t&IN) ~ DARMA ((1,1),6)

(Discrete Auto-Regressive Moving-Average)). Alors, si

6 .0 _ _ ¢ n+l
Pn(xo,...,xn)—P [Xt Xo""'xt+n Xn]' nZI,(xo,...,xn) € 10,1} ,
tz0, ona :
6
PP() =a ; PAO) = 1-a,
o o
! (xo+x1) Z—XO—XI X 1-x_
Pl(xo,x1)=[1—(1-r’3)(6+¥—2ﬁv)]a (1-0) +(1—B)(B+Y~25Y)5x < @ (1-a)
o'l
et pour n=z2 , la relation de récurrence
2) P°(x W) =H (xR (k.. k. )FH (L x GOPY (k.. x
n o' "' "n 1 n-1""n' n-1 o' " "'"n-1 2 n~-1""n" "n-2"0" ‘-

H Gxi8) = o (-0)' 7 -y 28y) + Y (-8

(3) | Hylexi €) aB.(1-a)(1-8) (1-v) - Bya™(1-) ' ¥ (1-p+ B (1-0) ¥

H1(1~X.X;b‘) =Hl(x,x;0)—Y: Hz(x.1~><:9)=-H2(x.x,'6) , x€{0,1} .

On a aussi
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Lemme 2.

La fonction de covariance d'une série chronologique DARMA ((1,1),8),

6= (a,B,y) €10,1[° | s'écrit :

a(l-a) si h=20
Ce(h) =

a(l-a)(1-g)(B+y-2Bvy). v Ib|-1 si h#0

Démonstration.

Pour t=2 0 , hz1 , conditionnellement a At , les variables Xt

et Xt+h sont indépendantes. Alors
1 . .
PUIX =1,%X =11 = 2, P [X=1/a=i] PUIX.  =1/A =i].PA =i]
e e 0T BT A TR
2 h-1
= a + o(l-o)(1-B). (B+y-2Bvy)y . @

Cette fonction de covariance est du type de celle d'un processus autorégres-
sif-moyenne mobile d'ordre (1,1) classique. En fait une série chronologique
DARMA ((1,1); a,B,y) admet une représentation autorégressive moyenne

mobile usuelle que 1'on va préciser. On a le résultat suivant :

Proposition 3.

Une série chronologique (Xt; t=z0) ~ DARMA ((1,1),(a,B,y)) ad-

met la représentation markovienne :
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g Xt = (1,,0).2t ;20
(4) ?
Z = A.Z + W ;tz21
t t-1 t
X[ ‘0 1-8°
ol Zt = 1A , t=z0 , A est la matrice 2 x 2 s'écrivant A =( ),
Tt L

et (Wt,tz 1) une suite de vecteurs aléatoires deux & deux non corrélés,

/ AY

a )
de moyenne m = ( b ) , et de malrice de covariance
a(1-v)

8(2-8) B(1-vy)
G = Q(l—a)e ( I}
B(1-y) -y

telle que pour tout tz1 , Wt est non corrélé avec les variables Zs ; s<t

Démonstration.

Le processus (Zt’ t20) est markovien d'ordre 1 stationnaire, et

de fonction de covariance

. [ (1-B) (B +Y - 2BY) Y(B+vy-2BY)
a(l-a). ¥y . . n>0,

(1-8) Y

R(n)

et

~

1 B+Y—ZB¥)

R(0) a(l-a).

I

g+y-2BY 1

Pour A=R(—1)°R_l(0) et G =R(0) - A.R(1) (G est définie positive), la
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fonction de covariance R(.) satisfait les équations de Yule-Walker :

A.R(1-k) = R(-k) , k = 1,2,..
(5)
A.R(1) + G = R(0).

Définissons alors la suite (Wt . tz1}) de vecteurs aléatoires, en posant

pour t=z1

On a bien soar la représentation (3) de (Xt ; t20) . Il reste & vérifier les
propriétés de la suite (Wt; tz1)
e Les variables Wt sont deux a deux non corrélées : en effet on a

R(h) - R(h—l)tA + A [R(h) ta - R(h+1) ]
= 0

)

If

Cov (Wt A Wt+h

d'aprés (5).

° Wt est non corrélée avec les variables {ZS :s<t}, tz1

en effet soit ao,...,at_1 des nombres réels : on a
t-1 t-1
Cov(Wt ) aS.ZS) = 7 aS.Cov(Wt,ZS)
s=0 s=0
t-1 -t )
= 2 a_.{R{t-s)-A.R(1-(t-s)) }
s=0 S
= 0

en vertu de (5).

Enfin, utilisant la relation (3), on déduit facilement la moyenne et la variance

de la variable Wt . &



-117-

Remarques :

(a) La loi de la variable Wt est donnée par :

valeurs de W, probabilité valeurs de W, probabilité
(-(1-8),-Y) 0 8(1-u)(1-Y) (8,1-v) . of+ay(1-a)(1-5)
(-(1-8),1-y)  aBy(1-a) (0,0) (1-0)* +ay(1-a)(1-)
(8, -y) a(1-0)(1-B)(1-Y) (0,1) al1-a)(1-B)(1-Y)
(1,0 aB v(1-a) an a8(1-a) (1-y)

(b) La suite des variables aléatoires ((O,l)Wt : t21) coincide avec la
suite des variables (et . tz1) dont il est question au paragraphe 1.1 du
chapitre IV, dans la représentation autorégressive de la série chronologique

DAR(1; a,Y) (11\t ; t20)

(c) La Proposition 3 conduit & la représentation

= - Y - +
X VX T YW L OW,

t+1
d'une série chronologique (Xt; t €« N) ~ DARMA ((1,1):(6,3,‘{)),(01.5,\()610,1[3 .
Compte tenu des propriétés de la suite (Wt: tz 1) il est facile de voir
que le processus ((—y,l—B)Wt+(l,0)WH1; tz1) a une structure du second-
ordre de moyenne mobile d'ordre 1 et admet donc une représentation MA(1).

On en déduit une représentation ARMA(1,1) de (Xt ; t€IN) .

La relation de récurrence (2) permet de mener une étude assez compléte d'un
processus DARMA ((1,1); a,B,y) du point de vue des lois des sommes par-

tielles, des lois des temps de séjour et des persistances.
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1.2, lois des sommes partielles,

On dispose d'un algorithme pour calculer la loi de la statistique

Srl1 . dans une série chronologique DARMA ((1,1);6) , 6= (a,B,y) ¢ ]0,1[3 :

Lemme 3.

=01 = (1-0)? + a(1-0)(1-8) (B+y-26Y) |

sl

m~

n

i

it

-t

S
il

20(1-a) [1-(1-B) (B+vy-2Bv)] , et

PIS;=2] = o + a(1-a)(1-B)(E+ Y - 2BY) |,

e bPour nz2 , 0<m<ntl

6 o1 _ oYl . 8 1 6ol _
(6) P [Sn—m]—Hl(l,l,b).P [Sn_l—m 1]+H2(l,1,b),{P [sn_z_m_z]_p [Sn—Z_m 1]
S Sipbeal L 6ol _
+ H(0,0;0).P[S _ =m]+H(0,0;8){P[S =m}-P[S ,=m-1]]
- PSS =me1]
v n-2 "

ol les Hj(x,x;%) , J=1,2, x €{0,1}, sont données par la relation (3).
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Démonsitration,

Dans les cas n=0 et n=1 le résultat découle de la propo-
sition 2. Pour n =2 , on peut écrire, en utilisant la relation de récurrence

(2) et tenant compte de ce que
Hl(x,x;e) = Y+H1(1-x,x;6) et Hz(x,x;e) =—H2(x,1—x;6), x€1{0,1} :

6 1 o R S N - TN B
P [Sn—maxn—ll——H](l,l,b).P [Sn_l—m—ll*Hz(l.l,b)P [Sn_2 m-2 ]

VI |
=m-1]- v.P [Sn_l—-m, Xn_l— 1]

6.1
- )
H,(0,0;0) P [S

et

6 .1 o TS . 1
p [Sn‘m’ Xn-U] = HI(OIO,E) P [811—1—m]+H2(0"0’6) P[Sn_?_’-m]
- H,(1,1;0) IPE’[S1 =m—l]-be[S1 =m,X ,=1]
20 n-2 n-1 ‘" 'n-1
Comme
b 1 B ~ I | o _
PU[S__,=m-1, X =01 =P[5 ,=m-1, X ,=0],
| B N - S _
PILS 4=, Xn_l——l] P[S 9 ml,Xn_1 1},
et

6. 1 6. 1 ’ 6, .1
= =P = =] + = =
P [Sn m] [Sn m, Xn ] p [Sn m, Xn o1 .,
la relation (5) en résulte. ®»
En particulier pour nz2 et m=(ntl)i , i¢ {0,1} , 1'équation (5) devient
cni] +H.G,i; 8 PU[S! |, =@-1i)
ni LY n-2 i

6 1 I |
P [Sn—(n+1)1] —-Hl(l,l,EJ)P [Sn—l
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Alors, suivant les notations du chapitre Iv, {II.1.2, posant Q;(6)=P6[Si=(n+1)i]

on a

Corollaire 1.

La suite (Q;(e); nz0) , i € {0,1} satisfait

e pour n =10 Qci)(e) = Oti(l.-&)l~i .
. pour n =1 Qi) = o*1(1-0)* Vs q1-a)(1-p) (et y-28y) |

e« pour nz 2 , la relation de récurrence

(7) Q6 = B (,i:8). QL (6 +H,(,1:6.Q"_ (5

ol les Hj(i,i; 6) ; 3=1,2,1€{0,1} sont données par la relation (3).

La relation (6) est une équation de récurrence linéaire 3 deux termes a coef-

ficients constants ; la solution générale est de la forme

(8) QL8 = Cl(v) AT (8 + C

ol A, (v) , )\2 i(6) sont les racines de l'équation

>\2 - Hl(i,i; 6) )\—Hz(i,i; g =0

i, i . ..
et Cl(u) . 02(9) sont déterminées par les conditions

Cy(8) + C(6) = a'(1-o)'

Cil(e).k1 i(6) +Ciz(6) A 1(6) _ a21(1—a)2(1‘i)

On trouve
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Mo = % LH, 5 6) + (Hf(i,i; 6) + AH,(i,1; o'/
CE —;— (1,15 6) - (Hf(i,i;ﬁ) ¥ 41a2(;,i;e))1’/2 }
; CE)“) + a?‘i(l—a)z(l-i)— ai(l—a)l—i . )\2 (6)
(9) c (o) = &
xl’i(b) - )‘2,1(6)
k : ai(l—a)l—i A (8)-C (1)—&21(1-a)2“-i)
_ B! 6
cz(b) =
xl‘i(e) - "2,1(6)

avec C (1) = a(1-a) (1-p) (B+y-2BY) .

Notons que le discriminant
2
2 . . X L 1-x ) , , 2
Hl(x.x;b) t4H, (x,x;0) = (y-By+(l-y)a (1-a) ) +4aB(1-8)(1-B){(1-Y)
est toujours positif et que 0 < HZ i(fi)[ <X i(U) <1 .

La relation (5) conduit immédiatement au gésultat suivant concernant la fonc-

. . U o 1
tion généralirice Gn de la statistique Sn

Proposition 4.

Si (X3 t<IN) - DARMA((L,1); &) , 6= (a8, ) ¢10,10° , alors

Gz(s) - l-a+as Gi’(s) = (1+a)> +Ce(l)+2(a(l—a)-Cb(l))si'(azw“Cb(l))Sz ,

et pour nz22
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2

(10) G:(S)=(Hl(l,li6).S+HI(O,0;6)).Ge (s)+[H2(1,1;6)s -

n-1
3]

n—-Z(S)

- (HZ(O,O; 8) +H2(1,1,‘6)+‘()S+H2(0,0; 8] G

La solution générale de 1'équation (9) est de la forme :

&

Gn(s) = bl(s; o) .prll(s;t';) + b2(s;b).prl

2(s,'Eﬂ)

ol ul(s;e) , uz(s;G) sont les racines de l'équation
pz—(Hl(l,l;6)s+Hl(0,0;6)).p—{Hz(l,1;6)sz~[H2(0,0;6)+H2(1,1;9)+"{]S+H2(0,076)}=0

et bl(s; g) , bz(s, 8) sont les solutions du systéme :

b+ b, = l-a+
b1 b2 a+ as

by (876) by (s76) =(1-a)2+Ce(1) +2(al1-0)- C (1)s +(a2+Ce(l)) s?

1.3. 1Lois des temps de séjour et persistances.

La loi p1(6) = (p;(e) inzl) des temps de séjour dans 1'état i ;

i«{0,1} , se déduit facilement de la relation (7) ; on a de facon précise

i _ _ -1 i W i,. i
P (8) = (all-a)-Cott) " . {Q_;(8)-2Q (8) +Q  (6) ]
_ -1 i,., .n-1 2
(11) = (a(l-a)-C )™ . {cy(e) o] (o1 (Nn°+
i n-1, . 2
+ Gy(8).057 (). (1=n, ()" ]

ol les constantes 011(6) , C;(@) . & (8 , %, (6) sont données par (§).

1,i 2,i
Les moments d'ordre 1 et 2 de cette loi |, m;(E) = 3 kJ.p;(G) , J=1,2 ,

. , k21
sont donnés respectivement par
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N -1, i, d ‘
ml(b)—(u(l a) Ce(l)) '-(Cl(“)""l,i(e”“2'5,1‘6)) /

(12)

1

i IETRORMNO NS
m2(9)=(a(1—a)-Cb(1)) . ‘ ‘

'1(6)) +C2(6)'*2,1(“)““2,1(°”[

1->\1'i(6) 1-x2'i(U)

Etudions maintenant les persistances.

Proposition 5.

La persistance au n-éme jour dans l'état i ; ic{0,1} satisfait
la relation
H,(i,i; )
Co. s 2
Hl(),,l;b) + —— :n=z2
i .
q_ (6}

i

13)  al(e)

n-1

al—l(l—a)l.Hz(i,i; g)

i

qll(e‘») Hl(i,i;e) +

a(l-a) - Ce(l)

La suite (q:] ; nz1) converge vers xl 1(6) donnée par (9), quand n
F] . l—.
tend vers 1'infini. De plus si Y<a(1-a)(l—6)/{al(1~a) l+0L(1—<:xn)(1—8)}

. i i
2 -l . 3
la suite (qzn,n 1) (rebp.(qznﬂ,nz 0)) est monotone croissante (resp.
i

décroissante), et pour nz1 q2n(e) < q;nﬂ(e)' .

Démonstration.

L'équation (13) est une conséquence directe de la relation (2).
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Ecrivant

. _ _ 6 1, _ s
' . [Tl X =1 /PO IX =10, X X =i

Il

Lo e &/ D e (8,
kzntl1 kzn

compte tenu de la relation (11), on obtient

i n i
C1(8) (11 (8D AT ((8)+ C,(8).(1-2, (6)).

1,i
1
i

N B
—

i _
qn(e) =

i n-1, i
Cy(8) (1=h () 2] (8)+ C,(8) (1=

’

On en déduit facilement que

. Loy |
nlin; qn(e) - )\-111(6) 1

puisque |A i(9)\ < N i(9)

2,
. 1-1

Lorsque v <a(l-a)(1-B) /{al(l—a) ! + a(l-a)(1-g)} , la constante Hz(i,i; 6)

est positive. Ainsi les hypothéses validant le résultat de la proposition 4

du chapitre IV.§I.3, sont satisfaites et par suite la persistance oscille autour

de la valeur limite )\1 i(6) , I'amplitude des oscillations tendant vers 0

quand n tend vers l'infini. =

Etudions maintenant la loi de deux temps de séjours consécutifs dans les
états i et 1-1 respectivement, i €{0,1} . Notons

i,1-i i,1-1
p ( (

8),n,m=21) cette loi, et posons
n,m

6) = (p

Jilioy _ o8y I .
Rn (6) =P [X1 1,...,Xn 1/AO il , nz1 , i,j €{0,1} .

Lemme 4.

La suite (R;’l(e) ;nzl) , i,j €{0,1} satisfait
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s PpPour n =1

le,i(e) L S T R PO ) SO S
j.i

.

e pour n =2

2 2i 2(1-i)

Ri) = sy paopa-veene, et

‘e i.(-l—Bz).(Y+ai(1-a)l—i(1—\r)) ;

. et pour nz3 la relation de récurrence
| PR P L ) VS I - .1,
gy = -6) . &) + 2 b)), g) .
(1) R2He) = H G, 1500 R (0) + H UL 150 LR (O)

La solution générale de 1'équation (14) est de la forme :

i, i i , n-1 i 5 n-1,
vy = C U o) + V] 3]
(s) Rilo) = ¢ (T Gy ey
ot )\1 i(b) , )\2 i(6) sont données par la relation (9), et Ci1 i
sont les solutions du systéme

ch (o + Cy (9 =R
(]6) [ ]

G, (o) + ch (e, (6 =RV

1,j 1,i 2,i 77 2,i 2

On a alors le résultat suivant concernant la loi pl‘l—l(b)

Proposition 6.

On apour nz1l1 , mz21_:
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v @) = (e (at-a-cg T -6 e -0 !

n_1(6) +

hal@-al @1« @ e-rb ey

i
+ (1+Ba (1-a) T

+ [(1-8a! Hi-h Q!

(- 2-sa! Ta-hol @+ QL (8] «

1-i,1~i
R i,1-1
m

=

Démonstration.

Conditionnellement a An =3, j=0,1 , les événements

{Xo=1-1,X1=1,...,Xn=1} et {Xn+1=1—1,...,Xn+m=1-1,Xn+m+1=1} sont
indépendants. Alors on peut écrire
(17) p~ ) = (@(1-0)-C (1) TP [X =1-1,X, =i,...,%X =i,A =i] X
n,m o o A “n "'"n
xpe[x =1-j X o =1-i,X i/A =i] +
pt1 b X Sl- XL TR ST

!
x s s . .
P [xn+1 1 1,...,xn+m 1 1,xn+m+1 1/An 1-i]}
D'une part pour, j € 10,1} , on a
Pb[X =1-i,X_=i X =i,A =j]= L [P6 {(1-1,1 i)} -
o 7 1 :---ln ln] (]_-—-B). n+1 1424 « e 0oy

- gal(1-0)t P Hi-1,1,...,01]

c'est-a-dire
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8 P = = = i :.__...l_.__ - 1 -
POIX =T-1.X =1, 00 X =LA i] 0 [-Ba(1-a)

1-i

i
Q0+

+ (1+pa' (-0 QL QL O]

et

Oy oy L _ _ _ JURS TPN SR
PIIX =1-1, X =i,....K =LA =1-1] (1 (1-8)" L1- pa'(1-a) Q19

1-i,. i, i .
- -pa'Mo-0h QL+ QL ()]

D'autre part, comme la chafne ((Xt,,At); tz 0) est stationnaire, on peut

écrire :

PUIX  =1-i,....,%X . =1-i,X =i/A =1 =R e _ri )

ntl n+tm ntm+l n m m+1

En reportant ces résultats dans la relation (17), on obtient 1'égalité annoncée,

A l'aide des relations (8) et (15), on obtient une expression des
i, 1-i
n,m

(6) ; n21, m=z1 se préetant & un calcul de la covariance

Jhel=igy o COV(D i—i/T’i= 1)

conduisant a :

Corollaire 2. On a

= (-p)ai-a)-C ()T

i, - 1
1

1-i

HZ Ci&(ﬁ)(kLii(B)-ﬁai(l—a)l_i)} { 2 G, ) }
v x| u —— |
1=1 1-%, (6) - A4=1 1- )

L‘i ‘(/ l-
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- m3(e). mi(&)

. i . ) N o
ol les constantes CL(G), kl"i(b) . C)(,,i(a) I,&E{l,Z},l,] €{0,1} sont

données par (9) et (16), et les moyennes mll(e) , 1€{0,1} par (12).
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II. ETUDE STATISTIQUE.

On se place sous l'hypothése de stationnarité. On envisage 1'étude
. ) 3
d'estimateurs de certaines fonctions du parameétre U = (a,B,y)€lo, 10 .
L'étude du comportement asymptotique des estimateurs s'‘appuie sur le résul-

tat préliminaire suivant :

Lemme 4.

Une série chronologique (Xt;telN) ~ DARMA *{(1,1),6) ,

o = (a,B,y) € ]0,1[3 , est p-mélangeante, avec pln) = Yn—l , h21 |

Démonstration.

LT LX)
O

n’ Tk+n+1'’ k

.) désignant respectivement les tribus engendrées

J:k=z0, nz1

Soient BEJ(XO,...,XK) et CEJ’(Xk+ X

et j(xk+n+l' Xk+n+l"'

par (Xo""'xk) et (X

Conditionnellement a Ak , les événements B et C sont indépendants et

k+n' Xn+k+2 e

donc on a :
6 LN . 8 . 6 .
P'[BNC] = © P [B/A=il.P[A =il.P[C/A =]]
=0
Dfautre part, par le lemme 1, il vient :
S c/n =11= ¥ PProsa, . =i1.P%(a /A =]
Le/h=i1= & PLO/ A ™8 Blom-1 70 )
Or on a :
j 6...
K ij

Nous pouvons donc écrire :
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Sgac) - po By = < 8 o8 .
P (BNC) - P (B).P (C) 123 {P[B/A =j].P (A =i]1.P [C/Ak+n—1_1]
' 1-1 -1
(6ij—oc1(1—a) hoyTTh
_ 1
="y Ple/n =11 .20 =51 PP/ =)

ji=0
- pYm).p%0)) .

De cette égalité, on déduit facilement que

6

1P°@no) - PYe)1 Pl < v le B) . W

II.1. Estimation de (ES(Xt)’ Ee(XtXt—l)’ Ee(Xt Xt— )

2

On s'intéresse ici & l'estimation du paramétre (a, 2., kz) ou :

1
a = EG(Xt) [;
2
MEEX X ) = a4 a(l-a)(1-B) (B+y-28y) ,
2
M= B X ) = o + ay(1-0)(1-B)(B+y-28Yy )

La méthode des moments conduit aux estimateurs sans biais

1
o 1
T Sn/(n ) .
(18) Mam /P ol
x2’n= Vn/(n—l) ; n=2

On a le résultat suivant :

Proposition 7.

L'estimateur (Ex_n,—)_\ A, ) de (q, >‘1’>‘2) défini par (18) est
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presque sQrement convergent et asymptotiquement gaussien, la suite
_— — QO -
nta - - .
(ol n % )\l,n )\1 )\2 n

O [ ]
- xz 1 . n=2) converceanten loi, relativement

6
a Po, 6 = (a .B .,y ) , vers un vecteur gaussien centre et de malrice
0 o'"o’'o

de covariance

(19) /\(eo) =0t A,
ol
» C O ~
ao(l—ao) N (l—ao) kz (l—ao)
B o, o _,0 o .o, 0
!\1 = xl(l aO) M (1 "1) w -k A, ,
O,. (0] o .0 Q (@]
xz(l—ao) w = A hy xz(l-xz)

. o . . 2 1 2
ol w = }f,(xO xlxz) = (;l(eo) ) xlll(ao) + C?_(eo). x2'1(60) , et

Ay = ((cij)) , i, =1,2,3

avec

= -a ) (1- +y - -
9y, 2ao(1 ao) (1 EO) (Bo Y ZBOYO)/U YO)

2. % LE (X,.X,.X X ) (>f’)2
C.n = : . . R - i
22 2 b, 102 -1 T 1
s =2.3 (B (X X X, X ) - (192
33 by 0 "2 T1-2 2
£z23

= = y ) ' _ O -~

9, =0, = L lEGO(XZ'X/L—l'X/L)JrEBO(XlXZ X,) - 20 A ]
{23

o =o = 5 (E (X..X,..X,) +E, (X_.X_ .X)- 20 A ]
137 %17 L Tug2 et e o2 e o' "2
o =o._ = 72, (B (X .X .X X )+E ( (V-9 )0
23 " %2 T H, e it T2 eo(XO-X2~>‘&—1°>‘L) 20y Mg

(o}
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Démonstration.
On a
n-1 /Xo+xl
/o -a e 0 0 SX -« '
n o " nt+l / t O n+1
n X X
¥, a0 = oy S loxx -9 |+ !
I,n 1 (n-1) n t=2 tt-1 1 n
— O @]
- 1 -
>\2,n A 0 0 \XtXt—Z >\2 0

Alors la convergence presque sare de l'estimateur est une conséquence im-
médiate du lemme 4 (cf. théoréme 3, chapitre I) et la normalité asymptotique

s'obtient par application des théorémes 7.7 et 20.1 de Billingsley (1968),

1 2 3.
au processus vectoriel ((Zt ,Zt ’Zt) ,t22) ol pour t=2
Xt - CLO si j=1
b _ o} .
Z,= § XX _ -2 sij=2
o _
XtXt—Z— >\2 si j=3

La matrice de covariance asymptotique /\(eo) = ((bij)) est donnée par

i j i j i
= ; + )
bij E, (22.22) + L {Ee (zz.zn) E, (zn
o) nz3 O (e}

)
'Zz)}l ll]_11213l

et posant

i .
A ((EQO(ZZ.Z2 N)i,j=1,2,3

et

Il

(3 (e, @2y e @ 2)1n:65=1.23
nz3 eo Z n eO n 2 o

A

on peut écrire
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A(eo) = 1\1 + 1\2

Il est facile d'écrire les termes de cette décomposition sous la forme figu-

rant dans 1'énoncé de la proposition, &

11.2. Estimation de (a,8,Y) .

Notons d = {(1-B) (B+y-2BY) le coefficient de corrélation entre

)\l - az hoo- ol
X et X . Les relations d = —— et Y = S conduisent
o 1 a(l-a) da(1-a)
aux estimateurs
T -l T -8l
—_— 1,n n - _ 2,n n
dn = et Yn = 5
a(1-a x -a
n n 1.n n

de d et y respectivement. On déduit alors de la proposition 7 :

Corollaire 3.

L'estimateur (c‘in, Jn,Yn) de (a,d,Y) est convergent presque

sQrement et asymptotiquement gaussien, la suite

ivn{a -a ,d -d , ¥
n (e} n 8]
bO

P, bo = (ao, BO, yo) , vers un vecteur aléatoire gaussien centré et de

[]
r—YO) . nz2 } converceanten .Joi, relativement a
1

’

matrice de covariance

L t o,
r(oo) = H(bo). 1\(80) H(eo) .
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1 0 0
—20LO(1—dO)—dO 1
H(6 ) = 0
o) - _
uo(l ao) ao(l cxo)
-2a (1-a ) 1 -y
o) o o
| d (1-a ) a d (1-a ) a d(l-a)
0 e} o 0 o} 0 o o
et A(GO) est donnée par (19).
Démonstration.
On peut écrire
(ln - O.O I/(ln - CLO
d -d | =H @)% -2°
n o) n o 1,n 1
_ - o
Yn - YO‘ )\Z,n_ )\2
ou
1 0 0
-(1-d & +a )-d
1
H (b)) = - ' n o o 0
n o T (1-3 ) T (1-a)
n n n n
1 ~OLo Yo(l“OL )
n-o a d (1-a) a° d (1-a
B n n n n n n

avec
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o Yo(l —ao)(l-do) _ ~ - Y d(1- ao) ‘
fn(eo) = -1- Yo dn)'(an+ao)— Yodn * dn(l_an) /

/ dn. an(1~an) .

La premiére partie de la proposition 7 assure que Hn(eo) converge presque
sarement vers H(BO) . Il suffit alors d'appliquer les résultats de cette

proposition pour vérifier les assertions du corollaire. =

Venons-en maintenant au probléme d'estimation de 8 . Remarquons
que le coefficient de corrélation d vérifie pour toute valeur de B et Y

dans ]0,1[

0<d<1
Une étude élémentaire du trinome du second degré en 6

2
(1-2y) B” - (1-3y)B + (d-Y)
pour y et d fixés dans 10,1[ , montre que
Py e d < gy < a clo, ¥ (1-¥) '
e Si Y — et Y ou s Y —é— et Sl _i2—8) },ce trindme

3 1(1-2%)
posséde une racine unique dans }'intervalle 10,1[ donnée par :

(-3y) + ((1-v% - ad0-2y n'/* o
si y#o
2(1-2y) 2

(20) Bly,d) =
1
-2d i y=-—
1 si ¥y >

2
. si Y(.._l_. et <d<_(~t__Y._)._

Y , ce trinome posséde deux racines dis-
3 4(1-2v)

tinctes dans l'intervalle ]0,1[ données par :
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2 1/2
(1-3v) + ((1-? —4d(1-2 )1/
2(1-2v)
s« Sinon, ce trinbme ne possede pas de racme dans ]0,1[ . Cela montre

que dans le modéle {P ; 8= (a,B,y) €10, 1[ } le paramétre B n'est
pas identifiable a 1'aide de la statistique (Y . “n) . Par contre dans le
modéle {P ; 8 €lo, l[ X ]3 L1001 1e parametre B peut étre identifié

par l'estimateur

qui, d'aprés le Corollaire 3, est convergent presque sQrement.,

En fait le paramétre @ n'est pas identifiable dans le modéle
) 3 |
{P i@ =(,@8,¥% )5_]0,1[. }.En fait & l'aide des relations (2) et (3) on
peut voir que si X= %— la loi Pe ne dépend de (@, ¥) qu'a travers 1la

valeur de (d,¥); or d'apres ce qui precéde lorsque b‘<1 une valeur de

dE]K {1-¥%1 [peut etre obtenue & l'aide de deux valeurs différentes
4(1-2

de @
On peut restreindre 1'espace des paramétres 3
3
@ = %\(KI@IK)E—_]OII[ :“’#%SU i(ile)lx):éé]oll r%$&<l§

: L, 4238 o+ .
Ui(:._,(&,x) 0<¥< L :(‘ “)(503

Dans le modéle {Pe,eé @} le paramétre @ est alors identifiable.
En effet un calcul élémentaire montre due posant

)
= F(1,0,1) = E. (X (1-X )X
P = © L1 t+2

on a

t«=o<(1—u) {Kd(l—zx)(s +os(1—2d+2rd)j

et dcnc, si & # 1
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{ p
= - o¢(1-2d+ K d)
¢ ~0-«] /lfd(l—th)

On peut alors construire un estimateur convergent de (& a l'aide

des estimateurs o , b‘“ Ay s o de «,Y ,d, et p ou

=1 -
\Jn n-1 (Vn Wn ).
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Résumé : Le travail présenté concerne 1'dtude de différents
modeles de séries chronologiques binaires susceptibles dfétre
utilisés dans le cadre de la description de la succession des
jours dans une station climatologique selon leur caractére
sec ou humide. On précise les caractéristiques de chaque
mod€¢le et on examine le probl3me statistique de 1'estimation

de Ses paramétres.
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