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INTRODUCTION

Vers es anndées soixantes les méthodes de sous gradient
sont apparues pour résoudre des problémes de minimisation d'une
fonction non continuement différentiable dans un domaine. On se
place en général dans le cas de minimisation d'une fonction
convexe. Ces méthodes appliquées aux problémes d'opitimisation
combinatoire de grandes dimensions, ont eu un grand succés. Dansg
ces applications on se raméne & la minimisation d'unc fonction

convexe., linéaire par morceaux dans un espace rR".

L'objet de ce travail est 1'étude d'un algorithme numérique
basée sur la méthode des sous-gradients poar résoudre les
problémes de minimisation d'une fonction f convexe sur un
ensemble convexe fermé de R". ”

L'application la plus simple sera la progrmmation lindaire.
En particulier on cherchera rapidement une solutian“"apporchée”
du probleéme:

min €A, xYy
sous les contraintes .
Ax < h
x 2z 0

Il s'agit d'un probléme de minimisation d'une fonction
linédaire dans un polyeédre

Au premier chapitre, on étudiera quelques méthodes dites
exactes pour la solution d'un programme linéaire en ddhnant leurs
avantages et inconvénients ainsi que leurs limites dans la
pratique On y trouvera aussi les motivations de cette recherche.

Au deuxiéme chapitre, on étudiera les méthodes non linéaires
pour la solution d'un programme linéaire. En particulier on
examinera les méthodes de relaxation .et de sous-gradient en
liaison avec la programmation lindaire lorsque les contraintes
sont prises en compte dans la fonction objective, donc on a 3}
résoudre un probléme de minimisation sans contraintes.



Au troisiéme chapitre,on présentera une nouvelle méthode
basée sur la méthode de sous-gradient pour résoudre des problémes
d'optimisation avec contraintes. On étudiera 1'application de 1la
méthode et les questions liédes aux problémes de. sa convergence
dans différents cas, selon que la fonction & minimiser ou la
fonction qui définit le domaine est ou n'est pas continuement
différentiable. On exposera aussi les avantages de la méthode par
rapport aux méthodes déja connues.

Au quatriéme chapitre, on donnera quelques résultats
numériques conclusion de 1l'expérimentation de la méthode sur des
programmes linéaires. Ces applications numériques. sont destinées
& illustrer le comportement de 1l'algorithme. On ‘donnera. enfin,
différentes applications de 1la méthode dans le cadre de la
programmation linéaire.



CHAPITRE I
METHODES EXACTES POUR LA RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE

I.0 - PRELIMINAIRES - NOTATIONS

Dans ce chapitre on rappellera quelques méthodes dites
exactes pour résoudre un programme lindaire. Bn méme temps on
donnera les premiéres justifications sur les raisons qui nous ont

conduit dans cette voie de recherche

On donne quelques rappels. Soit un programme Linéaire 50U

la forme canonique

(P) Min <f,x> oh € = {x/Ax = a, x > 0}
Xe C

Supposons qu'on dispose d'une base 1, alors, on pose d'une

fagon conventionnelle [PLA 80] :

p(1) = (al)-1a

t(1) = (al)1a (second membre)
a(I) = fI(AI)4 (pricing vector)
A1) = ¢ - et a2 r - w()A = £ - tie(D)
(1) = fI(AI)—1a = a{I)a = flt(I)

I.1 - METHODE SIMPLICIALE
1.1.0 -~ Introduction

La méthode 1la plus connue pour résoudre uﬁf programme
lindaire est la méthode dite simpliciale Cette méthode est une
méthode classique, et, on n'étudiera pas les problémes 1liéds & sa
conception et & sa convergence Ici, apres un bref rappel
historique de son évolution, on va s'orienter vers la question
lide & notre travail. Quelle est l'efficacité pratique de cette
méthode ?

La méthode simpliciale due & G.B. Dantzig, aux environs de
1947, est 1la plus céleébre et une des plus utilisée en Recherche
Opérationnelle et également en Mathématiques Appliquées.



G.B. Dantzig [1963] dit qu'il était influencé par les
travaux de Kantorovitch dans 1lesquels on peut trouver une
premiére description de la méthode simpliciale. C'est -Van de
Panne [1979] qui a montré que la méthode de Kantorovitch est

équivalente & la méthode simpliciale avec une réegle de pivotage

particuliére

Autres que ses nombreuses applications en optimisation, 1la
méthode simpliciale est aussi une méthode combinatoire.
Différents chercheurs comme Tucker, Rockafellar, Minty, Bland ont
travaillé sur cet aspect de la méthode Un fruit, fort joli de
cette extension est la théorie des matroides orientds.

I.1.1 - Complexité - Finitude et Efficacité pratique de la

méthode simpliciale
I.1.1.a - Complexité

Pour la question de complexité, au sens de Edmonds [1965],
on peut affirmer que la méthode simpliciale n'est pas un
algorithme polynomial. A 1l'annexe I.1, on donne quelques exemples
de programmes linéaires bien particuliers qui conduisent & un
nombre exponentiel d'itérations en fonction de 1la taille du
probleéme.

I.1.1.b - Pinitude

La question de 1la finitude est 1lide éllpelle de 1la
dégénérescence. Dans le cas ou elle se présente pour la régler,
il est naturel de penser & perturber légérement les donndes. D'ol
historiquement, ce fut la premidre méthode qui fut préconisée En
pratique, on utilise les méthodes 1exicographiqueszqui sont plus
faciles & exposer et & appliquer et qui conduisent aux mémes
résultats. On peut aussi utiliser des méthodes aldatoires.

Enfin. c'est Bland [1977] qui a donné une autre régle de
simplexe pour éviter le cyclage. A l'annexe I.2 on donne une
autre démonstration de 1la finitude de 1la méthode simpliciale

d'apreés cette reégle.
En pratique, le cyclage est un phénoméne rare, on peut donc



poser qu'il ne se présente pas, et qu'il ne joue aucun role sar
la finitude de la méthodeu

I.1.1.¢c - Lfficacité de la méthode

Contrairement A& ce que les derniers paragraphes laissent
entendre, la méthode simpliciale se comporte la plupart du teumps
comme un algorithme polynomial. Par exemple, pour des probleémes
tels que le nouwbre de lignes soit inférieur & 50 et le nombre de
lignes et colonnes soit inférieur & 200, on peut dire [Dantzig
196% | qu'il faut 3m/ 2 itérations et assez rarenment m
itérations pour 1les résoudre. Le nombre d‘itératipna augmente
d'une fagon plus lente en fonction du nombre de colonnes.

Avant d'examiner l'efficacité de la méthode sur ordinateur,
on peut faire les remarques suivantes :

7

Les calculs sont pratiquement les mémes que ceux eftectués
pour résoudre un systéme linéaire par la méthode de Gauss-Jordan.
On sera confronté sur le plan numérique & des difficultdés toul &

fait analogues avec deux circonstances aggravantes :

- Le nombre de pivotages nécessaires est presque toujours
supérieur & la "hauteur" m de A.

N
)

- Le gigne des coefficients joue ici un rdle tout & fait
crucial, or ce signe est incertain gquand ces coefficients sont
voisins de O.

" Ainsi, la méthode simpliciale, par la fé@on dont elle est
utilisée sur ordinateurs, ne résoud pas tous les prdﬁlémes avece
le succés qu'elle mérite. De fait, les programmes qui ' appliquent
cette méthode produisent des résultats absurdes pour des données
raisonnables, du fait des erreurs d'arrondi ("round -off-error"
qui s'accumulent pendant les itérations Des codes tres
sophistiqués ont été développés pour détecter les erreurs
d'arrondi et essayer de réduire les effuts sur les résultats mais
leur efficacité n'est presque Jamais prouvée, et d'autre part,
chaque code a ses propres performances La littérature concernant
1'étude de «cet effet, pourtant +trés important, est treés



restreinte. On cite comme exemples Bartel [1968] Muller-Merbach

[1970]

On peut songer & étendre le domaine d'application d'un code

by

en "fractionnant" 1l'ensemble des donndes du programme linéaire &

résoudre : c'est une premiére motivation de notre recherche.

D'autre part, 1l'application de 1la méthode simpliciale
détruit toutes les particularités des matrices de contraintes des
programmes linéaires. Or il -est bien normal d'essayer de tirer
parti de ces "structures", et, en méme temps, de 1les garder
pendant le déroulement de la méthode. ‘

C'est pour cette raison qu'on a développé plusieurs méthodes
nouvelles dites méthodes de décomposition.

I.1.2 - Exemple d'application [Sakarovitch 1953]

So0it le programme linéaire

min <Ay, Xy> 4 8o, X,>
PL A1 x1 + A2 x2 < h
x1 > 0 x2 > 0
avec
(ay,85) = (-3, -2, 2, -1, 0, 1)
(1 2 -1 0 0 0
(A,A0) = O 0 0 1 1 -
1T -1 1 -1 1 2
2 1 -1 1 -1
: 3 3
h o= 4 Xp o€ Ry, X, e Ry
11
5

Ce programme sera 1l'exemple de base pour toutes les méthodes
qu'on étudiera dans 1la suite. On donne pour mémoire la
progression de la fonction économique et les points
correspondants suivant la méthode simpliciale.



Initialisation
xo = (0, 0, 0, 0, 0, 0)
vialeur de la fonction économigue O

Itération 1
x4 = (2.5, 0, 0, 0, 0, 0)
valeur de la fonction économique - 7.5

Itération 2
xp = (4, 0, 0, 0, 4, 0)
valeur de la fonction économique -12

ITtération 3

x5 = (5, o, 1, 0, 4, 0) <« point optlimal

valeur de la fonction économigue -13 « valeur
optimale.

I.2 - METHODE DB DECOMPOSTTTON bESAKAROVICCH-ABADIE [1963]

1.2.0 -~ Introduction

Dang cete partie on va examiner une méthode de décomposition
proposée par Sakarovitch et Abadie pour résoudre des- programmes
linédaires de type : '

Min <8y, X2+ <8, X,>

1

P‘ X}
(L) Q %, = q
A1x1 + A2X2 = h

i

> 0

x, » 0 x2

1

I,'idée de base de cet algorithme est de partitionner le vecteur
h  ("scarce resource vector") en a+b = h et de résoudre les
sous-programmes



min<al,x1> min4a2,x27
Ay Xy = ay Y X = a
x1 > 0 ' x2 > 0

I.2.1 - Préliminaires mathématiques

I1 est clair que (PL) peut s'écrire comme

min Laqg,Xq7 + <a2)x2>
(PL1) A1 X1 = a4+l

A2 X2

x1 >0 x2> 0

1}

o
~
[®)
e
2
&
]

=

Soient I, J deux bases pour les programmes (Py) et (Py)
et xy et X, les solutions de bases correspondantes.
On pose, vu les notations de I.0

pl(1) - (A1I)"1 A? 9 (g) = (A%)"Kg

x(1) = aj(al)”! w(3) = ad(ad) !

al(r) - Q} - a$ L (1) a9(g) = ag - ag 79 ()
= () = (ah)a = t0) = (ad) e

Le probléme (PL1) peut s}écrirg comme
min dI(I) x? + d%(J) xg + (n(1)-n(J))c

(PL2) xf + TT(I) x? t(1) +*(Af)'1c (a,)

J J J Jy -1
x5 + 1°(J) X, = t(J) - (A2) z (a2)
x1 > 0 X2> 0

- —

En posant (x},xg) O on arrive au probléme auxiliaire

min(x(I) - =(J))c

(PL2)! t(1I) + (Af)’1; >0 (a{)

80) - (D E s 0 (al)



kn notant pour U% et Ug les variables duales qui

correspondent & (a;) et (a,) ou a (a'y) et (a',), on peut
écrire les conditions nécessaires et suffisantes  pour qu'une
solution de (PL2) ou (PL2)' so0it optimale. Ainsi

1 : 1 -
U1 2 0 b1 U1 > 0 ; b1
J J . '
oy I .1
(L) + 0° 4" (1) » 0 b
t(4) + vy a/(3) > 0 b, |
I, I,-t J, I,-1 I, I,-% Jd, 1,1 .
w(I)-n(J) -0y (Ay) "4V, (A)) >0 b w(I)-u(d) -0y (A) +UL(A5) >0 bl
condition de cowmplémentarité bﬁ condition de cowmplémentarité bé
Dans la suite U$ et Ug désigneront une solution de b1. b,g,

be. En posant :

©? 1 3 - 5 .7 |

t(1) = $(1) + Uy d°(J) et E(J) = t(J) + U, d°(J) on demandera
&4 la derniére itération pour que la solution soit optimale

t(I) >0 et t(J) > 0.
On donne l'algorithme dans la suite.

1.2.2 - Ltalgorithme
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Soit a+b = h une partition
telle que P1 et P2

aient une solution

ﬂ’

Résoudre P

1 et P2‘

ows

nt-ils une non

olution?

ows

Qe (PL2)'=0

Y
Calculer U

v

I
1 U

S

. LY ~
a+atd Calculer t(I),t(J)
a+b-3

N

%? & Min{t(I)}
3 vef

£ & Min{t(J)}

out
V
%t v tel qge ﬁt r tel g
T (I) = 0 et X =0 P (J) = 0 et xt -
Changer la base Changer la bas
de P de P
1 2
[ i




1"

On ne donnera pas les détails de 1la justification de la
convergence de la méthode qu'on peut trouver dans 1'article
original ”

Ixemple : On peut appliquer 1'algorithme & l'exemple de base. ¥n
prenant comme décomposition initiale a =b ot b =03 on peut
obtenir au bout de 4 itérations complétes (c'est & dire qu'on
passe toutes les étapes) la méme solution qui est donnée par la
méthode simpliciale. On note que le nombre d'itdérations
nécessaires est plus grand que celui que ndcessite la méthode
simpliciale.

1.2.3 - Conclusion

On peut utiliser d'autres méthodes de décomposition comme la
méthode de décomposition de Dantzig et Wolfe ou la méthode de
décomposition de Benders. On a exposé la méthode de Sakarovitch-
Abadie car la structure de données est gsemblable 4 la structure

des données qu'on va traiter.

Ces méthodes ont 1l'avantage par vrapport & la méthode
simpliciale de s'efforcer d'exploiter les particularités des
matrices de contraintes des programmes linéaires. Ceci conduit &

"réduire" les tailles des programmes & résoudre.

Elles ont aussi 1l'avantage de garder les "structures"
données pendant les itérations done, il est facile de donner une
interprétation économique nette en termes, par exemple, de prix,
de décentralisation. etc .. \

Mais en observant la méthode exposée ci-dessus, comme les
autres méthodes on peut dire gue la ddcomposition du vecteur
h se fait d'une fagon assez compliquée et elle nécessite
beaucoup de calculs et beaucoup de place mémoire. En pratique les
méthodes de décomposition demandent en général un nombre
d'itérations supérieur a celui .de la méthode simpliciale.

Pour éviter toutes ses difficultés, qui sont coliteuses en
temps et en place sur un ordinateur on peut songer & rechercher
une méthode qui ne donne pas la solution exacte, mais une
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solution approchée d'une fagon rapide et peu couteuse en évitant
notamment les problémes d'inversion de matrices liés aux méthodes
exactes. D'autant plus que dans de nombreux cas, les tailles de
programmes linéaires sont +trés grandes, et les données sont
incertaines ce qui implique que connaitre la solution exacte n'a

pas une grande valeur.
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ANNEXE. I.1

Exemples ou la méthode gimpliciale ge comporte. comme
un algorithme exponentiel

On peut trouver quelques exemples ou l'application de 1la
méthode Simpliciale demande un nombre exponentiel d'itérations.
On peut trouver des exemples dang Klee-Minty [1972], Charnes
[1980], Eduonds [1979], Avis-Chvatal [1978] et ~Golfard-Sit
[1978] On donne deux exemples dans la suite :

Edmonds [Cunnigham 1979] a trouvé une classe de‘problémes du

plus court chemin Pn pour laquelle 1g méthode ‘simpliciale

demande un nombre exponentiel d'itérations.
Soit Pn le plus court chemin dans 1le graphe Gn (Vn Un).

(n-1)’ - -2

n-1

qn -2

Figure 1.1
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[v)=2n o= 2(2n-1) Un = {25158y 5045py 50y, a, )

On pose c(b;) c(qi) = 0 clay) = c(p;) = o1,

Il suffit de 1le considérer, comme chaque probleme de flot, comme

un programme linéaire: min <c,x> € = {x/Ax = b, x » 0}
XxeC .

L'autre est dd & Jens Clausen et sa forme est la suivante :

n , ‘

P ;s max<,x>o0u C = {x/ 1 as: X, < 51'2, i=1(1)n, XeRf}
Xe C Jj=1 J J :
avec
i-j . s
, <

C. = (4/5)‘]"1 a,. =1, a,. =1, a ={'2 (5/4) pomr 2=
d O | A |

0 sinon



ANNEXE 1.2
Sur la régle de pivotage de BLAND

Bland [1977] a proposé deux régles de type simplexe pour
montrer qu'on évite ainsi toujours la dégénérescence. Ces régles
ne présentent pas un grand intérét pratique car par exemple des
problémes de dimensions 50 x 50 demandent en moyenne 400
itérations au lieu des 100 nécessaires avec les régles normales
de simplexe. D'autre part, en les appliquant par:fexemple aux
exemples de Klee-Minty de dimension n X n on aura . besoin d'un
nombre d'itérations borné supérieurement par le niéme nombre de
Fibonacei. :

On donnera une autre démonstration de type "continue" sur la
finitude de la méthode d'aprés ces régles.
D'abord les régles :
(I) Parmi tous les candidats & entrer & la base,
gélectionner la variable avec le plus petit indice possible.

(IT) Parmi tous les candidats & sortir de la base,
sélectionner la variable avec le plus petit indice

Avant d'annoncer le théoréme on donne quelques rappels
classiques '

>

Définition 1 : On appelle base homogéne tout cauple\;(l,k) ol
I est une base et k wun indice de 1. :

Définition 2 : On appelle solution homogéne foundamentale attachde

& la base homogéne (I k) tout y R" tel que

1°) Ay = 0O

2°) le support de y appartient & T+k
o 0 :1‘

5)yk

Dans le cas ol A est de pleine dimension, c'est & dire

rang(A) = n alors yX( 1) = -(aT) 1A - o¥(1), v =1 y5, = o
On peut maintenant annoncer et démontrer le théordme. L'aide M.
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3

Pla &4 la démonstration du théordme était importante.

Théor&me : Soit le programme linédaire

max X,
(P) Ax = Db ol A est une matrice de dimension
X »0 (m+1) x (n+1)

Alors sous les fégles (I) et (II), on ne peut pas avoir de
cyclage.

Preuve : On va raisonner par 1l'absurde et soit I un cycle. On
désigne par T c N, 1l'ensemble d'indices qui soﬂt entrés et qui
sont sortis de la base pendant le cycle. Soit q = max {JjeT}.
D'aprés la définition de T, q est entré pendant Ye cycle a la
base et il est sorti. Soit I 1la base au moment ol on a choisi
q comme variable entrante. Vue 1la r&gle (I) on aura
certainement:

aH1) <0 et a'(1) 50 ¥ jeq (a)

La variable q était aussi sortie , et soit J la base au
moment ol il fallait sortir et ) la variable qui fallait
entrer.

On va montrer qu'on arrive & une contradiction d'apreés les
régles choisies. Plus précisément on va montrer que dP(Jg) > o
donc p ne peut pas &tre candidat. En effet

aP(s) = ryP(g)
= da(1) yP(a)

aF(1)y3(a)wa? (Dy2()+a? (1) 53, (0)

a¥ (1) - (1) (3)-a? T-9(1) 15 1og(9)

La deuxiéme égalité est satisfaite car AyF(J) = o par
définition et la quatridme car y?_P = 0 par définition, q ¢ J,
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dI(1) = 0

Alors, il suffit que la derniére quantité soit non-négative.

or a%(1) » o, d'aprés («)
a%(1) <0, d'aprés (a)

Tg(J)> 0, car il y a cyclage donc on aura t;(I) = O pour
chaque base qui apparait pendant le cyclage et pour chaque
variable de I /1 T. BEn combinant ce résultat avec la reéegle IT on
aura
(p) Tg(J) >0 et Tg(J) <0 V¥j ¢d nT-Q

AJ-T-q, P
d (I) >0 et lJ_(I+p)(J) <0
car si ked - (I+p) alors Jj<T avec |« q. Par suite

dJ'I‘q(I) > 0, d'aprds (a)
p ' -
TJ_(I+p)(J) < 0, d apréo (B)

Dtou la contradiction.

c.q.f.d.
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CHAPITRE II

METHODES NON LINEAIRES POUR LA RESOLUTION
D'UN PROGRAMME LINEAIRE

11,0 - INTRODUCTION

Il existe différentes approches pour 1la solution d'un
programme linéaire avec des méthodus qui ne sont pas de type
simplex. On va donner quelques exemples de telles approches.

Von Neumann [1955] a exploré une méthode qui utilise 1le
résultat suivant: Un programme lindaire peut se transformer en
temps polynomial en un probléme de jeu symétrique b somme nulle.
Finalement on arrive & un probléme de jeu pour lequel différentes
méthodes sont proposées.

Une autre approche est Dbasde sur 1'idde suivante
1'algorithme de simplex est un algorithme ol le chemincment se
fait de sommet en sommet. On peut imaginer, alors, un autre
algorithme ou le cheminement se fait & 1l'intérieur du domaine. Un
tel algorithme a été proposé par Bureau-Costovici[1967]. Cet
algorithme est déduit de 1 algorithme du gradient projeté. Ce
genre de wéthodes réapparait comme applications des méthodes que
nous allons déVelopper.

Enfin, on donne comme dernier exemple les méthodes de
relaxation et de sous-gradient A partir des critiQhes sur les
méthodes de type simplex examindes au premier chapitre on verra
qu'elles sont les plus intéressantes dans certaines conditions
pour la solution d'un programme lindaire. Le reste de ce chapitre
va étre consacré 4 ces méthodes

IT.1 - METHODES DE RELAXATION

On rappelle que tous 1les théordmes et définitions
nécesgaires sur la notion de sous-gradient se trouvent en Annexe
I1.1.
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Soit alors le probléme
"Trouver une solution réalisable du systéme d'inégalités

(1) <a',xy+ vl 50, ienw, bleR et aler

Les travaux de base pour résoudre ce probldme sont diis &
Agmon [1954] et Motzkin et Schoenberg [1954].

L'algorithme itératif qu'ils proposent, repose sur 1'idée

suivante
(Initialisation) On part d'un point x° arbitraire
(Itération) A partir de x! on construit xit*! en

projetant x! sur le plus éloigné des hyperplans définis par les

contraintes

Les figures qui vont suivre donneront une idée de la vitesse
de convergence de cet algorithme.

Figure II.1
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;L Figure 11,2
1

La premiére figure montre un cas ou on peut trouver une

solution réalisable en un nombre tini d'itdrations. Liantre

montre le contraire. En reégle générale la convergence esl d'autant
plus lente que 1'angle entre deux hyperplang qui définissent les
contraintes est plus aigu.

On peut alors chercher des méthodes pour accélérer 1la

vitesse de la convergence

Une idée sera la suivant. Le point
Xi+1 i

est choisi sur la droite qui joint x!

4 sa projection sur
1'hyperplan choisi, entre le point x?!

et son symétrique.

Les figures suivantes montrent 1l'amélioration qu'on peat

obtenir sur la vitesse de la convergence en appliquant cette

méthode.
Xq
\
:"
X, / §
o
no \
) 1 \
/I \ 2 AP
T Xgok
/
\y
\4
>
X2

figure 11.3
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Figure II.4

Parmi d'autres, on cite deux applications de la méthode. ILa
premiére due & Maurras [1978] qui a suggéré de résoudre un
programme linéaire par 1'optimisation d'une fonction convexe non
différentiable, afin de se ramener & un probléme de type I.

La deuxiéme est due & Mangasarian [1981]. Il suggdre de
perturber le programme lindaire en un programme quadratique en
lui ajoutant le terme e x° pour ¢ petit et le résoudre par
la méthode de relaxation.

Dans la suite, on étudiera la méthode de sous-gradient dont
la liaison avec la méthode de relaxation est tres étroite.

II.2 - METHODE DE SOUS-GRADIENT

I1.2.0 - Formulation - Interprétation de la méthode

Soit f(x) une fonction convexe, qui n'est pas
nécessairement différentiable, définie sur RD On cherche un
¥eR" tel que

min f(x) = f£(X)
X

Pour trouver ce point, Polyak [1967], Shor [1964], dans
leurs travaux originaux ont proposés la procédure suivante

(Initialisation) Soit un point x° quelconque

(Itération) Le point x! é&tant calculd



* Calculer ulg;ar(xl)

- i+ i u . )
* Poser x! L + X7 ~A, -—=-— 00 A, U

o5,
o+

une suite de scalaires positifs et qui vérifient certaines

conditions que nous préciserons ultérieurement.

Une interprétation géométrique [Held 1974] est la suivante :
Supposons qu'a l'itération i, on a obtenu 1le point x' et soit

x le point ol le minimum est atteint D'aprés la définition de

sous-gradient (voir annexe II.1) on aura :

F(x)-f(x') ><u’, x-x'> ¥x et ule ar(xt)

En particulier £(X) - £(x') » (ul. f—xly
or (%) < £(x') car X% point minimum.
Done qut, X-x's <o

Alors, on peut dire que X se trouve certainement dang le
s § Lo s i i .
demi -espace défini par {x /¢u ,x-x"» <0 }. Sans perte de

généralité on peut supposer que X se trouve A L'intérieur de

cet espace. I1 est clair que le vecteur -ut d'origine x1
pointe vers l'intérieur de cet espace. Donc, on peut chojsir un
A 0 de telle sorte que le point PGPS As —?93 ~~~~~~ soit
plus proche de X que le point x! i

Discutons maintenant les différences qui existeﬁt entre la
méthode de gous-gradient et les méthodes classiques dé descente.
On rappelle que la méthode de descente sont des méthodes ou, i
chaque itération, on a wune amélioration de 1la fonction
dconomique. La méthode de sous -gradient, par contre, peut ne pas
assurer cette amélioration.é chaque pas. Prenons par exemple le
cas o af(x') = {grad f(xl)}. Supposons alorg que la variation
de la fonction f(xi-@ui) ou ul = —EEQQM££§T~~ se donne pour
la figure II.4 et © » 0. lgrad £(x
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~

"ein

Sl
v
<

Figure II.5

Certaines fois on choisit Ay plus grand que 6 min donc on
n'aura pas d'amélioration de la fonction f(x) au bout de cette
itération.

De méme , on peut avoir des cas ol suivant la direction

choisie pour chaque © > 0 on a f(xi-eui) > £(x!) crest a dire
la direction choisie n'est pas une direction de descente.

Le seul point commun avec la méthode de descente est 1le
suivant comme dans la méthode de descente, la direction ~u1
pointe vers 1l'espace qui contient toutes les solutions optimales.

La méthode décrite ci-dessus est connue sous le nom "méthode
de sous-gradient" aux U.S.A. et "Méthode de gradient généraligé"

en Union Soviétique

IT.2.1 - Btude de la convergence

Le théoreme classique qui étudie 1la convergence de cette
méthode est dd & Polyak [1967]. Ce théoreme donne des conditions
trés générales sur le choix du pas A,.

Théoréme : Soit f une fonction continue et convexe. Sous

-2

ll'hypothése I Ay = +4= et A; * 0, la suite construite par 1la
i=o :
i +1 . i n,
relation xt « xl-ki "”Ei"“_ contient wune sous-suite ¥x
telle que a1l
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I,
Lim £(x ) = ¥ = Inf £(x)
K+ X

Preuve : Soit « un nombre réel, tel que a> T et
ERAAAAA » 2

s“ = {x/f(x) s a} et XOCLSG. I1 existe alors p > 0 tel que

ﬂx-xou < p entraine xe_Sa. Il suffit alors de montrer qu'il
existe un indice j tel que xJe Sa. Supposons qu'il n'en soit

i
lluill

fonctionnelle support de 1l'ensemble {x/f(x) < f(xl)}f donc

.
~

pas ainsi. Alors Sagg{x/f(x) < f(xJ)}. Mais = 0" est une

~1 j. ~] . .
Lu ,Xx"» < u ,y> pour chaque ye,Sa et en particulier on aura

. . i
~i i ~i .0 u
Lu ,X" Yy <Lu,x o i
u

Ainsi :
. . i o
ux1+1_x0u2 3'tX1-X1 'gfu ) Xuﬂi
'l
- lhg.xon2 + k2 ~23<xjuxo, N 13 >
\ flu Ni
:“x1~xoﬁ? + )\"le - 2 ;‘ (Xl,ul)i o2 (\0,1117
Hu'li jull
1o, o047 2 Ki i
e 1=t =P v A% - —= ututs
o 1
ol
5
= O e ad -2y (a)

D'aprés les propriétés de la suite (A;] 11 existe N tel

que pour tout n » N, on ait
AN > P (g)

De la relation (a) on déduit alors que :

. Ntr

4 3 3
0 < ﬂxN+r’1~x°n“ < UxN~x0u“ -2 a (a-2p)
i=N



D
fos

Soit encore, en tenant compte & (p)
N+r+1 __op2 N __op2 e
0 < |x O < [P - p 2y

i=N

mais comnme 2xi = 4o, On aboutip 4 une contradiction. Il existe,
alors, un indice j tel que x9 8, Si on fait tendre a« » T
et en tenant compte de la propriété ci-dessus on en déduit alors
qu'il existe N; N tel que ¥ = lim £(x™)

m-e

m N1
c.q.f.d.

Une interprétation de conditions posées par le théoreme de
Polyak est la suivante

* Supposons que la série P xi soit convergente. Alors la

1

méthode construit une suite ° x qui converge vers un point. En

effet
il - "m£1 (xiHeH! i)
k=0
m-1 ., .
_ kfo “x1+k+1_x1+k“
m-1
= kfo itk
< & A =D
k=i K

De plus, on observe que (x!) converge vers un point x &
distance au plus p du point initial. Si X se trouve au dehors
de cette boule alors x ne peut pas &tre un point optimal.

* La condition Ay 0 est nécessaire pour pouvoir rapprocher de
1'optimum aussi prés qu'on veut.
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I1.2.2 - Etude de la forme de la méthode en pratique

Vu les paragraphes précédents, on peut faire la remarque
suivante
* Bien que les conditions posées par Polyak soient générales, en
pratique elles ne présentent aucun intéreét puisqu'elles
conduisent & une convergence trés lente. Par exempie, supposons

O

que X est trés loin de X et qu'on prend comme X Ay la

.

U |
série ' § —

Le choix de la série {Ai, i=1,...,+o} est donc crucial
pour la réussite ou 1l'échec total de la méthode. Et méme, on a
Ltintérét de choisir Ay de telle sorte que les Ay soient
assez grands au départ et petits & la fin de 1'itération.

Ainsi pour accélérer la convergence, on peut choisgsir .
Y ’ i

. - f-f
S

i
-Lz(”—z avec o, € |2-¢ 2], £ 0 fixé.
i 2 i
On peut montrer [Polyak 1967] que la convergence sera dans

ce cas géométrique

Il est clair que ce résultat a un intérét essentiellement
théorique, puisque on ne connait pas ¥F. TLe seul cas ou on le
connalt est le suivant : Si on minimise la différence entre une

fonction objective primale (& minimiser) et sa fonction objective
duale sous 1l'ensemble de contraintes, primales et 'duales, la
valeur I est égale & 0. Cette idée explorée par Oettli [1972]
et Eremin [1968] représente un grand désavantage. Elie résoud le
probléme dans un espace d'une dimension trés grande (dimension du
primal plus la dimension du dual). '

On s'oriente. alors vers deux directions : dans la premiére
on remplace f par une estimation par défaut £ < %. on peut
montrer [Polyak 1967] que : ou bien la suite f(x}) converge
vers f*; ou bien elle converge vers un point x* tel que
£ < f(x7) < %

L'autre direction [lleld 1974] sera de remplacer T par une
estimation par exceés f* >F. On peut montrer que la convergence
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de :'algorithme n'est pas affectée.

. c s K "
En pratique, on choisit pour f la  valeur 1(x)
correspondant a4 la meilleure solution obtenue dans les itérations
précédentes. Et pour les a; on dispose des deux grandes

stratégies suivantes-

La premidre due & Held [1974] est :

o5 = 2 pendant 2n itérations (n = dimension du vecteur x), puis
diviger par 2 la valeur de oy et le nombre d'itérations jusqu'a
atteindre une limite inférieure q, <fixée i 1‘avance, du nombre
d'itérations- enfin diviser par 2 la valeur de p - toutes les
q itérations (généralement q = 5) jusqu'a ce que les Ay
soient suffisamment petits c'est & dire inférieurs & un e Fixé.

L'autre due & Minoux [1979] détermine 1.. coetficiunts P

de fagon dynamique. Ainsi, au départ p; = 2;

si f(xi) Y Min {f(xi'v)} alors

Ps,4 = Ps
v:1(1)k i+1 i

- sinon p, . = a p; (e 2 1)

I1 faut préciser que si la fonction est wmal conditionnde,
alors une grande partie des difficultés rencontrées &
l'application de 1la méthode provient aussi de 1la "mauvaise®
qualité de la deBChhHi—u?' sonvent cette direction forme avec la
direction souhaitée X-x" un angle voisin de 90°. Considérons
1'exemple suivant: [Lemaréchal 1980] Soit ¢ 0 Qn nombre
positif petit, la fonction & minimiser est : |

fix,,x = max X, +X X, +X
(xy,%,) lex +xy, ex +x,]

En tout point la direction souhaitée sera (-1,0). Or, les
seuls sous-gradients de f qu'on puisse génédrer sont les
gradients de deux fonctions lindaires €X Ainsi

+X et ex, =X
pour chagque ue¢oaf(x) on aura ZLu, (-1,0) »

1 72

i

€.

Cette idée améne & définir le conditionnement d'une fonction
non différentiable [Shor 1970] et Goffin [1978] comme
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p(x) =  min éos(-u X-X)
uedf(x)

et

p = inf p(x)
X #X

Le théoréme suivant donne les conditions sous lesquelles on

aura une convergence de rayon géométrique.

Théoréme : Soit {x;} la suite définie par: [Goffin 1977]

ol ule.af(xl), A\o> O et pe Jo,1[,

et soient

1 u-/[HZ-(1-p2l]}
2

C = max{-,
p 1-p
2 2
D = }{"’/[N ‘(1‘P )]
2
1-p
/(1-0®) si w22
. z(p) = ;
1 . V2
2u 8L w3
a(xb) = %Yy
Alors

(A) p > z(p) et a(x%)e [%oC, AOD] implique que pour
chaque i, d(x') «< d(xo) pl.

(B). p > z(p) et da(x°) ¢ A,C implique que pour chaque i,
d(xt) < A, C pt.

(c) p < z(p) ou d(x°) » A D peut conduire &  une
convergence de x! & un point optimal
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Pour éliminer les risques de converger vers un point qui
n'est pas optimal, il faut prendre p proche de 1 et Ao
assez grand

En conclusion, on peut dire qu'on ne connalt pas de régles
exactes pour 1le choix de Ki’ (ou Gi) mais deg stratégies

expérimentales qui sont souvent trés convaincantes.

I1.2.%3 - Etude du cas ob f est lindaire par morceaux

- Domaine d'application de la méthode de sous-gradient
pp ;

.

Soit le probléme suivant
i

(p) max  £(x) ou f(x) = min (' +<ca’.x5}
XeR iel

i

La fonction f est dans ce cas une fonection concave.

Chague programme linéaire peut se mettre sous cette forme.
Examinons a la suite la liaison de la méthode de sous-gradient
avec la méthode de relaxation. Soit f = max f(x). Alors
résoudre le probléme : "Existe-t-il x tel que f(x) = T est
équivalent & résoudre le probléme : .

"Existe-t-il x tel que Za',x»+ (b -F) » 0 Vie I (a)".

BEn effet soit une solution réalisable de (a), X. Alors
! i .
Za ,x%+ (b"-F) >0 vicI
car X solution réalisable.

Done
Min {¢a’,%> + (b*-F)} > o.
gt
D'autre part

f = max min {<al)x) + b} > min [t x> + bl}.
X i€1 i€t
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D'ol le résultat

Donc il existe dans ce cas une liaison tres étroite avec les
méthodes de relaxati?nt)EssayonS maintenant de retrouver la
f-f(x

formule t; = o, “-“3 5" proposée par Held [1974] en considérant

la méthode de sous- é adient comme méthode de relaxation.
En effet au lieu de considérer 1'hyperplan le plus éloigné,
on choisit 1'hyperplan en choisissant 1la contrainte la plus

violéde Alors on aura -

(%) + ¢ak,xly) - maﬁ{-[(bj-f)-+<xﬁ»aj>]}
J€ '
= - min {bj + <xi,aj>}
jel
= F - £(x")

La relation de récurrence devient

AL fnféﬁgl oK

ol o, est le coefficient de relaxation.

Revenons & la méthode de sous-gradient. Soit
I(x) = {ieI, £(x) =<ga ,x>+ bi}.
direction de descente, il faut résoudre le systéme de I(x)

Si on veut chercher une

contraintes violées mais ce probléme peut étre résolu en
appliguant le lemme de Farkas, donc finalement on arrive &
utiliser 1'inversion de matrices. C'est pour cette raison que
1'on choisit un sous-gradient parmi ceux qui appartiennent a

af (x) = hlef{ = Ay al Ay o= 1} Cette direction

peut ne pas étre uné a£¥gct10n de &egcente

Des résultats expérimentaux trés convaincants ont été
obtenus avec cette méthode appliquée sur de nombreux problémes
discrets de grandes dimensions

On donne une série d'applications
- Probldmes de multiflots compatibles et de multiflots & cout
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minimum

- Arbre (ou arborescence) minimum avec contraintes sur les degrés
et applications aux problémes du voyageur de commerce

- Intersections de k matroides et problémes de k-parité dans
les matroides. '

- Résolution (en continu) de certains programmes Llinéaires de
grandes dimensions par décompositions en utilisant la relaxation
lagrangienne.

- Probléme de 3-affectation.

- Probleme do¢ 1'ordonnancement.

I1.2.4 - Variantes de la méthode de sous-gradient

.

La premitre idée [Camerini 1975)] consiste & changer la
direction par des méthodes de mému type que du gradient modifié,
cltest & dire au ljeu de considérer

. , ) ~i
i+1 i u . i+1 i 1
X € X" - X -737, on considére X © X = Ay T,
fhu Il
o i i i"‘l N, . N . £ s
avec U = u o+ bi u ou  py et bi sont & preéciser.
Une autre 1idée repose sur 1'idée suivante - On a vu
précédemment que la direction -ul est souvent de "mauvaise®

qualité On peut alors essayer de construire des accélérations.

On cite deux types d'accélérations :

* I,'idée de Shor [1970] consistant & utiliser le principc de la
métrique variable (Generalized Gradient with dilatatioq).
L'algorithme est le suivant :
(Initialisation) x%¢R™, B =1 i « 0

o}
(Itération) Soit u'e af(x’)
Pest : ul = 0. Si oui terminer; x} optimal

. ivt i

sinon - st « _SET) v__
it 1
(B u

- . C.

<1 1 « xb o hlBlsl

transtormer B!



32

poser i « i+1

Sur ce principe est basée la méthode de Kachian pour
résoudre un programme linéaire en temps polynomial.

* Utiliser le sous-gradient conjugué [Wolfe 1975].

Une autre idée consiste & utiliser la notion de
ge-sous-gradient. Dans ce cas la direction - (e-sous-gradient)
devient une direction de descente donc on aura une méthode de
descente classique.

Donnons quelques définitions

Définition 1 : Pour e S O une solution X est appelée une e
optimale solution si et seulement si ‘
f(z)zi f(x) - ¢ ¥ x.

Définition 2 On appelle e-sous-différential de la fonction

f en x 1'ensemble
3f_(x) = {uff(y) - £(x) >&y-x,u>+ ¢ ¥ y}

L'algorithme devient alors :
(0) Soit x° wun point initial et e, 7 0, « tel que
0 a ¢t .
k N

7z i _
(1) Etant donné x' et €o » 0. poser e, . =a . e o k

est le plus petit entier tel que

0 €0, f(x).
i+1

(2) 8i un tel Xk n'existe pas alors terminer, sinon trouvez d

tel que
min i4u,d) >0.
ued f(x)
- €i+1
(3) Poser x1+1 « X - e} d ou ¢ vérifie
e(xI) 2 e(xh) 4 ..

i+1°

I1.2,5 - Méthode de sous-gradient et problémes de
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mnimisation avec contraintes

Soit le probléme
min £{x)
x CR
ol f est une fonction convexe pas nécessairement
différentiable.

Pour rdésoudre ce probléme on peut appliquer 1'algorithme
proposé par Polyak [1967] sous la forme :

o

(Initialisation) : Soit x un point quelconque.

(1tération) : Le point x' &tant calculé

* Calculer u'€ af(x')

. . 1
* Poser %1*1 « xb - A ”Ei
, Y
~1+1 2 . . i+ ~i+1
(Test) : X € C si oui x « X .
. i+ . . ~3+1
Sinon x ! « Projection de x sur C.

Poser 1 <« i+1.

Etant donné que la projection est un opérateur contractant
de constante 1, le théoréme de Polyak sur la convergence reste
encore tout & fait valable. Mais comme on le suait, il est trés
difficile, au vue algorithmique, d'avoir la projection d un point
sur un ensemble méme si celui-ci a une forme apparemment facile &
explorer Or dans le cas de notre probléme, on est en présence de
différents types de contraintes (voir chapitre suivant).

En résumé, vu les critiques du premier chapitre sur les
méthodes de +type simplex et des difficultéds rencontrées au
deuxiéme chapitre par rapport & l'application de la méthode de
sous-gradient, on peut s'orienter & résoudre (PL) par une méthode
de type sous gradient donc pas de type simplex et qui n'utilise
pas la projection. Cette méthode fera 1'objet du chapitre
suivant.
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ANNEXE II.t

Définition 1 : Soit f une fonction de ¢ dans [-=, +e]

avec € convexe TLa fonction f est convexe si v
f(ax1+(1~a)x2) < au1+(1»a)u2 VXT}VXQSC'
f(xi) <y f(x2) < by 0 < a .

Définition 2 : IL'éprigraphe d'une fonction convexe f, désigné

par épi f est 1l'ensemble
{(X,p)/Xéﬁn, u‘ﬂ» u o2 f(X)}-

péfinition 3 Le domaine effectif d'une fonction convéxe f est

1'ensemble
dom f = {x[f(x)¢ +=} =
{x[3p tel que (x,p)e cpi f}

Définition 4 : Une fonction convexe f est dite propre si
dom f # ¢ et f(x) P=-« ¥V xe¢dom f.

Définition 5 : Soit f une fonction convexe définie sur RY.
. * Z .o N ]
La conjuguée de f est la fonction f définie sur RM et

donnée par

f*(x*) = sup ((x*,x -£(x)).
X

Définition 6 : Un vecteur x  est dit sous gradient -de f au

point x si
*
f(y) - £(x)  ><y-x, x> V¥ yeR".

Définition 7 : La conjuguée seconde de f notéd £ est tout
. . *
simplement la conjuguée de f donnée par

* % * *
f (x) = syp (<x} x - 7f (x )»).
X

TPhéordme 1 : O€ of (x°) si et seulement si x® est le point

ou f est minimisé.
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*
Théoreme 2 : x € af(x) si et seulement si f*(x*) + f(x) =
*
4 X , Xy.
. . . . . 2 . n * n *
Définition 8 : Une fonctionnelle linéaire ¢ e (RM)* ((rD)* -
R™) est une fonctionnelle support & 1'ensemble A RM au

point x de A si £C,x» < Lc,y> Vy € A.
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CHAPITRE III
METHODE DE SOUS-GRADLENT MODIFIE

II1-0 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on va développer une nouvelle méthode basde
sur la méthode de sous-gradient. On va essayer de surmonter les
difficultés rencontrées aux chapitres précédents. On étudiera en
méme temps les problémes lids A la convergence de cette méthode

On rappelle que le probléme & résoudre est sous la forme

min f£(x)
(P)

xeQ CRrP
Donnons d'abord quelques rappels. On peut les trouver dans le
livre classique de Rockaffellar [1970].

2 s Y . > E . 0] oy . bl
Définition IIT.1 - Soit un ensemble convexe C et x  appartenant i

C Un vecteur y est une direction admigsgible pour C & partir

de x° s'il existe un n » 0 tel que: x%+nyecC.
On note par G(C,xo) l'ensemble de directions admiséﬁbles et
par G(C;x°) la-fermeture de G(C;x°).

Définition [I1.2 ~ Un vecteur x* est appelé normal & un

ensemble convexe A au point x ol x A si
*
Ly-X,Xx 9 < 0 VyeA.

Définition [II.% - On appelle cOne normal & 1'ensemble convexe

A en un point x€ A l'ensemble de vecteurs normaux.

Soit &(./C) 1la fonction indicatrice de 1'ensemble €, c’est &

dire ;
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0 si x C

6(x/C)

"

+o ginon
f
I1 est facile de voir que 36(x/C) est le cdne normal &

l'ensemble C au point x.

\

Définition III.4 - ILe point x appartenant & C est appelé

point singulier si le cOne normal & 1'ensemble G(x-C) contient

plus d'un vecteur.

La figure III.1 montre un tel point.

Figure III.1 ~

On rappelle aussi le théoréme suivant

Théoréme III.1 - Soit f une fonction convexe propre, non

différentiable. Soit X un point ou la fonction n'est pas
différentiable et supposons que le point x n'est pas le point
ol la fonction f atteint son minimum Alors, le cOdne normal &
1'ensemble C = {x/f(z) £ f(x)} au point x est la fermeture du
cbne convexe généré par of (x).
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Vu le théoreme I[IT.1 et lu définition 111.4 on peut parler
pour des points singuliers du domaine et points singuliers de la
fonction f Par abus de langage, on ne distingue pas les cuan et

on les appellera points singuliers.
Enfin, on rappelle le théoréme suivant

Phéoreme II1.2 [Rockafellar 1970, page 246] - Soit  f(x) une

fonction propre convexe définie sur R? et doit D Ll'ensemble
de points ol f est différentiable. Alors la fonetion orud
f(x) est continue sur D

On va maintenant exposer la méthode en distinguunt

différents cas

ITI1.1 CAS _OU F EST DIFFPERENTIABLE ET G SANS  POINTS
SINGULIERS

I11.1.0 - Introduction

Soit £ une fonction différentiable convexe, et €  un
domaine sans point singulier par exemple le cercle dans R?

On va illustrer d'abord la méthode de Polyak [1967] sur ce
problene.

On note par grad f(x) 1le gradient de la fonction f(x) au
point x et par v(x) la normale de la courbe au point x

Supposons alors gqu'en un point xt donné, on a 1'état
présenté par la figure ITI.2: c'est & dire la direction grad
£(x') n'est pas une direction admissible.

Wigure [17.0
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Pour dépasser cette difficulté, Polyak a proposé la méthode

suivante :

~iel i grad £(x}) .
*¥ Construire X « X = A\, : ou A\, est le
) : grad f(x%) t
terme d'une série divergente.
* poser x TV ¢ projection de §1+1, sur C.

Mais trouver la projection d'un point sur un domaine convexe
est un problédme qui souléve en général un certain nombre de
difficultés algorithmiques (sauf dans des cas pafficuliers ou le
domaine a certaines propriétés intéressantes) comme le montre

birévement ce qui suit :

Prenons un exemple apparamment simple et qui se présente
frégquemment dans les problémes de programmafion linéaire.
Supposons alors que dans R® on veut calculer la projection d'un
vecteur x sur une variété linéaire V de dimension p. On
peut supposer que V est définie par le systéme :

Mx = O

On peut montrer que la projection de x sur V est un

autre vecteur g tel que
g = x[-tM(mtm)-tm]

ol V est la matrice unité, M la matrice transposée de M
et (MtM)'1 l'inverse généralisé de la matrice M.

On remarque que méme dans ce cas, on a déja des difficultés
car la projection conduit & une solution qui demande de résoudre
des problémes d'inversion des matrices Dans le cas général, les
difficultés se multiplient car on aura soit un polyeédre, soit un
ensemble convexe quelconque.

Pour éviter ces difficultés, on propose 1l'idée suivante: a
partir de 1la direction -grad f(x'), construire une autre
direction {§ qui sera d'une part une direction admissible (on

évite ainsi la projection) et d'autre part restera une direction
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de descente. La figure (III.3.a) indique dans quel domaine on
peut se déplacer pour que la direction choisie reste une
direction de descente et 1'autre (ITI.3.D) indique dans quel
domaine on peut se déplacer pour étre en mémc temps une direction

admissible.

Figure III.3.a

,ﬂu—ancx‘)

X >v(x')

Figure TIII.3%.b
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La nouvelle direction u étant obtenue, on peut facilement

trouver le nouveau point xit7,

En effet: pour 1le choix de ki on utilise la condition
posée par Polyak [1967], c'est & dire on le prend comme un terme
d'une série divergente. Mais comme on a des contraintes
(ensemble C), il faut tenir compte du fait qu'on veut que le
point soit toujours réalisable. D'ou le choix final de A; comme
un compromis entre les deux conditions.

IIT.1.1 - La méthode de sous-gradient modifiée

ITI.1.1.a - Organigramme résumé de la méthode

La méthode en résumé sera:
(Initialisation): On part d'un point x° quelconque mais
réalisable (= x°€ ¢).
(Itération): Supposons que le point x! est obtenu.
* Paire le test:
la direction §t « -grad f(xi) est -
elle admissible ? ) .
** §i oui alors U= < -grad f(xl).
*%* Sinon, construire & partir de
grad  f(x1) et de y(xi)v une

. . ~i
nouvelle direction u

. . i .
i+1 i u N
* Poser u « X7 - xi ——=—  ou xi est

4
une suite de scalairesu%ositifs 4 préciser.

Dans la suite on va expliciter trois points
* Construction de la nouvelle direction u.
* Construction de A
* Test d'arrét.
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ITI.1.1.b Construction de la nouvelle

direction o

Une premieére remarque qu'on peut faire est la- suivante:
d'aprés 1'hypothése faite sur f on aura
of (x') = {grad £(x1)].
Supposons maintenant qu'a un point xi, la direction -grad
t(x1) nrvest pas une direction admissible. Ia figure III.1 donne
un exemple d'une telle situation. Soit alors la normale v(xi)

1

& C au point x'. On a

z.V(xi). -grad £(x')% > 0 (a)

Comme on vient de le dire en ITI.1.0, on change la direction
pour la rendre admissible Soit u la nouvelle direction

On peut la mettre sous la forme

U = - grad f(xi) + pvi(xh)

1}

ou p est un scalaire & préciser (p).

La  nouvelle direction u doit respecter les deux
conditions ‘

* U doit &tre une direction admissibie, donc :
<u, vix')y ¢o (5)

* 4 doit &tre une direction de descente, donc :
<u, - grad f(x" )y 0 (e).

De () et (&) on obtient

. . . i i
L gradi‘(x1)+pv(xl),v(x1)> 40 =yp - Lgradf(x’), v(x')s 20

Iv(x) J°

et de (a) et (e) on obtient:
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. . ivg2
£ -gradf (x*)+pv(x), gradf(x')> > 0 =>p > »~uy§£9é£§5»)l_iw-
{-gradf(x”) v(x") >

_ é-grad_f(gi),v(x12> ot

On note Py =

v(x* )2
p, = - - _llgrad f f(x )u .
Z- grdd £(x1), v(xt )>
On a bien py £ pg- En effet: il suffit de voir que:
D, 4 by = _ &-grad f(x ), v(x >, llgrad £(x" )f
lIV(x W <-grad f(x'), v(x')y

¢ -grad £(xV), v(x1)y® < IG5 jaraa (]

qui est toujours vrai. Donc pe [po,pq]-

A partir de deux valeurs extrémes Py et po on peut
construire les deux directions extrémes :

~

u, -grad f(xi) + P, U(Xi)

-grad f(xi) + P, v(xl)

us

En général 52 est la direction admissible'qui "entre" 1le
plus dans C et si on choisit cette direction comme la nouvelle
direction alors on n'aura aucune amélioration de 1la fonction
économique f(x). '

Par contre la direction 51 est une directiqh qui conduit &
la plus grande amélioration de la fonction économique par unité.
Malheureusement 1l existe des cas ou le seul point réalisable
suivant cette direction est le point x1. Les figures III.4.a et
b montrent les deux cas possibles pour 61. La premiére montre
un cas ol 61 est une direction admisible au sens strict du
terme, la deuxiéme le contraire. Le probléme alors revient 2a
choisir convenablement le scalaire p de telle sorte que d'une
part on ait une amélioration de 1la valeur de 1la fonction
économique f, d'autre part on ait une direction admissible au

seng strict du terme. On montrera que, pour n'importe quelie
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valeur de p fixée a priori avec 1le scalaire p dans
L'intervalle [p2,p1], on peut assurer 1la convergence de la
méthode :
e1+e2
En pratique, on choisira en général = -, 5
p q p )
ir?
X9,
~y
W,
~/ i
. O\ x
xitl -~ \
2 \
\
\
-3v'adi \
\\
v(x') \
\\
Figure III.4.a \

Figure III.4.b
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IIT.1.1.c - Construction de A,

T

Soit une série de scalaires positifs telle que

Soit aussi W un nombre positif tel que

. ~d
by = max{k/keR+ xt + 2 6}

, ~
ot

by est le pas le plus grand qu'i& est possible de faire &

.

1

partir de x dans la direction ﬂﬁiﬂ sans sortir du domaine C.
i :

Notre regle sera Mo+ min{oi,ui}.

IIT.1.1.4 - Test d'arrét

ﬂe test sera le suivant
S8i pour un certain nombre p d'itérations successives (p fixé "a
priori“) la différence entre deux points consécutifs reste plus
petite qu'un certain seuil ¢ (fixé a priori),'alors le point
obtenu au Dbout de P itérations est un  point optimal
e-approché

Justifions maintenant le choix de cette régle

¥ La méthode proposée est une méthode "approchée" d'oh le choix
de €. :
¥ La figure suivante montre un exemple ol le choix du nombre P

~}

d'itérations (p $ 1) est vérifié u

52,

Figure III.5

Cela conduit & wun résultat faux si on demande tout
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simplement lf(xl) - (x1+1)ﬂ < € pour une itdration.

IIT.1.2 - Etude de la convergence de la méthode de sous-

gradient modifié

On va montrer dans la suite que sous des conditions assez

générales, on peut assurer la convergence de la méthode.

Avant d'annoncer le théordme principal on va montrer 1le

lemme suivant ;

Lemme : Soit un ensemble C  compacte et convexe, une suite
(xYDien une suite de points de C qui converge vers un point
X, et (ul)ieN une suite de vecteurs qui converge vers le

vecteur u.

On pose - .
- - - i - - u
———a—— = i —-——-yé <
Yy ¢ X+ A gEy o0 A= max{a/Err 5 € ¢l
et
\
i i u' \ i ut
Yy € X+ A, : ou A, = max{)\/x +A *.___P.,ec}
1 1 1 i
“u I “u 1
Si X 0 alors
i
y V.

Démonstration : On va raisonner par 1'absurde. L'ensemble C

é¢tant borné, il existe une sous-suite a(ki )

(A en
1 hypothése faite, a est différent de 1. Alors, la suite

jeN de -la suite
qui converge vers le scalaire ' et d'apres

y'J  ne converge pas vers y mais vers le point

, = — u
. On a bien -X = q =
y i

_u_

- U — -
= % % -X = = donc

]

<Hi

1

- —_—

X, ¥, ¥y se trouvent sur la méme droite. On distingue deux cas

possibles

* ; ge trouve plus loin que v par rapport a X (figure
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II1.6.a).

Cette situation ne peut pas se produire. En effet, y est
définie par

S _m s W o e, ¢
y =X + A Ta ov max {A/x + A i c}.
Donc comme f est un point de C et se trouve sur 1la

direction U issue de x, il ne peut pas &tre plus loin que ¥.

* Quitte & se trouver sur une face, on peut supposer que le
segment défini par X et § se trouve & 1'intérieur de C.

Supposons que y se trouve & 1'intérieur de ce segment (figure
III.6.Db).

Figure III.6.a

Figure III.6.b
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Il est clair qu'on peut trouver un ¢ 3 0 de telle sorte
que la boule de centre y et de rayon e soit toute entiére
dans €. Mais y = lim le, donec, pour le € » O choisi il

JjeN
I
existe au moins un y!d qui se trouve dans cette boule D'ou la
contradiction cherchée car les y'd, vu leurs constructions, ne
peuvent pas &tre & 1l'intérieur de C.
c.q.f.d.

On va maintenant énoncer et démontrer le théordéme principal.
Théoréme : Soit C  un ensemble compact convexe, sans point

singulier £(x) une fonction convexe différentiable et
(xi)ieN la suite générée par la relation

x° € ¢
\ ~1
X1+1 « x1 : “%T"
]

Y

ol Ay« min{pi,ai} avec o, le terme d'une;série divergente
ot p, est défini par pu. = max{p/x* - p, 2—6&C}] et U' est
1l 1 1 “alu )

défini par

. -grad f(x') si -grad f(x') direction admissible
u e

~grad f(x )'+ pv(xi) sinon (p fixé d'avance).;

Alors (xi)ieﬂ contient une sous suite qui convergéfvers un
point x optimal c'est & dire :

lim f(xi) = f(x) = Inf f(x)

ieN1 x6C

NicN

ire

Démonstration : On distingue deux cas :

* La série EXg est divergente. On reprend la démonstration
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donnée par Polyak [1969] en modifiant les points qui
correspondent aux conditions nouvelles. Soit encore a un nombre
réel tel que «a D f(X) et posons 8, = [x/xeC et f(x) £ a} et
soit x &8 . Il existe alors p > 0 tel que Ix-x°l) ¢ p

'S
entraine que Xe Sa.

Montrons alors qu'il existe un indice 1 tel que xle.Sa.
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi alors

S, CA = {x/T(x) < f(xl)}. On peut montrer facilement que

<ut, xt-xy< 0 vxe S, (1)

~

En effet : si U = -grad f(x') alors |
0 > f(x) - £(x*) >4u,,y-x> Vy €A.

. Ve s e £ . ’Vi
Donc dans ce cas, la relation (I) est vérifiée; sinon u

aura la forme - = -grad f(x") + av(x') 4 » 0. Dans ce cas
)

~1 i
LU. s X=X >

< -grad f(x%) + uv{xl). x—x1>. .
£ -grad f(xl), x—xl} + p <v(x1), x-xl)
< 0

"

Alors, on aura en tout cas:

~

43, xtxp> <o

pour chaque x A et donc pour chaque point de Sd.

~i
En particulier puisque le point x0 - P —%I— appartient & Sa on
a ) .
th i
——=—, X -X) < =D
Hati

Par suite
i+1 0,2 i _o0 2 2
Hx™" -x 1" «px"-x” - 2pay + A (II)

(Pour des détails sur cette indgalité, voir II 2.1).
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D'apres les propridtés de la suite

tel que pour tout x » N, on uait

A, 4 P (111)
De la relation (II), on déduit alors que

, N+v ,
0 < "xN+v+1 _ xo" < HxN _ xouz + o3 *1(“1“2P)
i=N

goit encore, en tenant compte de (ITII)

N-+v

¢t comme L A, =

done un indile i Si on fait tendre

(%) et en tenant compte de la propridté ci-dessus
déduit alors qu'il existe N;CN tel que

tel que xiéSa.

£(x) = lim f(xi)
;isz1

i+m

[+ ]

* La sédrie ) W

est convegente. La suite [x'}
un point X. "Bn effet, il suffit de remarquer que:

. . m-1 S s .
=0
m-1 . .
< 5 "x1+k+1_xl+k"
k=0
m-1
= L A

o 1tk

~
Om 8w
p-d

{Ai}ieN’ il existe

i +=, on aboutit & une contradiction, Il existe

converge vers

N
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Raisonnons par 1l'absurde et supposons alors que X n'est

pas un point optimal. On &tablit d'abord quelques résultats:

La suite (Xi)ieN est convergente, alors, pour ¢ » 0, il
existe un n(e) tel que pour chaque n > n{e) x"  appartient a
la boule de centre X et de rayon e. (a) :

. La série Er, est définie par Ip = T min {ui,vi} avec
261 = 4o et o; 0. I1 est clair que
xi + 0 car O < xi < 0y Comme la série Xhi est convergente,

pour chagque N » O, il existe un n » N tel que x" sera

définie par la relation

xrl < xn‘? - A ﬁ;L avec A “«
n—1uﬁn4“ n-1 n-1
c'est & dire
n ~ n=1
N max{p / x - p i}ﬁn-1“} < %4 (g)

¢ Vu le théoréme III.1 et les hypothéses faites sur la fonction
et le domaine, on a les résultats suivants :

* _grad f(x) est une fonction continue donc |
-grad f(x') converge vers -grad f(X)

* y(x') est une fonction continue donc
v(x!) converge vers v(X)

Comme p est choisi "a priori on arrive au résultat suivant :
~ . . ~, i
a(x) est une fonction continue et u(x”) converge vers

u(X) = -grad £(X) + pv(x) (v)

point X n'est pas un point optimal, alors, il existe un

y\@

9 0 défini par la relation :
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A = max{r / x - A Ux) o c}

fla GOy

~ - i
On pose y « X - A «%Kgg; et y“”1 « xt - by -%Ew_
faGOH oty

Vu 1la relation (y), on peut appliquer le lemme III.1 d'ol le

résultat suivant- y! converge vers y.

Soit €, =!L£ilﬁu Vu la définition de x et y 1l existe un

n 0 tel que: x* appartient & la boule de centrg5 y et de

i

rayon n impligque que y appartient 4 la boule de centre y

et de rayon ey (8).

Soit € = min{n,e,). D'aprds la relation («) on a vu que tous
les termes de (x )ieN sauf un nombre fini se trouvent dans 1la
boule dJde centre X et de rayon € Vu la relation (g), un
nombre fini de termes de yi sera dans cette boule D'apres,
finalement, la relation (6). on arrive & une contradiction car
les deux boules 1'une de centre X et de rayon ¢ et l'autre de
centre y et de rayon €4 n'ont aucun point commun.

¢ q.f.d.

ITI.2 - CAS OU_ _f E3T DIPFERENTIABLE ET C AVEC DES POIN'S

SINGULIERS
I11.2.0 - Exemple de 1'introduction ;
Soit une fonction f qui est différentiable et un domaine

¢ qui comporte des points singuliers, A premiére vue, on peut
appliquer la méthode décrite au III.1 telle qu‘éll@ est
présentée. Malheureusement cette application n est pas possible,
car on peut se trouver en présence de "phénomé&nes de blocages",
c'est &4 dire la suite construite par la méthode converge vers un
point qui n'est pas un point optimal. L'exemple suivant, bien que
simple, montre d'une part la présence et d'autre part 1l'effet de
ce phénoméne sur la "qualité" de la convergence de la méthode.

Soit alors le probléme
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> ->
max <a,x”> avec a = (-1,-1,1) et x =

sous les contraintes
> 0
(c) X. » 0

)

I1 est clair que la valeur maximum de ce probléme est +w. On
applique la méthode décrite en III.1. On fixe, alors, "a priori"
la stratégie sur le choix de p comme p = Py + é (p2-p1).

1 -
Soit alors le point de départ x° = 0

0
On va expliciter complétement la premidre itération. Le nouveau

~1 .

point sera de la forme x° + A ﬁ—--~ o U1 est la direction
o gt

choisie. On demande d'autre part que x° + A ~Z3- €C. Ce test
|u

nous condult au résultat suivant : La deuxiéme contrainte

(x° + A *~i )2 >0 est violée. Donc on va changer de
direction.
- 0\
la normale de 1l'hyperplan correspondant est v(x°) = -1 ')
0

On cherche alors une nouvelle direction qui sera de 1la forme

X =a + pv(x ). Les deux valeurs extrémes  de P, qui
correspondent aux deux directions admissibles extrémes peuvent
étre facilement obtenues. En effet on aura

¢ ¥,a 5> O==)<§+pV(xo),-3>> 0
> 2
4§,§> +(p1 V(xv),§>> 0 => Py > - Hay = -3

<v(x°),3 >
et

213,v(x®°)y <o ==7<§+p2 v(x®), v(x%) v < 0



Py =

:13P¢

v(x2)>_
u X ,.
donc p [ 3,-1[. Vu la régle qu'on a posé au départ sur p on
aura la nouvelle direction:

-1 0 [ 1
u =1 1]+ (-3 + %(—2)) -1 ] = %
1 0 1

Le A, sera défini par max{r / x° + A e -€ C} donc sera égal i

HH“. D'olh le nouveau point sera “u“
N 1 i 0
M e S N N
o naq 5 5
0 1 1

et la valeur de la fonction f(x) :.Qa,xi) sera
f(x1) = 4§,x1> = £

A partir du point x! on peut facilement calculer 1es autres

points & cause d'une part de 1'égalité de deux coeff101ents

4y = ap = -1 et d'autre part de la symétrie des deux contraintes
(xI > 0) et (x2 > 0).

Ainsi & 1la deuxiéme itération, 1la premiére contrainte sera
violée, -

|

(x' + N —%7)1 > 0. La nouvelle direction sera u =

12

15
-1 et
1

le nouveau A, sera égal a % d'ou

- .y

4
5
2 2y 2 _ (2.2
X =3 O et f(X ) = 1 +5 (5)
+

(21118




56

Plus généralement & la x1°™€ jtération on aura :

3i n- pair

r-2n -1
n
5
xn = 0
n-1
5 (‘g)1
i=0
L e
8i n- impair X
0 ]
n
Xn= g—ﬁ
5
n-1 .
(€))7
Li:o [

Ainsi on construit une suite x' qui tend vers le point

.1

0
*
X = 0
> 2 \i
z (5)
Ll—o )

qui n'est pas le vrai point optimal.

Cet exemple montre bien qu'il faut ©poser d'autres
restrictions sur p pour éviter les phénoménéé de "blocage".
Dans la suite on va examiner le cas oi f est une fonctionnelle
lindaire et C un polyedre borné.

I1I.2.1 - Cas ou f est fonctionnelle 1lindaire et C

polyedre borné

Soit alors un programme linéaire sous la forme canonique,
c'est & dire

. >
min £a,x%
(P) sous les contraintes



A.x < h
~x » 0

On pose f(x) = 45,)(7 + min zé,y)
sous les contraintes
"U.y = h-Ax
} x2 > 0

~

1

Il est clair qu'on se trouve en présence de deux types de
contraintes. De contraintes de type (x » 0) et de contraintes
de type (h-Ax > 0). L'idée de la méthode reste 1la méme que
celle de la méthode décrite en III.1 tout en ajoutant quelques
restrictions sur le choix pour éviter les phénoménes de. blocage

Comme on a va (III.1) les trois points & expliciter sont les
suivants B
* Construction de la direction
* Construction de Ai
* Test d'arrét

Le phénoméne de "blocage" étant 1ié seulement avec la
construction de la direction on va expliciter ce point.
Pour éviter alors le blocage on propose la _stratégie

suivante qu'on va expliciter sur 1l'exemple suivant
Kxemple : Soit le probleéme

max<a, Xy avec a = (a1,32,a3) 8,8, > 0, ay & 0
sous les contraintes

—x1 + kx2 < 0
x1 > 0
(Xj)

Il est clair que la valeur maximum est +o. Partons encore du

point
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. . ~0 > . .
La direction u- sera 1le vecteur a si toutes les contraintes
o)

sont respectées. Mais, on a X, =0 et a, 0 donc une
violation. Il faut alors changer 1la direction. ILa nouvelle
direction U sera de la forme o = 4 + pv(x°) avec
0
v(x®) = | -1
0
Comme on 1'a dit déja, la nouvelle direction doit respecter les

contraintes suivantes

> 2
41’1’,57 >0 = ua.,? + p(-a2) > 0 =» P, = - hal”
a
2

(on note 8y = -a;)

et
4§,v(x0))< 0 = ay, + p& 0=p Py = &,

e

\V/ 0,

v(x \

Figure III.7



D'ol alors le deux directions admissibles extrémes
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*
a 0 + 2
! Il ay -a
TR P S -
33 ay 0 22
L 73
et
02 |1 0 1
U 5 +32 -1 = } 0
a3 0 a3

A partir de

points correspondants. On choisit A, comme
/ o aﬂ,i
A= max{r / X 4+ A g C}] ol
0 “Eo,ln
Pour la direction 53’1 on aura :
@ é .2
x° L 0} + para ; 5
0 2
&3
et
0.1 a
Z (-1,k.,0),x » < 0 = para, = - 5
at+a3

d'ou le nouveau point

deux directions extrémes,

-

-

k(32+32)

k(a +a3)+a a,

2,2
a1+a3

k(a1+a3)+a¥a2

> 0= para, =

2

e

a

i

13

on construit les

i1 oun 2

<, pa‘ra; .

deux
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858,
2,2
k(a1+a3)+a1a2

De la méme fagon

0]
x0,2 - 0
a
2.
L 81
(Voir Pigure III.7)
Supposons maintenant que le nouveau point x i+ est le point
x%s 1, On recommence la procédure. On fait 1le test de
réalisibilité
0,1 >
<(-1,k,0),x7" "> =0 et «(-1,k,0),ary= -a,+xa,%0
d'ol la normale
-1
vix® ) = |k
0
Vo
De la méme fagon que précédemment, on construit les deux
directions admissibles extrémes 50’1’1 et 50’1’2. On pose
~0,1 »> 0,1 :
encore u = a + pv(x ), alors.
0,1 » udn?
2u’ ,ay> 0= py = Ea;%a;
et
ka, -a
460,1,‘]()(0,1)74 0 P - - 2 A1
2 2
k™ +1
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d'ol alors

[ 2 2
a2+a3+k 28
(kaz—a17*

2 2
30’1’1 i -ka1+ka3+ka2a1

ka2-a1
a !

- 3

¢t le point sera de la forme
~0,1,1

“60,1 ,1“

xo,1,1 = xo’1 + para

Vu les contraintes on arrive 3

(a?+32)(ka ‘a, )
para =

2
(ka1+k33+a a )
d'olh finalement
k(a 2, 2) (a +a2)(a +ka y
e M LA e LA
k(a1+a3)+a1a2 (ka1+ka3+a 32)
YGELE 0
2. 2
~ aja, . a3(a1fa3)+(ka2-a1)
k(a2+az)+a a (ka2+ka2+a a )2
1783/4848, (R A R

On peut montrer facilement que (x2’1)1 S 1 o= x°

(voir Pigure III.8).
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I1I1.8)

N\
Q6<x0) \\

Figure III.8 N

La méthode qu'on propose est la suivante

On cherche, alors, un coefficient a (a g 1) tel que

si x! = ax® 14(1-a)x©:2 est le point qu'on obtient &

l'itération i et si x112 et xi,] sont les deux points

extrémes qu'on obtient & partir de deux directions admissibles

extrémes sorties de x1, alors on aura

2
)

((ax1’1 + (1-a) x' =1 = (xo)1 (g)
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Vu de (a) et (b) on arrive finalement & la relation

2 1

a =
oD LY
k(a1+?3) . (a1+a3)(a2ra3+ka1a2
k(a2+a?)+a a (kalrkalia, a,)?
179377172 1 377172

Des résultats numériques obtenus & partir de cette méthode nous
montrent bien qu'on peut éviter le blocage.

Remarque - Il faut prendre en compte aussi le cas suivant (voir

Figure II11.9)

Figure IIL.9

C'est & dire le cas ol la direction a -est admissible, mais il
nous conduit & un point singulier qui n'est pas un point optimal.
Dans ce cas on change encore la direction, mais alors on ne peut
pas obtenir 1la nouvelle direction en posant tout simplement
% =4a + pu(x®). Seule la direction qui correspond 4 p, peut
étre obtenue. Pour 1l'autre on pose { = -3 - pu(x°). Une fois
que les directions sont obtenues, le travail reste tout & fait le
wéme. Cette remarque est générale au point qui ne dépend pas de
la stratégie choisie
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Application - Soit le probléme suivant
max‘<(a1,a2,a3), (x1,x2,x3) V,2y,85 & O,a3 50

sous les coBtraintes
Xy ;
2 2 O
(x3

On a vu que le choix de p ne peut pas étre arbitraire dans
l'intervalle |[py,ps]). On applique l'algorithme avec la stratégie
proposée ci-dessus. L'expression de « devienie trés simple.
Plus précisément on trouve '

2.2
. ajas
- 2,.°2 2,.2
(a1+a3)(a3+a3)
1
En partant du point 0 y on n'a jamais le phénomé&ne de
0]
1 0
blocage car toujours on passe du point 0 au point 1
* *
et réciproquement.
Revenons maintenant au coefficient « et éxplicitons les
~coefficients 8y &, az et k en fonction de wu(x'). u(x1‘1)
et g.
k = -ctg(u(xl), u(xir1)
avec

cos (u(x),u(x!-")) = 4“(x.i>-“(xif11)>
Nu(x ) nu(x 1)

et
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sin(u(xi),u(xi’g)) /{1—COS(u(Xi),H(Xi>$))J

i

TL.e ao est défini comme a, = 4—g,u(x1)7 Chercong maintenant un

vecteur u; orthogonal & wu(x') et qui sera dans le méme plan

avec u(xi) et u(xi’1). 11 va étre de la forme suivante

1,1)

- u(xl) + gu(x

U
Y14p©

On a bien que
Luyg u(xi)> = 0
Z‘u(xi) + pu(xi’1). u(xi)> =0
1 + u(xi’1),u(xi)> =0

1
p == ;
culx Ny uixt)ys

D'olu ay = Z-g.u'>
L'expression de az est trés facile. En effet

B 2 2
By = /1 - aj - agj

I1 est clair que 1l'expression qui nous donne « ne dépend
pas du repere sur lequel on travaille. Donc cette expreésion est
générale et on peut 1l'utiliser dans tous les cas possibles avec
la seule condition qu'on aura chaque fois deux contraintes
actives ("violées") (une & 1'itération i et une autre &
L'itération 1i+1) Ainsi on retrouve le résultat suivant tant
que 1l'angle (u(xl), u(xi»1))  est aigu tant que «a est
grand, donc différence f(xi+3)—‘(xi) est petit car on obtient
comme point x**!' un point qui est prés de «xi+!,

I111.2.2 Etude de la convergence de la méthode

Dans ce paragraphe, on va donner des conditionbs pour éviter
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le phénoméne de "blocage"

Théoréme : Soit une fonctionnelle linéaire f(x) = Lc,x> et C
un polyedre borné. Pour minimiser f dans C on construit la
suite itérative suivante

x%€¢ ¢
xl+1 « x4 A (~g+pul) ()
avec i
g = - graq f(xi) le gradient de 1la ' fonction f au
point x%, ngr?d £(x ) , E
u, = EELETQF la norme de l'hyperplan cu(x!),x) = by qui
correspond épé§n rainte active & 1'itération i .et (xi)isN une

suite de scalaires définie par la relation :

L

A; est le pas le plus grand qu'il est possible de faire & partir de

x1 dans 1a direction (-g + pu1) sans sortir du domaine C.

Sous 1l'hypothése qu'a chaque point x1 une seule contrainte
est active, il existe un «eR (0 ca g 1)' tel que le pas

P~ apy(x’) + (1-a) p,(x1),

avec p2(xi), p1(xi) les deux pas qui nous définissent les deux
directions extrémes & partir de xi, nous avons une direction qui
* est admissible. ‘
* est une direction de descente,

* évite le blocage

Démonstration :Raisonnons par 1l'absurde. Supposons que la suite

converge vers un point X qui n'est pas optimal et que ce
point se trouve & 1l'intersection de k hyperplans d'équations

4u,x% = a;,i = 1(i)k
On peut trouver e 5 0 tel que la boule de centre X et de
rayon e n'intersecte que les hyperplans qui sont définis ci-
dessus. Comme la suite (xi)ieN converge. vers le point X,

pour le ege O il existe N(e) +tel que pour chagque 1 > N(¢)
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x1 appartient & cette boule. Donc., il existe e > 0 et N(eg)

tel que pour chaque iy N(e), x! se trouve sur un des k
hyperplans qu'on a définit, précédemment. Sans perte de
généralité on peut supposer que le point xi se tréuve sur la
contrainte active d'équation {ug,xp = by,
On supposera que les k contraintes ont la forme
X, > 0 x2 > 0 ... xk> 0

Donc w; = (o,o....,o;i,o. 0) i=1(i)k et X = O

La divection -g peut s'écrire comme

p b
-g = ifl j4 t

&0

b.u, + h
j=1 9

ol ¢<h,uy =0 Vi et b, > 0 et bj <0

La nouvelle direction & partir du point xt aura la forme
suivante - ~&+puy tout en respectant les deux conditions

¥ -gt+puy doit &tre une direction de descente, donc

L-g, -2 >
48‘*1)111» g>>0@p>_“ﬁg1—ﬁ'_:p2

* -~g+puy doit étre une direction admisgible. done

478tPuy, W2 4 0 = p& - b, = p

bonc pé,[pe,p1j. En plus on pose la condition suivante

p

L %L b .X1+1> = &
k

u i
kel k 'k

bk Ug,¥ 2= r

H Mg

1 (@]

De cette relation on obtient

[=2
=
N
=
=
-
b

+ xi(-g-rpu1)> =

b Lu, Ai(~g+pu‘)>= 0

= =
IR oI A PR o]

-
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1Y p
. ki:‘]bk 4"g0uk> k§1bk <'g’uk>
e > b, < o "1
u,.u,”>
k=1 k 1°7k

Maintenant, montrons que rpelps,pg)
* p > Ps- I1 suffit de montrer que -g+pu. , -g > 0

ka < -8, uk’

- B > -Q_&ﬁ'ﬁ?

1 1

. 4-g, -g-h>
P BN, gy

- &-8,-80+ £-8,hY > -4tg,-g%
{-8,h> > 0 qui est vrai car Z<-8,hy = Uh“2.

¥ p & py ¢ Il suffit de montrer que £-8+puy,uy> ¢ O

- I bk 4"g’uk>

B < -by
1
b 2
) bk <'g,uk$(--b1
k=1
P o
- I bk <0 qui est vrai.
k=2

~e p i
Donc pour chaque pe [pz,p] b bj 4uj,xl+1> > o
A partir de P on tosdve le  nombre ol

1 (0¢ ale 1)
défini par la relation

1

P = a«p, I (1-a) p,(x")
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D¢ la méme fagon. en supposant que le point x1  se trouve
sur 1l'hyperplan défini par la nprmale uj y J cf{2,3. p}. on
peut trouver d'autres nombres aE. On prend alors
at = ma.x a3

JéNp

On arrive ainsi & une contradiction car on a trouvé un
nmombre a telle que

Y b. <u., xTer, (- - .
by <uj, x74A; (-g + (apy+l- pluy)> 2 v,

donc on ne peut pas converger au point % ou Ebj <u5;§> = 0.

Si on n'a pas un systéme orthonormé, dans le cas général, on
peut arriver au cas précédent par une transformation affine

Comme les points singuliers de € sont en nombre finis, on
peut trouver un nombre o (0 ¢ ax < 1) avec ‘lequel on
évite le blocage, et vu le théoréme du paragraphe précédent on peut assurer

la convergence & un point optimal.
c.q.f.d.

kemarque - L'hypothise "Le point x' se trouve 2 une contrainte
active" n'est pas génante pour la généralité car si on part d'un
point x° guelconque il est irés peu probable qu'on arrive & un

point singulier.
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CHAPITRE IV
EXPERIMENTATION - APPLICATIONS DE L'ALGORITHME

1V.1 - EXPERIMENTATIOON DE I.'ALGORITHME

La méthode de sous-gradient modifide a été programmée en
langage FORTRAN sur HB 68 : & partir d'une série d'exemples. nous
présentons des résultats expérimentaux pour étudier le
comportement de 1l'algorithnme.

On reprend 1'exemple de base, vu au premier chapitre. On

montre. en un premier temps, que le choix de p arbitrairement
dans 1'intervalle |py,p,) nous donne tr&s souvent des phénomdnes

de blocage
Les tableaux qui suivent, donnent 1le compoftement de
l'algorithme en fonction du choix de p dans 1'intervalle
Lpy.pol- |
On pose, pour faciliter la construction des tableaux :
- nombre d'itérations |

=
]1

B = valeur optimale obtenu & la fin de l'application de la
méthode
La différence entre la valeur optimale exacte du

[ @]
b

programme linéaire et la valeur "optimale" obtenue par
l'algorithme est plus petite d'un pourcentage x (x = 20%,
10% 5%, etc). .

D = temps C.P.U.

¥ = point final.

On rappelle, enfin, que la valeur optimale exacte e$t -13 et
le point optimal x = (5, 0, 1, 0, 4, 0) a été obtenu en 3
itérations et & 0.841 sec de C.P.U. .

Pour le premier tableau on prend comme point initial :

P0.5 .
0.5
0,5
0,5

0,5
| 0.5

i}




et pour le choix de p 1la stratégie suivante

p = p1 +.% (p2-p1) ol ie {1729394“}

i A B c D E
ST 0.9 w208 1176 (2.67.0.95 0101 -19.0 45,0000
2 21 - 8.02  >20%  1.152 (2.06,1.48,1508.1.02,0.55,0.001)
3 11 - 8.16  »20% 0.594 (1.88,1.31,0.54,0.98,0.51,0.0)
4 12 - 8.32  >20%  0.598 (1.77,1.19,o.i5,b.95.0.54.o.o1)
TABLEAU I |

Pour le deuxiéme tableau, on choisit le méme point initial
mais p est donné par la formule suivante

p=p1 +%(p2'p1) i=1’2’3

—-_—_—_—--——--—_—_—-—_—-.——_-—-———---——------‘--_———_—-_———-——_-——_—_—

1 64  -12.4% 4L 5% 1.240 (4.01,0.00,0{61,0.48,3A5510.05)

2 102 -11.25  >10% 2.667 (3.21,0.54,0.36,1.07,2.87.0.00)

3 30 - 8.061 720% 0.847 (2.09,1.47’1.10,1.03}0.59)0.00)

TABLEAU II

Au troisiéme tableau, on prend toujours le méme point
initial et comme

; 1 i 11
P=py g pppy) el g
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i/ A B C D E
17 8T -12.456  <«5%  1.581 (4.00,0.00,0.003,0.46.3.47 ,0.00)
/9 95 -12.47  £5%  1.678 (4.02,0.001,0.045,0.48,3.50,0.006)

TABLEAU III

On reprend le méme travail en changeant 1le point initial.

Ainsi on prend

r0,5'
0,5
X =11

--.-u.—.—.....-...——_----—-.-.—-n.*—o-n——--—n-u.——-—u-m-u-.»——-—--.n-—----.—--.w—-—u.—w--—.———-—

I 107 10,24 >20%  1.886 (3.59,1.36,2.32,1.37,2.62,0.031)

2 37 -11,68 (¢11% 0.954 (3.51,0.%6%,0.2425,0.91,%.07,0.014)
3 7 -8.98 >20% 0,685 (2,19,1.028,0.41,1.171 1,175,0,0004)
4 10 - 7.85 »20%  0.571 (1.,77,1.19,0.16,0.95,1.02,0.49)

TABLEAU IV



T4

..__—_---——_-—-——-......———_..-.—_-..._——-—...--—____..—..—-_._-v--—-___-_————.._._-.-—_

1 110 -11.66  »10% 2.387 (5.18,0.90,2.98,0.29,3.69)0,005)

2 56 - 9.42 % 20% 1.1151 (3.04,1.46,1.97.1.30,1.90,0,000)

3 43 - 8.55 >20% 1,038 (2.52,1.13,1.29,1.30,1.19.0.001)
TABLEAU V

i/k A B C D E

1/7 108 -10.83 >10% 1.935 (4.48,1.23,2-35,0.83,3.17,0,01)

1/9 51 -11.50 $10% 1.096 (5.32,1,02,3,45,0.%7,3.61,0.005)

TABLEAU VI

L'étude des tableaux montre que 1le phénoméneude "blocage"
est treés fréquent dans le cas du choix de p arbitraire. On
observe que tant que 1la direction choisie approche de 1la
direction définie par Pq le phénomeéne de 'blocége est plus
fréquent.

Ainsi, on a cherché une autre stratégie pour définir le »p
(voir chapitre III). Cette stratégie demande plus d'informations-
par exemple, il faut connaitre la contrainte violde & 1'itération
suivante Mais elle définit 1le choix de P d'une fagon
dynamique, c'est & dire elle le définit en fonction de données
qu on dispose & chaque itération. C'est le grand avantage de
cette stratégie par rapport au choix arbitraire -"fixé a priori"-
de p (chpoix statique). L'application de cete stratégie aux
programmes précédents montrent qu'on dvite 1le phénomeéne de
blocage. Les tableaux VII et VIII montrent 1'évolution de 1a
méthode de sous-gradient modifide en. fonction de différentes



stragégies (stratégie dynamique, stratégie statique). Le tableau
IX donne les différentes caractérisitques de 1la stratégie

N

dynamique quand on 1l'applique & 1l'exemple de base suivant les
deux points initiaux

0-—

x, = (0.5,0.5,0.5.0.5,0.5) et xg = (0.5.0.5,1,1,1.5,2.5)

Se Bn G e e e e s e e e e e U T W e M Ee W 4e e W e e 4 N ve e G Y M T W e We e e e T W e Y e e e e e Be e e e e M e ee W We e Ae e e e e

xg 116 -11.84 298 3.253 (3.65,0.23% 0.28, 0.81, 3.18, 0.0005)

>
N
EN
o}
]
—
™
~3
—
w

3%  1.214  (4.66,0.000,0.66,0.10,%.93,0.04)

TABLEAU IX
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IV.2 - APPLICATIONS DE L'ALGORITHME

On se place dans le cadre de la programmation lindaire. Une

des applications est basée sur 1'idée suivante - quelques fois

une partie d'un programme linéaire est facilement résoluble.

Comme aux méthodes de décomposition on va exploiter ce
phénomeéne.

Soit alors le programme linéaire

) > >
min <a,.x,2 +<8,,%,>
(PL) sous les contraintes
%A1x1 + A2x2 < h
x1 > 0, x2 > 0
En posant

2,%57

f(x1) = 451,x1> + (PLx1) s sous les contraintes
( 5A2x2 <h - Ax
l >0

R >
mine a

X5

Le programme (PL) devient
s min f(x1)

On peut voir facilement que f est une fonctiuon convexe et
lindaire par morceaux Ainsi on arrive & minimiser une fonction
linéaire par morceaux sur un polyédre. Pour un point x4 donné un
vecteur u - est un sous-gradient de la fonction f au point
xy 8l et seulement si wu = a, a A, avec 4 une solution
optimale du dual de PLx . En annexe 1IV.1, on donne une

démonstration compléte de cékte caractérisation.

L'application de notre méthode & 1la résolution du
porobléme (p) reste facile. Seules les questions lides & la
convergence de la méthode dans ce cas restent une question
ouverte.

On peut citer comme exemple particulier de la situation ci-

dessus le cas de biflots.
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ANNEXE IV.1

Caractérisation de sous-gradients de f(x,)

On rappelle que 1l'on désigne par Dxy le dual de PLx, et par
u une des solutions optimales de Dxy.

Avant d'énoncer le théoréme on montre quelques résultats

préliminaires

Lemma 1 : Soit f une fonction convexe et A un opérateur
linduire non signulier et désignons par

A(X) = £f(x) ou x = A%,

Alors
oK(%) = (47)* o (x)
Preuve : Montrons d‘'abord que la fonction &K est convexe. Soit

encore X = Ax et y = Ay et k,a deux scalaires tels que
k+x =1 k > 0, r» » 0. Alors

R(K4ny) = £(AY (k8nF) = £k A7'% + A7h §) = £lxxery)
< kE(x) + Af(y) = ke(AT'R) + ar(a”'y) ‘
- kA(X) + aA(F)

Pour 1'égalité, on va montrer, classiquement, que
sh(X) ¢ (AT ae(x)

124

(B ¥ ar(x)

(a7 ar(x)

o
>
ol el
N’

in v

Joit ﬁgé.aﬂ(ﬁ), alors par définition on aura
E(y) - K(X) ><ug,y-X> avee X = Ax. ¥ = Ay

£{y) -£(x) > <ug,Ay-Ax >

t o~
>4 A Ug - y-X)
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ce qui implique At ﬁi € 3f(x) et ¢a pour chaque

d'olu le résultat

(ot}
>

~

3A(%) 2 (A™HT ar(x)

Soit X = Ax et § = Ay alors

=
<N
~
1
=
]
~
]

f(y) - £(x)
>4ux y-X» avec u_ € daf (x)
<ux‘A'1(§-§)>

UINY ~ o~

I

i

Ce qui implique (A—1)t

u € d0A(A%x) et ga pour chaque u e df(x)
d'ou le résultat. :

Donc on aura A(X) = (A ')° f(x) ou encore

daf (x) = af(Aé).A

.c.q.f.d.
Lemma 2 - Soit la fonction

min Za,x?

fi(y) = (p') % {A§ N o

alors un sous gradient de\la fonction £y sera une solution du
dual du programme (P‘). °

Preuve - On rappelle que la fonction indicatrice sous une forme
généralisée est définie par

({ « 81 xeC
5(x,C) = 3

+o ginon
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D'aprés la définition de la fonction polaire (voir annexe IT.1)

on aura

¥* * ¥*
£,y ) = supley,y > - £(y))
y
*
= sup(dy,y»> - min <a.x>)
y {Ax < vty
X » 0

*
= sup(ey,y> - max <u,v+yd )

Y o { uld « a,
u <o

) ) v
= gup {Ly)y; - max( u,y -~ 3(u,C)) ) (ici a = - u,v)
y u

* ot
sup {¢y,y> - % (y.0))
y

. &3 *
5 (y ,c).

¥ *
s (y ,¢)

i

i

Mais d'aprés un théoréme (annexe II1.1) on aura :
* p
y € af(y) -

81 et seulement si

£(y) + £ (y7) = ¢y,¥>

bonc fly) = <y.y*> + <y*.v> avec y*e C ce qui montre que
y* est une solution du dual. -
c.q.f.d.
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Maintenant il est assez facile de montrer le théoréme en
question
Théoréme : Pour un X4 donné

of (xy) = {y/y = a1—§A1 oW U est une solution de Dx,}

Démongtration - On montrera d'abord que chagque 'y de la forme

décrite dans 1'énoncé est un sous-gradient de f.

En effet, il suffit de montrer que

f(x;) - f(x1) >-¢y}x;~x1>.

Soit alors U wune solution optimale de Dk1 et uU' une
golution optimale de Dx{. I1 est clair que U est une
solution réalisable de Dx,. donc 4.€)(h~Ax;)? < aﬁ; (v-Ax{)),
d'ou ‘

i

£(xg) - £(x;) = ¢a,,xjr+a’, (v-A x)-ca,, x5 -at, v Ay x>

w

- e 1 - Ve
<ahxi x1> +4u,v A1x1> 4,u)v A1x1 >

it

-~ - ‘
daju%x1x17

d'olr le résultat.

Maintenant on montrera que seuls les vecteurs de la forme

N

décrite ci-dessus appartiennent 3 af(xQ).

" D'abord on fait la remarque que

_ ¢ .
af(x?) = D a,,X, + min<a,,X,>
A x < n-A X
I { 2x§ > 0 L
= a, + d min 4a.,X,.?
L AZx,%< n-A, x,
x2 > 0

D'aprds le Lemme 1 on a le résultat
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af(x1) =a, - af(-A1 x1) A1

et d'aprés finalement le Lemme 2 on a 1e résultat cherché.

c q.f d.
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CONCLUSTON
.

Nous avons mis au point une nouvelle méthode pour la solution
de problémes de minimisation avec contraintes. Cette méthode est
assez performante dans le cas ol 1l'on cherche &a obtenir
rapidement une solution approchée d'un programme lindaire.

Bien qu'il s'agisse d'une méthode appliquée au cas de
fonctions non différentiables, on peut remarquer que cette
méthode se comporte d?autﬁnt mieux quand la fonction est
différentiable et, donc, elle peut &tre considérée comme une
généralisation de la méthode classique du gradient. '

Bien que les résultats obtenus montrent le bon comportement
de 1l'algorithme il reste encore beaucoup a faire dans be domaine
so0it pour apporter des raffinements & 1l'algorithme,  80it pour
adapter ces algorithmes & des problémes spécifiques (probléme de
biflots par exemple). '

Vu les résultats obtenus jusqu'ici, ,nous espérons pouvoir
aborder des problémes de tailles plus grandes avec des temps de
calcul tres prometteurs.
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