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QUELQUES NOTATIONS

* €[[x]] : L'algébre des séries formelles en une indéterminée

sur le corps des nombres complexes £ . Ce sont des
4on :

expressions de type T akxk sans conditions de convergence.
k=0

* E((x)) : Le corps des fractions de 1'anneau des séries formelles.
_ o
Ce sont des expressions de type £ akxk avec les a,

-0

(k €0) tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux

* Hn.n(c((x)) : L'algébre des matrices carrées d'ordre n &

coefficients dans &((x)) .

* G (n,L((x)) : Le groupe des matrices inversibles de Mn.n(m((x)) !






INTRODUCTION GENERALE

On s'intéresse dans ce travall A4 1la caractérisation des systémes
différentiels linéaires & singularité réguliére . Dans la 1littérature,ce

probléme a été étudié par plusieurs auteurs. Voir [6],[10],[11]),[13].

Pour une équation différentielle scalaire de la forme

dn d n"l ..dl

ou aj,a,,...,a, appartiennent & L£((x)), on posséde un critére trés pratique et
bien connu di a4 Fuchs : " x=0 est une singularité réguliéfe de (1) 81 et
seulement 81 , pour tout 1 = 1,2,...,n , a; a un pdle d‘o(dre inférieur ou
égal 4 1 " . Un critére aussi simple n'est pas connu pour un systéme
différentiel :

S(h) : Y'(x) = A(:) Y(x) H h>1
X

ou Yt = (yl’y2”"’yn) et A ¢ Mn,“(E[[x]]) avec A(0) # 0 .

L'origine est une singularité réguliédre pour un systéme S(h) si tout

systéwe fondamental de solutions ® est de la forme :
R
' (2) B(x) = P(x).x
ou P € M, (E((x))) et R e M ().
Ceci est le cas ot h = 1, mals celd est &galement possible lorsque h)l. En
fait tout systéme différentiel S(h) ayant une singularité réguliére a

1'origine se raméne a un systéme S(1l) par une transformation :

(3) Y(x) = T(x).Z(x)
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ou T € GU(n,E(x))). Par une telle transformation, le systéme S(h) devient :

S(1) Z'(x) = Bx) Z(x)

X

ol B € Mn’n(E[[x]]) vérifie la relation :

B(X)_ - ;I‘-l A(x) T - i"l T
X X

Une grande partie de cette thése est basée sur une idée de B.Malgrange
cf. [11], qui a remarqué que 1'on peut toujours se ramener par 1'intermédiaire

d'un vecteur cyclique (cf,chap.2) a une équation différentielle scalaire.
On présente dans le premier chapitre un algorithme (Méthode de Birkohoff-
Cope ) programmé en language de calcul formel (Reduce) pour réduire un systéme

différentiel de la forme S(h) & une équation différentielle de la forme (1).

Au chapitre deux, on démontre quelques propriétés du vecteur cyclique

permettant la réduction du systéme S(h) a (1).
Le troisiéme chapitre est composée de deux parties :
= Dans la premiére, on applique le critére de B.Malgrange pour lequel les

deux premiers chapitres sont 1'outil principal. Nous obtenons ainsi les

résultats suivants :

.) Un moyen pratique pour calculer 1'irrégularité (cf. chap3. 16T€

partie) de la singularité du systéme.

) Une caractérisation des systémes différentiels a singularité

réguliére.

) Un moyen pour calculer 1la transformation T.



- Dans la deuxiéme partie, on reprend le critére de J.,Moser cf [13] en lui

donnant un caractére plus pratique. On donne :

.) Une condition nécessaire et suffisante permettant de reconnaitre

si un systéme différentiel est réductible.

-) Un algorithme qui calcule la transformation T(x) dans certains
cas et qui réduit le systéme S(h) sous la forme :
*
S(h ) . Y'(X) = B.g.?.(_,)‘ Y(x)
h
X
* .
oiu h est la valeur minimale de h lorsque on applique & S(h) toutes les
transformations possibles. On peut par ce méme algorithme d'ailleurs calculer

1'invariant de Moser cf p. 83.
*
La singularité réguliére est caractérisée par h = 1.

Dans le chapitre quatre, nous ;développons deux algorithmes pour 1la
détérmination d'un systéme fondamental de solutions formelles d'un systéme
différentiel linéaire homogéne au voisinage d'un point singulier régulier. Le
premier algorithme est di a W.Wasow cf. [17], on donne un systéme

fondamental ®(x) sous la forme :
d(x) = T(x) xC»
ou T ¢ M, o (E[[x]]) et Ce M, (D).

Le deuxiéme algorithme est en grande partie di & L.Sirovich cf. [16]. On peut
considérer cet algorithme comme une généralistion de 1'algor1thme de Frobenius

[9] pour les systémes différentiels. On détérmine les solutions vectorielles Y

sous la forme :

Y(x) = xx(¢0(x) + (Logx) ml(x) S mk(x) (Logx)k)

ou les ¢ sont des vecteurs colonnes A n composantes, a coefficients dans

i
L[ [x]]. On donne & la fin de ce chapitre quelques exemples.






CHAPITRE 1

REDUCTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE HOMOGENE
A UNE SEULE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE HOMOGENE

Introduction.

Systéme Différentiel associé a une équation

différentielle linéaire homogéne

Equivalence entre deux systémes différentiels.

Méthode de Birkhoff — Cope.

Liens entre les solutions de 1'équation

différentielle et celle du systéme.

Algorithme et quelques exemples.






1. INTRODUCTION

On présente dans ce chapitre une méthode pour la réduction d'un systéme

différentiel linéaire homogéne d'ordre 1 de la forme :

‘ i=n .
(1) y, = I a .y, (x) i=1, 2, ... ,n
1 3=1 1173

a une seule é&quation différentielle linéaire homogéne d'ordre n de la forme :

dn dn-—l

(2) ag(x) — y + aj(x)

ax" ax"!

y + ... + an(x) y =0

ou les ajy et les a; appartiennent au méme corps @E(x) des fractions

rationnelles (la méme étude peut s'étendre au corps des séries formelles

€((x)).

Cette méthode die a G. Birkhoff [l1] pour les systémes linéaires aux
différences a été reprise par la suite par F. Cope [3] pour les systémes
différentiels.

Nous avons développé dans [7],une autre méthode die a Samuelson [15] qui

n'est qu'un cas particuller de la premiére.

Le but de cette étude est de construire un systéme fondamental de
solutions formelles de (1) & partir de celles de 1'dquation différentielle (2)
associée a (1). D'autre part il existe un critére pratique et trés simple,
pour mesurer 1'irrégularité ([12] d'un point singulier d'une é&quation
différentielle de la forme (2). Tandls que pour un systéme (1), un critére

aussi simple n'est pas connu.
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2. SYSTEME DIFFERENTIEL ASSOCIE A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
LINEAIRE HOMOGENE

Soit une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre n ,

(3) 2000 y™ 0 + a0 y® D + ...+ a (x)y=0
ou
a0 £ 0, a e a((n) (1 =0,1,...,n)

I1 est bien connu que (3) peut toujours se ramener & une systéme différentiel
linéaire homogéne d'ordre 1.

En effet, si on pose y) =y, yjqy =y{ (1=1,2,...,n-1)

on a :
7 L
Y& =Y
y2 = ¥3
' an(x) a) (x)
y = - Yl = ees = y
n n
~ ag (x) ag (x)

Ce qui peut s'écrire matriciellement sous la forme :
(4) Y'(x) = C(x)Y(x)

ou  Y(x) est le vecteur colonne (yl,yz,...,yn) et C(x) est une matrice

compagnon d'ordre n :

C(x) =

a al

ap a9 B

-

on obtient ainsi un systéme différentiel linéaire dont les coefficients sont

des fractions rationnelles si les coefficients aj(x) de 1'équation (3) 1le



_ll...

sont aussi. Il est clalr que si y est solution de 1'équation (3), le vecteur
colonne (y,y', e ,y("~1)) est solution de (4). Inversement, si

(yl’y2""’yn) est solution de (4), y; est solution de (3).

On appellera le systéme différentiel (4) ; le systéme différentiel

associé a 1'opérateur D , o0 D est défini par :

n-1
P ayj(x) d an(x)
D = n ..' n-.l + e o0 +
dx ag(x) dx

ag(x)

3. EQUIVALENCE DE DHEUX SYSTEMES DIFFERENTIELS

Considérons maintenant le systéme (1) qu'on écrit matriciellement sous la

forme :
(1) Y'(x) = A(x)Y(x)

ou cette fols A(x) = (aij)i,j est une matrice appartenant a Hn’n(m((x)))
et Yt = (Y]_oYZb°"»yn)'
Au lieu des fonctions yl(x),yz(x),...,y“(x) introduisons les nouvelles

fonctions inconnues zl(x),zz(x),...,zn(x) au moyen de la transformation

(5) Y(x) = T(x)2(x)

od T est une matrice appartenant & G (n,C((x)).

Z est le vecteur colonne qui a pour composantes les nouvelles fonctions
z)(x),z9(x), ...,z (x). ’

Par ce changement de variables, le systéme (1) devient

(6) Z'(x) = B(x) 4(x)

ot B(x) = IR I S L

La transformation (5) nous établit une correspondance biunivoque entre les
solutions des systémes (1) et (6) ; de plus les solutions 1linéairement

indépendantes du sytéme (1) le restent aprés la transformation.
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.Béfinitionl

Deux systémes différentiels

]

(1) Y'(x) = Ay(x) Y(x)

(2) Y'(x) = Ay(x) Y(x)

ol Ay,A, appartiennent 4 M n(E((x)), sont dits équivalents dans
€((x)) si et seulement si 11 existe une transformation
T(x) € G (n,L((x))) telle que

Ay = T—IAI T - iy

Dans les mémes conditions, nous dirons que

A) et A, sont équivalents par la transformation T .

4. METHODE DE BIRKHOFF - COPE [1], [3]

Soit le systéme différentiel

J=n

(1) y, = ¥ a,  (x) y,(x) i=1,2,...,n
L7 5% i

ol les ajy 5 sont dans @(x) et soit A » la matrice dont les coefficients

sont les 33§ » on pose :

(7) y(x) = A (x)y; (x) + Ay(¥)y,(x) + ... Kn(X)yn(X)

>

ou les hi(x) sont des fonctions arbitraires pour 1'instant. En dérivant
successivement y(x) et en en remplagant A chaque étape yi(x) par son

expression (1), on obtient (n+l) équations :
YO = A1 (YLD * e 4 A (y ()

[ = :
y'(x) My (x) + .00 + kln(x)yn(x)

(8)

Y™ = A Gy @ e+ 0y ()
nl nn n
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ou les Aij(x) sont données par les formules suivantes :
kOi(x) = Xi(x) 1 =1,2,...,n
k=n
|
9 kij(x) = A1~lj(x) + E ki_lk(x)akj(x)
k=1
i=1,2,...,n
1=1,2,...,n

Pour que le systéme (8) admette des solutions non triviales, il faut que le

déterminant de la matrice sulvante :

y kOl . . . AO“
'
y A ¢ * ¢ )‘ln
(10)
(n) L] L] [ ]
y hnl xnn

soit identiquement nul.

I1 en résulte alors une relation linédaire homogéne entre les dérivées

successives de la fonction y(x) de la forme :

(n) (n-1)

(11) ag(x)y + a) (x)y + ..o ta (Oy = 0.

od 1'un au moins des a; est non identiquement nul, on .peut écrire les

formules (9) sous une forme vectorielle. Soient les vecteurs-llnéaireé :

i n
On a :
YO = (AOl, AOZ’ e ,xon)
(12)
b ' Ll LY
Y1 Y 1-1 + Yi—lA 1=1,2, N
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Si Ay pour 1=0,...,n désignent les matrices co-facteurs de y(n—i) dans la

matrice (10) , on a :

- - — -
Yo | Yo
Y Y

Ap = | - A, = =l 2,00 0n
) Vo141
Y Y
n-1 n
et ag(x) = (-D)! det(a;(x)) , 1=0,1,...,n

ot les aj(x) sont les coefficients de 1'équation différentielle (5). Dans
son article [l4] , J.P. Ramis a montré que 1'on peut' toujours choisir
les Ki(x) comme étant des polyndmes de degré inférieur ou égal & n-1 , telles

que la condition suivante :

(13) ag(x) = det(Ag(x)) f 0

soit satisfaite. La démonstration de ceci résulte immédiatement du lemme

sulvant :

Lemme [14]

Soit x, appartenant a £ qui n'est pas pble des fonctions

o

aij (1=1,2,...,n H j=1,2,o-o,ﬂ).

Soit L & M, n(02) une matrice fixée (arbitraire).
]

Alors on peut trouver :
n
Yo(x) = (M), X (x), «on , A_(x)) € (€[x])
avec de degré de Ai < n-1 (i=1,2,...,n) tel que :
(14) Ag(xg) = L

les ki(x) (i=1,2,...,n) sont alors déterminés d'une maniére unique par

cette condition.
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Démonstration [14]

Solent Qi (1=1,2,...,n) 1les vecteurs lignes de L , la condition (14)
s'écrit de la maniére suilvante :
=

Yo(xo) 1

Yy(xp) =1,
(15)

Y =9

n*l(xo) n

Ces conditions sont équivalentes aux :

Yo(xg) =1,

Yo(xp) =22 = Yo (xg)Py0(xq)

(16) Yo (x0) =%3- Yo(x0)30(xp) — Yu(xo)¢30(xo)

. . . L] .

ou les @11 sont des matrices, fonctions algébriques de A,A',...,A("—l) . Les

a3y étant définis en x donc A et ses dérivées le sont et par conséquent

o) 1]
les @ aussi. Les conditions (16) consldérées comme équations en

1]

Yo(xo) , Yo(xgo) , ... .an.-l)(xo)

admettent une solution et une seule

Yo(%g) =, =€,
1]
Yo(xp) =) =0 1P5(xg) = Cp

) -1
an )(Xo) =C

ou les ¢y = (cll'cl2"“’c1n) » (1=1,2,...,n) sont n vecteurs lignes a

coefficients dans T dépendant des & (1=1,2,...,n).

i
On détermine ainsi d'une manlére unique les Al (i=1,2,...,n) par la formule
de Taylor ’
(x-Xo)("-.l)
ki(x) =cyy + (x--xo)c21 + .o + —- C-11

(n-1)1!
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Remarquons qu'en pratique , il est trés difficile de construire les

Ai(x) de cette maniére .

on appelle un vecteur

Yo(xg) = (M (x), Mp(x), oo A (%)

vérifiant la condition (13) ; un vecteur cyclique de A . On démontre dans le

chapitre suivant quelques propriétés concernant ce vecteur qui est 1'outil
essentiel pour réduire un systéme différentiel 1lindaire & une équation

différentielle scalaire d'ordre n .

Un travail reste cependant a faire, celui de la construction d'un tel
vecteur sans avoir a vérifier la condition (13). On se contentera ici de poser

n—-1

ki(x) =a,, ta, . x + ... + @ _qi¥

01 11 -11i

ou les aij sont des constantes arbitraires que 1'on éhoisit de facon a
vérifier la condition (13). Cependant malgré cette contrainte le choix reste
large (méme infini) et le calcul formel des coefficients ay , (1=0,...,n)
s'avére trés long (cf. page 29). Pour pallier i cette difficulté, les Ki(x)

doivent étre pris de degré le plus petit possible.
Dans le cas particulier ou la matrice est A coefficients polynémiaux

supposons tous de degré inférieur ou égal 4 k et si 1'on a choisi les Xi de

degré = n-1 ; alors
° +1
5 (a) < n(n-1) + k( 28Ry, 1=0,1,...,n

Si les a; (1=0,...,n) désignent les coefficients de 1'équation scalaire.

Exemple :

avec le choix

>
N
~
™
N
it
o
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cela donne

mais si 1'on prend

Ap(x) =1
cela donne
ag(x) = 1.
Le déterminant (10) s'écerit
y 1 0
y' x2 1 = 0
y'! 2%2 +x x+x2

ce qul s'écrit
y' o~ (xh)y' + (F-2x)y = 0

on notera D(Y,) ; 1'opérateur différentiel correspondant & 1'équation
différentielle obtenue par la méthode & partir du vecteur cyclique Y, . Dans

cet exemple : Yo = (0,1) et
- (4 y2 _ 2\d L3
D(Yy) fﬁ;\ (x+x )ﬁk +(x°-2x)

I1 en résulte de tout ce qui précéde que l'on peut toujours choisir

les Ki (1=1,...,n) de telle maniére que la condition (13) soit satisfdite. On

obtient alnsi a4 partir d'un systéme différentiel 1linéaire homogéne une

équation différentielle linéaire homogéne de degré n. D'ou le théoréme :
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Théoréme [14]

Tout systéme différentiel 1linéaire homogéne
QY Y'(x) = A(x)Y(x)

a coefficients dans E(x) peut &tre réduit i une équation différentielle
scalaire d'ordre n a4 coefficients dans €(x) . De plus si 1'opérateur

différentiel correspondant i cette équation est :

-1
dn ay (x) dn an(x)
D = ——+ —T ..
dx ag(x) dx ag(x)

le systéme différentiel associé & D est équivalent auisystéme (1).

Démonstration :

Soit Yy = (A}, Ay, «e. An) un vecteur cyclique de A .

a (%)
Posons C,(x) =
i
ag (x)
et montrons que le systéme
(1) Y'(x) = A(x)Y(x)
est équivalent au systéme
a") Y'(x) = C(x)Y(x)
oi C est la matrice :
0 1 0 o o o 0
(17) C =
0 . . . . 1
- Cn - C1
- -
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D'aprés les formules (12) on a :

YO = (Kl, A2, cee An)

donc
]
(18) An = Ag + Ag A
De plus on a :
YO = YO
W=y
Y“ ==CY —-CY + - . . . - Cl\Yn*l
t t t t t
. decl yo, Yo, ... 2SN SUPIRTIRTRINN S
ou C1 = (-1) T ¢
det( Y, Y , ..., Y )
. 0 1 n

1=1,2, ... ,n
Le systéme (19) peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :
20 -
(20) An C Ay

oi C est la matrice compagnon définie dans (17) les deux relations (18) et
(20) donnent

L -1
C = A Aol + Ag A Ag

-1
et si 1'on pose Ay =P | on a finalement la relation

1 1!

C=P AP~-P P
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cela prouve que C et A sont équivalents.

Proposition 1 :

Si A est une matrice constante et si les Ki(x) ont été choisies toutes
constantes, alors les C1 représentent les coefficients du polynéme

caractéristique de A .

En effet, dans ce cas particulier, on a :
C=P AP ot P g R (n,C)

et donc les ¢y sont nécessairement les coefficients du polylnéme

éaractéristique de A .

5 LIENS ENTRE LES SOLUTIONS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE ET CELLES
DU SYSTEME ’

Considérons 1'équation différentielle scalaire (11) obtenue A partir du
systéme (1) et a 1l'aide du vecteur cyclique Y, = Ny Agy enn ,kn).

Ecrivons les n premiéres équations du systéme (8) sous la forme matricielle

suivante :
E2 B
y' Y2
= Ag (x)
(n-1)
y Yn

ce qul peut s'écrire aussi :

Zy(x) = A (x)Y(x)

. t (n-1)
ou Z (Y» Y', eee », ¥y )

Y'o= s y2, oo 5 yy)
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Puisque Y  est un vecteur cyclique, det(Ag(x)) = ag(x) # 0 donc

Ay € GL(n,C(x)) , et on a :

Proposition 2 :

Soient y[l] , y[2] s o ,y[ ;3 n solutions linéairement indépendants

de (11) , alors :

n]

-1
=Ag Z

-1
= AO Z ’ LRI IS Y[2] y[n]

Y
[ Y1)

1]

sont n solutions linéairement indépendantes du systéme (1) .

Démonstration :

51 y est solution de (5) ; on a :

' -1 A_l T
Y = A Z + Z
(x) = (A7) y 0 2z,
]
Or Z =AY
y n
L _,1 _1'
donc Y (x) = ( Ag An - Ag A )Y(x)

et en utilisant la relation (18), on a :
1
Y (x) = A(x)Y(x)
D'autre part, si 1l existe n constantes )y Qpy eee an telles que :

alY[l] + azY[2]+ ces anY[n]=‘0

1 2
on a : alyi ]+ a2y£ ]+ vee anyin] =0 i=1,2,...,n

n
a T hiy£1]+ ee@ TA [nl_ o
1

aly[1]+ a2y[2] + ... any[n]= 0
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donc 1les ai (i=1,2,...,n) sont nécessairement toutes nulles. Nous allons

illustrer ceci sur des exemples.

Premier exemple :

x + 2 1
y1 = - y1 ¥ ——yy + ——— y3
x(x + 1) x(x + 1) x(x + 1)
' - 4 x2 - 5% + 2 - 6x + 2
Y2 = — YZ+WY2+M3
x(x + 1) x(x? - 1) x(x? - 1)
' 1 3x - 1 x2 + 4x - 1
y3 = ———y) t+ ———— 1y, + -
x(x + 1) x(x2 - 1) x(x2 - 1)
choisissons Yo(x) = (2x -1, 1, 0)
on trouve ?
2x -1 1 0

4x2 + 5x - 6 32 - 8x + 3 2x2 - 9x + 3

Ag(x) =
x(x + 1) x(x2 - 1) x(x2 - 1)
4(x + 2) 4 4
x(x + 1) x(x + 1) x(x + 1)
. -
- 20

ag(x) = det(Ag(x)) =
x(x2 - 1)

L'équation différentielle correspondante i ce choix est :
y''r =0
dont trois solutions linéairement indépendantes sont :

=1

1) Y121 ©
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Les solutions du systéme sont alors :

R R 5x-3 |

Y. . =tz = |-2(x+2) Y . .=| -7xtl Y .. = | 11x-3
"y, (2] 3]

x+2 3(2x-1) 9-13x

i i s i _ N

Deuxiéme exemple :

Considérons le systéme différentiel A coefficients constants suivant

-

]
yr = 7yy t+ 2y; - 3y

¢ y2 = 18y + 7y, - 9y3

y3 = 24y; + 8yy - 1lly;

le polyndme minimal de la matrice de ce systéme est m(x) = (x-l)z‘, nous

avons montré dans [7] , que pour un systéme différentiel & coefficlents

constants, une condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur

.

cyclique Y, solt a coefficients constants est que la matrice du systéme soit
cyclique (le degré du polyndme wminimal est é&gal au degré du polyndme

caractéristique) mals avec le choix :
Y, = (x,-x,1)
1'équation différentielle que 1'on obtient :
y''"t = 3y't + 3y —y

admet comme coefficients, ceux du polynéme caractéristhueﬁdu systéme, ses

solutions sont :

X . X . RS
i € : Y21 = *¢ g Vi3 = e
et donc trois solutions linéairement indépendantes du systéme sont :

[ %] [ & ] [ x—

Je e (8x~7)e
x x X

Y[l] =] 3e ; Y[2] =|- 3e ; Y[3] = (24x+25)e

8ex‘ 0 i erm
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ally1) 3= (x 4 x + 8)/x 25

3 2 2
a(1,2) 3= ( -~ % - x + 2)/%

2
al1,3) 1= ( - N/x

3 2 2
al2,1) 1= (2%(x + x + 9))/x

3 2 2
al2,2) 3= (Is(x + x + 2))/x

3 2 2
al2,3) = ( - x =-x - 9M/u«

3 2 2
ald, 1) 13 (6s(x + x + 4))/x

3 2 2
a(3,2) 1= (x + x + 8)/x

3 2 2
af3,3) 1= (As(x + x - 3))/x

lanbda(t)= 1
lanbda(2)= 0

lanbda(3)= 0

CSEFFICIENTS DE L/EQUATI@N DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES 3
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| 12 " 10 9 8 7
al{x) = - 27x "ETI628x T -TAOSX T - BZIex T 1B200M T IBVTRRT-TE2NT

é 3 L 3 2
X - 9733sx - 12184%x - 19367sx - J1544ex - 27311xx - 8763

1" 10 ? 8 ? é 3
a2(x) =22sx ¢+ 1108x  + 228¢x + Jb1ex ¢ 605sx + 1003¢x + 2132s)

A ] 2
+ 3323ex ¢ 3199sx  + 3B6Asx ¢ DIV4ex + 2773

9 8 7 [ b) 4 3
al(x) sxe{ - Bex ~ I2¢x =~ Sisx -~ S4sx -~ 59sx - 120%x -~ 428z -~

2
618%x - 167%x + 148)

2 72 6 S 4 3 2

ANl en Al A Tau A Tew L Tk A Aku A t1au 4 ATkv & 17
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all, 1)
...26_

K]

al1,2) = (- 2% + 1)/%

al1,3) 1= 4/x

2

al2,1) 1= % #(x + 1)

[}]

al2,2) = (- x + 2)/x

a(2,3) = 4/x

a(3,1) = J#x

ald,2) 1= 0

[ £57

ald,d) = (x + 2)/x

lambda(t)= x
lanbda(2)= 1

lambda(3)= ¢

COEFFICIENTS DE L EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES :

14 13 12 1 10 9
adOo) =(4%( - 2%x - 18%x - 2B%x  + 29%x  + J4Bex  + 224*:< - 786
8 7 ) L} 4 3 ]
o= 9994 - Bxx o+ JA7#x 4 29Fkx  + 120%x  + 26%x  + 11#y
+ 1)) /x
12 11 10 9 8 7
w2(x) =4*(_- 104x - 23%% -~ 4B#¥x + 162%x  + 356%x  + 22T - 52%
4 5 4 3 2

o= 191%x - 18B9%x - bé*%x -~ Bxx + Jwx ~ 1)

2 10 9 8 7 4 ] 4
al(x) =4%x *( - X - JEx - 19%x 0 - Va#kx - 17%x + b4%x  + 130%x  + 44

3 2
#X 0+ 143+ % - 1)

2 9 8 7 6 9 4 3
Aa0(x) =4%x *¥(x + Jkx + b4 - By - 25%x -~ 1b%x - S 4+ x - 1)



3
atl,1) 1= o/x - 27 -

A 3 3
al1,2) 18 C = x - % ¢ D/x

3
ali,3) s (- N/x

3
al2,1) g2 18/x

'3

a(2,2) 13 6fu

4 3 k)
#(2,3) ss (= x - x = 9)/x

3
ald, 1) s 24/x

3
2(3,2) 3% @/x

4 3 ]
atld,3) o (as(x ¢+ x - 3))/x

lanbdu(l)e 1
lanbda(2)= 0

lantda(3)s 0

COEFFICIENTS DE L'EQUATION. DIFFKRENTIKLLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

1 10 4 (] ? 6 - ]
adlx) s(6s(1éex ¢ BOsx ¢ 188ex + 28%ex ¢ 139ex - 2848 - 422%x

4 3 2 9
* 7208x ¢ J1960x ¢ 285bex ¢ 2292¢x ¢ 236))/x

” n 10 ’ 8 7
al(x) s(asx ¢ Y2eu ¢ B9ex ¢ J03ex ¢ 520ex ¢ 526ex - 109ex -

S 4 3 2 9
13%30x - $78ox + B9B8sx ¢ 4070+x ¢ 70849x + 3404)/x

" 10 1] (] ? é %
alix) s( - 4ox = 188x = J2ex = 220x ¢ 21ax 4 Gaex ¢ 29ex - BAe

4 k) 2 ?
% - 205ex - 332ex ¢ Absx ¢ 2248)/x

9 (] ? ] ) 3 2 !
a0(x) ®( = x = Jox = Jox <~ x ¢ 7ex ¢ ld4sx - Sex - fox -~ 4éex -

é
46)/x .



- 28 -

2
alt, 1) s (x = 1)/x

3(1,2) s« Qe

2
al1,3) 18 (x ¢ 1)/x

a(2,1) 1% (29(Jex ~ 1))/ (29x ¢+ 1)
a(2,2) s |

2(2,3) s 1/x

ald,1) 1= Sex - |
2(3,2) &= (x - V)/x

#(3,3) 2 2

lanbda(i)= 1
lanbda(2)s @

lanbda(d)s 0

COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE COBRRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

............. —swmmectwe wo-

13 12 " 10 ] e 7
ad(x) s(140sx - 64¥x ¢ JBAex ¢ 52Bex ¢ 266%x ¢ 732ex - 13ex
é 3 ] 3 2 8 -2
~ Jox ¢ 190ex - 206%x - 1726sx ~ 128X ¢ Bex + 1)/(x w(4e
¢t Asx ¢ 1))
10 9 ] 7 é 3 )

a2(x) w( - 320x ¢ 72ex - 24ex - 1Bex ¢ (ADsx + SPex = bax 4 429

3l 2 7
K+ Jhex - 120x = §)/(x ¢(2¢x ¢+ 1))

8 ? [ ) 4 3 2
al(x) s(4sx ¢ 10%x - 4sx ¢ (3ox ¢+ 108x =~ 17¢x + 84x =~ 2ex ~ §)/

4
X

é 3 4 3 2 )
a0(x) s(4sx - 20x ¢ 20x ¢ Sex - x 4+ x ¢+ V)/x
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at, 1) s (x - 1)/x
»i1,2) 1= =~ 2ex

2
al1,3) 1o (x ¢ )/

8(2,1) 4 (20(38x = 1))/ (2% ¢ 1)
a2, =
8(2,3) 1= 1/x

2
a3, 1) 4w Sex -1

8(3,2) 1% (x = 1)/x

a(3,3) 1% 2

r 2
lanbda(l)e x ¢+ |

2 .
lanbda(2)s ( ~ Ssx ¢ 1)/2

lanbda(J)s 2

COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

B L L L T T cnvnecnnene -

20 1? 18 17 14
al(x) »(4400x = 110974%n ¢ 1433526n - 441024sx ¢ 125192ex -

13 1. 13 12 "
31348ex ¢ 3953208k - 280172ex ¢+ 1433930ex ¢+ 738910ex

10 ' L ? ¢
+ ARGAASOX ¢ 74B6BTex - 13353ex ¢ 448118x ¢ 421329 -

3 ‘4 3 2 ] 3
753149x  ~ 34883sx - S382ex 4 130ex ¢ 80ex + §)/(Gex (Qex
¢ 128k ¢ bax ¢+ 1))

18 17 " }] 14
32(x) 3( = 234sx ¢ 44480%x - BOIGAex ¢ 241808ex ¢ B7024sx ¢

13 12 " 10 ?
181520x ¢ 150440ex ¢ $525980ex - 43824ex - J90J4ex ¢

8 ? é 3 4
2482820x ¢ 1404860x ¢ A2357ex ¢ 23317ex ¢ 12827%x 4 1111e

3 2 7 3 2
X - 2242ex ~ 7320n = 72)/(8ex s(@ex ¢ 128x & dox + 1))

17 14 13 14 13
al(x) w(éd4ex - 10848sx =~ 286540x - 412BBwx - $4434ex - 44808s

12 " 10 ? ] 7
X - 20982ex ¢ S9194ex - 12196ex ¢ 0470w ¢ 44319ex -

) 3 4 3 2
99679x - 9960%x <~ 5887ex = S131ex - 2448ex - J4dex - 40)/(0

é 3 2
ox o(Box ¢ Y2%x ¢ bsx ¢ 1))

14 13 12 1" 10 y
80(x) #(320x - S55340x ¢ 4BOGex - 1tétéex ¢ 13408x ¢+ 4Bdex ¢

9 ? ¢ ] 4 3
94106x ~ 77680x ¢ 34aGex ¢ T741ex + 16248x ¢+ 749ex o 3G4s

2 3 2



all,1) 1=

a(1,2) 1=

3(1,3) 3

wl(l,4) =

al2,1) s»

a(2,2) s

3(2,3) s

al2,4) 3=

a3, 1) 1e

a(3,2) s

3(3,3) 3

8(3,4) 3.

al4,1) s

a(4,2) 3=

a(4,3) 3s

a(4,4) 1=

lanbda(l)s
lanbda(2)=
lanbda(d)s

lanbda(d)=

(= x

1/%

24/

8/x

3

3

3
®

(4s(x

1/x

3

4

- X

+

(= 1)/x

4/x

2/x

1/x

0

0

0

3

k]

3

3

3
X

- 30 -

3
- 9)/x

- )/x

3
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COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

----------------------------------------- P o L T PR P R L L R R R R Ll el

2% 24 23 22 K]
24(x) s(18558x ¢+ 7535x ¢ 21537sx 4 4%664ex ¢ 51828sx 4 1383

20 19 18 V2 14
x - 107776%x - 290882¢x - 324474ex ¢+ 743Adex ¢ 423473¢

139 14 13 12 1
x ¢ 653720%ex ¢ 29572ex - 1426470ex - 242247%%x -

10 ] 8 ? é
25570838x - 1522394sx - 3471940+ 11641280x ¢ 21259324x

5 2 3 2
§ 7701400x + 119252ex ¢ 2282%6ex ¢ 47%20ex - 207680x -
2?
2076801 /x

28 27 26 25 2
al(x) s(a60ex ¢ 3220ex  + 12643%x ¢ 33203ex ¢ 81033sx '+ 77470¢

23 22 ]! 20 19
« ¢ 810940x ¢ 14800ex ¢ 14227%x ¢ 126281ex ¢ 340683

18 17 14 13 14
X ¢ 838243ex ¢ §%622%ex ¢ 3A06%3ex ¢ J2822sx - 504003

13 12 " 10 2
X - 38B43%ex ¢ 168039ex v 544638sx ¢ 727092sx ¢ 4822649

8 ? é 3 [] 3
X+ 2298%2ex - 432132ex - 525194sx - 23904ex - JAAh4aex ¢

2 27
10340sx ¢ 44880)/x

24 2% 24 23 22 K
a2(x) a(200x ¢ 140sx + 335ex - J40ex - A07Sex - 12334ex -

20 19 18 V2 16
230990x - 25093ex - 11004%x ¢+ 2387e¢x ¢ 4B70*x - 24937

13 14 13 12 it
x = 112603¥x - 18701 3ex - 175429¢x - 1941798x . ~ 43134s

10 9 8 ? ‘. H
W 4 V121960 ¢ 1434280 ¢+ 168924ex ¢+ 101108ex ¢+ J1092ex

] ] 2 ' 24
- 120140%x - 38912ex ¢ 4336ex ¢ 3520)/x

* 2 23 22 Pi) 20 S} ]
al(x) s(208x ¢ 1208x ¢ 390%x ¢ BO03ex ¢ 1037ex ¢ $04»x - 34D

T v 14 13 1" 13
X - 838sx ¢ B37ex ¢+ 407Bex v 63%52vx ¢ 487481 - 807

12 1 10 9 8 ?
% - 8123ex - A4B266x - 1544Bex ¢ 24Dsx ¢+ 84320x ¢ 7428

é 3 4 k] 2 21
% ¢ 110780x ¢ 2014%x ¢ 201é%x - 12472ex ¢ 704)/x

20 1? 18 17 14 1 H]
alix) s( - Sex = 2%¢x - 70ex =~ 125ex - 133ex - 43ex ¢ Qé#

14 13 12 n 10 9 ]
¢+ 1278k~ 217x - 633sx - 1302sx - 1334ex =~ 792ex

? é 3 4 3 1]
- 10209x ¢ §72ex ¢ $24sx ¢ 800sx ¢ 800ex <~ 204)/n
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CHAPITRE 2

VECTEUR CYCLIQUE D'UNE MATRICE

1. Définition d'un vecteur cyclique

2. Quelques propriétés d'un vecteur cyclique

3. Liens entre les solutions des différents équations
différentielles scalaires associées i différents
vecteurs cyclique et correspondants au méme systéme
différentiel. |
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1. DEFINITION D'UN VECTEUR CYCLIQUE

On considére un systéme différentiel linéaire homogéne d'ordre 1

(1) Y (x) = M(x) Y(x)

ol Y est un vecteur colonme de n composantes (yl,yz,...,yh) » M est une
matrice carrée d'ordre n a coefficients dans €((x)) . On désigne par

€((x)) 1le corps des fractions de 1'anneau des séries formelles, c'est-i-dire
4o

des expressions du type T akxk sans conditions de convergence. Soit Yo un
-p R
vecteur ligne & n composatnes :

YO = (tlit23'°'vt“)

ou ty € €((x)) , 1=1,2,...,n .

Soient Y,,Y,,... , les vecteurs lignes définis & partir de Y, de la maniére
suivante :

Y1(x) = Yg(x) + Yg(x) M(x)
Ya(x) = Y1 (x) + Y (x) M(x)

(2) . . . . .

et soit T , la matrice formée par les n premiers vecteurs :
Yo '

(3) T(x) =| . € M, L (E((x)))
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_Eéfinition :

,__;;._ﬂ_
si det(T(x)) # 0 .

est dit vecteur cyclique de la matrice M si et seulement

J.P. Ramis [14] a démontré que 1l'on peut toujours construire un tel vecteur
d'une maniére unique en utilisant le développement de Taylor du vecteur au
voisinage d'un point x; qui n'est pas péle de M.

Rappelons le résultat essentiel du premier chapitre :

Etant donné un vecteur cyclique Y, » le systéme (1) peut étre réduit a

[+ 9]

une équation différentielle scalaire 1inéaire homogéne d'ordre n

coefficients dans @€(x)) . On note
a" a) dn—1 a

D(Yp) = —— + — ——— + ..+ ——
ax" ag ax" 1 ag

1'opérateur différentiel correspondant & 1'équation différentielle associde au
systéme différentiel (1) obtenue a 1'aide du vecteur cyclique Yo - On a (cf.

chapitre 1, pagei4) :

ag (x) = det(T(x))

t  t t t t
(4) ai(x) = det( YO,YI, ""’Yn—i-l’Yn—i+1' cee ’Yn)

i=1,2,...,n

2. QUELQUES PROPRIETES D'UN VECTEUR CYCLIQUE

Proposition 1 :

Quelques soit le choix du vecteur cyclique Y, de la matrice M, on a la

relation suivante

aj(x) + aé(x)

(5) tr(M) = -
ag (x)

tr(M) désigne la matrice de M

aj,a, désignent les coefficients définis dans (4) .



Démonstration

Considérons 1'équation différentielle associée au systéme (1) & 1'aide du

veéteurvcycllque Yo

ag(x)y

Soient

(n)

+ a) (x)y

- 37 -

(n-1) +

y[l) , y[2l’ oo y‘n] » n solutions linéairement indépendantes de

(6) et soit leur wronskien W . Par définition :

Ymp 0 Yy
Yp - Y(n)
W(x) = det : :
(n-1) (n-1)
Yl 0 0 0 Y ]

oo + an(x)y =0

On sait que W(x) est non identiquement nul au voisinage de tout point non

singulier et d'aprés un théoréme de Liouville :

a)
W(x) = exp(- ay )

a)

——

a)
] g désignant une primitive de

Or 81 y est solution de 1'équation différentielle (6), on a {cf.chapitre 1
page )

y(i), <Y, WYY 4=1,2,...,n

ol <Y1, Y > désigne le prodult scalaire du vecteur
Y .

ligne Y, avec le

vecteur colonne

Yy

’

Les Y désigne une solution du

sont les vecteurs définis dans (2) et

systéme (1), par conséquent :



- 38 -

<Yq, Y[1]7 . . . <Yy, Y[n]>

<Y, Y[1]> . . . <Y, Y[n]> g
W(x) = det :
<Yn—1’Y[n] > . . . <Yn-—1’Y[n?
L J
(8) W(x) = det(T(x)) V(x)

ou T est la matrice définie dans 3)
V(x) est le wronskien du systéme
V(x) = det[ Y LIPSTRRPRIN

(1’ [n]

N

ou sont n solutions vectorielles 1linéairement

Y[l]’Y[Z]’ ‘e ’Y[n]

indépendantes du sytéme (1) ; et on a aussi :
V(x) = exp (/] tr(M))

ot tr(M) = my; + my, + ...+ mn s sl les myy désigﬁent les éléments

diagonaux de la matrice M.

les deux relations (7) et (8) donnent :

aj
exp(-[ =) agexp([ tr(M))

done aj(x) + a(;(X)

tr(M) = - =
aox
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Proposition 2

Etant donnés deux systémes différentiels équivalents par une
transformation P € G (n,E((x))).

(1) Y'(x) = Ap(x) Y(x)
(2) Y'(x) = Ay(x) Y(x)

od Ay, Ay € M (E((x))) et :

- -1
A2=P1A1P—P P

sl Y, est un vecteur cyclique de A) , alors Y P : est un vecteur
cyclique de A, . De plus les coefficlents des équations différentielles
scalaires correspondants respectivement a Y, et YOP et aux systémes (1)
et (2), sont & un coefficient multiplicatif (appartenant & €((x))) prés

égaux .

Démonstration :

Puisque Y, est un vecteur cyclique de Ap , det(T(x)) 70 od T est

o
la matrice définie dans (3) et en utilisant les relations (2) on a :

(9) Yi = Y1~1 + Y1“1 Al 1“1.2,00:,“‘1
Comme
— ] -1
Ay =P A P +P P
ona :
]
(10) Y P = ( Y, , P Y o+ ( Y, , P ) A

1-1,2,-..,0‘1

Soit T , la matrice suilvante :



..['0_

~ -
Y, P
Y, P
T = . = TP
Yn-l P
On a det( T ) = det(T) det(P) = O

donc YO.P est un vecteur cyclique de A2 .

De la méme maniére si on note : a; , les coefficlents des équations
différentielles associées respectivement aux systémes (I)fet (2) obtenues a
1'aide des vecteurs cycliques Y, et Y, .P , on a d'aprés les relations (9)

et (10) :
Zi(x) = a, (x) det(P)

Egrollaire :

Si deux systémes différentiels

(1) Y (%) = A (x) Y(x)
ApAy € ML (E((0))
(2) Y (x) = A (x) Y(x) -

sont équivalents par une transformation P ¢ Gk(n,m((x))).

Alors
det(P) = exp(f tr(A; - Ay))

tr(Al—Az) désigne la trace de la matrice Al—-A2 .

Démonstration

Par hypothése les matrices Ap, A, sont équivalentes par la

transformation P € Gl (n,E((x))). i.e.

-1 -1 '
Ap =P A  P-P P
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Soit Y, un vecteur cyclique quelconque de la matrice Al . D'aprés 1la

proposition 2, Y,:P est un vecteur cyclique de Ay . De plus on a
ag(x) = ag(x) det(P(x))

a1 (x) = a) (x) det(B(x))

~

ol ;0, a) , a, , a) sont les coefficlents définis plus haut.

D'aprés la proposition 1, on a :

A + 3 (x) a)(x) + ag(x)  det(P)"
tr(A2) = - = = - -
ag (x) ag(x) det(P)

tr(Ay) = tr(A}) - det(P)

det (P)

Par conséquent :

det(P) = exp(f tr(a; - A,)

J?éoréue

51 la matrice A, dans le développement

w

A(x) =% A x
o D

n

caractéristique) et si T

appartenant 4 £ est cyclique pour la matrice A, , alors

h
un entier quelconque supérieur ou égal a 1 . v X

est cyclique (Le degré du polynéme minimal est égal au dégté du polynéme

° vecteur ligne a coefficlents constants

Zo(x) = TO est un vecteur cyclique pour la matrice A(x) » oo h est

Démonstration

kh

S1 on pose Zk = K Yk » k=0,1,2,...,n ; les relations (2) deviennent :
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(11) 2,00 = x"zl_ (0 + Z,_ () ([ AG) - kb "1 )

k=1,2,...,n

ou cettre fois les Zy, sont sans pSle k=0,1,...,n

D'aprés les relations (11) et(2), on a :

- - B -
ZO(X) Yo(x)
21 (x) (n-1) (n-2)h Y100
. ——.._——‘-2—‘.—‘—“ .
1(x) = det = X .det
Zn—l(x) Yn_l(xz
(n-1)(n-2)h
e
T(x) = x .det(T(x))
, A(x)
Par conséquent Y, est un vecteur cyclique de L sl et seulement si
©(x) 20 ; Or : x
r~ -] - ]
Zy (0) Ty
21(0) ToAg
1(0) = det ) = det
. . n_
Zn—l (Ol T()A0 1

Comme T  est vecteur cyclique de la matrice A, , donc : 1(x) £ 0

C.q.f.d.

2. LIENS ENTRE LES SOLUTIONS DES DIFFERENTES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

SCALAIRES ASSOCIEES A DIFFERENTS VECTEURS CYCLIQUES
ET CORRESPONDANT AU MEME SYSTEME DIFFERENTIEL.

Considérons le systéme différentiel

(1) Y (x) = M(x) Y(x)



.-[‘3..
Soient YO et So deux vecteurs cycliques de M , (Yo # So) et solent :
(12) y(n) + al(x)y(n~1) + ...+ an(x)y =0
(13) y ey ™D 4L b (x)y = 0

les équations différentielles associédes au systéme (1) , obtenues a 1'aide des

deux vecteurs cycliques Y_ et S soient :

(o] (4]
(14) Y (x) = € (x) Y(x)
(15) Y (x) = Ca(x) Y(x)

les deux systémes différentiels associés (cf. chapitre 1, paragraphe 1) aux
opérateurs  différentiels  correspondant respectivement aux équations

différentielles (12) et (13). Nous avons vu que si 1'on note les matrices :

Yo So
Y, 5)
Y = * H S = ¢
S
i n—lJ i n-U

ou les Y, (1=1,...,n-1) et les 8y (i=1,...,n-1) sont les vecteurs définies
par les relations (2) , ces deux matrices sont inversibles (étant donné que

les vecteurs Y, et S, sont cycliques) et de plus, on a :

- LI
cL=yMy ey !

- -
C2 =S MS 1 +S 8§ !

ces deux relations donnent

-1 -1, -1, -1 -1
Y € Y-Y ¥y =5 cos -sts

d'old en posant
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P=sy !
-1 - '
(16) C; =P C2P-P1P
par conséquent les matrices Cy et Cy sont équivalentes par 1la
transformation P , et si y, 8 désignent deux solutions scalaires des

équations différentielles (12) et (13), alors (cf. chapitre 1, paragraphe 3)

les vecteurs colonnes :

y s
1] s L}
Z = : et Z = '
y . S .
y(n—l) s(n—l]
| L

sont respectivement solutions des systémes (14) et (15) et d'aprés la relation

(16), la relation entre ces deux vecteurs est :

c'est-a—-dire :

(17) 2

L}
[
w
N

Remarque :

Puisque les matrices Y , S sont inversibles, étant données n

solutions linéairement indépendantes de 1'équation différentielle (13)

5[1] , s[2] s sese [n] ’ :
relation (17) n solutions lindairement indépendantes :

s 3 on peut déterminer i partir de la

y[1] , y[2] s vee y(n] de 1'équation différentielle (12) et vis

versa.
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CHAPITRE 3

CARACTERISATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
A SINGULARITE REGULIERES

Premiére Partie

CRITERE DE MALGRANGE

1. Classification des singularités

2. Singularité réguliére

3. Calcul de 1'irrégularité au sens de Malgrange

4. Quelques exemples.
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1. CLASSIFICATION DES SINGULARITES

On considére un systéme différentiel 1inéaire homogéne d'ordre 1 de la

forme :
(1) Y (x) = M(x) Y(x)

ou cette fols les coefficients g (1,3=1,2,...,n) de la matrice M sont
supposés des fonctins holomorphes dans le disque 0 <’|x| {p ,p>0 . On
suppose que 1'origine est un péle pour les myq - Notons

H(x) = ( Y[l]’ lel’ oo Y[n]) un systéme fondamental de sglutions de (1).
S1 on remplace &®(x) par W(x) , o0 W est un autre systéme fondamental de

solutions de (1), alors on a la relation sulvante :

W(x) =a(x) C

o6 C est une matrice appartenant i @ (n,€) ((cf. [2])). ®(x) est cependant
une matrice non uniforme. On peut prolonger cette solution le long d'un
cricuit autour de 1'origine de telle sorte qu'en z = xe21u » on obtienne une
autre solution que 1'on note :

m+(x) - m(xe21u)

et puisque M est une matrice uniforme ( M(x) = M(xe21“)) , 11 en résulte

qu'il existe une matrice constante C telle que

2 A
(2) o) = o’y = mx) C
ot C appartient a ® (n,L).

Pulsque C est une matrice non singuliére, 11 est toujours possible de

définir une matrice R appartenant a Mn,n(E) et telle que :

3) C = e21uR ’

Posons
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S(x) = &(x) e”RLng

la matrice S est uniforme en effet

' 2in
S+(x) _ ®+(x) e—RLogx = &(x) C e~RLog(xe )
S+(x) = B(x) e211(R e~21uR e—RLogx
+ -R
sT(x) = d(x) e TOBX | 5ix)

De plus S(x) est une matrice holomorphe dans le disque 0¢ |xl<() et
inversible. Donc tout systéme fondamental de solutions du systéme (1) peut

s'écrire de la maniére suivante :

(4) B(x) = S(x) x°
avec
R = 1 LogC
2in "°8
ol S(x) est une matrice uniforme, holomorphe dans 0'<'x|<'p et

inversible. C est la matrice définie dans (2). Soit ® la matrice que l'on a

définie plus haut, on a :
]
® (x) = M(x) ®(x)

donc

' -
M(x) =& (x) & 1(x)

D'aprés la relation (4)
d(x) = S(x) eRLng

on en déduit la relation suivante :

- ' —
(5) M(x)=S%Sl+S g1
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~l_)éfll_nltion :

Soit un systéme différentiel
.
(1) Y (x) = M(x) Y(x)

o M et une matrice holomorphe dans le disque 0 < [x|< p , p> O.
On suppose en plus que x=0 est un péle pour M .

On dit que le systéme (1) admet une singularité réguliére i 1'origine,
sl la matrice S dans la représentation (5) est holomorphe au
voisinage de 1'origine ou admet un pSle en ce point.

On dit que le point x=0 est un point singulier irrégulier dans le

cas contraire.

-2. SINGULARITE REGULIERE
Un systéme (1) peut toujours se mettre sous la forme suivante :

' A(x
S(p) : v (o = A5y
xP
oi p est un entier supérieur ou égal &4 1 . On se place dans ce qui suit
dans le cas formel , A€ M _(€[[x]]) la wéme étude peut s'étendre dans le
. .

cas ou A est holomorphe au voisinage de 1'origine.

I1 est connu que les singularités du systéme sont aussi les singularités
des solutions. Le probléme est alors d'étudier la nature des solutions
vectorielle Y(x) au voisinage de la singularité x=0 .

D'aprés la définition annoncée plus haut, on peut voif fac11emént que
sl p=l1 , 1'origine est un point singulier régulier. Mais ce n'est pas une

condition nécessaire, 1'exemple suivant le prouve :

Exemple :
' 1 x2 - x -1
yr = - —yy t+-——- .
X2 x2 ’
(6)
' 1 x + 1
y2 = — vt = y2
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falsons le changement de variable suivant :

z) = xy; + xy)

(7

z) = x? Yo
on obtient alors le systéme :

z; = l-zl +'l z9
(8)

z£ = l-zl + = zy

Donc d'aprés (7)

o
w

Y = 1 X
2

est un systéme fondamental de solution du systéme (6).

La singularité du systéme (6) est donc réguliére malgre que 1'ordre du

pdle soit 2. Remarquons que dans cet exemple la matrice :

est nilpotente.
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En général, tout systéme différentiel S(p) ayant une singularicé
réguliére 4 1'origine est équivalent par une transformation T & G (n,€((x))
a4 un systéme S(l) comme nous 1'avons wu dans 1'exemple précédent. Autrement
dit, sf x=0 est un point singulier régulier pour le systéme S(p) , il
existe une traunsformation T e GL(n,E€((x))) telle que 1le changement de

variables

9 Y(x) = T(x) 2(x)
transforme le systéme S(p) sous la forme ;:
S(1) : Z'(x) = Bﬁil Z(x)

od B e M _(E[[x]]) et vérifie la relation suivante :

Remarquons que la transformation (9) ne change pas la nature des solutions
vectorielles Y(x), au voisinage de la singularité. Dans 1'exemple précédent

les matrices :

-1 x - x -1 1 1
M(x) = — et B(x) = %
x +1 1 ' 3

sont équivalentes par la transformation

1/x - 1/x2
T(x) =
0 1/x2
Malheureusement en pratique, on ne sait pas d'une part reconnaitre sur un
systéme S(p) , (p#l) ; si le point singulier est régulier et d'autre part, on

ne posséde pas  d'algorithme de construction effective de cette

transformation T(x) .
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G. Birkhoff (cf. [1]) a démontré que 1l'on peut toujours se ramener i une
équation différentielle par 1'intermédiaire d'un vecteur cyclique (cf.
(chapitre 1). B. Malgrange [11] associe ainsi & tout systéme (1) un indice
i(D) dont 1la nullité caractérise la régularité de 1la .singularité. Nous
donnons dans le paragraphe suivant un moyen de calcul de i(D) et de 1la

transformation T(x) .

R. Gerard et A.H.M. Levelt (cf. [6]) définissent pour tout systéme (1) ,

une suite d'entiers p; > py Yoo > Py -1 (appelés invariants du point
singulier) et ils montrent que 1i(D) = Py -

\

W.B. Jurkat et D.A. Lutz (cf. [10]) associent & (1) la suite des

matrices (Gy) , k=1,2,..., » | définie par la formule de récurrence
Gl = M
L
Geyp ~ G M + 6 k=1,2,...,

Si on note gk 1'ordre polaire de 1l'origine pour la matrice Gy , alors on a

équivalence entre les deux propositions :

1) le systéme (1) est i singularité réguliére a 1'origine
2) g < k+(n-1)(p-1) » k=n,n+l,...,(n-1)(2n(p-1)-1).

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacré au critére de J. Moser
[13] od on donne comme application de son critére un”‘algorithme pour
reconnaitre sur un systéme S(p) s1 la singularité réguliére et pour

construire effectivement la transformation T(x) .

3. CALCUL DE L'IRREGULARITE AU SENS DE MALGRANGE

Dans ce qui suit nous allons supposer que la matrice M du systéme (1)

soit de la forme :
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= ﬂi%l ob A e H“.n(tllx]])

X

M(x)

On considére Y, un vecteur (ligne) cyclique de la matrice M . Soient

Yl,Yz,...,Yn i les vecteurs définis par les relations ((2), chapitre 2) et
considérons au lieu de ces vecteurs, les vecteurs

k =0,1, ... ,n

Dans ce cas les relations ((2) ,chapltre 2), deviennent :

/ 2o = Yo
' A(x)
Z1 = X Z0 + Z0 - p-1
X
- ' A(x) _
Zy=x2z + 2 o1 - 1)
X
(10) .
' ; A)
Zo=xz , + z | -1 (n-1)1 )

1'équation différentielle assoclée au systéme différentiel (1) correspondant

au vecteur cyclique 2z, = Y, est :

(11) ag )y (M + x"_lal(x)y(nml) t oo ta (x)y =0
ou

ag(x) = detl Z; . Z: , . . . , anl )
(12)

Z

i t c t
a,(x) = (1) det ( Zo s 2y s ven 0 2o 1 s Zocgr 0 c0r 0 L )

1=1,2, ... ,n '

Solt v la fonction :
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v f E((x)) —mmmmmmmmmmmee e > v(f) = ord,(f) € Z U {+4=}

qui a f associe son ordre en zéro.

Exemple :
a
f(x) = — + ,_.._:?]_:_ 4+ v avec ag, #0
xF %P
alors v(f) = - p
Définition : (Irrégularité au sens de Malgrange)

On appelle irrégularité du systéme S(p) au point x=0 .le nombre

i(D) = sup (O, - V(Ci))
i=1,2,...,n

c, = — i=1,2,...,n

les a (i=1,2,...,n) sont les coefficients de 1'équation
i

différentielle (11) définies par les relations (12).

Remarque 1 :
La singularité réguliére en x=0 est caractérisée par : 1(D) =0 .
Dans ce cas on a v(Cy) > 0 pour i=1,2,...,n . C'est le critére de

Fuchs (cf. [9]).

Remarque 2 :

Le nombre 1i(D) est indépendant du choix du vecteur cyclique Z, -
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Théoréme 2 :

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 11 existe une transformation T e G (n,&((x))) telle que :

- ]
T-T 1 T

od B € Hn’“(ml[x]])-

(2) Quelque soit Z_ vecteur cyclique de la matrice M(x) = A(x)

(o]
x
quelque soit m appartenant & N , i1 existe n séries Cfm) ,

(1=1,2,...,n) appartenant & &[[x]] telles que :

i=n
, - (m) ,
Zotm 121 €47 Enmy

Remargue :

Ce théoréme donne une condition nécessaire et suffisante (i1nspirée
d'un résultat de R.Gerard et A.H.M. levelt (Cf. [6]) sur les vecteurs

Zy , (1=0,1,...,n) , sachant que Z, est cyclique pour que le

o
le systéme S(p) solt équivalent & un systéme S(1) par une
transformation T € Q (n,C((x))).

On donne ici une démonstration constructive qui donne en méme temps

la transformation T(x).

Proposition 1 :

Une condition nécessaire et suffisante, pour que la propriété (2)

soit vérifiée est que :

(3) quelque soit Z, vecteur cyclique, 11 existe n séries
Cio) ( 1=1,2,...,n) appartenant a €[[x]] telles que :

i=n
zZ = 3 Ci(O)Zn-i ,
L |
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Démonstration :
(2)—~——-~ > (3) :  immédiat
3)———-= > (2) : soit Z, wun vecteur cyclique de la matrice
M(x) = A(:;)-el: supposons qu'il existe n séries Cfo) € E[[x]] telles que :
X

i=n-1

(13) ' z = 1 c(0y
n i=1 i n-i

D'aprés les relations (10), on a :

B ! A(x)
Zoyg = XZ, t2Z ( . nl )
X
n ' n
L
z = 5cl® 4 + ¢ c(O ;'
n i n—-1 i n—1i
1 1
()} B0y Ax)
Zn+1 = i x Ci An—i + i Ci - (x ani + Zn~1( xp-l - (a=1)I )
n
- 51 c(0)y
1 i n—-1
n ! n n
- (0) (0) _ (0)
fa T D XCTZ 4 20 B R
n ' n n-1 n
- (0) (0).(0) (0) _ (0)
2oy T X CpTZ  F nCpe 2 o+ meglz o =nd ¢y "2
1 1 1 1
, .
- (0) _ _.(0) (0),,(0)
2w = (xcC nC." + ¢ e ") Z,
+ ngl(x c(o)'+ c(0c0) _ 1c(9) 4 c(®) ) Z
I i 1 7 i i+1 n-1i

Le vecteur Zn+1 est donc aussi de la forme :

n
Z = 1 Cil)Z

n+l 1 n-i

ou les Cfl) appartiennent a E[([x]] , i=1,2,...,n , avec :



- 57 -

D Ly @ _ | o0, ((0)(0)
n n n 1; n
Cfl) = X Cio) + C{O) Cfo) -1 Cfo) + Cigz

1‘1.2. o ,D"’l

En répétant le méme raisonnement m fols , on peut conclure que pour tout

m appartenant 3 N on a :

n
-y o(m
Zn+m i Cl Ln—i

avec Cim) 3 €[[x]} pour 1=1,2,...,n

Démonstration du théoréme :

Soit Z, wun vecteur cyclique quelconque, supposons qu'il existe n

séries C1+C9,¢..,C, appartenant toutes & €[[x]] telles que :

Z + ... +C 2

(14) Zn = Cn z 171 1 n-1

0 + Cn-

D'aprés les relations (10) on a :

5" A

Z1 = X AO + ZO “‘5:1
X
' A

22 + 1 Zl = X Z1 + Zl ;;:1

(]
A
Zn--l + (n=2) Zn 2 "Xt Zn*2 xp"l
' A '
\ ¥ (n-1) lp-p 7% Zn-1 Za-1 pl
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ce qui peut &@tre écrit matriciellement sous la forme

)
A
(15) An + Dn Ap = x Ag + A p-1
X
oi A ,A ,D, sont les matrices suivantes :
r -1 r~ -
1 29
) 4
A = , Ay = , D = diag {fo,1,2, ... ,n-1}
n . .
Zn Zn~1
B . L §

Matriciellement, on peut écrire aussi la relation (14) sous la forme :

(16) A= C A
ou _
0 1 o . . . 0
c =
0 . . . . 1
- C - C
i n

Et en utilisant les deux relations (15) et (16) cela donne

)
CAy + D Ay = x Ay + Ay A
n p-1
x
le vecteur Z0 étant cyclique, donc la matrice A, est par définition
inversible;
vl -1
C+ D =1xA) A +A0-A'-A0
n p-1
X
et en posant T = AE ,» ONn a :
- -1
¢C + D = T 1 —é—' T - x T T
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Soit : — -
0 l. O L] L] . 0
0 1 1 .. 0
B) = ¢y + 0 = © 0 2 1-\- 0
1
Cn (n-l)-tCl
n i
on a alors :
-— — ]
(17) Bx) Lt RGO
X <P

avec B E H“,“(E[[x]]) pulsque C; € €[[x]] , (1=1,2,...,n) .

Supposons maintenant que la relation (17) soit vérifiée. Soit

A(x)

vecteur cyclique de la matrice M(x) = ——= , le vecteur

x
5, = Z,-T est donc vecteur cyclique de la matrice Eiﬁl en vertu de
la relation (17) (cf. proposition 2, chapltre 2).

Les relations (10) deviennent alors :

1]
Sl = X SO + SO B

S, = x 81 + SI(B*I)

S = xS + Sn“l(B~(n~l)I)

L'équation différentielle associée au systéme différentiel

(18) Yo = By

correspondant au vecteur cyclique S, est alors :

un



_60_

ag(x) xny(n)(x) + a) (x) xn‘ly(n-l)(x) + se. + an(x)y(x) =
ot
t t t
ao(x) = det( SO > Sl > . . . . > Sn"l)
1 t t t t
ai(X) b ( 1) det ( SO ’ Sl"“’Sn-i-]_’sn—-i-{-l’.”’sn )

alors, on a la relation suivante :

(20) 5= CaSo FCuaSyt e 4GS
a (%)
ou les Ci(x) = —;F(—)—(—)- 1=1,2,...,n

comme le systéme différentiel (18) est a singularité réguliére,

différentielle (19) correspondante 1'est aussi par conséquent
i(D) = sup (0, -v(C,) ) =0
i
i=1,n

donc v(Ci) »0, 1=1,2,...,n .

D'aprés la relation (20), on a :

S = xcC,sS
n i n-1i

- Mo

et comme S,(x) = Zi(x).T(x) , 1i=0,1,...,n

i1 en résulte que :

n
Z = N C Z
n(x) 1 i n-i

et comme v(Ci) > 0, (1=1,2,...,n) , C; € €[[x]] , (i=1,2,...,n).

Cas ot la matrice A(0) = A, est cyclique

0

1'équation

Nous avons wu (cf. pagesi, chapitre 2) que dans le cas particulier ot la

matrice A, est cyclique, le vecteur cyclique Z,(x) peut &tre choisi

constant ; Z (x) = T, , ou T, est un vecteur cyclique de A,
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Proposition 2 :

51 la matrice A, est cyclique alors, 1(D) < n(p-1) . L'égalité

est atteinte lorsque A  est régullére.

Démonstration :

Nous avons wvu (cf. chapitre 2, page 42 ) que si 1l'on remplace les

vecteurs Yy dans (2, chabitte 2), par les vecteurs :

Z, (x) = Py k=0,1,...,n

k
les relations (2, chapitre 2) deviennent
2,0 = 2, (0 + 2 00 () - G-DpxP i)
k=1,2,...,n |

ou cette fois-ci les vecteurs Z appartiennent tous a (E[{[x]])™. L'équation
différentielle correspondante au systéme différentiel S(p) et assoclée au

vecteur cyclique Z_ est de la forme :

o
(21) xnpao(x)y(n) + x(n-l)pal(x)y(n-l) + «o. + an(x)y =0
ou : t t t
ap(x) = det( 29 , 2y , . . . , Zn"l)
(22)
( ot 2 t t t
al(x) de‘.( ‘0 > Zl,...,Zn_l__l,zn__i*_l,‘..,Z")
i=1,2,...,n
et par définition, on a :
k
(23) 1) = sup (0, k(p=1) - v(z) )
k=1,2,...,n
puisque A, est cyclique, ao(O) # 0 et comme les fonctions a,

(k=1,2,...,n) appartiennent & €[[x]]} , 11 en résulte que

a a
a0 (> Clf{x}]) , par conséquent V(;E) >0 et :
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i(D) < n(p-1)
D'autre part, on a : — A
To
- ToAp

T;Ag‘i“l i
(24) a (0) = det O a1 | = D 7eja0(0

ToAg

n
ToAg
| .

ou les cy sont les coefficients du polynéme caractéristique de la matrice

Ao . Comme :

a (0) = (-1)"det(Ao) aq(0)
D'aprés la formule (23), si A, est réguliére i.e. a,(0) f}O , on a :
1(D) = n(p-1) .
Bgmarque
Une condition nécessaire pour que le systéme S(p) soit a

singularité réguliére (i(D) = 0) est que la matrice A, soit
nilpotente. ‘

Effectivement, car sinon, il existe 10 tel que Cio# 0 et d'aprés les

relations (23) et (24) on voit que :
i(d) > 1 (h-1)
Ce résultat est connu, voir [13] . On montre plus loin (page 87) que si Aj

n'est pas nilpotente (qu'elle soit cyclique ou non), la singularité a

1l'origine ne peut &tre réguliére.
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"

Equation différentielle canonique associée a un systéme différentiel de 1la

forme :
' AO
(25) Y (x) = — Y(x)
%P

od A est une matrice constante et cyclique.

—_— (o]

On considére l'opérateur :

(26) ("8) iy €((X)) —mmmmmmmmm - (Pa)y = xPy € €((x))

un vecteur (ligne) cyclique de la matrice A_ . Comme dans la

Soit To °

méthode de Birkhoff-Cope, posons :

o
colonne Y . On peut voilr facilement qu'en appliquant successivement

(To » YD désigne le produit scalaire du vecteur ligne T au vecteur
1'opérateur défini dans (26) & y , on a (n+l) relations sulvantes :
Yy =<K Ty, Y

(xPo )y =1y, ¥

.

(27) .

(P )y =T, YD

Comme T, a été cholsi constant, on a :
k
Tk = Tk_l Ag = Ty A
donc
o k=n
(28) T,=TohAp= T ¢ 2 .

k=1
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ou les ¢ sont les coefficients du polyndme caractéristique de la matrice
A, . D'aprés 1les relations (27) et (28), 1'équation différentielle

correspondante au systéme (25) est la sulvante :
-1 ;
(29) (pr)ny - cl(pr)n Y = eee = cn_l(pr)y ey = 0

cette équation différentielle est la méme quelque soit le choix du vecteur

cyclique T, (constant). On 1l'appellera

1'équation différentielle canonique associée au systéme (25).

Les (pr)1 sont des expressions de type :

k=1 :
Pyl - :E: Si(P) Ap=(k-1) 61—k+;

(30) k=1

i=1,2,...,n

. i
ou les sk

(i=1,2,...,n) . Ces polyndmes peuvent &tre déterminés chacun par des relations

(k=1,...,1) ", (i=1,2,...,n) , sont des polyndmes en p avec si =1

de récurrence : pour i=2 , on a :

(P3)2y = %P a(xPy')' = xPyrr 4 px 2Py
2 2
s; =1 8,(p) = p

supposons que les si premiers polynémes aient été déterminés, on a :

i

(xp6)1+1 =Py (1p-k+1) Si(p) x1p—k y(if{k—l))
1 .
.
+4P 5 Bi(p) LAPTHL (1+1-(k-1))
1
ce qul peut s'éerire encore
p i+l i+ 1 _(1+1)(p=(k-1)) (1+1-(k-1))
(x"0) y = I (ip-k+2) Br—-1 X y
2
i

1
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+ »
donc (xpf))1 1y est une expression quil s'écrit sous la forme

i+l
1+1 i+l i+1)p-(k-1 {14+1-(k-1
(xPd) y= o (») x( dp—( )y( (k-1))
avec l
i+l
s, (p) =1
1+1 i
8 41 (P) = (dp-1+1) ai(p)
1+1 i i
s (@) = sk(p) t (1p-k+2) 8,1(p)
k=2,3,0-o’1 et 151’2,oo.,n“1
Renargue :

Supposons que 1l'on ait n solutions lindairement indépendantes

' 2 » p
ylll . yl2l s ees y[n] de 1'équation différentielle (29),
alors les :

- -
Y1)
P
x 0
( . )y[11
Yy =P 1=1,2,...,n

p.\n-1
n—(x ) ylil_j

forment un systéme fondamental de solutions du systéme (25) P est
une matrice constante définie par :

- -
Ty
ToAg

oAl !

s -

Proposition 3 :

51 la matrice A, est nilpotente, alors le systéme différentiel :
' AO
(31) Y (x) = —B~Y(x)

X ’

est & singularité régulidre a 1'origine quelque soit 1'entier p > 1.
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Démonstration
Supposons d'abord que la matrice A, solt cyclique et nilpotente, dans
ce cas, l'équation différentielle canonique associée au systéme (31) est :
"% = o

en utilisant la formule (30), on a :

n
5 SE(P) xnp*(k—l)y(n—(k~1)) -0

1

n-np

et en multipliant les deux membres de 1'égalité par x 1'équation

différentielle devient :

n
5 SE(P) xn—(k—l)y(n—(k-—l)) -0

1
qui est a singularité réguliére (i(D) = 0) . ,
Supposons maintenant que A, ne soit pas cyclique. Puisque A, est
nilpotente, son polyndme caractéristique p(A) = det(AI-4Ag) est

nécessairement de la forme

pr) = A"

Soient ey (N) , eg(N) , ool er(X) , €

M =1, en(x) =1

les facteurs invariants de 1la matrice A, . D'aprés la théorie de 1la

représentation d'une matrice A, sous sa forme normale (forme de Frobénius).

Les polyndmes ej;(A) , es(A) , ... , er(k) ont des degrés positifs et chacun

d'eux divise le précédent, donc

n

e, ) =t 1=1,2,...,r

avec

r
Ny, » N, » «.. > n et I'n =n
1 2 r
1

Désignons par Cl,Cz,...,C les matrices compagnons associées respectivement

r
aux polynémes e;(A) , eo(A) , ... , er(h) , alors la matrice diagonale par

blocs :
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Cudiag{Cl,Cz,...,Cr‘

est semblable & la matrice A, , cela veut dire qu'il existe une matrice P

inversible telle que :

a, =P lce
Posons

Z(x) = P Y(x)
le systéme (31) devient :

' C
(32) Z (x) = — Z(x)
«P

Au systéme (32) on fait correspondre les (r) systémes :

' Cl
(1) Z)(x) = — Z)(x)
<P
c

' 2
(2) Zy(x) = — Zy(x)
xp

.

C
]
r
(r) Zr(x) p Zr(x)
X
ot les Z1 (1=1,2,...,r) sont des vectegrs colonnes & "1‘ composantes ;

chaque systéme :

] Ci
(1) Zy(x) = = 2,(x)
x
admet ny solutions 1linéairement indépendantes. Soit Qi(x) un systéme

fondamental de solutions du systéme (1) , (i=1,2,...,r) alors un systéme
fondamental de solutions du systéme (32) est une matrice diagonale par blocs
de la forme :

’

® = dlag { &, , @, , ... ,¢r1

'



et par suite & = p Lo est un systéme fondamental de solutions du systéme de
départ (31).

Comme la matrice C; dans le systéme (i) est cyclique et nilpotente,
d'aprés ce qui précéde, le systéme (1) est a singularité réguliére a
1'origine. Ceci est vrai pour i=1,2,...,r ; donc x=0 est un point singulier

régulier du systéme (31) pour tout p>1

4— Quelques exemples :

On donne dans ce qui sult des exemples, programmés en langage de calcul

formel (Reduce) pour le calcul de la transformation T(x) (cf. théoréme 2).
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MATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL :

e i ot cen e e o o n $rs o S A " B > o B O s o Y e Sw e e e Se -

ati,1) 2= ¢ - 1)/«

2 3
al1,2) 3= (26x + 1) /x

2 3
af2,1) 2= ¢ - 4x -~ 1)/x

2 3
al2,2) 2= (6%x + 1)/x

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIQUE Z0

o - - e - - O 2 o o Py n " e B S S 6ot Pl e G a8 8 S e 420 G0 P A o

0(1) =1

10(2) =0

INPRESSION DE LA TRANSFORHATIAN T
T(1,1)=1
T(1,2)=0

2
T(2,1)=1/(28x  + 1)

2 2
T(2,2)3% /(26x + 1)

INPRESSTON DE LA MATRICE B = T##(-1)sAsT-Tea(-1)s7’

o ot e @ o o ot e S e ot e e e e > B A e G St T e G W S Y AP S G G e GO A o e e e e e e .

B(1,1) 2= 0
B(1,2) = 1/x

2 2
BU2,1) t5 (A%( - 4%x = 1))/ (x#{2%x + 1))

2 2
B(2,2) 2= (A«(3xx + 1))/ {xs(2%x + 1))
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HATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL :

e e e . s o G e o e - o 2 - e B 0 e W S e e Bt B o s b s

3 2 2
al(1,1) = (x +x + 8)/%
3 2 2
al1,2) = (- x - x + 2)/x
2
al(t,3) ¢= ( - 3)/x
3 2 2
al2,1) s= (2%(x + x + 9))/x
I 2 2
a(2,2) 2= (Ix(x + x + 2))/x
3 2 2
al2,3) = (-x - x - N/x
| 12 2
ald, 1) 1= (b%(x + x + 4))/x
3 2 2
al3,2) := (2 +x + 8)/xn

3 2 2
al3,3) = (A%(x + x - 3))/x

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIGUE Z0

e > e o - > bt b - o e B4 Mo e e o . can G e D o e b S 9P e S

0(1) =1

10(2)

i
o

10(3)

L
[ =]



IHPRESSION DE LA TRANSFORMATION T

- - - = - - - e 9 s D B P O s e B e e B P Sa GRe VD o S e P

11,151
T(1,2)=0
T(1,3)=0

7 6 3 4 3 2 7
TE2,10=0x + 3sx & 3sx -~ Asx - 10%x ¢ Aex - 102+x - 108)/(x + 3

é 3 ] 3 2
X O+ 3sx + Jex 4 Asx 4 11sx ¢ AJsx ¢+ 37)

3 q 3 2 7 & 3 |
T42,2)=( - x = 28x - %+ Bdx 4 Bex - 8)/(x 4 Fsx + Jex 4 3*x + 4

3 2
$2 4 11sx  + AJex ¢ 37)

7 6 3 L 3 2
T(2,3)=0 - D/(x + It # Jex & 3ax ¢ Asx & 11ax 4 AJex ¢ 37)

7 é b) 4 3 2 7
T(3,1)=(5ex & 19%x  + 138x  + J4ex + 9Bax 4 734 4+ 183x + 2)/(x + 3

e

é 3 4 3 2
x4 Jax + Iex b Aex ¢ 11ex 4 Adex ¢ 37)

b} 4 3 2 7 6 3
T(3,2)=( - 4%x - Box - Sk - 74x = 7ex - AM/(x & Fsx & Jax 4 3%

] 3 2
x4+ 4ex + 11xx ¢+ AJx + 37)

3 2 7 ) 3 L] 3 2
T(3,3)=(x + x - 2M/(x + 3#x + Jasx + Jex + Asx 4 113x + A3 + 37

)
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IHPRESSION DE LA MATRICE B = THE(=1)2A+T-Te(~1) 27"

_.....__.-..-.-.—--.—--..._-.._.-......---.—.—-..—-.-—..--—--_...-—-n-—-—-

B(1,1) := 0
B(1,2) 5= 1/%

B(1,3)

.o
]
o

[
t
o

B(2,1)

[ 1]
u
-—
~
xX

B(2,2)

oW
"
-
~N
x

B(2,%)

12 LR 10 9 8 : ?
BO3,1) 2= (27%x  + 162#x  + 405%x  + B23+x  + 1B20%x + 3I5114x +

é 3 4 : 3 2
62173x 4+ 9733xx 4+ 121843y + 193674%  + 315064 + 275114x

7 6 3 3 3 2
YB763)/(x 4 Fkx 4 FTex o+ Fxx 4 A%+ 11sx + A3z 4+ 37)

11 10 9 8 ? é
B(3,2) 2= ( - 22%x - 110ex - 228%x - 3b1%x - 405%x - 1003+x -

3 4 3 2
2032%x - 3523¥x - 3199#x - 3B64sx - 5396%x - 2773)/(x#(

7 6 b] 4 K 2 ‘
X 36X+ Isx 4+ IEx 4+ 4eyq 4 1132+ 43 4+ 37))

? 8 7 6 h) 4 3
B(3,3) = (B¥x + 32¢x + 5Ix + 60%x + 65%x 4+ 126%x 4 43fkx 4+ 640+

2 7 3 5 4 3 2
X+ 2356x - 24)/(x%(x  + Fex 4+ I+ IR+ AR+ 114y

t 43%x + 37))



- 73 -

MATRICE DU SYSTEME DIFFERENVIEL :

O e e e e e T P

al(1,1) 2= 1

al1,2) 5= ( - 2%x ¢+ 1)/x
al1,3) 3= A/x

2
a(2,1) 3= x s(x + 1)

i

( - x+ 2)/x

al2,2)

A/x

a(2,3)

2
ald, 1) = J#x

al3,2) =0

2
a(3,3) = (x + 2)/x

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIOGUE Z0

o - o o - S S A o " e Nh S o D P e U B B S e S e S8 W WS e S S

10(1) =1
10(2) =x

10(3) =1



IRPRESSIIN DE LA TRANSFORMATION T

11 10 ? 8 ? L} 3 4
TOL = - 9o - 2ax - 58ex - 20%x - 498x + 228x + 7081 -

3 2 13 14 13 12
288x - 28ex ¢ 140x - AD/(4¥x  + ex 4 IYex 4 28sx  + 3I*

1 10 7 8 7 ] 3
%X - Vl4ex - 4Bex - 1539x - 4isx - BI#x + I9Ex + 72

4 3 2
X = 28ex - 288X 4 14ex - 4)

2 8 ? [ 3 4 3
TO1,2)2(x oCAsx ¢ Sex + 180% + 3ex + 33ex - 3ex - Gex + 4ex + 1))

13 14 13 12 11 10 9
JCAex ¢ Fex 4 33ex + 28Bex 4+ Jlex - Ji4sx - sBex -

8 ? [ 3 4 3 2
1338x - 4lex - BIsx ¢ 39ex ¢ 720x - 268x - 288x + 14ex

- 4)

2 3 4 3 n 14 13
TOL, 3300 o€ = x - 3sx = 3ex - 20x ¢ 1))/(4ox 4 9ox  + 3Sex  + 28

12 n 10 ? 8 7 [)
Ox ¢ Jlex - 1lAex - Bex - I53sx - Alex -~ 83sx + 39e

3 4 3 2
X4 72e0% - 268x - 28%x * Vbex - 4)

3 1" 10 ? ) ? [ H
TE2,1)a(x o(dox ¢ §ox & 33ex + 269 + 20%x -~ 116ex =~ 1280x -

4 2 13 14 13 12
THASX 4 129x - Box # 4))/(06x  # 9ox  + 35ex  + 28ex

11} 10 9 8 ? ] H)
+ Jiex - Ildex - gBex - 133ex - 41ex - B3sx + 39ex

4 3 2
* 728x - 28%x - 2Bex 4 148x - 4)

2 7 [ 3 [} 3 2
T€2,2)a(x o(box + 160x + f8x - Sex - 23ex - 48y & Gex - 4))/(4s

13 14 13 12 1" 10 9
X # 9ex 4 33ex ¢ 28ex  + Jlex - {1Aex - 4Bex - 133

L} ? ) ¥ 4 3 4
K - Alex - BIsm  » I9ex 4 720x ~ 28%x -~ 28%x + l4ex - 4

L} 3 [} 3 2 13 " 13
TE2,3)=¢x 80 = x = x = Jsx # x # Jox + 6))/04ex # 9ox  # I3

12 " 10 9 8 7 é
* 28ox ¢ Jiex - 1ldex - 48wx - 13¥sx - Afex - B3ex

3 1 3 2
* I9ex b J2ex - 264x - 2B%x 4 V4sx - 4)

3 10 9 8 ? ) 3 4 3
T3, 00300 3(20x & 20x 4 79x ¢ 1lox + 87ex + 190x - 21ex - 28ex

2 13 14 13 12
* 238x - 28x ¢ 2))/(A%x  + ex b 33ex 4 28%x  + 3I1s

" 10 9 8 ? é b
X = BlAsx - 88ex - 133ex -~ Alex - 85ex 4 39wx  + 72¢

L] 3 2
X T~ 260x - 28%x + léex ~ 4)

2 8 7 $ 4 3 13
T€3,2)=(x o - 10sx = 219x =~ 249x - 12ox + 9ox = 1))/{4sx + 9%

14 13 12 " 10 ? [ ]
X4 JJex 4 28k ¢ Jlex - J14ex - 8ex - 153sx - A}

7 § ] A 3 2
Ox - B3#x ¢ 39ex ¢ 22ex - 28ex - 28%x 4 14ex - 4)

2 8 ? é 4 i 193 14
TU3,3)30x ox ¢+ x & 3ox + 20x - 3ex 4 2ex - 1))/{4sx ¢ 9ex  + 33

13 12 ] 10 9 8 ?
*x ¢ 28vx ¢ Jlex - J14ex - 4Bsx - 153ex - dlsx - B3

[ S [} k] 2
X+ J7ex ¢+ 22ex - 28ex -~ 28Bex ¢+ 14ex - 4)



INPRESSTON DE LA HATRICE B = Toe(-1)sA+T-Ts(-1)sT"

S S e e e e ke TP Y
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B(1,1) ;= 0
B(1,2) = 1/x%
B(1,3) 2= 0
B(2,1) = 0
B(2,2) 3= 1/x
B(2,3) = 1/x

19 18 17 16 13 14
B(3,1) 3= (8%x + 86%x + D8Bex  + 184%x - 738¥x - 804#x - {28*

13 12 " 10 9. 8
x  + 3099%x  + As1Bex 4 2570%x - bVi¥x ¥ D5277%x +

7 6 5 A 3 T2
10094¢x - 754A4x - A300%x + 1560%x + 1256%x - 1132kx +

13 14 13 12 1"
2884% - S6)/(A%x 4+ 9x & 356x 4 28ex  + Ji¥x - 114%

10 9 8 7 6 b} 4
X - 68%x - 133kx ~ Qlsx - B0¢x + JPex + 72%x - 24%

3 2
® - 20%x + 1%y - 4)

18 17 16 13 14 13
B(3,2) = (40*x + 62%x  + 299%x - 186%x - 33F*x - J0OI2¢x -

12 TR ] 9 8 7
1530%% - 2017¢x  + 2603#x - 912¢x + 963kx + B19kx +

6 3 ) 3 2 Lk} '
7194x - BA2#x + ABO*x - J52¢x + Bex + 4)/(xk(4ex  + 9%

14 13 12 1" 10 9
¥+ 39%x 4 283x ¢ JIxx - Y14k - 4H¥x - 133

8 7 ) 3 4 3 2
X -~ Alsx - B95%x ¢+ 3Fex + 72¢x - 26%x - 28kx + 16

X - 4))

17 16 15 14 13 12
B(3,3) 5= (A4x  + 9+ P1ax  + 143sx + 4314x + 19461+ 242#

1" 10 9 8 7 é 3
K = 11794~ 5094 - 1196sx - 207%x - I5Irx  + 130#x%

4 3 2 13 14 13
t 188 - Jbsx - I2ex + A)/(k¥(4%x + 9#x 4 J5#x ¢+

12 LR 10 ? 8 7
28%x 4 Jixx - ti4ax - bBex - 133%x - Aléx - BO*

[} 3 4 3 2
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CHAPITRE 3
CARACTERISATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

A SINGULARITE REGULIERE

oéme partie

Réductibilité d'un systéme différentiel

1. Introduction

2. Réductibilité d'un systéme différentiel au sens de Moser

3. Algorithme

4. Quelques exemples
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1. INTRODUCTION

On considére un systéme différentiel linéaire homogéne d'ordre 1 de 1la

forme :

(1) Y'(x) = A(x) Y(x)

- Y est un vecteur colonne & n composantes (yl,yz,...,yn)

- A est une matrice carrée d'ordre n a coefficients dans C((x)). On désigne

par E((x)) ; le corps des fractions de 1'anneau des séries fopmelles, clest A
dire des expressions de type *; ak°xk sans conditions de convergence sur la
partie non polaire. P
Ax) = — 5 oxk (A. # 0)
xP k=0 Ak 0

o p est un entier positif supérieur ou égal i 1, les A+ k=0,1,... sont
des matrices constantes. Ils est connu que les singularités du systéme (1)
sont aussi les singularités des solutions. Le probléme est d'étudier la nature

des solutions vectorielles Y(x) au voisinage de la singularité x = O.
51 p = 1, 1l'origine est un point singulier régulier; mals celd est
également possible lorsque p > 1. En fait on a le résultat suivant cf. [17] :
On dit que le systéme différentiel (1) est & singularité réguliére au

voisinage de 1l'origine si et seulement si tout systéme fondamental de

solutions W est de la forme :
4 R
(2) W(x) = P(x)*x

PeM, (E((x) , ReM (D)

EXEMPLE 1 : .

C ') 1 x2-x-1 [~ )
Y1 - - Yl
x2 x2
(3) =
y' 1 x+1 y
2 - T 2
L. «d - x2 x2 -l L. »d
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posons

2y = xy, + Xyo
(4)
zy = x2y2

des nouvelles variables, celd donne un nouveau systéme

D'aprés les relations (4)

est un systéme fondamental de solutions du systéme (3). La singularité du
systéme (3) est donc réguliére malgré que 1'ordre polaire soit 2.

Remarquons que dans cet exemple

est nilpotente.
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Tout systéme différentiel linéaire homogéne de la forme
s(p) : Y'(x) = A(x)+Y(x)

a singularité réguliére au voisinage de 1l'origine, se raméne i un systéme S(1)

par une transformation de la forme :

(6) Y(x) = T(x)*2(x)
oi T(x) est une matrice carrée d'ordre n i coefficients dans €((x)) dont le

détérminant est non identiquement nul cf. [12].
Par une telle transformation le systéme S(p) devient
S(1) : 2'(x) = B(x)*Z(x)

oi B(x) est une matrice carrée d'ordre n, d'ordre polaire égal & 1 vérifiant
la relation

(7) B=T> AT-r lpr

I1 apparait a partir de 1'exemple que nous avons traité dans la page
précédante, un probléme fondamental, celui de pouvoir décider directement sur
un systéme S(p) si la singularité A 1l'origine est réguliére et de calculer la

transformation T(x).

Dans la littérature, ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs. Voir
(61, [1o0], [12], [13]. A

C'est ainsi que B. Malgrange cf. [12] a remarqué que 1l'on peut toujours
se ramener a une équation différentielle scalaire par 1'intermédiaire d'un
vecteur cyclique. Il associe ainsi a tout systéme (1) un indice 1(D) dont 1la
nullité caractérise la singularité réguliére. Dans le cas o x = 0 est un
point singulier régulier, nous avons donné dans la premiére partie de ce
chapitre par le méme argument un algorithme programmé en language de calcul
formel (Reduce) permettant le calcul de la transformation T. Malheuresement le

calcul des coefficients de la matrice T s'avére trés long (voir la page74).
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Dans cette partie du chapitre nous reprenons le critére de J. Moser
cf.[13] en 1lui donnant un caractére plus pratique. Par application & son
théoréme cf. [13], on obtient un moyen permettant de vérifier la réductibilité
d'un systéme différentiel et un algorithme qui calcule dans. certains cas en un
nombre fini de pas la transformation T(x) qui réduit le systéme S(p) sous la

forme :

4o
s(p ) Y(x) = (% A x) Y00

<P

*
oi p est la valeur minimale de 1'entier p, lorsqu'on applique a S(p) toutes
les transformations possibles de type (6). On peut par ce méme algorithme

d'ailleurs calculer 1'invariant de Moser cf. p. 5.

%
La singularité réguliére est caractérisée par p = 1.

2. - REDUCTIBILITE D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL (AU SENS DE MOSER)
On considére un systéme différentiel linéaire homogéne de la forme :

(1) Y'(x) = A(x) Y(x)

[}

Ak°xk
=0

- A(x) =

=~

L
XP
= p est un entier positif > 1
- M e M (¢) k =0,1,... (Ag ¢" 0 ).
J. Moser [5], associe & tout systéme (1), le nombre rationnel :

r
m(A)-p—l‘FT

- r = rang (Aq) 0<r<n
- m(A) > 0 est appelé 1'ordre de la matrice A.



I1 considére ensuite le nombre

1

W(A) = Tnf mf T A T - 7 lp )

Te @ln,¢((x)))

Gl (n,E((x))) désigne le groupe des matrices inversibles dans M, (@((x))).

. b
On appelera p (A) 1'invariant de Moser. associé au systéme (1). On a
naturellement : '

x = 0 est une singularité réguliére si et seulement si < 1 ".

LT

Moser démontre 1'existence des transformations T de type
(4) T(x) = (PO + xP, ) diag(l,1,...,1,%x,%,...,x)

o Py, P; sont des matrices constantes avec det( Py ) # 0 .
Ces transformations permettent de diminuer le nombre m(A). I1 donne ensuite
une estimation du nombre de pas pour atteindre le nombre L. Si le systéme

singularité réguliére, on peut diminuer m(A) en au plus (n-1)(p-1) pas a

P

est

po=1,

Définition. 1
On dit que le systéme différentiel (1) est réductible si m(A) > n (A).

On dira dans les mémes conditions que la matrice A est réductible.

Nous allons supposer dans ce qui suit que m(A) > 1 et nous allons regarder
dans quelles conditions la matrice A est réductible. Moser cf.. [13] démontre

le résultat sulvant :

Théoréme 1 :

51 m(A) %> 1, alors A est réductible si et seulement si le polynéme :

B(A) = x".det(AI + xp°3A(x)\l
r = rang(AO)

x=0

est identiquement nul en A .
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Remarque 1 [13] :
La réductibilité de la matrice
) +oo
A(x) = 1 Y A °xk
xP k=0 k
dépend seulement de Ap et de Aj. En effet :

Ag
r
e(\) x det(AI + - + A + Apx + "')|x=0

Ap
. .r
B(\) = x det(MI + Al)lx -0

Remarque 2 :

Soit P € G (n,L), la matrice qui transforme Ag sous une forme de Jordan

(5) J = P-IAOP
On a :
(6) 8(A) = x"det (AL + 3— + ¢)
X |x=0
ou
-1
7 G =P AP

Proposition 1

Une condition nécessaire pour que A(x) soit réductible est que Ay admette
une valeur propre nulle et dont un bloc de Jordan Ji cofreSpondant soit

de dimension n; 2 2.

Démonstration : supposons que Ay admette une valeur propre A = 0 et que tous

les blocs de Jordan correspondants soient de dimension 1. Dans ce cas J peut
s'écrire sous la forme suivante :

J = diag| H Jo , eee , 3}

1 72 m

=~ H; est une matrice nulle d'ordre un certain nombre ny

= Jgseee J  sont de la forme :

m



(9) J =X1I +H 1 =2,...,m .

- Kj (1 = 2,...,m) sont des valeurs propres de Ay non nulles (non
forcément distinctes).

- I"l est la matrice identité d'ordre ny (1 = 2,...,m).

- Hy sont des matrices nilpotentes d'ordre ny 1d=2,...,m) et de la

forme :

0 1 ... 0 |
9'") H @ = . \\\\\\\
i . .
0 0O eee O
e o

Par hypothése, les valeurs propres kz,...,km de Ay ne sont pas nulles. Dans

ce cas on a

(10) r = rang(Ag) = ny + n3 + ... + 0y

Ecrivons 1a matrice G sous la forme suivante :

n) n n

; v — ——n
‘1 €12 e S M
) €99 tec f¢2m
. ’ n
(11) G = ) E :
Gml Gm2 e Gmm nm
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ou les Gij sont des matrices a ny lignes, nj colonnes.

Considérons ensuite les matrices :
(12) r (x) = diag| LSRN x1rt

( ot r est 1'entier défini dans (10) ) et

(13) RO %) = AL + 346
D'aprés la construction (12) et (13), on a

a(\)
6(\)

det( T (x)) - det(R(k.x))lx=0

(14) det( l‘r(x)’R(?\,x))I,Fo

Effectuons le produit de la matrice (12) et (13) nous obtenons ( aprés avoir

fait x = 0 ) :

n) ny ’ n
. L] . L] * nl
Mot i G120 Cim
0 Jz L] L] L] L] . 0
ny
(15) T ROLK) |, = ’ ‘ .
. L
0 0 e o o o o J nm
m
Par conséquent
n n n

donc

o(\) f 0 c.q.f.d
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Corollaire :

S1 dans le développement

+x
A(x) = 1 %A °xk
P k
x" k=0

la matrice Aj, n'est pas nilpotente, alors le nombre p ne peut étre

diminué.

Démonstration : Supposons dans 9) que les valeurs propres

KZ,A3,...,AS (s <m) solent nulles et que Km ne les solent pas.

A A coe
stl’ s+2° ’
Dans ce cas on a :

r = rang(Ag) = ny — 1 + nq - 1+ ... + n, - 1+ o + ...+ n
r=ny,+tngt+...+tn - (s - 1)

En effectuant le produit des matrices T (x) et R(C A, x) définies dans
(12) et (13), on obtient (aprés avoir fait x = 0) :

n n n - ~
s+l 542 m r-n ~ J ~ »
(16) o(\) = k8+1 -AS+2 * ... -km X edet (A1 +'; + G)|x=0

=gt ooy

est la partie nllpotenté de J.

est d'ordre nm + n, + oo + ng.

Dl w? g =

est la matrice G & laquelle on enléve les n premiéres lignes et

colonnes.

La réduction de la matrice A(x) ne depend donc que de la partie nilpotente de

Ag. On peut écrire (16) :

n
stl

00 = A s+l

nmN
e A B

~ ~

~ r J ~
on) x edet(AI + p” + G)lx=0

~= - +ooo
r r (n8 + nm)

+1
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Dans ce qui suit nous allons nous intéresser qu'a la diminution de 1'entier P,
nous ajoutons donc 1'hypothése : AO est nilpotente.
3- Algorithme de réduction d'un systéme différentiel linéaire homogéne
Considérons le systéme différentiel (1) :
Y'(x) = A(x) Y(x)

A(x) =

Tt
>

1
<P

- p est un entier strictement supérieur i 1.

~ Ap est une matrice nilpotente non nulle.

Soit P € G (n,L), la matrice qui transforme Ay sous une forme de Jordan :

-1
J =P °A0°P

On suppose que J soit de la forme

(17) J = diag{ H ,Hml

1 o

—- Hy est une matrice nulle d'ordre un certain nombre ni-

- Hi 1 =2, ... ,m) sont de la forme (9') d'ordre ny >:2.
On a :

=n, + + .0 +
n 1 y "
et

r = rang(AO) =n, - 1 + ny - 1+ ... + no- 1

(17 r=mny; +ng + ...+ nm - (m-1) -
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- N
Considérons la matrice G = P lAlP écrite sous la forme (11). On néte G( A), la

matrice carrée d'ordre m + ny - 1 associée & la matrice G et définle par :

B M m—-1
612(1,1) Glg(l,l) see Glm(l,l)
G12(2,1) 013(2,1) see Glm(Z,l)
M ¥ Gy

Glz(nl,l) Gl3(nl,1) soe Glm(nl,l)

G21(ng,1) +++ Gp)(ng,m) [G22(n2,1) Ga3(ng,1) =»+ G, (n3,1)
N G3l(n3,l) LA G31(n3,nl) Gaz(na,l) G33(n3,l) eoe G3m(n3,l)
(18) G(\) =

Gml(nm’l) cee Gml(“m’“l) sz(nm,l) GmB(nmfl) see Gﬁm(“m’l)

Lenme :

S1i m(A) > 1 et Aq nilpotente alors
8(A) = det(G( \ )).

Démonstration : D'aprés la remarque 2, on a :

r J
6(\) x sdet(Al +~;~+ G)|x=0

1

ou J est la forme de Jordan écrite sous la forme (17) et G = P~ AP,
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ny nyp n
<~ > < > < m —
)"In + Gll Gl? ¢ o 0 @ Glm
Hy
621 k1n2+ —;{- + G22 ¢ o ¢ o sz
. . e
» . 3
AN+ -J— 4+ G = . . .
X . . 4
, Hm
Gml Gm2 ¢ e e KInm+ x + Gmm

On peut voir facilement qu'aprés un certain nombre de permutations de lignes

et de colonnes, on peut mettre cette matrice sous la forme suivante :

| r=mtmt...+n-(n-1) m+ -1

-
i < > <

v

1
;.Ir + L

AL +=+ G ~
X
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- I, est la matrice identité d'ordre r = np+ny+ ...t - (m - 1).

n
G( A ) est la matrice que 1'on a défini dans (18).

- Les parties hachurées sont des matrices qui dépendent seulement des

coefficients de G, de A mais non de x.

- L est une matrice carrée d'ordre r ne dépendant que de G et de \

J

0 = xFeo J
) = x dec(ur +2+ c)Ist

B(0) = x"det(G(M)) dect 1_ + 1) |0

(19) 8(A) = det(G(1)) c.q.f.d

(LY
- On considére les (m -~ 1) vecteurs lignes associées a la matrice G( A )
et définis par :
1)

A
X - Gnl+l*(k)

2)
(20) X0 = G s

C(m-l) A
X Gnl+m—l*(l)

-~ De la méme manlére considérons les (m - 1) vecteurs colonnes associés a
n
G( N\ ) et définis par :

) _ A

¥ G*n1+l(x)
2) _+
Y - G*n1+2(K)
(21) :
yo=1) _ g

*nl+m-l(x)



Ces deux suites de vecteurs sont indépendants du paramétre A. En appliquant le
théoréme 1, et le lemme précédent, on a :
Théoréme 2 :

Si AO est une matrice nilpotente et m(A) > 1 alors A(x) est réductible si

1'une des propriétés suivantes est vérifiée :
I - rang(x(D), x(2), | x(m=1), <:|n -1

IT - rang(Y(1), y(2) . . Y(m-l))<: m-1

En effet d'aprés le théoréme 1 et le lemme précédent, la matrice A est

réductible si et seulement si :
A
8(A) = det(G(r)) =

A
La matrice A(x) est donc réductible si et seulement si la matrice G( A\ )
définie dans (18) est singuliére quelque soit A . Or d'aprés les constructions

(18), (20), et (21), ceci est vérifié si les vecteurs

x{ 2 . x® D

ou

sont linéairement dépendants.

On donne dans le théoréme suivant la transformation T(x) pour réduire 1le
nombre m(A) cf. (2) correspondante i chaque cas I et II. Pour appliquer ce

théoréme il est donc nécéssaire d'appliquer le théoréme 2
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Théoréme 3 :

Si Ay est nilpotente, A(x) réductible et m(A) 1, alors la réduction

s'obtient 4 1'aide de la transformation :

(22) T(x) = P+S(x)

N

ou

- P est une matrice constante avec det(P) +# 0, elle transforme Aj sous

une forme de Jordan que 1l'on suppose écrite sous la forme (17).

- S(x) est une matrice diagonale définie par :

S(x) = diag{Sl, Syy +ee ,sm)
ol
- Sl = Inl
1 0
(23) - Si(x) = 1=2,...,m
0 x-In -1
i
si la propriété 1 est vérifiée, et :
!
1
— I -
X n, 1 0
(24) - 8,00 = A ' 1 =2, «oo,m
0 1

si la propriété II est vérifiée.
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J. Moser[13] a démontré que la réduction de la matrice A(x) peut étre obtenue

a4 1'aide des transformations de la forme
T(x) = ( P, + xP Yex®
0 1
ol Py,P; sont des matrices constantes avec det(Py) # 0

et a = diag(al,a ...,an) ou « cee @ sont des entiers avec

2’

Le théoréme 3 donne la construction de ces transformations par 1la

formule (22). 11 remarque ensuite que puisque € - = 1 , la matrice
T lp dans (3) est d'ordre polaire égale a 1. Donc m(A) ne peut &tre diminué
que par 1'opération Tn1

réductible, m(A) > 1let si

AT, 11 s'agit donc de démontrer ici que si A(x) est

AW ) = T AT

alors

r(Aél)) <'r(A0)

Démonstration du théoréme 3

Soit

A = T "AT
ou T est la matrice définie dans (22)
Si
4
A(l) = 1 % Al((l)'xk
«P k=0
alors
PR O N T
0 0 1 27 N x=0
1) -1
Ay " =T (AO + xAl)T|x=0
1y -1
Ay =5 (J+x6 )S|x=0
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Puisque A(x) est réductible, nous supposons que c'est la propridté I (cf.
théoréme 2) qui est vérifiée, la démonstration est analogue dans l'autre cas.
Les S;(x) sont donc de la forme (23) et en général pour une matrice quelconque

N & n; lignes, nj colonnes on a :

n, -1
+ 1«) < 3 >
0 0 1
N(2,1)
-1
Xxe*S 1 N Sj|x=0 . o ni 1
N(ni,l)
n.
< J .
0 1
N(2,1) veee N(2,nj)
-1
x'Si N x=0 = . ni—l
N(ni,l) sece N(ni,nj)
o1 7t .
0 0 1
0 0 1 e o o o 0
sTlen s = -1
1 71""1]x=0 "y
' 1
0 0 0 e o o o 0

Les Hy (1 = 2, ... , m) sont les matrices d'ordre ny; définies dans (9').
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(1) = .-1. L] ‘-1. . =
Ay " = X+80GeS o+ §Tedes o =

111 nz n
0 O e & 0
0 0
G21(2,1) ++ G21(2,n))|6y,(2,1) |0 1\\\\\\ G, (2,1)
1 LN
G21(n2,1) . Ggl(nz,nl) G22(l‘\2,1)L ' 0 sz(ng,l)
0 0
G31(2,1) .. G3;(2,n)|G,(2,1) G3m(2,1)
0 .o
G31(n3,1) .. G3)(n3,n))|G32(n3,1) G, (n3,1)
0 0
Gm1(2,1) .. Gm1(2,n1) Gm2(2,1) Gmm(2,1)
0 .o 1
Gml(nm’l) .. Gml(nm’nl) sz(nm,l){ Gmm(nm,l) 0|

.

n

(@N]
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On peut voir facilement qu'en faisant des combinaisons linéaires de
certaines colonnes, on peut annuler tous les termes qui appartiennent i une
ligne contenant 1le chiffre 1. En permuttant ensuite des lignes et des

1
colonnes; on peut mettre la matrice A( ) sous la forme suivante :

0
+ -
“ e ' .L+m—1>¢ r=(m-1) >
0 0 0 nl
0 0 0 m-1
(1)
A ~
0 x(1)
X(Z) 0 0
: m—-1
x(m-1)
0 e
0 Ir-(m-l) r-(m-1)
ou

~ T est le rang de la matrice Ay défini dans (17').
- I (m-1) est la matrice identité d'ordre r-(m - 1).
- X(l), X(z), coe x(m-1) sont les vecteurs lignes définis dans (20).

D'aprés 1'hypothése I on a :

raiM Cr - @-1) + @- 1)
donc

radM) {riay) c.q.f.d



Conclusion :
P bttt

On peut considérer le théoréme 2 comme une caractérisation des systémes
différentiels 4 singularité réguliére. En effet si 1le systéme
différentiel (1) du départ est a singularité réguliére et si A chaque
étape 1'une des propriétés I ou II est vérifiée, en calculant

successivement 1les transformations TO’TI» e+ ,T_ correspondantes aux

s
matrices :

s A(z), ‘e ,A(s)

on peut ramener l'entier p 4 1 en au plus (n - (p - 1) pas

(s <(n - 1)(p -1 ). Autrement dit si 1'on ndte :

T(x) = TO(x)-Tl(x)o cees -Ts(x)

on a
~1 -1
(25) T "*A(x)*T - T "T' = B(x)

ou B est une matrice carrée d'ordre n & coefficients dans L((x)) d'ordre

polaire égal a 1.

En général 1'algorithme s'arréte lorsque Aés) n'est pas nilpotente ou

lorsque les deux propriétés I et II ne sont pas vérifiés en méme temps.
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4 - QUELQUES EXEMPLES

EXEMPLE 1 :

On considére le systéme différentiel

B 2"7
-1 142x
1
(26) Y (x) = — ¥(x)
X
—1~4x2 1+6x2
On a :
-1 1 F; 1
A$®) - , Py = , Afo) =0
-1 1 1 2
N N = i
0 1
-1 (0)
Jo = Pg Ap "Pp =
0 0
mA) =3 -1 +3=21
(0) : - s s 18212
Comme Al = 0, la matrice Gy( A ) est réduit a 1'élément 0. Donc la matrice

A est réductible en vertu du théoréme 2 par la transformation :

To(x) = PyeSg(x) =

on trouve ensulte que
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N r
[0 1 2 0
1 n
A(g ) = ’ Gl = . ’ Gl()\) =0
0 0 0 2
donc A(l) est réductible par la transformation
1 0
T, (x) =
0 X

(1)

En appliquant enfin cette transformation & A (x) , 1'ordre du péle se
réduit a 1.

Donc le systéme (26) est & singularité réguliére et la transformation :

T(x) = To(x)'Tl(x) =

réduit le systéme (26) sous la forme :

0 2

Deux solutions linéairement indépendantes du systéme

2'(x) = i’ , 2(x)
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sont :

- " -
x2 r.)(;ZLogx
{0 ’ 1219 "
LO x2
Donc
2
X
Ylll(x) = T(x)Ole](x) -
2
X
szogx + xa

Y[Z](x) = T(x)ozlzl(x) =

x2Logx + 2x4

sont deux solutions linéairement indépendantes du systéme (26).
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EXEMPLE 2 : On considére 1'exemple traité dans la page7 3 auquel nous avons

appliqué la méthode de la premiére partie de ce chapitre

r'xs 1-2x 4x2
(27) Y (x) = 1 %2 +x® 2x2-x3 4x2 Y(x)
x
3x° 0 | 232 4x

Dans cet exemple on a :

1 0 0 =2 0
a9 = o 0 0] ee  a{® - Jo 0 0
0 0 0 0 0 0
1 7
donc m(A) =3 -1 + 3 = §-> 1
= - B 7
0 1 0 0 0 0
Pg= o 0 1 J = pglAg")P = |o 0 1
1 0 0 0 0 0
i " 4
- -
0 0 0
Comme Gy = 0 0 -2
0 0 0
| .

les deux propriétés I et II (cf. Théoréme 2) sont vérifides, donc la matrice

A(O)(x) est réductible par la transformation :,
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o af ] B
0 1 0 1 0 0 0 1
To(x) =| 0 0 1 {]o 1 of= fo 0
1 0 o]]o 0 x| Db 0

En appliquant cette transformation a4 (27), on trouve

- -
0 0 0
Al = 13t a$ P4 foO)\TO = |o 0 1
lx=0
0 0 0
- and — -l
2 0 0
SN o 4
0 0 %J
- -
1 0 0
par conséquent T)(x) = |O 1/x 0
0 0 1
e -

En appliquant cette transformation & A(l)(x),l'ordre du pble se réduit a 1.

Le systéme (27) est donc a singularité réguliére et la transformation :

r ey
0 1/x 0
T(x) = To(x) Tj(x) = 0 0 X
A 1 0 0




réduit le systéme (27) sous la forme :

(28)

Y (x) =

x|
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F&+x2

4x

3x2

1+x

x+x

1-2x

oy

|

Y(x)
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EXEMPLE 3
2+X3 1 "2“’7(3
(29) Y'(x) = —1-5 o | oacHex” Sx 43y -6l v
X
L~2-—2)(3 1 —2+4x?__
On a :
r‘. ——
2 1 -2
AP 1o 0 0 , 200
1 1
2 1 -2
Donc m(A) = 5 -1+ %»+ =<¥; 71
- -
1 1 0 o 0
Py = 2 0 1 . Jo=pgteal®wp, = o o
2 1 0 0o 0

Comme G, = 0 ,la réduction du systéme (29) se fait & 1'alde de la

transformation cf. théoréme 3 :

p— .
1 1 0
To(X) = 2 0 X
‘2 1 OJ
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En appliquant cette transformation au systéme (29) , on trouve

0 0 0
Agl) = 0 0 1 et A(l) = 0.
0 0 OJ
Fl 0 0
donc T)(x) = 0 1 0
0 0 X
A J

1 ,
En appliquant ensuite cette transformation 3 A( )(x) ,on trouve :

0 0 0 G 0
A = o 0 1 et a{® - o 2
0 0 0 0 0

r a—

1 0 0

Ty (x) = 0 1 0
0 0 x‘_J
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cela donne

- em
3 0 0
adP= o 2 1
0 0 5

(3)

La matrice A n'admet aucune valeur propre nulle. A(3)(x) ne peut donc

étre réductible. L'algorithme s'arréte. Soit

- -
1 1 0
3
T(x) = Tg(x)*T)(x)*Ty(x) = 2 0 X
0
_2 1 .
. -1 -1
Soit B(x) = T (x)sA(Xx)*T = T "T'

ou A est la matrice du systéme (29) , on a :

-
3 0 0
1
B(x)""';o 2 1
X
0 0 5
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Puisque B(x) n'est pas réductible :
p(A) =m(B) =2 -1+1=2

Le systéme (29) est donc & singularité réguliére au voisinage de 1'origine.

Trois solutions linéairement indépendantes du systéme différentiel :

Z'(x) = B(x)*Z(x)

sont :
- T - - —_
3 [
exp(- " ) 0 0
2 2 1 5
Z[1]= 0 ’ Z[2]= exp('- ;E ) ’ Z[3]= exP(' ’;) + ’3‘eXP(" ;)
5
0 0 exp(- %)
- - R o - - -
Soient
— = B 1
exp(- 2) exp(- 2)
Y = T(x)*Z =[2exp(- 2) Y, ., = 0
(1] (1] X ’ (2]
2exp(- %) exp(- %)
L . L o

3 1 5
exp(- ;) + 3 exp(- %)

3 5
= T(x)*Z = x exp(- ;)

(31 (3]

5 1 5
Lexp(= 2) + gexp(- 3) |

Ces troils vecteurs colonnes Y[l]’YIZ]’Y[3] forment un systéme fondamental

de solutions du systéme (29).
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CHAPITRE 4

SOLUTIONS FORMELLES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS AU
VOISINAGE DES POINTS SINGULIERS REGULIERS

1. 1Introduction

2. Position du probléme

3. Méthode formelle de W. Wasow

4. Développement formel des solutions du systéme

5. Méthode formelle de L. Sirovich.






1. INTRODUCTION

Nous allons développer ici deux algorithmes qui permettent de déterminer
un systéme fondamental de solutions. formelles d'un systéme différentiel 3

singularité régulilére au voisinage de 1'origine de [ .

Le premier algorithme est di 4 W. Wasow [17], [12] od on construit un

systéme fondamental sous la forme :
®(x) = T(x) xC

ou T appartient & G (n,C((x)))
et C appartient a un,n(m) .

Le deuxiéme algorithme est plus complet, il est di en grande partie &
L.Sirovich [16] ol on donne le développement des solutions vectorielles sous

la forme :
A k
Y(x) = x [¢0(x)+logx ¢1(x)+...+(logx) ¢k(x)]A

ou A appartient 4 € et les ¢i sont des vecteurs colonnes a coefficients
dans (@[[x]] .

L'importance de ces deux algorithmes réside dans le fait que 1'on peut
les programmer en langage de calcul formel (reduce). Cependént un travail
reste & faire, celui du développement formel des solutions des systémes

différentiels au voisinage des singularités irréguliéres.
2. POSITION DU PROBLEME

Considérons un systéme différentiel linéaire d'ordre 1 de la forme :

(1) v = My

X
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ou M e M, L (E[[x]]) , p est un entier supérieur ou égale a 1 .
]

On suppose que le systéme (1) est i singularité réguliére au voisinage de

1'origine.

Dans ce cas, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, il existe
une matrice T € G (n,E((x))) que 1'on peut construire comme nous 1'avons

expliqué dans le chapitre précédent telle que le changement de variable :
Y(x) = T(x) Z(x)

transforme le systéme (1) sous la forme :

(2) z'(x) = 22 20y

ot A € My A (E[[x]]) et vérifie :

M

Xp’.l

- '
T -xT 1 T

A(x) = 77t

Nous avons donné au chapitre trois deux méthodes pour le calcul de 1la
transformation T(x) lorsque p 1 .

On peut considérer chacun de ces deux algorithmes en quatre étapes :

1. Calcul de la transformation T(x).

2. Décider si la singularité est réguliére.

3. Appliquer 1'algorithme donnant un systéme fondamental du
systéme (2).

4. Déterminer un systéme fondamental de solutions du systéme (1).

Noter que le passage de 1'étape 3 A 1'dtape 4, consiste a faire
simplement le produit de deux matrices. Si ® est un systéme fondamental de

solutions de (2), alors
F(x) = T(x) B(x)

est un systéme fondamental de solutions du systéme (1). Nous allons dans ce
qui suit étudier 1'étape 3 ; 1'étape 1 et 1'étape 2 ont été étudides dans le

chapitre précédent.
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3. METHODE FORMELLE DE W. WASOW [17]

Considérons le systéme différentiel (2) :

A(x)
x

(2) Y'(x) = Y(x)

1'algorichme consiste a chercher une matrice P(x) dans A (n,L[[x])]) sous la

forme :

2]

k
P(x) = I Pk X » Py € H“’n(m)
k=0

telle qu'en posant
3) Y(x) = P(x) Z(x)

on raméne A(x) a étre constante.

Par la transformation (3), le systéme (2) devient

B(x)

[
(4) Z (x) = - " Z(x)
ou _ R
(5) B =P 1 AP-xP 1P
soient

[

AG) =% A - X
k=0

B(x) = I B - X<
k=0

En multipliant les deux termes de 1'égalité (5) par P , on obtient :

xP' =AP-PB
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En identifiant les termes en x° de 1'égalité, on a :

AP -P B =0 , (k=0)

k-1
1 - - = e
(5) (Ao kI) P Pk B0 Z (A

P-P B )
k v=0 k=-v v v k-v

k=1,2,3,...,»

Choisissons B = A Po=1 et B =0 pour k > 1

o’ "o :
on est amené, par récurrence, & résoudre 1'équation matricielle :

(A, -KI) P, =B A =H , k=l,2,...,o

k
(6) k-1 |
Hk_ = - 2 Ak-—v PV > k=1,2’ooo,fn
v=0

La matrice H_ ne dépend que de Po’Pl""’Pk—l .
= 51 pout tout k=1,2,...,» 1'édquation matricielle
(Ao—kI)Pk = Pk A0

admet comme seule solution, la solution triviale, alors lféquation (6) admet

une solution en P, et une seule pour tout k=1,2,...,» Dans ce cas la

détermination de la matrice P(x) = Pk xk avec P, =1 se fait d'une
b k=0 '
maniere unique.

Ce probléme est résolu par :
Théoréme (17]

L'équation matricielle AX - XB = 0 ou A,B € un’n(m) admet une solution

non triviale si et seulement si A et B ont une valeur propre commune.
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Démonstration :

Soit A une valeur propre commune 4 A et B , 11 existe un vecteur

propre x, tel que A x, =\ x .

A A
Soit BT : la matrice transposée de B ; 11 existe un vecteur Xp tel que
T
B Xg = A Xy
ou T B = A T
*p )
Considérons la matrice X = X\ xg € Hn’n(E) , On a
T T T
A X =A X, Xg = A X, X X, X B

= XB

donc X = X, x: est une solution non triviale de 1'équation AX - XB = 0

Condition nécessalire :

(1) Supposons que B admet n vecteur propres linéairement indépendants.
Soit xp : un vecteur propre associé a la valeur propre A de B , on a :

XB xB =\ X xB

comme XB = AX

AX xB = \ X xB

S A et B n'ont pas de valeurs propres communes alors X.xg = 0 puisque
B admet n vecteurs propres qui forment une base, X s'annullant sur cette

base, elle ne peut donc qu'étre nul donc

X=0
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(2) " a une base formée de vecteurs xg vérifiant :

(B—)\I)PxB =0 , X\ étant une valeur propre de B .

Comme , AX = XB
A% = AxB = xp2
d'ou par récurrence akx = xgk pour tout k > 1

S1 p est un polyndme quelconque, on a :

p(A)X = X p(B)
d'ou

P
X(B—AI)PxB = (A-AD)' X x, = 0

P
Si A et B n'ont pas de valeurs propres communes, alors (A-AI) est

Inversible et par conséquent

X Xg = 0
donc X=0
c.q.f.d.

Conclusion :
I1 résulte de tout ce qui précéde que si pour tout k > 1,
A,-kI et A, n'ont pas de valeurs propres communes. Autrement dit si les
valeurs propres de A, distinctes ne différent pas entre elles d'un
entier, alors il existe une transformation
+o

P(x) = 7 Pk xk avec P =1
k=0 °

unique telle que la transformation
Y(x) = P(x) Z(x)
réduit le systéme (2) sous la forme :

A
2'(x) = =2 z(x)
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Nous serons dans le cas générique si les valeurs propres distinctes de A, ne
différent pas entre elles d'un entier.
Nous pouvons alors dans ce cas, déterminer d'aprés (6) et (3) un systéme

fondamental de solutlions du systéme (2) :

A
(7) ®(x) = P(x) x ° , avec P(0) = I

al Algorithme de détermination de la transformation P

dans le cas générique :
Considérons 1'équatlion matricielle (6) :

k=1,2,...,

(AKI) B, - B A =H
ou k"‘l
Ho==- % A _ P
v=0 v v

Cette équation peut s'écrire a 1l'aide du produit tensoriel, on obtient une
équation vectorielle équivalente (cf. [5]) que 1'on peut écrire de la manlére

suivante

(8) Ke k=1,2,...,®

k P T Mk

ol G est une matrice carréde d'ordre n2

= - - T
Gy (A0 k.I) 8 I I8 Ao

Ag désigne la matrice transposée de A, .

P et by sont les vecteurs colonnes i n? composantes tels qdé sl 1'on

désigne par (Pk)i*k et (“k)i* les tlemes lignes des matrices P et H

on a :
T T
(e ], (a7,
T T
P = ( Pk ‘2* hk = ( Hk )2*
T T
( I,k \n* ( “k )n*
8 Ny " B
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Remarque 1 :

L'équation (8) est de n? équations a n2 inconnues qui sont les
composantes de py . Dans le cas générique G, est inversible quelque soit le
choix de 1'entier k > 1 .

En utilisant le calcul formel, on peut inverser formellement la matrice Gy

pour tout k , soit D(k) 1la matrice inverse :

G(k) = Gt

La détermination des Pk (k=1,2,...) est donnée directement par la formule
P = D(K) « By, k=1,2,...,w

Remarque 2 :
I1 convient d'appliquer au systéme (2) d'abord 1la transformation

constante P, :
Y(x) = P0 Z(x)

qui transforme la matrice A, sous une forme de Jordan :

Jg = P0~1 Ag Py .Par cette transformation le systéme (2) devient :

Z'(x) = éiﬁl Z(x)

A) ~ —1 < o
ou A(x) = P0 A(x) P0 avec A(0) = Jo et cette fols la matrice

Gk correspondante est écrite sous la forme :

a ] — - T
Gk = (Jo kI) @ I I8J
et qui est facile 3 inverser.

Remarquons aussi que numériquement, 11 est trés difficile de décider si
deux valeurs propres complexes différent d'un entier qui est la condition
de la régularité de la matrice Gy ; cependant on peut appliquer un

algorithme di a Watanabe (cf. [18]), [4]).
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b/ Cas général : Il existe des valeurs propres qui différent d'un entier

La méthode suivie ici est en grande partie die & W. Wasow [17] . Elle
consiste a chercher une transformation T(x) permettant de se ramener au “cas

générique”. Autrement dit, si 1l'on désigne par X(x) , la matrice :
~ -1 -1
AX) =T AX)T-xT T

les valeurs propres distinctes de X(O) , ne différent pas entre elles d'un

entier. Vollid comme on procéde :

(a) Soient xl,hz,...,kp ; les valeurs propres de A, qui différent entre
elles d'un entier.
Soit my 1la multiplicité algébrique de la valeur propre

ki , (1=1,2,...,p). On suppose que Kl,xz,...,Kp sont ordonnées de la maniére

suivante :
9) Re(xl) < Re(Kz) < .00 € Re(kp)
(10) )\.i+1 - Ki = ki Py (1=1’2,-ol’p-1)
ou
*
kie N

Considérons la matrice de passage P € GL(n,L) qui transformet A, sous une

forme de Jordan

(11) T =P A, P
que 1'on suppose étre de la forme :
m] n—ml
J1 0 m,
(12) J = o
8
0 J -
2 !
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Jy est la matrice diagonale par blocs correspondant

a la valeur propre

Jy est la matrice J 4 laquelle on enléve les my

colonnes. Jy admet comme valeurs propres :

A

)\2’)\3"“’)\1)’}\[)-0-]_"'.’ r

premiéres lignes et

On peut écrire la matrice A(x) = Ay + x N(x) ou N(x) = Ai+ Ayx + ...

Soit To(x) la matrice :

To(x) = P S(x)

ot P est la matrice définie dans (11) et S(x) (cf.

diagonale par blocs et définie par

S(x) = diag | Im1 , X In-ml

Notons

[12]) la matrice
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- -1
A(l)(x) = Tol ATy - x TolTo

(1) o ol e Uy
Ag (x) To ( Ag + xN ) To x=0 xTy 10lx=0
(1) _ -1 1!
(12) Ag S (J+ xG ) Sy x=0 xS S|x=0
ou
(13) c=pla
que 1l'on écrit sous la forme
m, n-m,
G e T T +
m
1 €12 1
G =
G21 622 n-m,

En effectuant les prodults des matrices dans (12), on trouve :

m

KON

Les valeurs propres de Agl) sont

N A IR xp—l R T A1

chacune de ces valeurs propres admet la méme multiplicité algébrique initiale.
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En faisant la méme manipulation ky
(k;)

sont

fols, les valeurs propres
de la matrice A

on peut ainsi se ramener au cas

générique en amenant

toutes les valeurs
propres a étre égales, l'algorithme

s'arréte au bout

K=k +ky +oee ko

pas.

L'algorithme que nous proposons ci-dessous donne un systéme fondamental
Y(x) de solutions formelles du systéme (2) sous la forme

Y(x) = T(x) xc

C est une matrice constante appartenant a Mn,n(m)

o 1
T(x) = % T, x

O i avec Ty € fﬂn’n(ﬁ)

m+1

est le nombre maximal de termes du développement formel des solutions.
Voici 1'algorithme :
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Algorithme de Wasow

Données :

N : Dimension de la matrice A

.

A(l::N,1::N) : matrice & coefficients dans @[x]

o oo

N

T(1::N,1::N) : matrice i coefficients dans E[x]
AO(1::N,1::N) : matrice i coefficients dans

Algorithme

[1] Initialisation
T := 1 (I : matrice identité d'ordre N)
A0 = SUB (x=0,A)
[2] p(N) := det(AO-AI)
[3] Résoudre p(A) :=0
[4] R : tableau trié des racines de p()A) =0
[4.1]) factorisation de p(\) sur Z
[4.2] détermintion des autres racines
[4.3] détermination des valeurs propres kl,kz,...,x
qui différent entre elles d'un entier (on utilise ici
1'algorithe de Watanabe) .
[5] Si cas non générique alors
Début
[ 3
Pour =1 jusqu'ad p-1 faire
Pour s=1 jusqu'i
4Début

xp+1-xQ faire
Détermination de la matrice P
Remplissage de la matrice S

(cf. page \20)

1 1

A=T AT-xT T
J A0 := SUB(x=0,A)
4
Fin
v
Fin

[6] Q := cas générique (cf. page V1Y)
[7) T := Q.T
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al1,1) 1= x ¢+ 1
at1,2) = Jex

al1,d) 1= 0

al2,9) 1= Aex
al2,2) 3= x ¢+ 9
al2,3) g= =~ (2ex - 1)

2
NI RINLE,

al3,2) g= (x ¢+ 1)ex

ald, ¥ g= - (x - 1)

INPRESSIEN DES_ 7 PKENIERS VERMES DE LA TRANSOREATION DT VASOW

- 8 S o o S B 0 et G A B B o B e e e 4 S BB G S G G GO G e G G G G e G G b G U GO S0 R WS CD = U TN B D P D G S - o

T, 1) =(9ex & 20x 4 4)/4

2
T(1,2) »(Jexs(x + 2¢x ¢ 2))/2

2
T(1,3) ol - xe(Bex % 296k + 87172

2
T(2,1) »(x #(22¢x ¢ B1))/36

3 2
T(2,2) »(Bex ¢ x + dex ¢+ 2)/2

2
T42,3) =( ~ (J49x ¢ 136x 4 J4)ex)/8

2
T(3,1) =((Pex + 8)ex )/12

2
T(3,2) =((34x + 20x + 2)ax)/2

3 2
T(3,3) =( = (Dex 4+ Yex + Aex -~ 2))/2
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al1,1) &= = (x - 2)

af1,2) 3= x +x +1

3

4

al1,3) = (x - 1)y
at2,1) o= (3ex + 1)y
a(2,2) = 2¢(x ¢+ 1)

2
a(2,3) = x 4+ x 41

3
al3,1) 1= Ay

2
al3,2) 1= (x = 2hex

’
al3,d) = x - 2ex 4 2

IMPRESSION DES_4_PREMIFRS TERMES BE LA TRANSORMATION DE UASOV

S D e . G @4 G S G G e G S S D I P G R G A U B WY G N P N W D Y D B R B B SN Mt B G e el e D W U Ao e caee A v

T, 1) =(3749%x  + A2D4%x ¢ 2392ex & JADA4x + JATE) /34N

3 2
T(1,2) =( - xet26881%x + 33216%x + 1728y + 27648))/13824

3 2
TO1,3) =C(112093%x  + 1478729x 4 77740%x + 124414)0:2) /41472

3 2
T(2,1) =((1661ex + 2328#x  + 2160%x + B44)*x)/064

A 3 2
T(2,2) =0 - (20%9%ex ¢ 3I848»x  + 2160%x + 844 - BAA))/BA4

3 2
T(2,3) =(x#(2172018x + 269104%x + 1303344x + 82944))/41472

2 2
TU3,1) =( - (I7ex - 24%x ¢ 72)%x )/72

3 2
T(3,2) =((13374x - 260%x + 3024%x - 1728)¢x) /064

4 3 2
T(3,3) =( - (JA73%x - At4ex + 11232%x - JAN4))/34%8
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4. DEVELOPPEMENT FORMEL DES SOLUTIONS DU SYSTEME :
(1) Supposons que A, admette n vecteurs propres linéairement indépendants.

Dans ce premler cas, A, est semblable a une matrice diagonale.
i.e. 11 existe une matrice P € R (n,L) telle que :

_ -1
D = P A P =dlag (A, hy,eee,A )

ou hl,hz,...,hn sont les valeurs propres de A, non nécessairement

distinctes. L'algorithme proposé dans le paragraphe précédent donne un systéme

fondamental de solutions sous la forme :

A
®(x) = T(x) x 0

®(x) = T(x) P x> p L

m
. 1
ou T(x) = 120 ‘l‘i X, , T € n,n(m) , (1=0,1,...,m) .
D'aprés la remarque (cf. chapitre 3, page 47 ) un systéme fondamental de (2)

est en particulier :

Y(x) =d(x) P, (P € GL(n,C))

D
(13) Y(x) = Q(x) x
n 1
ou Q(x) = T(x) P= & T, P x
i
1=0
Considérons :

ql(x),qz(x),...,qn(x) les n colonnes de Q
Y[ll’YIZI"°"Y[“l les n colonnes de Y

D'aprés le relation (13) on a :



-&[1](x) -x ! q (x)

Y[2](X) =x " q,(x)

(14) )

) A
RISIORERENC

Nous avons ainsi mis en évidence n solutions linéairement indépendants du
systéme (2).
Y[1]5[2]>+-+»¥[n] SOt linéairement indépendants puisque d'aprés la relation
(13) on a :

A
det(¥(x)) = det(T(x)) det(®) x * £ 0

(2) Supposons que A, n'admette pas n vecteur propres linéairement indépendants

Dans ce cas A, est semblable 4 une matrice diagonale par blocs ; sa forme de
Jordan J .
Soit :

g=pla p
ou J = diag(J;,J5,...,Jp)

ol les J; sont des matrices carrées que l'on suppose d'ordre m

1
Ki
J1 =
Ki
avec my + mp + ... + m, =n , xl,xz,...,xp sont les valeurs propres de
A_ non nécessairement distinctes.

(¢
Dans ce cas, on a :
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J1 J2 J
Y(x) = Q(x) diag(x , X y see 5 X p)

A m, -1
' i i
X 1 X 1Logx . . . x _(Logx)
(mi—l)l

D'ou 1l'expression des m; solutlons correspondant au bloc J;

A

(1) _ .1
Yy = r 0 ™
A A
1) _ 1 i
Y[Z] x = (Logx) qN1+l(x) + x qN1+2
(15) )
N ml-l ui-Z
(1) 1, (Logx) (Logx N
Y = x = q (x) + - q (x) + ... + q (x) )
[mil (mi 1)1 N1+l (m1 2)1 N1+2 N1+ m
avec N1 = m + w, + ... t+ m_y -
Ces solutions Yigi . (j=1,2,...,m1) sont linéairement indépendantes a

cause de la présence du logarithme dans 1'expression. Ainsi de cette maniére
nous venons de déterminer w) + my + ... + m, = n solutions 1linéairement

indépendantes du systéme (2) et qui en forment un systéme fondamental.
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3 2
all,1)=( - 2%x - un + 2)/2
all,2)=(x*(J¥x + 1))/2
a(l,3)=(x*x(2%x + 1))/2
a(2,1)= - ¥
a(2,2)=1/2
a(2,3)=1

3 2 :
ald,)=(x+( - 2%x - x + 3)N/2

2
al3,2)=(x *(3xx + 1))/2

32
al3,=(2%x + x + 1)/2

IHPRESSION DES_ 4 - PREMIERS TERNES DE LA TRANSFORMATION DE UASOU
T, 1) =1
T(1,2) =x#(x + 1)

T(1,3)

1

- X

!
<

(2,1 =

1(2,2) =

)
—

1(2,3)

1t
(=]

T(3,1) =

¥
x

2
T(3,2) =x *(x + 1)

T3,3) = - x +1
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Développement des solutions du systéme : (p130)

(16)

En appliquant & (16) la transformation

Y (x) =

le systéme (16) devient

-2-%x2 23 x+3x2 x4+2x2
— |-2x 2 Y(x)
L)
8
Ix2 33 =25 x2+3x2 14x+2x3
T de Wasow :
1 x+x2 -X
T(x) =[]0 1 0
X *x2 i3 1-x2
1 0
' 1
Z (x) = - 0 1/2 1 Z(x)
0 1/2

Z(x) = T(x) Y(x)

Troils solutions linéairement indépendantes du systéme (16) sont donc

(cf. 15)) :

Y -

t

Y200 =

s

X

1/2
X

-

1/2[x+x2]

1/2
x

[x24x3 )

1
X

NE R
1/

X

/2[—x+Logx(x+xz)]

1/2

¥  Logx

2[1—x+Logx(x2+x3)!J
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Deuxiéme exemple : Cas non générique

On considére 1l'exemple de la page 7l , paragraphe 4

—~ -
'S 1-2x 4x?
L] 1 X
(17) Y (x) = B xO+x6 2x2 —x3 4x? Y(x)
3x° 0 2x2+x“J

Nous avons trouver en utilisant 1'algorithme du chapitre}Z, deuxiéme partie

que le systéme (17) est équivalent (cf. page M) au systéme :

24x? 3x? 0
! 1
(18) Z(x) = 5 4x 1+x 1-2x | Z2(x)
X x+x2 1-x
- .
par la transformation :
[~ —
0 1/x 0
19) T(x) = 0 0 x
1 0 0
on a :
F; 0 0
Ay = 0 1 1
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dont les valeurs propres sont AN =2 | A_=)_ =1,

1 2 3
Comme kl et 12 différent entre elles d'un entier nous allons d'abord
appliquer a (18) la transformation (cf. b paragraphe 3)
X 0 0
(20) To(x) = 0 1 0
0 0 1

par cette transformation nous nous ramenons au cas générique et le systéme

(18) devient :

1+x2 3x 0
! 1
(21) W (x) = 5 4x? 1+x 1-2x] W(x)
x2 xtx2 1-x
| N
ol cette fols
— —
1 0 0
Ao = 0 ]. 1
0 0 1

ol toutes les valeurs propres sont confondues. On peut donc cette fols

appliquer 1'algorithme de Wasow (volr page 11%). Soit T3 1la transformation de

Wasow avec quatre termes.
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Enfin une matrice fondamentale de solution du systéme (17) est
Y(x) = Ty (x) Ty(x) Tg(x) V(x)
- Ty , Tp sont les matrices définies respectivement dans (19) et (20).

- T3 est la transformation de Wasow calculée i la page'125

- V(x) est une matrice fondamentale de solutions du systéme :

' AO
V (x) = — V(x)
X
X 0 0
V(x) = 0 X xLogx
0 0 X
_
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5. METHODE FORMELLE DE L. SIROVICH [16]

La méthode suivie ici est en grande partie di 4 L. Sirovich . L'avantage de
cette méthode c'est qu'elle donne le développement formel (15) directement.

Elle consiste & chercher des solutions formelles sous la forme :

1) b =T 0,0 1)
1=0 -

ou les ¢ (1=0,...,,») sont des vecteurs colonnes 4 n composantes

i
fonctions du paramétre X\ .

Considérons le systéme (2)

| (2) x Y' = A(x) Y(x%)
od A(x) = 120 Aixi oA M (D) .

On écrit formellement :

a

X ¢'(x) = xk % (kHh) Ok xk
k=0
ok k
A(x) ¢(x) = x " L (% Av ¢k_v) X
k=0 v=0
- k k
x ¢'(x)-A(x) ¢(x) = x I [(k+r) O = T A b X
v k-v
k=0 r=0
D'ou 1'équivalence :
- k
(x) = x I Qk (Mx est solution formelle de (2)
k=0
——————) k
P POA, 6 = (kth) 6, (M) =0 pour k=0,1,... 4w
v=0
k=1,2,...,®
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Supposons que 1l'on puisse choisir 1les ¢k(A) pour k > 1 de telle maniére
que
k-1

A ¢

[ AO—(k+k)I ] ¢k = - v Py
v=0

(3)
k=1,2,...,

alors on a

(4) X0 (x) = AGO 0G0 = XL - A) 4

¢O étant arbitraire, le vecteur ¢(x) dépend de x , du paramétre A et de

¢0 , on le note :

> Kk
(5) b =0(x,N 0 ) = % o (M) x
o k=0 k

pour que ¢ soit solution du systéme (2) , il faut choisir A telle que :

(6) Ao =Xr¢

[0 o] o

A doit donc &tre une valeur propre de A, et ¢o son vecteur propre associé.

La  difficulté  apparait dans (3) (comme dans la méthode précédente)

quand X + k est aussi une valeur propre de A pour un certain entier k .

o
Nous sommes amenés alors i distinguer deux cas :

(a) Cas générique : les valeurs propres de A, distinctes ne différent pas d'un

entier.

(1) La matrice A, posséde n vecteurs propres linéairement indépendants.

Soient ¢61),¢82), ..,,¢§n) ces n vecteurs. et soient xl,xz, cee, xn

les valeurs propres correspondantes non nécessalrement distinctes.

Dans ce cas, nous pouvons déterminer d'aprés ce qui précéde n solutions

linéairement indépendantes du systéme (2) et qui sont :
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1) _ (1)
) ¢(x,kl.¢0 )
(2) (2)
¢ “‘@(X,)\2,¢0 )
(7) .
.(n) (n)
¢ = ¢(X.Kn,¢0 )
avec
WM K
¢ = X L ¢ (\,) x
k=0 ¥ !
i=1,2,...,n
ou

- les ¢£i) (1=1,2,...,n) sont n vecteurs propres linéalrement
indépendants associés respectivement aux valeurs propres ki‘(1=1,2,...,n)

- les ¢£1) (1=1,2,...,n) (k=1,2,...,») sont déterinés a partir des
équations (3).

2) A_ n'admet pas n vecteurs propres linéairement indépendants
o

Dans ce cas AO admet des vecteurs invariants. Considérons J la forme de

Jordan de la matrice A  , que 1l'on suppose de la forme :

J = dlag{ Jy, Jy, ..., Jp}

et qul est telle que : J=PA, Pl

Jy est le bloc de Jordan d'ordre my associé’ a la valeur
propre ki (1=1,2,...,p) . I1 faut noter icil que les valeurs propres

|
Kl’ 2’

+ + ... +m_=n) .
(l‘ll m2 p )

..,A ne sont pas nécessairement distinctes
P

Nous allons montrer dans ce qul suit comment on détermine la chafne de

solutions correspondant a chaque bloc Jy .



Considérons 1le premier

Jz’J3,oct’Jp .

Soient ¢§1), ¢§2) y e

passage P alors on a :

(A,

4, -
(8) |
@, -

Considérons les vecteurs

(1)

9 ¢ =
i=1,2,
Comme le choix des ¢§1) (
0
2
)
oA
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D _,

, V¥ 1=1,2,...,m1

bloc Jp 3 le méme procédé est valable pour
(m,)
, 00 les m; premiéres colonnes de la matrice de
_ (1) _
xl I) ¢o =0
(2) (1)
xl D ¢o ¢o
-1
. ¢(m1) i @(ml )
1 o o
colonnes :
i
TCRWI
o o0 ,ml
1=1,2,...,m;) est indépendant de A , on a

Nous allons maintenant dériver “formellement" par rapport' au paramétre A

1'expression :
)
x ¢ (x

Pour tout entier s >0

-]

) d
a8 dx
I
s
9“—8 (xA(AI - A

A

o

) = A(x) ¢(x) =0

on a 3

(1)
S oSt

s

A

e CF - SR WA I Sy PR

s

» (1)
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Or
8

o (XA(KI*A ) ¢(1)= xh(Logx)s(kI-A )¢(1)+ axk(Logx)s-l¢(i)

ar® o’ Yo 0’70 o
Congidérons pour 8=0,1,2,...,m~-1 , 1'expression :

8 s-1
1 9 2 +
(x ‘?i; - MG T W, L 2 —3 I N )
O\ (s-1)! A

A 5 A a-1
- X (Logx) - (1) x_ (Logx) (1)
(M Ao) ¢o + (s-1)! ¢ .

s °
-1 -2
+ N (Logx)® O1-a ) ¢(2) 4 R (Logx)® o @
(s-1)1 e e (s-2)1 - °

+ xk(Logx)(kI~Ao) ¢§3) +x ¢§8)

A (8) A (s+1)
+ x ¢0 + x (KI—AO) ¢0

Remplagons dans 1'expression précédente A\ par kl » le second membre de

1'équalité s'annule, donc les vecteurs :

-1

1y 1 8% (1) 1 2% (2 (s+1), -

Yooy =[— — ¢+ —— 2o 9194 4 I
[s] T4y a8 (s-1)1 2%} [2=M

pour s=0,1,2,...,m1-l

sont solutions du systéme (2) .
Nous venons de déterminer ainsi m; solutions linéairement indépendantes du

systéme correspondant au premier bloc de Jordan J, . Elles sont :
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o) = oM M)
f;_])(x ) = o ¢(12x’7"¢<§1))lx=x1 + q’(Z)‘x’*v“’f,z))

" (m ) (m )
Enll)](x,?» y el 0 o ROV d’(l))jm M W)

(m ~1)!

En faisant le méme raisonnement pour les blocs de Jordan 32,J3,...,Jp » hous
pouvons ainsi déterminer :

vy v (1)
lll(x A ), [2](X’A1) 3¢y, Y[mll(x,xl)'

(2) 2) (2)
Y[l](x A, Y[2](x,A2) yeee, Y[mzl(x,xz)

.
.

v(P) (p) (p)
[1](X A )’ Y[2](X)Ap) PRICICI ](X A )

mpotomy + L.+ M, = n  solutions linéairement 1ndependante$ du systéme (2).

Elles en forment un systéme fondamental de solutions.

(b) Cas général : 11 existe des valeurs propres de A, qui différent d'un
entier

Considérons les valeurs propres distincts de Ay 1 AL see+3A qul différent
172 P

d'un entier.

Soient ml’mz"”’mp les ordres de multiplicité des valeurs propres
A Az,... K
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On suppose que A A

X 2,...,Kp sont ordonnées de la maniére suivante :
(10) Re(hl) < Re(kz) < .. € Re(kp)
(11) li-‘-l - ki =Q1 » 1=1’2,000,p
. *
ou Qie IN

On suppose que les autres valeurs propres

Norr M peze oA

ne vérifient pas les conditions précédentes.

Nous avons deux cas a distinguer ; m =1,m31l.

1°/ Premler cas : La multiplicité de la valeur propre hl est 'l" 1
i=p

Soit m= X m
1=2

L'idée (cf. [16]) est de remplacer le vecteur propre 00 associé a4 la valeur

propre Al par :
m
¢0 = (K—ll) w,

ol w, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A

o 1

(Ao— kll) wo o= 0

Dans ce cas :
d A m
(x ax A) ¢ = x (X—KI) (MI - Ao)u)0

ou les ¢, pour k > 1 coefficients de ¢ sont déterminés par 1'équation
k-1
12 A - (\k)I = - 7 A
(12) [ o (A H)T] ¢k g v ¢k—v

puisque ¢o est de la forme
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- M
¢0 (A Kl) wo

I1 en suit que tous les vecteurs ¢i » 1=l  jusqu'i i = gl =\, =\

sont aussi de la forme :
by = (- xl)m 0, 1=0,1,... 0,
Or la matrice
[Ao- M\ + Ql)I] = [Ao— (A + A 2~ AI)I]

a un pble en A = hl d'ordre 1la multiplicité de la valeur propre Kz » c'est-

a-dire my , donc le vecteur 4h est de la forme :
1

m--m2
) = (A-\))
(O 1 “hl
ainsi de suite.

On peut donc déterminer les vecteurs ¢k (k=0,...,») de 1a maniére sulvante :

m
6, = (x—xl) W, o k=0,1,...0 -1
m-m1
¢k = (A-}\l) (A)k > k#. 1,000’12‘1
(13) :
b = (A=A )m—(m2+‘. p-1? ‘ K ..t -1
k 1 % p-2>"""" pm

Les autres ¢k (k Ql+'!2+...+-Qp_1) sont déterminés par’'.1'équation (12).
Notons que pour ces valeurs de k , 1a matrice [Ao~(K+k)I] est inversible en
A=A

1

D'aprés la méme démarche (dérivation formelle) on a :

aS
- (b(x’}\)@ ) =
(14 axs o ‘A Xl

est solution du systéme (2) quelque soit 8=0,1,...,m
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(1) Considérons tout d'abord le cas od s=0

Nous avons comme solution :

A w®
b 0)) = x b B (xS
k=0

or d'aprés les formules (13)
8 ) =6 () == (A) =0

ou L =0+, + ... + 1 =\ -\

1 2 p-1 p 1
Donc :
Kl e k
POGAL0) = x N6 (A )x
k=2
A, 4w
=x ! 7 «»kﬂ(xl)x““
k=0
A+ 4w
1 k
= X oo (\,) x
K=0 k4 1

Xp +w K
= X T ¢ (A, )x
k=0 k# "1

Cette solution n'est autre (4 une constante multiplicative  prés)

solution correspondante a la valeur propre \ = Ap .

(i1) cas ot s (m

que la

Nous pouvons faire le méme raisonnement pour s (¢ m on peut montrer

ainsi que toues les solutions (14) pour s=0,1,...,m-1 sont

combinaisons 1linéaires des solutions correspondantes aux valeurs

propres A ...,hp .

2’

(111) Cas od 8 = m

C'est dans ce cas que l'on obtient une solution correspondante a la

valeur propre N\ = Kl qul en fait :
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6“1
(15) g;\"m ¢(x’)\’¢0)'}\=}\1

2°/ Deuxiéme Cas :La multiplicité de la valeur propre Al est m > 1

Comme dans 1le cas générique, les solutions associées i la valeur propre Xl

seront dans ce deuxiéme cas au nombre de m . Voild comment on les obtient:

a) Supposons que A, admette m; vecteurs propres linéairement indépendants

(m,)
1) ,(2) 1

Soient ¢0 , ¢0 s eee ¢o ces m; vecteurs.

En faisant la méme démarche que le cas 1 , les m; solutions correspondantes

4 la valeur propre Al sont (cf. (15)) :

0 (1)

- ¢(x’}\’¢ ) =
A o |\ Xl

m

0 (2)

- Q)(X,;\,Q ) -,
an® o |\ kl
3" (m,)

3 ‘b(X,)\,(b ) =
o™ o I\ Xl

qui sont my solutions lindairement indépendantes.
b) Venons~en au cas ou Al admet des vecteurs généralisés.

Comme nous 1'avons fait dans le cas générique, si il existe,blusieurs blocs de

Jordan correspondant i la valeur propre Kl on donne le procédé pour obtenir

les solutions correspondantes au premier bloc, les solutions correspondantes
aux autres blocs sont déterminédes de la méme maniére. Nous allons donc

supposer que Al n'admet qu'un seul bloc de Jordan. Il existe alors my
(m,)
1

1 2
vecteurs colonnes w( ),w( ),...,m tel que :
o o o
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(1)
(A0 - kll) w = 0

(2) (1)
(A0 - KII) w o= w

(16) .

(ml) (m1~1)
(Ao - Kll) w =0

De la méme maniére que dans le cas 1 nous allons poser :

(1)

m (1)
4)0 = ()\’-kl) w

o , 1=1,2,...,m

1

ou m = my + mg + ... + mp

Supposons que les vecteurs colonnes Ok (k=1,2,...,2) alent été cholsis tels

que 1'équation (3) soit vérifiée. Alors, on a : pour 1=1,2,...,m :

A,y .M DA (1)
(x4 - 0 80 ) = 1t - a) 6!
d_ _ (1) _ N 4y | _ (1)
(x ax A) ¢ x (A Al) (A X Ao) w,
D'aprés la méme démarche (dérivation formelle)
8 8
0 d d 0
—— (x5 - A) ¢ = (x 5=~ A) — ¢
a}\s dx dx axs
2° A
=2 (X AA)"AI-A )
"y 8 1 o’ o
oA
k=s k (s-k)
= L C: 9“'}'(7\"7\1)“. ‘Q—Ts—‘:‘—(‘s (XK()\I“AO) wo)i‘
k=0 oA oA :
ot C% = st
5 KkI(s—k)!

posons O(m,k) = m(m-1) ... (m~k+l) . Alors
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~
b
gl
>
|
>
~
=4
[

L C e(m,k)(x-xl)m“k[xk(logx)(s’k)(xI-Ao)mo +(s-k)(1ogx)(s-k_1)mo}

k=0

nw =

Les m; solutions que 1'on cherche sont finalement :

k=s
+m-k ‘
:E : (s+m) ! 2° RO PN (0N
(stm-k)!s! ap Stk o ] A=hy
k=0

pour s= 0, 1, 2, ... sy -1

Nous allons montrer cette derniére proposition.

En effet, pour tout s=0,1,...,m~1 on a :

+m 4m-1 '
xL - o p(1)y st 8> 0Py, 4 Ltm) 1 o” o (511D
dx s DA st anStml mts!  mis! oA™
s+m
_ 1.k L \mk_A stm-k .. . . (1)
kZO s!CS_HnO(m,k)O\ Xl) x  (Logx) (A Ao)w0 :
s+m
1 .k ~k A +m-k-1 1
+ kfo Elcs+m O(m,k)(x—hl)m (s+m-k) x (Logx)s Qg )
s+m-1
s+m _k -k A s+m-k-1 _ (2)
+ kEo T Cs+m—1 0 (m,k) (A Kl) x (Logx) (AL Ao)to0
s+m-1 .
+ o ERok omm, k) AA )" (stmek-1)x" (Logx) S K2, (2)
k0 - °
s+m-2 :
(stm)(s+m—1) _k - 4 Mk A stm~k-2 , _ (3)
+ E=0 o1 Cs+m—2 O(m,k) (A Kl) x (logx) (AI-Ag)wg
s+m-2
v p ek om0 -n )" K (stnk-2)x (1ogx) (STED) ,3)
k=0 s s+m— 1 o
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m-k A

G o(m, 1) (A )" ¥ (Logx)m“k(xl—Ao)w(s*l)

o

+ 3 (stm)!

k=0 mis!

(S*W)l,cm O(m’k)(x-x])m~k(m—k)xx (Logx)

(n-k-1) (s+1)
mlsl k o

o

-
I M5
c

En remplagant N par kl dans le deuxiéme membre de cette égalité. Il

devient d'aprés les relations (16) que vérifient uﬁi) , (1=1,2,...,ml) :

A

1 .m 3 1 s=1 (1)

5T La+m O(m,m) 8 x (Logx) mo
sim .m Al s—-1 (1)

+ sl Cs+m-1 O(m,m) x (Logx) (—mo )
s+m _.m xl x1 s-2 (2)

+ ‘ET.Cs+m—l O(m,m) x = (s-1) x (Logx) EN
(stm)(s+m-1) .m ’ 7\1 8~-2, (2)

+ o cs+m~2 O(m,m) x ~ (Logx) (~w0 )
(stm)(stw-1) .m xl (s=3) (3)

- - A _ -

+ e Cs+m~2 O(m,m) (s-2) x (Logx) mo

+ . . L] . L] . . .
(sim)! m kl (s)

+ sl Cm O(m,m) x = (- w, )

= 0

Nous venons ainsi de mettre en évidence my solutions 1linéairement

indépendantes correspondantes & la valeur propre A\ = Al » elles sont :
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2,
6Am K—KI
My w2
RCORATEW st o & ey
L™y ™ @) ememe 8" o)
21 a2 A gy e = 1 21 ™ [r=r
mtm, -1 (mim, -1) ™™ 2 (mm,-1) .m  (m,)
3 o (1) . 17D s REIN 1 S
+m_ - = - =t : -

-1 "™ 1% A=y (m,~1)! ™20 A=y mt(m -1)1 A" RS

En conclusion, la méthode de L. Sirovich permet contrairement i la précédente
de donner directement le développement des solutions du systéme (2). On peut
considérer cette méthode comme une généralisation de l'algorithme de Frobénius
[9] , puisque on peut par la méme méthode développer les solutions d'une
équation différentielle scalaire i une inconnue.

Le procédé de la méthode précédente (paragraphe 3) permet'par contre en un
nombre fini de pas de calculer la monodromie (cf. [12]) du systéme (2), il
permet en méme temps de donner un systéme fondamental de solutions sous 1la

forme ((7), paragraphe 3).
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6. EXEMPLES

Premier exemple

1 0
(18) Y'(x) = %- 0 2 -x ] Y(x)
-X 0 2
on a :
r; 1 0’ ra 0 6—
A= 1 0 2 0 , Ay = |O 0 -1
0 0 2 -1 0 0
- 5 i

et A =0 , k=2,3,...,»

A, admet trois valeurs propres égales A\ = 2

0] 0]
¢£1) =l 1 , ¢§3) = 0 |: vecteurs propres de A
___.0_ = ‘* | 1 _
0
(2) ) . ,
¢0 ={1 : vecteur propre généralisé de A
o

Une solution de (18) s'écerit formellement sous la forme :

[+

d(x) = xx T mk(k) xk
k=0



, k=1,2,...

a/ Solutions correspondantes au premier bloc de Jordan

ou les mk(k)
[ 2
0
0
(19)
pw ”
1
1
oV o
0
)
33 ¢§

D'autre part

1)_ )
oA
1/(1-h$’
- 0 —_
631) = 1
u.O--

- 0 B
S I i
1/(1-1)
e
(2-0) /A3 (1-1)2
D (2A-1) /A2 (1-1)3
0
N J

(]

,© sont déterminés A partir de 1'équation :
[Ao - (MK)I) ¢k = - A1 ¢k-l
T [ -1
0 0 0
1 ¢k = 0 1
2-k-A 0 0
. — - . et
0 0 -1/(2-k-A)?2
0 2-k-\
0 1/(2-k-\) ¢k—1
1/(2-k-\) 0 0 ]

12 (1-0) ]

-1/N(1-))
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D'aprés la relation (19), on a :
¢§2) =0 donc ¢l(c2) =0 , k=1,2,...,

Deux solutions correspondantes au premier bloc de Jordan sont donc :

2 ] 0] /4
VM2 y=x2) Lo | +x o]+ 12 +0x2)
| 0 | -1 o0
o 1] 0 ] i
N 8V a=2 ) = xLogx o | +x| o |+ x '?1/2
o 0 > . — .....0 -
. N
0 0
+ x |0 x2 3/4 + . .
1] | 0
~
+ x 1

lo




Deuxiéme Exemple

Y (x) =

et Ak = (0

Les valeurs propres de Ao
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b / Solution correspondante au deuxiéme bloc de Jordan

»

05

ER

k=2,...,®

donc

o

Fil/(l-x)2
=1 1/(1-))
- 0 -

Cas non générique :

o -
0 + x
1 -
0
1
0
0
1
1]
sont :

-X

1] Y(x)

ol

et of)

1/2

o0 ]

| 1/(1-0)2

E+ 0(x2)

0 -1
0 0
0 Q_
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Al= 2 et ¢(1) = (1,0,0) vecteur propre de xl
(2) '
k2 =1, ¢g = (0,1,0) vecteur propre de xz
¢83) = (0,0,1) vecteur propre générlisé de Aye

Une solution de (20) s'écrit formellement :

[

pG0 = K x 6, ) KK

k=0

ou les ¢k(k) , k=1,2,...,© , sgont déterminés & partir de 1'équation :

[A - (AMK)I)G =-A -0
o k

1 k-1
2-k-\ 0 0 0 0 1/(2-k-\)
0 1-k-A 0 =10 0 0
k ¢k ¢k—l
0 0 1-k-A 0 0 0
. -~ L -
— —_
0 0 1/(1-k-\)
(21) ¢k = 0 0 0 ¢k-l
0 0 0
. -

k=1,2,...,0 .

a / Solution correspondante a la valeur propre hl = 2

1

¢(1) = 0 |, on trouve cette fols ¢§1) = 0 et donc ¢

| o

(1)
k

Bok“l’.'.’w
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Une solution correspondante a Al = 2 est done :
1| (-xz

b(x) = x2 0 =] 0

b / Solutions correspondantes i la valeur propre xz =1

i

Puisque cette valeur propre est de multiplicité égale 3 2 et différe de la

valeur propre Kz d'un entier qui elle est de multiplicité égale & 1 on prend :

P = -nf 1 ; 68D = -1y |0

o

D'aprés (21) on a :

ar
0 0 1/(1-1) 0
¢{2) = lo 0 0 A-1
0 0 0 0
u L N
¢{2) = 0 donc ¢£2) =0 , k=1,2,...,»
[ o 0 wva-u] [ o [ 7]
¢f3) =]o 0 0 0 =] o
o 0 o || a-n) | 0 ]




On a

0

3
) 0
0
¢§3) = 0 donc ¢£3)
[ o

(2)

¢ = xx (\-1) 1

¢(3) = xx(h—l) 0

(2)
A=1

>
>

3 (3)
3% ¢
SN
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A+l

e

o

-
-1
0 0
0
k=2'.."m
T o ]
xk(h-l)
0
- ~ -
B A+l
-1 -X
0 = 0
0 A-1).
| 0| [x O]
0 ]
2
%x ¢(2) = | 2xLogx
A=1 :
0
I J
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Deux solutions correspondantes a la valeur propre A =

1/

2/

0
¢

52
an2?

(2)

|A=1 "

(2)
| A=1

+ 2

o)

ax

¢

(3)
|A=1

pacenns

.

-2xLogx

2xLogx

2x

1

sont donc cf.

(17) :



]

(2]

31

4]

(51

(6]

171

(8]

c. D.

E.A‘

F.T.
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