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INTRODUCTION

La modélisation numérique sous ses différentes formes
est devenue une partie intégrante du patrimoine scientifique des
différentes disciplines de 1'ingénieur. Dans le domaine du calcul
des champs, les principales méthodes connues : différences finies,
éléments finis, intégrales de frontiére, sont aujourd'hui utili-
sées couramment dans 1'analyse des problémes bidimensionnels. En
particulier, en Electrotechnique, la mise en oeuvre de ces métho-
des a fait 1'objet de nombreuses publications au cours des deux
derniéres décennies. Sans pour autant exclure les autres méthodes,
la méthode des é&léments finis a connu un développement considéra-
ble parce qu'elle est la mieux adaptée aux problémes non linéaires
a géométrie complexe.

Un tel développement a permis d'aboutir &8 la construc-
tion de logiciels généraux pour 1'étude des problémes & géométrie
plane ou de révolution ; ce qui montre que la plupart des diffi-
cultés majeures ont &té résolues. Si ces logiciels permettent de
résoudre plus ou moins facilement une grande partie des problémes
de modélisation des champs électromagnétiques, il existe un nom-
bre important de structures qui ne peuvent &tre modélisées correc-
tement que par une analyse tridimensionnelle.

Or, malgré un travail important réalisé par Ancelle
(1979) ; Chari, Csendes, Silvester, Konrad et Palmo (1981 ;
Demerdash, Nehl et Fouad (1980) ; Okuda, Kawamure et Nishi (1976);
Rafinejad et Coulomb (1978) ; Simkin et Trowbridge (1979) ;
Zienkiewicz et al (1977), 1'emploi des méthodes numériques tridi-
mensionnelles demeure un probléme difficile dans sa formulation
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et dans sa mise en oeuvre. Si Ta formulation des problémes sta-
tiques dans Tesquels les champs dérivent d'un potentiel scalaire
a été bien étudiée, la formulation des problémes vectoriels n'a
pas fait 1'objet d'une analyse systématique. D'autre part, Ta
détermination naturelle des grandeurs intégrales liées & 1'éner-
gie (flux, inductances, capacités, forces et couples) en partant
de la formulation variationnelle a &té longtemps négligée. Enfin,
malgré tous les progrés déja accomplis, les logiciels actuels
sont en général mal adaptés a une utilisation intensive dans des
processus de conception assistée par ordinateur. Cette analyse
nous a conduit & porter notre effort suivant ces trois axes prin-
cipaux.

Notre premier chapitre consacré a 1'étude des problémes
scalaires comporte, outre la formulation variationnelle, une ana-
lyse exhaustive de 1'application de cette formulation & la déter-
mination directe des grandeurs intégrales. Les flux, les capacités
et Tes inductances sont calculés & 1'aide de la notion de coénergie.
L'évaluation des forces et couples fait appel au principe des tra-
vaux virtuels. La philosophie dégagée de cette méthodologie, nous

a amené a imaginer une méthode d'évaluation de 1'influence des
paramétres geéométriques et physiques sur les grandeurs intégrales.

Dans Te deuxiéme chapitre nous &tudions la formulation
variationnelle des problémes de magnétostatique dans lesquels le
champ dérive d'un potentiel vecteur. Les conditions aux limites
sont 1'objet d'une attention particuliére. Le probléme de 1'unici-
té de la solution est résolu en introduisant une formulation varia-
tionnelle qui utilise le principe de pénalité. Cette formulation
est développée & Ta fois en coordonnées cartésiennes et cylindri~
ques : ces derniéres sont particuliérement bien adaptées a 1'étude
des machines tournantes. Bien entendu 1'application de cette for-
mulation au calcul des grandeurs intégrales découle de la méthode
directe décrite dans le premier chapitre.

Dans le troisié&me chapitre, nous abordons 1'étude de
1'organisation générale des logiciels de calcul des champs. Nous
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proposons une structure de logiciel qui permette en bidimension-
nel comme en tridimensionnel d'aborder les problémes d'optimisa-
tion automatique ou assistée dans les meilleures conditions.

Enfin, nous avons regroupé a la fin de notre mémoire
une bibliographie qui sans étre exhaustive rend compte, de la
maniére qui nous a paru la plus fidéle, de 1'état actuel de
T'art dans la modélisation numérique par éléments finis.






CHAPITRE I

MODELISATION DES CHAMPS QUI DERIVENT D'UN POTENTIEL

SCALAIRE

I.T - INTRODUCTION : Les domaines d'application
~en Electrotechnique

Les problémes tridimensionnels 3 potentiel scalaire sont
trés nombreux dans les dispositifs électrotechniques. Ils pro-
viennent des phénoménes électromagnétiques, électrostatiques
ou de systéme connexes comme le refroidissement ou 1a circula-
tion de fluides isolants. On pourra appliquer le modéle défini

=

dans le présent chapitre a 1'étude des problémes de type

Electrostatique
Magnétostatique
Hydrostatique
Thermostatique

Les problémes électrostatiques se rencontrent habituelle-
ment dans 1'appareillage électrique (isolation, charge d'espa-
ce, sécurité et protection), dans les appareils électroniques
de mesure (oscilloscopes, spectographes,...) et les applications
contemporaines des champs &lectriques (peinture électrostati-
que, reprographie,...).



Les problémes magnétostatiques concernent en général les
machines é&lectriques statiques ou tournantes de transformation
d'énergie (générateurs, moteurs, transformateurs,...), 1'appa-
reillage &lectrique de mesure ou de protection, ..., et éven-
tuellement les problémes de magnétisme du corps humain.

Les problémes de type hydrostatique se rencontrent dans
1'étude des fluides isolants dont Ta viscosité est négligea-
ble (cuves de transformateur) ou dans 1'étude de la circulation
de courants &lectriques dans des milieux massifs continus
(cuves d'électrolyse, jeux de barres électriques, shunts,...).

Les probléemes d'étude de 1a température en régime perma-
nent (thermostatique) sont présents dans tous les domaines du
matériel électrique (dispositifs de chauffage électrique,
échauffement des machines,...) ol les questions d'é&chauffement
sont souvent déterminantes. Evidemment leurs applications débor-
dent Targement le cadre du matériel électrique et un modéle
thermostatique tridimensionnel est susceptible d'utilisation
dans bien d'autres domaines que ceux de 1'&8lectrotechnique.

Les problémes que nous venons d'évoquer correspondent &

des phénoménes physiques trés divers mais ont une formulation
mathématique identique.

I.2 - MISE EN EQUATIONS

I1.2.1 - Les équations de 1'électostatique

Le probléme de 1'électrostatique est caractérise
par un vecteur champ et un vecteur induction fonctions de 1'es-
pace ayant pour équations :

rot E
div D

0 (1-1)
o (I-2)
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ol E est le vecteur champ électrique en V/m
2

3

D est le vecteur induction électrique en C/m
p est la densité de charge électrique en C/m

Les deux vecteurs précédents sont liés par la loi
constitutive

D=¢€¢_¢e..E (I-3)

qui exprime le comportement du matériau lorsqu'il est soumis
d un champ électrique ; avec

1072 .
g = F/m Ta permittivite s -
0
36T
€, Ta permittivité relative par rapport au vide
qui dans le cas général peut étre un tenseur
dépendant du champ.
L'introduction du potentiel scalaire électrique V
tel que

E = - grad V (I-4)
permet de vérifier automatiquement (I-1).

La combinaison de (I-4), (I-3) et (I-2) donne
1'équation aux dérivées partielles de V

div le.. grad V] = - %— dans 0 (I-5)
0
Sur les contours du domaine deux types de conditions
aux limites sont envisageables

a) le potentiel électrique V = V' est connu sur F'ys par
exemple, lorsque le domaine est bordé par un conducteur dont
le potentiel est imposé.
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b) le flux sortant D.n = Dﬁ est connu sur Fss par exemple,
sur un plan de symétrie ou alors le long d'un tube de flux sur
lTesquels la composante normale du vecteur induction est nulle.

Le probléme d'équations aux dérivées partielles(I-5)
est équivalent au probléme variationnel dont la fonctionnel]e
d'énergie est la suivante (Durand, 1964 ; Palmo, Czendes et
Chari, 1979)

E
[[ D dE - V1. do + D! V dr (1-6)
0

n
]

2 T

La solution V est, parmi les fonctions qui vérifient
V = V' sur Tys celle qui optimise (I-6). En effet pour toute
variation 8V de V compatible avec les conditions aux limites
(V. = 0 sur Ty), i1 vient

6Fe= { [D.SE - p8V] .dq + j Dﬁ §V dr (I-7)
) 1"2
L'identité vectorielle

div [éV.D1 = 6&V.div D + D. grad &V (I-8)

puis le théoréme de la divergence appliqués & (I-7), donnent

6Fe= [ [div D - pl.8V do - [ D.n 8Y dr
9] I’.I

- [ [D.n - D/].6V.dT
. (I1-9)

Pour que GFe 0 quel que soit &V dans Q et sur Ty

11 faut avoir div D - p= 0 dans Q et D.n - Dﬁ = 0 sur F2
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Donc (I-6) est équivalent a (I-5), les fonctions V &tant choi-
sies dans 1a classe des fonctions qui vérifient V = V' sur F].

Remarque : Conditions de passage entre deux milieux de permit-—

tivités différentes

les conditions de transmission qui découlent des é&quations de
Maxwell (Continuité de la composante tangentielle du champ et
continuité de la composante normale de 1'induction) sont auto-
matiquement prises en compte dans la formulation variationnelle
car ces derniéres sont des expressions, certes de formes diffé-
rentes, mais équivalentes aux équations de Maxwell.

1.2.2 - Les équations de la magnétostatique

Dans le domaine de la magnétostatique nous retrouvons
des vecteurs champ et induction dont les équations aux dérivées
partielles sont

rot H
div B

fl il
o
— -—
— e
1 t
—
ad (a»)
S

oud H est le vecteur champ magnétique en A/m
B est Te vecteur dinduction magnétique en T
J est la densité de courant en A/m2

Les propriétés magnétiques du matériau s'expriment par la loi

u. H+ B (F-12)

Mg = 4w 1077 H/m 1a perméabilité du vide

My la perméabilité relative du matériau qui peut é&tre un
tenseur (anisotropie)fonction du champ (matériau satura-
ble)

B est une induction remanente (aimant permanent) en T.
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La formulation en potentiel scalaire magnétique
nécessite la décomposition du champ magnétique H en une compo-
sante rotationnelle HC due aux courants et une composante irro-
tionnelle Hm qui exprime Ta réaction du matériau au champ
d'excitation HC

H = H. +H (1-13)

Le vecteur champ HC en un point M' est évalué direc-
tement par la Toi de Biot et Savart dans le vide, c'est 3 dire
par T'intégrale de volume suivante

Hom) = | Lo x MM g (1-14)

4 LIGE

avec MM' le rayon vecteur qui relie le point courant M de 1'in-
tégration au point M' ol le champ HC est calculé. Ce vecteur
vérifie par définition

rot HC = J (I-15)

En considérant (I-11), (I-13) et (I-15), i1 vient
pour le vecteur Hm

rot Hm = rot (H - Hc) = 0 (I-16)

IT est alors possible d'introduire un potentiel scalaire magneé-
tique ¢ pour calculer la partie irrotationnelle Hm du champ
magnétique H

Hm = - grad ¢ (I-17)

L'équation de ¢ s'obtient par combinaison de (I-11), (I-12),
(I-13) et (I-17)
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soit

div [“r' grady] = div [“r° HC + 1 Br] (I-18)
u
0

Les conditions sur I' 1a frontiére du domaine Q por-
tent sur la composante tangentielle du champ H ou sur la compo-
sante normale de 1'induction.

a) Condition sur la composante tangentielle du champ H

Hxn = H% connu sur T, (I-19a)

Cette condition introduite dans (I-13) se traduit en terme de
potentiel scalaire par

grady x n = HC X n - Hé sur Ty (I-19b)
En choisissant arbitrairement une valeur X; en un point de réfé-

rence de Iy il est possible d'intégrer (I-19b) et ainsi d'obte-
nir ¢' telle que

Y= ¥'(x,y,2z) = Kl + w; (x,y,2) sur F1 (I-20)

ol w; (x,y,2z) est la fonction unique qui vérifie (I-19b) et qui
vaut zéro au point de référence de Fl.

Si la frontiére Fl n'est pas connexe il y aura autant

de paramétres ), et de fonction y' que de parties disjointes I
k k 1k

sur lesquelles H x n est connu. Dans le cas particulier oi
HC = 0 (J=0) dans Q et H% = 0 (interface avec un milieu de per-
méabilité infinie) sur Fl, le potentiel scalaire magnétique

est constant sur chaque morceau de frontiére le

b) Condition sur la composante normale de 1'induction

B.n = B connu sur F2 (I-21)

1
n
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Par exemple, le long d'un tube de flux ou sur un plan de
symétrie

Bn =0

Par une démarche analogue & celle utilisée dans 1'Gtude
du probléme d'électrostatique précédent, on peut montrer que
le probléme de magnétostatique traité sous forme variationnel-
Te a pour fonctionnelle de coénergie (Durand, 1968 ; Zienkie-
wicz, Lyness et Owen, 1977)

H '
Fo = [ B. dH do + By ¢ drI (1-22)
0
Q F2
avec
H = Hc - grad vy (I-23)

et ¥ appartenant & Ta classe de fonctions telles que ¢ = '
sur la frontiére F1'

[.2.3 - Les équations de la conduction électrique

Nous nous Timitons & 1'étude de la conduction dans

lTes conducteurs obéissant & la loi d'Ohm et traversés par des
courants stationnaires.

Les équations du phénoméne de conduction électrique
en régime stationnaire sont les suivantes (Durand, 1964)

rot £E =0 (I-24)
div d =0 (I-
ou E est le vecteur champ électrique en V/m

J est la densité de courant en A/m2
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La Toi d'Ohm indique

Jd =0 . E (I-26)
00 o est la conductivite électrique en 1/9 m.

L'équation du potentiel électrique V défini par

E = - grad V (I-27)
est obtenue en combinant (I-25) et (I-26)

div[o. grad V] = 0 (I-ZE)

Aux extrémités F des conducteurs le potentiel électrique est
connu V = V', et sur les bords F la composante normale de la
densité de courant est connue J. n = J' (généralement nulle).
La fonctionnelle du probléme var1at1onne] associé est

F o= J 1 yEda+ [ J'V dr (1-29)
C 2 n
Q r

2

[.2.4 - Les équations de la conduction thermique

En régime stationnaire le flux de chaleur obéit 3
la loi

div Q = q (1-30)

ol Q est le flux de chaleur en J/m2
g est la source de chaleur en J/m3

Le flux de chaleur dépend de 1la température suivant la loi

Q = - k. grad T (I-31)
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ot T est la température en °K
k est Ta conductivité thermique en J/m/° qui peut &tre un
tenseur dans les milieux anisotropes mais que nous suppo-
sons indépendant de la température.

L'équation de la témpérature s'écrit
~div [k. grad T] = - q (I-32)

Sur la partie I, de la frontiére la température est
donnée : T = T' ; sur l'autre partie r, le flux est donné
Q.n = QA(T) comme une fonction de la température sur I, (phé-
noméne de convection).

La formulation variationnelle du probléme a pour
fonctionnelle

.

Foo= J (- L q.grad T - q T1.da + J Q! dT dr  (1-33)
2 0

Q2

T
2

1.2.5 - Unification

Nous avons évoqué précédemment les équations aux
dérivées partielles de quelques phénoménes physiques. Nous
avons chaque fois introduit une fonction potentiel scalaire
destinée a simplifier le probléme initialement posé en termes
de grandeurs vectorielles. Les équations aux dérivées partiel-
lTes avec les conditions aux limites et leurs problémes varia-
tionnels équivalents sont tous analogues dans la classe de
phénoménes physiques envisagés. Dans Ta suite du chapitre nous
allons exposer 1'application de la méthode des éléments finis
a la résolution numérique du probléme variationnel commun. Nous
choisissons comme support de la présentation la formulation du
probléme de magnétostatique, mais les résultats obtenus sont
applicables aux autres problémes.
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[.3 - DISCRETISATION DU PROBLEME DE MAGNETOSTATIQUE PAR
LA METHODE DE RITZ

I.3.1 - Rappel de la formulation variationnelle du
probléme de magnétostatique

Le vecteur champ magnétique H dépend du vecteur
champ d'excitation HC connu (I-14) et du potentiel scalaire P
inconnu par la relation

(I-23) H = HC - grad ¢

Le vecteur induction magnétique B est fonction du
champ suivant

(I-12) B = u

Les fonctions ¢y sont choisies parmi la classe de
fonctions qui vérifient

(I-20) Y = ¢' connu sur Fl
La solution est telle que

(I-21) B.n = Bﬁ connu sur T, (ou fonction de y en thermos-
tatique)

Alors Ta fonction scalaire de 1'espace P(X,ys2)
solution du probléme doit optimiser la fonctionnelle de co-
énergie

H
(I-22) F = J J B.dH do + [ B, W dr
o © r

2

(voir aussi (I-23) lorsque Bé dépend de vy)
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[.3.2 - Famille de fonctions d'approximation

Pour obtenir une discrétisation du probléme, nous
choisissons une famille de fonctions définies par la combi-
naison linéaire suivante (Gastinel, 1970)

ai(x,y,z)wi dans Q (I-34)

I M2

W(X3Ysz) % wo(x’y’z) +

i=1

o0 la fonction connue wo(x,y,z) doit vérifier (I1-20).

wO(X3Y’Z) = w'(X,y,Z) sur F% (1-353)

alors que les autres fonctions d'espace connues ai(x,y,z)
sont indépendantes et telles que

ai(x,y,z) = 0 sur Fl (I-35b)

Les scalaires wi sont des paramétres inconnus qui
doivent &tre déterminés pour obtenir une solution approchée.

1.3.3 - Conditionﬁ d'optimisation de 1a fonctionnelle

Parmi la famille de fonctions (I-34), celle qui opti-
mise Ta fonctionnelle (I-22) est considérée comme Ta meilleure
solution approchée du groupe.

En introduisant (I-34) dans (I-22), on obtient une
fonction des paramétres wi‘ Au point optimal les dérivées de

cette fonction par rapport 3 tous les wi doivent &tre nulles

—— = 0 pour tout i (I-36)
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L'induction B n'est fonction que du champ H, donc

:
3 " _— T 3H  aH!
9 BT . dH L

35 3y Ay

1]
oo

B (1-37)

Alors la dérivée de (I-22) ou (I-33) par rapport & by s'écrit

- T
oF o |31 gogq 4| 3 B! do (1-38)
39, 39 P

Q I
2

Compte tenu de (I-34) i1 vient

2 g, (1-39)

H = Hc - grad ¢ = HC - grad by = 2 grad as. Py (I-40)
1

BH L L grad @ (1-41)

L'expression de la dérivée de F devient

0

= - j gradociT
3y Q

B do + [ a; . B dr (1-42)

2

ol B dépend des wj par 1'expression (I-40) de H et par la loi
constitutive (I-12)

r .(Hc - gradq)O - ? gradaj.wj) + Br (I-43)
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ainsi que B (thermostatique) par (I-21) et (I-34)
n

Bp = By (¥) = By (¥o*Z ajuy) (1-44)

1.3.4 - Cas des problémes linéaires

Un probléme sera appelé linéaire si le vecteur induc-
tion B est une fonction linéaire du vecteur champ H et si le
flux sortant Bﬁ est une fonction linéaire du potentiel v.

Dans ce cas le flux sortant a pour expression

SBA
Bn =—é—l_p_ . ll)"l' Bno (I"45)
o0 8!
— et B = B' (¥ = 0) sont des fonctions d'espace indé-
3y no n

pendantes de vy.

La perméabilité M. qui est un tenseur symétrique

(ul = “r) est aussi une fonction d'espace indépendante de la
solution.

Alors T'ensemble des relations (I-36) constitue un
systéme d'équations linéaires qui, d'aprés (I1-42), (I-43) et
(I-45), s'écrit sous la forme matricielle suivante

[ST . [¥1 = [Q] ” (I-46)

ol [S] est une matrice et [Q] un vecteur de dimension N, ayant
pour coefficients:
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+ ;. —2 . g, dr (1-47)

- T -
Q_i = [Q gradui .[uour.(HC gradwo) + Br] . dQ

28/
- ay - (=% .y, + B! ) dr (1-48)

T, 9y

o0 [yl est le vecteur des paramétres inconnus.

[.3.5 - Cas des problémes non linéaires

Dans les problémes réels d'électromagnétisme la
variation de la perméabilité u dans les matériaux saturables
doit &tre prise en compte.

La méthode de Newton-Raphson s'est révélae trés
efficace dans le trajtement de 1la saturation magnétique dans
les problémes bidimensionnels (Chari et Silvester, 1971 ;
Silvester et Rafinejad, 1974). Cependant il existe d'autres
méthodes (Glowinski et Marrocco, 1974, 1975 et 1976).

La procédure de Newton- Raphson débute par Tla déter-
mination d'une premiére solution approchée [w obtenue par
Ta résolution du systeme matriciel (I-46) construit grdce a
des valeurs de M, estimées (par exemple By ( H=0))-Ensuite
Ta solution est corrigée par

im0y ¢ Tae g, L1-49)
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avec 2 =1

(1-50)

[ |
>
=
| I—
>

il

1
| |

Q

_‘

-
IR
o] lo)
< M

(n) (n)

Jusqu'a ce que la convergence soit obtenue. Ici [QE}
P (n)

représenté 1'erreur résiduelle calculée en utilisant [w](n)
dans (1-42).

Les coefficients de la matrice jacobienne de (I-50)
s'obtiennent par dérivation de (I-42) par rapport aux parameé-
tres

o (8Fy . _ % grada; . 28 4g
CIPREITRNE T 12 /. oY
[ 3B,
+ o . EET dr (I-51)

Le terme Bﬁ est fonction de ¥ (convection en thermos-
tatique) et a pour dérivée d'aprés (I-39)

dg. 3B 3P 3B!
_n . _n __ . _n o (1-52)
3y 395 Y

L'induction B est fonction de H, ce qui donne d'aprés

(1-47)

9B _ 9B _3H _ _ 3B grada (1-53)
T T

3 o 3y, 3H
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Avec (I-52) et (I-53) Te coefficient (I-51) devient

2
_3F . grada§ LA grada; dg
; T
alpjaw_i o oH
A
+ a; « —— . o, drl (I-54)
3 J
I'p

Dans le cas général de 1'anisotropie 1la perméabilité
différentielle

0B
5 T

H
est un tenseur symétrique, fonction du champ H, qui avec His
caractérise le matériau (Weggler, ; Zijlstra, 1976 ; Bar-
ton, 1980 ; Polak et al, 1976).
Dans un matériau saturable isotrope le terme _98
T
oH

s'exprime directement en fonction de H, et de sa dérivée par
rapport au modale du champ

2 ]
Moo= u,(HE) (I-55)
donc
3 3 2 3
el T ) L, PMe T (1-56)
SHT  a(H%) 5 HT 3 (H?)

et (I-12) entraine
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100
010 + 2u r H.H (1-57)
001

Cette expression introduite dans (I-54) donne le
coefficient de la matrice jacobienne pour un matériau isotrope

2 ou
__E_E_=UO [urgrad g.gradaj+2 r.(HT.gradui).(HT.graduj)]dQ
2
3530 3 (H%)
£
aBﬁ
* ooy dr (I-58)
ap Y
r
2
. Uy
o0 H est fonction des paramétres wi par (I-40), u, et
2
9 (H™)
qui caractérisent le matériau sont fonctions de H et
aBﬁ
—— est fonction des wi.
3y

[.4 - LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

La méthode de discrétisation de Ritz utilise une approxi-
mation (I-34) dans laquelle interviennent une fonction wo(x,y,z),
des fonctions ai(x,y,z) et des paramétres s qui vont étre
définis au moyen de la méthode des &léments finis (Andersen,1972,
1973 a, 1973 b ; Silvester, 1969, 1970,...; Zienkiewicz, 1971 ;

Oden, 1972).

I.4.1 - Principe de la méthode des &léments finis

La méthode des &léments finis permet 1'approximation
de la fonction ¥(x,y,z) par une fonction définie par morceaux
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au moyen du procédé suivant

a) des points en nombre fini, les noeuds, sont identifiés
dans le domaine Q et seules les valeurs de 1a fonction en ces
noeuds (les paramétres W1> sont spécifiées. On passe ainsi du

modéle continu & un modéle discret ne possédant qu'un nombre
fini de degrés de liberta.

b) Te domaine @ est découpé (figure I-1) en un nombre fini
de sous-domaines Qk’ les él1éments finis interconnectés aux

noeuds de Teurs frontiéres tels que

=0 Ua, ..U g (1-59)

Eléments

Fig. I-1 : Un domaine de L'espace discrétisé en élements fintis

c) Ta fonction d'approximation est définie localement sur
chaque élément fini en fonction des valeurs aux noeuds de 1'é7é-
ment.
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Dans 71'élément Qk elle s'écrit

Y(X,y,2z) = z aik(x,y,z) - by dans 2, (I-60)

i noeuds de
1'é&lément

ol Tes paramétres wi représentent les valeurs de la fonction
aux noeuds de 1'élément et les aik(x,y,z) sont des fonctions
d'interpolation définies dans 1'élément. Dans (I-60), la som-
mation porte  sur les noeuds de 1'élément afin de respecter

le caractére local de 1'approximation. Cependant elle peut
étre étendue & tous les noeuds du domaine en définissant dans
2 des fonctions supplémentaires s identiquement nulles pour
les noeuds i n'appartenant pas & 1'élément. Alors 1'approxi-
mation globale dans le domaine Q est ‘

Y(X,y,z) = z ai(x,y,z) c by dans Q (I-61)
i noeuds du
domaine

o les fonctions ai(x,y,z) sont définies par morceaux telles
que

ai(x,y,z) = aik(x,y,z) si (X,y,z) Eﬂk (I-62)
Les conditions aux Timites (I-20) ¢ = ¢' sur I sont appro-

ximativement vérifiées (avec une qualité qui dépend de ¢' et de.
la forme des “1) si les paramétres b des noeuds de [ sont choi-

sis tels que
(P.‘ = w| (X.is,y.isz.i> (1'63)

La distinction entre paramétres connus et inconnus dans
(I-61) permet de retrouver les deux termes de (I-34)
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Vo (X5y52) (1-64)

[.4.2 - Continuité et convergence

La fonction d'approximation (I-64) ne peut étre uti-
lisée dans la méthode de Ritz que si certaines conditions sont
imposées sur les fonctions locales Qs g et sur 1l'organisation
du découpage en éléments finis du domaine (Zienkiewicz, 1971).

a) Continuité des fonctions d'interpolation

Ta discrétisation du probléme variationnel par la
méthode de Ritz fait apparaitre un certain nombre d'intégrales
(I-42), (I-47), (I-48) et (I-54) de volume et de surface qui
vont étre évaluées par sommation sur chaque volume ou surface
gélémentaire

f f(...,ai, gradai,...) o = [ f(...,ai,gradai,..)dﬁ
Q 9]

z
kT
» (I-65)
Puisque les intégrants sont des fonctions des o et de
leurs dérivées premiéres gradai, seule Ta continuité des fonc-
tions ai(x,y,z) est requise. Cela suppose, donc, la continuité
de aik(x,y,z) d 1'intérieur de chaque é&lément Q, et 1'identita
de sk et a;q sur T'interface de deux é&léments voisins Qk et Q-

b) Conditions de passage entre deux milieux

les conditions de transmission, entre deux milieux de
perméabilite o et uzdifférentes, doivent étre satisfaites

(I-23) : [HC - grady] X n = [HC - grady] X n (I-66)
(1) (2)
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(I-12) : [ul.(H = [uz.(HC-gradw)+Br]. n

I.n
(1) (2)

(1-67)

Pour le probléme non discrétisé les conditions de pas-
sage (I-66) et (I-67) sont automatiquement vérifiges, la pre-
miére par la continuité de ¢ car HC X n est continu et 1la
seconde par 1'optimisation de la fonctionnelle.

Pour le probléme discrétisé si les gradaik sont conti-
nus @ 1'intérieur des éléments, i1 est nécessaire de faire cofn-
cider les limites entre deux milieux avec des interfaces entre
éléments finis qui sont les seules surfaces ol les gradui peu-
vent étre discontinus.

c) Conditions internodales

Par définition les paramétres b; représentent les va-
Teurs de la fonction aux points de coordonnées (Xi’yi’zi)'
Alors d'aprés (I-61) les fonctions ai(x,y,z) vérifient Ta con-
dition
ai(xj’yj’zj) = 51j (Kronecker) (I-68)
ce qui entraine une condition analogue sur les fonctions
aik(x,y,z) restrictions des o, sur les éléments.

i

d) Conditions d'homogénéiteé

la fonction d'approximation globale (I-61) doit per-
mettre 1'interpolation d'une fonction constante dans tout le
domaine, c'est & dire

by = pX ai(x,y,z).w0 partout dans @ (I-69)
i noeuds

du domaine
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donc

z ai(x,y,z) = 1 partout dans (I-70)
i noeuds

du domaine

avec une condition analogue sur SFOe
Avec Tes conditions précédentes, T'expression (I1-64)
peut étre utilisée comme fonction d'approximation (I-34) dans
la méthode de Ritz et la solution approchée converge vers la
solution exacte lorsque Tla taille des €léments devient infini-
ment petite (Mitchell and Wait, 1977 ; Strang and Fix, 1973).

1.4.3 - Les &1éments de base

Dans cette partie nous é&tudions quelques types d'élé-
ments finis de base sans toutefois entrer dans Je détail de la
construction des fonctions d'interpolation (Zienkiewicz, 1971).

1

L= —
t

PIPI

1]

PP2

Ly= —=
1
PPy

t

PP3

Ly= —
1]
P33

1

PP4

L= —
1
A

Fig.I-2 : Elément fin< tétraédrique et coordonnées de volume

1,1, 1 et 1
1 2 3 "
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Les fonctions d'interpolation de 1'élément tétraédrique
de sommets P1’ Pz, P3 et Pl+ se déduisent des coordonnées loca-
les L1’ L2, L3 et Lq appelées coordonnées de volume. Les
équations de passage des coordonnées locales aux coordonnées

globales s'écrivent

1 1 1 1 1 Ll

x| =X X X X e L (I-71)
1 2 3 4 2

y Yoo, Yy, L.

z z VA Z Z L
1 2 3 4 y

La résolution de ce systéme donne les coordonnées locales
en fonction des coordonnées globales

L a b c d 1
1 1 1 1 1
L =1 a b c d . X (I-72)
2 2 2 2 2
L a b o d y
3 3 3 3 3
L a b c d z
4 " 4 " "
avec
X X X
2 3 L
a1= det y y y
2 3 4
Z Z Z
2 3 4
] 1 1
b =-det Y Y Y
1 2 3 y
Z Z z
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Tétraédre du ler ordre

Pour 1'élément tétraédrique & 4 noeuds (les sommets) les
fonctions de pondération s'identifient aux coordonnées de volu-
me

a = L1 (I-73)
o = L
2 2
o = L
3 3
o = L
i 4

Tétraédre du 2éme ordre

Pour un élément tétraédrique & 10 noeuds (4 sommets et 6
milieux d'arétes), les fonctions d'interpolation sont des poly-
ndmes du deuxiéme degré

a = (2L - 1).L1 noeuds des sommets (I-74)

al = 4 L1 L2 noeuds milieux des cotés
2

(P milieu de P P )
12 1 2

% om e oW OB M mm e e em M G mm Gm R e e WM M em e BN T M Mm W MM ke B e e e e e G - -

Le prisme @ base triangulaire et 1'hexaédre conduisent &

des maillages plus faciles & visualiser que les découpages en
tétraédres.
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6 7 8
4 5 5 : 6
I PSS R
1o 2 1 2
(a) (b)
Fig.1-3 : (a) Prisme & base triangulaire

(b) Hexaéddre

Le prisme & base triangulaire est le croisement de 1'é1é-
ment triangulaire bidimensionnel avec un élément de Lagrange
unidimensionnel.

L'hexaédre (la brique) est la généralisation dans 1'espa-
ce tridimensionnel de 1'@lément quadrilatére 2D.

Généralement 1'utilisation des é&l1éments rectilignes (tétra-
édres, prismes ou briques) est limitée aux &léments du ler ordre
(Chari et al, 1981 ; Armor et Chari, 1976 ; Armor, 1980).

Cependant quelques auteurs proposent une tabulation des
élements rectilignes tridimensionnels d'ordre &levé en générali-
sant T'approche de Silvester(1969) relative aux triangles d'or-
dre éleveé.
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Les &léments de base précédents sont adaptés aux maillages
des domaines qui possédent des surfaces planes. Dans Tles pro-
blémes réels les frontiéres et les interfaces sont souvent cur-
vilignes. Dans cette partie nous étudions quelques éléments de
base destinés au maillage de tels problémes (Rafinejad et
Coulomb, "1978).

Dans les é&léments curvilignes les coordonnées réelles et
la fonction interpolée subissent des transformations analogues

L Bi(u,vow). . [X.,Y.,Z.] (I-75)

[X,y,2] i 1?7127

-
]
o™~
Q
.
—
<
<
=
~—
<=

(1-76)

ol [Xi’Yi’Zi] sont les coordonnées des noeuds et b le poten-
tiel des noeuds.

La fonction y est alors une fonction implicite des coordon-
nées réelles (x,y,z) par 1'intermédiaire des coordonnées locales
(usv,w) propres au type de 1'élément.

La forme des éléments curvilignes dépend de la localisation
des noeuds sur les arétes et éventuellement sur les facettes des
éléments.

Lorsque les fonctions de pondération o et Bi sont identi-
ques 1'é1ément est appelé isoparamétrique.

Nous avons utilisé trois types d'éléments curvilignes iso-
paramétriques (voir Fig.I-4) tous du 2éme ordre
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a) Tétraédre 10 noeuds
b) Prisme 15 noeuds
c) Hexaédre 20 noeuds

(a) (b) ()

Fig.I-4 : Elémente curvilignes i1soparamétriques

a) Tétraédre, b) Prisme, c¢) Hexaédre

Pour plus de précision sur la construction et la validite
des fonctions d'interpolation dans ces &léments curvilignes, le
lecteur se reportera & 1'ouvrage de Zienkiewicz (1971).

I.4.4 - Intégration analytique et intégration
numérique

Le probléme variationnel discrétisé par la méthode
conduit d des intégrales de volume et de surface (I-42), (I1-47)

(I-48) et (I-54) qui sont calculées sur chaque &lément fini
(I-65).

Les intégrales peuvent se calculer analytiquement
dans les éléments rectilignes lorsque les intégrants sont
indépendants de Ta solution (probléme localement lTinéaire).



A T'intérieur d'un tétraédre du premier ordre, le
gradient de la fonction d'approximation est constant 3 1'inté-
gration analytique est donc encore possible dans certains pro-
blémes non linéaires Torsque la non linédarité de 1'intégrant
ne dépend que du gradient.

On trouvera dans Zienkiewcz (1971) les résultats de
ces intégrations analytiques.

Lorsque le probléme est non linéaire que les éléments
soient rectilignes ou curvilignes, 1'intégration numérique
devient obligatoire. Le principe de cette intégration va étre
exposé ci-dessous.

L'intégrale de volume relative & 1'&lément 2

Iy = J f(..., a;, grada,,...) dQ (I-77)
i i
I
est transformée en une intégrale dans 1'élément de référence,
par exemple pour un &lément hexaédrique il vient

+1 ¢+1 (41
I, = [ J [ f(..,ai,gradai,...).lG[. du dv dw

-1 a1 (1-78)

od |Glest le déterminant de Ta matrice jacobienne G de la trans-
formation de coordonnées (u,v,w) > (x,y,z)

= | X 2y 9z (1-79)
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La transformation de coordonnées (I-75) a été intro-
duite pour Tes &léments curvilignes et peut évidemment étre
généralisée aux éléments rectilignes ; cela donne pour (I-79)

38,

au

881
G = T _— coIXs LY. L2 ] (I-80)
i vV

98

ow

L'intégrant de (I-78) fait intervenir les dérivées
des fonctions d'interpolation par rapport aux coordonnées glo-
bales. Ces gradients seront alors obtenus par la formule sui-

vante

grade,= 671 . | — (1-81)

Pour calculer numériquement les intégrales (I[-78)
sur le cube de référence on utilise généralement la méthode de

Gauss
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ou les (uk,vk,wk) représentent des abscisses et Wk des poids
d'intégrations.

On trouvera dans Zienkiewicz (1971), Irons (1971) et

Stroud ( ) les coordonnées et les poids de Gauss pour Tle
tétraédre, Te prisme et 1'hexaédre.

1.5 - EXPLOITATION DES RESULTATS

A ce stade nous supposons que le probléme de calcul de
champ a été résolu par la méthode de discrétisation présentée
précédemment. Le domaine Q a &té découpé en &léments finis 2
tétraédres, prismes ou hexaédres du ler ou 2é&me ordre ; le
systéme d'équations linéaires ou non qui exprime les conditions
d'optimisation de la fonctionnelle a &té construit par intégra-
tion par morceau sur les éléments finis puis résolu en fonction
des Vs les valeurs de la fonction d'approximation aux noeuds du
domaine discrétisé. La solution approchée se présente alors sous

la forme

(I-61) : V(x,y,2z) = z i (X5¥52) . gy
i noeud du
domaine

ol les fonctions de forme ai(x,y,z) et les paramétres b; sont
connus.

Nous nous proposons maintenant d'étudier les méthodes de
réduction de cette grande quantité d'informations (plusieurs
milliers de valeurs nodales) en quelques grandeurs significa-
tives pour 1'ingénieur (induction, flux, forces, couples,...).

I.5.1 - Champ et induction en un point

Le calcul du champ et de 1'induction en un point est
immédiat par



(I-40) H=H, - grady = H - % gradai.wi

(I-12) B

It
jos
=

o

+

I

1.5.2 - Flux & travers une surface quelconque

Le flux du vecteur induction B au travers d'une sur-
face S est donné par 1'intégrale

5 - j B.n dS | (1-83)
S

ol n est le vecteur unitaire normal 3 la surface S.

L'intégrale du flux se décompose suivant

6 =3 J B.n dS (1-84)
S

€ "o

ou les surfaces élémentaires Se représentent les intersections
de la surface S avec les &léments finis.

Sur chaque élément fini traversé par la surface, la
surface élémentaire Se posséde des équations que nous expri-
mons en fonction des coordonnées locales (u,v,w)

v = v(s,t) (1-85)'
w = w(s,t)

o0 s et t sont les abscisses curvilignes propres 3 Se‘

Les coordonnées réelles de la surface élémentaire
sont indirectement des fonctions des abscisses curvilignes.



Les deux

s'obtiennent par

T (s,t) =

T

s,t) =

1-33

(1-86)

t

(1-87)

(1-88)

ol G est la matrice jacobienne de la transformation qui fait
passer de (u,v,w) & (x,y,z), soit
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861
u
aei
(I-80) : G = G(s,t) = ¢ | — . [Xi’Yi’Zi] (1-89)
j av
asi
oW
98B. aR. aB.
avec —tb , —L ot —1
au oV W

les dérivées des polyndmes d'interpolation fonctions de (u,v,w)
donc de (s,t) (I-85) et (Xi’Yi’Zi) les coordonnées réelles des
noeuds de 1'élément.

Le vecteur unitaire normal a4 la surface s'obtient
par produit vectoriel des deux vecteurs tangentiels

TSX T

n =n(s,t) = t (I-90)

En fonction des coordonnées curvilignes s et t, la
surface élémentaire devient

ds = [T x T ds dt (1-91)

¢ |

Le vecteur induction B dépend du vecteur champ sui-
vant la loi constitutive du matériau

(I-12) B = qu



[-35

Le vecteur champ est relié au potentiel par (I-40)

o .
i

H=H -grady=H -z6 ', | 1] 4 (1-92)

00 Tes ai(u,v,w) sont les fonctions d'interpolation du potentiel
dépendants de (s,t) par (Uuyv,w), Y; sont les valeurs calculées
du potentiel aux noeuds i de 1'élément et G-] est T'inverse de

la matrice G.

IT est donc possible d'exprimer tous les termes pré-
sents sous 1'intégrale de surface qui donne Te flux.

Dans certains cas, 1'intégration peut étre conduite
analytiquement (tétraédre ordre 1) mais le plus souvent une
intégration numérique (Gauss) est nécessaire.

Le probléme délicat de la définition des intersec-
tions S est généralement résolu par une démarche inverse : la
surface S est reconstituée a partir de surfaces élémentaires S
dont la réprésentation paramétrique ne présente aucune d1ff1cu]-

té (Fig.I-5),
Tw

{
|
Espace : \
D O - —
local ’F": \ fi
// I /L‘—"‘_"\ _>
// L'L/—‘—'—_—.—-‘ V
u =3 5
/’
_ 7/
- /
Ve
- O /
r'é

Fig.1-5 : Ezxemple d'une "bonne" surface S, pour le calcul
du flux
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La meilleure précision est obtenue par ur choix de
surfaces élémentaires passant au "milieu" des éléments afin de
pondérer 1'effet de 1'approximation introduite par la méthode.

Cet a1gokithme est facile a mettre en oeuvre pour
des éléments simples (tétraédres) mais demande plus d'effort
pour les autres types d'é@léments (prismes, hexaé&dres) & cause
de la divérsité des configurations des sous surfaces d'inter-
section & pbévoir.

[.5.3 - Flux 4@ travers une frontiére de type Dirichlet

I1T existe deux types de frontiéres qui se distinguent
par les conditions aux limites associées

Dirichlet : ¢ = ¢' (x,y,z) sur I‘1

hal

Neuman : B.n = BA (X,¥,2) sur T,

Le calcul des flux entrant par les frontiéres F2 de
type Neuman se réduit a8 1'intégration de la fonction connue BA.

Le flux qui traverse une frontiére Fl de Dirichlet

peut étre évalué directement a partir du gradient de la fonction
d'approximation par la méthode décrité au paragraphe précédent.

Cependant pour la détermination du flux & travers une
frontiére de Dirichlet compléate, il existe une méthode spécifi-
que fondée sur la dérivation partielle de la fonctionnelle par
rapport au potentiel de la frontiére. Cette méthode trés simple
a mettre en oeuvre va étre exposée ci-dessous.

La frontiére de type Dirichlet est composée de plu-
sieurs parties disjointes
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r =7 vl v...vurT V... -99)
1 11 12 1k (I 99)

La fonction d'approximation (I-34) de Ta méthode de Ritz s'écrit

N

V(X,¥,2) = L ¢, (X,y,2) + %
K ok i=1

ai(x,y,z).wi dans Q (I-100)
o la fonction wo qui tient compte globalement des conditions

de Dirichlet dans (I-34), a été remplacée par la somme des fonc-
tions wok qui exprime spécifiquement ces conditions sur chaque

morceau T
1k

(I-20) wok(x,y,z) kk + wé (Xs¥s2) sur Flk (I-101)

0 sur T 1 si k # 1
1

La fonction w& (X,¥,2z) est connue sur Flk (I-20) et
le paramétre ajustable Ak représente un potentiel de référence
sur ce morceau de frontiére. Cette fonction et ce paramétre ont
été introduits ici pour ne pas avoir a supposer le potentiel
uniforme sur la frontiére. Cette hypothése serait 1égitime en
électrostatique sur les interfaces de conducteurs mais devien-
drait inadéquate en magnétostatique, sur les interfaces de per-
méabilité infinie dés qu'il Yy a des courants dans le domaine
(I-20).

Le potentiel dans le domaine est dépendant des para-
métres Ak et la valeur Fopt de la fonctionnelle (I-22) a 1'a-
tat stationnaire aussi, par 1'intermédiaire du potentiel

Fopt = Fopt (Ap,...,2,...) (1-102)

Nous allons montrer que les dérivées partielles de
Fopt par rapport aux Kk correspondent aux flux entrant par les
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morceaux de frontiére r;k'

La dérivation de 1a fonctionnelle (I-22) donne :

dFopt _ [ B 4o 4 [ B! 2 gr (1-103)
oA o 9k r 0

L'intégrale de volume, transformée en utilisant en premier lieu

1'identité
div (B.2%) = div B.2Y 4 B, grac L (1-104)
2y B, N |

puts le theoréme de la diveraence devient :

SFopt L | 4ivp. 3l 4q 4 (8'-B.n). 20 gr [ 5.2 4r (I-105)
oA, Ny oA o,
§2 F2 Fl

La répartition du potentiel qui rend optimale la fonc-
tionnelle verifie les equations de Maxwell et les conditions aux
Timites, donc annule les deux premieres intégrales ; 11 reste

BFODt = - B.naw dr = -7 B.nﬂ)_dr (J."]US)
N P9 ro
1 1

Les frontieres F11 sont disjointes et les paramétrés A1

indépendants ; autrement dit d'aprés (I-100) et (I-101)

I 8,7 (Kronecker) sur T (L-107)
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L'expression (I-106) de la dérivée de Fopt devient

ofFopt _ | B.n dr (I-108)
3 A ‘

k -

1k

Ce qui démontre la provosition car le second membre est le flux
¢k qui entre par la frontiére Flk

oFopt
akk

Le flux est la variation de 1la coénergie par rapport au potentiel
de frontiére (Juffer,1979).

Ici cette relation générale se développe suivant

dFopt . § 9, sFopt

i=1

(1-110)
5 BN, AU,

a 1gconstants 3 Akconstants

puis se réduit & la forme plus simple

(1-111)

kK a wi constants

car les dérivées partielles de la fonctionnelle par rapport aux
b; sont nulles (I-36).

Dans Te contexte de Ta méthode des &lements finis, les
conditions aux limites de type Dirichlet s'expriment par 1'inter-
médiaire des noeuds j situés sur les frontiéres concernées. Les
fonctions wok(x,y,z) (I-100) sont définies a partir des fonctions
de formes aj(x,y,z) pondérées par les paramétres wj dont les va-
Teurs sont fixées en fonction des conditions aux limites (I-101).
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La formule ([-111) qui donne le flux devient

3Fopt OV

(bk = z (1-112)

jerT .
1 k c)l,f)j‘ axk
la sommation sur j est limitée aux noeuds de la frontidre Flk
afin de respecter ia derivation partielle "a P constants".
La variation wj de tout noeud de Flk est directement liée 3 Ak
(I-101), donc

A .
—3 = noeud j & T " (I-113)
3\ 1
k
et
b, = T sfopt (1-114)
. A
Jel' J
1

En definitive le flux entrant par le morceau de fron-
tiére Plk se calcule d'aprés (I-42) par 1'expression

¢, =TI - | gradal.B do + | «..B' dT (I-115)
k ie J J"7n
) r

o0 T'indice j porte sur les noeuds de la frontiére Flk et 1'indi-
ce e concerne les élements qui possédent ie noeud j. Le vec-
teur induction B est relié par la loi constitutive du matériau
(I-12) au vecteur Champ H, lui-méme calculé i partir des valeurs
nodales wi d'un élement par ([-60). La composante normale du
vecteur induction BA est connue sur Tz.

Ce procéde est simple & mettre en oeuvre car il utilise
des algorithmes d&ja rencontrés au cours de la phase de résolu-

tion.
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[1.5.4 - Coefficients d'influence entre les frontiéres

de type Diricnlet

Le coefficient d'influence de 1a frontiére P11 sur la

frontiere Pl est défini par

k

(1-116)

I1 mesure 1'effet sur le fiux ¢k d'une petite variation uniforme
du potentiel sur PI].

bans un probléme linéaire i1 s'agit des capacitances
mutuelles en électrostatique ou des réiuctances mutuelies en
magnétostatique. Pour un probléme non linéaire on pariera de
coetficients d'influence du probléme 1inéarisé autour du point
de poiarisation.

"La dérivation par rapport & A de 1'expression (I-i11)
du flux ¢k donne

c - _29 [aFopt

K1
Ay Ay

] | (I-117)

Le symbole 3 Ak sitgnifie dérivation 4 V; constants et réciproque-
ment 9 Vs représentera la dérivation par rapport 4 by avee k1

constant.

La régle de dérivation en chaine permet de développer
(I-117) suivant

2
- 2 Fopt 1. (1-118)

SYEIN QwT§Ak 3 -

2
c o Font

k1
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2 .
_E_E__] et [_ﬁﬂ]

-
AN gy

ol {

sont des vecteurs, le premier ligne et le second colonne, de méme
dimension N et de coefficients

2 o .

o Fopt ot J

B ;07 28

Les derivées léy—] représentent 1'influence d'une petite
A :

1

variation uniforme du potentiel de le sur le potentiel global.
Elles se déterminent en remarquant que les dérivées partielles

oFopt

A

(a Xk constants) sont toujours nulles (optimisation)

quelque soit Te choix des A]

SFOPt v L a L. A ....) =0 (1-119)
1 2 |
donc
9 3Fopt, _ d°Fopt . 5°Fopt 3y (1-120)
[ ]l = + [—"—] . [—/1 =0
g By B0y ey, B4
Ces relations sont écrites pour toutes les dérivées oFopt
Y,
L
et forment le systéme matriciel
BzFopt AU BZFopt,
[——1] . |—1 = - [———] - (I-121)

50 By 3 5 9y
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o0 Ta matrice et le vecteur secong membre de dimension N ont
pour coefficients

2 2
g_fOpt et - O _Fopt
AFEA I3y

L'expression (I-118) du coefficient d'influence devient

2 2 2 -1 2

Cor = 3a_Fopt _ [8 Fopt] R Fogi] . [a Fopt] (1-122)
3hq 92, awTaxk awTaw axlaw
Remarque 1

en pratique i1 est préférable de ca]cu]er[3i~]
dA
1
a partir du systéme (I-121) puis d'utiliser directement
Ta relation (I-118) en remarquant que le vecteur liagne de (I-118)
est le transposé du vecteur second membre de (I-121) relatif a
K (Daly et Heps, 1972).

Remarque 2

Ta matrice de (I-121) est la matrice jacobienne qui
apparait dans le calcul de la distribution du champ (I-51).

Le potentiel est défini & une constante prés, donc
toutes modifications simultanées et de méme grandeurs des poten-
tieis de référence Al,..., Ak”" entraine une modification uni-
forme du potentiel dans le domaine

811;1.

5 - (I-123)
K 9x

k

et n'altére pas la valeur de 1a fonctionnelle
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Q»
-
o

O
ot
@
M
(e}

k=l
‘—’.

I

= 0 (1-124)

~m
Qs
>

x
QL
>

~

Un vérifie que la somme des coefficients d'influsnce est nulle

I Cpy o= Dy EoRty ;9 (5 BFopty, (B . (1-125)
k 5 Oy gyt K DA oA

Attention, cette propriété disparait dans les problémes ol 1la
valeur de référence du potentiel a une influence sur le résultat
(par exemple en thermostatique lTorsque le flux entrant dépend de
Ta température).

En combinant (I-118), (I-123) et (I-125) i1 vient

2

2
o_Fopt _ 3 Fopt ov

(01 - (=1 (I1-126)
BAk

C,, = - I

[
kk 14k

:
LIV TR

K

o0 [1] est un vecteur colonne qui a tous ses coefficients égaux
1.

o

Dans Te contexte de la méthode des &léments finis ce
sont les valeurs nodales des frontiéres Flk qui marquent 1'in-
fluence des paramétres kk'

Les termes des expressions (I-118) et (I-121) s'écri-
vent

3 Fopt _ o Fopt

(1-127)
I
R SR TR U2
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2 2
3 Fopt _ o Fopt j noeud libre (I-128)
iel
?Wj?xk € lk ?wj?wi
3 2F t 82Fopt
9 ropt _ & —tr i noeud libre (1-129)

YT 30

ot les seconds membres sont calculés par (I-54) au point optimal.

Résumé de la procédure 3 suivre pour déterminer les coefficients
d'influence.

1) Calcul par (I-129) des seconds membres de (I-121)
2) Résolution des systémes (I-121)

3) Calcul des coefficients par (I-118) en multipliant les
solutions par Tes seconds membres et en complétant par
(I-127)

Le nombre de calculs peut étre réduit en utilisant les

symétries C = C et les propriétés 5 C = 0. Si p est le
k1 Tk K k1

nombre de frontiéres de type Dirichlet, il y a p x(p=-1)/2 coef-
ficients Ck1 indépendants.

1.5.5 - Flux d'induction magnétique au travers d'un.

bobinage

Le probléme de magnétostatique comportant des courants
a été étudié en introduisant un champ HC défini a partir des
courants par (I-14). La décomposition du champ magnétique H sui-
vant (I-13) H = HC + Hm a permis d'introduire ¢ le potentiel
magnétique réduit pour le calcul de Hm la composante irrotation-
nelle du champ (I-17).
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Une solution approchée en terme de Y a été obtenue par
Ta méthode de Ritz ; i1 se pose maintenant Te probléme du calcul
du flux dans les bobinages.

Nous supposons 1'existence de plusieurs sous-domaines

disjoints B], BZ’ Cey Bk,..., correspondant a des bobinages
traversés par des courants I], 12, RN Ik,..., qui créent des
densités de courants J](x,y,z), J2(x,y,z), cees Jk(x,y,z)...

Par une démarche analogue 3 (I-14) nous dé&finissons
dans le domaine Tes vecteurs

Ho, (M) = | g MM o (1-130)
ck k 3
4 | MM |
By
qui vérifient
rot HCk = Jk dans Q (I-131)
E HCk = HC dans Q (I-132)

Le flux dans le bobinage numéro k est €agal & la dérivée
de la coénergie par rapport au courant qui le traverse

¢k . oJFopt (1-133)

BIk

En introduisant les paramétres s (I-34), cette dérivée
se développe suivant

Y
oFopt + ¥
K i 9l
(a potentiel

-

oFopt (1-134)

AL

(3 courant
constant) constant)
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les dérivées de la fonctionnelle par rapport aux potentiels
nodaux étant nulles (optimisation), il reste

3, = 2fopt (1-135)
o1,

Pour simplifier nous supposons que les frontiéres du
domaine sont soit 1'infini, soit des plans de symétrie.Ainsi
aucun échange énergétique ne transite par Tles frontiéres lorsque
le courant varie. Alors 1'expression de la fonctionnelle (I-22)
se réduit & T1'intégrale de volume et le flux s'écrit

by = B. -8 4dq (1-136)

Le champ est fonction de HCk (I-132) qui lui-méme est
proportionnel & Ik (I-130), donc & potentiel constant la dérivée
de H est une fonction d'espace qui s'écrit

_oH 1 Hop (1-137)
oL, Ty
L'expression du flux devient
] _ -
b = = B. H_, do (1-138)

k

[.5.6 - Inductances des bobinages

Le coefficient de mutuelle inductance du bobinage B1 sur
le bobinage Bk est
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IT mesure 1'influence
Dans un probléme linéaire Mk] e

(1-139)

du courant I] sur Te flux ¢k'
st une constante. Pour un problea-

me non Tinéaire Mk] est 1a mutuelle inductance autour d'un point

de polarisation.

Le calcul des mutuelle

me celui des coefficients d'influence ¢

a) résolution des systémes
des variations de couran

2

S inductances M se déroule com-

k1
k1

Tinéaires qui donnent 1'influence
t sur le potentiel

2

(1-121): (2Fopty ~[3v , (2 fopt, (1-140)
awTaw 81, 81,9y
b) évaluation des mutuelles par
azFo t 82Fo t A
(I1-118): M, = Pt P oY (I-141)
a7 T
olysly awial, a1y

Avec les hypothéses de
précédentes s'écrivent

2
_ o_Fopt _ 1 T
(I-53) - HL
alyol, 1,14
Q
2
a_Fopt _ _ _l H T
— = ck -
ov 8l Iy

0B

(I-136) les termes des relations

Hp do (1-142)
aHT
3B grad o do (1-143)
aH!
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SZFO t 82F0 t !
[&-2Pty . (2 Fopt, (1-144)
awTaIk BIka
ol —35
SHT

représente le tenseur de perméabilité difféerentielle.

[.5.7 - Forces et couples - Tenseur de Maxwell

L'évaluation des forces et couples sur un objet rigide
par la méthode du tenseur de Maxwell, passe par Jes dtapes sui-
vantes (Carpenter, 1960 ; Reichert, Freundl et Vogt,1976
Aldefeld, 1978)

a) définition d'une surface S dans Je vide (ou &quivalent)
qui englobe 1'objet &tudie.

b) calcul de Ta force par

F o= I [u.(Hon).H - ¥ 02 11 ds (1-145)
2
s

c) calcul du couple par

HZ2.(r x n)7 ds (1-146)

DSEEE o

C = f fu.(H.n).(r x H) -
S

00 n est le vecteur unitaire sortant normal a4 la surface §
et r le rayon vecteur duy point courant de S par rapport a 1'axe
de rotation.

Cette méthode posséde Jles avantages suivants

a) un seul calcul de chamn est nécessaire, que Te pro-
bléme soit linéaire ou non linéaire.
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b) une seule intégrale de surface est nécessaire.

c) toute surface S qui englobe 1'objet et qui ne tra-
verse aucun autre corps donne des résultats jdenti-
ques.

Le champ H qui intervient dans les formules (I-145) et
(I-146) a été déterminé par la méthode des eléments finis. Alors,
contrairement au cas idéal de la solution exacte, le choix de la
surface S a une incidence sur la qualité des résultats. Un mau-
vais choix peut accentuer les conséquences de 1'erreur de discré-
tisation. En d'autres termes, 1'indépendance du calcul de couple
ou de force par rapport & la surface S n'est plus vraie pour une
répartition approchée du potentiel, du champ et de 1'induction
qui ne vérifie pas exactement les équations de Maxwell (Chari et
Silvester, 1971, discussion ; Silvester et Rafinejad, 1974, dis-
cussion).

Dés Jors se pose le probléme de la sélection d'une sur-
face d'intégration S permettant d'obtenir Jles meilleurs résultats
@ partir d'une solution approchée. Reichert, Freund] et Vogt (1976)
proposent, dans le cas d'un modéle &léments finis bidimensionnels
triangulaires du premier ordre, de faire passer la surface S par
Tes milieux des cGOtés des triangles traversés. Ce choix est bien
sir Te bon pour ce type d'éléments bidimensionnels car il moyenne
Ta contribution de chaque &lément concerné. 1] peut étre étendu
aux éléments tétraédriques du premier ordre. Pour les é1éments
d'ordre supérieur et pour les éléments curvilignes, la détermina-
tion d'une surface optimale parait moins évidente, de plus, 1'al-
gorithme a mettre en oeuvre devient étroitement 1ié au type de
1'élément (tétraéddres, prismes, hexaédres).

Les inconvénients que nous venons d'évoquer dans 1'utili-
sation du tenseur de Maxwell nous ont conduit a développer pour
le calcul des forces et des couples, une méthode globale basée
sur le principe des travaux virtuels.
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1.5.8 - Forces et couples - travaux virtuels

Nous appliquons le principe des déplacements virtuels
a potentiel constant. La force F et le couple C exercés sur
1'objet rigide déplacé sont re11es a la var1at1on de Fopt, la
coénergie du systéme, par

F . JFopt (1-147)

]
39S

c = 2fopt (1-148)

v 56
avec

FS : force suivant 1a direction s (en Newton)

s : abscisse qui mesure le déplacement (en métre)

Cw : couple par rapport a4 1'axe de rotation w (en Nm)

8 i angle qui mesure Ta rotation virtuelle (en radian)

Pendant le déplacement virtuel

a) La déformation des frontidres est interdite
b) Les conditions aux limites sont maintenues.

Avec le modéle discret (1-34), la force s'écrit

3s v T as

oud Te symbole 8 signifie soit 1a derivation par rapport 3 s & w
constant, soit la dérivation par rapport aux w d s constant.
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Au point optimal Te vecteur[ﬁEEEE] est nul, il vient

BwT

Fo = atopt (1-150)
23S

Par analogie, 1'expression du couple (I-148) devient

¢ = 2Fopt (I-151)
Yog e

Rafinejad et Sabonnadiére (1976) et Rafinejad (1977)
proposent d'utiliser la méthode des &léments finis pour évaluer
directement forces et couples & partir des formules précédentes.
L'@1égance de 1a méthode réside dans la formulation des déforma-
tions virtuelles du sous-domaine (air) compris entre la partie
fixe et la partie mobile entrainée dans la translation ou la ro-
tation virtuelle.

PRINCIPE DE LA METHODE

Le domaine déformé 4 est décomposé en sous—domainesQe
(Tes éléments finis) sur lesquels toute intégration est conduite
en fonction des coordonnées locales (u,v,w) (coordonnées de voluy-
me du tétraédre,...). La fonction q(x,y,z) symbolisant un inté-
grant quelconque, toute intégration de volume s'écrit

qlx,y,z] dxdydz X glx,y,zldxdydz
Q €1lg
d e

1

z{[{ q[X(U,V,W) s.Y(usV,W),Z(U,V,W)]. 'thUdVdW
e

Lle (1-152)

la somme I porte sur les &léments finis,
e
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|G| est le déterminant de la matrice jacobienne de la transtor-
mation de coordonnées

= xX{u,v,w)
Y = Yy(U,V,w)
z = z(u,v,w) (I-153)
donc
ax 3y 3z
gu  3du du
6 =]2% 2 3z | | 1g| = det(6)
av 3V 3V
o9x 9y 3z (1-154)
oW 3w  dw

On remarque que les bornes de 1'intégrale en dudvdw
sont figées puisqu'elles ne dépendent que du type de 1'élément
(notation []e). Par exemple, pour tout élément volumique de
type hexaédrique, les bornes valent -1 et + 1 pour u, v et w.

En particulier ces bornes sont indépendantes du dépla-
cement virtuel.

CALCUL DE LA FORCE

D'aprés (I-150) et (I-22) 1'expression qui donne 1la
force s'écrit

B.dH do  + (I-155)

-n
wn
il
Q>
0w Q
Sy
po
Q
w Qr
o0
o)
<=
o
i |

La deuxiéme dérivée est nulle car la frontiére T n'est pas défor-
mée. L'intégrale de volume est éclatée sur 1'ensemble des éléments
finis.
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H
F =" 3 B.dH do = =— 3 IB.dH |G] dudvdw
0

Oe
(I-156)

La derivation par rapport au déplacement S, introduite sous
T'intégrale de volume, fait apparaitre 2 termes

. [a._ HS.dHJ.IG, . {“ B.dH._aJ_e.tJdudvdw
e 9S

0] 0

e | (1-157)

En 1'absence de phénoméne de magnétostriction dans 1a
z0ne déformée, Ta premiére dérivée se développe suivant

H
3 [ B.dH = gl M (1-158)

° Q>
(%]

Le potentiel v est connu sur chaque elément en fonction
des coordonnées locales (u,v,w) et des valeurs nodales Vs
A valeurs nodales constantes, le potentiel ¢ est une fonction
des coordonnées (u,v,w) seules (I-76)

<=
i

pX ai(u,v,w). b= Y(u,v,w) (I-159)
ol i porte sur les noeuds de 1'élément fini.

Le champ a pour expression (I-23)
Y
ou

H=H_ - gradp = H_- g !, |3¥ (1-160)
oV

L]

oW
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ol apparait §!
transformation de coordonnées qui

I''inverse de la matrice Jacobienne (I-154) de 1a

fait passer de (U,v,w) & (x,y,w).

La dérivation par rapport i s ne touche que G']

La dérivation de

cer -1
par - g-1 86 67! , donc

39S 98
)
Ju

aH 9'1,§§_r'] 3 = - 6-1 36 H

3s 3s R 9s
ki)
oW

I'identite 6.6 )

(I-161)

= I permet de rempla-

(1-162)

Finalement, 1'expression de la force devient

H

Foo= 2 [- Bla 126 y . f B.dH.|g|"]2L6 ] do
as 0 as

(I-163)
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Le couple autour de 1'axe w est donné par une formule
analogue

H
C =73 [—BTG'Q—Q.H + J B.dH.}G]'Tﬂ—Gi] do
36

50 . (1-164)

(4]

e

CALCUL DE LA MATRICE JACOBIENNE ET DE SA DERTVEE PAR
RAPPORT AU DEPLACEMENT VIRTUEL

Quelque soit le type de 1'&1ément, le passage des coor-
données Tocales (u,v,w) aux coordonnées globales (x,y,z) est don-
né par

(I-75) [X,y,2] = ? Bi(u,v,w).[xi,yi,zi]

Ta sommation porte sur les noeuds i de 1'@lément qui ont pour
coordonnées [Xi’Yi’Zi]' Les Bi(u,v,w) sont des fonctions d'inter-
polation de la géométrie. Elles sont identiques aux ai(u,v,w)
pour les éléments isoparamétriques.

La matrice jacobienne 6 (I-153) a pour expression

9B ;

au

IR .
1 .IX.
i oV

G

1]
.« ™

] (1-164)

881

ow
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Les fonctions Bi(u,v,w) et lTeurs dérivées par ranport
aux coordonnées locales (u,v,w), propres au type de 1'é1ément,
sont indépendantes du déplacement virtuel. Seules les coordon-
nées des noeuds [Xi’Yi’Zi] en dépendent.

Alors 11>v1ent

881
au
9B . X, oY . 3.
36 _ 5 1. v, 11 (I-165)
9s i oV 0s 3s oS -
881
aw
La dérivée du déterminant |G| = det (G) se calcule & partir
des coefficients de
G et 28
as

Les expressions 36 et Elﬁl se déduisent des équations précédentes
36

90

en rempiacgant 2 par

_9
35 50

a) un seul calcul de champ est nécessaire, que le probléme
soit 1inaire ou non Iinéaire

b) une seule intégration de volume dans la région déformée
est nécessaire
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c) Ta zéne déformée est un volume quelconque qui doit cenen-
dant respecter les contraintes imposées par le déplace-
ment virtuel

- envelopper entiérement 1'objet é&tudié
- &tre composé d'un matériau déformable (air)

Cela peut étre toute la zdne déformable comprise entre
la partie fixe et 1'objet mobile, ou seulement une cou-
che d'éléments de cette zdne.

d) du point de vue de 1'organisation des programmes cette
méthode est trés intéressante car elle conduit a des
algorithmes quasiment indépendants du type des éléments
déeformés et de la dimension de 1'espace (2D - 3D).

e) la méthode permet d'évaluer les coefficients de raideur
par dérivation de |'expression de la force (I-163) par
rapport au déplacement (voir le paragraphe I1.5.9).

[.5.9 - Influence d'une modification de la géométrie,
v Optimisation

Avec la méthode des &léments finis, 1'ingénieur possé-
de un outil puissant d'évaluation des dispositifs &lectriques.
Dans le processus de conception cet outil est précédé par un
choix des paramétres et suivi par une analyse des résultats.

Si le cahier des charges n'est pas correctement rempli, le con-'
cepteur modifie les paramétres en fonction des résultats et de
son savoir faire, puis relance la phase d'évaluation. L'automa-
tisation de ce processus itératif est difficilement réalisable
car les critéres et les contraintes de la conception optimale
sont nombreux.
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Cependant i1 est possible d'aider le concepteur dans
sa tdche en lui fournissant pour un critére donné (Marrocco et
Pironneau, 1978)

1) la direction du changement qui permet d'améliorer le
critére

2) le point optimal sous certaines contraintes

Dans cette rubrique nous indiquons une méthode généra-
le pour résoudre 1'é@tape 1, dans le contexte d'une solution obte-
nue par la méthode des éléments finis. L'étape 2 peut en princi-
pe étre atteinte au moyen d'un algorithme d'optimisation (qra-
dients conjugués,...) utilisant plusieurs fois 1'étape précédente.

Une solution approchée au probléme de champ est donnée
par

(I-34) : bo=v o (Xysz) + T ey (X,Y,2) LUy
ol les quantités b ont éte déterminées par 1'optimisation de
la fonctionnelle (I1-22).

Nous introduisons un critére C fonction du champ dont
nous étudions Te comportement par rapport & des paramétres P e
c3Pps e Pour cela nous devons évaluer les composantes du
vecteur

(28, (1-166)

d'élément 5%2 qui mesure 1'influence des paramétres sur le crité-

re C. K
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Critére et fonctionnelle sont fonctions du champ et
des paramétres

Fopt

Fopt <w1"°"wi""’pl""’pk"") (I-167)

2 2 N TR Ty T (1-168)

La dérivée de C par rapport a Oy s'écrit

€ g 8Cy 3wy, 3C (1-169)

a0y ayT 90 90

le symbole 3 signifiant dérivation partielle 3§ o, ou [ylconstant.

Le vecteur Tligne [—é%], de coefficient _3C et la quanti-
3y Bwj
te 20 s'obtiennent & partir de la définition (I-168) du critére.
90y
3 . g
Le vecteur colonne [ 1 , de coefficient —<L se déter-
90y i

mine en utilisant les conditions d'optimisation de
(I-167) & paramétres P, constants

[EEQR£]= 0 quels que soient Tles Ok (I-170)
a Y .

La dérivation de 1'identité précédente donne

3 dFopt| _ azFopt 3] + azFoEt

0 |30 whan | o] [oeg0w

=0 (1-171)
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2 ~2
lci la matrice 3 Fopt , de coefficient 2 Fopt
30 T 5y BRATEL

est connue (matrice jacobienne de la résolution du champ (I-54)

2 ] 2
et Te vecteur 9 Fopt » de coefficient 9 Fopt est évalué par
202 2094

dérivation a wi constants du résidu (I-42) par rapport au paramé-
tre o . '

La résolution du systéme matriciel (I-171) fournit 1le

vecteur[ggg] qui, introduit dans 1'expression (I-169), fournit

k
le renseignement souhaité pour le paramétre Ok

Les paramétres Oy» P sewvs Pps... peuvent étre des gran-
deurs physiques (courants de polarisation, température,...), des
dimensions géométriques (Targeur d'entrefer, largeur de dent,...),
des profils (coordonnées de points interface air-fer : voir Mar-
rocco et Pironneau, 1978 et NDi Napoli et al, 1978).

Certains paramétres peuvent modifier 1la géométrie du
domaine. Dans ce cas les intégrales de volume et de surface résul-
tant d'une dérivation

— (P est un paramétre géométrique)
3p
A

sont etudiées par la méthode décrite dans 7Je paragraphe 1.5.8
relatif au déplacement virtyel.

Pour évaluer 1le qradient[ﬁg] nous n'avons introduit
ap

aucune hypothése simplificative supplémentaire dans la discréti-
sation par la méthode des &léments finis. La méthode ne dépend
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ni du type d'élément utilisé ni de la dimension de 1'espace

(2D ou 3D). Une seule restriction : il faut pouvoir exprimer

Te critére sous Ta forme d'une intégrale de volume ou de surfa-
ce avec comme intégrant une fonction de ¥ ou de son gradient.

Exemple : Influence d'un paramétre géométrique p sur le couple

Ce paramétre peut &tre une dimension ou une position dans
T'espace. En particulier Ta méthode peut donner la raideur si
Te paramétre est la position de 1'objet sur lequel s'exerce le
couple.

Le couple Cw autour de 1'axe w est donné par la formule
(I-164). Les termes constitutifs de (I-169) et (I-171) sont

3¢ T
— = I [ grad ol. 3B g1 36
awj e oH 06
Qe
+ Bl 28 grad o,
50
- B". grad o,. |67, §i§i]d9 . (1-172)
J 56
5C T T
w oy [ wopT, 26 51T 3B -1 36
30 e 3p 5H 36
Qe
+ BT, 671,268 g1 26
30 50
2
-8 67 28y

9pad
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-1 9G
06 ap

-8l 6138y ey, 28]

ap
H .
2
+ | B.dn.|e7ty.22lel J 4o (1-173)
0 3p 96
2 T
o Fopt _ [ + grad a? 26 ot1T g
apawi e ap
e
+ grad a¥ B 6T 368y
BHT op
- grad o). B JeTy.2l6l ] .do (1-174)
op

Les formules précédentes sont relativement complexes
car le critére fait déja intervenir une dérivation par rappért
d une position angulaire 6. Cependant 1'expression (I-173) s'an-
nule si i1 n'y a aucun &l1ément concernéd a la fois par la déforma-
tion entrainée par 6 et celle due & o.
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[.6 - CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons tout d'abord rappeléd la mise en
équations des problémes d'électrostatique, de magnétostatique et
de conductions électrique et thermique qui apparaissent dans les
dispositifs électrotechniques.

Tous ces champs dérivent d'un potentiel scalaire et possé-
dent des formulations variationnelles analogues. Nous avons ensuij-
te exposé la méthode de discrétisation du probléme de magnétosta-
tique par la méthode de Ritz, puis décrit la méthode des é&léments
finis tridimensionnels et son application & la résolution des
problémes variationnels. La fin du chapitre a &té consacrée a
T'exploitation des résultats. Chaque fois que cela a été possible
nous avons proposé des méthodes de calcul des grandeurs globales
(flux de frontiére, flux de bobinage, forces) introduites par des
considérations énergétiques afin de respecter la philosophie de
la méthode variationnelle. Enfin, nous avons montré comment i1
est possible d'utiliser au mieux les résultats précédents dans un
processus de conception technique ol 1'ingénieur essaye de déter-
miner les valeurs optimales de 1'appareil qu'il étudie.



CHAPITRE II

CALCUL DES CHAMPS MAGNETIQUES TRIDIMENSIONNELS
A TRAVERS LE POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

IT. 1 . INTRODUCTION

Le probléme de la détermination du champ magnétique dans
des configurations possédant des courants et des régions de perméa-
bilTité non homogéne et anisotrope, est de nos jours parfaitement
maitrisé dans les dispositifs bidimensionnels (Ancelle et al, 1979 ;
Polak et al, 1980 ; Freeman et al, 1980).

Pour les systémes tridimensionnels, le choix de la méthode
reste encore ouvert. Zienkiewicz, Lyness et Owen (1977) proposent
d'utiliser le potentiel scalaire magnétique réduit comme inconnue
principale. Armstrong, Collie, Simkin et Trowbridge (1978), Simkin
et Trowbridge (1979) améliorent la précision en utilisant le poten-
tiel scalaire magnétique réduit dans 1'air et les conducteurs et
le potentiel scalaire magnétique total dans les milieux & forte per-
meabilité. Sarma, Wilson, Lawrenson et Joki (1971), Marroco (1975),
Sarma (1976) et Demerdash, Nehl, Fouad (1980), donnent quelques
exemples de problémes résolus avec le potentiel vecteur A comme
inconnue principale.

Bien entendu, la résolution qui utilise le potentiel vec-
teur est plus coliteuse que celle qui utilise le potentiel scalaire
car il implique T1'existence de trois inconnues par noeud au lieu
d'une seule.
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Malgré ce handicap nous avons essayé cette méthode, car
nous pensons que le savoir faire acquis nous sera utile pour abor-
der les problémes de magnétodynamique.

Dans ce chapitre nous rappelons les équations aux déri-
vées partielles et les conditions aux limites que le potentiel
vecteur magnétique doit vérifier dans Tes problémes magnétostati-
ques. Nous développons une formulation variationnelle en propo-
sant une fohctionne]]e d'énergie valable pour les systémes 1iné-
aires ou non linéaires, isotropes ou anisotropes. L'unicitéd de la
solution est obtenu en forgant div A = 0 (gauge de Coulomb) par
une méthode de pénalité. Nous détaillons la formulation é&lement
fini correspondante dans les systémes de coordonnées cartésiennes
et cylindriques. Enfin nous indiquons comment, & partir du poten-
tiel vecteur, évaluer les grandeurs globales (inductances, forces,
flux) utiles & 1'ingénieur.

I1.2 - MISE EN EQUATIONS

IT.2.1 - Equations de Maxwell

Pour un probléme de magnétostatique les é&quations de
Maxwell s'écrivent, en négligeant les courants de déplacement
(Young, 1978) ’

rot H = J (II-T1a)

H = H(B) = VB + H¢ (IT-1b)
div B = 0 (IT-1c¢)

avec :

H le vecteur champ magnétique (A/m),

B le vecteur d'induction magnétique (T),

J le vecteur connu de densité de courant (A/m2),
v = v(B) (II.2) 1Ta réluctivité magnétique (m/H).

Dans les milieux anisotropes, la réluctivité v est un ten-
seur symétrique fonction de 1'induction, alors que dans les milieux
isotropes elle devient un scalaire qui est fonction du module de
1'induction.
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I1.2.2 - Conditions aux limites naturelles

Pour définir sans ambiguité les conditions aux limites
naturelles de notre probléme, nous considérons Je probléme de
magnétodynamique équivalent suivant:

a) méme domaine de définition Q
b) pas de courant de Foucault (les conducteurs sont multi-
filaires)

A un instant donné t, pour une densité de courant depen-
dant du temps connu , le nouveau probléme a toujours pour équa-
tions : (II-la,b,c).

Sur ce nouveau probléme i1 est possible de définir des
conditions aux limites naturelles qui correspondent & un &change
d'énergie magnétique nul sur I 1a frontiére du domaine, au cours
de tout changement de régime des densités de courant. En terme de
vecteur de Poynting cela s'écrit

(Ex H).n = 0 sur T (IT-3)

ot E et H représentent les vecteurs champs électrique et magnéti-
que et n est le vecteur normal a4 la surface.

Nous distinguons alors deux types de frontiére

a) interface avec un milieu de conductivité infinie ou plan
de symétrie

Exn = 0 sur T (I1-4)
b) interface avec un milieu de perméabilité infinie

Hxn = 0 sur Ty (II-5)

J. n = ok .n = 0 (IT-6)
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o o est la conductivité électrique en 1/qQm.

11.2.3 - Equation du potentiel vecteur magnétique

L'introduction d'une variable auxiliaire, le potentiel
vecteur A, simplifie le systéme des trois équations (II-1a,b,c).
Le vecteur induction B est défini comme le rotationnel de A

B = rot A (I1-7)
L'équation (II-1c) est alors automatiquement vérifiée
puisque
div rot A = 0 (I1-8)
L'élimination de B et H dans (Il-la,b) donne 1'équation
du potentiel vecteur A en fonction de la densité de courant J et
de la réluctivité v

rot[ vrot A 1 = J - rot H. (I1-9)

La réluctivité est une fonction de A par 1'intermédiaire
de T'équation (II-7) et de la loi constitutive du matériau (I1-2).

I1.2.4 - Conditions aux limites du potentiel vecteur

Le vecteur induction magnétique B et le vecteur champ
éléctrique sont 1iés par 1'équation de Faraday

dB

rot E = "é—t

(11-10)

En remplacant B par son expression (II-7) fonction de A

puis intégrant il vient
E=-20 _ gradv I1-11
ot

ot V représente Te potentiel &lectrique.
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Aprés introduction de (II-10) dans (II-4) et (II-6) i1

vient
3A
( 3% * grad V) x n = 0 sur Iy (I1-12a)
(28 +gradv) . n= 0 sur 1, (I1-12b)

pour obtenir (I1-12b) nous avons supposé que le matériau de 1'au-

tre coté de la frontiére Ty posséde non seulement une perméabilité
infinie (Hxn = 0) mais aussi une conductivité &lectrique finie non
nulle.

D'apres (II-T2a) et (II-12b) i1 est clair que

%% xn =0 et grad Vxn = 0 sur Ty (IT-13a)
2 =0 dV.n =0 I1-1
5T n = et gra .n = sur Ty (IT-13b)

Puisque la solution A doit &tre indépendante de la vitesse de chan-
gement des sources d'excitation.

La composante tangentielle du potentiel vecteur est donc
indépendante du temps donc des sources sur la frontiére ry il
en est de méme de la composante normale sur Fg. Pour connaitre leur
répartition sur la frontiére i1 suffit de considérer un choix par-
ticulier des sources, par exemple pour une absence totale d'excita-
tion le choix 1égitime A = O’partout dans le domaine et sur la fron-
tiére,implique

Axn =0 sur I'y (I1-14)

A .n =0 sur Ty (IT-15)
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I1.2.5- Une infinité de solutions

Malheureusement 1'association de 1'équation aux dérivées
partielles de A (II-9) et des conditions aux limites (II-14) et
(IT-15), qui assure T'unicité de 1'induction B, ne définit pas de
maniére unique le potentiel vecteur.

En effet, si ¢ est une fonction scalaire de 1'espace qui

vérifie
grad ¢ x n =0 ¢ = ¢' wuniforme si Tyest connexe (II-16a)
rad ¢ n =20 : % 0 sur T (II-16Db)
g : - *oan 2

alors tout vecteur A* construit & partir de ¢ et d'une solution A
par la somme

A¥ = A + grad ¢ (I1-17)

est aussi solution du probléme (II-9), (II-14) et (II-15).

11.2.6 - Unicité du potentiel vecteur

La contrainte supplémentaire (gauge de Coulomb)
div A = 0 dans @ (I1-18)

contribue & 1'unicité du potentiel vecteur. Tout vecteur A¥ cons-
truit par (II-17) et vérifiant (II-18) impose aux fonctions ¢

div grad ¢ = Ap = 0 dans @ (I1-19)
Compte tenu des conditions aux Timites (II-16a) et (II-16b), les
fonctions harmoniques ¢ (II-19) sont caractérisées par un gradient
uniformément nul (si la frontiére I'y est connexe) et la solution A

devient unique.

En résumé le potentiel vecteur doit vérifier
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(I1-9) rot H = rot [v rot A + Hc] = J
dans @
(I1-18) div A =0
(II-14) Ap = Axn =0 sur Iy (connexe)
(IT-5) He = v orot Axn = 0| sur Ty
(11-15) A = A.n = 0
avec
(I1-7) B = rot A~
(I1-2) v = v (B)

I1.3 - FORMULATION VARIATIONNELLE

I1.3.1 - Choix d'une fonctionnelle

Le probleme aux dérivées partielles précédant peut étre
transformé en un probléme variationnel équivalent (Ito, Tokumasu,
Nagonu, Tari, Doi, 1980), (Marrocco, 1975).

La fonctionnelle d'énergie utilisée dans Tes systémes
bidimensionnels a la forme suivante (Silvester et Chari, 1970),
(Andersen, 1973), (Brauen, 1975)

B
F = [J Hdb - JA 7 do (I1-20)
0

tout 1'espace

L'extension pure et simple de cette fonctionnelle au pro-
bléme tridimensionnel n'est pas satisfaisante. Une fonction A qui
minimise (II-20) est bien solution de (II-9), cependant toute fonc-
tion A* = A + grad ¢ est également solution (voir le paragraphe
I11-2.5).
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Nous considérons alors une autre fonctionnelle définije
par

(div A)2  da (11-21)

"n
I
USRS

tout 1'espéce

od Vv est une quantité constante strictement positive qui a la
dimension d'une réluctivite.

Cette fonctionnelle (II-21) sera minimale et &gale &
zéro pour toutes les fonctions & divergence nulle (I1-18).

La minimisation simultanée des deux problémes variation-
nels (II-20,21) résoud le systéme d'équations (I1-9) et (II-18).

En définitive voici la fonctionnelle choisie

(div A)2 - Ady do

-n
1]
)
—
——————
=
-
o
o
+
N <]

- [ (Ap X Ht)' n dIr - [ An v div A dT (I1-22)
T r

qui est Ta somme des deux fonctionnelles (II-20,21) & optimiser
simultanément. L'intégration est limitée au volume utile @ 3
les intégrales de surface représentent 1'influence du milieu exté~-
rieur. Les conditions aux limites naturelles

At = 0 , Ht = 0 et divA = 0, nous dispensent de

conserver ces deux intégrales de surface dans la suite de 1'exposé,

[1.3.2 - Equivalence avec le probléme différentiel

a) proposition
Ta fonction A telle que

(I1-14) At = 0 sur T,



(IT-15) A = 0 sur T,

et qui minimise la fonctionnelle (II-22) est solution du systéme
d'équations aux dérivées partielles

]
C.

(I1-9) rot H
dans Q
(IT-18) div A =0
| avec H = H(B), B = rot A
et vérifie les conditions aux limites

(II-5) H = 0 sur T,
b) démonstration
Soit une variation A du potentiel vecteur compa-

tible avec les conditions aux limites, c'est 3 dire

6 Ay = 0 sur Ty (I1-23)

§ A = 0 sur T, (I1-24)

Les variations des deux premiers termes sous 1'intégrale de
volume (II-22) s'écrivent

B= rot A
§ [ I H(b) db 1 = H. 8B = H. rot 6A (I1-25)
0

§ [¥
2

2

(div A)S1 = ¥ div A div 8A (I11-26)

La variation de la fonctionnelle (I1I-22), d'aprés (II-25,26),
est

§F = [ [H. rot 8A + vV -divA.divsA - J.SA] d@ (I1-27)
Q
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Utilisant les jdentités vectorielles

div [8AxH] = H. rot 6A - SA.rot H (I1-28)

div [§A.Vdiv Al = V.div A.div 6A + SA.grad(vdiv A)  (1I-29)

et le théoréme de Ta divergence, il vient

SF = [' SA. [rot H - grad(v div A) - J] d@
9
+ [ §A, vdiv A dr + I (6A, x Hy) n dr (IT-30)
Iy I
car
GAt = 0 sur Iy et éAn = 0 sur Iy
L'optimisation de F impose les relations
rot H - grad (v div A) - J = 0 dans Q (I1-31)
v div A = 0 sur Ty (I1-32)
Hy = 0 sur T, (I1-33)

ce qui prouve une partie seulement de la proposition.

Pour démontrer div A = 0, nous choisissons un §A particu-
lTier définie par la variation d'une fonction scalaire 8¢

SA = grad &8¢ (I1-34)

Pour assurer le compatibilité avec les conditions aux
limites (II-23,24) nous imposons

§o 0 sur T, (IT-35)

|

0 surT, (I1-36)
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Avec le choix (II-34) le terme rot SA de la variation (I1-27)
disparait.
En posant
U=V div A (I1-37)
et en procédant comme pour (II-30), la variation (IT-27) devient

§F = - ( SA.[grad U + J1 d@Q +[ 6A, U dr (II-38)
Q r
-1
L'intégrale de surface est nulle par (I1-32).

L'application de 1'identité vectorielle

div [8¢.(grad U + J)1 = grad 8¢.(grad U + J) +8¢.div(grad U+J)

(II-39)
et du théoréme de la divergence donne
- aU
§F = I S§oAUdQ - J §p.[— + Jn] drT (I1-40)
Q r an
car div J = 0 dans Q et 8¢ = 0 sur F]
Sur T2 la condition Ht = 0 signifie aussi Jdn = rot Ht =0 ,
il vient pour (II-40)
U
§F = SoAUdQ - §¢2= d T (I1-47)
an
Q F2
et 1'optimisation impose alors
AU =0 dans Q (I1-42)
3V _p sur T, (11-43)

Qo
3
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La fonction harmonique (II-42) U = Vv div A est nulle sur
ry (II-32) et vérifie
] 3U
— = 0 sur Ty
an

(I11-43), cette fonction est donc uniformément nulle.

Avec div A = 0 partout la relation (II-31) devient identique
a (II-9) et la proposition est entiérement démontrée.

I1.3.3 - Choix de la quantité v

Jusqu'a présent rien n'a été précisé sur la quantité
V(X,¥,2) sinon qu'elle devait &tre une fonction d' espace positive
et avoir la dimension d'une réluctivité.

Voici quelques choix envisageables

(a) v =0
- 1 i
(b) v = — = Vg (11-44)
40
(c) v = B=0 isotrope
(d) v =//V/f.g anisotrope (norme de la matrice v)

Nous avons réalisé des comparaisons entre les diverses
fonctionnelles distrétisées par la méthode des éléments finis qui
sera expliquée plus loin. Bien que les conclusions qui vont suivre

anticipent un peu sur la suite, nous pensons que leur place est
ici.

Le cas v = 0 (Demerdash, Nehl, Fouad, 1980) qui n'assure
pas 1'unicité de la solution, a donné des résultats acceptables
dans des problémes linéaires.

Par contre, pour les problémes non linéaires, le proces-
sus de Newton-Raphson diverge franchement.

Avec le choix v = Vg» aucune instabilité numérique n'est
a signaler, cependant une 1égére perte de précision numérique a éteé
rencontrée. Dans les zones & trés faible réluctivite, le terme
1 (div A)2 introduit pour assurer T'unicité, a beaucoup plus de
2u0



IT-13

B
poids que le terme { Hdb qui résoud le probiéme physique.

0
C'est pourtant le choix le plus sdr.

Les choix v = v(0) dans les milieux isotropes et v= //v//O
dans les milieux anisotropes se révélent parfois efficaces, sur les
plans de la précision et de la stabilité que le probléme soit lindai-
re ou non.

II.4 - FORMULATION ELEMENTS FINIS EN COORDONNEES CARTESIENNES

I1.4.1 - Famille de fonctions d'approximation

Pour obtenir une discrétisation par la méthode des &lé-
ments finis, nous considérons la famille de fonctions

A (X,y,2) ? ai(X,y,2). As
AEAyOoysz) =l B ey lyaz). Ay = 2 agAy (11-45)

o les couples (ai(x,y,z), Ai) sont associés aux noeuds i de la dis-
crétisation. Les ui(x,y,z) sont les fonctions de base et les A; sont
les paramétres de la famille de fonctions (II-45),

Les conditions At = 0 ou An = 0 sont introduites en fixant

des valeurs correctes aux composantes Aix’ A. de chaque noeud

iy ou Ai

Z
concerneé.

Cela suppose que les frontiéresF] etF2 sont paralléles aux

axes de coordonnées. Si le systéme de coordonnées cartésiennes est
mal adapté & la géométrie, on utilisera un systéme de coordonnées cy-
Tindriques (Armor, 1980), sphériques ou autres. Si aucun systéme de
coordonnées ne convient, on éliminera une ou plusieurs composantes du

vecteur Ai en fonction des autres gréace aux conditions aux limites.
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I1.4.2 - Conditions nécessajres d'optimisation

Le probléme discret issu du probléme variationnel continu
consiste d& déterminer la combinaison des vecteurs paramétres Ai qui
minimise la fonctionnelle (I11-22).

Les conditions d'optimisation suivantes

5F

aAix

3F 3 L (11-46a)

oF

8Aiz

doivent é&tre écrites pour tous les noeuds du domaine, mais seulement
pour les composantes libres de toute condition aux limites.

Cet ensemble d'@quations 3 vérifier simultanément forme
un systéme noté

L =0 (I1-46b)

ol 4 représente 1'ensemble des inconnues (A1x"" Aix’ Aiy’ cea )
La dérivée de Ta fonctionnelle (II-22) par rapport aux

paramétres Ai s'écrit

T . T
B o 3By AdIVA)Saia - PR 57 4o (11-47)
3 4 3. 5 A, %,

Q

o0 1'indice T est le signe de la transposition.
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[1.4.3 - Développement des opérateurs différentiels

(a) Expression de

AT

aAi

(b) Expression de 2 (div A)

div A = div[ZaiAi] = Zgradai. Ai

BAi

(c) Expression de 9B

(div A)

0

AT

3

o O —

0

A

o — O
- O O

A.
;

gradai

T

d

Ay

] = Z gradui X A.

(11-48)

(11-49)

(11-50)

(I1-51)

(I1-52)
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0 Sui i 3@1
9z 3y
T oo . A o
9B == 1 0 1 (II-53)
BAi 3z X
Q. o .
1 __1 0
oy X

Attention : les expressions (II-49) et (IT-51) ne sont valables
que dans un systéme de coordonnées cartésiennes.

En introduisant (II-48,50,53) dans la dérivée (I1-47)
de Ta fonctionnelle, il vient

— = { [-gradai X H + gradai.U.divA - ai'J] d@  (II-54)
Q2

avec J et v des fonctions d'espace connues, div A donnée par
(II-49) et H fonction de B lui méme déterminé 3 partir des para-
métres Ai par (II-51),

II.4.4 - Milieux linéaires anisotropes

Dans les problémes linéaires le champ H varie linéai-
rement en fonction de B suivant la loi

H = wv. B + H (I1-55)
o v est un tenseur indépendant de 1'induction.
Les expressions de div A (II-49) et B = rot A (I1-51)

sont elles mémes des combinaisons linéaires des vecteurs nodaux

As- L'ensemble des conditions d'optimisation (II-47) forme alors
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un systéme linéaire d'ol 1'on extrait Tes composantes inconnues
S 4 =1Q (I1-56)

Avec 4 le vecteur des Aj

ij
Ay =Ry (11-57)
le second membre Q
Qix
Qi = Qiy = [ [“i'J + gradai X Hc] dQ
9
0, (I11-58)
et la matrice S
[T B, — T
(S) Sij = [— v.— + vgradai. gradaj] dQ
Jo o] (11-59)
le coefficient Sij lie leTvecteur As = (Aix’ Aiy’ As,) au vec-
teur Aj = (ij, Ajy’ Ajz) » C'est donc un bloc 3 x 3 :
Sixix  Sixjy  Sixjz
S.. - |
ij = Siij Siyjy Siyjz (I1-60)

S

izjx Sizjy Sizjz

I1.4.5 - Milieux linéaires isotropes

Lorsque le milieu linéaire est aussi isotrope, le choix
v = v (scalaire) s'impose ; la matrice prend la forme plus simple:
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S - 1
i; Vigz Vigy
Yigy Vigx o Sij
avec s, = f vgradai . gradaj dq (I1-62)
’ Q
Viix
et V1.j = Vijy = [ v.gradai X gradaj dQ (I1-63)
Q
Vijz

Cette forme simple du bloc 3 x 3 (antisymétrie et &léments
diagonaux identiques) justifie les meilleurs comportements numé-
riques enregistrés avec v = v

[1.4.6 - Milieux linéaires, jsotropes & réluctivite

constante par morceau

Le domaine Q est composé d'un nombre fini de sous-domai-
nes Qk de réluctivité constante Vi

L'utilisation de 1'identité vectorielle

rot [ai.gradaj] = ai.rot[gradaj] + gradai X gradaj

(11-64)

dans chaque sous-domaine permet de réécrire (IT-63) sous la forme

™

[ rot[vkaigradaj] dQ (I1-65)
Sy

La transformation en intégrale de surface par le théoréme du
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rotationnel donne

Vij = - E [ Vs gradaj X n dT (I1-66)
Tk

En inversant les rdles de i et de j dans (I1-64,65 et 66) on
trouve une deuxiéme formule analogue & (II-66) mais avec un chan-
gement de signe

V.. = +

i i [ Voo gradui X n dr (I1-67)
T

k

Dés que 1'une des fonctions a; Ou o5 est identiquement

nulle sur la frontiére Fk, le vecteur Vij
bloc Sij diagonal. Cette situation arrive systématiquement dans la

s'annule ce qui rend le

méthode des é&léments finis lorsque un des noeuds i ou J n'est pas
situé sur la frontiére Fk.

La raison de la simplification des blocs Sij est liée

au découplage des composantes Ax’ A et AZ du potentiel vecteur

y
Torsque le milieu est homogéne. Pour mettre en évidence cette

propriété, nous revenons & 1'étude de la fonctionnelle.
L'identité vectorielle
rot v,. rot A - grad V. div A = - div (vkgrad)A (I1-68)
est valable dans tout sous-domaine 0 OuU vy est constant.

Compte tenu de (II-68), la participation SFk du sous
domaine Q & la variation de la fonctionnelle (II-30), devient

6Fk = [-GA.div(vkgrad)A + rotGA.HC - §A.J1 dQ
Ok
+ j éAn.vkdiv A dr + [ (GAtkarot A).ndT
Ty Ty
(I1-69)
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Les trois composantes du potentiel vecteur magnétique
étant découplées dans 1'intégrale de volume, i1 est possible d'ap-
pliquer & chacune d'entre elles la formule suivante &crite pour
la composante AX seulement

div (GAX.vkgrad Ax) grad GAX.vkgrad Ax

+ .
SAX.d1v (vkgrad Ax) (I1-70)

cela se note globalement

it

div (68A. vkgrad A) grad &8A .vkgrad A (II-71)

+ SA.div ( vkgrad)A

L'identitée (II-71) puis le théoréme de la divergence appliqués
a (II-69) donnent

6Fk = I [graddA.vkgradA + rot SA. H. - SA.J] dQ
Q o
k
- f (SA.vkgrad)A. n dr
Ty
+ JF GAnvkdivA + JF (cSAt X vkrotA). ndTl
k . k
(I1-72)
avec
grad 6A.vk grad A = gradéAX.vk grad AX
+ gradéAy.vk grad Ay
+ gradGAz.vk grad AZ (II-73)
et dA 8At1
n
(6A.v,grad)A. n = S8A .v,— + SA_ ..V
k n* -k an t1" 7k an
3A
t2
+ 6At2.vk

an (11-74)
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en appelant (n, tys t2) un systeéme de coordonnées Tocal avec n
normal & T et t1 et t2 tangentiels.

Par combinaison des trois intégrales de surface dans
(II-72), 11 vient

5F, - J [gradsA.vigradA + rotsA. H_ - 6A.J] do
.

K
+
' 5A 3A 3A
[6A v, . (—2b + 2y _sp oy I
ntokThy oy 5 t L S
r 1 2 1
oA
- 8A., . v, —" 7 dr (11-75)
t2 K

Lorsque le domaine Q est entiérement homogéne la varia-
tion 6F est directement donnée par (I1-75) (Qk > Q, Ty > T et
Vi v).

Grace aux conditions aux limites At= 0 ou An= 0, 1'in-
tégrale de surface disparait. Dans T'intégrale de volume qui reste
Tes composantes du vecteur A sont découplées (i1 n'y a aucun terme
croiseé gradGAx. gradAy, gradSAx. gradAz,...)

Comme nous Te verrons plus loin, la matrice S du systéme
(IT-56) est liée aux dérivées secondes de la fonctionnelle par rap-
port aux paramétres nodaux Ai' Dans (II-75) 1'absence de terme
croisé entre les composantes du vecteur A explique la structure
diagonale des blocs Sij (II-59) qui relient les paramétres Ai et
Aj.

Lorsqu'il y a plusieurs sous-domaines 2 la variation
de la fonctionnelle, somme des contributions (II-75), a pour
expression

§F = j [grad§A. vkgradA + rotdsA. H - §A.J] d@
2
9A 3A, A
vz { fa Y . ~6Ay,.—1v, dr
k T 3 t1 3 t2 9t 9t2

(11-76)
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Les composantes du vecteur A restent découplées dans
le volume et les conditions aux limites permettent d'éliminer
lTes intégrales de surface relatives a4 la frontiare du domaine.
Cependant, chaque interface entre deux sous-domaines Q] et Q

k
de réluctivités distinctes vy et vk fait apparaitre 1'intégrale
o A oA 3A oA
tl t2 n n-.
atl ot2 ot at2
Y
(I1-77)

qui maTheureusement couple Tes composantes du potentiel vecteur.

IT.4.7 - Milieux non linédaires

Dans les milieux saturables, le champ H est fonction
non linéaire de 1'induction B. Alors, Je systéme d'équations non
linéaires (II-46) doit &tre résolu par une méthode itérative.
Nous allons détailler la méthode de Newton-Raphson (Andersen,1972)
mais il existe d'autres techniques (Glowinsky et Marrocco, 1974,
1975 et 1976).

En développant, par une série de Taylor multidimension
nelle, le systéme (II-46) autour d'une solution approchée 4, il
vient pour 1'écart A4 entre 4 et la solution exacte

5F _oF

2
. [a F
o4 34 34T54
A+AA A 4

1 .04+ ... =0 (11-78)

Le développement est limité a 1'ordre 1 ce qui donne 1'équation
matricielle

A (I11-79a)
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C'est 1'équation de base
Newton-Raphson pour trouver 4 dans
La
est d'abord évaluée a partir de la

tériaux magnétiques saturables.

du processus itératif de

une machine composée de ma-
matrice jacobienne de (II-79)
solution du probléme linéa-

risé a 1'état non saturé. Puis le systéme (II-79) est résolu

répétitivement jusqu'a 1'obtention

d'une correction A4 suffisam-

ment petite. A chaque résolution la matrice jacobienne et le

vecteur résidu du second membre de

(II-79), sont réévalués en

fonction de la derniére valeur de 4. La vitesse de convergence

est quadratique au voisinage de la solution. Dans la pratique

5 a8 8 itérations suffisent.

Le processus itératif se résume par 1'équation

T
3434
(n)

(I1-79b)

ol (n) représente le numéro de 1'itération.

L'expression du vecteur résidu a déja été calculée

dans (II-47) ; Ta matrice jacobienne est obtenue par dérivation

2 T . .
3" F [aB aH 9B + d(divA) v (d1vA}] 49
T T T T
BAJBAi o 8/\_i 3B BAJ 0 Ai ) AJ
(I1-80)
car
2. T 2, .- 2 T
3 B -0, 3~ (divA) -0 ot - A -0
T T T
BAJaAi BAJ aAi BAJ3A1

d*aprés (II-53, 50 et 48).



I1-24

La réluctivité différentielle

oH oH oH

X X X
BBX aBy BBZ
3H. 3H_ aH
el I (11-81)
0B BBX BBy GBZ
oH, oW, oM
38, 9B, 98,

est un tenseur toujours symétrique qui caractérise le matériau
magnétique. C'est une fonction de 1'induction B (Barton, 1980 ;
Moses et Radley, 1980 ; Timotin et Tugulea, 1978 ; Weggler ;
Zijlstra, 1976).

L'expression compléte de la matrice jacobienne s'ob-
tient en introduisant dans (II-80) les relations (II-50 et 53).

I1.4.8 - Milieux non linéaires isotropes

Dans ce cas le champ est donné par

H = v(B°). B + H (11-82)

avec une réluctivité scalaire v fonction de 1'amplitude de
1'induction. La réluctivité différentielle (I1-81) devient

oH _ g v, 0B
3BT 3BT 3BT
100
=22 T+ v.lo010 (11-83)
5(B2) 001

car le champ coercitif HC est indépendant de 1'induction.
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La matrice jacobienne (II-80) prend la forme

2 T
s F . [v.éE—.EE— + 22V .(gradaixB).(gradaij)T
T T 2
aAJaAi ;BAi aAJ 3(B™)
Q
- T
+_v,gradai. gradaj 1 d@Q (I1-84)
ol
8@1 Baj+8ai aaj -Bai aaj _Bai Baj
dy 3dY 3z 93z dy 39X 3Z 93X
aBT 3B : _Bai Baj aai BajLBai Baj _8a1 aa
CLW dAT 3x  dy 3z 3z 3Ix 93X 3z  dy
J
_Bai Baj _Bai.aaj Bai.aaj+3ai'8aj
d3X 93z 3y 9z  3x 3x dy 9y
(11-85)
Remarque : dans un probléme linéaire, les réluctivités diffa-
rentielles et apparentes sont identiques
af v (tenseur) (I1-86)
38!

Dans ce cas, la matrice du systéme linéaire (II-56) est aussi la
matrice jacobienne (II-80).

[1.4.9 - Calcul des intégrales de volume

Le domaine étudié est décomposé en éléments finis. Les
intégrales de volumes (II-54,62,63,80 et 84) sont évaluées par
morceau dans chaque &lément fini.
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La continuité seule est requise pour les fonctions de
forme as (X,¥,2) (1I-45) puisque les intégrants de (I1-54, 62,
63,80 et 84) sont écrits en fonction des a; et de ses dérivées

premiéres.

Nous avons utilisé les éléments classiques du ler or-
dre (tetraédre 4 noeuds, prisme 6 noeuds, hexaddre 8 noeuds) et
des &l1éments curvilignes isoparamétriques du 2é&me ordre complets
ou incomplets (tétraddre 10 noeuds, prismes 18 ou 15 noeuds,
hexaédres 27, 26 ou 20 noeuds).

Dans chaque é1ément, Te potentiel vecteur magnétique
A est donné par

A = Zai(u,v,w).Ai (I1-87)

i noeuds de 1'é@lément

ol les ui(u,v,w) sont des fonctions des coordonnées locales
(u,v,w) propres au type de 1'élément.

Les coordonnées réelles sont liées aux coordonnées
Tocales par les équations analogues 3 (I1-87)

X z B.i(upvsw)' X-i
X = y = z B_i(U,V,W)- y1-
7 5 si(u,v,w). z, (I1-88) -

La famille des &léments isoparamétriques est caracté-
risée par 1'identité des fonctions a; et Bi'

L'association des relations (I1-87) et (II-88) définit
implicitement A comme fonction des coordonnées (x,¥,2), confor-
mément & (II-45).
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| - n——

Les intégrales de volume sont évaluées numériquement
par une quadrature de Gauss, et cela pour les problémes linéai-
res et non linéaires. Dans ce dernier cas, il est automatique-
ment tenu compte de la variation de 1'état de saturation a 1'in-
térieur méme de 1'élément.

II.5 - FORMULATION EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

I11.5.1 - Pourquoi utiliser les coordonnées

cylindriques

La formulation en coordonnées polaires (2D) (Polak et
al, 1980) ou cylindriques (Armor, 1980) est un moyen commode de
discrétiser convenablement Jes géométries cylindriques avec des
éléments d'ordre 1. '

Cependant les éléments curvilignes cartésiens permet-
tent de discrétiser la plupart des domaines et conviennent aussi
parfaitement bien 4 la modélisation des machines tournantes.

Ce ne sont donc pas des critéres de facilité de dis-
crétisation mais des considérations sur le couplage entre compo-
santes Ax, Ay et Az du vecteur A sur les Timites qui nous ont

~

poussés a utiliser les coordonnées cylindriques.

Les machines électriques possédent souvent des pro-
priétés de périodicité qu'il est nécessaire d'exploiter pour
réduire les temps de calcul. Le domaine d'étude minimal est
alors une tranche de la machine avec des conditions de périodi-
cité entre les deux sections radiales. Lorsque la tranche fait
un angle de 90 ou 180 degrés les conditions aux Timites s'expri-
ment composantes & composantes sur Ax, Ay et Az (exemple
Ax2 = - Ayl, Ay2 = Ax1 et Az2 = Az] pour indiquer la périodicité
entre les surfaces Sy (x =0) et S, (y = 0) ). Dans le cas géné-
ral, les conditions aux limites sur des plans non paralléles aux
plans x = 0, y =0 ou z = 0 s'expriment par des relations linéad-
res entre les composantes qui permettent d'&liminer certaines
inconnues.



I11-28

En électromagnétisme, ce genre de traitement est
plutdt inhabituel et oblige donc & modifier quelque peu la
structure des programmes existants. Pour éviter cela, nous
avons entrepris de tester les &1éments de type arc en liaison
avec les coordonnées cylindriques. Les conditions aux limites
naturelles sur des frontiéres r = cst, 6 = cst et z = cst et
Tes conditions de périodicité ou d'antipériodicité entre deux
sections 06 = 61 et 6 = 82 s'expriment directement en fonction

des composantes du potentiel vecteur.

[1.5.2 - Rappel des formules de dérivation
vectorielles en coordonnées cylindriques

3A dA
diva =12 a1l 8,2 (I11-89)
r ar r 36 9z
3A dA
rot A = 1 z 9 (IT-90)
r 986 3z
aAr ] 3A
az ar
1 a(rAe) 1 aAr
r ar r 98
grad a = %a (IT-971)
ar
1 3a
r 99
da
9z
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IT.5.3 - Variable auxiliaire

Un nouveau vecteur Ax (ro 6, z) est défini en fonc-
tion de A (r, 6, z) par

A% rA

r r
A= AE = deag = PLA (11-92)
Ax A,
avec
0
P = 0 r o (11-93)

Cette variable intermédiaire permet de simplifier la formulation
du probléme.

Les conditions aux limites naturelles sont immédiate-
ment transposées en termes de A% suivant

Ay = 0 A% = 0 (11-94)
A, =0 A% = 0 (11-95)

Les conditions de périodicité ou d'antipériodicite se
traduisent immédiatement par

A¥(r,6, + T,z) = A%(r,p »2) (I1-96a)

o

AR(rs0g + =,2) =-A%(r,0_ ,z) (IT-96b)

n |~

00 T est la période.
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De plus sur 1'axe r = 0 la définition (II-92) entraine

A% = 0 (11-97a)
A% = 0 (I1-97b)

I1.5.4 - Discrétisation

Le vecteur A¥ (et non le vecteur A) est discrétiseé
au sens éléments finis par

(r, 6, z). A¥ (11-98)

A*(r, 6, z) = L oo :

i
noeuds du domaine

On retrouve une approximation classique avec les fonctions de
forme o exprimées en coordonnées cylindriques et les vecteurs
paramétres A? associés aux noeuds du domaine.

La divergence et le rotationnel de A deviennent des
fonctions de a; et A? lTorsque (II-98) est introduit dans (II-89)
et (II-90)

do, A% da, A oa;
div A =3 (—L 20 L3 38, 1 g
1 9r r r o8 r 9z
div A = £ grad a; . (PT'A¥) (11-99)
i
1 80‘1 A _ 8a1 A1e
NS
r 36 3z r
da, A% da
rot A = L S ! A¥, = Igrada, x (P ]Aﬁ)
ilaz r ar i
oo, A% da. A%
Bh S DU ik B 4 (11-100)
or r r 98 r
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[I.5.5 - Les conditions d'optimisation

nelle (II-22) de A devient une fonctionnelle F¥ de A¥

Par le changement de fonction (IT-92) 1a fonction-

s
-~

[Ax®]

FLA(A®)]

(I1-101)

Les conditions d'optimisation de la fonctionnelle

(II-101) dans laquelle la fonction A% est remplacée par le
modéle (II-98), sont

BFX
A

d

1

= 0

(I1-102)

pour les composantes libres des noeuds i du domaine discrétisa.

Le premier membre de (II-102) développé a partir de
(II-22) prend la forme

(28 h+ 2 (div A).V div A -

3F% T
aA? BAf 8A¥
0
avec
T T N
JA A A% - P']. o
8A¥ A% aAi
9 . -1
—— (div A) = P grad o
QA%
;
0
T 30 .
L_ =_§__(y‘otA)= p 1 .._1_
oA  3A% oz
i i
l 3o
r 86
d2 = r drd6 dz

r 986

3o

ar

3A

T

—.dJ] dQ

A%

1

(11-103)

(I1-104)

(I1-105)

(II-106)

(I1-107)
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IT vient

aF® _ 1 p'],[-gradociXH + grado(,i.g.d'iVA - OL_iJ]Y‘dY‘dedZ
9]

DA%
(11-108)

ou : le champ magnétique H = H(B) est fonction de 1'induction B
calculée par (II-100) la divergence est é&valuée par (I1-99), 1a
réluctivite vet la densité de courant J sont données.

Nous remarquons que cette expression est semblable &
celle déja rencontrée avec 1'utilisation des coordonnées carté-

. -1 ~
siennes au terme P preés.

Tous Tes développements particuliers déja effectués
en cartésien peuvent se répéter ici sans aucun probléme.

II.5.6 - La matrice jacobienne

Le systéme matriciel qui résume (II-102), pour un pro-
bléme Tinéaire, ou le systéme matriciel résolu & chaque itération
du processus de Newton-Raphson, pour un probléme non linéaire,

sont définis a 1'aide des dérivées secondes de la fonctionnelle
(matrice jacobienne).

Cette matrice s'obtient en dérivant 1'expression
(II-103) par rapport a A?

2 - ‘ T
8 F o (BB 3 8B 3 4iva)v.—2 (divA)] do
A% T oA 3A¥ 3B 3A¥!  oA¥ sAxT
J 1 Q 1 J 1 J
(IT-109)
Dans le cas général ou At est un tenseur symétrique qui dépend
T
oB

de B, on se contente de cette expression complétée par (I1-105)
et (II-106).
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Lorsque le milieu est isotrope, il vient

100
M.y lo1 o0 + 2. 2y .B.B (11-110)
38T 001 3(B")

ol la réluctivité v est une fonction du module de B.

Les blocs 3 x 3 de Ta matrice jacobienne deviennent

2.
‘a F = P ]'[v'Mij v 2 .(gradaixB).(gradaij)T
anTaA§ 3 (B?)
J Q
+ V.gradai.grada.T] P lrdrdedz
J (I1-111)
o . a0 0. d0 90.: OO0 . 90. 30 .
avec Mij -1 1.1 J 4 L y ~— ! : ’ 1 :
r ¢6 r 28 9Z 93z r 36 29ar 3Z 3Jr
_Bui.l 3 ’ oo Baj . aa aaj q_80L1 l 8aj
ar r 36 9z 9z ar 3r 3z r 386
_Ba] Saj -l 8@1 Baj’ 8&1 BaJ l 3@1 l o
ar 93z r 36 93z ar ar r s6 r 36
(II-112)

Cette expression est homologue 3 celle dé&ja rencontrée
dans la formulation cartésienne, on remarque simplement une
prémultiplication et une postmultiplication par P'] du terme
entre crochets.

Malheureusement, et contrairement au cas rencontré en
coordonnées cartésiennes, aucune simplification spectaculaire
n'‘apparait lorsque la réluctivité est constante par morceau,
car les blocs 3 x 3 ne deviennent pas diagonaux.
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I1.6 - MODELISATION DES COURANTS

La modélisation des densités de courant ne pose pas de
probléme lorsque les conducteurs possédent des formes simples
(parallélépipédes, tores,...). Les densités de courant sont
constantes ou bien dépendent d'une fonction de 1'espace facile
d mettre en oeuvre.

Lorsque les formes se compliquent (conducteurs massifs
avec courbure) les calculs sont plus délicats et parfois impos-
sibles.

Lorsque les méthodes analytiques ne débouchent sur aucun
résultat acceptable, il reste les méthodes numériques et en

particulier la méthode des éléments finis.

II.6.1 - Mise en équations

La tension électrique V aux bornes du conducteur crée
un vecteur champ électrique E

E = - grad V (I1-113)

Le vecteur densité de courant J est donné par la loi
d'Ohm

J = o.EF (I11-114)

La conservation du flux de charge (magnétostatique)
indique

div J = 0 (11-115)

Par combinaison des relations (II-113), (II-114) et
(IT-115), il vient

div (o.grad V) =0 (I1-116)
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qui est 1'équation du potentiel scalaire V.

IT y a deux types de conditions aux Tlimites

(a) Dirichlet : aux extrémités des conducteurs

Vo=V,
V=, (II-117)
(b) Newman : sur les bords des conducteurs
oo (o - of, = oL < o) (I11-118)
an an

C'est un probléme scalaire tridimensionnel qui peut
se résoudre par une méthode d'éléments finis (Chapitre I).

Le conducteur est discrétisé en éléments finis et
les potentiels Vi des noeuds du maillage sont soit donnés par
les conditions aux limites (II-117) et (II-118), soit calculés
par optimisation de Ta fonctionnelle associée & 1'opérateur
différentiel (II-116).

Aprés résolution, le potentiel en tout point du con-
ducteur est donné en fonction des paramétres Vi et des ai(x,y,z)
fonctions de forme associées aux noeuds, par

V(x,y,z) = Zui(x,y,z). V.

1 (11-119)

Pour la densité de courant il vient d'aprés (II-113)
et (II-114)

J = 0.2 grad o, . V. (I11-120)
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I1.6.2 - Application au calcul de champ magnétique

[T est commode, mais pas forcément nécessaire d'uti-
liser la méme discrétisation des conducteurs pour les deux pro-
blémes (calculs de J et de A). Cependant ce choix facilite la
mise en oeuvre du probléme de magnétostatique : la loi d'inter-
polation des densités (II-120) est directement utilisable car
les fonctions ai(x,y,z) et 1'emplacement des noeuds sont com-
muns aux deux résolutions. La relation (II-120) peut alors
étre utilisée en lieu et place de la densité de courant dans
1'intégrale (II-108).

II.7 - EXPLOITATION DES RESULTATS : Calcul des flux

Le calcul de champ magnétique par la méthode des éléments
finis étant supposé terminé, nous disposons d'une solution ap-
prochée donnée par

(II-45) A(x,y,z) = Zai(x,y,z).Ai
i

ol les Ai sont connus.

Cette connaissance n'est pas le but recherché en soi car
T'ingénieur a besoin d'informations plus tangibles : induction
maximale, induction en un point donné, flux, inductance, forces,
couples... IT faut donc passer du potentiel vecteur magnétique
aux quantités utiles énumérées précédemment, et cela dans le
contexte de la méthode des &léments finis.

I1.7.1 - Induction en un point

Le passage du potentiel vecteur & son rotationnel
est

(II-51) B = % gradaix A
i
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I1.7.2 - Flux & travers une surface quelconque

Par définition le flux du vecteur induction 3 travers
une surface S s'écrit

¢ = j B. nd S (I1-121)
S

par su1te de la définition du potentiel vecteur (II-7), 1e
flux est aussi égal & la circulation de A le long de C Te con-
tour de S.

" [ AL dl (11-122)
C
Cette circulation se décompose suivant

¢ = )X f A. dl (IT-123)
élément’/C

ol les Ce représentent les morceaux découpés par les é&léments
finis dans C.

Sur chaque élément fini traversé, les équations de
la courbe Ce sont exprimées en fonction des coordonnées loca-

les (u,v,w) propres a 1'élément, i1 vient

u = u(s)
vV = v(s) (II-124)
W = w(s)

en prenant s comme abcisse curviligne sur Ce

Bien sir, les coordonnées réelles (x,¥,z) sont des
fonctions de s par 1'intermédiaire des coordonnées Tocales

x = x [u(s), v(s), w(s)]
y =y [u(s), v(s), w(s)l (I1-125)
z =z [u(s), v(s), w(s)]
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Le vecteur tangentiel T & Ta courbe est donné par

ax au
35 95S
T=T(s) = | =-5. | (11-126)
3s 35
az az
3s 3s

ol G est la matrice jacobienne de la transformation de coor-
données (u,v,w) - (X,y,z)

28,
ou
38
6 =6(s) = 2xezl oy ko gy Ve 7,1 (11-127)
u K v
dlv
w aﬁk
W

la sommation porte sur Tes noeuds de 1'@lément, les B (Usv,w)
sont les fonctions d'interpolation de la géométrie (Bk = ay
pour les éléments isoparamétriques) et les (Xk,Yk,Zk) sont
les coordonnées des noeuds.

Finalement le flux s'écrit

o = 2% [ [E ak(u(s),v(s),w(s).Ak] .T ds (IT-128)
C

e

II.7.3 - Flux & travers une surface limitée par

des arétes d'éléments

Dans la pratique, les contours choisis C passent
par les arétes des éléments. Alors la représentation paramé-
trique en s est simple, par exemple pour une aréte d'un
hexaédre

u=s,vs=1,w=1, (I1-129)
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et 1'intégration peut étre conduite analytiquement (Fig.II-1).

1 2
- —
X %,

1 Yy

Z Zy

A Ay

s = -1 § =

= 1 -5 A=

< 2 2
Fig.II.1

~No

(a) aréte d'un élément tsoparamétrique d'ordre 1

(b) aréte d'un élément isoparamétrique d'ordre 2

(a) circulation sur une aréte d'ordre 1

Le potentiel est interpolé Tinéairement entre les poten-

tiels des extrémités A] et A

Ce

(b) circulation sur une aréte isoparamétrique d'ordre 2

e T
A. dl = E[A2 + A]]. Yo - Y

.dl

it o

W N~

o™

W N~

2’

il vient

Ky = X,
1

-

(11-130)

(11-131)
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Bai
a.. = o, . —— ds (I1-132)

-1 9s

Les résultats de 1'intégration analytique des coeffi-

cients aij sont rangés dans le tableau suivant
: -3 -1 4
a = Jayyl - L I - T (I11-133)
6 -4 4 g

II.7.4 - Flux & travers un bobinage

Les flux dans les bobinages peuvent se déduire a par-
tir de considérations énergétiques (Brauer, 1974), sans faire
d'hypothése de comportement linéaire des matériaux magnétiques.

La puissance électrique Pk qui transite par le cir-
cuit électrique numéro k est

c oy 20 I, (11-134)

ol AVk est la différence de potentiel aux bornes du circuit,
Ik 1'intensité du courant, Rk sa résistance et O le flux qui
le traverse.

Le terme global AVka peut s'exprimer en fonction du
potentiel et de la densité de courant sous la forme d'une inté-
grale sur la surface Ty du conducteur

AV, I, = - V. J. n dr (IT-135)
k™ k r
k
en supposant le potentiel V constant sur les sections d'entrée
et de sortie du courant et en utilisant Jn = 0 sur les bords
du conducteur,
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Par le théoréme de la divergence i1 vient

AV, I, = - div(v.d)da = - gradv.J dgq (11-136)
k Tk
2 £y

car div J = 0

La Toi de Faraday donne le vecteur champ électrique
en fonction de la variation de 1'induction B

rot £ =~ 28 o . ot 3A (11-137)
ot at
Alors
3A
E = - 2= - grad Vv (II-138)
ot .
La densité de courant dépend du champ E par la loi
d'Ohm

J = oF (I11-139)

o0 o est Ta conductivité du matériau.

En combinant (II1-136), (II-138) et (IT-139), i1 vient

2 ®
Iy J CRUT { 3A g da (I11-140)
Q, o QkBtR

La premiére intégrale est évidemment égale aux per-
tes par effet Joule, i1 reste par comparaison avec (II-134)

28 L 4q (11-141)

En 1'absence d'effet de peau et de déformation du
conducteur, la densité de courant dans Je conducteur est direc-
tement reliée a 1'intensité qui le traverse, de sorte que
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f (Xsy,2z) dans 2, (I1-142)

est une fonction d'espace indépendante du temps.

L'équation (II-141) prend la forme

8¢k

ot

Avec des
il vient

ce qui permet

i

avec

Sk section du

-1 de (11-143)

conducteurs immobiles (Qk indépendant du temps),

= 2 A 4o (11-144)
3t I, /

Sy
de définir le flux par

1

= A.Jd dQ (IT-145)
L
o
= j J ds (I1-146)
Sk
conducteur.

Dans le contexte é&léments finis ce calcul ne pose aucun

probléme, 1'intégrale est Ta somme des intégrales sur les élé-

ments finis qui discrétisent le circuit k

k

[ A. Jdg = 3 I [z a;.A;1 .J da (I1-147)
Q

e
le
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Eventuellement cela peut se calculer par

[ A.dde = Q) . o4 (11-148)
I ok

ol A4 est le vecteur des Ai et Qk un vecteur déja évalué au mo-
ment de la construction du second membre du sytéme matriciel

Qkix

I
Q, ; ;
‘kiz le

la somme est limitée aux éléments qui discrétisent le conducteur
k.

II.7.5 - Inductances propres et inductances mutuelles

Le coefficient d'inductance mutuelle du circuit de
courant 1 sur le circuit k se définit par

Mg = — (11-150)

Il exprime 1'influence sur le flux du circuit k d'une
variation de courant dans le bobinage 1.

Nous retrouvons les inductances propres (1=k) et
mutuelles (T#k) si le probléme est linéaire, sinon ces coeffi-
cients mesurent 1'effet mutuel pour des petites variations au-
tour d'un point de fonctionnement.

En reportant (II-145) dans (IT-150) on obtient

Mg = —— A, -2 dq (11-151)
1 Qk k
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puis
M, = | A Jgg (11-152)
31 I
Q 1 k
k
Les dérivées L relatives aux composantes fixées par
31

1
les conditions aux limites, sont nulles. Les autres se détermi-

nent d partir des conditions d'optimisation de 1a fonctionnelle,
conditions qui doivent &tre respectées quelques soient les va-
leurs des courants

=L (I, Toy vvn 5 Iqhent) = 0 (I1-153)
1. |

pour tous les noeuds libres 1.

Les dérivées de Z9F par rapport aux courants sont donc
nulles.
2 3A ., 2

__d__[__@_F]=z_3F, I . 2 F g (11-154)
dI, 3A, joaAsaA; I, 21,0,

Ces relations sont écrites pour toutes les composantes
libres et constituent un systéme Tlinéaire dont les aAj inconnus
sont solutions. BI]

La matrice du systéme (II-154) est celle déja rencon-
trée au cours de la résolution du potentiel vecteur. Le second
membre, lui, est nouveau et doit &tre explicite.

L'expression de la dérivée de la fonctionnelle par
rapport a Ai est

aF

BAi

(II-54) = [ [-gradaixH + gradai v divA - aid] dQ
Q
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La dérivation par rapport & I] donne

T HR WA Ao SR E B R (11-155)
I

qui est un élément du vecteur 01 déja calculé (II-149) nour
1'évaluation du flux

2
S (11-156)
al]aAi I1 i
Résumé : suite des opérations pour obtenir les flux et induc-

tances des circuits électriques.

(a) Déterminer le vecteur 4 des potentiels vecteurs magné-

tiques Ai aux noeuds du maillage et conserver la ma-
trice jacobienne[ 32F 1

(b) Calculer ou récupérer les vecteurs de localisation
des sources

ka Qk'l = fﬁ d"i' J dQ (II']S?)
k

(un vecteur de longueur 3 x nombre de noeuds par
source k)

(c) Calculer les courants dans les circuits €lectriques

Ik = f J dQ (II-158)
S
k

(une valeur par source)

(d) Les flux dans les courants sont donnés par
0y -4
I

b = (I1-159)
k

(une valeur par source)



IT1-46

(e) Calculer les influences des courants sur Je poten-
tiel par résolution des systémes

2
3_._F_.‘ Cay = (I11-160)
aAjaAi
oA .
(un vecteur 4y = I]{-—i} par source)
91

1
aA.X
IX - 0 s ij est fixé par une condition aux

ol limites.

(f) Les inductances mutuelles entre les circuits son

données par
0y -4,
Mk] = (IT-161)
k 1

Cas particulier : probléme linéaire avec un seu] circuit.

Dans ce cas, avec des conditions aux limites homogénes et en
absence d'aimant permanent, le systéme 5II-160) se réduit au
systéme principal qui donne le potentiel vecteur.

Le flux dans le circuit est directement donné par

T
o = Q .4 (II-162)
I

et T'inductance propre s'obtient par
L= 2.4 (I11-163)
00 Q est le vecteur second membre du systéme linéaire de 4.

On retrouve les expressions du flux et de 1'inductance donnés
par Silvester et Chari (1970), Andersen (1973 a) et Brauer (1975).
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I1.8 - EXPLOITATION DES RESULTATS : FORCES ET COUPLES
SUR LES OBJETS RIGIDES

I1.8.1T - Tenseur de Maxwell

La procédure a suivre pour calculer forces et couples
par la méthode de tenseur de Maxwell est la suivante

-(a) Définition d'une surface S dans le vide qui entou-
re 1'objet étudié

(b) Calcul de la force F par

F o= [ (1.(n.8)B - - 82.n7 ds (11-164)
s M 2y

(c) Calcul du couple C par

¢ = [t (n.B)r x B - —182.(r x n)7 ds (I11-165)
u 2y
S
00 n représente le vecteur unitaire sortant de la
surface s et r Te rayon vecteur par rapport & 1'axe

de rotation.

Dans Ta pratique cette technique est applicable sur
Tes maillages &léments finis & condition de faire passer la
surface d'intégration au "milieu" des &léments afin de minimiser
lTes erreurs de méthode. Cela conduit 4 des algorithmes trés dé-
pendants du type d'élément utilisé et parfois 4 des mauvais ré-
sultats numériques sur des &léments isoparamétriques trés défor-
més.

I1.8.2 - Méthode des travaux virtuels

Dans la méthode des travaux virtuels (Rafinejad,1975),
la force exercée dans une direction donnée s'exprime comme la
dérivée de 1'énergie du systéme par rapport au déplacement vir-
tuel ; le couple par rapport & un axe est la dérivée de 1'éner-

~

gie par rapport & la rotation virtuelle. Ces dérivations
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s'entendent & potentiel maintenu constant pendant le déplace-
ment virtuel

F=-2H s mesure la translation (IT-166a)
39S

c=-23¥ s mesure la rotation (II-166b)
98

Dans les deux cas i1 faut évaluer la dérivée de 1'énergie W par
rapport au déplacement s.

énergie du systéme s'écrit

(

L 1
W = J [IBH.dB - JA1 do + J (A x H).n dT (11-167)
0o
Q r

La frontiére du domaine est supposée non déformée par
le déplacement ; 1'intégrale de surface présente dans (I1-167)
va donc disparaitre au cours de la dérivation. En utilisant la
décomposition du domaine en &léments finis Qe’ il vient pour
1'intégrale de volume

B
oW _ s 3 [[ H.dB - J.A] dQ (I1-168)
e

Au cours du déplacement virtuel seuls les &léments qui
sont soumis d une déformation participent & la variation de 1'é-
nergie, les autres &léments, immobiles ou entrainés, ne voient ‘
aucune variation de leur énergie interne puisque le potentiel en
leurs noeuds ne varie pas.

D'autre part, la déformation ne peut pas avoir lieu
dans Tes milieux solides, ce qui nous permet de supposer 1'absen-
ce de courant et de phénoméne de magnétostriction dans les &léa-
ments déformés.
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ot
©»

La sommation (II-168) peut alors étre limitée aux
éléments utiles et se simplifier sous la forme suivante

B
LI 2 f H.dB dg (I11-169)
3s éléments 3Js Q 0
déformés e

[1.8.3 - Forces et couples en coordonnées carté-
siennes

Pour évaluer la déformation virtuelle du domaine en
fonction du déplacement virtuel, nous exprimons les intégrales
élémentaires dans le systéme de coordonnées locales (U,v,w)
propre au type de 1'@lément

=

3 ) B
= z 2 J H.dB |G| du duv dw (I1-170)

9s é1éments 9s o}
déformés

e

o |G| est le déterminant de la matrice jacohienne G qui fait
passer des coordonnées locales (u,v,w) aux coordonnées réelles

(xs¥,z). Dans chaque élément, cette matrice s'obtient & partir
des relations

[x,y,21 = 2 B (usv,w) . [X.Y¥,,Z,] (11-171)

z
k
dans Taquelle les fonctions Bk(u,v,w) interpolent les coordon-

nées (Xk,Yk,Zk) des noeuds de 1'é&1ément. Pour les &léments iso-
paramétriques ces fonctions sont identiques aux fonctions o
(u,v,w) qui interpolent la fonction A.

k

La matrice jacobienne G s'écrit

— DY T ] (11-172)

= ™
Q
<
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C'est donc une fonction du déplacement virtuel par 1'in-
termédiaire des (Xk’ Yk’ Zk) les coordonnées des noeuds entrai-
nés dans Te mouvement virtuel, il vient

aBk
au

3By aX oY o7

Q>
[

(11-173)

1]
™
—
»
-
i

oV 3s 39S 3s

Q
w0

La dérivée de |G|, le déterminant de G, s'obtient par combinai-
son de (II-172) et (II-173)

3¢ 3¢ 30
261 - det =X, ¢ ,c,1 + det 1€ ,—Y,C 1+ det [Cy»C,—2]

9s 9s y 0S as
(II-174)
ol CX, Cy et Cz représentent les trois vecteurs colonnes de G
et 355 ,EEX et EEE sont les trois vecteurs colonnes de 3G
as 3s ds 35S

=

Revenant & 1'étude de la dérivée de 1'énergie par
rapport au déplacement, il vient & partir de (II-170)

( B
I
LI z [H.28 lag] + H.dB 3-]-—Gi-l-] du dv dw
9s éléments 3s 35S
déformés Oe ‘ 0
(IT-175)
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L'introduction de la dérivation o sous le signe
as

somme est permise car les bornes de 1'intégrale de volume por-
tent sur les coordonnées locales (u,v,w) indépendantes du dé-
placement.

Le potentiel vecteur A dans un é&lément fini est don-

né par une formule analogue & (II-171)

(u,v,w) . A, (I1-176)

A =1 o,
j i

j

o0 les valeurs nodales Ai sont connues.

L'induction B a pour expression

(==
1]

rot Zai Ai = I gradai x A.

(11-177)
3 1

Bai

(I1-178)

Ici g

dépehdant du déplacement. Utilisant

, 1'inverse de la matrice G (II-171), est le seul terme

-1

o6 . . g7t 28, g

3s 9s

-1 (11-179)

la dérivée de B s'écrit

Q
lus)

= - 3 (G-1.§§, grado;) x A
;

3s

(I1-180)

Q2
w
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Compte tenu des ces résultats, la dérivée (II-175)
de 1'énergie par rapport au déplacement virtuel peut étre

évaluée

B
CLU H.2B [ H.dB |a| " &L g (I1-181)
3s éléments 3s o} 9s

déformés e

Les quantités G, |G|, 3G o alG] sont calculées par
3s 9s
(II-172), (I1-173) et (II-174) & partir des coordonnées des
noeuds et de leurs dérivées par rapport au déplacement virtuel.
L'induction B s'obtient par (II-177) et H = B dans 1'air.

Mo

I1.8.4 - Forces et couples en coordonnées cy]indriques

La dérivée de 1'énergie par rapport au déplacement
virtuel est par analogie avec (II-170)

B
L. 5 3_ [ HdB r.|G| du dv dw (I1-182)
9s éléments 5s o
déformés DOe

o0 |G| est le déterminant de la matrice jacobienne G qui fait
passer des coordonnées locales (u,v,w) aux coordonnées réelles
(r,6,z).

L'adaptation des formules (II-171), (II-172), (I1I1-173)
et (II-174) au nouveau systéme de coordonnées donne

[ra es Z] = Bk(usv,w) . [Rk, Oks Zk] (11-183)

z
K
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G = E —_— . [Rk, @k’ Zk] (I1-184)

3R R 30 97
—& ok, k) Tk (11-185)
9s 3s as

%]
w

|

QL
%]
~mM
Q
<

8CR BCe BCZ
= det [—, Ce, Cz] + det[Cr,———,CZ] + det [Cr,C —=]
s 3s 3s

Aprés passage de la dérivation sous 1'intégrale
(II-182), i1 vient

B
. .28 v+ | Heds (e 28l 101,20 1dy dv dw
3s é1éments 3s o 9s 3s
déformés

Ue (11-187)
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puis
B
LI H28 4 Hide. (a7t G180 g g
os éléments 3s 3s 9s
déformés | 0
e
(I1-188)
La dérivée de r s'obtient d'aprés (I1-183)
. 3R
ar g B (Usv,w) K (IT-189)
3s k 3s

L'évaluation de la dérivée de B demande quelques
manipulations avec comme point de départ le potentiel vecteur A,
connu par l'intermédiaire de la fonction auxiliaire A% (II-92)
qui & potentiel constant est susceptible de varier en fonction
du déplacement virtuel,

A% = % ai(u,v,w) A% (II-190)

i
L'induction est d'aprés (II-100)

Y

(I1-100) B = I grado; x P 3

Une matrice diagonale Q, fonction de r, est définie
par

10 0]

Q=1({0ro (II-1971)
0 01

Le gradient de la fonction o s'écrit
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Bai Bai
ar U
- oat . _ _ o0, _
grad o, = @71, |1 g7l | (11-192)
90 v
8a1 Lo
L4 oW

3B .y . (Q-].G-],Eg.o.gradui) x (P71 A%)
38 ! 3s
ar . ,8Q"] -1 ap” !
+—. [ .gradai) x (P ‘A1) + gradqi x | . A?)]
as ar ar
-1 %y o
+gradai x (P o— . Pi . A?) (IT-193)
as

ol la matrice diagonale Pi fait intervenir la coordonnée Ri du
noeud i

P, = 0 R, O (II-194)
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II.9 - CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons abordé le probléme de Ta réso-
lTution des champs magnétostatiques & 1'aide du potentiel vecteur
magnétique. L'unicité de la solution a &té obtenue en imposant
Ta gauge de Coulomb (divA = 0) et la contrainte supplémentaire
A.n = 0 sur les limites du domaine oG H x n = 0. Nous avons pro-
posé une fonctionnelle d'énergie pour résoudre le probléme sous
forme variationnelle. Cette fonctionnelle qui assure 1'unicité
de la solution est valable dans tous les matériaux (non linéai-

res, anisotropes,...).

La résolution approchée du probléme variationnel a été
formulée en utilisant la méthode des é&l1éments finis et ceci
dans deux systémes de coordonnées différents. Le systéme de
coordonnées cartésiennes permet un gain de temps de calcul pour
1'établissement des matrices et pour la résolution des systémes
matriciels grdce au découplage des composantes qui apparait dans
les régions & réluctivité constante. Le systéme de coordonnées
cylindriques permet de tenir compte trés facilement des condi-
tions aux Timites sur les sections axiales des machines tour-
nantes.

Nous avons enfin exposé les méthodes de calcul des gran-
deurs globales. Nous avons introduit la notion d'inductances
généralisées par linéarisation autour d'un point de fonction-
nement. Le calcul de forces et couples a &té approché par une
méthode de travaux virtuels. Chaque fois que cela a été possi-
ble nous avons choisi, pour évaluer les quantités globales,
des méthodes basées sur des considérations énergétiques, donc
bien adaptées & la formulation variationnelle et & la techni-
que des &léments finis,



CHAPITRE 111

VERS UNE NOUVELLE ORGANISATION DES LOGICIELS
DE CALCUL DE CHAMPS

IIT.1 - INTRODUCTION

Un grand nombre de logiciels spécialisés dans le calcul
des champs bidimensionnels sont aujourd'hui disponibles (FLUX
2D, 1980 : MAGNET, 1978 ; MAGGY 2, 1980 ; DIFIMEDI, 1980).

De nombreuses publications récentes décrivent des études tri-
dimensionnelles de champs thermiques, électrostatiques ou
magnétostatiques, sans toutefois aborder le sujet d'un pro-
cesseur général. Néanmoins, i1 faut noter 1'apparition du code
tridimensionnel TOSCA (Simkin et Trowbridge) adapté au calcul
des champs magnétostatiques scalaires.

Les Togiciels interactifs actuels sont pratiquement tous
organisés suivant le schéma désormais classique : processeur
d'entrée des données, processeur de calcul et processeur de
sortie des résultats. L'évolution de ces logiciels vers la
conception assistée par ordinateur, prélude 3 une évolution
de Teur organisation qui permet d'inclure la notion de défini-
tion paramétrique des objets.

Au cours de ce chapitre, nous allons décrire plus en
détail le fonctionnement des logiciels actuels et en analyser
les avantages et les limites. Nous proposerons alors une
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organisation originale qui prend en compte la représentation
paramétrique. Cela permettra, & 1'entrée des données, de dafi-
nir toute une famille d'objets dont 1a topologie est identique
mais dont les dimensions et les caractéristiques physiques

sont définies par des variables Tittérales (les paramétres).

Ces paramétres ne deviennent des variables effectives que lors
du traitement numérique des grandeurs correspondantes. Cette
notion permet d'introduire une trés grande souplesse dans 1'uti-
lTisation interactive des programmes.

La difficulté dans ce nouveau type de structure réside
essentiellement dans la description topologique des données.
C'est pourquoi, nous avons orientéd notre effort sur la cons-
tfuction d'une premiére application sous la forme d'un proces-
sus d'entrée qui sera décrit & la fin de ce chapitre.

I[1T.2 - LES LOGICIELS ACTUELS

L'abondance des codes d'éléments finis bidimensionnels
et lTeurs utilisations intensives dans les bureaux d'études
(Ancelle, Coulomb, Morel et Belbel, 1979) démontrent 1"impor-
tance de Ta phase de calcul de champ dans la conception des
machines é&lectriques. La fonction de ces outils est la prédic-
tion des performances. C'est pourquoi, historiquement, les
premiers programmes de calculs bidimensionnels se sont vus
rapidement équipés de fonctions d'exploitation des résultats.
Les outils généraux d'aide & 1'acquisition des données sont
apparus beaucoup plus tard. Le méme phénoméne se reproduit
aujourd'hui en tridimensionnel.

Le logiciel de calcul de champ est souvent décomposé en
trois processeurs: le processeur d'entrée qui sert & la des-
cription géométrique et physique de 1'objet et au maillage du
domaine ; le processeur central qui exécute les calculs de
champ, et enfin, le processeur de sortie qui aide 3 1'analyse
des résultats. Le processeur central qui doit effectuer de
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maniére répétitive des travaux de calcul onéreux en temps
machine et en place mémoire, nécessite des moyens de calcul
puissants. Par contre, les processeurs d'entrée et de sor-
tie qui sont généralement orientés vers les tdaches de commu-
nication homme-machine, nécessitent des moyens graphiques
interactifs trés &laborés.

Nous allons décrire de maniére plus détaillée ces dif-
férentes fonctions.

ITI.2.1 - Le processeur d'entrée des données

Le rdle du processeur d'entrée des données est de
permettre la description de la géométrie et des propriétés
physiques. Cette description achevée, i1 doit permettre éga-
lement de réaliser d'une maniére simple le maillage en élé-
ments finis.

En entrée ce processeur recoit un ensemble d'infor-
mations topologiques et géométriques ; en sortie, il doit
fournir toutes les informations nécessaires au traitement
numérique de la discrétisation en éléments finis : position
des noeuds du domaine, la connexion entre les noeuds de cha-
que élément, Tes propriétes physiques associées aux éléments
et les conditions aux Timites en chacun des noeuds frontiéres.

Dans certains processeurs d'entrée, 1'acquisition
de Ta géométrie se fait par assemblage d'entités géométriques
él1émentaires ponctuelles, linéiques, surfaciques ou volumiques.
Dans d'autres, on procéde par modification géométrique d'un
maillage régulier dans lequel Tla topologie de T'objet est ins-
crite. Les propriétés physiques sont en général identifiées par
régions. Les conditions aux Timites sont pratiquement toujours
associées aux noeuds frontiéres. La discrétisation est naturel-
le dans le procédé topologique ; elle est réalisée de maniére
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automatique ou interactive assistée dans 1'autre procédé.

ITI.2.2 - Le processeur de calcul

-

Le processeur de calcul procéde 4 la mise en oeuvre
de la méthode des &léments finis, c'est-a-dire, la résolution
du systéme d'équations 1inéaires ou non linéaires qui provient
de 1'optimisation de la fonctionnelle.

IT regoit en entrée la définition géométrique et les
propriétés physiquesde chaque &lément et les conditions aux
lTimites. En sortie il fournit la valeur de 1la grandeur incon-
nue en chaque noeud du maillage.

Deux familles de méthodes sont utilisées, les métho-
des ponctuelles qui procédent par relaxation et les méthodes
matricielles globales. Ces derniéres méthodes, les plus cou-
ramment utilisées, comprennent plusieurs &tapes : construction
des sous-matrices propres & chaque él1ément, assemblage de ces
sous-matrices, résolution du systéme d'équations. La résolu-
tion elle-méme est réalisée de plusieurs maniéres possibles
méthodes directes (Gauss, Choleski, factorisation sélective),
semi-directes (ICCG) ou itératives par blocs (Gauss-Seidel).
Lorsque le systéme est non Tinéaire, ces opérations sont répé-
tées suivant divers schémas itératifs (Gauss-Seidel, Newton-
Kantarovitch, Newton-Raphson).

Le déroulement de ces opérations de calcu] est auto-
matique ou placé sous le contrdéle de T'utilisateur.

ITT.2.3 - Le processeur de sortie

A partir de Ta valeur, en chaque noeud de 1'inconnue
principale, i1 doit fournir de maniére synthétique p]usieurs
types d'informations. Un ensemble de cartes de champ, d'induc-
tion, de potentiel qui permettent de s'assurer du bon déroule-
ment du calcul et de mieux comprendre les phénoménes modélisés.



ITI-5

Un choix de valeurs ponctuelles (champs, inductions, potentiels,
perméabilités,...) qui permettent de préciser plus finement le
comportement local des différentes grandeurs physiques. Enfin, le
calcul des grandeurs globales (inductances, capacités, forces,
couples, pertes, énergies,...) pour caractériser le fonctionnement
de T'appareil é&tudié dans son environnement technique.

Ces informations doivent étre facilement accessibles de
maniére interactive car elles déterminent 1'efficacita du systéme
total.

Ces différentes grandeurs (cartes, valeurs ponctuelles ou
globales) sont construites a partir des propriétés physiques et
des valeurs du potentiel en chaque noeud.

IIT.3 - UN LOGICIEL ADAPTE A LA DEFINITION PARAMETRIQUE

Les logiciels de calcul de champ sont appelés de plus en plus
d s'intégrer dans les systémes de conception assistée par ordina-
teur. Ils doivent donc permettre & leurs utilisateurs d'adapter
de maniére interactive la géométrie et les caractéristiques phy-
siques des appareils étudiés & la satisfaction des prescriptions
de Teurs cahiers des charges. I1 est donc fondamental de permet-
tre, de maniére aussi souple que possible, de visualiser sur une
caractéristique importante du cahier des charges, 1'effet de la
variation d'un ou plusieurs paramétres constructifs de 1'objet.
Dans les systémes actuels, toute modification géométrique ou phy-
sique oblige & remonter la chaine a partir du processus d'entrée.
Une définition paramétrique des dimensions et caractéristiques
physiques permettra de réduire les boucles de calcul des gran-
deurs étudiées. Elle sera susceptible d'amener un progrés impor-
tant dans 1'intégration des logiciels de calcul de champ dans les
processus de conception assistée par ordinateur. Lintroduction de
cette définition paramétrique permettra également de faire un pas
vers 1'optimisation automatique ou assistée des systémes. Cette
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notion existe d'ailleurs dans un certain nombre de programmes
spécialisés dans 1'analyse d'un objet ou d'une famille d'objets
particuliers (Ancelles et al, 1979).

Nous avons, au paragraphe précédent, décrit les rdéles de
chacun des composants d'un logiciel de calcul de champ. Dans la
plupart des logiciels actuels, ces composants (processeurs d'en-
trée et de sortie, processeur de calcul) sont organisés suivant
une structure linéaire. Le souci de pouvoir effectuer des boucles
de calcul relativement nombreuses et variées sur les paramétres
de description de 1'objet nous conduit a modifier 1'organisation
de ces logiciels pour y inclure de la maniére Ta plus systémati-
que possible Ta définition paramétrique. La Figure III-1 décrit
Ta structure actuelle des logiciels de calcul de champ tandis que
Ta Figure III-2 montre la structure que nous proposons de mettre
en oeuvre.

IIT.3.1 - Le rdle du processeur d'entrée

Le processeur d'entrée des données tel qu'il apparait
dans 1'organisation de la Figure III-2 permet T'acquisition des
1nformations qui décrivent la topologie et la définition paramé-
trique de 1'objet. Les régions sont donc localisées topologique-
ment ainsi que les frontiéres. Un certain nombre de paramétres
géométriques sont définis.

L'affectation des propriétés physiques, des conditions
aux limites et des valeurs des paramétres n'est pas réalisée a
ce stade. En pratique cependant, le contrdle des données ne peuf
se réaliser de maniére interactive que si 1'utilisateur affecte
une valeur probable & chaque paramétre géométrique.

Bien slr, les régions,les frontiéres et les paramétres
doivent étre identifiés pour pouvoir é&tre distingués. Ce]a'peut
étre réalisé au moyen d'une numérotation gérée par le processeur
ou bien par des variables littérales choisies par 1'utilisateur
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au moment de la création de la région, de la frontiére ou du
paramétre. Nous préférons cette derniére solution qui favorise
la compréhension des informations introduites pour décrire 1'ob-
jet. Voici des exemples de noms de région : BOBINAGE-ROTOR,
CULASSE-STATOR ; de nom de frontiére : ELECTRODE et de noms de
paramétre : POSITION-ROTOR, EPAISSEUR-TOLE.

IT1.3.2 - Deux méthodes pour décrire un domaine tri-

dimensionnel

Un processeur d'entrée doit permettre de décrire le do-
maine associé au systéme étudié avec un minimum d'informations.
IT existe plusieurs méthodes qui répondent & cette exigence mais
nous limitons notre exposé 3 la méthode du "jeu de construction"

et 4 la méthode topologique.

Pour décrire la géométrie 1'utilisateur dispose
d'une bibliothéque de volumes élémentaires tels que la brique, le
prisme, la pyramide, ... (Figure III-3). Chaque bloc sélectionné
est dimensionné puis positionné en accord avec 1'objet & reconsti-
tuer a la maniére d'un jeu de construction (Ancelle, 1978 et 1979;
Newman, 1976 et 1978) (Figure III-4).

Le découpage en éléments finis est réalisé bloc par
bloc suivant un schéma préétabli qui dépend du type de volume &lé-
mentaire. L'utilisateur a le choix de la densité du maillage, mais

il doit veiller & sa compatibilité & la jonction de deux blocs.

Hélas, en @lectromagnétisme, le domaine de résolu-
tion ne se limite pas & 1'objet seul, mais englobe tout 1'espace
ou du moins le voisinage immédiat de 1'appareil. Le nombre de
blocs a assembler devient alors prohibitif. Cela nous conduit a
abandonner cette approche, trés séduisante au premier abord, a

laquelle pourtant le mariage des méthodes des &léments finis et
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des intégrales de frontiére, redonne de 1'intérét (Zienkiewicz
et al, 1977). Nous lui avons préféré la méthode topologique dé-
crite ci-dessous.

L'utilisateur procéde par modification géométrique
d'un maillage régulier dans Tequel la topologie de T'objet est
inscrite (Figure III-5) (Haugerud, 1978 ; Rafinejad et Coulomb,
1978 ; Polak et al, 1980). Lorsque les parties pleines de 1'ob-
jet ont été décrites dans le mailiage, la tdche de 1'utilisateur
est terminée car la discrétisation des espaces vides (entrefer,
fenétre,...) a été induite simultanément.

La numération automatique des noeuds du maillage
est trés facile a réaliser. Les noeuds sont numérotés par ordre
-Croissant en suivant les lignes du maillage. Un choix judicieux
de la stratégie de la numérotation permet de minimiser la lar-
geur de bande du systéeme d'équations.

Cependant 1a méthode a des limites ; en particulier,
la nécessité d'imaginer a priori un maillage topologique la rend

difficile a8 utiliser pour la discrétisation des objets complexes.

Malgré cela, nous allons décrire son application a
la définition paramétrique de la géométrie des objets.

ITT.3.3 - Un processeur d'entrée adapté & la déefinition

paramétrique

Avec le processeur d'entrée des données qui sera décrit
ici, nous ne prétendons pas rivaliser avec les réalisations exis-
tantes, certainement beaucoup plus puissantes (Haugerud, 1978).
Nous désirons simplement introduire la notion de définition para-
métrique, afin de pouvoir évaluer son impact sur la soupiesse des
logiciels de calcul de champ.
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Nous allons tout d'abord définir quelques concepts de
base tels que le systéme de référence, les points, les briques,
les régions, les facettes et Tes limites. Nous les utiliserons
ensuite pour expliquer la procédure de description d'un objet
par la méthode proposée.

I11.3.3.1_ - Le_ systéme de référence_topologigue

Le maillage régulier initial est défini en utilisant
des surfaces de références paralléles aux axes du systéme de coor-
données. Les surfaces de références sont numérotées suivant ce
systéme de référence qui peut étre cartésien ou cylindrique (Fi-
gure ITI-6). L'intersection de deux surfaces de référence définit
une ligne de référence. L'intersection de trois surfaces est un
noeud de référence. Les noeuds de référence sont adressables par
Teurs coordonnées topologiques (les numéros des surfaces).

Les points permettent de modifier 1la géométrie du
maillage initial. Un noeud de ré&férence devient un point lorsqu'on
lui associe des coordonnées réelles. Les coordonnées réelles sont
des expressions arithmétiques de paramétres définis par ailleurs
et qui sont connus par nom. Un paramétre peut étre Tui aussi fonc-
tion d'autres paramétres. La géométrie du maillage est donc décri-
te par des points et les points sont définis par les paramétres.
Avec cette méthode, nous disposons d'une représentation paramé-
trique du domaine et de son maillage.

Les surfaces principales de ré&férence sont les sur-
faces de référence qui passent par les points. Les volumes décou-
pés dans le domaine par les surfaces principales de référence
sont appelés des briques (Figure III-7). Une région est constituée
d'un ensemble de briques associé & un nom de région.
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I11.3.3.4 - Les facettes et _les_limites

Les quadrilatéres découpés sur les surfaces princi-
pales de référence par les autres surfaces principales sont ap-
pelés : facettes. Une limite est une liste de facettes associée
a un nom de Timite.

L'utilisateur a @ sa disposition un certain nombre
de commandes interactives qui Tui permettent

de définir un maillage régulier initial dans un systé-
me de coordonnées cartésien ou cylindrique,

- de choisir des noms de paramétres géométriques et de
leur associer des expressions arithmétiques fonctions
de paramétres déja existants,

- d'affecter & un noeud des coordonnées fonctions des
paramétres,

- de créer des noms de régions associés & des ensembles
de briques,

- de créer des noms de Timites en liaison avec des 1lis-
tes de facettes.

Les valeurs initiales des paramétres, introduites
a priori au moment de leur création, doivent étre réalistes pour
que les contrdles graphiques permanents demeurent significatifs.
Ces valeurs peuvent bien slr étre ajustées facilement 3 tout ins-
tant.

Cet ensemble d'opérations permet de décrire toutes
les parties constitutives du domaine sans imposer & ce stade des
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propriétés physiques aux régions, des conditions aux limites

sur les frontiéres ou des valeurs figées aux dimensions géomé-
triques. Le rdle du processeur d'entrée, tel que nous 1'enten-
dons, se limite & Ta construction de ce modéle topologique qui
décrit une famille d'objets. L'affectation des caractéristiques
précises est réalisée dans le processeur central que nous allons
décrire maintenant.

II1.3.4 - Un processehr central adapté & la définition

paramétrique

Nous avons déja expliqué le ro6le principal du processeur
central qui est la mise en oceuvre de la méthode des éléments finis.
L'introduction de Ta définition paramétrique et la possibilité de
rebouclage immédiat obligent & étendre ses attributions d'une part
vers une gestion des paramétres descriptifs et d'autre part vers
une possibilité de réduction des résultats des calculs en gran-
deurs synthétiques.

Garnissage des régions et des frontiéres

Les régions et les frontiéres du domaine sont décri-
tes topologiquement dans le processeur d'entrée et sont référen-
cées par noms. Les liaisons avec les matériaux de 1la bibliothéque
et les conditions aux limites cataloguées doivent &tre définies
et peuvent éventuellement &tre modifiées (boucle) dans la phase
de garnissage des régions et des frontiéres.

Affectation des paramétres

.

Cette phase consiste a affecter des valeurs aux
paramétres géométriques créés explicitement par 1'utilisateur
dans 1'étape d'entrée des données et aux paramétres physiques in-
troduits implicitement lors du garnissage des régions et des fron-
tiéres. Nous allons illustrer ceci par quelques exemples.
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Exemple 1 :

T'utilisateur garnit la région qu'il a appelée
BOBINAGE-ROTOR avec le matériau CUIVRE ; i1 doit donc préciser
la valeur de la "densité de courant" (magnétostatique).

Exemple 2 :
la frontiére de nom ELECTRODE est déclarée de type

EQUIPOTENTIELLE. L'utilisateur doit alors préciser la valeur du
potentiel associée & cette surface équipotentielle.

Exemple 3 :
1'utilisateur affecte Ta valeur 10° au parametre
géométrique POSITION-ROTOR.

L'expansion des données est la procédure automatique
qui, 8 partir de la description compacte du domaine, délivre des
informations sous la forme standard "éléments finis". Traditionnel-
lement cette tache est exécutée a la fin de la procédure d'entreée
des données. Dans 1'organisation qui prend en compte la définition
paramétrique elle est exécutée apreés le choix effectif des paramé-
tres donc juste avant le calcul de champ.

La méthode d'expansion est directement 1iée au mode
de description topologique des données dans le processeur d'entrée.
Les noeuds sont numérotés par ordre croissant en suivant les 1i-
gnes de référence du maillage. Les coordonnées des coins des bri-
ques sont déterminées & partir de celles des points. Les coordon-
nées des autres noeuds sont calculées par interpolation, d'abord
sur les arétes, puis sur les facettes et enfin dans le volume de
chaque brique. Lorsqu'une application nécessite 1'évaluation des
dérivées des coordonnées par rapport a un paramétre (voir I1.5.9),

nous utilisons un schéma aux différences finies centrées
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3X. XKi{o + Ap)-X.(p - Ap)

dp 2 Ap

Les connexions internodales qui décrivent les élé-
ments finis découlent d'une maniére naturelle du maillage topolo-
gique.

I11.3.4.3_ -__La_tache de_calcul _de_champ

La tache de calcul de champ est le noyau central de
la méthode des é&léments finis, c'est aussi la plus classique. Le
Tecteur trouvera dans Ancelle et al (1979 et 1980) et Sabonnadiére
et al (1981) un certain nombre de renseignements sur 1'organisa-
tion de ce noyau de calcul qui ne sera pas décrit ici. Nous nous
bornerons simplement & remarquer que 1'introduction de la d&fini-
tion paramétrique et la possibilité de rebouclage immédiat accrois-
sent T'utilisation potentielle des modules de calcul. La diminution
des temps de réponse et des colts des résolutions successives de-
vient cruciale et impose une bonne organisation des programmes et
des données. En particulier la gestion des résultats intermédiaires
récupérables d'un probléme & T'autre doit é&tre particuliérement
soignée (Massé et al, 19819.

L'évaluation de certaines grandeurs globales (mu-
tuelles inductances, raideurs,...) nécessite la résolution d‘'un
systéme linéaire du méme ordre que le systéme principal. La place
des modules de calcul de ces quantités est donc dans le processeur
central. Le souci de "rebouclage immédiat" nous incite 3 ajouter
dans cet environnement le plus grand nombre possible d'outils de
calcul. Les grandeurs globales dont le codt dévaluation est négli-
geable (énergie, flux,...) sont calculées systématiquement. Celles
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dont Te calcul est plus colteux (mutuelles, raideurs,...) sont
calculées & la demande de 1'utilisateur. Par contre, les informa-
tions locales (induction maximale, induction en un point,...) ,
plus facilement manipulées dans un contexte interactif graphique,

sont laissées a8 la charge du processeur de sortie.

II1.3.5 - Un processeur de sortie adapté & 1a définition

paramétrique

Avec la nouvelle organisation que nous proposons, le pro-
cesseur de sortie voit son réle d'édition des résultats renforcé.
Les fonctions de calcul des grandeurs locales et de visualisations
graphiques classiques subsistent. En plus de ces facilités habi- !
tuelles le processeur de sortie doit permettre d'établir les cour-
bes d'évolution de certaines grandeurs en fonction des paramétres
(exemple : Couple (6), Flux (intensité),...). Cet aspect fondamen-
tal de 1a conception assistée par ordinateur justifie pleinement
1'introduction de la définition paramétrique dans les logiciels de
calcul de champ.

I11.3.6 - La communication homme-machine

Le logiciel utilisé dans les phases de conception assistée
par ordinateur doit résoudre des problémes ... et non pas en poser !
C'est pourquoi Tes modes de communication homme-machine doivent
étre particuliérement souples et compréhensibles. Les procédures
de dialogue et de graphique interactives sont quasiment indispensa-
bles dans les phases d'entrée des données et d'exploitation des
résultats. Il est souhaitable, & notre avis, de maintenir un cer-
tain niveau d'interactivité dans 1la phase de résolution. Dans tous
les cas, le langage utilisé au cours du dialogue homme-machine
doit étre orienté vers 1'application. Par exemple, il nous parait
Judicieux d'offrir plusieurs langages spécialisés (électrostati-
que, magnétostatique ou thermostatique) pour piloter un seul logi-
ciel général de calcul de champ. Ce choix facilite, plus qu'on ne

croit généralement, 1'adaptation d'un utilisateur non spécialisé
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a 1'utilisation du logiciel en Tui permettant de dialoguer avec
T'ordinateur en des termes qui lui sont familiers.

IIT.4 - TLLUSTRATION

L'exemple que nous avons choisi pour illustrer notre pro-
pos est emprunté aux travaux de Meunier (1981) et concerne 1'étu-
de d'un micromoteur synchrone a aimant permanent. Aprés un bref
résumé du contexte dans lequel est située cette analyse de champ
magnétique, nous présenterons quelques phases spécifiques de
l'entrée des données et de 1'exploitation des résultats.

IIT.4.1 - Présentation du micromoteur

L'appareil étudié est un micromoteur synchrone mono-
phasé autodémarreur. Le rotor est un aimant permanent. Au stator,
un bobinage unique entoure les dents du circuit magnétique. Quel-
ques dents portent une bague de court circuit pour créer un cou-
ple de démarrage. Une vue éclatée de 1'ensemble est représentée
sur la Figure III-8. La figure suivante montre deux sections du
micromoteur analysé.

Le domaine, représenté sur la Figure III-10, est le
coeur du moteur et comporte : les dents, 1'entrefer et le rotor,
sur une paire de pdles seulement.

Tous les flux qui entrent ou qui sortent du domaine
sont supposés transiter par les dents. Pour pouvoir prendre.en
compte les conditions aux limites qui résultent de cette hypotheé-
se, le probléme doit &tre formulé en terme de potentiel scalaire
magnétique. Alors les pieds des dents sont des surfaces équipoten-
tielles (Ht=0) et partout ailleurs sur la frontiére la composante
normale du gradient du potentiel est nulle (Bn=0).

Le but final de cette analyse tridimensionnelle est
1'établissement de relations ¢(y) entre flux et potentiel de
dents, afin de constituer un modéle destiné & remplacer le coeur
du moteur dans une simulation dynamique d'ensemble (Coulomb et

Meunier, 1981).
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[I1.4.2 - Discrétisation du domaine

La dicrétisation du domaine est réalisée suivant Ta
méthode topologique présentée précédemment. La Figure III-11
représente 1'état initial du maillage, tandis que Ta Figure III-12
représente le maillage une fois qu'il a &té adapté a la géométrie
de 1'aimant et des dents. Cette adaptation a &té réalisée en spé-
cifiant les positions d'un certain nombre de noeuds. Ces points
sont mis envévidence sur la Figure III-13. Les dessins III-14 et
ITI-15 montrent d'autres aspects de Ta discrétisation.

La définition paramétrique a bien sdr &ta utilisée
dans cette étude. A titre d'exemple, nous donnons sur la Figure
ITI-16 les maillages obtenus pour deux valeurs du paramétre ap-
pelé RAYON-ROTOR.

IT1.4.3 - Visualisation des résultats

Les Figures III-17 et suivantes montrent quelques tra-
cés de lignes équipotentielles sur des surfaces appartenant a
1'objet étudié. Ces courbes de niveaux permettent de vérifier la
cohérence du modéle utilisé et fournissent des informations utiles
sur le comportement physique du systéme.

IIT-5 - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléme de 1'organi-
sation des logiciels de calcul de champ. Aprés avoir analysé la
structure des logiciels actuels, nous avons orienté notre effort
sur la description d'un logiciel adapté & la définition paramétri-
que. Les problémes liés 3 la complexité de la structure proposée
peuvent &tre résolus par les outils puissants de programmation
couramment utilisés de nos jours (structure de lTiste, base de
données). Les problémes des temps de réponse et des colts de cal-
cul, inhérents 3 la méthode des &1éments finis, sont résolus en

bidimensionnel et, nous 1'espérons, sur le point de 1'étre en
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tridimensionnel grdce aux progrés foudroyants de 1la technologie
des calculateurs.

Aprés avoir réalisé plusieurs versions "traditionne]les"
de calcul de champ tridimensionnel par la méthode des éléments fi-
nis, nous avons entamé la réalisation d'un logiciel adapte a la dé-
finition paramétrique. A 1'heure actuelle, seul le processeur d'en-
trée des données fonctionne suivant ce principe. Les premiéres con-
clusions que nous avons pu déduire de cette réalisation nous encou-
ragent a poursuivre notre travail dans cette voie.






CONCLUSION

La modélisation des systémes électromécaniques a
depuis les origines de 1'&lectrotechnique fait 1'objet des
préoccupations de trés nombreux chercheurs et ingénieurs. En
effet, c'est toujours & travers des modéles que 1'on espére
fidéles que les ingénieurs améliorent la conception de leurs
produits.

Confrontés & la nécessité d'une optimisation tou-
Jours plus poussée de Teurs réalisations, les ingénieurs ne
pouvaient rester indifférents aux possibilités que semble pou-
voir leur apporter 1'essor contemporain d'une informatique
aujourd'hui performante et peu onéreuse.

Dans ce contexte, la mise en oceuvre des méthodes
numériques de modélisation des phénoménes et des systémes
électromagnétiques, connait un développement considérable. Le
développement récent des logiciels généraux (MAGGY, MAGNET,
EDDYNET, FLUX, DIFFIMEDI) montre que les problémes 1iés a 1'étu-
de des systémes plans ou de révolution est maintenant bien con-
nu.

La nécessité, cependant, d'&talonner les modédles
bidimensionnels ou pour certaines structures de recourir a une
analyse tridimensionnelle a donné naissance a des travaux de
recherche sur la réalisation de logiciels destinés a la modé-
Tisation tridimensionnelle des systémes. Le travail que nous
venons de présenter est une contribution 4 la mise en oeuvre



de la méthode des éléments finis dans la modélisation des
systémes €lectriques et magnétiques.

Tout au long de ce travail, nous avons fait porter
notre effort sur la nécessité d'intégrer la méthode des &lé-
ments finis dans le processus global de modélisation et de
conception assistée par ordinateur, qui est son débouché na-
turel.

C'est pourquoi, la formulation variationnelle géné-
rale que nous avons proposéepour 1'analyse des problémes magné-
tostatiques vectoriels (non linéaires et anisotropes) a été
naturellement utilisée dans la méthode variationnelle de déter-
mination des grandeurs intégrales (flux, inductances incrémen-
tales, couples, forces,...) qui caractérisent le fonctionnement
des appareils. Nous avons, bien entendu, appliqué cette métho-
dologie nouvelle & Ta détermination des mémes grandeurs lors de
la résolution des problémes scalaires.

Cette cohérence entre 1a formulation énergétique des
équations du systéme et la détermination, basée sur les concepts
d'énergie ou de coénergie, des caractéristiques externes des
systémes, nous a conduit & introduire jusqu'au coeur du calcul
Ta notion de représentation paramétrique des données géométri-
ques et physiques de définition des appareils.

En effet, dans un processus de conception ou d'opti-
misation d'un appareil, 1'intérét du concepteur est générale-
ment focalisé sur la variation des grandeurs de sortie en fonc-
tion des paramétres d'entrée. Afin de faciliter ce processus,
nous proposons une structure de logiciel qui permette de mieux
appréhender ces variations en réduisant les manipulations in-
formatiques aux opérations strictement nécessaires. Cette or-
ganisation, facile & mettre en oeuvre dans les programmes bi-
dimensionnels, ouvrira peut-&tre la voie & 1'utilisation des
Togiciels tridimensionnels dans les systémes de conception
assistée par ordinateur.



Les travaux que nous venons de réaliser apportent
queTques solutions aux problémes de la modélisation tridi-
mensionnelle des champs électriques et magnétiques. Si ces
solutions donnent Te jour & de nouvelles questions nous au-

rons 1'impression d'avoir apporté notre contribution 3 1'avan-
cement des problémes de modélisation en Electrotechnique.
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