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AVANT PROPOS

Notre travail se compose de deux parties : :

HE

Dans la premiere partie, nous avons &tudié un probléme de
régulation de circulation .qQui nous a &té soumis par l'Instltut
de Recherche des Transports :

T e et e e e e =+

Sur un réseau routler circule un trafic entre plusieurs origines
et plusieurs destinations. Toutes les caractéristiques du réseau
ainsi que les données de trafic sont supposées constantes dans
le temps (cas statique).

Sachant que les usagers de ce réseau s'affectent
suivant le principe de Wardrop, comment alors en abaissant
ventuellement les capacités réelles des arcs du réseau,
peut-on minimiser le temps total passé par tous les usagers

de ce réseau.

Cette méthode est apparemment paradoxale, mais il
est bien connu des ingénieuré de trafic et des usagers que la
restriction des capacités de certaines voies permet d'améliorer
la fluidité du trafic et diminuer le temps total passé par
les usagers dans le réseau, essentiellment dans 1la régulation

des accés d'une autoroute.

Dans cette partie, nous donnons une formulation mathé-

matique du probléme.

Nous €tudions ce probléme, plus particuliérement
dans le cas ol le ré&seau comporte plusieurs origines et une
destination (resp. une origine et plusieurs destinations) et
nous proposons un modéle dont la solution fournie une politique
de régulation optimale, que nous avons testée sur des exemples
simples. ‘



Nous €tudions le probléme également dans le cas du
corridor et nous donnons, dans ce cas, une heuristique de régu-

lation qui, dans certaines conditions, est optimale.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les absorbants d'une
classe de graphes définies par C. BENZAKEN et P.L. HAMMER

"Les graphes absorbants a seuil"™ : un graphe G est dit absor-
bant a seuil si on peut associer des réels positifs 3 ses som-
mets de telle mani&re qu'un ensemble de sommets de G soit

un absrobant si et seulement si la somme des poids correspon-

dant aux €léments de cet ensemble dépasse un certain seuil b.

En représentant chaque absorbant, comme un sommet
de 1'hypercube, nous caractérisons le polytope des absorbants

dans cette classe de graphes & seuil a 1'aide d'un algorithme
polynomial de recherche d'un absorbant de poids minimun.

I1 peut paraitre surprenant de traiter de deux
sujets d'apparence aussi distincte dans une méme thése, méme

si 1'algorithmique constitue le trait d'union de ces travaux.

En fait, il s'agit 13 d'une particularité intéressante
de la pratique de la Recherche Opérationnelle & 1'Université
Scientifique et Médicale de Grenoble qui cherche toujours 3
maintenir le double aspect pratique et théorique de cette
discipline et dont. cette th&se se veut un exemple.



I - RESOLUTION D'UN PROBLEME
DE REGULATION DE TRAFIC






INTRODUCTION

Parmi toutes les wmanidres d'envisager une régulation
du trafic circulant sur un réseau routier, une des
plus intéressantes semble Etre la suivante :

Considérons un ré&seau routier comnstitué de noeuds et
de trongons, chéque trongon ayant une capacité maxi-
mum d'é&coulement. Sur ce réseau circule un trafic
entre plusieurs origines et plusieurs destinations.
Nous supposons que chaque usager de ce réseau choisit
1'itinéraire de cofit minimum, et qu'il possé&de une
connaissance parfaite de 1la charge de trafic sur le
réseau, ce qui conduit A une affectation obéissant
au principe de Wavdrop. Comment alors, en abaissant
ventuellement les capacités réelles des arcs du
réscau, peut-on minimiser le temps total passé par
tous les usagers de ce réseau ?

L*intérét de 1'étude de cette régulation qui nous a
€t& proposée par P.H. FARGIER, est de laisser 2 cha-
que usager de s’'affecter individuellement au meilleur
colit ressenti par lui.

Notons que le probl&me de régulation a &té &tudié par
ailleurs (parmi les nombreuses références voir [{},
(21, 31, 5], [6]). Les auteurs de ces &tudes sup-
posent que le flux de trafic entre chaque origine et
destination varie dans le temps. On dit alors que le
probléme est dynamique.

Notre Etude se place dans les hypothé&ses suivantes :
1°. Toutes les cavactéristiques du réseau ainsi que

les données de trafic sont supposées constantes
dans le temps (cas statique).



2°. Nous utiliserons un modé&le d'affectation de trafic
particuliérement simple afin de pouvoir interpréter
simplement les.Tésultats obtenus et mettre en oeuvre
des algorithmes efficaces.
Dans le paragraphe 1, nous donnerons une formulation
mathématique de ce probléme de régulation que nous dési-
gnerons dans la suite par . Nous montrerons que le
modéle auquel nous aboutissons s'interpréte comme un
probléme d'optimisation faisant intervenir une fonc-
tion quadratique. Ceci montrera la difficulté du pro-
bléme qui ne peut se résoudre dans le cas général que
par des méthodes adaptées (ME&thode Branch and Bound,
méthode des Coupes). ‘
Deux exemples de régulation, illustrant ces difficultés,
sont donnés a la fin de ce Chapitre. o

Dans le chapitre Z, nous €tudions le probléme P
dans le cas d'une origine et une destination, afin de
montrer que méme alors, le probléme reste difficile.
Nous proposons dans ce chapitre les deux méthodes de
résolutions indiquées ci-dessus.

Dans le chapitre 3, nous &tudions le probléme pour
plusieurs origines et une destination. Nous proposons
la méthode "Branch and Bound" pour résoudre le probléme
P dans ce cas.

L'obiet du Chapitre 4 est une &tude expérimentale faite

dans le cas d'une origine et .-une destination.

Enfin, dans le Chapitre 5, nous &tudions le probléme P

dans le cas du corridor. A lafinde ce chapitre, nous présen-
tons un exemple de régulation traité par PAYNE et THOMPSON
dans [14 ] et nous montrons que les solutions données par les
deux méthodes proposées dans [14] sont en réalité les mémes.



CHAPITRE 1

MODELISTATION DU PROBLEME 7

On considére un réseaun routier R = (V,U) ol V est
1tensemble des noeuds {(ou sommets) et U est 1'ensemble des
trongons (ou arcs)._comportant plusieurs origines et plusieurs
destinations. On appelle liaison, un couple formé d'une origine
et d'une destination. On supposera que sur le réseau R existent
K liaisons notées (k) ; k = 1, ..., K. Un trafic d'intensité
donnée q) constante s'écoule entre l'origine Ok et la destina-
tion Dk de (k). On notera x{e,k) la partie de ce trafic qui

circule sur 1l'arc e.

1-1 - Principe de Wardrop (1952)

Le principe de Wardrop s'énonce comme suit :

"Chaque usager possé&de une connaissance parfaite de la charge
du trafic dans le réseau,et pour se rendre de son origine 2
sa destination, 1l choisit 1'itinéraire de colit minimum".

Il en résulte qu'a 1°'équilibre, deux itinéraires
quelconques d'une méme llaison (k) utilisés par le trafic,
doivent avoir des cofits égaux et ne demuwént pas les colits des
itinéraires non utilisés . de la méme liaison, car sinon le
principe mne serait pas vérifié.

- Ainsi le principe de Wardrop peut s'énoncer de 1la

maniére suivante

“"Pour toute liaison (k), les cofits des itinéraires (de Ok
a Dk) utilisés par le trafic sont tous &gaux et ne dépassent
pas les cofits des itinéraires non utilisés".

C'est plutdt, sous cette forme que le principe de
Wardrop est connu sous le non "principe d'égalité de temps
de parcours” (the principle of equal travel time) et qu'on
utilisera dans tout le reste de ce travail.



1-2Z - Temps de parcours

Nous supposerons dans toute cette &tude que les colits
ressentis se réduisent au temps réel de parcours. Sur un arc
guelconque non saturé ce temps de parcours est cons*tant et ne

dépend pas de la charge de cet arc. Autrement dit, si un arc e
est non saturé, alors le temps de parcours sur cet arc est
€gal 3 son temps a vide qu'on notera t(e). Mais si 1l'arc e

est saturé, alors dans ce cas une congestion peut se créer

sur l'arc et les usagers peuvent passer sur cet arc un temps
d'encombrement supplémentaire qu'on notera b(e).

Soit t{e) le temps réel de parcours sur l'arc e.

Alors on a

(e) = t(e) + b(e) (1)

La variation de t(e) en fonction du trafic est donnée ci- .
dessous par la figure (1)

T(G)A

t(e)

c{e) trafic

Fig.1



Le colit total passé par les usagers dans le réseau est
donc
T = L L
e U k=1,...,K

(t(e) + b(e)) x(e,k) (2)

Cette hypothése, bien que trés simplificatrice, nous parait
conserver l'essentiel du phénoméne que nous voulons étudier.
I1 est bien connu qu'un l1€ger accroissement du trafic peut

créer des conpestions sur le réseau et faire ressentir aux
usagers une augmentation importante de leurs temps de parcours,
Le probléme étudiée est de chercher. comment il faut déplacer
ces congestions pour que le temps total passé par les usagers
soit minimunm,.

1-3 - Exemple d'affectation de Wardrop

On considére le cas d'un r€sean avec une seule origine-
destination et deux itinéraires paralléles et distincts de
coit Avide S et 10 et de méme capacité Egale & SO (Fig. (2)).
L'intensité du trafic est constante et €gale 3 100.

itinéraire 1 . (50)

/—

itinéraire 2 (50)
10

Fig.2



...10... *

A 1'équilibre de Wardrop, le trafic se trouve réparti
entre les deux itinéraires qui auront un cofit égal 4 10. En
effet, les usagers commencent par emprunter 1'itinéraire 1
qui est de cofit "a vide" minimum, mais vu la restriction de
la capacité, 50 usagers sont obligés d'emprunter 1'itinéraire 2.
Or dans la pratique, si il n'existe pas un systdme autoritaire
d'affectation en O, ces usagers ne changent d'itinéraire que
lorsque le colit sur 1'itinéraire 1 devient &gal & 10 (i.e. &gal

au cofit de 1'itinéraire 2).

Ceci peut s'interpréter de la maniére suivante

Une file d'attente se forme sur 1'itinéraire 1 et elle croit
jusqu'a atteindre une longueur telle que le temps nécessaire
pour la traverser soit €gal & 5 (différence des colits entre
les deux itinéraires) qui est le cofit d'encombrement que doit

passer les usagers sur cet itinéraire.

Le temps total passé par les usagers dans le réseau

est donc

T = 100 x 10 = {000

L'affectation de colit minimum dans ce cas est la méme
que celle de Wardrop (50 usagers empruntent 1l'itinéraire 1

et 50 usagers empruntent 1'itinéraire 2), mais dans ce cas,
vu que les usagers sont obligés de s'affecter d'une facon
autoritaire, la circulation sur 1'itinéraire 1 (et 1'itiné-
raire 2) demeure fluide et le temps de aprcours sur cet iti-

néraire reste égal a 5.

Le temps total passé par les usagers dans cette
affectation est

T =50 x 10 + 50 x 5 = 750
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1-4 - Modéle de Wardrop

A 1'€quilibre de Wardrop, la répartition du trafic
doit, d'une part définir un flot dans le réseau et vérifie
d’autre part le principe d'égalité de temps de parcours donné
ci-dessus,

On désigne par M(i,k)-N(0,k) ie temps nécessaire a4 un usager

pour se rendre de 1l'origine Ok de 'la liaison (k) au noeud 1i.

Donc & 1°€état d°€quilibre, le cofit d'un itinéraire
utilisé par le trafic dans une liaison k est &gal 2

m(D - {0

K,k K,k

et le temps total passé dans le réseau peut s'écrire aussi

T = ) (H(D ;k) - H(O nk)) q
k=1,...,k K Tk k

On notera c(e} la capacité de l'arc e, I{e) (resp. T(e)) son
extrémité initiale (resp. terminale).

Lemme{: L'€quilibre de Wardrop est défini par 1'ensemble des

contraintes W suivant
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@]

"'qk Si i =

; k
'g{x(epk) - oz x(e,k) = O si i # Ok’ Dk VieV (4
e{1=Tte) e/i=1(e) q sii=D Vk=1,...,
K
z x(e,k) < c(e) YeclU (5)
k=1
8 1,10 -0,k < tle) + ble) Ve = (i,j) (6)
W Vk = 1,...,K
I T (eE)sble)xle,k) = 5 (D100, K))a  (7)
eel k=1,...,K k=1,...,K
x{e,k) 2 0 Veecl
b{(e) =2 O ¥ieV
I(i,k) ¢ O ¥E = Ts00es
avec la condition supplémentaire
Z x(e,k) < c(e) => b(e) =0 {(8)

k=1,...,K

Démonstration

T e e - -

- Les contraintes (4) et (5) imposent la conservation des
flots dans le réseau.

- A 1'équilibre les contraintes (6) sont bien vérifiées,
car s'il existe un arc e = (i,j), tel que

I(j,k) > n(i,k) + t(e) + b(e), alors le chemin de Ok aj

formé par le chemin de Ok 4 1 de colit N(i,k) et 1'arc e aura

=

un colit strictement inférieur i M({j,k), ce qui contredit 1le
principe de Wardrop.



-13 -

- L'équation (7) est vérifiée a partir de (2) et (3).

[

- La condition (8) vient du fait qu‘a 1'8quilibre, seuls
les arcs saturés peuvent supporter des temps d'encombrement.

Pour démontrer le lemme, il reste 3 montrer que pour
une solution (X,H,b) de W, X = {x(e,k)), H = (n(i,k)) et
b = (b(e}), on a

x(e,k) > 0 => N(j,k) - B(i,k) = t(e) + b(e) pour e = (i,j) (

Car alors, pour deux itinéraires quelconques 2} et 22 utilisés

#'par le trafic entre 1l'origine Ok et la destination ﬂi, on aura

(b , k) - H(0y,k} = £ Dbe) + t{e) = I b(e') + t{e")
eed ' e'eld
1 2
donc 23 et &2 sont de cofits &gaux et d'avrpds les contraintes
(6), les colits ne dépassent pas les coilits des itindraires non
utilisés puisque '

H(Dk,k) - H(Ok,k) < L b(e) + t(e) pour tout itinéraire ¢

cel o
de Ok a Dk

Par conséquent le principe de Wardrop est vérifié.

A partir des contraintes (6) on peut &crire

L ((3,k)y - m(i,k)x(e,k) = r {tle) + ble)) x(e,k)

x{e,k)>0 x{e,k)>0
e=(i,j)
donc
K
L (H(Dy,k)-1(0,,k}) q s & L (t{e)+b(e)) x(e,k)
k=} ecl k=1,...,K

a

Cette derniére inéquation est vérifide 3 €galité dans (7).
La condition (9) est donc bien satisfaite.
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1-5 - Interprétation de la solution Primale-Duale du probléme

de l'affectation de colt minimum

Ltaffectation de cofit minimum est donnée par la solution
du programme (P} suivant

-qy si 1 = Ok
. 3 .. VieV
L x{e,k) - z x{,k) 0 si i # ka Dk
e/i=T(e) e/i=1{e) ay. si i = Dk ¥k = 1, , K
K
I x(e,k) < C(e) Veel
{P) k=1
x(e,k) 2 0 VeeU, Vk = 1,...,K

Min & L t(e} x{e,k)
eel k=1,...,K

En associant aux premidres contraintes de (P) les variables
duales N{i,k) et aux deuxiémes les variables duales b{e), 1le
dual de (P) s'écrit

M(j,k) -~ I(i, k) < t(e) + b(e)

b(e) < O Veeé

(D) m(i,k) z O Vie¥, Vk = 1,...,K
K
Max % (E(Dk k) - ﬁ(Ok kD q - I b(e) c(e)

k=1 eel

D'aprés la condition (8), 1'équation (7) du systéme W
peut s'écrire

Z & t(e) x(e,k) + I b(e)c(e) = L. ({0, k) -T{0; ,K) ) q).  (9)
eeld k=1,...,k eclU k=1,...,k

.3

Ce qui représente 1'€galité des fonctions objectives de (P) et (D
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Ainsi le mod&le n'est rien d'autre que l'ensemble des
contraintes de {P) et de son dual (D) vérifiés avec Egalités
des fonctions objections.

Thécré@g}: Un vecteur {(x,N,b} est soclution de W si et seulement
si, il est une solution primale-duale optimale de (P) et {D)..

Donc on peut interpréter toutesolution de Wardrop
comme une solution primale-duale optimale du probléme de
1t'affectation de colit minimum et ré&ciproquement.

Le théor2me précédent montre que les trafics donnés
par 1l'affectation de cofit minimum (optimum collectif) sont les
mémes que les trafics que supporte le réseau quand les usagers
staffectent suivant le principe de Wardrop (optimum individuel).

Bien que les deux affectations soient les mémes, une
différence subsiste entre elles : le coilit total passé par les
usagers dans le réseau. Dans le premier cas, chaque usager est
supposé étre affecté autoritairement, donc la circulation sur le
réseau demeure fluide et les usagers dans ce cas n'auront pas
4 supporter de temps d'encombrement. Le cofit total est donc
bien :

T= ¢ I t(e) x(e,k)
eel k=1,"..,K

1-6 - Répulation selon Wardrop

é

I1 est bien connu par les ingénieurs de trafic que
Tabaissement des capacités de certaines voies de circulation
peut déplacer les congestions sur ces voies et améliorer 1'écou-
lement du trafic dans le réseau et par conséquent diminuer le
temps total de parcours des usagers.
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Notre étude a pour objectif de donner un modé&le de
régulation du trafic par restriction de capacité en supposant
que le trafic s'affecte toujours dans le réseau selon le
principe de Wardrop.

Définition :

On appellera régulation selon Wardrop, un abaissement

des cépacités réelles de certains arcs du réseau afin de minimise
le temps total de parcours 1 dans le réseau sachant que les
usagers s'affectent sur le réseau modifié selon le principe de
Wardrop.

Remarque |

D'aprés le théoréme 1, les quantités x(e,k) dans
ltexpression de 1T ne sont donc rien d'autres que les solutions
du probléme de 1l'affectation de cofit minimum sur le réseau
modifié.

1-7 - Formulation mathématique du probléme P

On sait, d'aprés le lemme 1, que pour un systéme de
capacité C = (C(e), eecU) donné, seuls les arcs saturés, dans
1'affectation selon Wardrop, sont susceptibles de supporter
des temps d'encombrement (qu'on appelle pénalités). Or d'aprés
la définition précédente, vu la possibilité de restreindre les
capacités du réseau, pour déterminer une régulation selon Wardrog
alors on peut considérer Que la Capacité d'un arc e du réseau est
variable entre QO et C{e) et par comséquent, on peut supposer
que pour une affectation quelcanque,du trafic, les capacités des
arcs du réseau sont égales aux trafics donnés par cette affectati
Ainsi tous les arcs peuvent 8tre saturés et chaque arc est sus-
ceptible de supporter une pénalité.
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Dans ce cas, on peut donc omettre la condition (8) du
lemme 1, et une solution de Wardrop n'est rien d'autre qu‘une
solution du systéme W.

D'ott 1e théoréme suivant

Théoréme 2 : Le probléme;}>est équivalent au probléme (PD)

suivant

(x,n,b) ¢ W
(PD)
tq T est minimum

Le probléme (PD) est un programme qui n'est pas,cen
général, convexe ; en effet, 1°'E&quation (7} du systéme W est
une fonction quadratique non convexe. Elle est linéaire en b
(quand X est fixe) et linéaire en X {quand b est fixe). Ceci
montre la difficulté du probléme P qu'on ne peut ré&soudre que
par des méthodes adaptées (mé&thode Branch and Bound, méthodes
des Coupes). Celles-ci seront présentées au Chapitre 2.

Remarque. 2

Une hyptohése, couramment faitedans la pratique, est
de supposer que les régulations ne modifient pas les affectations.

Sous cette hypoth&se, trouver la régulation optimale
revient dans le modé&le proposé a
a) Trouver le trafic, solution optimale de (P)
b) Résoudre le programme linéaivre en (H,b) obtenu en
fixant X dans le programme (PD).

. 1-8 - Deux exemples de régulation

Comme nous 1l'avons déja signalé, le probléme de régula-
tion (selon Wardrop) se pose méme dans le cas d'une seule origine-
destination et donne lieu A des paradoxes illustrés par les
exemples suivants :

- Exemple 1
On peut avoir intér&t a réguler sans que 1‘'affectation
sur le réseau change. En effet, considérons le r&seau r suivant

(Fig. 3} comportant une orignie O et une destinaticn D.
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L.1 temps d‘encombrement R
(.) capacité Fig. 3

Les arcs sont munis-des colits constants t(0,a) = 2, t(0,b) =9, t(a,b) = 2,
t(a,b) = 8, t(b,D) = 3. Les capacités des arcs (0,a) et (b,D) sont respec-
tivement 70 et 80. Les autres capacités sont supposées infinies. Le débit

de ce réseau est constant et égal a 100.

Ce réseau comporte trois itinéraires.:

= (O,a,D) (1)
- {0,a,b,D) (2)
- (0,b,D) (3)

En 1'absence de toute régulation, le trafic s'auto-répartit en respectant
le principe de Wardrop (ce qui correspond d 1'affectation de cofit minimum)

comme suit :

30 empruntent 1'itinéraire (3)
50 u 1] (2)
20 i i ) (1)

Etant donnéela contrainte de capacité sur 1‘'arc (0,a), 30 usagers sont obli-
gés d'emprunter 1'itinéraire (3) (qui est de codt maximum). La réserve de
capacité sur 1'itinéraire le plus rapide (2) (de coGt minimum) ne peut
absorber que 50 usagers, 20 usagers se trouvent donc obligés de dévier vers
T'itinéraire (1) qui est pour eux 1'itinéraire de codt minimum. Cette affec-
tation conduit & Ta saturation des arcs (0,a) et (b,D), dégrade 1a qualite
de circulation sur les itinéraires qui les utilisent, et fait ressentir un
cout d'encombrement supplémentaire.
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On peut donc considérer que le temps réel de parcours sur 1'arc
(0,a) {resp. (b,D}) se compose :

- d'un temps de parcours 3 vide t{0,a) {resp. t{(b,D)).
- d'un temps d‘'encombrement b{0,a) (resp. b(b,D)}).

Les temps d'encombrement de ces arcs sont déterminés de telle maniére que le
principe d'égalité des temps de parcours sur les jtinéraires utilisés soit
vérifié. (principe de Wardrop) (i.e. les itinéraires utilisés ont le méme
colit de parcours, les itinéraires non. utilisés ont un colt supérieur).

Il vient donc :

b{0,a)
b{b.D)

o
[FS R &

Deux files d'attente se forment donc sur les. trongons (0,a) et (b,D), ce

qui oblige les usagers qui utilisent le trongon (0.a) (resp. b,D)) de passer
un temps supplémentaire &gal a 5 (resp. & 3) sur celui-ci. Le temps de
parcours réel est donc 15 sur chaque itinéraire et le temps total (temps

de parcours 3 vide plus temps d’encombrement) perdu par tous les usagers
dans le véseau sera :

T = I (t{e)tb(e))}x{e) = 15 x 100 = 1500.
e

Le temps passé par les usagers dans 1’'affectation de colt minimum est

T= I t{e)x(e) = 910
e
Rappelons que ce colit est la valeur minimum du programme linéaire (P) et
correspond au colt ressenti par une affectation autoritaire des usagers.

51 on réduit la capacité de 1'arc (a,b) a 50, les arcs (0,a), (a,b), (b,D)
seront munis respectivement des capacités 70, 50, 80 ; les autres capacités
restant infinies (Fig. 4).

L*affectation du trafic respectant le principe de Wardrop {qui correspond
a l'affectation de colt minimum) dans le réseau muni du nouveau systéme de
capacité ne change pas.
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On a encore ;

30 empruntent 1'itinéraire (3)
50 L] 1] (2)
28 " H (1)

Les trongons (0,a), (a,b), (b,D) se trouvent dans ce cas & la saturation.

Les itinéraires (1) (2). (3) (qui utilisent les arcs) sont donc susceptibles
de supporter un colt d'encombrement supplémentaire. Les temps d’encombre-
ment sur les trongons saturés sont déterminés de telle maniére que le prin-
Cipe de Wardrop soit vérifié et le temps total t© passé dans le réseau dans

ce cas soit minimum,

I1 en résulte.
b(0,a)

b(a,b)
b(b,D)

1

1

L .Jtemps d'encombrement ‘
(.) capacité Fig. 4

Quand on limite le débit d'entrée du trafic sur 1'arc (a,b), en abaissant sa
capacité a 50, on ne change pas 1'affectation du trafic, mais on fait dépla-
cer sur l'arc (a,b) la file d'attente qui s'est formée au début sur 1'arc
(b,D). Dans ce cas on ne crée aucune congestion.sur 1'arc (b,D). La circula-
tion sur 1'itinéraire (0,b,D) demeure fluide, par contre, deux files d'attente
se forment sur les trongons (0,a) et (a,b). Les usagers qui utilisent le
trongons (0,a) (resp.(a,b)) perdent un temps supplémentaire &gal i 2

(resp. a 3).
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Le temps de parcours réel sera donc 12 sur chaque itinéraire et le temps
total reéel sera v = 12 x 100 = 1200. Le temps total dans 1'affectation
de colt minimum reste T = 910. Puisque cette affectation n'a pas changé.
Un gain de 300 unités de temps est donc réalisé aprés la régulation.

Puisque 30 usagers au moins sont obiigés d'emprunter 1'itinéraire (0,b,D)
de colt égal & 12, dans la solution optimale de ce probléme de régulation
le temps réel de parcours (selon Wardrop) sur chaque itinéraire utilisé
sera supérieur ou égal & 12.

Par conséquent la régulation effectuée est optimale.

Dans 1'exemple 1 1'affectation du trafic n'a pas changé aprés la réqulation.
Cette propriété n'est pas toujours vraie comme le montre 1°'exemple suivant.

- Exemple 2

Cet exempie correspond au cas (fictif ?) ol la construction d*une
vaie rapide entre deux sommets a et b dégrade la qualité globale du trafic
au lieu de 1'améliorer, comme le “bon sens" le laisse croire. La régulation
imposerait alors de fermer la voie rapide a la circulation des usagers.

On considére le réseau R suivant comportant une origine 0 et une destination
D. (Fig. 5).

(.) capacite Fig. §
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Les arcs de ce réseau sont munis des colts t(0,a) = 2, t(0,b) = 17,
t(a,b) = 6, t(b,D) =2, t(a,D} =17, ¢(0,D) = 20. Les capacités des
arcs (0,a) et (b,D) sent égales 4 90, les autres capacités sont supposées
infinies. Ce réseau comporte quatre itinéraires :

- (0,a,D) (1)
- (0,b,D) (2)
- (0,a,b,D) (3)
- (0,D) {4)

En 1'absence de régqulation, la distribution des usagers selon le principe
de Wardrop (qui correspond a 1'affection de coit minimum) se fait comme
suit :

90 empruntent 1'itinéraire (3)
10 t 113 (4)

Cette affectation s'interpréte de la maniére suivante : les usagers commen-
cent par emprunter 1'itinéraire le plus rapide (3) (de colt minimum), mais
quand ce dernier arrive & la saturation, les deux itinéraires (1) et (2)

se trouvent ainsi saturés. (Puisque les arcs (0,a) et (b,D) le sont).

Donc 1'accés a ces itinéraires de colit juste supérieur n'est plus possible.
Les 10 usagers qui restent sont ainsi obligés de dévier vers 1'itinéraire
(4) qui est de colGt maximum.

La saturation des arcs (0,a) et (b,D) charge les itinéraires qui utilisent
ces arcs d'un colt d'encombrement supplémentaire.

Pour vérifier dans ce cas le principe de Wardrop, on doit munir chacun des
arcs (0,a) et (b,D) d'un colit supplémentaire.

Ceci s'interpréte de la méme maniére que précédemment :

Deux files d'attente se forment sur les arcs (0,a) et (b,D),
augmentant ainsi leur colt d'encombrement.
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Par conséquent, les usagers qui utilisent 1'itinéraire (3) sont obligés
de passer sur celui-ci un temps supplémentaire égal a 10.

Le. temps réel de parcours est donc 20 sur chacun des itinéraires utilisés
(1) et (4), et par suite le temps total passé par 1'ensemble des usagers
est T = 20 x 100 = 2000 {le temps total passé dans 1‘'affectation de coit
minimum est T = 1100).

Une régulation peut ici &tre réalisée en supprimant le trongons (a,b)

(1.e. en abaissant la capacité de {a,b) & 0) de fagon a obliger les usagers
de s'auto-répartir sur les itinéraires (1) et (2). En effet, en abaissant
1a capacité de (a,b) a2 0, on supprime le trongon {a,b) du réseau. Dans le
réseau modifié les itinéraives (1) et {2} sont chacun muni du colt minimun
19.

La réserve de capacité des itinéraires (1) et (2) qui peut absorber toute la
demande, permet 3 la circulation les empruntant de demeurer fluide : aucune
congestion ne se forme sur les trongons. Le coQt de parcours réel est donc
19 sur chaque itinéraire et le temps total perdu par 1'ensemble des usagers
dans le réseau est 1900. (Il est &gal au temps total passé dans 1'affecta-
tion de colt minimum dans le réseau modifié). Cette affectation est optimale
“au sens de Wardrop". Un gain de 100 unité de temps est donc réalisé aprés
régulation. ‘
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- CHAPITRE -2
e = 2

ETUDE DU PROBLEME @ DANS LE CAS D'UNE SEULE

ORIGINE-DESTINATION

2.1 - Formulation théorique

D'aprés 1.7, le prob]éme@se formule comme suit :
- sii=0
/ L x{e) - L x(e) = 0 si1#0,D Vi e V
e/i=T(e) e/i=1(e)
q siti=0D
x(e) < c( e) Ve ¢ U
(Pp) w(J)-u(i) < t(ej+b(e) e = (i,])
< I(t(e)+b(e))x(e) = (w(D)-n(0))q
x{e) 2
be) = Ve ¢ U
(i) <o Vi e V

min(a(D)-u(0))q

oli q est le débit du trafic dans le réseau R = (V,U) comportant une origine
0 et une destination D. x(e) est la ‘partie de ce trafic empruntant 1'arc e.

Sur 1'exemple 1,0n peut remarquer que les codts des arcs du plus long

chemin (i.e. le chemin de coiit maximum) utilisé n'ont pas augmenté aprés

la réqulation. Cette propriété reste toujours vraie comme le montre le théo-
réme suivant.
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Theoreme 1

Pour une affectation donnée du trafic, il existe un systéme
= (b(e), e « U) qui vérifie le principe de Wardrop tel que b(e) = 0
pour tout arc e appartenant a un itinéraire utilisé de 0 a D de colt

maxiinum.

Ce théoréme montre que pour une affectation donnée fixe du trafic,
on peut toujours trouver un systéme de régulation de telle maniére qu'aucune
file d'attente ne se forme sur les arcs d'un plus long chemin utilisé par
le trafic dans cette affectation.

Démonstration :

Soit &, un itinéraire utilisé de 0 a D de coit maximum.
A tout sommet i on associe un potentiel w(i) égal & la longueur du plus long
chemin utilisé de 0 a 1.
51 un tel chemin n'existe pas, on pose w(i) =
Pour tout arc e = (i,j) on pose :

b(e) = w(j)-w(i)-t(e) si e est utilise
e = (i,3)
=w  Sinon

Le systéme b = (b(e), e ¢ U) vérifie le principe de Wardrop.
On a : ‘
b(e) = 0 Ve ¢ 2

carsil existe B, = (i »J ) €2, tel que b(e ) > 0 on aura ﬂ(J Y > wl§ yt( )
ce qui contred1t le fa1t que £ est de cout maximum.

C.Q.F.D.
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Ainsi, pour une affectation donnée, le temps total réel passé dans le
systéme selon le principe de Wardrop est :

T = Tq.i

o

| ot
-
L]

longueur du plus long chemin utilisé par cette affectation.
débit du trafic.

L2
#

Par conséquent, e probléme & de régqulation (qui est de minimiser 1 )

peut se ramener a minimiser 1a longueur T du plus long chemin utilisé, ce qui
s'énonce comme .suit :

Corollaire :

- - - -

Dans le cas d'une origine et une destination le probléme® se raméne a la
détermination d’un réseau partiel qui écoule le trafic et dont le plus long
chemin est le plus court possible.

Remarque 1

Le théeoréme 2 reste encore vrai dans le cas de plusieurs origines et une
destination.

2.2 - Deux méthodes de résolution

Dans ce qui suit on propose deux méthodes de résolution du probléme
Dans la premiére on formule le probléme ® sous forme d'un programme mathé-
matique dont la fonction objectif est concave, puis on le résoud par la
meéthode des coupes proposée par Zwart {10]. La deuxiéme méthode est une
procédure de séparation et évaluation progressive “Branch and Bound" basée
sur le Corollaire du théoréme 2.
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Le programme (PD) est équivalent au programme {PDN) suivant :

-gsii=290
Poox(e) - 1 x(e) -
e/i=T(e) e/I=I(e) 0 sii#0,D
gsi i=0D
0 < x(e) < c(e)
(PDN) < m(J)-m(1) < t(e)+b(e) Ve = (i,])
E b(e) 2 0 Ve ¢ U
ﬂ('l) >0 Vi ¢ V

W = min g(t(e)+b(e))x(e)+N(z(t(e)+b(e))x(e)—M(D)—w(O))q)
e

od N est un réel "suffisamment” grand.

A V'optimum de (PDN) on aura

1§

g(t(e)ﬂ)(e))x(e) (n(D)-w(0))q

i

Lorsqu'on fixe (m,b) ¢ E, m = (n(i), i « V) , b = (b(e), e ¢ U), le programme
(PDN) se raméne 3 un programme d'affectation de cofit minimum dont la fonc-
tion objectif atteint un minimum W, fonction de 7 et b. Notons W(w,b)

cette nouvelle fonction.

Lemme 1
W(m,b) est concave
(simple & vérifier)

Le programme (PDN) peut s'écrire :
min W{w,b)

(1.1)
tg(w,b) € E
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Remarque 2
Du fait que les vecteurs w et b peuvent &tre majorés, le polyédre E est

borné.

On sait qu'il existe une solution optimale globale de (1,1) qui est.un sommet
extréme de E.

La méthode des coupes consiste & aller d'un optimum local & un autre en amé-
tiorant & chaque pas la valeur de la fonction objectif..

Supposons avoir déterminé & 1'itération j un optimum local (ﬂj,bj), on cons-
truit alors une suite croissante {au sens de 1'inclusion) de compacts Eji
amboités i=1,..., tels que :

min W(u,b) = N(ﬂj.bj)
(1.2)

{n,b) Eji
$*11 existeunindice i tel que E < Eji alors (ﬂ.,bj) est une solution optimale
globale de (1,1). Sinon, il existe {w,b) ¢ E et {#,b) ¢ Eji Vi.

Deux cas sont alors possibles :
a) soit W (u,b) = N(wj,bj); on construit alors un nouveau compact

Eji+1 satisfaisant {1,2) et contenant (w,b), E
ple 1'enveloppe convexe de {u,b) et Eji'

b) . soit W(w,b) < w("j’bj) et on détermine un nouvel optimum local
(“j*l’bj+1) sommet extréme de E, tel que N(ﬂj+l’bj+l) < N(ﬂj.bj).
On commence donc une nouvelle itération (j+l1).

Lte nombre de points extr@mes du polyédre est fini : dn peut montrer de plus
que V(uj,bj) e E, a 1'etape a), aprés un nombre fini n de pas, ou bien

£ c EJ.ﬂ ot bien il existe (u,b) ¢ E et (n,b) ¢ Ejn tel que W(m,b) < N(ﬂj,bj)
La procédure est donc finie.
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Remarque 3 : On a intérét & choisir pour N la plus petite valeur possible
assurant que 1'équation :

Z(t{e) + b(e)) x(e) = (n(D) + m(0))q
e
est vérifige,

Remarque 4 : Cette méthode reste valable dans le cas de plusieurs origines
et plusieurs destinations.
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Les méthodes d'énumération partielle ("SEP“~ou'Branch and Bound") sont couramment
utilisées pour la résolution effective de la plupart des probliémes d'optimisation
combinatoire. Nous utilisons cette technique pour achever la résolution com-
pléte du probléme P, en nous appuyant sur le Corollaire du Théoréme 1.

Par ce curo?%a{;e on se raméne & la construction d'un réseau partiel
R* réalisable (par legquel passe un flot réalisable) et dont le plus long chemin
est le plus court possible. Soit T* la longueur de ce chemin.

- Donnons tout d'abord 1°‘idée générale de 1‘algorithme en décrivant les
deux premiers pas :

On commence par ordonner les arcs du réseau initial €1:85,...,€, par 1a
relation i ﬁ J si et seulement si le plus court chemin entre 0 et D passant par
e, est inférieur ou égal au plus court chemin entre 0 et D passant par ej. Soient
: T(ei) et T(ej} les longueurs respectives de ces chemins.

€1:€55. .58

Y(el) < T(ez) < ... S T(em)

Puis on introduit les arcs précédents, suivant leur indice croissant
Jusqu'a ce qu'on ait obtenu un premier réseau Ra réalisable.

Soit LO = (eol,eoz,...,eok) 1e plus long chemin de ce réseau. On notera TPLO

1a longueur de ce chemin et TPC la longueur du plus court chemin passant par
0
le dernier arc introduit.

< T <1
0 PLO

- N . . * LI s
Si TPCO = IPLQ T'optimum est atteint, R = Re et T° = YPLQ’ Sinon L, peut ne

as faire parti de R auguel cas il existe au moins un arc e de L ne figurant
i

On a TPC

pas dans R™, 11 faut entamer alors une séparation.

Cette séparation consiste d partitionner 1'ensemble S0 des réseaux réalisables

- < .
en k sous-ensembles SOI,Joz,...,Sok :

NS
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est 1'ensemble des réseaux réalisables ne contenant pas 1'arc eQI

est 1'ensemble des réseaux réalisables contenant 1'arc e et ne
1

contenant pas 1'arc e,

. 2

est 1'ensembie des réseaux réalisables contenant les arcs e, et e, et ne
1 2

contenant pas 1'arc e,

2

est 1'ensemble des réseaux réalisables contenant les arc €, s€, 5028
et ne contenant pas 1'arc e,
k
I1 est clair que les ensembles S0 sont disjoints deux & deux.
J

On appellera "arcs obligés" les arcs devant faire parti des réseaux

réalisables et "arcs interdits” les arcs ne devant pas en faire parti.

Cette premiére itération peut 8tre schématisée par 1'arborescence

ci-dessous :

T < T
o PCb PLO

S S
02 OR
e £R ¥ReS ,e eRete MRlmememew=|V¥RS ,{e ,e ,...,e }<R
0 05770y 0y 0T 070,70y g
et e #R
O

ot R est un réseau réalisable

Figure 6
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Chaque sous-ensemble S0 (sommet pendant de 1‘'arborescence) est donc

L]

caractérisé par un ensemble d'arcs obligés 00 {eo & ,...,8 } auquel

i 1 % %4-1
s'ajoutent des arcs dits de raccourci et un ensemble d'arcs interdits Io. = {eo'}

auquel s'ajoutent des arcs dits fantbmes .

—— —— it et s e e e m e e

Ces sous-ensembles &tant déterminés, on construit a partir de chacun

d‘eux un réseau Roj réalisable de la méme maniére que Ro” c'est & dire, on consi-
dére les arcs du réseau initial non obligés et non interdits dans S0 et on les

ordonne par une relation d‘ordre analogue & celle du début de la procédure (voir
Justification de 1'algorithme).

Roj est alors construit” comme Ro' On obtient ainsi les réseaux

R0 ’Ro ,...,R0 affectés chacun de deux valeurs YPC et TPL , respectivement
1 72 k oj 0
borne inférieure et borne supérieure de T  dans 1'ensemble des solutions So.‘

(TPC est la longueur du plus court chemin associé au dernier arc introduit
)

J
au cours de la construction de RO s TPL est la longueur du plus long chemin).
J 0,
J
Soient
2 .
To, = inf {7, ,T }
PL j=1,....k PL, PLo.
J
2 .
Toe = dinf T, }
PC o gan ke PG,
J
Si Tgc‘z TSL ,» 1'optimum est atteint et R" est le réseau dont le plus long chemin
2 R 4
est TPL’ T = TPL'
Sinon on entame une nouvelle séparation & partir du sommet So. tel que
I j
T = Tops
PC0 PC \

i
Pour pouvoir donner 1'algorithme dans toute sa généralité, nous avons besoin
de quelques résultats et définitions préliminaires.

S Mt e - - > - = - s A e v W 2 n - e o "

Proposition : Un réseau optimal R™, ne contient pas de circuits.

En effet supposons que R* contienne un circuit ¢ = (el’EZ""'er)
tel que x(ei) >0 Vi,
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Soit e. un arc du circuit tel que x(e,) = inf x{e;).
J ' J e.eC !
i

Considérons Te flot x' défini par :
X (ei) = x(ei) sie;écC
X (ei) = x(ei) - x(ej) si ee ¢

x' est bien un flot réalisable dans R*-{ej} et ce dernier est sans circuit.

Deéfinition 1 : Un arc (a,b) non obligé {et non interdit) est dit 'arc de raccourd'

associé & un ensemble d'arc obligé 0, s'il existe un chemin ¢ entre a et b
(Fig. 7) tel que : |

Ve ¢ O, e ¢ 0
et

t(c) = .z tle) 2 t{a.,b)
ee(

e, e b €12€ps---se,. arc obligés f

oG S _{ }
C_ elSe2"°‘!er

t{c) = t(a,b)

(a,b) est un arc de raccourci

Figure 7

Définition 2 : Un arc non obligé est dit "arc fantéme" associé i un ensemble

d'arcs obligé 0 s'il crée un circuit avec des arcs de 0 {Fig. 8).
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.. F oL

7‘—?

el,ez,...,er arcs obligés

{el,ez,...,er,(j.i)) est
un circuit
(j,1) est un arc fantéme

Figure 8

'Notation : On notera R(0) (resp. F(0)) 1'ensemble des arcs de raccourci (resp.
des arcs fantdmes) associés a 0.

Lemne 2 : Les arcs de raccourci associés a un ensemble d‘arcs obligés 05
peuvent étre considérés comme des arcs obligés.

- e o - e

Soit ¢ un chemin entre deux sommets a et b tel que

Veel, 8501
(4)
t{c) = t(a,b)

D'aprés (4), un plus long chemin dans R* peut toujours ne pas passer
par 1'arc (a,b). Il peut emprunter & sa place (quand c'est nécessaire)
le chemin C.

Un plus long chemin dans R* est donc indépendant des arcs de raccourci,
on ne risque donc pas d'augmenter sa longueur si on introduit tous les

arcs de raccourci dans R* (i.e. on les rend tous obligés). On a plutét

intérét de le faire puisque on accélére de cette fagon la détermination
de R”.

Pér conséquent, on peut augmenter le colt de 1'arc (a,b) a t(c) (i.e.
t(a,b) i= t(c)) sans dégrader la solution optimale.
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Lemme 3 : Les arcs fantdmes associés & un ensembele d'arcs obligés 0y peuvent

étre considérés comme des arcs interdits.
. *
Démonstration : Soit 0; un ensemble d'arcs obligés tel que 0, <R".

. * " . . ~ s o=
On sait que R* est un réseau sans circuit, donc un arc fantdme associé a 05

ne peut pas en faire parti (d'aprés la définition d'un arc fant@me).On peut
donc 1e considérer comme interdit. ’

2-2-2-3 -~ Evaluation

e A o e -—

Pour évaluer les arcs non obligés (et non interdits) sur chaque
sommet Si’ on utilise la procédure suivante :
- Associer a tout arc de raccourci (a,b) ((a,b)eR(Oi)) un nouveau coit
t{ab) = t{C)
ol ¢ est le plﬁs long chemin d'arcs obligés qui lie les deux sommets a et b.
- Pour tout arc e (eé:ﬁi, eé.fi), déterminer le plus court chemin de 0 & D,
passant par e, dans le réseau modifié.

Soit Ti(e) la Tongueur de ce chemin Ti(e) est 1'@valuation
aasociée & 1'arc e.

(0) Initialisation

Si = S0 1'ensemble des solutions réalisables (réseaux réalisables) caractérisées

-

par 1'ensemble d'arcs obligés 0, = ¢ et 1'ensemble d'arcs interdits Iy = ¢-

S0 est un sommet pendant(*) unique.

(1) Pour chague sommet pendant Si (défini par le couple (Oi,fk) d'arcs obligés
et d'arcs interdits) faire
(1.1) Si 05 contient un circuit poser

T = 4oo, T = 400
PCi PL?

(1.2} (1.2.1) Ordonner les arcs non obligés et non interdits

{{eel / edo; et eéIi}) €1,85,...,€  par la relation d'ordre
J < k <= Ti(ej) < Ti(ek)

(1.2.2) Ajouter aux arcs obligés Oys les arcs ordonnés a 1'étape
(1,2,1) suivant leur indice croissant jusqu'd ce qu'on obtienne
un réseau Ri réalisable.

Seit ed le dernier arc introduit dans la construction de Ri'

T T T A A R M i T S ) T Vo L N T S o o Al ko 4O P A Tl e R T Ao B S i b0t e R o B o e e W % o S om0 e et 8 oo

(*) Un sommet est dit pendant s'il n'est pas encore séparé.



(1.2.3) Déterminer les valeurs

Longueur d'un plus long chemin Li dans Ri si Ri
TPLi est sans circuit '
o0 sinon
(1.3) Si Tnf Toe 2 inf T, ~ STop
Si sommet pendant 1 Si quelconque i

(pendant et non pendant)

Sinon aller en (2).

(2) (2.1) Déterminer le sommet pendant Si tel que
o

T = inf T inf H
PCy S, P, ? S, PL,
{sommet pendant) {quelconque)

Soient L§ un plus long chemin dans Ri {si Rﬁ contient un circuit ¢,

Li sera ?e circuit ¢ auquel on ajoutegun chem?n quelconque de 0 & ¢
etoun autre de ¢ 3 D) et (61’32’°°‘”&k) les arcs non obligés de Ly -
Le somnet Si étant défini par °
0iO ensgmble d'arcs obligés
Iio ensemble d'arcs interdits

(2.2) Séparer Si en k sommets pendants Si i J=1,...,k caractérisés
o ‘ o
par les couples (oi I I j) J=1,...,k d*arc obligés et d'arcs in-
o )

terdits tels que

0, L {el""’ej—l}

<
n

]0‘] [
.= T. u {e.}
iOJ '10 3

I

n

(2.3) Déterminer
R(Oioj)’ F(Oioj) pour Jj = 1,...,k

0, =0, ; uRO; )
101 id i,d
.'=I. 'UF(O'

103 1

I, .
10} OJ)
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Chaque nouveau sommet pendant Si j est défini par le couple
0
(0; 55 T5 3.
Tod T 1gd

Aller en (1).

- - . o . - 0wt B e o - ot

On rappeile qu'un sommet Si défini par
05 ensemble d'arcs obligés

I; = ensemble d'arcs interdits

It

correspond & 1'ensemble des réseaux réalisables contenant 1'ensemble 03 et ne
contenant aucun arc de 1'ensemble Iia

S; = {R/ 05 cRet R n Ii = ¢}
ol R est un réseau réalisable.

A 1'étape (1.1), si ﬁi>c6htient'an ¢ircuit afiors‘oé ¢ R (car R™ est sar
circuit) et d'aprés ce qui précéde R* ¢ Si‘

On a intérét donc dans ce cas de cesser de développer la branche contenant
le sommet S, (en posant Tpci = + o, TPLi =+ w),

Si reste toujours un sommet pendant.

- A 1'etape {1.2). on détermine une borne inférieur&-TPC et une borne
. ' i
supérieure TPL de T" quand on considére que R* est un réseau de Si‘
i

En effet
. P %
Lemme 4 : Si R ¢ Si alors TPci < T7.

Qémqg§§ration : Le sommet Si est défini par le couple (gi’fi) d'arcs obligés

-

et d'arcs interdits.

R" ¢S, entraine 0, <R .

TPC? = Ti(ed) o ey est le dernier arc introduit dans la construction de Ri‘

Supposons que T < TpC .
* i *

Donc ¥ee R _Oi’ Ti{e) < T

Alors Ve e R™-0,, T.(e) < Tpci (1)



Dans la construction du réseau réalisable Ri’ on introduit les arcs
un par un par ordre croissant des valeurs Ti(e) ; par conséquent, d'aprés (1),
tous les arcs de R*~0i auraient été introduits dans cette construction avant
4 ® -
1tarc e, donc R c:Ri e

R* est réalisable, mais Ri'ed ne 1°’est pas (puisque ey est le dernier arc intro-
duit dans la construction de Rj, d'ot la condtradiction.

Remarque : Les bornes TPC% forment une suite croissante sur chaque branche de
séparation.

L'algorithme se termine & 1'@tape (1,3).

Pour chaque itération on notera

kK .
TPC = g?f Tpci
i
(pendant)
kK _ .
IPL = zgf TPLi
i
quelconque
(quel )

On notera que la suite I%C {resp. T?L) est croissante {resp. décroissante}.
Dans 1'algorithme, on teste toujours 1'optimalité 3 1°é&tape (1,3).

Si 34 une itération k donnée on a

K -k
Toc 2 Tpp

alors on est & 1'optimum.

En effet, soit S.» le sommet .+ tel que Tk =17 » alors le réseau
i PL PL

optimal R* correspond au réseau Ri* dont le plus long chemin est de longueur
T . '

PLi*

. * -
Ainsi T = TPLi*'
Supposons que R.# ne soit pas le réseau optimal cherché, c'est a dire T" < TPL . (i

_i*
Alors quel que soit le plus long chemin L; de longueur TPL , Li ¢ R" (i.e. 1
i

existe toujours au moins un arc de Li n'appartepnant pas a R*). Donc i1 existe

toujours un sommet pendant S tel que R"eS

3 ¥
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(Sj est 1'ensemble des graphes réalisables contenant 1'ensemble d'arcs obligés Oj
et ne contenant aucun arc de I., S. est munidesbornes T,. ., T, ).

j* PCJ PLi
D'aprés ie lemme précédent on a

T < T*
ch
or
k
Tpe. 2 Tpe
J
et
k
Tpe 2 Tpai*
Alors
T =T
PCj PLi*
et
k3 « o
T =2 TPL§* Contradiction avec (2}.

Justification de la stratégie de séparation

Lemmes : Si & une jtération k on a :

k k
Tec < ThL
alors
k *
TPC ; T
En effet, supposons que Tgc > T, (3)
K k

Si TPC < TPL alors d'aprés 1'algorithme, on doit passer & 1'étape (2) et faire

une autre itération jusqu'a ce qu'on arrive a satisfaire (& 1'itération kO
ko ko
Tre = Tp

Pour chaque sommet Sf exploré dans une itération j, j > k on a

k
Tpp, = Tpg, = Tpe
1 1
11 vient K
0 k
TpL = Tpg

et par suite, d'aprés (3), on aura
K

0 *
TPL > T



Cect contredit le fait que T" = TPS.

Par conséquent, la suite Tgc (resp. Tg;) reste croissante (resp.

k
PC

Sauf & 1'itération ko on aura
k k

0 0 *
TPC 2 TPL 2T

< T < 71K

décroissante) avec T pL

¥k <k
0

Par suite si 3 une itération k on a :

K . 1k

Tpe < Tpy.

on ne peut pas confirmer encore la détermination du réseau optimal R*, ce
qui oblige & entamer une nouvelle séparation {qui est décrite a 1'&tape (2)
de 1'algorithme).

Soit Si le sommet tel que

0 ok
Tpci = Tpe
o
Si est défini par (0i . Ii')a
0 0 )

Si sera choisi comme un noeud de séparation; Ceci exprime le fait qu'il est
o

possible que le réseau Ri {déterminé dans Si ) ne soit pas optimal (i.e.
o o :

R* # Ri et Li ¢ R* : un arc non obligé au moins de Li n‘appartiendra pas
o 0 0

i RY).

Soient €1seealy les arcs non obligés de Li : par conséquent,
0

3 =1,....k.

1'ensemble S; peut &tre partitionné en k sous-ensemble §S.
i 13

0 0

Sy est 1'ensemble des réseaux dans Si ne contenant pas 1'arc e
0 0

Si 2 est 1'ensemble des réseaux dans Si contenant 1'arc e, el ne contenant
o) o :

1"
pas 1'arc €.

S, ; est 1'ensemble des réseaux dans S. contenant les arcs e 2e..8: 4 €L
iOJ 10 1 j-1
ne contenant pas 1'arc ej.
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IT est clair que les 30US-gnsembles Si j_sont disjoints deux

o
a deux. Chaque sous-ensemble S. . est caractérisé par le couple (09 L, 19 iy
1,3 LU P
d'arcs obligés et d'arcs interdits tels que
0
0; s =0, vie,,e,,...,e. .}
15 1, 1*-2 -1

0]
I; . =1, yf{e.}
ol o J

Cette caractérisation n'est pas deéfinitive, on peut 1‘améliorer, ce qui
permet de mieux localiser la solution optimale.

En effet, on peut considérer dans Si j les arcs de raccourci (resp. les

.

- P (4] P
arcs fantbmes) associés a 0 j comme®des arcs obligés (resp. des arcs

0
interdits)
Chaque sous-ensembie Si j sera défini donc par le couple
0
(0 I, ;) tel que
1" 713
0 0
0, ; =0; ;uR(0; -
id 1,3 iy
0 -0 0
I. . =1; uF{0; ;)
i,d i i,

On remarque qu'un ensemble 0y d'arcs obligés est toujours une arborescence
de racine 0 ne contenant pas de chemins entre 0 et D. Oi ne réalise Jamals‘

un flot.
Chaque sommet pendant S, étant(ﬁéffni par un goup]e (Oi’Ii) d'arcs obligés ét
dfarcs~ interdits, on retourne & 1‘étape (1).
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Application
En appliquant la méthode (SEP) aux deux exemples des pages: 16 et 20, on.avra da

chaque cas R* = Ro’

L Rty Wiy

En associant & chaque arc e du réseau la Tongueur du plus court
chemin entre 0 et D et passant par e, on aura :

1(0,2) =7, T(a,b) =7, T(b,D) =7, T(a,D) = 10, T(0,b) = 12
d’ob

T(0,a) s T(a,b) < T(b,D) < T(a,D) s T(0,b)
et par suite :

(0,a) < (a.b) < (b,D) < {a,D) < (0,b)

e] 62 83 84 85

En introduisant les arcs suivant leur indice croissant on obtient :

R = {el,ez,e3,e4,e5} = R

0
d'on
L, = {0,b,D}
T = 12
PL,
TPC = T(eS) =12
)
TPC = TPL on est donc & 1'optimum
0 )
R™ =R,
™ =12
Exemple 2 :
On a
T(0,a) = 10, T(a,b) = 10, T(b,D) =10
T(a,b) = 19, T(0,b) =19, T(0,D) =19

T(0,a) < T(a,b) < T(b,B} = T(R,D) = T(G,b) < T(0,D)
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donc

En introduisant les arcs suivant leur indice croissant, on obtient :

RO = {elge2:e3se4ae5}

d‘oli
LO = {0,a,D}
TPLO = 19
TPCO =19
TPCO = RPLO On est donc & 1'optimum
R™ = R
T =19
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CHAPITRE 3

ETUDE DU PROBLEME p
DANS LE CAS DE PLUSIEURS ORIGINES ET UNE DESTINATION

INTRODUCT ION

Dans cette partie, nous Etudions le probléme P dans le
cas ol le réseau routier comporte plusieurs origines et une

destination.

Nous montrons qu'on peut généraliser dans ce cas les

résultats pour une origine et une destination.

En particulier le théoréme fondamental du chapitre précé-
dent (il existe toujours une régulation qui ne pénalise pas les

itinéaires les plus longs) demeure valide.

On appelle "type de trafic'" une composante du trafic qui
circule entre une origine et une destination spécifiées.

Pour cela, nous donnons une formulaticn mathématique du
probléme P, qui nous montre que tout le trafic qui circule dans
le réseau peut &tre identifié 3 un seul type de trafic (c'est
a dire qu'il n'est pas nécessaire de distinguer le trafic par

son origine).

Céci permet de ramener la recherche d'une régulation optimale

a8 la recherche d'un réseau partiel sans circuit.

Pour cela, nous décrivons (§3) une procédure "Branch.and
Bound" dont 1'évaluation est différente de celle donnée au
Chapitre 2, et repose assez naturellement sur 1'affectation

minimum,.

Un exemple de régulation est donné au deuxiéme paragraphe.
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3.1 FORMULATION THEORIQUE

Dans cette partie, on considére un réseau R = {V, U)

comportant K origines Oi’ 0, o s OK” et une destination

>
D. Sur chaque liaison (k) k = 1,... K, d'erigines Ok et
de destination D circule un trafic d'intensité q; suppo-

sée constante.

D'aprés 1.7, le prshlémemf se formule alors de la maniére

suivante
=g sii =0
* {(4,1) £ x (e,k) - £ x (e,k} =(0 si i # Ok’D i€V
e/i=T(e) e/i=1(e) k=1,...,K
Ay si 1 =D
K
(4,2) ¥ x (e,k) < C (&)
k=1
(4,3) 7w (4,k) - w (L,k) ¢ t(e) + b(e) e = (i,j)e U

k=1,..., K

(4,9 = T (t(e)*ble) x (e,k) = L (n(D k) - 7(0d)q

e€l k=1,..,K k=1,..,K
x (e,k) » 0 ee U
b {e) 20 ievVv
r (i,k) 30 kK =1,..., K

min I (n (D,k) - m (0,,K)) qp
k=1,..,K

Les variables x (e,k}, b{e), c(e) ont &té
définies dans le Chapitre 1.. ...

Dans ce cas, on interprétera N(i,k) comme l‘épposé du temps
nécessaire pour joindre i a D (m(D,k) = 0 Vk)
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Nous allons montrer que le probléme de régulationiﬂ
(défini par PD) est équivalént au probléme p' défini par le
programme PD’ qui suit. Ce dernier correspond au réseau R
avec un seul type de trafic (c'est a dire quand on ne distingue
pas les trafics par leurs origines, sauf dans 1'expression du

cofit ressenti).

o

TGy si 1 =

k
I x (e) - £ x (&) =f{ 0 si i # Ok’ D i€V
e/i=T(e) e/i=I(e) q1#5,+qx~si i=0D
x {e) £ C (e) e€U

m () -7 () b (e) +t (e) e = (i,j)

I(n (D) -7lgd) a = I (t (e) +b (e)) x (e)

k=1,ff,K e€l
X (e) 3 0 e€U
W (1) S o 1€V
b (e) 2 0 e€l

min L (n () -7 (OK)) Qy
k=1,..,K '

x (e} est la partie de trafic qui circule sur l'axe e.

Ceci est donné par le théoréme suivant.
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THEOREME 1 : Les programmes PD et PD' sont équivalents.

DéEmonstration

Il suffit de montrer gqu'a partir d'une solution réali-

sable du programme PD', il existe une solution réali-

sable du programme PD telle que les valeurs des

fonctions objectives correspondantes sont &gales.

Soit X

(x (e), e€ )
(v (i), 1€V)
(b (e), e€l)

i

H

]

Une solution réalisable de PD'. Donc, entre chaque ori-

gine Ok et la destination D, circule un flot réalisable

d'intensité Q-
Soit x (e,k) 1la
itare e

On a X

On pose ™

Le vecteur X

portion du trafic Qe qui circule sur
(e) = L x (e,k)
k=1,-,K

(i,k) = n (1) iev

= (X (esk} » eéUs k = ?z"aK)

m =7 (i,k) , i€V, k = 1,-,K)

= (b (e) , e€U)
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est une solution réalisable du programme PD.
On a aussi :

E(nw (D,k) - = (OK)) G = L (w (D) - n(OKn) Q)
k=1,~-7K k=1,-,K

Les deux valeurs des fonctions objectives sont donc
égales.

C. Q. F. D.

Dans le cas d’une origine et une destination, on a
montré que pour une affectation donnée du trafic, on
peut déterminer un syst@me de régulation tel que les
plus longs chemins utilisés de 0 3 D ne sont pas péna-
lisés. Ce résultat reste encore vrai dans le cas de
plusieurs origines et une destination. On montrera

par le thédréme suivant que pour une affectation donnée
du trafic, les plus longs chemins utilisés d'une ori-
gine Okvﬁ la destination D peuvent ne pas supporter de
pénalités. Autvement dit, on peut toujours trouver un
systéme de répulation qui laisse la circulation fluide
sur les plus longs chemins de 0, aD.

THEOREME 2 : Pour une affectation donnée du trafic,

il existe un systéme b = (b (e}, e U)
qui vérifie le principe de Wardrop, et
tel que b (e) = 0 pour tout arc e appar-
tenant 3 un chemin utilisé d'une origine
0y a4 la destination D de cofit maximum.

Démonstration :

Pour tout sommet i€V, on détermine un poténtiel = (i} égal i
1'opposé de la longueur du plus long chemin utilisé de i
8 D. §i un tel chemin n'’existe pas, on pose : 7 (i) =



1

Pour tout arc e {i,3) on pose

[}

b (e) 7 (3} - 7 (&) - t (e) si e est utilisé (4,5)

© Sinon

#

Le systéme b = (b (e), e€U) vérifie le principe de
Wardrop : les colits des itinéraires utilisés par 1le
trafic d'une origine Oy & la destination D sont égaux
et ne dépassent pas les colits des itin€raires non

utilisés.
Soient 1} et 12 deux itinéraires utilisés de Dk abD.

On a

1

Lt (e) +b(e) =Ir (i) - = (3)
e 13 e={1i,j3) ii

m (D) - w(O)

i

zt{e)+b(e)=2w(i}*ﬁ€5}
e€1l, e=(i,j) €1,

T (D) - w{0g}
Par conséquent, les deux itinéraires 1; et 1, oﬁtélé
méme colit marginal &gal 2 n (D) - = (Og ) '
D'aprés (4,5), on a :
T (3 -1 @) -t (e) b (e)
ainsiA:
" (3) - m () b (8) ¢t (o)
donc, pour tout chemin 1 de O d D, on a:

Dw () -m (1) =7 (D) -7 Q)< IDb (e) +t (e)
e=(1,j)€ 1 e€1
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Un chemin non utilisé de 0y a D a par conséquent un
cout 2w (D) - H(OKJ

Le principe de Wardrop est donc vErifié.

Seit 1k un itinéraire utilisé de Ok a D, de coit maxi-

mum, alors on a

b (&) = 0 e €1,

Car s'il existe un arc eé:lk tel que b (e} > 0, on aura :

¥ (3) - 7 (1) -t (e) >0
donc

7 () > v (1) + t (e}
Ceci contredit le fait que lk est de colit maximum.

C. Q. F. D.

D'aprés le théoréme précédent, pour une affectation donnée du tra
fie, il existe® une régulation telle que le temps réel passé

par 1l'ensemble des usagers dans le systéme selon le principe
de Wardrop peut s‘*écrire :

T =X Tk Qy
k=1,-,K

oil Tk est la longueur du plus long chemin utilisé par
cette affectation de 1'origine Ok 4 la destination D.

Par conséquent, le probléme de régulation P se raméne

a4 la recherche d'une affectation optimale qui minimise
T, Ce qui s'énonce comme suit



- 52 -

Corollaire

Dans le cas de plusieurs origines et une destination,
le probléme P se raméne a4 la détermination d'un réseau
partiel Rx qui écoule le trafic et tel que

B X
T = L Tk Gy

k=1,~,K

est minimum.

o Tkx est la longueur du plus long chemin dans R¥

de Ok a D.

REMARQUE 1 : Le réseau optimal est sans circuit.
(Dem. identique & celle du Chapitre 2).

REMARQUE 2 : Le théoréme précédent n'est pas vrai

dans le cas général de plusieurs origines
et plusieurs destinations.Comme le mon-
tre ‘1'exemple ci-dessous, dans la solu~
tion optimale, les plus longs chemins
dans ce cas portent parfois des colits
d'encombrement.

On considére le réseau R suivant compor-
tant deux origines Oi’ 02 et deux desti-
nations Dl’ DZ‘
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Les arcs sont munis des cofits constants
t(03 ;Dz) 8, t(O]- »02) =4, t(oz:Dz) = 2,
t(Dst]) = 4, t(OZ’DT) = 8. Les capacités
des arcs (0],02) et (DZDDR) sont égales a

L]

90, les autres capacités sont supposées
infinies. Les débits sont constants et
donnés par

qy = 100, q, = 10.

Sur ce réseau existent deux liaisons (1)
et {2).

La liaison (1) comporte les itinéraires
(01, 0,, Dy}

({)]ﬁ D,, Dy}

(0?, 02, DZ’ D,)

et la liaison (2) comporte seulement
1*itinéraire (02, D2)7

Enil'absence de toute régulation le tra-
fic s*auto-répartit en respectant le
principe de Wardrop {(ce qui correspond &
l1taffectation du colit minimum) comme suit :

_ 10 empruntent l'itinéraire {02, Bz)

. 80 empruntent 1'itinéraire (01, 02, DZ? Dl)
. 10 empruntent 1l'itinéraire (0], DZ’ Di)

. 10 empruntent 1'itinéraire (01, 02, Dl)f
Cette affectation peut s'interpréter de

la mani€re suivante
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Le trafic q, emprunte son itinéraire
unique (02’ BZ), Vu la contrainte de
capacité sur 1l'arc {Gi, Gz), 10 usagers
sont obligés d'emprunter 1'itinéraire
(02’ BZ’ Di)b Les 90 qui restent com-
mencent par emprunter 1l'itinéraire le
plus rapide (033 02, Dz, Dl)’ mais
puisque la réserve de capacité de cet
itinéraire ne peut absorber que 89 usa-
gers, ‘10 usagers. se trouvent donc obli-
gés d'emprunter 1'itinéraire (04, 05,
D§). Cette affectation conduit 3 1a sa-
turation des arcs (@1,02) et (Dz,ﬁ})

et crée sur ces arcs des colits d'encom~
brement supplémentaires.

Ces coflits d'encombrement sont déterminés
de telle mani&re que le principe de
Wardrop soit vérifié (pour chaque liai-
son (k) k = 1, 2, .-+, K, les colits

‘des itinéraires utilisés de Gk a Dy

sont €gaux et ne dépassent pas les cofits
des itinéraires non utilisés).

On a dong

!
(AN

b (D,, Dy)
b (0, 0,) = 2

Deux files d'attente se forment sur les
arcs (33, 62} et éﬁz, ﬁT) ce qui oblige
les usagers qui utilisent ces arcs de
passeér sur chacun un temps supplémen-
taire &gal 3 2.
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Les temps réels de parcours sont donc
14 sur chaque itinéraire de la liaison
(1) et 2 sur (02, Dz). Le temps réel
total passé par 1l'ensemble des usagers
dans le systéme est

14 x 100 + 10 x 2
1420

-3
i

]

Une régulation dans ce cas peut se faire
en abaissant la capacité de l'arc (02, D]).

En effet, si on réduit la capacité de
1'arc (02, DZ) 4 10 {les autres capacités
restant les mémes), le trafic q, emprunte
encore cet arc, mais le trafic q, se
répartit cette fois-ci sur les deux itiné-
raires (0‘, DZ' D]) et (0], 02, D]) qui
sont de méme coiit et qui peuvent absorber
tout ce trafic.

qq = 100 O‘ 8 D

——y > -
(90)
Y
4
2
0 D

. 2
{.] penalite ,

Fig, 10
Dans ce cas, la congestion se déplace
sur l'arc,(Oz, DZ) qui se trouve 4 la
saturation. . La circulation sur les
itinéraires (0], Dz, Dj) et (0], 02, D])
est fluide.
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Pour vérifier le principe de Wardrop,
on deit munir lfarc (02, Dz} d*un cofit
supplémentaire . - 0. - ggal a 2,

b {02, BZ) = 2. {(Ceci pour que le colt
de 1*itinéraire (OQ, 02, Dz, ﬁi) qui
n'est pas utilisé par le trafic q; ne
soit pas inférieur au colit des itingé-
raires utilisés qui est TZ)f

Les temps de parcours sont donc :

. 12 sur les itinéraires de 1la liaison (1)

. 4 sur les itinéraires de la liaison (2)
Le temps total est donc :
T =12 x 100 + 4 x 10 = 1 240

Un gain de 180 unités de temps est donc
réalisé aprés la régulation.; le temps
minimum de parcours du trafic q, est
12 x 100 = 1 200.

| ‘
D'autre part, on n'a pas intér&t & mettre
de pénalités sur les arcs des itinéraires
(01, Dz, B@} et (0}, 02, B§3 (car, dans
ce cas, le temps total dépasse 1 240).

La régulation est donc optimale.

On voit bien que dans 1la solutioﬁ opti-
male, le plus long itinéraire utrilisé

dans 1la laison (2) {(qui est l'arc (02, 0?»
supporte une pénalité de 2.
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3’.2 EXEMPLE DE REGULATION

On considére le réseau R suivant comportant trois
origines 0¥, 02, 03 et une destination D.

q13100~oi ‘ ,{40} .2 a
“ . ) - i
4 1 4
q2=50 02
2 .
- ‘ > L b (100 ‘i ")
5 5
c (H}
13
TFig. 11

Le chiffre associé 2 chaque arc représente le cofit
de cet arc. Les capacités des arcs (01, a), (b, D),
(€, D) sont respectivement 40, 100 et 50. Les autres
capacités sont supposées infinies.

En 1'absence de régulation, le trafic s'auto-
répartit comme suit

40 empruntent l‘itinérairé (0], a, D)
60 empruntent l'itinéraire (0}, b, D)
40 empruntent 1'itinéraire (0,, b, D)
10 empruntent 1'itinéraire (0,, C, D)
20 empruntent 1'itinéraire (03, C, D)
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Cette affectation conduit 3 la saturation des arcs
(b, D) et (01, a).

A 1'équilibre de Wardrop, les arcs saturés supportent
des colits supplémentaires donnés par

b (01, a)
b (b, D)

1l

I}
(%]

Dans la pratique, ceci peut s'interpréter comme suit

Ftant donnée la restriction de capacité sur 1l'arc (01”3)’
60 usagers du trafic q, sont obligés d'emprunter 1'iti-
néraire (O], b, D). La réserve de capacité sur l'itiné-
raire (02, b, D) (qui est de colit minimim (a vide) dans
la liaison (2)) ne peut pas absorber tout le trafic q,.
Une portion du trafic q, sera donc obligée de dévier
vers l'itinéraire (02, C, D), Quand le temps réel de
parcours sur 1'itinéraire (02, b, D) devient &gal a 10
(i.e. égal au colit de 1'itinéraire (02, C, D)). Une
file d'attente se forme donc sur ltaxe (b,D) et les
usagers qui empruntent cet arc supportent un temps

d'encombrement €gal a 5.

Par conséquent, le temps de parcours sur l'itinéraire
©,,
tent du trafic q; empruntent 1'itinéraire (01, a, D)

b, D) s'éléve a 12, les 40 usagers qui res-

qui est pour .eux de colit minimum (de cofit 12). Ils
passent sur l'arc (01, a) un temps d'encombrement sup-
plémentaire &gal & 3. (Le cofit de 1'itinéraire

(01, b, D) est égal a 12).

Le trafic q; emprunte sans difficulté 1titinéraire

(O C, D) qui est pour lui de coilit minimum.

39
Les temps réels de parcours sur les itinéraires sont

> 12 dans la liaison (1)

10 dans la liaison (2)
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8 dans la liaison (3)
Le temps réel total passé dans le systéme est :
=100 x 12 + 50 x 10 + 20 x 8 = 1 860

Cette affectation n'est pas optimale, on peut amélio-
rer la qualité de la circulation en abaissant les
capacités des arcs (02, b) et (03, c)f

En effet, si on supprime les arcs (02, b} et (03, c)
{(i.e. on réduit les capacités de ces arcs 3 0), les
autres capacités restant les mémes, le trafic s'auto-
répartit comme suit :

. 40 empruntent 1°'itinéraire (0!” a, b, C)
‘59 hﬁ D)
. 50 empruntent 1'itinéraire (02, C, b

. 60 empruntent 1‘'itinéraire (O
. 20 empruntent 1'itinéraire (03, D)

Dans ce cas, on oblige le trafic q, 8 emprunter seule-
ment l'itinéraire (02, €, D). Ainsi, on supprime la
congestion sur l'arc (b, D) et la circulation sur cet
arc demeure fluide.

Les 40 usagers du trafic q, choisissent alors 1'itiné-
raire (0;, a, b, D) qui est de cofit minimum. Ils pas-
sent sur l'arc (01, a) un temps supplémentaire &gal
atr (b (01,3) = 1).

Les temps réels de parcours sur les itinéraires de ()
(2) et (3) sont respectivement 7, 10 et 13. Le temps

réel total est :

T =100 x7 + 50 x 10 + 20 x 13 =1 460



Un gain de 400 unités de temps est donc réalisé aprés
la régulation.

On peut vErifier facilement que cette rdgulation
est optimale.
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3.3 METHODE DE SEPARATION ET EVALUATION PROGRESSIVE

Dans le chapitre précédent, on a utilisé la méthode
(S.E.P.) pour ré&soudre le probl&me /f dans le cas d'une
origine et une destination.

Grace au corollaire du théoréme 2, on &tend dans ce
paragraphe cette méthode au cas de plusieurs origines
et une destination. On utilisera dans ce cas l'affec-
tation de cofit minimum pour &valuer les sommets de
I'arborescence. (Cette évaluation différe de celle du
cas d'une origine et une destination, et se base sur
la relaxation que représente 1°'affectation 3 cofit

minimun) .

Par le cerollaire du théoré&me 4, le probléme P se
raméne 2 la dérermination d'un réseau partiel r*
qui écoule le trafic et tel que

K
L
est minimum.

On Tkx est la longueur du plus long chemin dans Rx

de Ok a n.

*3.3.1  Les deux premi8res itérations

Comme dans le cas d'une origine et une destination,
on présente tout d'abord les deux premidres itérations
de l'algorithme.

On détermine la valeur de 1'affectation de cofit mini-

mum dans R (R est le réseau initial). Soit TPC
valeur, et soit Ry le réseau partiel utilisé pag cette

cette

affectation, .

X

fpey & T



Pour chaque liaison (k), soit Ly un plus long chemin
de l'origine Ok 4 la destination D dans RO,

Soient T1, T2’7°
chemins L?, LZ’f?" LKA

.y TK les longueurs respectives des

Soit TPLO = Tyay * Tray + .o+ Thay
On a

X

T L TPL
Dol

T . ¢ 18 ¢ T

PC_ N ¥ “PL

o o
Si TPCO = TPL s l'opiimum est atteint, RK = Rb
et v =T = T
PC0 PL0

Soit 1'ensemble Ld d'arcs donné par

(+ représente la somme ensembliste)
On suppose que

L0 = (ej, €pseres em)?
Si RC n'est pas optimal, alors il existe au moins un
arc e; de LO ne figurant pas dans rRE. 11 faut donc

entamer une séparation.

On partitionne 1'ensemble S des réseaux réalisables
en m sous ensembles disjoints 81, SZ""’ Smf
(v} Sj est 1'ensemble des réseaux réalisables contenant

les arcs €ys---5 €

j-17 et ne contenant pas l'arc ej.
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Pour chaque ensemble obligé (e},~, ej—ﬁ) on détermine
les ensembles d'arcs de raccourci et d'arcs fantdmes
correspondants R ({e!,~,ej*§}) et F ({e‘,~,ej_]})
(voir § 2.2.2.2}.

On détermine par la svuite les ensembles d'arcs obligés
et d*arcs interdits 0;§ et Ij associés a chaque sommet Sj

0. = {e19~,

j IUR ({61»”5 83“1})\

ejul

1,
J

[}

{3)} U F ({e-’n"n ej”]})

Ces ensembles étant déterminéds, on associe 3 tout arc
de raccourci (a, b) un nouveau cofit donné par

£ (a, b)Y = & (C)

OO € est le plus long chemin d'arcs obligés qui lie
les deux sommets a et b.

Ensuite, on détermine pour chaque sous-ensemble Sj'
la valeur de 1'affectation de cotit minimum dans le
réseau partiel R »*Ij muni des nouveaux colits sur
les arcs de raccourci. ,

Soit TPC cette valeur, et soit Rj le ‘vréseau utilisé

paf cette affectation.

On note R, 1le réseau Rj auquel on ajoute l'ensemble
des arcs obligés 0j7
Pour chaque liaison (k) on détermine un plus long che-
min de 0, 4 D. Soient T, , T. , ... T. les 1 5

K iy SEEREN ongueur

- 32
de ces chemins.

On pose :
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On détermine ainsi les réseaux R0 , Roz’ ceny Rck

munis chacun de deux bornes TPC~ et TFL- respectivement

NP P 3
borne inférieure et borne supérieure de” = dans

I1'ensemble des solutions Sj’

Soient

Si Tpé > TPE » l'optimum est at;eint,zet RX
= Tpp, -

est 1le
réseau muni de la borne Tpﬁ , T

Sinon, on entame une nouvelle séparation a8 partir du

_ 2
sommet Si tel que TPCi = TPC

REMARQUE 3 : Dans le cas d'une origine et une desti-

nation, les ensembles d'arcs obligés

vérifient la propriété suivante

Pour tout arc obligé (a, b), il existe
un chemin formé d'arcs obligés de 1'ori-
gine 0 3 a.

Cette propriété sera encore conservée
dans le cas de plusieurs origines et
une destination. On déterminera les
ensembles d'arcs obligés de maniére
que, s'il existe un arc obligé (a, bj
dans une liaison (k), alors il existe
tout un chemin formé d'arcs obligés
de 1l'origine Ok i a.

Cette propriété permet de détecter le

maximum d'arcs de raccourci.
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3.3.2 Algorithme

(0)

(1)

Initialisation

Si = SO 1'ensemble des solutions ré€alisables
{(réseaux réalisables) caractérisé par l'ensemble
d'arcs obligés 00 = () et 1'ensemble d'arcs inter-

dits IO = @3
SO est un sommet pendant unique.

Pour chagque sommet pendant Si (défini par le
couple {Oi, Ii) dtarcs obligés et d'arcs inter-
dits, et tel que les colits des arcs de raccourci
sont modifiés), faire :

(1.1)°Si 0i contient un circuit, poser

Tpey =0 o Tppy T
(1.2) (1.z.1) Déterminer la valeur TPCi de
1taffectation du colit minimum
dans le ré€seau partiel R - Ii
{(si R - Ii ntest pas réalisable,
poser

T#ci =re TPLi =t e

(1f2,2) Soit R; le réseau partiel utilisé
par l'affectation auquel on ajoute
l'ensemble des arcs obligés 0;-

Si Ri contient un ciyrcuit, poser
T = 4+ <«
PL;

Sinon, pour chaque liaison (k),
déterminer un plus long chemin de
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1torigine Ok a2 la destination D dans
Ri’
vement les longueurs de ces chemins.

soient Tl’ Tz,,., . TK respecti-

Poser
Tpr; = Ty * Tadg * -0e v Ty
(1.3) Si

inf T > inf T STOP !
PC; , PLy
(Si sommet pendant) Si quelconque
{pendant et non pendant)

1'optimum est attédnt, R¥ est le réseau muni

de 1la borne

N .
inf TPLi’ T = inf TPL
S. S,

i i

s

1

Sinon, aller en (2}

(2Y (2.1) (2.1.1) Déterminer le sommet pendant Si tel
. e o
que '

Tpcig = inf TPCi ; inf TPLi

Si pendant sg quelconqué

(2.1.2) Pour chaque liaison(k), soit Ly

un plus long chemin de Ok ab
dans R.
1o

(Si (k) contient un circuit C, Lk
0

sera le circuit C auquel on ajoute

un chemin quelconque de Ok a C et

un autre de C 4 D.
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(2.1.3) Le sommet Sjo étant défini par

0; ensemble d'arcs obligés
o

Ii ensemble d'arcs interdits
0

Soit L 1'ensemble de tous les arcs
non obligés intervenus dans les plus
longs chemins L} .

On ordonne les arcs de L (L = (ei,-, e

))

m
de la mani@re suivante :

i i2€541!

vérifie la propriété suivante

< _
e, € e,y 8si 1'ensemble OiOL){e],ez, ,e

}

Pz TR, ' -
s'il existe un arc (a, b)e.Ui;J {e}, 1€5,€4 44
dans la liaison (k), alors il existe

}

tout un chemin dans Oi U {el —,€5,6

o
de Ok a a.

i+1

(2. .2) Séparer S en m sommets pendants S ’
; 1o i
j = 1,-,m caractérisés par les couplés

(0101 , 110_) j = 1,-,m d'arcs obligés

et d'arcs interdits tels que

<
L
<

iy i,V e oy

}

(2.3) (2.3.1) Déterminer

R (0i ) et F (0i ) pour j-= 1,-,m
: 03
0} J
(voir § I1IX 2.2.2)
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(R (0; ) et F (0. ) sont respective-
10- loj
ment les ensembles d'arcs de raccourci

et d'arcs fantOmes associés a 010‘)
]
(2.3.2) Pour tout arc (a, b) € R (04 )
0]
faire

£ (a, b)Y : = £ (C)

o C est le plus long chemin dans 0.

. 1o
qui lie a et bf
Oio- 2 = Oic,L} R (Oio~)
J J J
I. =1, U F (0., )
1 i i
OJ Gj Oj
Chaque sommet pendant Si est défini
03
J
par le couple (0, , 1. )
1Oj 10j

Aller en (1)
La justification de 1'algorithme ci-dessus est la méme

que celle donnée dans le cas d'une origine et une
destination.

+3.3.3 Exemple d'application

On reprend 1'exemple présenté au § IV.2. Les itinérai-
res utilisés par l'affectation de cofit minimum dans R
sont

(Oi} a? D)?(O‘!’ b’ D)’ (02) b, D)!’ (02’ C’ D)I (03’ C’ D)
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et la valeur de cette affectation est :

PC

T = 1 240
0 .

Les plus longs chemins utilisés de chaque origine
& la destination sont :

L, = (0y, a, D)
Lz = (02, C, D)
L3 = (03, c, D)
d'ol on dé&duit :
T1 = 9 TZ = 10 T3 = 8
é.
et

TPL = 1 560

On a

Donc on.doit séparer 1l'ensemble des solutions réali-
sables §

Lo=L, + L

o =Lyt L+ L= ((0,8) , (a,D) , (0,,€) , (€,D) , (05,0))

On ordonne les axes de LO de telle sorte que les ensem-
bles obligés qui seront formés dans la séparation de

SL vérifient la propriété : s'il existe un arc obligé
dans une liaison (k) k =1, 2, 3, alors il existe tout
un chemin obligé qui lie cet arc @ 1'origine Gk.



On aura

L, = {(0;,2) , (a,D) , (0,,0) , (05,8) , (C,D))

€1
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) €3

€4

g

Alors, on partitionne 1fensemble S0 en cing sous-

ensembles ST ,

SZ\’ 83 ? 84 : SS‘.

ol

S

j

est

défini par 1'ensemble obligé {e}’”’ej—l} et

1'ensemble interdit {e.} (les ensembles d'arcs de

raccourci et d'arcs fantOmes sont vides)

o
[SS RN S o)

i

4

{81}
{ez}

e,

S

LO = (81’62’83984’85)

Sg
03 = {ej,ez}
I

{63}

T. <
PCO

T

PL

S

= {81,82,83} 05={e},e2,e3

fl

{64}

15 = {65
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Les valeurs des affectations de cofit minimum associées
aux ensembles S0 i =1,-,5 sont respectivement

i
TPC = l 460, TPCO = ] 4203 TPC = + mﬂ .
i % 3
r = 1 340, T = 4 o
Pcﬁ PC5
TPCJ = TPCS = * @ Car les réseaux partiels :

R - (63} et R - {ec}
ne sont pas réalisables.

On a aussi

T = 1460, T = 1460, T -
PL] PLZ PLi
TPLQ’ 1 660, Top, =t
T.2 = inf (T T} =1 460
PL PL_* Tpig
i=1,-,5 -
T2 = inf  (T.. } =1 460
PC PCy
i=1,-,5

Tpé = TPﬁ 1'optimum est donc atteint, et Rx correspond

au réseau R] (ou bien au réseau Ro,) muni de la borne

TPL] = 1 460
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Ry est le réseau formé par les arcs

{(Olsb} > (baD) > (GZ’C) b4 (C:D) 2 (33$D)}

REMARQUE 4: L'étude du probléme # dans le cas d'une
origine et plusieurs destinations est la

méme que celle effectuée dans le cas de

plusieurs origines et une destination.



- 73 ~

CHAPLTRE 4

ETUDE EXPLERIMENTALE

INTRODUCTION

Pour tester le modé&le proposé&, nous avons programmé
1'algorithme donné au Chapitre 3 dans le cas ol le réseau
comporte une origine et une destination en langage PASCAL
(J.€.5.B.). La mise au point du programme a €té faite sur un

micro-ordinateur APPLLE I1.

Cette €tude expérimentale a porté en particulier sur
les deux points suivants
1) La variation du temps réel de parcours passé dans le réseau

avant et aprés la régulation en fonction du trafic.

2) La nature des réseaux pour lesquels la régulation selon
Wardrop peut diminuer le temps réel de parcours passé par le

trafltic.

Dans le premier paragraphe, nous donnons l'organigramme
du programme utilisé. Dans le second paragraphe, nous présentons
1'exemple étudié, les résultats obtenus et les conclusions qufon

peut tirer de cette expérimentation.

4-1 - L°'ORGANIGRAMME DU PROGRAMME

On rappelle que dans l'algorithme proposé au Chapitre 3,
nous avons utilisé l'affectation de cofit minimum pour évaluer les
sommers de l'aborescence. Pour déterminer cette &valuation nous
avons utilisé la méthode Out-of-Kitter développée par Fulkerson

et Minty. C'est une méthode primale-duale qui est basée sur le
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théoréme des arcs colorés et qui détermine une solution optimale
du probléme de 1'affectation de colit minimum en vérifiant progre:
sivement les conditions des &carts complémentaires.

L'intér&t d'utiliser cette méthode est au'elle est
algorithmiguement tré&s efficace dans notre cas. En effet. Pour-
initialiser cette méthode on peut partir, sur le réseau, d'un
flot qui n'est ni réalisable,ni optimal, mais qui n'est pas
trop "loin" de ces deux propriétés. C'est ce qui se produit,
trés fréquemment quand on développe l'arborescence du "branch
and bound" ou en passant d'un sommet & l'autre, on introduit une
seule modification de capacité et qulques modifications des
colits.

Nous avons également utilisé 1l'algorithme de Bellman
pour déterminer le plus long chemin Li dans le réseau Ri (réseau
partiel utilisé par 1'affectation auquel on ajoute I1'ensemble des
arcs obligés) suivant lequel on fait la séparation du sommet Si'

On notera
Ti : Longueur du plus long chenmin Li dans Ri’

Vi : Valeur de 1‘*affectation de coilit minimum associée au
sommet Si'

L*'organigramme du programme est donné par le schéma
suivant :
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( Dé%u_t—)

o 3 N ) = =
Création du sommet So’ (0 2, Ioi ¢
Out-of-Kilter, TPC 1= V0
0
Bellman dans RO, TPL T = Toq
o ,
=
w 3
TPCMIN := inf TPCi
Si pendant
TPLMIN := inf TPLi
Si quelconque
Oui T
< {TPCMIN > 'rPLMIN% |
‘Non
Déterminer le sommet Si tel que TPC = TPCMIN ;
i
{e],.,.,am} = ensemble des arcs non obligés de Li :
j =0
o
joi= 01
v
Création d'un nouveau sommet défini par
Oij =_Oiu(e],. .,ej_]}uR(Oiu{e],...,ej_1})
[lj = l'jU{ej}UI‘(QiU{e]’“”ej-l})

v

Non 0--

- - - Oui
contient un circuit >k——-——

Modifier les colits des arcs de raccourcil T -
out-of-Kilter dans R -dﬁj PC,
lPLi% -

Oui : Non =
——( I1 existe un flot réalisable >—>—I
/ .

T,~n., = Vi '

PCi; 1 \y

A

, <
Oui \T‘/

Organigramme du programme

\V
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4-2 - EXPERIMENTATION

4+2-1 - REseau Etudié

Pour tester le mod&le sur un exemple assez réaliste,
nous avons pris un réseau simplifié qui lie le centre ville de
Grenoble (Place Victor Hugo) & 1'Avenue Gabriel-Péri, comportant

16 sommets et 36 arcs qui est donné par la figure 12.

Sur chaque arc nous avons porté& un couple (a,b) qui
représente respectivment le temps & vide et la capacité de l'arc
(la capacité est donnée en centaines de véhicules par heure).

(Le temps a4 vide et la capacité pour chaque troncon sont détermir
approximativementfnlfenction‘de la longueur et du nombre de voies
de ce trongon). Le flot maximum qui peut traverser ce réseau est

68.

4-2-2 - Résultats expérimentaux

Pour 8tudier le temps de parcours passé par les usagers
dans le réseau, nous avons fait une série de passages en faisant
varier 1'intensité& du trafic. A chaque passage on note le temps
passé dans 1l'affectation de cofit minimum et les temps réels
de parcours avant et apré&s la régulation.

En portant en abscisse le débit du trafic et en ordonnée
le temps de parcours, nous avons obtenu les courbes donn€es par

la figure 15.

LLes enseignements que nous avons tiré de cette seule
expérimentation doivent bien sfir &tre accueillis avec une grande

prudence et demanderaient 4 &€tre confirmés sur d'autres exemples.
I1s nous semblent cependant présentés quelques caractéres générau



2L "84

(Siisv)

nesssy

((3)2¢(a)1)

ﬁ..«.g

o »
<3 (sz*ou)
St
(8°¢1)
‘ ¥
(5209 Yisesu)
]
: .
™~
!
(
y mw
DL s
L y (855¢)
(s oL) (8°51)
(oL‘0t)
<%
(0zs1)

¢l




21n891 uUOU neesgy

2STITIn uwey> Juoyl snyd

911 TeURd
opTA B sdwsy

<




(.)

i~
Q
s
4
>

AU
3 B S

o
L ]
o, o
g s
O W
N,

QO

o
—~{

vt

lus long chemi
P

Réseau régulé

Fig. 14




A H

&3

e

 Vksenag

3

EEEE0081

faRERE

£

|

NaEE WAL AT

asr

N 1

e,

“ N

007

TN

yamgan

L34

i

0.0,74

Fid

44 £

Erasnssng

ExEREN

e

P
oo

i

Th

FaRgags: -

=009¢

RFEEEERNEY

[hYiaadlovetd

8y

G uRaes RPN




- 81 -

' 15), on constate

D'aprés les courbes tracées (Fig.
que ‘
- L'affecration de colit minimum qui est une fonction convexe,
est presque linéaire dans ce cas. Ceci vient du fait que 1'écart
entre les colits des itinéraires utilisés par 1'affectation est

assez faible.

- lLes courbes qui définissent les temps réels sont crois-

santes et formées par des segments de droite. Ceci s'explique

bien puisque on sait que le temps réel est donné par :
T = T.q
oa T : la longueur du plus long chemin utilisé

q : 1'intensité du trafic

donc en faisant varier q, t est bien une droite qui change de
pente chaque fois que le plus long chemin utilisé change de

valeur.

On remarque aussi qu'une petite augmentation du trafic
(d'une unité) peut changer la valeur du plus long chemin utilisé
et faire beaucoup augmenter le temps réel de parcours. Ceci est
di d'une part 4 la nature du modé&le &tudié et d'autre part 2
la congestion que peut créer cette augmentation dans le réseau.
Dans ce cas par exemple, si le trafic est &gal a3 51, le plus
long chemin utilisé esr (3, 5, 6, 27, 28, 36) et le temps de
parcours est €gal a 4284 et gquand le trafic passe 8 52, le plus
long chemin utilisé devient (1, 9, 11, 17, 31, 34) et le temps

de parcours passe 3 4836.

D'autre part, on retrouve expérimentalement d'aprés
ces courbes, que le temps ré€el selon Wardrop est une fonction

non convexe.
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- La régulation n'a pas d'effet si 1'intensité q du trafic
est comprise entre O et 25 oubien , entre 43 et 68. Ceci peut
s'interpréter de la maniére suivante :

D'une part, quand 1'intensité du trafic est faible le réseau se
trouve loin de la saturation, la circulation demeure fluide et
dans ce cas la régulation n'a pas d'effet. D'autre part, quand

le trafic dépasse un certain seuil, le réseau se trouve prés de
la saturation et le trafic est obligé d'emprunter le plus long
itinéraire dans le réseau. Il est bien &vident dans ce cas que

la régulation ne peut pas décongestionner la circulation. Clest
ce qui se produit dans 1l'exemple, a partir d'un trafic d'intensit
55. Ce trafic emprunte le chemin (3, 5, 7, 36) qui est le plus

long du réseau.

- Si q =42, les cofits des affectations avant et aprés la
régulation sont respectivement 1t = 3486 et T = 3276. Le gain
est donc €gal 3 210 et c'est le plus haut gain qu'on puisse
réaliser avec la régulation dans ce réseau. Ces affectations

sont données par les figures 13 et 14.

Commentaires des figures 13 et 14

Sur chaque arc des ré&seaux donnés par ces figures, on a
porté le temps 4 vide, le flot qui circule sur cet arc et la
pénalité que porte cet arc 3 1'équilibre de Wardrop. Les arcs
€pais sont les arcs empruntés par l'affectation. L'épaisseur
d'un arc utilisé est proportionnelle au flot qui emprunte cet
arc.

En 1'absence de toute régulation (Fig. 13},
l'affectation du trafic selon Wardrop (qui correspond a
1'atffectation de cofit minimum) utilise 1'itinéraire (1, 2z,
4, 12, 13, 16). Cet itinéraire de cofit 83 est le plus long
itinéraire utilisé par 1‘'affectation.
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Les cotits d'encombrement sur les arcs saturés par cette
affectation sont déterminés de telle maniére que le principe
d'égalité de temps de parcours sur les itinéraires utilisés soit
vérifié. Autrement dit, le coilit de chaque itinéraire utilisé
sera €gal 2 83. Le coflit total sera donc 1T = 42 x 83 = 3486,

(Le colit total dans 1l'affectation du colt minimum est T = 2811).

La régulation ici peut &tre réalisée en supprimant
le trongon (2, 4) (en abaissant sa capacité a 0) (Fig. 14).
En effet en abaissant la capacité du trongon (2,4) a4 O, la
partie du trafic qui empruntait le chemin (1, 2, 4, 8),
emprunte dans l'affectation de cofit minimum, danc ce cas; le
chemin (1, 5, 6, 7, 8) et le plus long itinéraire utilisé
sera (v, 2, 131, 12, 13, 16) de cofit 78.

Le colit total dans ce cas est donc T = 42 x 78 = 3276
(le colit total de ltaffectation de colit minimum dans ce cas
est 2818). Un gain de 210 unités de temps est donc réalisé4
avec la régulation. (I1 correspond a2 6 % du temps passé avant

1a régulation).

On remarque aussi qu'apré&s la régulation le trongon
{2, 11) ne supporte plus de pénalité. La r&gulation a donc
permis de supprimer la congestion sur ce troncon et d'améliorer
1'écoulement du trafic sur les autres trongons en abaissant

leurs temps de parcours.

Enfin nous signalons que nous avons testé également
le modéle sur d'autres exemples, méme de taille plus grande,
et que pour certains , la régulation ne diminue guévre le temps
réel de parcours.
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4-2-3% - Conclusions

Comme nous l'avons signalé précédemment, les
conclusions expérimentales que nous allons donner dans la
suite, ne sont pas des conclusions générales pour le modéle
proposé. Pour bien étudier 1l'efficacité pratique de ce modéle,
il faut plutdt le tester sur des exmeples plus réalistes pour
lesquels nous pensons que la régulation puisse &tre plus inté-
ressant que pour 1'exemple €tudié.

D'aprés ce qui précé&de, nous remarquons que la régulatic
selon Wardrop, ne diminue le temps total de parcours que sur une
zone du trafic qui laisse le réseau entre la fluidité et la
saturation (entre 35 % et 65 % de la capacité maximum pour cet
exemple). Dans ce cas, le trafic peut congestionner le réseau et
fait augmenter le temps de parcours, mais vu que le réseau est
assez loin de la saturation et le trafic 3 différentes possibi-
lités d'affecation, la régulation dans ce cas peut déplacer 1les
congestions et améliorer la qualité de circulation dans le réseal

D'autre part, d'aprés d'autres exemples &tudiés, nous
avons remarqué que la régulation selon Wardrop dépend beaucoup
de la nature et des caractéristiques du réseau et il semble
qu'elle est interessante que dans le cas ol les colits des iti-
néraires du réseau ont des écarts importants et le réseau est
assez dense du point de vue trongons et comporte des voies
rapides qui peuvent engendrer des congestions.

; ‘

Bien que les résultats obtenus,dans le cas d'une seule
origine-destinations, donnent une idée sur 1tefficacité de la
régulation selon Wardrop dans ce cas, il reste encore a tester
le cas, plusieurs origines et une destination, pour lequel la
régulation est sans doute plus intéressante.



Enfin concernant la performance du .unddéle nous avons
remarqué que le temps de calcul (qui est presque proportionnel
au nombre des sommets explorés dans 1'arborescence) dépend
de 1'intensité du trafic qui circule dans le réseau : quand
cette intensité augmente, le nombre de sommets (dans la plupart
des passages) diminue (pour q = 29, le nombre de sommets est
égale a 616 et pour q = 30 il est &gal a 522). En effet, quand
cette intensité augmente, le trafic a moins de possibilités
de circulation dans le réseau et par conséquent l'arborescence

explore moins de sommets pour déterminer la régulation optimale.
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CHAPITRE 5

CAS DU CORRIDOR

INTRODUCTION

On appelle corridor autofoutier le systéme constitué
par uneé auteroute et le réseau routier associé, en
particulier les voies susceptibles d'offrir aux usa-
gers un itinéraire concurrent de 1l'autoroute.

Plusieurs approches théoriques ont &té faites pour
améliorer les conditions d'écoulement du trafic

dans un corridor.

PAYNE et THOMPSON [14] ont &tudié, dans le cas stati-
que, le probleme de régulation d'un corridor par le
contrBle des accés de 1'autoroute en laissant la cir-
culation fluide sur cette derni&re. Ils ont proposé
deux méthodes de régulation (une optimale, et une
heuristique) basées sur la programmation dynamique.

Dans ce chapitre, nous &tudions le probl&me P dans le
cas du corridor, et nous donnons des indications géné-
rales pour la stratégie de régulation a adopter dans

ce type de réseaux.

Nous montrons en particulier que sous l'hypothése sup-
posée par PAYNE et THOMPSON P4] , ol le temps margi-
nal sur un trong¢on autoroutier ne dépasse pas le temps
sur le trongon équivalent de la voie paralléle, l'auto-
route peut ne pas supporter des cofits d'encombrements
supplémentaires. La rvégulation, dans ce cas, laisse
toujours la circulation fluide sur 1'autoroute, mais
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cette régulation n'est pas en général optimale.

Nous montrons aussi que sous cette hypothé&se, nous
pouvons déterminer facilement dans des cas simples
(par exemple le corridor 23 plusieurs origines et une
destination) la régulation optimale du trafic. Nous
présentons a la fin 1'exemple de régulation traité
par PAYNE et THOMPSON dans [}d et nous montrons

que les solutions données par les deux méthodes pro-
posées sont en réalité les mémes.



- 89 -

5.1 MODELE DU CORRIDOR

Dans cette €tude, nous utiliserons le nceddle du corri-
dor proposé dans [14]. Le corridor est modéiisé sous
la forme d'une autoroute et d*une voie paralléle, tou-
tes deux unidirectionnelles. Lfautoroute et la voie
paralléle sont divisées en N - 1 trongons limités par
N échangeurs 1, 2, ..., N (accé&s a 1'autoroute, ou
noeuds) . Une section du corridor est donnée par la

figure. 12,
Nous supposons que :

. Toutes les caractéristiques du corrider ainsi que
les données de trafic sont constantes .dans le temps.

- Les usagers s'affectent suivant le principe de Wardrop.

. 51 un trafic quitte l'autoroute, il quitte aunssi le
corridor (i.e. un usager trouve toujours désavanta-
geux pour lui de quitter 1l'autoroute avant d'arriver
4 sa destination).

. Les origines du trafic circulant dans le corridor
sont toutes situ€es sur la voie parall&le (on sup-
pose qu'il n'y a pas d&ja un trafic constant circu-

lant sur 1'autoroute).

. La capacité de chaque trongon est définie comme celle
de son point de plus faible capacité.

. La voie paralléle a une capacité infinie.

. Le temps de parcours @ vide sur un accés de 1'auto-

route est négligeable.



Chaque accés a'une capacité suffisante de stockage.

Nous définissons les variables suivantes :

. dj K G demande de trafic d'origine j et de desti-
¥
nation k.
. fj K - trafic entrant dans 1'autoroute par l'accés
) ¥
j et de destination k.
. fj : totalité du trafic entrant dans 1'autoroute
par 1l'acceés j.
On a
N
f. =1 f.
J k=j+1 i,k
. bj : colit d'encombrement {(ou pénalité) sur
1'acces j.
. (i,j}k: trongon entre les accés i et j.
. Bj : cofit d'encombrement sur le trongon auto-
routier (j, j+1). (Bj est la pénalité que
porte le trongon autoroutier (j, j+1) a
1'état d'équilibre de Wardrop).
. Cj : capacité du trongon autoroutier (j, j+1}.
. Tj x & temps de parcours a vide sur le trongon
]
autoroutier (j, k).
. Tj x & temps de parcours marginal sur le trongon
>

autoroutier (j, k). (i.e. le temps total
de parcours sur le trong¢on autoroutier (j, k).
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+ 3 Biys
i=0..k-j +1

tj K temps de parcours sur le trongon (j, k) de

la voie paralléile.

)(j (resp Xj) : partie du trafic qui circule sur le
trongon (j,j+1) de 1'autoroute (resp
de la voie paralléle).

Xj K (resp xj k) : partie du trafic qui circule sur

le trongon (j,j+1) de 1'autoroute
(resp de la voie paralléle) et de
destination k.
ij K totalité du trafic se trouvant 2 1'accés j
et de destination k.
On a
X. = X. + 4.
i,k "j-1,k i,k
X. .
J_llJ
“C j T. ] . . j
L Autoroute j J»j+| CJ BJ j+1
o 7 5 7
t.
]
to 3
Xj—])j ]
voie paralléle tj G+1
Xjq T d i
’ .k
kKyij
Fig. 16
Jdéme

J section du corridor
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5.2 LES DEUX METHODES PROPOSEES PAR PAYNE ET THOMPSON

Le probléme €tudié par PAYNE et THOMPSON dans [14]

est de déterminer une bonne régulation des débits sur
ies entrées de 1'autoroute, en laissant la circulation
fluide sur cette derniére, afin d'améliorer la gualité

globale de circulation dans le corridor.
Les variables suivantes sont définies dans [14]

6. ¢ temps de parcours 3 vide sur 1'accés j (ce temps

est supposé négligeable dans notre modéle).

xj : nombre d'usagers qui font la queue a8 l'accés j.
Si le débit de trafic a4 1'accés j est f., alors le

temps nécessaire pour Ecouler la queue & l1'accés j est
I q

A
e
j

I1 en résulte que le temps de parcours marginal sur

1'accés j est donné par

0. + g

J J
Dans {14] on suppose que

6. + T

SRS TS ER B RS IS K

pour tout j, c'est-d-dire qu'il est plus rapide de
passer par l'autoroute pour parcouvrir le trongon

(3, j+1), que d'emprunter la voie paralléle.
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Deux performances ont été définies dans B%} dont une
est la suivante
N-1

P (XT’Q‘,XI‘Q.-.? ;X';’ha ’XN-J¥ ;X;zb#,kN—?):‘:jilxj Ilj’j'ﬂ“inﬁixjtj,j"ﬂ]-*)\j

REMARQUE 1 : P (Xi,??,XN*§;x?,o,,xN”?;Aﬁﬁc,,kN_i}
représente le temps total passé dans le

corridor sans compter le temps 3 vide

N-1
£ 8. f,
j=1 } ]

que passent les usagers sur les accés
‘i’??:’;Q N_‘ia



5.2.1 Méthode optimale

PAYNE et THOMPSON ont proposé par la suite un algorithme
qui pour un Systéme de capacités donné Vis Voueens Vg,
sur les entrées, détermine 1'affectation du trafic
donnée par X., Xj et fj,.j = 1,.., N-1, et les queues

X., j = 1,..., N-1 qui définissent une solution optimale

]b
selon le principe de Wardrop.

La performance associée a& cette solution est

N-1

r X. T. . + X. €. . + X
j=1 4 3,3 j 3.3 J
Par conséquent, le probléme &tudié revient a8 dé€terminer
un systéme de capacité& sur les entrées de l'autoroute
de telle sovte que la performance correspondante (i.e.
la performance associée a la solution donnée par

1'algorithme pour le systéme de capacité) soit minimum.

Ce probléme peut avoir donc la formulation F suivante

( min P‘(X],...,XN_];x],..a,xN_1;x],,..,AN_])
ViV
F
X. & C.
ﬁ i Y
0 < min V. € V. < 1 )
\ < mit VJ y) < max Y]

11 est possible de déterminer une solution optimale du
probléme formulé ci-dessus, par l'application directe

de la programmation dynamique. Cependant, d'aprés
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PAYNE et THOMPSON, dans la pratique, le nombre impor-
tant de variables déclarées Xj K ° xj K rend cette
méthode peu efficace.

Ils proposent par conséquent une méthode heuristique
basée €galement sur la programmation dynamique, dont
nous allons décrire maintenant les idées fondamentales.

i

5.2.2 Méthode heuristique

Pour tout j (i = T,..., N}, soit ;.k j < rj < N,
1'accés tel que tout trafic Rj,k de destination
k 3 rj choisit 1'autoroute et tout trafic i',k de
destination k < fj continue sur la voie paralléle.
(le trafic ij x emprunte un seul type d'itinéraire

pour se rendre de j a k).

I1 en résulte :

. 5i k 3 rj alors fj,k = Xj,k = xj*?,k + 4.
. Si k < r. R = {
- S1 rJ alors f;,k
N |
. 8i X . +d. , & V. alors x. = j+1
g ITHETES 57

. et si x, + d, > V. L= ]
. j-1,N j,N $J alors r} N + 1

On remarque que si on se donne un systéme Tysesss Ty g

alors on peut déterminer 1l'affectation correspondante
du trafic dans le corridor.
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L'heuristique propos€e détermine un systéme Tyseeos TyN_q

qui minimise la performance du corridor.

On définit par 1la suite mj K lfentrée la plus éloi-
»
gnée avant j telle que

(i.e. par laquelle passe un trafic de destination k).
Si ¥ > k pour tout mj K dans [l,j—1]

alors
mj,k

fes entiers mj,j+1’ mj’.*z,,f,,.p mjgN_détermlnent ia
répartition du trafic de destination -k 2z j+1 dans le
trongon {1, j-1) du corridor.

La performance correspondante au trongon (j, N) du

corridor peut s'écrire :

p (j'Nirj’rj+1’°"’rN—1 ; my
N

»

"+1?'°"mj,N)
1

| or BN

2 g (l’ri3mi,i+1"'7‘mi,N)
on g (1’riimi,i+1’°"’mi,N) est la performance cor-

respondante au trongon (i, i+1).

Connaissant m, fep0 mi N et r., alors on peut
3 b4

1 1’
déterminer 1'affectation du trafic dans le trongon
(i, i+1) et, par conséquent on peut déterminer la per-

formance correspondante.
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Soit

x ..
p (J:Nimj’j+1>°‘f>mj’N}

min P [J’N;rj’??"TN‘lgﬁg,j+l"f°’mj,N}

Fieeooo TNy

D'aprés le principe d'optimalité en programmation
dynamique on a :

x ..
p (J’N;mj,j*1’b°°’mj,N)

=

. . . X .. .
?%n (gCJ,rj,mj’j+1.¢¢e,mj’N) + P (J+1,N,mj*§’§+2gf-g,m3*1’N)
J

*
Soit T, m, . R l1'accés qui réalise
Ty g eyl ) 1Taceds g e
1'optimalité dans 1'€quation précédente.Il est défini

en fonction de mj,j%i,fae,mj’N,

Cette procédure est itérative avec j = N-1, N-2,..., 1.
Dans la derniére itération on aura l'optimum donné par

x
P 1,N; so s ol
(1, rml’z oo },N)

. ‘ X
min (g(T,r};m¥,2,f.f,m¥,N) + P (Z,N;m2’3,7?f,m2’ﬁ)}
r

1

ot m
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On désignera dans la suite par HO 1'hypothése suivante :
le temps de parcours marginal sur un trongon autoroutier
ne dépasse pas le temps de parcours sur la voie paral-
lele. (i.e. 1. . , & t. . i).

( joaer S e YD)
(Cette hypothdse est supposée dans [1ﬂ ).

On montrera dans le paragraphe suivant que sous cette
hypothése, 1'autoroute peut ne pas supporter des cofits
d'encombrement supplémentaires.



5.3 SOUS L'HYPOTHESE HO, L'AUTOROUTE NE SUPPORTE
PAS DES PENALITES

5.3, Résultats préliminaires

L'heuristique proposée par PAYNE et THOMPSON dans [14]
détermine une solution telle que chaque portion du
trafic ij,k se trouvant 3 l'entrée j, emprunte dans

le corridor un seul itinéraire pour se rendre de j 3
k. C'est-d-dire au niveau des noeuds, on n'a pas
intérét & scinder le trafic ayant la m&me destination.
Ce résultat est vrai dans le cas général, et il est
donné par le lemme suivant.

LEMME 1 : Il existe une affectation optimale du
trafic, telle que toute portion du trafic
X. k emprunte un seul itinéraire pour se
3

J
rendre de j a k.

Démonstration :

Supposons que dans l'affectation optimale, il existe
un trafic

~

~1 nZ
550 T 8,0 T %k

tel que i; x €mprunte l'autoroute et ij K continue
b4 4
sur la voie parallele, fig. 17,
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J ik, k, k
[
A ]
3“ A
h-AY V2 g] v
379,k i,k K173,k
]
i»k'] l
et —.rzb.___.
¥ X5 x
Fig. 17

i? K entre dans 1l’autoroute par 1lfaccés k] < k
»
Puisque le systéme se trouve 3 1°'Equilibre de

Wardrop, on a donc

Par conséquent, en obligeant le trafic i; X a

- S ~2 ’
emprunter le méme itinéraire que xj K le temps
>
total passé dans le syst&me reste le méme, et le

principe de Wardrop reste encore vérifié.

i? y continue sur la voie paralléle jusqu'a sa

destination k.

Dans ce cas, on peut obliger aussi le trafic i} K
»

3 emprunter la voie paralléle de j & k et la nou-

velle affectation vérifie le principe de Wardrop

avec le méme temps total de parcours
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LEMME 2 : Sous 1l'hypothése HO, il existe une affectation
du trafic optimale, telle que si un trafic
ij x emprunte la voie paralléle de j 3 iy

(j1 < k) alors tout trafic

ij,k1 4 J <j1\<k1~§k:resp (k1<j1)

emprunte la voie paralléle de j 3 j1 (resp
de j a k). '

Démonstration :

Supposons que dans une affectation optimale, il existe
un trafic ij X qui emprunte 1'autoroute en j1 .
?
j < jp < k, et un trafic X, k. 2 k1‘§ j} qui emprunte
3

1'autoroute en j. Fig. 18, !

j k, Jq k

I

H
- X b A

i

-———-—P——o
X.
i,k
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Puisque le systéme se trouve a 1'é&tat d'équilibre,

on a donc

t + b, b, +x
3sdy i PR isdy
et
b, + £ ot
i Ny ik,
or,
T = T T .
Js 3 Jsky kysdy -
T, = 1, + T .
sy .k kysdy

Donc 1'équation (5,1) peut s‘'écrire

t + t .+ b. &b, ¢

3»1(} ki"}1 }]

D?aprés 1°'hypothése Ho’ on a aussi

tk + b, 3 Ty

‘g»j'l .}} }’}‘x

D'aprés (5,3) et (5,4), i1 en résulte

L. S b, + Tj’k

J»k] J 1

et d'aprés (5,2) et (5,5), il vient

t. = b, + 1.
79 S TS A

(5,1)

(5,2)

(5,4)

(5,5)

(5,6)

(5,3}

Par conséquent, le trafic X, k. Peut emprunter dans

ce cas la voie paralléle de i 3 k}. Dtaprés (5,6),

le temps .total du parcours sera dans e cas le meme

et le principe de Wardrop sera encore vérifié.
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Si k? > ji’ a 1'équilibre on aura

b. +t, . =1t. . + b,
] }’31 Ja.}? J]
et dans ce cas, ij k., peut continuer sur la voie
»
paralléle et emprunte% 1'autoroute en j}.

Le cas ol ij x emprunte la voie parallé&le de j a k
H
peut €tre traité de la méme maniére et nous montrons
que dans ce cas, le trafic ij . pbeut emprunter aussi
k4

la voie paralléle de j a k. !

Le lemme 2 nous donne une indication pour le choix de
la stratégie de régulation dans le cas ol 1'hypothése
Ho est vérifiée.

Ce lemme est fondamental pour démontrer que, dans ce

cas, l'autoroute peut ne pas supporter de pénalités.

On verra plus tard 1'utilité importante de ce lemme

pour déterminer la régulation optimale dans quelques
cas particuliers.

553.2  Theoréme 1

Sous 1l'hypothése HO il existe une solution optimale !
du probléme P telle que Bj = 0 pour tout j ‘

Démonstration :

Puisque 1'hypothése H,  est vérifide, on peut supposer
que toute affectation du trafic vérifie le lemme 2.

Pour démontrer le théor&me, nous supposons que le

-~

systéme se trouve 3 1'@quilibre de Wardrop avec une
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pénalité Bk > 0 sur le trongon autoroutier (k, k+1),
et nous montrons qu'on peut supprimer cette pénalité

Bk du trongon (k, k+1) et la faire déplacer sur quel-
ques acceés critiques, en respectant toujours le prin-
cipe de Wardrop et sans que la qualité de circulation

soit dégradée.

Les accés non utilisés par le trafic sont supposés

fermés (i.e. de capacité nulle).

On conserve la méme affectation du trafic dans le sys-
téme, et on définit un nouveau systé&me de pénalité de

la maniére suivante

1) S*il existe un noeud j et un noeud 1 vérifiant
j <k <1
et tel qu'il existe un trafic ij,l empruntant la
voie paralléle de j 4 1 (notons que d'aprés le
lemme 2, tout trafic Xj,l' » 1' <1 emprunte la
voie paralléle), alors :

mettre la pénalité Bk sur l'accés j.

(i.e. la pénalité sur 1'accés j devient bj * B)

2) 5'il existe quatre noeuds j, 1, m, n vérifiant
i<lgkgmgn, m2 k+l, n 3 k+l

et deux trafics X et X. tels que

1,m j,n

ve

ij n €mprunte la voie paralléle de j a 1 et
?
emprunte ensuite 1'autoroute a partir de 1 ;
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1. EMprunte la voie parallé&le de 1 a8 k + 1 ;
>

alors :
mettre la pénalité Bk sur 1l'accés j.

3) Supprimer la pénalité Bk'sur le trong¢on autoroutier
(k, k+1).

4) Garder les autres pénalités telles qu'elles sont
définies dans la solution précédente.

REMARQUE 2 : Si un accés j porte une pénalité Bk’ alors

tout accés i, tel que j < i g k, porte
€galement cette pénalité.

Nous allons montrer dans la suite que la solution pré-
cédente, avec les nouvelles pénalités, vérifie le prin-
cipe de Wardrop et de cofit total inférieur.

Pour ce faire, nous montrons que dans le corridor muni
du nouveau syst&me de pénalités, tout itinéraire utilisé
par un trafic ﬁ',k (gj,k est un trafic au noeud j,

j & k de destinatién k1 » J) posséde un coiit inférieur
ou &gal a celui de la solution précédente et il est
1'itinéraire de cofit minimum ressenti par ce trafic.

a. X, k. ©st de destination kt’ k} > k+1 e
b
empr&nte l'autoroute en j? tel que j & i
a.t. 5i 1'accss jq ne porte pas la pénalité Bk,aiors
dans ce cas, le colit de 1'itinéraire utilisé
par ij k. 2 diminué de B, . Le coit de tout

2

- » - -'} * i B3
itineraire entre les noeuds j et k+1 a ou bien
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diminué de Bk’ ou bien il a 1la méme valeur

que dans la solution précédente.

Par conséquent, l'itinéraire choisi par le

trafic x. X reste encore de colit minimum.
'

a.2. S8i l'acceés jyporte la pénalité B, , alors

d'aprés 2) et d'aprés la remarque 2, tout acces

i {(utilisé), tel que j < i & k porte la
pénalité B, . Donc, tout itinéraire entre les
noeuds j et k, posséde le méme colit que celui
de la solution précédente.

L'itinéraire emprunté par ij K. reste donc
1

le plus rapide ressenti par ce 3trafic.

x.’ki est de destination k? < k+1 et xj,k1
1*autoroute a partir de j, tel que i<y < k

1
Dans ce cas, l'accés jy ne porte pas la pénalité Bk
(car sion, on contredit le lemme 2) et le colit de
1*itinéraire utilisé par ij x, D'a pas changé. Le
cotit de tout autve itinéraire entre j et ky; a ou
bien augmenté de Bk’ ou bien il a la méme valeur.
Cet itinéraire est donc celui de cofit minimum

ressenti par X. .
| P inky

X. x. ©st de destination k, > k+1 et X. en-
23 1 , k
prunte l'autoroute en j2 tel que k & jz <'k]

ol X, X emprunte la voie parallé&le de j a k,.

1
Dans les deux cas, tous les accés entre j et k por-
tent la pénalité Bk et tout itinéraire entre j et

kl
cédente.

posséde le méme cofit que dans la solution pré-

emprunte
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L'itinéraire choisi par le trafic ij (. Teste
?

~ .. 1
donc de colGt minimum.

d. Si xj,k} est de destination k, < k+1 et Xj,k

1
1
emprunte la voie paralléle de j a kl’ cet itinérai-

re choisi par ij k. reste €galement de cofit minimum.
* ™M

C. Q. F. D.

Le théoréme ci-dessus montre que dans le cas oli 1'hypo-
theése Ho est vérifide, la régulation optimale du corri-
dor se raméne au contrble des accés de 1'autoroute, et
elle permet 3 la circulation de demeurer fluide sur
cette derniére. Par conséquent, la régulation dans ce
cas consiste 3 déterminer un systéme de capacités sur
les entrées (ce qui revient a limiter les débits sur
ces derniéres) de telle sorte que l'auto-répartition

du trafic dans le systéme soit de cofit réel total mini-

mum.

Cette régulation (i.e. en supposant 1'hypothése HO)
n'est pas en général optimale comme le montre 1'exemple
suivant :
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5.%.3 Exemple de régulation avec des pénalités sur

1'autoroute

On considére le corridor suivant, Fig. 19

1i i (10} 2 1 (20) 3
™, /" \ f)
,afx /%Q\ A
Z 2
dl,Z:. 10
d ’3-*- 30
Fig. 19

Ce corridor comporte deux trongons (1,2) et (2,3) de
capacités respectives 10 et 20. Les temps de parcours

4 vide sur ces trongons sont

Ty2=1 Tyg=1, t,=3et t, =2

Les demandes de trafic sur ce corridor sont

d13 = 3{ et d12 = 10

L] ¢

Vu les restrictions de capacité&s sur 1'autoroute, 10
usagers au moins du trafic d}3 sont obligés d'emprunter
¢

la voie paralléle.

Par conséquent, dans le cas ol l'autoroute ne supporte
pas de pénalités (1'hypothése H, est vérifiée), d'aprés
le lemme 2, tout le trafic (i.e. d13 et dlz) peut

. ) ,
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toujours emprunter la voie parallé&le pour se rendre 2
sa destination, et la régulation optimale dans ce cas
consiste a fermer les accés 1 et 2 de l'autoroute.

Le temps total de parcours sera donc
T=10x 3 + 30 x 5 = 180
Cette régulation n'est pas optimale.
En effet, si on impose sur le trongon autoroutier (2,3)

une pénalité B, = 3 (i.e. on fait augmenter le temps
P 2 g p

de parcours sur ce trongon a 4).

1 1 (10) 2 1 [3] o) 3

1,24 A A A
3 2
—-—-—-’-———-—u——
dﬁ5= 30 d1’3
(%2 = 10

[.] penalite
Fig. 20
Dans ce cas, d'apré&s le lemme 1, le trafic d]S emprunte

. 5 . '
la voie paralléle. Par contre, le trafic d12 emprunte
- ) 3 -~ . - ,
l'autoroute qui est pour lui de cofit minimum.

Le temps total passé dans le corridor sera dans ce cas
égal a 160.

Un gain de 20 unités de temps est donc réalisé par
cette régulation qui est optimale.



- 111 -

On remarque d'aprés cet exemple que dans le cas ol
1'hypothése HO n'‘est pas vérifiée (le temps de parcours
sur le trongon routier (2,3) dépasse le temps de par-
cours sur le trongon de la voie paralléle correspondant),

1'atfectation optimale ne vérifie pas parfois le lemme 2.

On remarque aussi que méme dans le cas ol les capacités
sur 1’autoroute sont croissantes, la végulation optinm

male impose parfois des pénalités sur 1'autoroute.

Cette exemple constitue aussi un contre-exemple pour
la régulation de PAYNE et THOMPSON dans laquelie 1*'hy-
pothése HO est vérifiée. Dans ce cas, la régulation
optimale pour PAYNE et THOMPSON correspond 3 la pre-
miére régulation donnée (sans pénalité sur 1l'auto-
route) ol le temps de parcours total est &gal a 180
{au lieu de 160 pour la solution optimale);

Dans le reste de 1'Btude, on suppose que 1'hypothése
“o est verifiée (on suppose par conséquent que toute
affectation donnée du trafic vérifie le lemme 2, et

que l'autoroute ne supporte pas de pénalités).

5-4 - Affectation du plus prés au plus loin

Définition

On appelle affectation du plus pré&s au plus loin,

l'affectation telle que :
P]) Le lemme 2 est vérifié.
P2) Si 1 < j, alors un trafic d'origine i

s'affecte dans le corridor avant un trafic

d'origine j.
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PS) L'affectation d'un trafic ij,k se fait de
la maniére suivante : si la réserve de capa-
cité sur le troncon (j, k) est suffisante
pour absorber ij,k , alors ij,k emprunte
l1'autoroute, sinon, ij,k continue sur la
voie paralléle,

Dans la suite, nous allons montrer que sous 1'hypoth&se
HO, dans des cas particuliers, la régulation optimale
correspond & l'affectation du plus pré&s au plus loin.

Nous commengons par présenter deux lemmes fondamentaux.

5¢4v1'~ Deux lemmes fondamentaux
LEMME 3 : Etant donnée une affectation de trafic véri-
fiant le principe de Wardrop, s'il existe
quatre noeuds j, j1, 1, k vérifiant

J<i;€lgk

et X.

et deux trafics X.
il

i,k tels que

- Xj k ¢€mprunte l1'autoroute en j ;
H

- X.

i1 emprunte 1'autoroute en Jq (Fig. 21)
b4

Alors,

si ij « Change d'itinéraire et emprunte

b4
1'autoroute en j1, l'affectation ainsi obtenue
vérifie le principe de Wardrop, et elle est

de méme coflit marginal.
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Démonstration

X. .+ X.
j Tj,j‘ 14 Lki_hl i
j,k A bJ‘ k’j’lA bj] ¥ §
t. .
1y
X
3,1
Fig. 21

Dfaprés le principe de Wardrop, on a

b, + T, . = 1t. . + b. (5,7)

Etant donné que la capacité sur la voie paralléle est

infinie, donc d'aprés (5,7) le trafic ij K peut
*
continuer sur la voie paralléle et emprunter 1'auto-
route a partir de j1. Dans ce cas ij k. Passe le méme
’

1

temps de parcours et le syst@me reste donc 2 - .

1'équilibre de Wardrop.

LEMME 4 : Etant donné une affectation de trafic véri-
fiant le principe de Wardrop, s'il existe
trois noeuds j, jy» k vérifiant

J < d; 8Kk



..1}_4..

et un trafic X, ‘tel que
i,k
- X emprunte l'autoroute en j,.
isk 1

- La réserve de capacité sur le trongon auto-
routier (j, jT) peut absorber le trafic
gc Fi o 22
jok, (Fig }
Alors,

si au lieu de q» X,  emprunte 1%auto-

»
route en j, lfaffectation ainsi obtenue pos-
séde 3 1'équilibre de Wardrop le méme coflit

marginal.
Démonstration :
T. . . s j k
* i,j ) 3 71
b. % .0 | b X b.
4 J,R+A j SR U WP 4
|
t. t. .
1,] 3:}}1
¥ % e
i1 i,k Xj,k
Fig. 22

I1 suffit de montrer qu'ad 1'équilibre de Wardop, on
peut avoir

b, + T, . =1t. . + b. 5,8
J ERE I3y Jq ( )
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Dans ce cas ij x DPeut emprunter l'autoroute en j‘
]

et passe sur le nouvel itinéraire le méme temps de

parcours.

a. 8'1l existe un trafic fj (fj > 0) qui emprunte

ltautoroute en j,

alors, d'aprés le lemme 2

k>j‘

Donc, il existe au moins un trafic fj x> 0 tel
?

que k > jj.

D'aprés le principe de Wardrop, 1'équation (5,8)

est donc vérifiée.

b. Sinon, alors 1'acc®s j n'est pas utilisé par 1l'af-
fectation. On montrera que si on pose bj tel que bj
verifie 1'€quation (5,8), l'affectation dans ce cas

vérifie le principe de Wardrop.

Pour cela, il suffit de montrer qu'un itinéraire
emprunté par un trafic ii 1 tel que 1g j et
. »
1 > j reste de colit minimum (c'est-a-dire de cofiit
inférieur ou &gal a3 t. . + b, + T, .
& i,5 7 T
b.1. Supposons que ii 1 emprunte 1l'autoroute en i.
, :
Puisque le systéme est & 1'&quilibre de Wardrop,

on a donc

si 1 > j]
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Si bj vérifie (5,8), alors on peut vérifier
simplement (en supposant que 1'hypothése Ho

est vérifiée) que dans les deux cas (i.e. 1 < j
et 1 > j})-on a f

by ¥ Ty, Sty 5t by + Ty,

Si le trafic ii 1 émprunte l'autoroute en i]

’
tel que j < 11 < j1 , alors, d'aprés le prin-
cipe de Wardrop, on a

b. + T. . = t. . + b,
14 11534 11234 31
= b. + T. . . A
3 3’11 11331 ],11
donc
iy T Pa Tty by Ty

Si ii 1 emprunte 1'autoroute en 11, tel que
2
11 > j], on peut montrer de la méme manidre que

“t. . + b. + T. = t. . + b. + T.

1,1y 14 11:1 1,7 J j,1

Si ii 1 ¢emprunte la voie paralléle de i a 1,
b
on peut montrer €galement que

i,1 ¥ b5 b+ Ty,

C. Q. F. D.

1
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D'aprés les lemmes 3 et 4, on déduit le théoreéme

suivant :

Théoréme 2

.
s

Etant donnée une affectation de trafic

vérifiant le principe de Wardrop et telle

que

a)

8)

I1 existe un trafic ij x Qui emprunte
3
1'autoroute en 51 tel que j < j) < k.

Il existe des trafics fi s ey fi
1 Y
qui empruntent l'autoroute respective-

ment en ii""’ir tels que :
i < i, € i, & 4. i < i

Sans les trafics fi m=1,..., 1,
m
la réserve de capacité sur le trongon

autoroutier: (j,j1) est suffisante poun.absor-
ber le trafic X,
j,k

Alors,

si on modifie l1l'affectation de telle ma-

niére que

- Y m, fi emprunte l'autoroute en j},

m

ij x emprunte l'autoroute en j.
3

L'affectation ainsi obtenue posséde 2

1'€équilibre de Wardrop le méme colit marginal.
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5-4-2- Cas ol 1'affectation du plus prés au plus

ke e N e e N e A e A ek e A e e W M M e M e e W e e e L e ke e M e e an

A P m tve e e e e

Théoréme 3 : Supposons que lfaffectation du plus prés
au plus loin est telle que, s'il existe

un trafic ij,k qui emprunte l'autoroute
en j, alors tout trafic'd“origine ji’
telle que ji > j a une destination k¥
vérifiant k1 <k,

alors 1'affectation du plus prés au plus
loin est optimale.

Démonstration

Soit X, g un trafic qui emprunte 1'autoroute en j
b
dans 1'affectation du plus prés au plus loin.

Supposons que dans la solution optimale i‘,k
n'emprunte pas l'autoroute en j, donc d'aprés le
théoréme 2 ij,k emprunte la voie paralléle de j & k
(car si ij,k emprunte 1‘'autoroute en j,, Jj; > ]
puisque dans ce cas, les conditions o), B}, y) du
théoréme 2 sont vérifiéés, alors on peut se ramener au
cas ol ij,k emprunte 1l‘autoroute en j, sans que le
temps total dans le systéme soit dégradé).

Paisque tout trafic d'origine j%” telle que j, > j

est de destination k, vérifiant k, < k, alors d'apreés
le lemme 2, tout le trafic en aval de j emprunte la
voie paralléle pour se rendre 3 sa destination. Or
dans ce cas, la réserve+de capacité sur le troﬁgon
autoroutier (j, k) reste suffisante pour absorber ﬁj,k
{(car ij,k emprunte 1'autoroute en j dans l'affecta-

tion du plus pré&s au plus loin).
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Par conséquent ij x Peut emprunter 1l'autoroute en j
’
et 8 1'€quilibre de Wardrop cette affectation posséde

un temps total de parcours inférieur.

Donc, on aurait intér&t dans la régulation optimale 2
envoyer ij x Sur l'autoroute a8 partir de j.

REMARQUE 3 : Dans le cas odl le corridor comporte plu-

sieurs origines et une destination, 1'af-
fectation du plus pré&s au plus loin est
optimale.

Ceci est simple 8 vérifier a partir du
theoreme. : ci dessus

t
i

Dans ce qui suit, nous présentons 1'exemple numérique
traité par PAYNE et THOMPSON dans14] .

Nous montrons que l'affectation du plus pré&s au plus

loin correspond dans ce cas 4 1'affectation optimale.
Nous montrons de méme que les deux solutions données

dans [ﬂﬂ possédent le méme coilit réel de parcours, ce
colit est aussi 8gal an colt de l'affectation du plus

prés au plus loin.
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5.5 EXEMPLE DE PAYNE ET THOMPSON

5.5.1 Présentation de 1'exemple

On considére le corridor ci-dessous, Fig. 23

compor-
tant quatre &changeurs (N = 4).
1 1 (249) 2 0.5 {(52) 3 1 (60) 4
20 20

A A

1] 1 [0.5]
1.5 1 2 .}
di, = 10 d2’3= 10 d3’4= 30
d}, =i10 d2»4= 20 ;
d, ,= 20
{-} penalite Fig. 23

Les demandes de trafic sont données sur la voie paral-
léle a cOté des origines. Le chiffre sur chaque tron-

¢on correspond au cofit de parcours a vide sur ce

trongon. Les capacités des trongons autoroutiers sont

-

toutes égales 3 120. On suppose que sur l'autoroute

circule un trafic constant

A1z 7 28, ay3 = 8, apy = 60,
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Q; j circule sur 1'autoroute de i a j.

lLes réserves de capacités sur ces trongons deviennent

donc respectivement

Cp =24, C, =52, Cq= 60

5.5.2 Solution donnée par 1'affectation du plus prés

au plus loin

On suppose que 1'hypothése H0 est vérifiée. L'affecta-
tion du plus pré&s au plus loin est donnée par :

d14 eémprunte l'autoroute 3 l'entrée 1
d24 emprunte 1l'autoroute 3 l'entrée 2.
Le reste du trafic emprunte la voie paralldle.

Cette affectation vérifie les conditions du theonmes C
précédent. Elle est donc optimale.

La régulation dans ce cas consiste donc A& limiter
les capacités des entrées 1 et 2 2 20 et 4 fermer

ltentrée 3.

A 1'équilibre de Wardrop, les entrées 1 et 2 supportent
respectivement les pénalités b] =1, b2 = 0,5.

Le colit total de cette affectation est égal a 220,

Le temps passé par le trafic supposé constant sur
1'autoroute est &gal a 190.
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Le temps total de parcours est donc

T = 220 + 190 = 410

55.3 Les deux sclutions de PAYNE et THOMPSON

La solution donnée par la méthode heuristique dans

-~

[14] correspond a 1'affectation

d14 + d24 empruntent l'autoroute 3 1l'accés 2
s s

et le reste du trafic emprunte la voie

paralléle.

Cette affectation impose & 1'acc&s 2 une pénalité
b, = 0,5.

Le temps total de parcours passé dans le systéme
par cette affectation est 1 = 410.

La solution optimale proposée dans {14 est donnée par
- dy, d24 empruntent 1°’autoroute en 2.
] 1

- 12 usagers du trafic (dy5 + dZS) empruntent
l'autovoute en 2. ’ ’

- 20 usagers du trafic d;, empruntent 1'auto-
$
route en 3. -

- Le reste du trafic emprunte la voie paralléle.

A 1'équilibre de Wardrop, les entrées 2 et 3 suppor-
tent respectivement les pénalités bz = 0,5 et b3 = 1.

Le temps total pass& dans le systéme par cette affec-
tation est aussi t.= 410.
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5.5.4 Discussion des solutions proposées

Les trois régulations proposées ci-dessus conduisent
les usagers a4 passer dans le syst@me le méEme temps réel

de parcours.

On voit bien que les deux méthodes proposées par PAYNE
et THOMPSON donne en réalité (pour cet exemple) la
méme solution. La différence qu'ils ont soulevée entre
les deux solutions dans [ﬁﬂ vient du fait qu'ils ont
tenu compte du temps de parcours & vide sur les accés
pour déterminer les pé€nalités

X
= 1
b. (b. fj + ej)

alors qu'ils n'en ontpas tenu compte dans le calcul de

la performance.

Par conséquent, on peut se demander si les deux métho-
des proposées dans [14] conduisent toujours ou non 4

1a méme solution réelle et si l'heuristique peut donner
ou non des solutions meilleures que l'affectation du

plus prés au plus loin.

On remarque aussi d'aprés cet exemple l'efficacité
pratique du corollaire précédent du fait qu'on a pu
déterminer facilement et sans calcul la régulation
optimale correspondant a cet exemple.

Dans la suite, nous allons montrer que la régulation
du plus prés au plus loin n'est pas toujours optimale.
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5.6 LA REGULATION DU PLUS PRES AU PLUS LOIN N'EST PAS

TOUJOURS OPTIMALE

Si i'affectation du plus prés au plus loin est toujours
optimale sous 1'hypothése H ., le probléme de régulation
des accés de 1l'autoroute sera dans ce cas trés simple

3 résoudre. Mais cette régulation ne l'est pas en géné-
ral, méme dans le cas ol 1'hypothése H _est vérifiée,
comme le montre l'exemple ci~-dessous. Elle peut étre

néanmoins considérée comme une heuristique de résolu-

tion.

On consideére le corridor suivant. Fig. 24

1 0,5 (20) 2 i (50) 3 1 (70) 4
s, l/ \\ I'.
R 9 N
AN 4 P 4
1 1,5 2 v,>
615 = 20 d?ﬁ = 50 d3ﬁ = 3(}
Fig. 24

Ce corridor comporte quatre &changeurs 1, 2, 3, 4.
Le chiffre indiqué sur chaque trongon représente le

-~

colit de parcours 3 vide sur ce trongon.
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Les demandes de trafic sont

d13 = 20, dz'4 = 50 et d:,)‘4 = 30.

1

Les capacités des trongons autoroutiers sont respecti-

vement

C, = 20, C, = 50 et C3 = 70.

L'affectation du plus preés au plus loin est donnée par :

- d emprunte 1'autoroute a l'entrée 1 ;

1,3

- d2 4et d34 empruntent la voie paralléle.
3 L]

On remarque que cette affectation ne vérifie pas les
conditions du corollaire précédent (la destination de
d2g4 et de dSﬂ est au-deld de la destination de d1’3)f
Le colit total de cette affectation est &gal a 265.
Cette affectation n'est pas optimale.

En effet, si on ferme les axes 1 et 3 de l'autoroute,
l'affectation du trafic dans ce cas correspond i

- d24 emprunte l'autoroute ;
4

13 et d34 empruntent la voie paralldle.

]

A 1'équilibre de Wardrop, 1'accés 2 supporte une péna-
lité bz = 0,5 et le coiit total est 235.

Un gain de 30 unités de temps est donc réalisé aprés

cette régulation.

On peut vérifier que cette régulation est optimale.
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On remarque qu'en 1l'absence de toute régulation, le
trafic s'affecte de telle manidre que chaque troncgon
de 1'autoroute se trouve 3 la saturation. Ce qui cor-
respond a l'affectation de coflit minimum.

Dans ce cas, cette affectation est donnée par :
~ d}3 emprunte l'autoroute 4 1l'entrée 1 ;
k]

- 30 usagers du trafic d24 empruntent 1°auto-
1

~

route 4 1l'entrée 2 ;

- 20 usagers du trafic qui reste empruntent
l'autoroute a 1l'accés 3.

Cette affectation conduit 3 la saturation des trois
trongons autoroutiers,et 3 1'équilibre elle leur fait
ressentir les pénalités respectives :

Ceci car on a supposé que les accés ont des capacités
infinies (chaque bretelle a une capacité suffisante
de stockage).

Le temps réel total passé dans ce cas par les usagers
est €gal a 275.

La régulation optimale a donné un gain de 40 unités
de temps, alors que la régulation du plus pré&s au plus
loin n'a donné qu'un gain de 10 unités.



- 127 -

CONCLUSTION

Les méthodes mises au point par la régulation d'un
résean 8 une origine et une destination ou plusieurs
origines et une destination devraient s'avérer rela-
tivement etficaces. Il convient pour s‘en assurer,
d'effectuer des tests sur des réseaux divers assez

proche de la réalité.

Dans le cas général de plusieurs origines et plusieurs
destinations, l'optimum semble difficile 3 atteindre,
et il faut plutdt s'orienter vers la recherche de bon-

nes heuristiques.

On a remarqué par exempie que si le trafic est fixé,
11 suffisait de résoudre un programme linéaire pour
atteindre la régulation optimale.

Il serait intéressant de le faire sur des réseaux réels,
d*autant que cette hypothése est couramment faite par '
les praticiens qui supposent que la régulation ne modi- '
fie guére 1'affectation. Cette simulation permettrait

d'obtenir des ordres de grandeur sur les gains de temps

obtenus par une bonne régulation.

Un autre axe de recherche consiste 3 partir des algo-
rithmes mis . au point dans le cas de plusieurs origi-
nes et une destination pour en déduire un algorithme

sous-optimal dans le cas général.

Pour le cas particulier du corridor, notre étude de
{t4] wontre que dans les cas usuels, la politique
consistant a faire entrer le plus tdt possible sur la
voie rapide les usagers allant le plus loin possible,
est en général la meilleure possible, et presque tou-

jours une bonne solution.
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Mais que dans le cas de restrictions importantes de
capacité sur la voie rapide (accident, travaux) les
hypothéses de [14] ne sont plus vérifiées, et le pro-
bléme devient plus complexe.

En particulier, comme nous l'avons montré, la régula-
tion optimale peut conduire dans ces cas 3 restreindre
les capacités de certains trongons de la voie rapide
en amont du trongon "accidenté®.

On peut s'interroger, enfin, sur les retombées prati-
ques des modé&les mathématiques €tudiés, alors que les
hypothé&ses sur lésquelles ils reposent simplifient
beaucoup le réel.

I1 ne faut pas en attendré, i notre avis, un outil de
régulation en temps réel pour des cas concrets, mais

ils peuvent permettre de répondre a des questions
interessant les praticiens, comme par exemple :

~ Quelles politiques générales peuvent &tre
appliquées dans des cas types (ex. : accident
sur autoroute}.?

- Quel gain de temps peut-on espérer par une
régulation dans des réseaux complexes.?

- Y-a-t-il réaffectation importante des usagers
dans le cas de certaines régulations ?

En résumé, ces mod&les nous paraissent constituer plus
des outils "pédagogiques' permettant au praticien de
mieux cerner la réalité complexe d'un systémé routier
plutdt que des outils directement opérationnels.
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INTRODUCTION

Soit G = (X,E) un graphe 3 n sommets, simple, non
orienté, sans boucle, dont X représente 1'ensemble des sommets,
E celui des arétes. Un ensemble A c X est dit absorbant si tout

sommet de X-A est adjacent 3 au moins un sommet de A.

On peut associer & chaque absorbant A de G son vecteur
A
i
En considérant chacun de ces vecteurs comme un point de Rn, on

représentatif xA dans {O,T}n (x; = 1 81 i ¢ A, O sinon).

peut définir 1'enveloppe convexe P(G) de ces absorbants qu'on

appellera polytope des absorbants de G.

I1 est en effet souvent intéressant de caractériser
des structures combinatoires par l'enveloppe convexe de ses
vecteurs représentatifs (cf. les travaux d°EDMONDS sur les
couplages, de FULKERSON sur les graphes parfaits, de CHVATAL,
UHRY et BOULALA sur les stables dans un graphe série paralléle).
Ceci, & notre connaissance, n'a jamais &té fait sur les absor-
bants d'une classe de graphes non triviale. De plus, cette
caractéristation est souvent liée a des algorithmes de recon-

naissance et d'optimisation polynomiaux.

Dans cette partié, nous caractérisons le polytope
P(G) dans la classe des graphes absorbants 3 seunils définie
par BENZAKEN et UAMMER [1] et, pour ce faire, nous donnons
un algorithme polynomial en (O(n)) de construction d'un absor-
bant de poids minimum dans un tel graphe, alors que ce problé&me
est NP Complet dans le cas général.

1 - PRELIMINAIRES

Définition 1 : BENZAKEN et HAMMER [1]

Soit G = (X,E) un graphe £fini, sans boucle, simple, non

orienté, X = {1,2,...,n}, G est dit *"“absorbant a seuil" s'il
existe des poids a; 2 0 associés aux sommets de G et un seuil
b 2 0O tel que Ac X est un absorbant (ou dominant) de G si et

seulement s1 Y a. 2 b.
- i
1e
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Parmi les caractérisations des graphes absorbants a
seuil (L£11), nous utiliserons essentiellement la suivante :

N ‘ﬁ}éﬁré‘iﬁe 1 .

Les deux propriétés suivantes sont 8quivalentes :

*

L gy s e s

1} G est absorbant & seuil,

2} G peut se ramener & un graphe réduit I un sommet en
enchainant un nombre fini de fois les opérations suivantes
(cf. Fig. 1) ‘

%

6
P
L]

Supprimer un sommet isolé.
Supprimer un sommet universel {sommet adjacent
4 tous les autres sommets).
@5 : Supprimer une paire de pbles (deux sommets non

liés entre eux, mais adjacents § tous les autres
sommetrsy.

S
Lk

.

o N
TN y N

Q)

(\\ |

N’

s o 2
sommet isolé sommet universel paire de pOle

5 est le graphe restant aprés avoir fait l'une des opérations

@*ﬁ» gz 8“.}‘ ﬁi‘

Fig. 1
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Remarques : Un sommet isolé ne peut &tre absorbé que par des
sommets universels oupaires de pdle qui lui sont adjacents.

Ainsi, les sommets isol&s constituent des &tapes dans le
"démontage' de G. Chaque Etape comnsiste a4 supprimer des sommets
universels et des paires de p8le adjacents a un sommet qui,

par la suite, devient un sommet isol&. Autrement dit, il s'agit
dans chaque €tape d'enchainer des opérations de type ¢2 cu stujvje

d'une opération de type @1,

Soit n; le nombre d'opérations de type ¢1, a faire,
pour ramener G a8 un Sommet. On numérotera n]+l ce sommet, et i
le sommet i1so0lé définissang la iéme opération Q].
Pour tout sommet j # n1+1,'on notera V,; l'ensemble des sommets
de G qui sont adjacents a j et Vn]#T = X - {7,,..,n1}.
D'aprés ce qui précéde, on peut représenter G par

le schéma symboligue de la figure 2.

Voo -V o Kiy oy k-1 2| vy _vy ! V., -V
n.'+1 N, ) @ k k-1 o V2 ] @ 1 o
et VO =
Fig.2

on posera dans la suite W=V Vi 1< ks n
R
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Remarque 2 : Dans la suite on considére le sommet nfﬁ comme

un sommet universel dans Wn3+§’

Seit C = (Cl,,.e,cn) un vecteur de R", On désignera
par P(G,C) le probléme de la recherche d'un absorbant Ao de G
tel que X Ci soit minimum (on dit que AO est de poids minimum

1£A0

dans G). Dans ce qui suit, nous allons donner un algorithme
de résolution de P(G,C) qui exige seulement un nombre d'opératio
él18mentaires proportionnel & n. Pour ce faire on peut supposer
que C, 2 0 pour i € X, car les sommets ayant des poids négatifs
appartiennent forcément 2 Ao’

2 - ALGORITHME DE RESOLUTION DE P(G,C)

2-1 - Algorithme

On notera (Vk)u et (Wk)u {resp. (Vk}p et {Wk)p) les
ensembles de sommets universels (resp. paires de pbles) de Vi
et Wk” Pour k = ?,.,,,ﬁlfu soit Py (resp. uk) un sommet de
(Wk)p (resp. (Wk)u) tel que Cpk = min{Ci/is(wk}P} {(resp.
Cu- = min{Ci/ie(Wk)u}, Soient ii et j* respectivement les

k
sommets tels que Ci* = min{Ci / i= k,,c,,n}} et

Cj* = min{Ci/le{px,,,,,pn]+§, u%"”’un1+iﬂ et soit k  tel
-k )
que j ewk +1°
)

D'aprés les notations précédentes, l'absorbant A
de poids minimum parmi les absorbants suivants est solution

de P(G,C).
a) {1, 2, ..., =1, P, %} =1, ..., kg
by {1, 2, ..., v=1, ur} =1, ..., kol
ok - .
c)y {1, 2, ..., -1, P, lr} r=1, ..., Kk
ay {1, 2, ..., k., P s}

b4 ?
o k0+1
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ol s est un sommet tel que

“ - - - ; X
¢, = mln{Ci/le{(Wk P O S E AV A L AP BT (i, 111
o p o o o

1

2-2 - Justification

Soit AO une solution de P(G,C), et soit r le plus petit

entier compris entre 1 et ko (s"il existe) tel que Aonwr £ P.
1) r existe

Donc {1,2,...,r-1} C‘Ao' Si Aon(wr)u # @ alors
{1,2,...,r-1, ur}, sinon, il existe i # P, tel que
(1,2,...,r~l,pr,i}, doac ié{i?,j ).
2} T n'existe pas B

Donc Aorswka = § et par suite {},2,...,k0}x:A0.

> =
o

Dtaprés la définition de j*, il existe dans ce cas, un absorbant
AO de poids minimum tel que Aon wka*l £ @, donc
A, = {%,2,...,k0,uk0+1} ou bien A= {1,2,,.,k0,pkbtvs}.
2-3 - Exemple
Soit G le graphe ci-dessous (Fig. 3), défini par

1’enchainement des opérations;ﬁz, ¢1, QS’ ﬁ]’ @2.

L . .
i e B . PRSI L e

W, W, W,

3 7 3 6 5 1 4
o © ) ® o -] @
2, 2, P+ 2y 2,

Représentation schématique de G
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On affecte aux sommets de G les poids

€y =2,¢C, =3, ¢y =12, C; = 20, C; =8, C =

D'aprés 1'algorithme, un absorbant A0 de poids minimum dans G
est parmi les absorbants {4}, {1,5,7}, {1,5,2}, {1,2,7F donc

AO = {1,2,7} de poids 9.

3 - POLYTOPE DES ABSORBANTS D'UN GRAPHE ABSORBANT A SEUIL

3-1 - Une famille de facette de P(G)

Lemme 1 : Si G n'a pas de sommets isolés (i.e. V1 # 0),
alors P(G) est de pleine dimension.



o
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Démonstration : Si v, # @, les ensembles X-{i}, i = 1,...,n

et 1'ensembie X lui-méme forment une famille de n+l1 absorbants

affinement indépendants.

Remarque 3 : Pour caractériser P(G), on supposera, sans perte

de pénéralité ue G n'a pas de sommets isolés.
g » 4 P

n

Définition 2 : L'inéquation I a; X, oz e, aieR’Vi,.est dite
i=1

facette (face de dimension n-1) de P{(G) si et seulement si

1) elle est valide pour tout absorbant de G ;
2) il existe n absorbants affinement indépendants vérifiant

cette inéquation avec égalité.

Lemme 2 : Pour tout sommet ie¢X, 1a contrainte x; < 1 définit
une facette de P(G).

Démonstration ': D'une part, la contrainte x; s 1 est satis-
faite par tous les absorbants dfautre part les n absorbants
suivants X, X-{1}, ..., X-{i-1}, X-{i+t}, ..., X-{n) sont af-
finement indépendants et vérifient la contrainte avec Egalité.

3-2 - Le polytope P({G)

3-2-1 - Théoréme 2 : Le polytope P(G) est défini par les

inégalités suilvantes

(1—@w+1’j)xi + .ib xj 2 1 i=1, ..., q1+1 _ (n
JeVy ie(Wy) , k= 1,...,n 4]
; . j-1 ,
‘xi + (j-k+12) ¥ Xi + L (j+1-t) & X4
teV (W, ), t=k e Wy, ) pu (W, o),
(2)
X, z j - k+2 0 <k=<j=<n,
ie(vn_+]—vj+1) u (qu)
| P
x; 51 VieX | (3)
x; 20 VieX (4)



- 142 -~

I1 est clair que les contraintes (1), (3) et (4) sont
satisfaites pour tout absorbant du graphe G. Pour une contrainte
(C) de type (2), définie par j, k tels que 0 < k < j < n,, on
considére un absorbant A de G.

51 An(Vku(Wk+])u) # @, alors (C) est vérifiée, sinon soit t,»
k < t, < n, le plus petit entier tel que AthO =0 et
AthO*] # @, donc {1,2,.,°,t0}aA. Suivant que t_ < j ou t, > ]

on peut voir facilement que la contrainte (C) est bien vérifiée.

Remarque 4 : Les contraintes de type (1) et (2) correspondantes

respectivement 8 i = n +1, et (k,j) tel que k = j = n,, sont les
P 1 ; 1

mémes.

3-2-2 - Démonstration du théoréme 2

Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que les
points extr@mes du polytope Q représentent tous des absorbants

de G. Pour ce faire, considérons le programme linéaire suivant

P = X e Q
G . n
min C.X C € R

On sait que pour tout point extr@me de Q, il existe un
vecteur C tel que ce point soit solution optimale unique de PG’
Par conséquent, il suffit de montrer que pour tout systéme de
poids C = (C1,¢.,,Cn)eRn, sur les sommets de G, il existe une
solution optimale de PG qui est le vecteur représentatif d'un

absorbant de G. Pour cela, nous montrons que pour tout absorbant

Aé de poids minimum dans G et de vecteur représentatif

A

X 0, donné par 1'algorithme précédent, il existe une solution
A0 A

y = du dual DG de PG qui vérifie avec x ° les conditions du
théoréme des écarts complémentaires.

Puisque 'on a supposé Ci 2 0, ¥ieX, on peut omettre

les contraintes (3). !

A une contrainte de type (1), correspondant 3 un
sommet i (isolé ou appartenant 3 une paire de pble),
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on associe la variable duale Yi» et 8 une contrainte de type (2)

définie par les entiers k,j on associe la variable duale €y i
4

Le dual D. s'B¢crit

G

o« Vit I yj + LI €1 3 s Ci pour i = ],a..,ni (5)
)e(Vi)p gsyf;»1
<3 >ll?

e L % I y. * L L Ek .+ L Z(j-h+3) ek .
=h eV, ) 1 0sksjsh-2 0T osksn-2 2
1P h-1sjsn,

(6)

+ L Z(j-k+2) ¢

< C pour ue(W,)
h—1sksjsh] h'u

k,j u

e L y. +t I y. % L I € .+ ZE(] h+2) ‘e .
i=h 1 gp* I osksjsh-t $0d gepsihig K]
(j-k+2) C hsjsn] )
+ L L (j-k+2) e, . s
hsksj<n, 03P

Pour p tq ﬁyp*) est une paire
de pdle de (wh)

o y; 20 ie{l,,..,n1} v (V, +1)p
| ‘ ‘ (8)

e, . 20 0 s ks j <n,

Max( I y; + X y: + L E(j-k+2) €y )

i = : J 2]
i=1 JE(VD1+])p 0<k53<n

Soit P(AO) le poids d'un absorbant AO, solution de P(G,C),
alors d'aprés 1'algorithme précédent, il existe r, 1 < r < k0+1

tel que
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P(AO)

v

Cj* + C, + C,+ ... + C

et

P(A,)

788

Cj* LRI VP SN S 6 + C
Donc, il existe t, r-1 < t < k ,tel que

P(AO) = Cj* + C1 + Ch + L., + Ct + § avec 0 < § sCt+

1
D'oli le lemme suivant

Lemme 3 : Si A  est solution de P(G,C), alors il existe

t, -1 < t < ko’ et un réel 8§, 0 <§ < Ct+]¥te1 que
P(AO) = Cj* + C1 + CZ e v 0o+ 8 (9)
Soit
* N
Ci = mln{Ci,., ,Cko,C } i= 1, 5 ko (10)
* * - ‘
avec G5 =0, Cx +1 o
o
ou CO = mln{cj*;cko+1po.->cn}}

* k3 .
ous o) . < C. T = ces K
N avons C1 C1+] pour i 1. ko.

Alors, si A0 est solution de P(G,C) et de poids donné par
la relation (9), il en résulte

Ch + Ch*‘ + ...+ Ct + Cj* + § < Cph + Ch (11)
Ch + Ch+l + ...t Ct + Cj* + § < Cuh Pourlztg, 1<shst
et si t = k- § < C (12)

0 )

Py €t u, sont déja définis dans 1'algorithme au paragraphe 3.

Soit i_ tel que

'0 si 0 g 8§ < Ct+1 1Os i0+1

A
-
A
~
A

o
0

i 0= t+1 sinon
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Lemme 4 : Si P(AO) = C.» + C, + C2 +

+ + C
Ct § ave

; J i
r—j <t < kO et 0 £ § < Lt+1' alors
~ & # _ . _
€.t LkH Ck k = 0,1, i, i
£, =§ - C}
i st i
*
fi,,t-1 T € v - 8
. _ * - * - _
e ,t-1 = Gkt T Ok k MEERER S
— - * =
y; = Ci Ci i P
(1-6 Yy s -y« = A(8-CT. )
t,ko t+1 E,ko Py t+1
o
Yn1+1 = Cj* - &
Yi T 6,5 T 0 ailleurs
ol
- = < *
s i 1 si t k0 ot 2 1 si § > Ct*‘
t’ko 0 sinon 0 sinon
Ve = L L € .
Osksjsn, **)

]

est une solution réalisable du dual DG'

Démonstration : Simple a vérifier a partir de (10), (11)

- e e e ke me e o s e o = e

D*'aprés les lemmes 3 et 4, on déduit que pour tout

absorbant A, solution de P(G,C), on peut associer une solution

' A
réalisable y © du dual DG'
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Lemme 5 : Pour tout absorbant AO, solution de P(G,C), déterminé

‘ A
par l'algorithme,x ® est une solution optimale de PG“

Démonstration : I1 est facile de vérifier que pour tout

absorbant Ao’ de poids minimum proposé par l'algorithme,

A A
[8) Py . s o ~ P
X vérifie avec y © les conditions du théoréme des écarts

complémentaires.

Le lemme 5 achéve 1la démonstration du théordme 2;

Exemgle

On reprend le graphe G donné par 1a figure.3, le
polytope P(G) sera dans ce cas

Xo * Xg X, ¥ X X, o2 i

X, * Xz ¥ X, P Xg v X, 2 1
Xq ¥ X, Xg Jr2x4 *Xg Xt Xq 2 2 *
Xqtx, *+ Xg *3x4 X ot Xe * X, 2 3 *
Xq * X, +2x3 +4x4 +2xS +2x6~+2x7 > 4 *

X, * Xq +2x4 P Xg * X o F X, 2 2

X, +2x3 +3x4 +2xS +2x6 +2x7 2 3 *

Les quatres contraintes marquées d'une astérisque sont
redondantes, ce qui montre que les contraintes de type (2)
ne sont pas toutes des facettes.
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La solution optimale du dual D, associée 3 1°'absorbant

G
de Poids minimuom AO est

~<
[ &3]
il
—

Yi = Ej Koo 0 ailleurs
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