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INTRODUCTION

Parmi tous les problémes qui sont A 1'origine de 1la théorie des
graphes, le problaéme dit "des quatre couleurs" est certainement celui qui
a motivé le plus de recherches. Or, dés 1880, et alors que le théoréme des
quatre couleurs &tait considéré camme démontré, Tait a remarqué que 1'on
pouvait reformuler le probléme de la coloration d'une carte de la maniére
suivante :
Est-il toujours possible de colorier les arétes d'un graphe cubique planaire
en trois couleurs de maniére a ce qu'il n'y ait pas deux aretes adjacentes de

mdne couleur ?

Ceci explique 1'intérét initial porté a 1'étude de 1'indice chro-
matique des graphes cubiques.

Par la suite, on s'est rendu campte que si les odnjectures du 5-flot
de Tutte, de la double-couverture par des cycles, et de la double couverture
par des oouplages de Fulkerson sont vérifides sur tous les graphes cubiques
sans isthiee d'indice chromatique quatre, elle sont alors vraies pour tous
les graphes sans isthme pour les deux premiéres, pour tous les graphes cu-

biques sans isthme pour la derniére.

L'étude des graphes cubiques et de leur indice chramatique est .
ainsi liée a différents problémes importants en théorie des. graphes, et
1'objet du Chapitre I sera de les présenter.

Le Chapitre IT est une étude sur les graphes cubiques sans isthme,
d'indice chramatique quatre, de cyclique-aréte-connectivité inférieure a six.
En 1975, on ne camnaissait que quatre graphes cubiques sans isthme d‘indice
chramaticque quatre non triviaux (le premier trouvé étant celui de Petersen
qui date de 1898).



C'est alors qu'Isaacs a montré qu'il existe deux constructions
permettant a partir d'un graphe cubique d'indice chramatique quatre d'en
construire une infinité, et gue tout graphe cubique sans isthme d'indice
chramatique quatre non cycliquement-quatre—aréte-connexe peut é&tre ainsi

construit a partir d'un graphe ayant moins de sommets.

C'est pourquoi il aproposé d'appeler non triviaux tous les
graphes cubiques sans isthme d'indice chramatique quatre cycliquement-—
quatre-aréte-connexes qui plus tard ont &té baptisés snarks par M. Gardner.
On montrera que tout graphe cubique sans isthme d'indice chramatique quatre
de cyclique-ar&te-connectivité inférieure 3 six peut &tre obtenu 3 1'aide

de certaines constructions & partir de snarks qui sont :

~ soit de cyclique-aréte~connectivité 4 et tels que tout c-cocycle 4

soit engendré par un carré sans corde ;

~ soit de cyclique-aréte-connectivité 5 et tels que tout c-cocycle 5
soit engendré par un graphe non 3-coloriable ouisomorphe & 1'un parmi trois

graphes que l'on précisera.;

~ soit de cyclique-aréte—connectivité supérieure ou égale & six.

Pour montrer cela, on étudiera de fagon approfondie les 3-colora-
tions possibles des arétes des deux graphes déterminés par un c-cocycle cing
d'un graphe cubique d'indice chromatique quatre, sans isthme.

On définira, grace a cette &tude, de nouvelles constructions de graphes cu-

biques d'indice chramatique quatre.

Le point de départ du chapitre III est une tentative de caractéri-
sation des graphes cubiques d'indice chromatique trois. Il s'agit d'un
théoréme de Szekeres qui s'est révélé faux et qui s'énonce de la maniére
suivante : une condition nécessaire et suffisante pour gu'un graphe cubique
G soit d'indice chramatique trois est que G posséde un ensemble D (appelé
décomposition polyédrale paire) de cycles élémentaires de longueur paire
tel que toute aréte de G appartienne 3 deux cycles exactement. I1 est clair
que cette condition est nécessaire. Or F. Jaeger, ayant remarqué que la



demonstration de Szekeres était fausse, savoir si la condition était suf-
fisante restait un probléme ouvert. On montrera qu‘'elle ne l'est pas en

donnant de nambreux contre-exemples (dont une famille infinie) .

be plus on montre qu'un graphe cubique d‘'indice chromatique trois
peut posséder une décamposition polyédrale paire qui n'est liée A aucune

coloration des arétes.
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RELATIFS AUX GRAPHES CUBIQUES ET A LEUR INDICE CHROMATIQUE






(
CHAPITRE T : DEFINITIONS GENERALES. EXPOSE DE PROBLIMES ET DE CONJECTURES
RELATIFS AUX GRAPHES CUBIQUES ET A LFUR INDICE CHROMATI(UE

I - DEFINITIONS
On appelle graphe un couple G = (V,E) ol :
~- V est un ensenble fini, non vide, appelé ensemble des sonmets de G.
- E est un ensenble fini, appelé ensamble des arétes de G tel que & toute
aréte e de G sont associés deux samets de G (non nécessairement distincts)
appelés extrémités de e. '

On appellera boucle une aréte dont les extrémités sont confondues.

Deux sammets distincts x et y seront dits adjacents si ils sont

extrénités d'une wane aréte.

Deux arétes distinctes seront dites adjacentes si elles ont au

mins une extrémité commane.

Une aréte e sera dite incidente 3 un sonmet x si x est une de ses

extrémités ; dans ce cas x sera €galement dit incident 3 e.

On notera indifféremment xy ou yx 1'ensemble des arétes de G ayant

X et y pour extrémités.

Si |xy] =k > 1, on dira que xy est une aréte multiple de multi-

plicité k, et si k = 2 on dira que xy est une aréte double.

On appellera degré d'un sammet x le nanbre

d(x) = L |xy| + 2] x|
ye V-{x}
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Un graphe cubicque est un graphe dont tous les sammets sont de

degré 3.

Soit V' un enseamble de somets (V' < V).

On appelle sous-graphe de G défini par V', le graphe noté
GV' = (V' ’EV') ol EV’ est 1l'ensemble des arétes de E dont les deux extrémités
appartiennent a V'.

Soit E' un ensaemble d'arétes (E' c E).

On appelle graphe partiel de G défini par Ef, le graphe G' = (V,E').

Dans le cas ol le graphe partiel de G défini par E' est tel que :

~ tous les samets sont de degré inférieur ou égal a 1, E' est appelé
couplage de G ;

- tous les sonmets sont de degré 1, E' est appelé couplage
parfait de G.

Remarque : Un couplage ne contient pas de boucle.

On appellera chaine de longueur n, ayant pour extrfémités les sammets

X et y, toute séquence d'arétes distinctes €11€5s - /8) telle que :

!

e, soit incident d x, et adjacent a e, par son autre extrémité.

1
e soit incident a8 y et adjacent a e,.; par son autre extrémité.

|

e, pour ie{2,...,n-1}, soit adjacent a e;_, par 1'une de ses extrémités,
et a €4, Par 1'autre extrémité.

Un cycle est une chaine dont les extrémités sont confondues.

Un cycle est dit Elémentaire si tout sammet du graphe est incident

a au plus deux arétes du cycle.



Par extension, on appellera chaine (respectivement cycle) un
graphe formé par les arétes d‘une chaine (respectivenent d'un cycle) et

par les somets incidents.

G est connexe si, pour toute paire de samets x et Y., il existe
une chaine d'extrémités x et y.

On appellera camposante connexe de G tout sous—graphe de G connexe

et maximal (relativement a 1'inclusion de 1'ensenble des sammets) pour cette
propriété.

Une aréte e d'un graphe G = (V,E) est appelée isthme si
G' = (V,E-{e}) a plus de composantes connexes que G.

Soit A € V ; on note wG(A) (ou plus simplement w(A) si aucune

oconfusion n'est possible) 1'ensembie des ar&tes du graphe G ayant une

extrémité et une seule dans A.

Un cocycle est, par définition, un ensemble d'arétes de la
forme w(d).

On appellera c-cocycle un cocycle w(A) (A c V) tel que GA et
Gy_p contiennent chacun un cycle. ‘

Un ococycle (respectivement un c-cocycle) de n aréﬁes sera appelé
cocycle n (respectivement c-cocycle n). '

On dira qu'un graphe est cycliquanent k-aréte connexe (noté
c.k.a.c.) si il ne posséde pas de c-cocycle n pour n < k.

On dira qu'un graphe est de cyclique-aréte-connectivité-k

(noté c.a.c.k) si il est c.k.a.c. et nosséde un c-ococycle k.

On dira qu'un graphe est de cyclique-aréte-connectivité

(noté ¢.a.c.») si 11 ne possdde aucun c-cocycle.
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Remarque : Dans un graphe cubique, tout cocycle 1 est un c-cocycle 1,
tout cocycle 2 est un c~cocycle 2.

En effet, soit w(A) un cocycle n d'un graphe cubique et soient

s = |A| et a, le nombre d'arétes de G,

Ona3s = 2a +n

Pour que GA ne contienne pas de cycle, on doit avoir a < s-1
et donc 3s < 2(s~-1)+n ce qui donne s < n-2. Il est clair que ce n'est pas

possible dans le cas o n = 1 ou 2.

On dira que deux graphes G = (V,E) et G’ = (V',E') sont isamorphes

s'il existe deux bijections

BV:V*-V'
BF:E+E'

telles que deux arétes qui se correspondent dans la bijection BE aient des

extrémités qui se correspondent dans la bijection B,.

Un graphe cubique G est dit k-coloriable (keN) si 1'on peut avec

k couleurs colorier les ar@tes de G de manilre a ce que chaque samnet soit

incident a des arétes coloriéespar trois couleurs différentes.

Remarque : Quelque soit l'entier k, un graphe cubique G possédant une boucle
n'est pas k~coloriable.

L'indice chromatique d'un graphe cubique G sans boucle est le nambre k

minimum tel que G soit k-coloriable.

Considérons un ensemble V fini non vide de points d'un plan J

et un ensemble E fini de courbes simples (courbes de Jordan) tel que :

- toute courbe de E a ses deux extr&mités (&ventuellement confondues) dans

V et son intérieur disjoint de V ;
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~ 1'intersecticn des intérieurs de deux courbes de E,distinctes, est vide.

Le couple (V,E) est un graphe au sens définl précédemment (la

notion cawbinatoire d‘extrémité correspordnaturellement 3 la notion topo-

logique) .
Un tel graphe sera dit graphe plan (1]

Un graphe sera dit planaire s'il est isaworphe 3 un graphe plan.

Soit GH un graphe plan.

On appellera face de G toute camposante connexe de [[-G...

il 1

Deux faces distinctes seront dites adjacentes ;si leurs frontiéres

contiennent au moins une aréte camune.

IT - LE PROHLFME DES QUATRE COULEURS

a - Introduction historique

Toute carte de géographie peut-elle &tre coloriée a l'aide de
quatre couleurs de maniére a ce que 1'on puisse distinguer les régions
qui la composent ?

Cette question a été& posée pour la premiére fois en 1852.

En effet,a cette date, un étudiant, nonmé Guthrié, ayant remarqué
qu'il arrivait toujours 3 se contenter de guatre couleurs pour colorier une

carte de géographie, sollicita l'avis de son professeur, De Morgan.

Et c'est ainsi que "naquit" le probléme des quatre couleurs,
probléme qui s'est vite transformé en conjecture, personne n'ayant été

capable de découvrir une carte nécessitant cing couleurs.

Pourtant cette conjecture provoqua 1'intérat d'un trés grand
nambre de mathénaticiens et si elle n'a pu &tre démontrée qu'en 1976
par K. Appel et W. Iaken [2] grace & 1'utilisation d'un grand nambre
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d'heures d'ordinateur, elle a inspiré beaucoup de fausses démonstrations.

La plus cé&lébre de celles-ci est celle de Kempe 3] qui date
de 1879 et dont le caractére erroné n'a &té découvert qu'en 1890 par
Heawood [4].

Toutefois, cette recherche d'une démonstration de la conjecture
des quatre couleurs a été & l'origine de nambreux résultats relatifs 3 des
problémes de coloration dans les graphes, tout en &largissant 1'éventail

de ceux—ci.

b - Le théoréme de Tait

En termes de théorie des graphes, la conjecture des quatre
couleurs s'énonce ainsi :
Quatre couleurs suffisent pour colorier les faces de tout graphe planaire

sans isthme de sorte qu'il n'y ait pas de faces adjacentes de méme couleur.

Mais trés vite, Cayley [5] et Kempe [3] ont remarqué qu'il suf-
fisait, pour démontrer cette conjecture, de montrer qu'elle est vérifiée
dans le cas particulier des graphes cubiques planaires et sans isthme.
C'est cette remarque qui a permis 3 Tait d'8tablir le théoréme suivant :
La conjecture des quatre couleurs est vraie si et seulement si tout graphe

cubique planaire sans isthme est d'indice chromatique trois.

C'est ce théoréme qui a &té & l'origine de 1'étude des graphes
cubiques et de leur indice chromatique. '

ITT - QUEIQUES RESULTATS SUR L'INDICE CHROMATIQUE DES GRAPHES CUBIQUES

a - On remarque que le théoréme des quatre couleurs et le théoréme de Tait

établissent le fait suivant :

Tout graphe cubique planaire sans isthme est d'indice chromatique trois.



Pendant un certain temps, on a m&ne cru que tous les graphes
cubiques sans isthme étaient 3-coloriables. Or cela est faux, Petersen [6]
1'a montré en construlsant un graphe dit graphe de Petersen (représenté

a la figure 1) de telle sorte que celui-ci ne soitipas 3-coloriable.

Figure 1

Jusqu'en 1975, seuls quatre graphes cubiques sans isthmes non
3-ocoloriables non triviaux étaient connus [6, 7, 8, 91, et c'est alors
qu'Isaacs exhiba plusieurs constructions permettant d'en cbtenir une
infinité. Mais aucun d'eux ne dément la conjecture déja anciénne de Tutte

citée ci—dessous :

Conjecture de Tuttel33] : Pour tout graphe cubicue sans isthme non 8-coloriable
G, 1l existe un graphe partiel G° de G haméamorphe au graphe de Petersen.

(ot 1'on appelle insertion d'un samet z dans une aréte xexy 1‘'opération
qui transforme le graphe G = (V,E) en H = (Vu{z}, (E—-{e})u{el,ez}), z &tant

une nouveau samet e, et e, deux nouvelles arétes telles que e e¢xz et

1
e,ezy ;
et ol G' est haméamorphe & G, s'il peut &tre cbtenu a partir de G par une

suite d'insertiorsde samnets)..

b - Conséquences de la conjecture de Tutte remarquées par différents

chercheurs

Soit G un graphe.

On notera : c¢r(G) le nambre minimum de “croisements" d'arétes

que 1'on puisse cbtenir en représentant le graphe G sur un plan.

s(G) le nambre minimum d'ar@tes qu'il faut retirer

a G pour gqu’'il devienne planaire.
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Il est clair que :

— 51 H est un graphe huandamorphe au graphe G, on a

cr (H)
s (H)

cr(G)
s (G)

~ si G' est un graphe partiel du graphe G on a

cr(G) 2 cr(G")
s (G) s(G')

v

D'autre part, P &tant le graphe de Petersen, on a
cr(P) = s(P) = 2

Par conséquent si la conjecture de Tutte est vraie, alors les

deux propositions suivantes sont vraies :

Proposition 1 : Tout graphe cubique sans isthme G tel que cr(G) <1

est d'indice chramatique trois.

Proposition 2 : Tout graphe cubique sans isthme G tel que s(G) <1 est

d'indice chromatique trois.

La proposition 1 qui est plus forte que le théordme des quatre
couleurs, a pu étre démontrée par Jaeger [10], Celmins et Swart [11] &
1'aide de ce théoréme. ‘

La proposition 2 n'ayant été jusqu'a present ni démontrée, ni

démentie, reste & 1'état de conjecture [12].

¢ - Théoré@me (Johnson [131, Brocks [141], Vizing [15]) : L'indice chramatique
d'un graphe cubique sans boucle est trois ou quatre.

Un graphe cubique sans boucle dont on ne peut colorier les
arétes avec 3 couleurs peut donc indifféremment &tre appelé graphe cubique
non 3-coloriable ou graphe cubique d'indice chramatique quatre.
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IV - TROIS CONJECTURES

Le probléme des quatre couleurs n'est pas le seul en théorie des
graphes dont on puisse trouver une formulation équivalente en termes de

graphe cubique et d’indice chramatique.

En effet, tel est le cas pour les trois conjectures présentées

dans ce chapitre.

De plus, ces trols conjectures, se révelent, elles aussi, trés
difficiles.

a) Présentons tout d'abord une construction utilisée par plusieurs auteurs
permettant de transformer un graphe sans isthme quelconque en graphe cubique

sans isthme.
Soit G = (V,E) un graphe sans isthme.

On peut définir sur G les opérations suivantes :
- R&duction d'un samet x de degré 2 :
Deux cas sont possibles

(i) xx # #. Dans ce cas |:x| =1 : soit e 1'unique aréte de xx.
Alors G' = (V-(x}, E-{e}) est le graphe dbtenu par la réduction du samet x,

dans le cas (i).

(iil) xx = 3. Soient €, €eXy, e,exz les deux arétes de G adjacentes d x.
(y et z ne sont pas nécessairement des saunets distincts).
G' = {X-{x}, [E~{e1,e2}]u{e3}), od e, est une aréte nouvelle d'extrémités
Y et z, est le graphe obtenu par la réduction du samnet x dans le cas (ii).
- Extension d'un sommet x de degré d supériear a 3.
Soient € €yy.- .,ed 1l'ensemble des arétes de G telle que eiexyi avec

1
y; # x pour tout ie{l,.u,dl} (les y, ne sont pas nécessairement distincts).
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Soient el',. . “'eé les arétes de XX.
2

(Remarque : dl + 262 = d)

Pour construire le graphe G' obtenu par 1l'extension du somnet x

on supprime x et les arétes qui lui étaient incidentes et 1l'on crée :
- d nouveaux sonmets Xyr Xop oeey xd

- d+dl+d2 nouvelles arétes : Byyeeerdgy bl’“"bd R Cl""’cd
1 2

telles que

o
m

X, ¥, pour i e {1,...,d-1}

& €

X1 %

b. € X, Y.

i , Yy, pour i h,...,dl}

3 xdl+i xdl+i+d2 pour i e {1,...,d2}

et
G' = ((V-{x})u{xl, cee ,xd}, (E-{el. . .,edl €] ree ,eéz})u

{al,...,.a ,bl,...,bdl,cl,...,cdz})

(On a "remplacé" le samet x par un cycle de longueur d) .

En appliquant ces opérations sur tous les sammets de G de deyré
non &gal a trois, il est clair que l'on obtient un graphe ':cubique sans isthme,
ou (dans le cas ol tous les sammets sont de degré 2) le graphe vide.

b) Conjecture du 5-flot de Tutte [16]

bl) Définition d'un k~flot

On appellera orientation d'un graphe G = (V,E) toute application O
de Edans V x V qui a toute aréte e de G associe un couple O(e} = (x,y)
oll x et y sont les extrémités de e, x &tant alors appelé extrémité initiale

de e, y extrémité terminale de e dans 1'orientation O.
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Soit keN, k 2 2
\

On appellera k-flot du graphe G = (V,E) muni de 1'orientation O
toute application f de E dans {~(k-1),...,-1,1,...,k-1} telle que pour tout
sammet v on ait I fe) = L f(e)

e«sD1 eeD2
ou D, est 1l'ensawble des arétes de E ayant leur extrémité initiale dans

1
1'orientation O. &gale & v.

D2 est l'ensenble des arétes de E ayant leur extrémité terminale dans

l'orientation O égale 4 v (sl eevv alors eeDl et eeDz) .

b2) Remarques

- S1 un graphe posséde un k-flot pour une certaine orientation O, alors il
en posséde un pour toute orlentation.

Le fait pour un graphe de posséder ou non un k—~flot est donc indépendant de
1'orientation choisie.

= Solt £ un k-flot d'un graphe G = (V,E) muni d'une orientation O :

Soit AcV ;ona L fle) = L f(e)
' eeEl eeEz

i

ol El est 1'ensemble des arétes de E telles que Ofe) (x,y) avec xA y¢A

E2 est 1l'ensamble des arétes de E telles que O(e) = (x,y) avec x/A et
Yeh.

Par conséquent, un graphe possédant un isthme ne posséde aucun
k-flot. De plus, si dans un graphe G qui posséde un k-flot, on remplace
un ensenble de sammets A par un seul samet a incident a fi_butes les arétes
de w(b),le graphe obtenu posséde un k-flot: directement dérivé du précédent.

= Soit k' un entier supérieur & k. Tout k—flot sur G est un k'~flot sur G.

- Soit G = (V,E} un graphe, f un k-flot de G muni d‘'une orientation O.
Soit e we aréte de G telle que O(e) = (x,y).

Soit G' = (Vufv], (E—{e})u{el,ez)) ol v est un nouveau samet et ol e, ,e

172
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sont de nouvelles arétes avec :

e, € Xv

1
e, € vy
(on a fait 1l'opération inverse de la réduction d'un samet de degré 2).

Soit O' une orientation de G' telle que :

Ole-le} = O)B-{e}
0'(e;) = (x,v)
o' (82) = (VIY)
Il est clair que f' telle que ffE—{e} = fIE—{e}
f'(el) = f'(ez) = f(e)

est un k-flot sur G' muni de 1'orientation O'.

b3) La conjecture de Tutte [16]

Tout graphe sans isthme posséde un 5-flot.

Or, on peut montrer qu'il suffit,pour que cette conjecture soit
vraie,qu'elle soit vérifié par tous les graphes cubiques sans isthme non
3-coloriables ([171,[181).

En effet on a :

(i) Si la conjecture est vraie pour tous les graphes cubiques sans

isthme, elle est vraie.

(ii) La conjecture est vraie pour tous les graphes cubiques 3-coloriables.

(1) Supposons que tout graphe cubique sans isthme posséde un 5-flot.

Soit G un graphe sans isthme, si tous ses sammets sont de degré 2,

il a trivialement un 2-flot, donc un 5-flot. Sinon, & l'aide de la constructior

IV a) on peut obtenir un graghe cubique sans isthme G' 3 partir de G.
D'aprés les remarques précédentes (III.b2), il est clair que d'un 5~-flot
existant sur G', on peut déduire un 5-flot sur G.



(1i) Soit G un graphe cubique 3-coloriable.
Etant donnée une coloration des arétes de G avec les couleurs 1, 2 et 3,

soient El’ E2, E3 les ensembles d'arétes coloriées respectivement 1, 2 et 3.

G, celui défini

Soient Gl le graphe partiel de G défini par EIUEZ' 5

par E2UE3.
I1 est clair que tous les samets de Gi (1 =1,2) sont de degré 2.
Soit Oune orientation de G.

On vérifie immédiatement que G i muni de 1‘orientation induite
par O admet un 2-flot fi (1 =1,2). '

Soit £ i 1'application de E(G) dans Z définie par :

fi (e) fi (e) sl e est une aréte de Gi

0 sinon (1 =1,2)

I

fi + 2fé est un 4-flot de G muni de 1l'orientation O.

c) La conjecture de la double couverture par des cycles

Cette conjecture,dont la paternité n'est pas établie, est la
suivante : tout graphe sans isthme posséde une famille de cycles &lémentaires
telle que chaque ar@te appartienne 3 deux cycles exactament (une telle famille
est appelée double couverture par des cycles).

De néme que précédenment, il a été montré [19] que :

(1) Si la conjecture est vraie pour les graphes cubiques sans isthme,

elle est vraie.

(i1) La conjecture est vraile pour les graphes cubiques 3-coloriables.

In effet

(1) Supposons que tout graphe cubique sans isthme posséde une double

oouverture.
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Soit G un graphe sans isthme et soit G' un graphe cubique sans
isthme obtenu a partir de G 3 1'aide de la construction IV-a. (On suppose
que G a un samet de degré = 3 sinon il admet trivialement une double cou-
verture) .

On peut montrer sans difficulté qu'une double couverture par des cycles
de G, peut é&tre déduite de celle de G'.

(ii) Soit G un graphe cubique 3-coloriable.

Etant donnée une coloration des arétes de G avec les couleurs

1, 2 et 3, soit Ei 1'ensemble des arétes coloriées i (i =1,2,3).

Chaque camposante connexe du graphe partiel de G déterminé par
EluE2 est un cycle é&lémentaire de G.

De méme pour E20E3, ElUE3.
L'ensemble de tous ces cycles constitue une double couverture des

arétes de G par des cycles.

De méme que précé&demment il suffit donc de montrer que la conjecture
est vraie pour tous les graphes cubiques sans isthme non 3-coloriables, pour
nmontrer qu'elle est vraie pour tous les graphes sans isthme.

d) De nambreuses conjectures sont liées aux deux conjectures précédentes,

ainsi que 1'indique le tableau ci-aprés :
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Nous renvoyons a [20] pour la définition d'une immersion d'un

graphe dans une surface (orientable ou non).

Une telle immersion est dite réguliére quand le bord de toute
face est un cycle &lémentaire (voir {201, chap III) ; comme dans le cas
planaire deux faces sont dites adjacentes si leurs bords ont une inter-
section non vide au sens des ar&tes. L'immersion réquliére sera dite
k~coloriable au sens des faces si on peut colorier les faces avec k cou-

leurs de sorte qu'il n'y ait pas deux faces adijacentes de méme couleur.

e) La conjecture de la double couverture par des oouplagés parfaits de
Fulkerson

La conjecture de Fulkerson [21] est la suivante :

Tou graphe cubique sans isthme possé&de six couplages parfaits (non néces—
sairement différents), tels que chaque arédte appartienne 3 exactement deux
de ces couplages.

De méme que précédemment, on montre que la conjecture est
vérifiée pour les graphes cubiques 3-coloriables.

En effet, soit G un graphe cubique 3-coloriable et dont les

arétes sont coloriées 1, 2 et 3.

L'ensemble des ar@tes coloriées 1 (2,3) forme un couplage parfait
du graphe, noté Cl 3) '
{Cl, Cyr Cyr €y Cy, C } est une famille de six couplages de G telle que -
chaque aréte appartlent a deux couplages exactement.

I1 suffit donc d'étudier la conjecture sur les graphes cubiques

non 3-coloriables.

En fait, Seymour [18] et Celmins [19] ont montré qu'il suffirait,
pour démontrer ces 3 conjectures difficiles, de montrer qu'elles sont vraies
sur 1l'ensemble des graphes cubiques cycliquement—4-ar@te-connexes non
" 3~coloriables (aussi appelés snarks camme on le verra par la suite).
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CHAPTIRE II : CONSIRUCITIONS DE GRAPHES CUBIQUES NON 3-COLORIABLES.
SNARKS C-MINIMAUX

I - INTRODUCTTION

II -

Le probléme des quatre couleurs, ainsi que certaines conjectures

(Chapitre I) aménent a 1'étude des graphes cubiques non 3~coloriables, ou

plutdt de certains d'entre eux.

Ainsi les graphes cubiques possédant un isthme ne sont générale-
ment pas considérés puisqu'ils sont toujours d'indice chramaticque quatre,

ne peuvent correspondre a une carte et sont trés faciles 3 construire.

D'autre part,R. Isaacs|26]a remarqué que 1'on peut trés facilement,
a partir d'un graphe cubique sans isthme non 3-coloriable, dbtenir, d l'aide
de deux constructions, une infinité de graphes cubiques sans isthme non
3-coloriables, mais possédant tous au moins un c—cocycle de cardinalite
2 ou 3.

Inversement, Isaacs a montré que tout graphe cubique sans isthme
non 3-coloriable possédant au noins un c-cocycle de cardinalité 2 ou 3, peut
étre ainsi construit a partir d'un ou plusieurs graphes cubiques sans isthme

non 3-coloriables cycliquement-4-aréte-connexes.

Pour ces raisons, Isaacs a appelé les graphes cubiques non 3-colo-

riables cycliquanent-4-aréte—conexes : graphes cubiques non 3-coloriables non

triviaux.

On nontrera ici que, a 1'aide d'autres constructions, on peut
encore restreindre 1'ensemble des graphes cubiques sans isthme non 3-colo-
riables 4 partir desquels on sait que 1'on peut obtenir tous-les graphes

cubiques sans isthme non 3-coloriables.

DEFINITIONS ET PROPRIETES

a) Graphes & m pendants

On appellera graphe & m pendants ou G.m P. (meN) un graphe dont

Im samets sont de deqgré 1 et tous les autres de degré 3.
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Les m sommets de degré 1 d'un G.m P. seront appelés pendants, les
arétes qui leur sont incidentes, arétes pendantes.

Remarque 1 : Le nambre de sammets de degré 3 d'un G.m P. est de méme parité
que m.

En effet, soit s le nanbre de samets de degré 3 et a le nombre
d'arétes d'un G.mP. . On a 3s+m = 2a.

Remarque 2 : Une aréte d'un G.m P. peut &tre incidente & 0,1 ou 2 pendants.

On appellera graphe & m pendants numérotés ou G.m P.N. tout
couple (G,¢) ol :

* G est un G.m P, ‘
* ¢ est une bijection de 1'ensemble des pendants de G dans {1,2,...,m}
appelée numérotation des pendants.

On définit a présent trois opérations :

- La cassure d'une aréte

Soit eexy (xeX, yeX) une ar&te d'un graphe G = (X,E).
On dira que le graphe G' = (Xu{pl,pz}, (E*{e})u{el,ez}) ol p, et p, sont deux
nouveaux samnets et = et e, deux nouvelles arétes avec €, €Xp; 4 €,€YPy,
est odbtenu par la cassure de l'aréte e.

- La soudure de deux pendants

Il s'agit en quelque sorte de 1'opération inverse de la cassure.
Soient Py et P, deux pendants dun G.m P. (m 2 2), G = (X,E).
Deux cas sont possibles :

- p, et p, sont incidents a4 la méme aréte pendante e.

- Py et P, sont incidents 4 deux arétes distinctes, respectivement
e, et e,. €,eXp;  eyeyp, (x et y ne sont pas nécessairement distincts).
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Dans le preamier cas le graphe G' dbtenu par la soudure de p, et
p, sera G' = (X—{pl.pz}, E-{el} et dans le second cas
G' = (X~{pl,p2}, (E~{el,e2})u{e3}) ol e, est une nouvelle aréte d'extrémités
X el y.

Dans tous les cas G' est un G.{m~2)P. .

- L'union de deuwx G.m P.N.

Solent (G = (X,E),¢) et (G' = (X*,E')¢*) deux G.m P.N. avec
XX = ¢ et max(|X],|X']} > m.

Le graphe H = (XuX', EUE') est un G.2m P.. En soudant ¢ L (i) a
q»‘“l (1) pour tout i appartenant & {1,2,...,m}, on obtient un graphe cubique K.

K est, par définition, l'union de (G,¢) et de (G',9').

On dira qu'un graphe cubique K est une union des deux G.m P. G
et G' si 11 existe une numérotation ¢ de G, une numérotation ¢*' de G' telles
que l'union de (G,¢) et de (G',$') soit isamorphe 3 K.

Remarque 3 : Soit G un graphe cubique, en cassant n ar&tes de G on obtient
wn G.2n P.. |

Remarque 4 : Soit G = (V,E) un graphe cubique.
Soit w(@) (A c V) un cocycle n de G.

En cassant les n arétes de w(A) on obtient un G.2n P.,soit G'.
Soit Pl {respectivement PZ) 1'ensemble des pendants de G' adjacents a des
samets de A (respectivement V-A).

Les sous—graphes de G' engendrés par Z\uPI et (V-3) uP2 sont deux
G.n P, notés gﬁ et GV-—A ayant pour ensamnble de samets de deqré trois, res-—

pectivement A et V-A,

Gz\ et GV“A seront dits déterminés par w{h).
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b) Colorations des pendants

On appellera 3-partition d'un ensemble E tout ensemble de
3 sous~ensenbles de E El' EZ’ E3 tels que

E10E2=E10E3:EZQE3=¢

EluEzuE3=E

(on n'exigera pas que ces sous-ensenbles soient non vides ; 1l'ensemble vide
pourra apparaitre deux fois).

On appellera 3-coloration d'un G.m P. G = (V,E) toute 3-partition
E de E en 3. sous-ensembles de E &gaux chacun & un couplage de G ; chacun d'eux
sera appelé une couleur de E.

On dira qu'un G.m P. G est 3-coloriable si et seulement si G posséde

au moins une 3-coloration.

Remarque 5 : Un G.m P. G poss&de une 3-coloration si et seulement si on
peut colorier les arétes de G en trois couleurs de sorte que tout samet
de degré 3soitincident 3 des arétes colorises avec trois couleurs diffé-
rentes.

Dans le cas d'un G.OP. (c'est i dire d'un graphe cubique), la
définition ci-dessus de la 3~coloriabilité est bien cohérente avec celle
donnée dans le chapitre précédent.

On appellera coloration des Ppendants d'un G.m P. ‘G toute ‘
3-partition P = {Pl,Pz,P3} de 1l'ensemble des pendants de G, telle qu'il
existe une 3-coloration de G, E = {El'Ez'E } pour laquelle P est 1'ensemble

des pendants incidents aux arétes de E, pour ief{1,2,3}.
' et P seront dites associées.

On notera C(G) 1'ensemble des colorations des pendants d'un
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Propriétés :
Soit G un G.m P..

Pl : Soit £ = {El,E2 ,E3} une 3-coloration de G.
Considérons le graphe partiel de G déterminé par 1‘union de deux couleurs de

J 4 E1 et E2.

Une composante connexe de ce graphe partiel est :
— solit un cycle Eélémentaire dont les arétes appartiennent alternativement
a E‘l et a E2 (un tel cycle sera dit “bicolorié")

~- soit une chaine &lémentaire dont les arétes appartiennent alternati-
veient: a El et a E, et dont les deux extrémités sont des pendaiits de G
tne telle chaine sera dite "biocoloriée") ;

- solt un pendant de G si celui-ci est incide.nt d une aréte de E3.

Remarque 6 : Soit donc C une chaine ayant deux pendants pour extrémités et
dont les arétes appartiennent alternativement a El et a E2.

Solent C1 les arétes de C appartenant 3 El’ 02 les arétes de C appartenant
a E,.

E* = ({E,-C)) v C,, (E,=C,) v C;, E;} est une 3~coloration de G.

On dira que E' est cbtenu par &change des couleurs le long de la chaine C.

P2 : Soit P = {Pl,P2,1>3} une coloration des pendants d'un G.m P..

i

Pyl = [Pyl 2m o (wod 2)
Ce résultat qui est d'allleurs une conséquence de la propriété
précédente, est déwontré dans [ 7] et [ 8] et a pour ’
Corollaire : Un G.1 P. n'admet aucune 3-coloration.
¢) Colorations

On dénotera par Cn (MeN*) 1'cnsemble des 3-partitions
¢ =1C,,C,,Cq) de {1,...,m) telles que

el = 0,0 = eyl =m (mod 2)
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Soit (G,$) un G.m P.N. .

Soit P = {Pl ’PZ‘PB} une coloration des pendants de G.

Soit C; = {(p) ; pePi} (i =1,2,3) ; {Cl ,C2,C3} est une 3-partition de
{1,...,m}.

P

D'autre part la propriété P2 du paragraphe précédent donne:

Em (mod 2).

W
I

Donc {Cl'CZ'CB} € cm.

{c).C, ,C3} est appelée coloration induite par P.

Soit " {G,¢} un G.m P.N. et CeC’m.
On dira que (G,¢) admet la coloration ¢ si il existe une coloration P des

pendants de G qui induise (.

Soit C’s(,‘m.
On appellera représentation de ¢ tout vecteur-colonne & m composantes 3
1
valeurs dans {a,b,c} p=1 tel que
“n

|

a}

ie{l,...,m} p, = Db}

¢=1{a,B,C} o0 A= {i

-

ie{l,...,m} o

B={i

-~

c=1i

-s

ie{l,...,m} Py = cl

Il est clair qu'il existe 3 représentations de ¢ si un seul des

Ci est non vide, et 6 sinon.

Soit (G,$) un G.m P.N. .
On notera ((G,¢) 1l'ensemble des colorations admises par (G,¢) : C(G,4) € Cye

On notera C(G,§) le camplémentaire de ¢(G,¢) dans C .

On dira que deux G.m P., G et G' sont :
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- équivalents si il existe ¢ et ¢' deux numrotations respectivement
de G et G' telles que C(G,9) = C(G*,¢°) ;

- contraires si 11 existe ¢ et ¢' dewx numérotations réspectivenent
de G et G' telles que C(G,$)nC(G',$') = @.

Remarcpie 7 : Deux G.m P., G et G', peuvent &tre 3 la fois &quivalents et

contraires (on en verra des examples par la suite).

Remarque 8 : Soient G = (V,E) un G.am P. (m 2 2) et P, et p, deux pendants
de G. s

Soit G' le G(m-2)P. obtenu par la soudure de Py et P,-
G' est 3-~coloriable si et seulenent si il existe une 3-coloration E de G
telle que les arétes incidentes a p, et p, appartiennent & la méme couleur
de E.

Une conséquence de la Remarque 8 est :
Remarque 9 : Solt (G,¢) et (G',4') deux G.m P.N.

L'union de (G,¢) et de (G',¢') est 3-coloriable si et sculement
si C(G,P)nC(G*,") # @.

In particulier, si G est un G.m P. non 3-ooloriable, tout unian
de G et d'un G.m P. quelconque est un graphe cubique non 3-coloriable.

Remarque 10 : Soit G un G.m P. . Soit ¢ une numérotation quelconque de
G. On a |c(@) | =|c(G,¢)].

Par conséquernit, si G et G' sont deux G.m P. tels qxie
lc@)| + |eGr)| > |(,‘m| , alors toute union de G et G' est 3-coloriable.

ITY - LES GRAPHES CUBIQUES NON 3~COLORTABRLES QUI NE SONT PAS CYCLIQUEMENT-QUATRE-
ARETE~-CONNEXES

O - Les graphes cubiques non connexes

Un graphe cubique n'est pas 3-coloriable si et seulement si

1'une au moins de ses camposantes connexes n'est pas 3-coloriable.
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On est ainsi. ramend § 1l'étude des graphes cubiques connexes non
gr

3~coloriables.

1 - Les graphes cubiques possédant un isthme

D'aprés le corollaire de la propriété P2 du paragraphe précédent,

ces graphes ne sont jamais 3-coloriables.

2 -~ Deux constructions dues 3 Isaacs

Remarque 11 : Une union de deux G.2P. (respectivement dedeux G.3P) est non
3-coloriable .si et seulement si 1'un d'eux est non 3-coloriable.

Démonstration : On a ¢, = {{{1,2}, ¢,@}}, ¢y = {{{1},{2},(3}}} ;
donc |¢,] = |c5] = 1. |

La remarque 10 pemmet de conclure.

a) Constrution 1

Soit G un graphe cubique non 3-coloriable.
Soit G' un G.2P, obtenu en cassant une aréte de G.

Soit F, le G.2P. possé&dant une seule ar&te représenté 3 la

Figure 1.

- T
’ N
X x.'-"-—-—;-—-—-;m l
S, v ' | {
y : |
Y eommtromssaessnna ;

G G! Q
Fy

Construction 1
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Toute union de G' et de F2 est Egale 3 G.

F2 étant 3~ocoloriable et Gne 1'6tant pas, la Remarque 11 nous
indigue gque G' n'est pas 3-coloriable.

In unissant G' & un G.2P. quelconque Q, on obtient donc un graphe
cubigque non 3-coloriable.

A l'aide de cette construction (représentée a la Figure 1), il
est donc possible d'obtenir une infinité de graphes cubiques non 3-coloriables.

b) La construction 2

Soit G = (V,E) un graphe cubique non 3—coloriable.,:

Soit v un samet de G, qui n'est pas incident & une boucle.

w({v}) détermine deux G.3P. G' = GV_[V}, et Fy = G{V} (voir Figure 2)

7~ AN
X ——-—-——l-——-
]
v v —) Yo |
|

Z et '

N 4

F. G [
3 G 0

Construction 2
Fiqure 2

Toute union de G' et de F3 est égale a G. F3 étanti‘3-coloriable
et G ne l'étant pas, on en conclut que G' n'est pas 3-coloriable (Remarque 11).

En unissant G' & un G.3P. quelconque Q, on obtient donc un graphe
cubique non 3-coloriable.

A l'aide de cette construction, il est donc possible d'obtenir
une infinité de graphes cubiques non 3-coloriables.
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3 - Théora&me 1 : Soit G un graphe cubique connexe non 3-coloriable, possé-
dant un c-cocycle 2 (respectivement un c-cocycle 3) G peut &tre obtenu par
une censtruction 1 (respectivement par une construction 2} 3 partir d'un
graphe cubique H non 3-coloriable, possédant moins de samets que G.

Si G est sans isthme, H l'est aussi.

Démonstration : Supposons que G posséde un c-cocycle.2.

G est le résultat d'une union des deux G.2P. Gi et G, ° déterminés par ce

c-cocycle 2.
On sait donc (remarque 11) que l'un d'eux discns Gy n'est pas
3~coloriable. V

Toute union H de Gi et de F, (voir Figure 1) est un graphe cubique
non 3-coloriable. Il est clair que ce graphe possé&de moins de sammets que
G et qu'il est sans isthme lorsque G est sans isthme. De plus, G est cons-
truit a partir de H par la construction 1. |

Dans le cas oll G posséde un c-cocycle 3, la démonstration est
similaire.

4 - Conclusion

Ayant dé&montré le théoréme précédent, R.Isaacs[26] a qualifié de
triviaux les graphes cubiques non 3-coloriables possé&dant un isthme, un
c-cocycle 2 ou un c-cocycle 3, et il a proposé de concentrer 1'é&tude des
graphes cubiques non 3-coloriables sur ceux qui sont cycliquerrent—-quatre—-

aréte—-connexes .-

Ces graphes non triviaux ont plus tard &té baptisés snarks par
M. Gardner [28]. |

Remarque 12 : On vérifie facilement que les snarks sont des graphes simples

sans triangle.



IV - IA CONSTRUCTION D'ISAACS ET LES SNARKS DE CYCLIQUE-ARETE-CONNHCTIVITE-
QUATRE

1 ~ Représentation des éléments de (,‘4

La propriété P2 du paragraphe précédent nous permet d'affirmer que
si on peut colorier les arétes d'un G.4P. en 3 couleurs de sorte que les
sanmuets de degré 3 solent incidents a3 des arétés de 3 couleurs différentes,
on a soit tous les pendants incidents 3 des arétes de la méme oouleur, soit
deux pendants incidents a des arétes d'une méme couleur, les deux autres

étant incidents a des arétes d'une autre couleur.
On a :

¢y = {101,2,3,4),8,0},(11,2},(3,4} ¢}, {{1,3),{(2,4} @) (01,4} ,(2,3) @} ]
Soit Cel 40 On choisira de représenter ¢ par la reérésenfation

unique qui n'a pour composantes que "a" ou "b", et dont la premiére compo—

sante est "a“,

L'unicité de cette représentation permet d'identifier les &léments

de ¢ 4 et leur représentation.

Nous &crirons donc ;

)

I
4

,;;Q

I
Qo
O“U:Q:ﬁl
UQJ-U‘CJ
b oo

2 - La construction d'Isaacs

Soient S1 et 82 deux snarks : Sl = (VI’EI) ' S2 = (V2'E2) .

On peuta partir de Sl et de 82, créer deux G.4P.N. (Sl',q)l) eé (Sé,tbz) de
la maniére suivante :

~ Soient €€, X, et €, XX, deux arétes disjointes de Sl‘ En cassant e,

et €, on aobtient un G.4P. Si dont les pendants sont adjacents aux samets

X)s Xg, Xy €t X,
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Soit ¢>l la numérotation de Si qui attribue le numéro i au pendant adjacent
au samet X, pour ie{1,2,3,4}. (Sl"(pl) est un G.4P.N. (voir Figure 3).

1 o (NS SR |
2D S
Xy o x3.---—-—-—~0 3
D, e D0 I
%y 4
5, (8], 9)

Figure 3
-~ Soient eezt une aréte de 82, Yy et Yo les samets adjacents a z, Y3 et
Y4 les sammets adjacents a t.

(On peut remarquer que S, ne possédant ni aréte double, ni triangle,
Yyr Yor Y3+ Y4 Sont distincts).

Le cocycle w({z,t}) détermine le G.éP.GW-{Z't}que 1'on appellera Sé

et dont les pendants sont adjacents a Yyr Yor Yyr Y-

Soit ¢2 la numérotation de Sé qui attribue le numéro i au pendant adjacent
au sammet y, pour ie{1,2,3,4}.

(s§,¢2) est un G.4P.N. (voir Fiqure 4).

: 1 e Y
4 4 ) 1
3 sies Y3
t < 4 P —— y4
S, (85, ¢5)
Figure 4

(1) L‘*union de (Si’¢l) et de <S§'¢2) donne un graphe cubique K non
3-coloriable.

Pour montrer cela on remarque que

- S1 est égal & 1l'union de (Si,@l) et du G.4P.N. (Ql,\}‘l) de la figure 5.

- 5, est &gal a l'union de (Sé,@z) et du G.4P.N. (Qz,‘i’z) de la figure 6.
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1 1l

D )

3 ) 3

4 4
Figure 5 : (Q, ) Figure 6 : (Q,, ‘1‘2)

Xy o s Yy
X, & * Y,
Xy e — Y3
X, o . Yy
! 52
Fiqure 7 : K

S1 et S2 n'étant pas 3-~coloriables, on a donc :

Cis}.b) s C0 ¥ )
C(Sél“’z) < C(Q2"PZ)
a a a a
b
a b b a

On a donc C(Si,«bl) n C(Sé,‘bz) =0

L'union de (si,¢1) et de (Sé,daz) (voir Fiqure 7) est donc bien non
3-coloriable. On notera K = (V,E) cette union.

Remarque 13 : Cette méthode de preuve peut &tre &tendue et elle le sera
ultérieurement. En effet soient l(1 et K2 deux graphes cubiques non 3-colo-
riables, avec K1 €gal 4 1'union de deux G.mP.N. (Kl',q>l) et (Fl,‘Pl), K2 &gal

a 1'union de deux G.nP.N. (Ké,q)z) et (52,\?2) .

Si l'on a CT(Fl,‘l"l) 0 C"(F2,‘P2) = ¢ alors 1'union de (Ki‘¢1) et de (Ké,q;z)

est non 3-coloriable.
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(2) K est cycliquement—-4-aréte-connexe.
Pour montrer celaon considére

G

It

t ' | - | J— -
(V},E}) oQ V] =V, Ej =E {el,ez}

!

e [ [ [ — | — 3 ] t ¥
G, = (V§,E5) od V) =V, {z,t} et Ej = E, {e,el,e2,83,e4}
ei, eé, eé, e;i &tant les quatre arétes deS2 adijacentes

ae.

Gl et G2 possédent chacun quatre samnets de degré deux : respectivement
Xl, Xz.y- X3' X4 et yll Y2' Y3r Y4‘

On dira que x; et X, 4 Pour i =1 ou 3 sont couplés.

De mé&me on dira que Y et Yin (L = 1 ou 3) sont couplés.

a) Soit Ai une partie propre non vide de Vjt (i=1o0u?2
contenant au moins deux samets de degré deux de Gi' Nous allons montrer
Wy (Ai) engendré par Ai dans Gi est de cardinal .
supérieur ou égal a deux.t »

que, alors, le cocycle

En effet supposons le (Ai)l < 1, quatre cas sont possibles :
i

- Ai contient exactement deux samets de degré deux dans Gi qui sont couplés.

+sii=11: dans Sl’ Wg (Al) serait alors de cardinal inférieur ou
1 .

égal a 1.

+s8i 1= 2 : supposons, sans perte de généralité, que les deux somets
de degré 2 de G, appartenant a A, sont Y, et vy, i alors dans Sz,

wg (A,u{z}) serait de cardinal inférieur ocu &gal a 2.
’s, |

mj AT
D) V3¢




-y

Dans les deux cas, 1'hypothése : "Si est c.4.a.c."” n'est pas respectée.

- Ai ocontient exactement deux sommets de degré deux de Gi’ qui sont non
couplés. |

Dans S i’ “’S (Ai) serailt alors de cardinal inférieur ou égal a trois, ce
i

qui est impossible car par hypothése Ai et Vi-Ai contiennent au moins deux

somets et S1 est c.4.a.c. .

- Ai contient exactement trois somets de degré deux de Gi‘

Dans Si' ‘*’S (Vi—Ai) serait alors de cardinal inférieur ou &gal a deux.
i

Si étant c.4.a.c., i1 y a contradiction.

- A i contient les quatre samnets de degré deux de Gi‘

Dans Si' g (Vi—Ai) serait alors de cardinal inférieur ou égal a un.
i
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11 y a 1a encore contradiction avec 1'hyptohése que Si est c.4.a.c. .

S

>

1 s

PP Y Sy

Vi-A,
1 1

b) Soit w(d) (A # @) un c~-cocycle n de K. Posons :

— i, =
Ai = Vi nA (et donc A A1UA2) .
n; = fmG. (Ai” pouri =1, 2

1

I1 est clair que |w(A)]| > n, + n,.

Donc, d'aprés ce qui précéde, si Al et A2 sont des parties propres et non

vides respectivement de V; et de V) alors |w(A)] > 242 = 4.

I1 ne reste donc plus qu'ad étudier le cas ol A = Ai pour i = 1 ou 2, avec
lw@)| = 3.

il

Or si A = V;i alors |w(A)| = 4, on a donc A # V{ P By

propre non vide de V; et d'aprés ce qui précéde |w(a)|

A est une partic

i

n, = Jug @) 2 2.
: i

Il est clair que |w(B)| &tant supposé inférieur ou &gal & trois, A; contient
au plus un sommet de degré deux de Gi’

Si Ai contient un sommet de degré deux de Gi alors i (Ai) | =2, et

wGl
W, (Ai) est un c-cocyle 3 de S T (Ai, par hypothése, contient un cycle et

3.,
1

V:.L-Ai au moins trois sammets) .
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Si Ai ne ocontlent pas de samet de degré deux de Gi' alors
oy, (A.)] = |w()| s 3 et w, (A,) est un c-cocyle 2 ou un c-cocyle 3 de
i 1 Si 1

S.. (Ai’ par hypothése, contient un cycle et Vi~-Ai au moins quatre

somnmets) .
AR
1
[

0D
S;Q:

Dans chacun des cas 1'hyptohése "Si (1 =1,2) est c.4.a.c.” est contredite.

Cecl acheve la démonstration.
Remarque 14 : Il est possible par cette construction d'obtenir des snarks

a partir de graphes non 3-coloriables qui ne sont pas des snarks.

En particulier on peut généraliser cette construction de la fagon repré-
senté&en Figure 8 :

X
3
]
b<>

1. : « 71
1 Hl‘
x2 b I S B Y2
L o % -
x4 N 7 * Y4
Ficure 8

ol H1 et H2 sont deux G.4P. quelconques.
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3 - La construction triviale

3-a) pDéfinitions

On appellera C le G.4P. dont les quatre arétes non pendantes
forment un carré (voir Figure 9)

Figure 9 : ¢

Soit G = (V,E) un graphe cubique non 3-coloriable sans isthme possédant
un carré sarscorde, G est une union de C et d'un G.4P. que l'*on dira

déterminé par ce carré.

3-b) Propriétés
P;":_ {311 : Soit G un G.4P., on a [IC{GY] # 1.

Démonstration : On supposera |C(G)| > O et on montrera que, alors,
1C(G) | = 2.

En effet supposons que G possé&de une coloration des pendants, il existe
une numérotation ¢ des pendants de G de sorte que (G,4) adwette la colo-

ration

ou la coloration

[ O Y
TCT o

Or on sait (propriété P1, §II) que pour une 3-coloration des arétes de G
associée & une de ses colorations des pendants, il existe une chafine
"bicoloriée" (a,b) qui relie le premier pendant d& 1'un des trois autres,
et que 1'on peut échanger les couleurs le long de ces chaines. Par ce

procédé on cbtient :
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a partir de ou ou

e oo
oY UTUC
g T
TR DU

& partir de ou

coTeo
(e diogiog
T o T
TR T

Dans chacun de ces cas, en échangeant b et a dans le vecteur colonne

obtenu, on obtient une nouvelle coloration de G et donc |C(G)| > 1.

P4 {111 : Soit G = (V,E) un graphe cubique non 3—coloriable contenant un

carré sans corde.

G,, le G.4P. détermminé par ce carré, n'est pas 3-coloriable.

1!

Dé&monstration : G est égal & une union de G1 et de C.

Or |c(CY] = 3 ; on a done, G n'étant pas 3-coloriable : IC(Gl)I <1
(Remarque 10) .

Or on salt (Propriété P3) que !C(Gl)l #1 ; on a donc IC(GI)I = 0.

3-c) La construction triviale

Soit G = (V,E) un graphe cubique non 3-coloriable possédant

un carré sans corde.

Soit G, le G.4P. détenniné par ce carré.

Toute union de Gl et d'un G.4P. quelconque Q est un graphe ‘cubique non

3-coloriable . (puisque Gl n'est pas 3-coloriable d‘aprés P4).

La construction est décrite & la Figure 10

L \i
M —* {
— ' \
ottt t
AN - /’
C
G 0

Figure 10



4~ Théoréne 2 [29, 301:

Soit S un snark de cyclique-aréte-connectivité 4.
Si S contient un c~cocycle 4 qui n'est pas engendré par les quatre samuets

d'un carré sans corde, alors :

S est le résultat, soit d'une construction ‘&’Isaacs, soit d'une construction
triviale, 3 partir de graphescubiques non 3-coloriables sans isthme ayant un nombr

de sammets strictement inférieur & celui de S.

Démonstration : Soient S; et S, deux G.4P. déterminds par un c-cocycle
4 de S non engendré par les quatre sommets d'un carré sans corde. Deux cas

sont possibles :

- 5, ou S.,, disons S1 n'‘est pas 3-coloriable.

2!
Soit S' une union quelconque de §, et de C.

Tl est clair que S' est un graphe cubique non 3-coloriable & partir duguel
on peut obtenir S par la construction triviale. S étant de c.a.c.4 et S2
&tant différent de C, S' a moins de samets que S {on a en quelgque sorte

*renplacé” S, par Q).

11 est facile de vérifier que S ne possédant pas d'isthme, S' n'en posséde

pas non plus.

- Sl et Sz sont 3-coloriables.

Dans ce cas la propriété P3 nous donne 10(31” > 2 et IC’(SZ)[ > 2.
Or Sl et S2 sont contraires, on a donc (Remarque 10} :

les) 1 = leEyl= 2.

D'autre part pour toutes les numérotations q;l et q>2 respectivement de

S, et Sy, telles que 1l'union de (Sl,q)l)et de (82,¢2) soit égale 3 S

on a C(Sl,¢l}nc(82,¢>2) = @ et donc (Si,cbl) ou (82,4:2) disons (31'¢1)
a ,

admet la coloration 2

a
a
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On peut donc choisirc (pl et ¢, telles que C(S] ,(bl) = et

OV I <V <)
Toe o

C(Szlq’z) =

TR THR
o TUoo

11 est clair gue l'union de (Sl,q)l) et de (QZ,‘PZ) (Figure 6) et 1‘union
de (32,¢>2) et de (Q] ,*l’l) (Figure 5) sont deux graphes cubiques non 3-colo-
riables ayant moins de samnets que 5.

On nontre facilement que ces deux graphes sont sans lsthime grice au fait que

S est c.4.a.c.

Il est clair que S est le résultat d'une construction d'Isaacs a partir de

ces deux graphes.
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V — CONSTRUCTIONS ET SNARKS DE CYCLIQUE-ARETE-CONNECTIVITE 5

1 - Représentations des &léments de (,‘5

D'aprés la définition donnée en II-c), les &léments de 05 sont les
partitions de {1,...,5} en trois parties de cardinal impair : 1'une de ces
parties est donc de cardinal 3 et les deux autres de cardinal 1.

Il y a donc autant d'éléments dans Cg qu'il y a de choix de trois
éléments parmi cing, soit Cg = 10.

Soit CeCy C = {Cl,CZ,C3} avec !Czl =3, gczj = ;03; = 1.

On représentera ( par un vecteur colonne p 4 5 composantes d valeurs
dans {a,.} tel que {i/ie{1,...,5}, oy = a} = c,.

L'unicité de cette représentation permet d'identifier les &lé&ments

de Cg et leur représentation.

Nous écrirons donc :

a . . a . a . a
a a . . a a a . a .
05=<a,a,a,.,.,.,a, ,.,a>
. a a . a . .
. . a a . a . a
\ /

Soit (G,¢) un G.5P.N. . On appellera matrice représentative de

=

C(G,¢) toute matrice a cing lignes et dont 1'ensemble des colomnes est égal

a l'ensemble des colorations admises par (G,¢).

On dira qu'un pendant p d'un G.5P. noté G est colorié "a" (resp.
colorié ".")par une coloration P des pendants de G si pour toute mumérotation
des pendants de G dans la coloration de (G,¢) induite par P, la composante
de rang ¢(p) est Egale a "a" (resp.a ".").
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D'autre part, soit & une 3-coloration de G, et ¢ une nunérotation
des pendants de G. |
Soit P la coloration des pendants de (G,¢) associée a E.

P induit une coloration ¢ (Ce(‘S) .

Chacun des pendants correspondant aux cauwposantes du vecteur-
colonne (' égales & "." (donc coloriés différamment dans P) est extrémité
(dans G munl de la 3-coloration FE) d'une chaine bicoloriée dont l'autre
extrémnité est un pendant correspondant 8 une cawosante du vecteur-—colonne

»

¢ égale a "a" (cf. Remarque 6).

Ces deux chalnes,que 1'on appellera chaines (a,.), seront indiquées

suy (,'ipar deux lignes joignant chacune des camposantes "." & une camposante

.
-

a

Par exenple on écrira : a

D

2 - Quelques cas particuliers

Le graphe de Petersen P représenté & la Figure 11 est le plus
petit graphe cubigue sans isthme non 3-coloriable (20,31]1.

Figure 11 : le graphe de Petersen

Soient P] ’ Pi, P2, Pé, P3, P§ les six G.5P.N. de la Figure 12:




P
1
a
a
C(Pl) = a
P2
a
C'(Pz) = a
a
P3
a
a
C(P3) = .

e 1 i
e 2
e 3 3
b § 5
. a a a . a . a
a . a a a . a .
a,a, ., . C(Pl')= . a, a - s a
a a a . a . a a .
. a a a . a . a a

1 1 &
<, 2
r——— 3 3...____<

4 4‘—-——J
1<

5 5L
a . a a a . .
. a a a a a a .
a,a, a C(P2')= a . . . a
. a . a o a a
a . a . . a a a

1 1 o—

2 2

3 3

4 4

5 53_
a a a a a . .
. . . a a . a
a., . C'(P:;)= a,.,a,a, .
- 4 a a . a a
a a -+ . a a

~

Fi@ge 12

Q.

o)

pyo,
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Pi uni a Pi est isomorphe au graphe de Petersen (1 = 1,2,3).
On sait donc que ("(Pi) [ C(Pi) (Lt =1,2,3).
Bn fait 1'étude des colorations admises par ces G.S5P.N (indiquées & la Figure 12)

nous permet de remarquer que :

v — 7 [] -~ 4 =
(,(Pi) = C(Pi) pour i =1,2,3

D'autre part, nous obtenons ici un exemple de G.5P. & la fois équi-
valents et contraires puisque Pl et Pi s'obtiennent par mmérotation des
pendants de deux graphes isanorphes.

3 - La construction P

Solent Sl et 82 deux graphes cubiques non 3-ocoloriables tels

que :

-~ S1 est 1'union A'un G.5P.N. noté (Gl,(pl) et de Pi.

- 82 est 1'union d’'un G.5P.N. noté ((32,452) et de Pi'

pour i donné égal a 1, 2o0u3.

Sl et S, n'étant pas 3—coloriables on :

2

c(G )

In

)

c(ey)

1+hy
et C(Gz,fpz)

in

or C(P]) = C(P,) et 1'on a donc C(G,,¢,) 0 C(Gyshy) = B

On en dé&duit que '1'union de (Gl,¢l) et de (G2,¢2) donne un graphe
cubique S non 3-coloriable.

Cette construction sera appelée construction P et 8 sera dit

P-construit & partir de S] et de Sz.
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Un exemple de cette construction dans le cas oil i=1est le

snark double-8toile (représenté a la Figure 13) découvert par R. Isaacs

qui. est P-construit 3 partir de deux graphes isamorphes au "snark-fleur"
JS (représenté 3 la Figure 14) ([261, voir &galement Chapitre IIT).

Figure 13 : snark double-&toile

Figure 14 : snark-fleur J5
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Propriété : Un graphe S obtenu par la construction P a partir de deux snarks

Sl et 82 cycliquement-5-aréte-connexes est cycliquenent-4-aréte-connexe.

Dénpnstration : Supposons donc que

2 est égal a 1’union de (Gz,tbz) et de Pi (G2,¢2) sont deux G.5P.N. .

S, est é&gal a 1'union de (Gl,tpl) et de Pi ol ie{1,2,3} et (G

S

Soient X1 1'ensemble des somnets de degré trois de Gl'
X, l'ensamble des samets de degré trois de G2.
L'ensenble des samets de S, noté X, est égal a Xluxz. ‘

Supposons que S ne soit pas c.5.a.c. . Nous allons aboutir a une contra-
diction.

Soit w(A) (AcX) un c-cocycle n de S avec n < 3.

On notera A1 1tensenble An )(l,

[ - 4
A2 l. ensamble An )\2.
(donc A = Al U Az) .

On a |w(®)| = n+nying =n, ol n; est le nombre d'arétes de w(A) dont les
deux extrémités appartiennent a Xl’ n, est le nonbre d'arétes de w(A) dont
les deux extrémités appartiennent & X n, est le nanbre d'arétes de w(A)

dont une extrémité appartient a X, et 1°autre a X2.

Nous utiliserons deux résultats préliminaires.

1) si 'Al est une partlie propre non vide de Xl' alors n, 2 2

Pour le démontrer, nous pouvons supposer sans perte de généralité

que dans Gl le nambre de pendants adjacents a des sammets de Al est inférieur

ou &gal a deux.

1-a : Supposons que n, = 0O

1
/’\ S L (1'union de Gl et de Pi) contiendrait alors
A b ’: un c—cocyle 0, 1 ou 2 (voir Chapitre I, paragraphe I)
impossible.
X A,
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1-b : Supposons que n, = 1

Q Sl ne contenant pas de c-cocycle 1 ou 2, ‘Al doit étre
1P e adjacent dans G, & deux pendants et donc (X;-A,) est

adjacent & trois pendants.

X - A;""'”““"“"‘ D'autre part, S, ne contenant pas de c-cocycle 3 ou
4, Ay doit &tre réduit a un sommet et (Xl-Al) a deux
G sammets adjacents.

Dans ce cas 'Gl est isomorphe au graphe de P2.
Or, on vérifie facilement qu'une union quelconque de ce graphe et de Pl'
ou P§ n'est jamais un snark. '

Sl est donc isamorphe a 1'union de P, et de Pé, c'est & dire au graphe de
Petersen, et 52 est 1'union de (Gz,cpz) et de P2.

On adonc S = 82 qui est c.4.a.c. (puisque c.5.a.c.) : ilrpossible.

R2) Si A2 est une partie propre non vide de XZ' alors n, 2 2

De méme que précédemment, on peut supposer ici que A, est adjacent
dans G2 a au plus deux pendants.

2-a : Supposons que n, = 0

De méme que précédemment on contredirait alors le fait que 82 ne posséde pas
de c-cocyle O, 1 ou 2 : impossible. '

2-b : Supposons que n, = 1

De méme que précédemment il faudrait, pour ne pas contredire le fait que
8, est c.4.a.c. que G2 soit isamorphe au graphe de P,.

Or, on vérifie facilement qu'aucune union du graphe de sz et de P1 ,P2

ou P3 n'est un snark. Ce cas ne peut donc pas se produire.

En conclusion de Rl) et de R2Z), si Al et A2 sont des parties pronres

non vides l'une de X., l'autre de X2 alors

ll
lw@) | = n,+n, > 2+2 = 4, contrairement a notre hypothése de départ.
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Il reste donc a étudler deux cas :

Cl) A] = {# (on se ram&ne a ce cas si Al = Xl) .

Dans ce cas A = I\2.
Si G1 ne posséde pas d'aréte incidente a deux

pendants, 1l est clair que :

lwg @A) s le(Az)I = 'wS(A)I <3
A, 2
PR 4 1 On a dOﬂC '(US (Az)l = 3.
2
| Soit V, 1l'ensemble des sommets de S,. (V2—A2) contient
QA;/ au moins un samet pendant de 62 et au moins un sommet
de X,~M, (sl A, = X, alors st )| = 5).
82 D'autre part, A2 par hypothése contient un cycle.
We, (Az) serait alors un c-cocycle 3 de 82 ce qui est
2
impossible.

Si Gl posséde une aréte incidente a deux pendants, Sl étant c.5.a.c., 1l
est clair que G1 est isamorphe au graphe de P3. Or aucune union du graphe
de P3 et de Pi ou Pé'n'est un snark. Sl est donc isamorphe a 1'union de P3
et de P3', c'est & dire au graphe de Petersen.

Bt S est égal 4 8, qui est c.5.a.c. donc c.4.a.c. : impossible.

C2) A2 =} {on se raméne a ce cas si A2 = XZ)

Dans ce cas Al = A.

51 G, ne posséde pas d'aréte incldente a deux pendants, il est clair que

2
l'on a
lel(Al)l = le(Al)I = lms(A)I <3
On a donc |wg (A))| = 3 et de méme que précédenment on montre que wg (A))
1 1

seralt alors un c-cocycle 3 de S,, ce qul est impossible.

l’
D'autre part, si 02 posséde une aréte Incldente & deux pendants, il est

isaworphe au graphe de P3.
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Or aucune union de ce graphe et de Pl’ P2 ou P3 n'est &gale a un snark.

On a ainsi montré que S est bien c.4.a.c. .

4 - Les snarks de cyclique~ardte-connectivité 5

Théoréme 3 : Soit S un snark de c.a.c.5.
Soient Gl et 62 les deux G.5P. déterminéds par un c-cocycle 5 de S.

On a :
- Gl ou G2 n'est pas 3-coloriable

ou - S résulte d'une construction P i partir de deux graphes cubiques non
3-coloriables connexes sans isthmes S et 32

Si G et G2 sont différents des graphes de P', Pé et Pé,

S et 82 ont chacun moins de samets que S.

Démonstration :

Supposons que Gl et G2 sont 3-coloriables.

Lemme 1 : Soit S un graphe cubique non 3-coloriable possédant un cocycle-5
w(a).

On appellera Gl celui des deux G.5P. déterminés par w(d) qui posséde le
moins de colorations des pendants (en cas d‘'égalité, on chom:.ra indifférem-
ment 1'un ou 1l'autre).

Si G1 est 3-coloriable, alors il est équivalent 3 Pl ou Pz ou P3.

Démonstration du lemme 1

Appelons G2 l'autre G.5P. déterminé par w(a).

On sait qu'il existe deux numérotations q>1 et ¢2 respectivement de Gl

et G2 telles que 1'union de (G ,¢l) et de (G2,¢2) soit égale 3 S.

Or S n'est pas 3-coloriable et IC | =10, on a donc IC(G )| <5 (cf.
Remarque 10).
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On divise 1'étude de l'ensenble des ocolorations des pendants

de Gl en deux cas :
1) O < IC(Gl)I s 4

2) lC(Gl)I =5

1) O < |C(Gl)l < 4

Gl admet au moins une coloration des pendants.
On peut choisir la mmérotation q)l des pendants de G1 de telle sorte que
la coloration induite soit

a

Deuwx cas sont possibles :

llypothése 1 : Pour toute 3-coloration de Gl’ les deux chaines (a,.) ont

une extrémité cammne (qui est bien siir un pendant colorié "a").

On peut supposer (sans modifier le probléme) que (pl est telle que 1'on a
la situation suivante : '

a

a) (le pendant numéroté 3 est extrémité des deux chaines)

D

a

L'échange des couleurs le long des chaines (a,.) et 1l‘'hypothése 1
nous donnent: les deux situations suivantes :
a a

a
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Les échanges de couleurs le long des chaines (a,.) indiquées sur

ces colorations n'induisent pas de colorations supplémentaires.

Si l'on avait une quatriéme coloration, celle-ci devrait par
échange des couleurs le long de ces chaines (a,.) engendrer deux colora-
tions déja existantes. Il est clair que cela n'est pas possible.

On remarque alors que dans ce cas :

C(Gl,rpl) = C(P3) (voir Chapitre II, paragraphe V-2)

Hypothése 2 : Il existe une 3-coloration de G, telle que les deux chaines
(a,.) aient des extrémités distinctes.

On peut supposer que l'on a choisi by de telle sorte cque l'on ait la
situation suivante :

D

.

2

L'échange des couleurs le long des chaines (a,.) donne les
colorations : ‘

» a
D

a et

o

.

. D

On a indiqué sur ces colorations la chaine (a,:.)sur laquelle

1'&change a eu lieu (elle reste une chaine (a,.) de la nouvelle coloration).

Ies chaines (a,.) autres que celles indiquées ne doivent pas
créer par échange des couleurs plus d'une coloration nouvelle puisque
1'on a supposé ]C‘(Gl)l < 4.
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. . . (les chaines (a,.)
a) crée nar échange a a Indiquées a droite

Or a sur la chaine (a,.) va) on ., ou a sont celles sur

non indiquée al a) ay lesquelles 1'échange
a a a ) a eu lieu)
a a a
. crée par échange a) a
a sur la chaine (a,.) a ou ) ou a
a) non indiquée a a .

Seule la coloration

est obtenue dans les deux cas.

\
(a . a .

On .a donc C'(Gl,fbl) = ﬁ a, ¢

o

o
R I U
—~N

o
o
~

(voir Chapitre II, paragraphe V-2).

2) el =5
On salt que chacun des pendants de Gl est colorié "a" par au moins 1'un
des éléments de ¢ (Gl) {(puisqu'il y en a au plus quatre qui ne colorient
I:)as "al!) .
L'étude sulvante des cas a, B8, y, § permet d'examiner toutes les solutions

possibles pour C(Gl) .
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Cas o : Un pendant P n'est colorid "a" qu'une seule fois ; soient P,

et Py les deux pendants coloriés "a" var la méme coloration que p.

On peut supposer que ¢ } €St une numérotation des pendants de G] telle
que ¢1 P} =3 (3 =1,2,3), la matrice suivante est représentative de

C(Gl,¢>l) :

oo
w
o oD ow

ST« B o

boae -

Or si 1'on considére la coloration

-

-

a

a

a
én remarque que, quelle que soit 1'extrémité de la chaine (a,.) issue du
vendant Py 1'échange des couleurs le long de cette chaine donnera une
sixiéme coloration.

Ce cas est donc impossible.

Cas B : Un pendant p est colorié "a" par exactement deux colorations des
pendants de Gl’ soient P 1 et Pye Il ya au plus un autre pendant que o qui
est colorié "a" par P, et P, (puisque Py # P2) .

Deux cas sont donc possibles :

ler cas : Il n'existe pas d'autre pendant que p qui- soit colorié "a"
par P p ee’r 2 On peut choisir la numérotation by des pendants de Gl telle que
a
a
les colorations induites par P et P, soient égales l'une & a et 1'autre

a

.

wr

(¢, (P) = 1).

a
a
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Pour éviter d'autres colorations avec p colorié “a", les chalnes (a,.)

dans chacune des deux colorations doivent avoir p pour extrémité ; or

a a . . .
a ? a a a .
ajfet ./ donnent les colorations a , a s « »a et il y a anu moins
a a . a a
a . a a a

six coloratlons admises par (Gl,(t»l) ce qui contredit 1'hyptchése
,C(Gl)l =5,

28me cas : Soit p' un pendant colorié "a" par P1 et P,.

On peut choisir lanumérotation «pl des pendants de Gl telle que les

a a
a ;!
colorations induites par Pl et P2 solent égales & a et . avec

o

6, ) =1, ¢, (") = 2.

(Gl,q>l) ne peut admettre la coloration a (quelle que soit 1'extrémité
a
a

de la chaine (a,.) issue de P dans cette coloration, on aurait une

troisiéme coloration des pendants de G1 avec p colorié "a").

la matrice sulvante est: don:: représentative de C(Gl,¢l)
a a . . .
a a a a
a . . a a
a a a

- a a .

L. -l

L'ensemble de ces cing colorations que 1‘on appellera ES est obtenu
par exdnple pour le G.5P.N. noté F de la Figure 15.
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2
3
4
5
Figure 15 : F
Cas y : Un pendant p est colorié "a" par quatre colorations ou plus.

Toute matrice représentative d'un ensemble de cing colorations contient
quinze "a" (il y en a trois par colonne). Si une ligne contient quatre
"a" ou plus, il existe une autre ligne qui en contient moins que trois.
Et 1'on est ainsi ramené 3 1'étude des cas précédents.

Cas § : Chaque pendant est colorié "a" par trois colorations exactement.

Considérons le graphe H 3 cing samets construit de la maniére suivante -
les sommets de H sont 1, 2, 3,4, 5et H posséde une aréte d'extrémités i
étj (i # j) si et seulement si il existe une coloration admise par (Gl,d)l)
dont les camosantes de rang i et j sont égales 3 ".".

Camme les colorations sont distinctes, H est un graphe simple.
Chaque pendant &tant colorié "." exactement deux fois, H est régulier de
degré deux. I1 s'agit donc d'un cycle élémentaire de longueur cing.
Soit H' le G.5.P. obtenu en ajoutant cing nouveaux sammets : Py Pys
P3r Py, Pg a H et en créant cing arétes nouvelles €s €y, €3/ €y, eg

avec eiepii (ie{1,2,3,4,5}). H' est isamorphe au grarhe de Pl‘
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Soit ¢' la numérotation des pendant de H' telle que ¢' (pi) = 1 pour
i=1, 2,3, 4, 5.

On a C(G],’(bl) =CH ).

Gl est donc équivalent & Plo

Nous pouvons donc déja affirmer que Gl est équivalent a Pl,
P2, PB ou au G.5P.N. noté F de la Figure 15.

Faisons maintenant intervenir le fait qu'il existe un G.5P. 62
contraire & G1 avec I(,‘(Gl)l < IC(G2) i.

Ce fait n'est pas contradictoire avec Gs1 équivalent a Pi i1i=1, 2o0u3l)
puisque 1°'on pourra prendre G2 E&gal au graphe de Pi .

Par contre, nous allons voir que nous pouvons maintenant &liminer le cas :

Gl équivalent a F.

En effet C(Gl,q»l) n C(G2,<p2) = {§ avec :

2= 0G4 ] = 10Gy,9,) ] et H]Cf =10

Donc C(Gz,%) = C(Gl,«bl) i on vérifie alors (voir cas 8 ci-dessus) que si Gl
est équivalent a F, un pendant de G2 est colorié "a" une seule fois, ce qui

est exclu par 1'étude du cas a : il y a contradiction.

Ie lanme 1 est ainsi démontré.

Ramarque au sujet de ce lemire :

Connaissant les ensenbles de colorations des pendants qui peuvent
étre &gaux a C(Gl) » On peut se demander quels sont ceux qﬁi peuvent &tre
&gaux a ¢ (G2) - Pour étudier cette question, il est utile de remarquer que
1'on peut représenter 1'ensemble C(G) des colorations des pendants d'un
G.5®. noté G par un graphe RG dont les sammets sont les pendants de G co-
loriés "." au noins une fois et dont les arétes correspondent aux &léments

de C(G) de la maniére suivante ;
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a toute ooloration des pendants de G qui colorie "." les pendants p et

p' on associe une aréte d'extraémités p et p'.

Toute coloration des pendants de G qui colorie "." les pendants p et p'
permet par €change des couleurs le long de la chaine (a,.) ayant p* pour extrém
té d'obtenir une nouvelle coloration des pendants de G qui colorie "."

le pendant p.

Il est donc clair que les samets de RG doivent é&tre de degré différent
de un et que RG est un graphe simple, possédant autant d'arétes que G
posséde de colorations des pendants.

D'autre part, si G est :

- é&quivalent 3§ Pl’ alors RG est un cycle élémentaire sans corde de longueur
cing ;

- équivalent 3 P2, alors RG est un cycle &lémentaire sans corde de longueur
quatre ;

~ équivalent & P3, alors RG est un cycle élémentaire sans corde de longueur
trois ;

= &quivalent au G.S5P.N. noté F de 1la Figure 15, alors RG est un cycle
€lémentaire de longueur quatre possédant une corde.

Et si RG posséde un sous-graphe partiel qui eSt un cycle &lémentair
de longueur cing (resp. un cycle élémentaire sans corde de longueur quatre,
un cycle élémentaire sans corde de longueur trois, un cycle Elémentaire de
longueur quatre possédant une corde), alors il existe uﬁe numérotation ¢
de G telle que C(G,¢) contienne C(Pl)(resp. C(Pz), C(P3), c(EF).

a - 5i Gl est équivalent 3 Pl

Onasb-= IC(Gl)l < IC(G2)| < lC(Gl)l 5, donc IC(G2)I = 5,
On peut supposer que ¢l est telle que 0(G1,¢l) = C(Pl) et donc

C{Gyity) = T ,8)) = C()).

G2 est équivalent a Pi.
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Remarque :

Supposons que S = (V,E) est un graphe cubique non 3-coloriable
et qu'il existe A, AcV tel que le sous-graphe de S défini par A et noté
S, solt un cycle éléentaire sans corde de longueur cing ; alors le G.5P.

A
noté GV"A déterminé par w(A) est soitnon 3-coloriable, soit équivalent a

Pi {et donc également & Pl) .

b - 51 G, est égquivalent a P

1 2

On peut supposer que (pl est telle que

A
fa a . .
. . a
C(Ql,q»l)= <a,a,a,a>=C(P2)
a . a .
- a aJ
On a alors :
/ \
a a . . a
a a a . .
C(Gy,hy) < CG.9)) = % @, « 4 o4, a, . ?=C(Pé)
a . a
. - a a )

et

1CG 1 = [C@G)] = 4

Considérons le graphe RP' représenté a la Figure 16

2
14 »2
3
4 5
Fiqure 16 : Rp' 4

2



- 70 =

Si |c (G2) | était égal & quatre ou cing, alors G, serait équivalent a P,
a P, ou a F (démonstration du lemme 1).

Or RP 3 ne contient ni cycle de longueur quatre, ni cycle de longueur cing.
Donc [C(G,)| = 6 et C(G,,¢,) = C(G,,¢,) = C(P}) : G, est &quivalent & PJ.

c - Si Gl est équivalent 3 P3

On peut supposer que q>l est telle que

(a a a
a . .
C(Gll(bl) = < . 7 a r . = C(PB)
. . a
a a
\
et donc
\
(a a a . . .
. a a . a a a
CGyrty) < CG,6)) = < a,.,a,a,. ,a,a»> = C(P3)
a a . a a a
. . . a a a -

\

il

D'autre part IC(G2)] > IC‘(Gl)I 3.
Considérons le graphe RP' représenté i la Figﬁre 17
3

2

Figure 17 : R

e
(W)=
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Ce graphe contient trois triangles, G2 peut donc &tre &juivalent

§P3avec
( a . (. a . ) (. a .\
a a a a a a a
C‘(Gz.(b2)=<a,a,a ou<.,.,a>ou<a,a,a?
a a a a a . . a
2 - - \a - \a ce

Ce graphe contient trois carrés sans corde, (;2 peut donc &tre

&quivalent a P2 avec

) \ ;. \
". a a . (. a a . ('. a .
. a a a a a a . . a a
Cv((;2,q)2)=<a,a,.,.>ou<.,.,a,a>ou<a,a,a,a>
a a a a a a . . a a .
a . . a a . . a a . a
\ / \ y, \ /

Ce graphe contient trois carrés possédant une corde, 62 peut donc

étre équivalent au graphe F de la Figurel5 avec :
\ 1
(. a a . . r a a . . (. a a .
. . a a a a a a a a . . a a
C'(Gz.‘ﬁ2)=<d:a:-,-,a>0u<.,.,a,a,a>6u<a,a,a,a
a a a a a a a . . a a a . .
a a . . a . a . . a
\ J \ y, \

D'autre part, on peut avoir C(G2,¢2) = C(Gl,(pl) et donc G,
équivalent a Pé-. ' E
Il ne reste plus qu'a &tudier le cas ol !C(G2,¢>2)l = 6.
Cela revient & chercher: quelles sont les arétes e de RP' telles que le
3

graphe partiel obtenu en supprimant 1'aréte e. puisse correspondre a

1'ensenble des colorations des pendants d'un G.5P. .

>

o o

Y
S
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I1 est clair que la seule aréte que l'on puisse supprimer sans
créer de sammet de degré 1 est 1'aréte d'extrémités 1 et 5 qui correspond

d la cocloration

Lo .

Apparemment rien ne s'oppose & ce qu'un G.SP.N. ait C‘(P.J',) - pour

Q0.

-

ensemble de colorations, mais je n'ai pas réussi a trouver un tel G.5P.N. .

Corollaire du lemme 1 :

Soient S, Gl et G2 définis came dans le lamme 1. Si G1 et G2 sont coloriables
alors S est le résultat d'une construction P.

Démonstration : D'aprés le lemme 1, on sait que si ’Gl est 3-coloriable

(et donc G2 aussi) alors il existe une numérotation ¢1 des pendants de Gl

telle que

C(Gy,9)) = C(P;) pour un i e {1,2,3].

Or C'(Pi) n C(P;!L) = @, donc 1'union de (Gl,cpl) et de Pi' est un
graphe cubique non 3-coloriable que l'on appellera Sl .

D'autre part, on sait qu'il existe une numdrotation 432 des
pendants de G2 telle que 1l'union de (Gl,cpl) et de (G2,¢>2) _soit égale a
S, et l'on a :

C(Gys9y) 0 C(Gz,q)z) = @ avec C(G1,<$>1) = C(P)).

Par conséquent, 1'union de (G2,¢>2) et de Pi est un graphe cubique
non 3-coloriable que 1'on appellera 82. '

I1 est clair que S est le résultat d'une construction P & partir
des graphes Sl et 32'
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Pour terminer la dé&monstration du théoréme 3, il reste & montrer
que les graphes Sl et 82 sont connexes et sans isthime et que si Gl et 62
sont différents de P}, P} et P} alors S, et S, possddent chacun moins de

sommets que S.

lame 2 1 5 et .‘32 sont connexes et sans isthme.

=20 2 1

Démonstration :

S1 est égal 4 1'union de Gl et de Pi'

pour i =1, 2 ou 3.
82 est égal a 1l'union de G2 et de Pi :

Or S étant supposé cycliquement—-5-aréte—connexe, Gj (3 =1 ou 2) est_

connexe et ne posséde pas d'autre isthme que ses cing arétes pendantes.

In effet, 11 est clair que si Gj () =1 ou 2) n'était pas connexe

alors S posséderait un c-cocycle 0O, 1 ou 2.

D'autre part, supposons que Gj posséde un isthme e qui n'est pas

une aréte pendante.

Gj étant déterminé par un c-cocycle 5, doit contenir un cycle et donc
1'une des camposantes connexes du graphe cbtenu en supprimant 1'aréte e
dans Gj’ doit contenir un cycle. Cette camposante doit donc posséder au
moins quatre samets pendants. L'autre composante connexe contiendrait
alors au plus un sommet pendant et S posséderait alors un b—cocycle 1 ou

un c-cocycle 2.

D'autre part, on vérifie facilement que 1'union d‘'un G.5P.N. noté G connexe
ne possédant pas d'autre isthme que ses cing arétes pendantes et de Pl’ P2,
P3, Pi, Pé ou P3' est connexe et ne posséde pas d'isthme.

On a ainsi nmontré que Sl et 82 sont connexes et sans isthme.

I1 reste & montrer que si G, et 62 sont différents de P!, P! et

1 2

Pé alors Sl et 82 possédent chacun moins de sannets que S.
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Supposons donc que Gl et G2 sont tous deux différents des dgraphes

¥ ]
de Pl' P2 et P3.

I1 est clair que 82 posséde moins de samets que S.

En effet, 82 est &gal 3 une union de G2 et de Pi (i donng, i = 1, 2o0u3)
alors que S est &gal & une union de G, et de Gl i pour obtenir S, a partir
de S, on a donc en quelque sorte "remplaca" Gl par Pi'

Pour que 82 ait plus de samets que S il faudrait que Pi ait plus de samets
que Gl' Or Gl doit contenir un cycle, il doit donc posséder au moins cing
samnets non pendants (S est c.5.a.c.). Si il en posséde cing, S &tant
c.5.a.c., le sous—graphe de Gl engendré par ces cing sdrmets est un cycle
élémentaire de longueur 5. Gl est alors isamorphe au graphe de Pl' » Ce qui
eést contraire aux hypothases.

Donc Gl posséde plus de samnets non pendants que P1 ’ P2-ou P3 et S posgséde
plus de sommets que 32‘ -

Il reste 3 étudier le cas de Sl‘

Or pour montrer que Sl posséde moins de samnets que S, il suffit, pour les
mémes raisons que précéderment, de montrer que G2 posséde plus de sommets
non pendants que Pi' (1 quelconque dans {1,2,3}).

Nous savons que G2 peut étre uni 3 Pi de maniére 3 donner un graphe cubique
sans isthme non 3-coloriable (que 1'on a noté 82) .

Supposons que G2 ne posséde pas plus de somets non pendénts que P:.: .

Nous considérerons trois cas :

A) Le nombre de sammets non pendants de G2 est &al & cinqg, i quelconque .

De méme que G1 (voir ci-dessus) si. G:,2 posséde exactement cing

samnets non pendants, G2 est isomorphe au graphe de P]‘_ ce qui est contraire

aux hypothaéses.



B) Le nombre de sonnets non pendants de G2 est &gal a sept, 1 = 2 ou 3.

Sii=2: 82 est &gal a une union de 62 et de P2.
S, est alors un graphe cubique non 3-coloriable sans isthme A dix sammets.

S, ne peut donc étre que le graphe de Petersen et, grace aux propriétés
trés fortes de symétrie du graphe de Petersen, on en daéduit que G2 est
isamorphe au graphe de Pé ce qui est contraire aux hypothéses.
Sii=3;: 82 est égal 4 une union de G2 et: de P3.,

S2 serait alors un graphe cubique sans isthme non 3-coloriable 3 huit

sannets.

Ce cas n'est donc pas possible.

C) Le nawbre de samets non pendants de 62 est &gal a neuf et 1 = 3.,

S, est €gal dune union de G, et de P,.

82 est alors un graphe cubique non 3-coloriable sans isthme 3 dix

samets.

Il ne peut donc s'agir que du graphe de Petersen et G2 est alors
isamorphe au graphe de P}, ce qui est contraire aux hypothéses.

ILe théoréme 3 est A présent dénontré.

5 — LES SNARKS C-MINIMAUX

Définition : On appellera snark c-minimal tout snark qui est :

- soit de cyclique-ar@te-connectivité 4 et tel. que tout c—cocycle-4
qu'il posséde soit engendré par les quatre sanmets d'un carré sans corde.

— soit de cyclique-ar@te-connectivité 5 et tel que tout c-cocycle-5
qu'il posséde détermine un G.5P. non 3-coloriable ou isamorphe au graphe de

‘ ] ., [] H 3 -,
Pl’ P2 ou P3 (voir Figure 12).
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— soit de cyclique~aré&te~connectivité supérieure ou égale § six.

Les théorames précédents nous permettent d'établir le théordme
suivant :

Théoréme : Soit G un graphe cubique sans isthme non 3-coloriable, qui n'est
pas un snark c-minimal.
G peut étre obtenu a 1'aide des constructions suivantes :

= construction 1
- construction 2
- construction d'Isaacs
- construction triviale

- construction P

a partir de snarks c-minimaux possédant . chacun moins de sommets que G.

Démonstration : Soit G un graphe cubique sans isthme non 3-coloriable

qui n'est pas un snark c-minimal, qui ne vérifie pas la conclusion du théoréme
et qui camporte un narbre minimum de sammets.

a) G est cycliquement quatre-aré&te-connexe.

En effet G est connexe (sinon il ne camporterait pas un nambre minimum de
somnets) et sans isthme.

D'autre part, d'aprés le théoréme 1, si G possédait un c~cocyle 2 ou un
c-cocycle 3, il pourrait &tre obtenu par une construction’l ou une construction
2 3 partir d'un graphe cubique H non 3-coloriable sans isthme et vossédant moin:
de sammets que G.

D'aprés la définition de G, H devrait alors soit &tre un snark c-minimal, soit
vérifier la conclusion du théoréme et donc G également, ce qui est contraire
aux hypothéses.

b) Si G est de cyclique-ar&te-connectivité 4, tout c-cocycle 4 de G est
engendré par les quatre sammets d'un carré sans corde.



c-minimal,

c-minimal,

-] -

En effet, d'aprés le théoré&mne 2, si G poss&dait un c-cocycle 4 qui n'est

pas engendré par les quatre samnets d'un carré sans corde, il pourrait étre
obtenu a 1'aide de la construction d'Isaacs ou de la construction triviale
a partir de graphes cubiques non 3-coloriables sans isthme possédant moins

de samets que G.

D'aprés la définition de G, chacun de ces graphes Hdevrait alors soit &tre un snark
soit vérifier la conclusion du théoréme et donc G également, ce qui est
contralre aux hypothéses.

c) Si G est de cyclique-aréte-connectivité 5, tout c-cocycle de G détermine
un G.5P. non 3~colorlable ou isonorphe a P!, Pé, Pé. En effgt, d'aprés le
théoréme 3, si G possédait un c-cocycle 5 non déteminé par un G.SP. non 3-
coloriable ou isamorphe & P!, Pé ou Pé, alors G pourrait &tre obtenu a 1l'aide
d*une construction P et de deux graphes non 3-coloriables sans isthme S, et S

1 2!
possédant chacun moins de sonmets que G.

D'aprés la définition de G, chacun-de ces graphes Hdevrait alors solt étre un snark
soit vérifier la conclusion du théoréme, et donc G &galement, ce qui est

contraire aux hypothéses.

D'aprés a), b), ¢) G est un snark c-minimal : contradiction.

6 — AUTRES CONSTRUCTIONS DE GRAPHES CUBIQUES NON 3-COLORIABLES

On appellera :

- G.5P.N. de type A tout G.5P.N. noté (G,¢) tel que C¢(G,¢) ¢ C(Pé)- Il est

clair qu'un tel G.5P.N. s'obtient facilement a partir d'un graphe cubique
non 3-coloriable en cassant les cing arétes adjacentes & deux arétes adjacentes

e et £,
On salt que si G est 3-coloriable, dans toute 3-coloration des arétes de G, on

a¢ t(1) et ¢71(2) ou ¢V (4) et 71 (5) de la mBme couleur, mais pas les deux.

- G.5P.N. de type B tout G.5P.N. noté (G,¢) tel que C(G,d) < c(P}). Il est
clair qu'un tel G.5P.N. s'obtient facilement a partir d'un graphe cubique non

3-coloriable en cassant une aréte e, et trois arétes différentes de e, inci-

dentes a un méme samet.
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On sait que si G est 3-coloriable, dans toute 3~coloration des ardtes de
Gon a (i)“l(l) et ¢_1(5) de couleurs différentes.

- G.mP.N. de type Ak (keN,m = k+4) tout G. (4+k)P.N. noté (G,¢) obtenu a
partir de k G.5P.N. de type A notés (Gl,qzl) ...(Gk,qbk) de la maniére suivante

~ G est le graphe que 1'on obtient en soudant cp;l (4) et ¢;il(l) , ¢;1(5) et

874, (2) pour tout iefl,... k1),
- ¢ est telle que ¢ ~(1) = (b;}“(l) , 0 h2) = ¢‘1‘1 @, ¢tay = ¢’1? 4y,

G RCN

3 3
P 4 2 L. S 4
o) e )
1 ! ] 1 2 L+ S 5
N N

Figure 18 : G.(k+4).P.N. de type Ak

. 81 k est pair : il est clair que si G est 3-coloriable, dans toute
3-coloration des aré@tes de G on a : ¢-1 (1) et ¢‘1 (2) sont': de la méme
couleur <= ¢>‘1(4) et ¢"1(5) sont de la méme couleur.

. 81 k est impair : il est clair que si G est 3-coloriable, dans toute
3—-coloration des arétes de G, on a 4)—1 (1) et ¢“1 (2). de la méme couleur ou
(1)_1(4) et ¢“1(5) de la méme couleur mais pas les deux.

On remarque qu'un G.5P.N. de type A est de type Ak avec k = 1,
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1) Tout arrangenmentde deux G.5P.N. de type B, d'un G.(2pt+S)P.N. de type
A2p~l~1 et d'un G. (2pt7)P. quelconque () suivant le mndéle de la Figure 19 est

un graphe cubique non 3-coloriable.

(2p+1)
arétes

Figure 19

En effet, supposons qu'un tel graphe soit 3-colorié. A cause des
deux G.5P.N.de type B, les arétes x et y doivent &tre de couleurs différentes
de néme que les arétes z et t. Or cecl n'est pas possible & cause du G.5P.N.

de type AQPH .

2) Tout arrangenent de deux G.5P.N. de type B, d'un G.(2p+5)P.N. de type
. ~ [ - [ ( =

Apr].’ d'un G. (2p*+5)P.N. de type A2p'+l’ d'un G(2p+3)P. quelconque noté

0 et d'un G. (2p'+3)P. quelconque noté Q' suivant le modéle de la Fiqure 20

est un graphe cubique non 3-coloriable.
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Fi@gg_e 20

En effet, supposons qu'un tel graphe soit 3~colorié :
a cause des deux G.5P.N. de type B les arétes a et b doivent étre, de
méme que les arBtes c et d, de couleurs différentes.

Par conséquent, & cause des G.5P.N. de type A2 ot et A2p' +1 les arétes x et
Y,de méme que les arétes z et t, doivent é&tre de méme couleur.

Or {x,y,z,t,u} est un cocycle 5 du graphe, une telle situation n'est donc
pas possible.



- 81 -

3) "Pout arrangement d'un G.5P.N. de type B, d'un G. (2pt4)P. de type A2p'

d'un G. (2p'+5)P. de type A29'+1' d'un G. (2p'+7)P. quelconque Q et d'un

G. (2p+1)P. quelcongue Q' suivant le modele de la Figure 21, est un graphe

cubique non 3-coloriable.

X y u z t
Q'
[
(i
0
2p o
arétes .
2 L 4 5
1 L
]
A2p

en particulier

Figure 21
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Supposons qu'un tel graphe soit 3-colorié :
A cause du G.5P. de type B, les arétes a et b doivent &tre de couleurs
différentes. Mais alors & cause du G.(2p'+5)P. de type A2p, 41+ les arétes
X et y doivent &tre de la méme couleur, et donc i cause du G.(2p+4)P. de
type A2p z et t sont de la méme couleur.

Or {x,y,z,t,u} est un cocycle 5 du graphe, une telle situation n'est donc
pas possible.

4) Tout arrangement d'un G. (2p+5)P.N. de type A 2pt1 et d'un G. (2p+3)P.
quelconque noté Q, suivant le modéle de la Figure 22 est un graphe cubique
non 3-coloriable (v et v' sont deux nouveaux sammets).

PRI Su

(2p+1)
arétes

B R R S

b e e - o w -

A2p+1

Figure 22

En effet, il est clair que dans toute 3-coloration d'un tel graphe
1es arétes a et b, de méme que les ardtes c et d, doivent &tre de couleurs
différentes, or ceci n'est pas possible 3 cause du G. (2p+5)P.N. de type
Boor

.
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5) Tout arrangement d'un G. (2p+5)P.N. de type A d'un G.5P.N. de type B

2ptl’
et d'un G. (2p+5)P. quelconque noté , suivant le modéle de la Figure 23

est un graphe cubique non 3-coloriable (vest un nouveau sanmet) .

PP

(2p+1)
aréles

P e SR

T B S

Aap i

Figqure 23

En effet pour toute 3-coloration d‘un tel graphe, on doit avoir
x et y de couleurs différentes, de méme que z et t a cause du G.5P.N. de

type B. Or cecl n'est pas possible a cause du G. (2p+5)P.N. -'de type A2p+l'

7 - CONCLUSION

On peut se demander sl par une étude des snarks de cyclique-
aréte-connectivité supérieure ou €gale a six, similaire 38 celle développée
dans ce chapitre pour ceux de c.a.c.5 on ne pourrait pas restreindre encore
la classe des snarks c-minimaux, c'est & dire & partir desquels on peut
obtenir,a 1'aide de certalnes constructions, tous les graphes cubiques non

3-coloriables.
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Une telle étude est beaucoup plus difficile que la précédente
car non seulement c’,’m pour m 2 6 est de cardinal bien supérieur a CS, mais
est aussi plus "varié" : en effet, pour toute coloration P des pendants
d'un G.5P. on a

jP.| =3

_ 1
P= {Pl, P,, P3} avec

Pyl = Pyl =1

2! |
alors que, par exemple, si P'={p! P,"Z' Pé} est une coloration des pendants

d'un G.6P.; on peut avoir iPit =6, fPi} = IP§i = 0 ou lPil = 4, IPél = 2,

Pyl =0 ou [p]l = P3| = [B}] = 2.

D'autre part, les seuls snarks c.6.a.c. actuellement connus
sont les snarks—fleurs Jk (k impair, k = 7} (voir Chapitre III}, et 1l'on
ne comait pas de snark c.7.a.c., ce qui a conduit a& la conjecture suivante :

Conjecture (Jaeger, Swart [321) : Tout graphe cubique ¢.7.a.c. est 3-coloriable.

et méme a la conjecture plus forte :

Conjecture (Celmins et Swart [111) : Il n’'existe pas de snark dont la longueur
de tout cycle est supérieure ou &gale a sept.
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CHAPITRE I 11
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DECOMPOS1TIONS POLYEDRALES PAIRES DES GRAPHES CUBIQUES
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CHAPTIRE T1T : DRECOMPOSITIONS POLYEDRALES PATRES DES GRAPHES CUBIOUES

I ~ DEFINITION ET PROPRIEIE

On appellera décamposition poly&drale paire ou d.p.p. d'un graphe

cubique G, une double couverture par des cycles (élémentairés) de G, chaque
cycle étant de longueur paire (cf. chap. I, paragraphe IV(c)).

Szekeres [9]1 a remarqué la propriété suivante :

Propriété : Si G est un graphe cubique d'indice chranatiqué trois, alors G
posséde une d.p.p. D, et une coloration des ar8tes de G en trois couleurs

de telle sorteque tout cycle deD soit colorié en deux couleurs.

En effet, &tant donnée une coloration des arétes de G en troils
couleurs 1, 2 et 3, on appelle E1 (E2,E3) 1'ensemble des arétes de G coloriées
1,(2, 3.

I1 est clair que les camposantes connexes des graphes partiels de G
définis par Eu E2, By Ey, B, uE,J forment uned.p.p. de Gdont chacun des cycles

est bicolorié.

Szekeres [9] a cru montrer que l'assertion suivante réciproque de

la propri&té ci-dessus était vraie.

Assertion 1 : SI G est un graphe cubique possédant une d.p.p. D alors G est
d'indice chromatique trois, et plus précisément 11 existe une coloration des
arétes de C en trols couleurs, de telle sorte cue tout cycle de D soit colorié

en deux couleurs.

Or ainsi que ¥. Jaeger 1'a remarqué, la démonstration donnée par

Szekeres étalit fausse.

Nous allons toutd'abord étudier cette assertion dans le cas ol G

est d'indice chromatique trois.
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IT - LE CAS DES GRAPHES CUBIQUES D'INDICE CHROMATIQUE TROIS

Pour montrer que l'assertion 1 est fausse, il suffit de montrer
qu'il existe un graphe cubique d'indice chromatique trois qui posséde une
d.p.p. dont les cycles ne peuvent &tre bicoloriés par une 3-coloration.

En effet, considérons le graphe de la figure 1, sur lequel
est représentée une décamposition polyédrale paire D en 5 cycles notés
1, 2, 3, 4, 5.

Figure 1
Supposons qu'il existe une 3-coloration des arétes du graphe
telle que tous les cycles de D soient bicoloriés, alors on a :

1~ Les cycles 1 et 2 s'intersectent en deux arétes A et B Ils ont donc
une couleur et une seule en cammun, et A et B sont toutes deux coloriées
avec cette couleur. '

2- Dans le cycle 1, les arétes A et B sont séparées par un nambre pair
d'arétes, elles doivent donc étre de couleurs différentes.

On aboutit & une contradiction.

L'assertion 1 est donc fausse.
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Mais le graphe de la figure 1 &tant d'indice chromatique trois,
on pourralt croire vrale la version faible du "théoréme" de Szekeres citée
par Fiorini et Wilson ([22], p. 55).

Assertion 2 : Tout graphe cubique possédant une d.p.p. est d'indice chro-

matique trois.
Or il n’en est rien ; en effet dans le paragraphe suivant nous

donnerons des exenples de graphes cubiques possédant une d.p.p. et néan—

moins d'indice chramatique cuatre.

LE CAS DES GRAPHES CUBIQUES D'INDICE CHROMATIQUE QUATRE

Les graphes cublques possédant un isthme ne peuvént posséder
une d.p.p., un contre-exeuple a 1l'assertion 2 devra donc &tre un graphe
cubique sans isthme d'indice chramatique quatre. La premiéte idée est

d'étudier le plus petit d'entre eux.

1) Ie graphe de Petersen

Ce graphe ne posséde pas de d.p.p.. En effet supposons que ce
graphe posséde une d.p.p.D. Ies cycles de D doivent alors étre de longueur
6 ou 8. In effet le graphe de Petersen ne posséde pas de cyble de longueur
inférieure a cing ; d'autre part, 11 ne posséde pas de cycle élémentaire de
longueur 10, car tout graphe cubique possédant un cycle hamiltonien est
3-coloriable. |

Soient donc kl et k2 les nambres de cycles de D ae longueur

respectivenent 6 et 8. On doit avoir :

6 k, + 8 k, = 30 (puilsque le graphe de Petersen a 15 arétes)

OnadoncklsSetksti;deplusk250(mod3)

Il s'ensuit que seuls deux cas sont possibles :



—kl 5 et k, =0

2

1 et k2

it
o

it

-kl

a) D est canposée de cing cycles de longueur 6.

Soit C 1'un de ces cycles. Chacun des quatre cycles restants doit avoir
au moins une aréte camwune avec C (puisque le graphe de Petersen n'a que
10 sammets) . D'autre part, il est clairement impossible que chacun de ces
quatre cycles aie au moins deux arétes communes avec C.

Soit donc C' ayant exactement une aréte e en cammn avec C, il est clair

que CuC'-{e} est un cycle hamiltonien.

Ce cas n'est donc pas réalisable.

b) D est composée d'un cycle de longueur 6 et de tro;i.‘.s cycles de lon-
gueur 8.

Or si un graphe cubigque G admet une double couverture par quatre cycles
Cl’ C2, C3, Cé, G est d'indice chramatique 3.

I1 s'agit 13 d'un cas particulier d'un résultat de Tutte [ 25].

En effet, colorions en a les arétes de (Clncz)u(C3nC4} r €n b les
arétes de (ClnC3)u(Can4) » €t en c les arétes de (ClnC 4)u(CZnCB) ; on vérifie
immédiatement que 1'on obtient ainsi une 3-coloration des .arétes de G.

Remarque : Ce procédéest tout i fait analoogue a celui qui permet d'obtenir une
3-coloration des arétes d'un graphe cubique plan dont les faces sont coloriées
en quatre couleurs dans la dé&monstration du Théoréme de Tait.

Came le graphe de Petersen est d'indice chramatique quatre, le
cas (b) n'est pas non plus réalisable.

On a ainsi montré que le graphe de Petersen ne posséde pas de
d.p.p. .

Mais, tel n'est pas le cas pour une famille infinie de snarks

découverte par Isaacs [26] :



- 01 -

2) Les snarks-fleurs

2.1) Définition

Ces snarks sont construits a partir du G.6P. Y représenté
figure 2.

g

Figure 2 ; Y

L'étude des colorations de ses pendants permet de montrer qu‘un
arrangement cyclique d'un nanbre impair k de graphes Y suivant le modéle
de la figure 3 donne un graphe cubique non 3-coloriable appelé Jk‘

/ 7
- g ’

t ] ! !
\ \ N\ 4 ’I
\ pRN / 2pY
\\\ J /

N\ \_",’ /

N rd
~ -

Figure 3 : Jk (k = 2p+3)

J3 n'est pas un snark car i1l contient un triangle. Si on remplace
celui-ci par un sommet, on obtient le graphe de Petersen. On montre que pour

k > 3, k impair, Jk est cycliquement—-4-aréte~connexe.

Ies graphes Jk (k impair, k > 3), aussi appelés snarks-fleurs,
peuvent pour cette raison &tre considérés came une généralisation du graphe

de Petersen.
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2.2) Décompositions poly&drales paires des snarks—fleurs

Le graphe de Petersen ne possédant pas de d.p.p., il est clair
que 8'3 n'en posséde pas non plus.

Par contre J 5 en posséde une en 6 cycles qui est représentée
figqure 4. '

Or on remarque que si 1'on casse les arétes de J
A, B, Cet si 1'on réalise de fagon adéquate 1
cbtenu et de celui de la figure 5, on obtient
celui-ci.

5 marquées
union du G.6P. ainsi

J.] et une d.p.p. de
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En répétant cette opération (dlde a U.A. Celmins [19] et appelée
"splicing® par celui-ci), on obtient une d.p.p. camposée de six cycles

pour n'importe guel Jk (k impair, k > 3).

L'assertion 2 est donc fausse.

3) Autres contre-exemples

D'autre part, J.C. FOURNIER [23] avait remarqué que si le "théoréme"
de Szekeres avalt &té vral, on aurait obtenu, 3 l'aide d'un théoréme de
Fisk [24]), une dénonstration trés rapide du théoréme des quatre couleurs.

La démonstration du théoréme de Fisk transcrite éous une forme

duale donne le théoréme sulvant :

Théorene : Pour tout graphe cubigue G connexe possédant une double couverture
par des cycles élérentaires, il existe un graphe cubique G' possédant un d.p.p.

qui est non 3-coloriable si G estnon 3-coloriable.

Démonstration : Nous aurons tout d'abord besoin de quelques définitions.

. e e e e . i e et

On appellera G.3P. modificateur, tout G.3P,connexe noté M qui posséde un

ensemble (appelé Dm) constitué de cycles Elémentaires de longueur paire, et
de trois chaines é&lémentaires Cl' C2 et C3 avec C1 et C2 de longueur impaire

et C, de longueur paire, tel que chaque ar@te appartienne 3 exactement deux

3
élénents de 'Dm .

Remarque : D'aprés la définition d'un G.3P. modificateur M, il est clair que
celui-ci posséde trois arétes pendantes et que 1l'on a une de ces arétes pen~
dantes (notée 812) appartenant & C1 et C2, une autre (notée.e23) a C2 et C3

et la troisiéne (nhotde 813) a Cl et C3.

On notera pij le pendant incident 3 eij pour 1 < i< j < 3,

On peut obtenir un G.3P. modificateur 3 partir du graphe de Petersen
P = (V,E) et de sa double couverture par des cycles représentés a la figure 6.
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En effet celle-ci est constituée de 5 cycles, trois d'entre eux
étant de longueur paire, alors que les deux autres sont de lengueur impaire
et ont une aréte coamune.

Le G.3P. {V}, ol v est un samet de cette aréte est donc
modificateur
. 2 3
Pa3 *
I . 1.3
Pi3 ®
1 2
P2

Figure 6 : P et pv-{v}

Soit G = (V,E) un graphe cubique possédant une double couverture D
par des cycles et soient C et deeuy ccycles de D possédant une aréte conmmune
notée e b d'extrémités x et Yy @

eabeCaan, eabsxy

Ies deux arétes incidentes a x autres que e, appaxtlennent a
un méme cycle de D noté C

Soient ebc, eac ces arétes :
ebcecbncc' eacecancc,ebce X2, eacext
~{v}

Eﬁ cassant e b’ ebc’ ac on obtient le G.3P. G . dont on
appellera p b le pendant adjacent 3 v, Pre le perdant adjacent az, P.c le

pendant adjacent 3 t.
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Le graphe cubique H obtenu en unissant et un G.3P. modifica~

teur M de la maniére suivante :

. = : = [
soudure de p b & Pyp aui crée 1'aréte e

— E ] At
soudure de Phe a Py3 qui crée 1‘'aréte f

- soudure de P.c a Py 5 gui crée l'aréte g

est dit cbtenu par modification des cycles Ca et Cb sur l'aréte e ab

Ce graphe H posséde la double couverture par des cycles constitués

par :
- les cycles de D différents de Ca' Cb et CC ;
- les cycles de [)m H
- les txols cycles C*, C", C'"tels que :
LI — 2 3 —
C' = (C, € Cao ) u (c, €14s €)3) U {e,q}
=G e G ) U G ep e ) v le)

C'\= (CC - eaC, ebC ) u (C3 - elBl e23 ) U {flg]

Il est clair que 1l'on a :

L(C")

1

Q(Ca) + 1 (mod 2)

LEe") = Q,(Cb) + 1 (mod 2)

L'y = JL(CC) (mod 2)

ol L(C) est &gal 3 la longueur du cycle C.

Ces définitions étant donndes, soit G = (V,E) un cjraphe cubique

connexe possédant une double couverture par des cycles .

S1 D n'est pas une d.p.p., elle contient au moins deux cycles
de longueur impaire, soient c, et S, (en effet I 2(C) = 2|E| = 0 (mod 2)).
ceD

Soient a une aréte de Ca’ b une aréte de Cb’

G étant supposé connexe, il existe une chaine &lémentaire de la
forme :

a=e e. cee, € = Db
]l 21 ’ n
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I1 est clair que e; et e, (pour ie{l,...,n-1} appartiennent i
méme cyclede D. Soit u; ce cycle et soit u = Cb.

La suite des cycles Cl, (32,...,(‘k ol :

- Cl» - Ca
-C, = uﬁ2 o &, = min({i ; u; #Cp, ie{l,...,n}})
-Cy= u23 ol £3 = min({i ; w #C, 5 ie{f,,...,n}}

- C = qu =C, ol & =min({i ; u, # Cey 7 iely i}

est telle que C, et C, . possédent tous deux 1'ardte e ; pour
i i+l Q’i+1

ie{l,...,k-1}. :

On peut donc par modification de C1 et C2 sur 1l'aréte e 2 obtenir
un graphe Hz, possédant une double couverture par des cycles ol C22aura été

transformé en un cycle Cé qui aura l'aréte e, en camun avec C

) 3

On pourra donc par modification de Cé et C3 sur 1'aréte e,
3

cbtenir un graphe Hy, et ainsi de suite jusqu'a Hk

Hk posséde une double couverture par des cycles D k possédant un
nonbre de cycles de longueur impaire inférieur de deux i celui de p.

En effet, la parité des cycles correspondant 3 C et Cb dans
Hk aura été modifiée un nambre impair de fois, et ils etalent de longueur
impaire. Par ailleurs, la parité des cycles correspondant aux C
Gel2,...,k-1}) a &té modifide un nambre pair de fois.

Enfin les autres cycles nouvellement créés sont de longueur
paire.

Si Dk n'est pas une d.p.p. on continue ce processus jusqu'a
ce cque 1'on obtienne un graphe cubique G' qui posséde une d.p.p..
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Or i1 est clair que le graphe H obtenu par modification de deux
cycles d'un graphe cubique G non 3-coloriable est non 3-coloriable (voir
construction 2, chapitre IT).

ILe théoréme est ainsi dé&nontré.

Conclusion

On obtient par o2 procédé une d.p.p. du graphe ci-dessous, obtenu
a partir du graphe de Petersen muni de sa double couverture par des cycles

représentée Figure 6, en modifiant les 2 cycles impairs de celle-ci sur

1*une de leurs arétes camunes (le G.3P. modificateur utilisé est également
décrit figure 6).

Piqure 7

La double couverture par des cycles du graphe de Petersen
représenté a la Figure 6 pemet Eégalement de trouver une d.p.p. d'un
snark obtenu par la construction de Loupekhine [27], représentée a la
Figure 8.
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D'autre part, & 1'aide Egalement de la double couverture par
des cycles du graphe de Petersen représentée i la figure ¢ on obtient
une d.p.p. d'un snark (voir figure 10) abtenu par une construction donnée
par Sizekeres [9] et qui s’obtient également & partir de la construction
d'Isaacs.

Figure 9
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Enfin on trouvera représentée en figure 11 une d.p.p. du snark
double étoile [26].

11 semble donc que rares soient les graphes cubiques d'indice

chramatique quatre ne possédant pas de d.p.p. .

E:‘l:g}lre 11
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