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INTRODUCTION

=

Ce travail est consacré & 1'étude des itérations conduites sur

une fonction a valeurs dans un ensemble fini. De fagon générale. nous étudie-

rons les Ztérations paralléle et série, définies par :

* Itération paralléle :

r+4 r r
Y.] - f1{y13--~: yn)
r+1 = F( r r]
Yn n¥qereee Yy

* Itération série :

r+t _ r r
y@ - f1[y1,--n‘ yn]
r+t _ r+1 r+1  r r
yi = 'Fi(y,] smewy yi_,‘a yi,....yn]
r+i r+1 r+1 r
= > & 2% p Fd 3
yn fn(y'l yn~1 yn

r=0,1,2,...; ¥ e g"

ot B" est un ensemble fini [dans la plupart des cas B =.{G.1}]et chaque fi une

acplication de B" dans B.

Dans cette optigue F. ROBERT 3 caractérisé, & 1'aide d'une notion
de rayon spectral booléen, une classe de fonctions pour lesquelles une procédure

itérative série ou paralléle aboutit toujours & un point fixe unique [21,22].



itératif. De plus, ceci permet de démontrer que,pour cette classe des fonct
la longueur des cycles est faible par rapport au nombre (') des dtats, rée
- obtenu expérimentalement par le pbiologiste A. KAUFFMAN en 1970, grace a une
mulation & l'ordinateur [16].

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le comportement cycligis

des fonctions & seuil. Plus précisément. &tant dopnée une matrice réelle sy
trique [aij), n X n, et un vecteur n-dimensicnel 5. on s'intéresse au compo
ment, .en régime stationnaire, de 1'itération paralléle conduite sur une appl:
tion A, de {0,1}" dans 1ui-méme, o chaque composante est une fonction a seu

n
avec séparateur qu A5 Yy < 4 ly; e {0,11).

Dans ce contexte on démontre que 1'évolution est trés simple :
convergence vers un point five ou vers un cycle de longeur deux

(pas de cycle de longueur supérieure & deusx)

On applique ce résultat & une classe d'automates cellulaires uniformes (ce qui
permet de généraliser certains résultas obtenus dans £26,283) et 3 un modéle,

assez simple, de dynamique des groupes [11,15].

Le chapitre III correspond & une généralisation du résultat préc%

dent, dans le cadre d'un ensemble fini de cardinalité guelconque et une exten

sion naturelle des fonctions & seuil.

De méme, le chapitre IV est consacré & 1'stude des applications a
seuil, avec des poids symétriques, guand on fait une itération avec k pas déE 
ménoire, et l'on démontre la convergence, quelque soit l'ensemble des vecteur
inttiqur, vers un cycle dont la période divise k+1.

On voit donc que le comportement cyclique exhibé au deuxieéme

chapitre, est un cas particulier (pour k = 1).
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Au cinquiéme chapitre, nous montrons que ['itération série con—
duite sur b (avec composantes d seuil et poids, o 55 symétriques)a un compor-
tement simple (convergence vers un point fize, quelque soit le vecteur initial)
ou assez complexe (existence de cycles treés longs) selon le signe d'un certain

paranétre.

Il convient de signaler que le comportement "2-oyclique” avait été
déja exhibé pour certains automates cellulaires 3 seuil [26,28] wais, comme
ces démonstrations s'appuyaient essentiellement sur la structure particuliére
de 1l'espace cellulaire considéré, il était impossible de les généraliser. Par
contre, la généralité des résultats presentés ici, a été possible grace a la
nature algébrique des démonstrations qui fait abstraction de la structure du
graphe d'incidence associé 3 la matrice des poids [aij}. Grosso modo, notre
démarche a consisté en la détermination d'un opérateur invariant des fonctions
ad seutl, qui prend en compte le type d’itération et les connexions définies
par la matrice {aij)° Supposant alors 1’existence d'un cycle de longueur supé-
rieure a deux (ou & 1 dans le chapitre V, ou ne divisant pas k+1 au chapitre IV},
on parvient & une contradiction avec la propriété d'invariance de 1'opérateur

introduit dans la formalisation.

Finalement, ce travail trouve son intérét dans le fait que 1l'ana-
lyse mathématique faite, éclaire et compléte des applications dans divers do-
maines : dynamique des groupes [11,15], réseaux de Mc Culloch et Pitts [4.11.
17,18,26], automates cellulaires uniformes [11,26,281, stratégies itératives

pour trouver un minimum local d'énergie dans le probléme des verres de spin

£6,10,24] et certains modéles génétiques [2,13,14,29,30,31,32].
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COMPORTEHENT ITERATIF DE CERTAINES
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I - COMPORTEMENT ITERATIF DE CERTAINES APPLICATIONS ISOTONES

Nous étudions icl le comportement itératif des fonctions booléennes
isotones. En particulier celles de t&pe linéaire (chaque composante

est un "ou" logique) et produit (chaque composante est un "et” logiquel.
Ceci nous permettra de connaitre de maniére partielle le comportement

itératif pour d'autres fonctions isotones.

Le formalisme adopté est celui de la théorie des matrices non-négatives
[3, 7, 20, 33], de maniére & ramener le probléme de 1'itération a
1'étude,déjd classique,des puissances d’une matrice booléenne, ce qui
permet d'obtenir certaipes propriétés de 1°'itération au vu d'un matrice

n X n.

Finalement, les résultats obtenus démontrent le fait é&tabli de maniére
expérimentale par Kauffman 161, que la longueur des cycles est faible

par rappart au nombre (2"] d’'etats possibles.

(1.1.) RESULTATS GENERAUX DANS LA CLASSE DES FONCTIONS ISOTONES

On dira qu'une application F de {D.1}n dans lui-méme est isotone si :
x £y =>Fx £ Fy

ol "<” est 1'ordre partiel dans {0.1]“, induit par la relation d'ordre 0 < 1.

LEMME-1
S'il existe :
x? ¢ {0,117 tel que Fx® < x° (resp. Fx” > x”), alors 11 existe

p € IN tel que :

p+1 DO
Fx® = Fx  (convergence vers un point fixae).
Démonstration :

Comme F est isotone, alors pour chaque k € IN

ﬁ S eee S xk = Fkx0 < xk_1 £ ... £ x1 = FxO < xD

donc, comme {0.1}n est fini, 11 existe bien p € N tel que xp+1 = xP,



LEMME -2

Soit F isotone alors :

(i) F admet au moins un point fixe.

(i1} Les éléments (appelés aussi états) appartenant a un cycle
de longueur supérieure & un, ne sont pas comparables entre
eux. ‘ [g]

{(iii) La longusur des cycles est inférieure ou égale & Cn et cette

borne peut étre atteinte.

Démonstrations :

¥

(i) et (ii) se déduisent directement du lemme-1.
(iii) La borne est obtenue de (ii) et du fait que 1'ensemble maximal des

vecteurs non comparables dans le treillis booléen est de cardinalité
Cfn/Z]
n

Pour vérifier que la borne est atteinte, il suffit de prendre, pour

{théoréme Sperner [5]).

n donné, un cycle maximum des vecteurs non comparables et d'envoyer

—

- 2 (3 3 -~ g 3 ~ » -~
la partie supérieure du treillis & 1 et 1'inférieure & O.

{(F ainsi construite est évidemment isotone).

EE%TEI? n=4, C4 =6
qux] = XoXg + Xy Xg * X Xo 3 Fz(x} = XX, + X3%, + x2><3
fS[x) = X, X, + x2x4 + ><3x4 ; ¥4(x} = XyXg + qu + X X,
Graphe de_1'itération
0 6fg 0 1 1(} 1
ODU% 0010 0100 1000 1110 1101 1011 0111

060611 -0110 1100

1 l

0101 =41001 «~+1010



(1.2.) FONCTIONS ISOTONES LINEAIRES ET DE TYPE PRODUIT

Soit M{0,1) 1l'ensemble des matrices n x n & coefficients dans {0,1}.
On définit la somme et la multiplicatien des éléments de M(D,1) selun
les opérations booléennes "ou”, "et" usuelles.

On dira que F est linéaire affine si :
Fx = Ax + b ; A e M(D,1) et b e {0,1}"
L’'application F est de type produit si pour chague i € {1,....n} :

fi(x) = I X, + b

jeSi J t

by € {n,1}, S; ¢© {1,...,n})

{si S, =B onpose T x, = 0).

i JESi J

I1 est clair que les fonctions ainsi définies sont isotones. D'autre

part, ces deux classas sont en dualité, c'est-a-dire : F est de type

produit si et seulement si sa duale, Fﬁ (F*x = FX),est linéaire affine.

De plus, comme :

y = Fx <=>y = F'X

pour étudier les applications de type produit, il suffit de préciser

le comportement itératif des linéaires affines.

(1.3.) RAPPELS SUR LES MATRICES NOM-NEGATIVES

Ftant donnée A ¢ M(0,1) on appellera G(A) le graphe orienté d'incidence

associé 3 la matrice A. On dira que A_est réductible s'il existe une

matrice de permutation P € M(0,1) telle que :

A1 A2
P'AP = (P' transposée de P et A11, A.., carrées)

0 A22

dans le cas contraire, on dira que A est irréductible.
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D'autre part, on peut toujours écrire A sous "forme normale”

ﬁH1n"‘ ﬁnk
PrAP = 7\“"A1k (P matrice de permutation et Aii carréeec

‘A

ol chaque Aii est irréductible ou bien nulle de taille 1, [37]. Bien
entendu, si A est irréductible, la "forme normale"” est triviale puisgue

A = Aqq. I1 est important de signaler gqu'une matrice A est irréductible

si et sesulement si G[{A) est fortement connexe {371,

Pour A ¢ M{0,1) on définit :

Ay - ppem {n(Aii)/n(Aii} 2 1}
0 si n(Aii] = 0 pour 1 € {1,...k}

ol n(Aii) est le plus grand commun diviseur (pgcd) des longueurs des
circuits é&lémentaires du graphe G(Aii) ou zéro si le graphe n'a pas de

circuits.

Evidemment si A est irréductible (cas ol la forme normale est triviale)

on a

p(A) = pged (longueur des circuits élémentaires de G(A))

et 1 £ pfA) £ n

(1.4.) ETUDE DE L'ITERATION PARALLELE POUR F LINEAIRE

Dans la suite on vea étudier 1l'itération paralléle sur Fx = Ax. Dans le
cas Fx = Ax+b les résultants sont analogues [8].
Dans le cas Fx = Ax l'itération prend la forme :

: KV AT S0 Pt

Il est elair que 5 = {0,...,0) € {D,1}n est toujours un point fixe de F.
On va voir dans quelles conditions F admet des points fixes non triviaux

-y
{différents de O et Z].



.

PROPOSITION-1 : (caractérisation des points fixes)

Fx = Ax admet au moins un point fixe non trivial, si et seulement

si A est réductible :

et de plus A n'a pas de lignes nulles.

1"

Démonstration : résulite directement des définitions.

Remarques :

~

* 51 la partition des indices associée & la matrice de permutation P,
dans la proposition -1, est I,J, avec I associé a A11 et J & A22,
alors le point fixe non trivial correspondant est

*

x* e {0,1)" tel que x; =1 si 1€ 1 et 0 sinon.

* Si la matrice A € M(0,1) associée & F n'a pas de colonnes nulles,
alors F admet au moins un point fixe non trivial si et seulement si

A est réductible.

#+Si A est irréductible alors les uniques points fixes de F sont 5 et T.

PROPOSITION-2 :

£tant donnée A € M{0,1) alors : 1'itération paralléle conduite
sur Fx = Ax n'a pas de cycles de longueur supérieure a 1, si et

seulement si p(A) < 1.
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DEMONSTRATION

1) A irréductible :

Si p(A) = 1, alors il existe p < n2 - 2n+2 tel que AP > 0 131, done

11 n'y a pas de cycles de longueur supérisure a 1.

Si F n'a pas de cycles, supposons p(A) = p > 1, donc il existe une

matrice de permutation P telle gue :

P'ADP = . Ui matrice carrée, irréductible avec

. o ,
0 Up pl i} 1, 17,331,

doenc & partir de la proposition-1, FP admet des points fixes non triviaux
et comme A est irréductible, ils ne le sont pas de F, alors 1’itération
paralléle conduite sur F admet des cycles de longueur supérieure & 1.

Ce qui est une contradiction.

2) A réductible

p{A) £ 1 => n{AiiB < 1 done, comme chaque Aii {dans la forme normale
de A) est nulle ou irréductible, il existe s € N tel que Aii devient

une matrice pleine des uns ou nulle, c'est-&-dire pour g =2 s :

s
A9 = AT, e {1,000,K)
ii ii
Il est facile de voir, par récurrence sur le nombre k de blocs, gue
si Aii sont stables par rapport au produit par elles-mémes, alors il
existe r ¢ N tel gue, & une permutation prés,Ar+1 = A" {97, donc F

rnn'a pas de cycles.
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Si F n'a pas de cvgles, supposons p(A) = p > 1. I1 existe donc Aig
{dans la forme normale de A} telle fque n[Aii) =r >1 avec p = ar.
Sans perte de généralité, posons 1 = 1.
Alors comme A11 est irréductible, 1l existe Q, matrice de permutation,
tel que :

v 0

21 Q = , V, carrées et irréductibles

0 v

Q' A

si on prend la matrice de permutation P1

On a :
v p T \Y 0
Q A11Q 1._~
. 0o v
\\ r
.
'rz * - r
P1A P1 () \\ A22
' \
A}
r \
Akk \\
\
() \
\
\
\
N,
A
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Soit maintenant {3§}§:1 la partition d'indices associée aux blocs
r
V

. r I : r
1,...,v?, et soit {Ji}i=2 la partition associde aux blocs AZZ""’AKK’

Ny n ny % ny % %
Prenons X € {0,1} tel que X = {XJQ srans er, XJ v was XJ ]

1 1 2 Kk
a4, Y "y Y
qu yeous XJK sont sous-vecteurs de X avee qu = (1...1) et tous les
autres nuls. !

" ",

&)
On a bien P} A" P, X = X, donc P.X e {0,1}" est tel que :

r.. N v
F iqu} = PTX’

ctest-a-dire P1§ est point fixe de Fr,

Mais comme A11 est dirréductible, elle n'admet pas de points fixes non

triviaux, donc :

- ’h —— aad _1
Q'R0 1 %50 = VA0 ! ® X1
1 . e 1
. 1 .
n" 3] .
. "
-in' : L X ;o
.0 1
N Ny r
Prenons ¥y = {X.4 ,«.», X. ), donc on a
A v v
N Q 5 n y Q A@1Qy y
. Ay
_ * _ 0 h]
PAAR X = 27 XJ2 B . * :
o - ¥ ; 5
Ak Jy
ny Ny

Donc F(P X} ¢ P X, c ‘est-a- dlre P3X n'est pas point fixe de F, donc

comme F© (P X) = P X, alors P X appartient & un cycle de longueur

supérieure & 1 ce qui est une contradiction.
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PROPOSITION-3 :

Les cycles de l1*itération paralléle conduite sur Fx = Ax sont
de longueur inférieure ou égale a p(A).

De plus, si A est irréductible, 1’'itération paralléle condulte

sur F admet un cycle de longueur p si et seulement si p divise

p{A),

Démonstration :

z ' rréduc g : si A est irréductible et
p(A) = k > 1 alors A2 pour £ € {2,..., k-1)} est irréductible si et
seulement si pged (k,2) = 1. De plus si pged (k,2) = d > 1, alors le
graphe G[AQ) est décomposable en d composantes fortement connexes
indépendantes 7], c’est-a-dire, 11 existe PgM(D,1), matrice de permu-

tation, telle que :

P'AP = . 'Ui : carrée, irréductible
donc, de la proposition-1, les cycles de longueur & > 1 sont associés
a la puissance A2 telle que pged (k,2) > 1.

Prenons maintenant £ ne divisant pas k, mais tel que pged (k,2} = d > 1,

alors on a :

r
V1 () V1 ()
d . L .
P'AP = . et P'AP = .
o - 0 .
Vd Vd

avec £ = rd et les matrices Vi' Vg irréductibles. Donc (cf. Proposition-1)

tout point fixe de F2 1'est de Fd ce quil impligque la non existence des

cycles de longueur 2.



Maintenant. soient 1 = pm < 31 < ... < ps = k,les diviseurs de kK.
On va montrer gque pour chaque p € {pm,,,., pS} il existe au moins un cycle

de longueur p.

Soit a{pi) le nombre des cycles de longueur Py On va montrer par récur-
rence que a{pj} > 0. En effet, pour P, = 1, a€po} = 2 {deux points fixes

e
gdet? et pour p, on a :

U
P, L ¢
P'A P = Y. Ui bloeos irréductibles
0 ‘g
P?
P

donc les points Tixes de F Y sont composés de bloes de zéros et de uns

selon la partition des indices {Iq,t;,, Ep } définie par P, alors :
1

atp) =2 1 - y =21 -
Py oz[pG = 2 2>0

Supposons a{pj} >0 pour j € {D,..., i-1} et démontrons-le pour i. On a :

P
a{pi} =2% - 3 a(péi (p/gq : p divise g}
P3/Py
ce nqui est égal a :
Py By
a€pi} =2~ E 22+ I b afpk}
Ps/P P./P, P /P,
J jJ 1 K3

P. P
alpy) > 2 iy o
P3Py
en particulier :
p, Pyl
apy) > 2 * - ik
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ce qui implique que :

P Py+1
a[pi] > 2 oo . + 2 >0

donc F admet un cycle de longueur p si et seulement si p/p{A).

Si A est réductible avec p{A) = r > 1 (le cas p(A)

la proposition -2).
Soit P'AP la forme normale de A :

App oo Pk
PIAP = -
Akk

~
<

1.0n 1'a vu dans

Comme p(A} = ppcm {n[Aiil/n[Aii) > 1} = r > 1, alors 1l'ensemble

I=1{1 e{1....,n}/n[Aii] > 1} est non vide. De plus, pour chaque i € I,

soit “(Aii) = &

est irréductible, alors on a :

‘ (i)
2, % .~ 0
[ 1 = .,
0 Aix Oy ...
() . Bii]
i
ot chaque B;il est irréductible et p(Bgi]] = 1.

Mais, comme r = 8121 pour 1 € I, alors :

(1)
. C4 0
Q'AiiQi = . oll

() '.C[i) et n (C

Ly

(1)
C
J

i > 1; comme, par construction de la forme normale, Aii

est irréductible

(1)
J

)

=1

j=1.....0

i
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Donc il existe § € M(0,1) telle que

D11 LI ) D15

o
*
.
[ eeane

=3<]

Cette matrice est telle que chague Dii @st irréductible ou bien une

matrice nulle & un élément, et si Dii est irréductible alors p[Dii] = 1.

Donc, il existe pe IN tel gue :

0'A"™Pg = g AT

Q f13l
donc, on a
A = A° pour s 2 rp
alors pour tout x € {D,?}n on aura
sStr ]

Ax = ATX

Danc, s'il y a des cycles, ils doivent 8tre de longueur plus petite

que plA) = r,

Remarques :

1) Dans le cas A irréductible, avec pf{A) = 1, 1la convergence vers le
point fixe 1 est assurée en au plus n2—2n+2 pas {37.

2) Si A est réductible et p(A) = 0, la convergence vers le point fixe i
est assurée en n pas [9]

3) Si A est réductible, on peut borner p(A), donc la longueur des cycles,

par :
K ot =
0(A) < [D‘R“] < 28Ln2 ﬁiz2.

K + +

ot k est le nombre de blocs dans la "forme normale” de A et raj, le plus

petit entier supérieur ou égal 3 q. [97.
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Résumons le comportement de 1'itération paralléle sur des fonctions

booléennes lindaires ou de type produit, par le tableau suivant

TYPE DE o(n)  |EXTSTENCE DE |EXISTENCE DE|MAJORATION O1) BORNE DF
MATRICE POINTS FIXES | cvoies | FONGUEURS DE CYCLES

> >
0, 1 points il n'y a

w 1 fixes pas de 1
m
b uniques cycles
O
xr D
£ o >
= & E. 1 points il y a des
L
p{A) > 1 fixes cycles . p(A} £ n (atteinte)
uniques
-3
0 unique

si p(A} = 0O il n'y a-

p(A) <1 D et d'autres pas de

si p(A) = 1 cycles

MATRICE
REDUCTIBLE

6 et des il y a des n
plA) > 1 autres cycles p(A) < [zeLnZI]+

{majoration)

On voit donc que la longueur des cycles est faible par apport au nombre
des états possibles (2. S1 1a matrice A est irréductible, la longueur
est inférieure ou égale 3 n et dans le cas réductible elle est de 1'ordre
de la racine carrée du nombre d'états possibles. Ce qui permet de préciser,

le résultat expérimentale obtenu par Kauffman. [16].
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(1.5.) QUELQUES RESULTATS SUR L'ITERATION “SERIE" ASSOCIEE A F

Etant doné Fx = Ax, 1'itération série sur F est éguivalente & faire

une itération paralléle sur la fonctian G, gui dans ce cas, est donnde

par :
Gx =OS"><,»8€ M@e,1)
N RINE L™ Ty
U
ol L,U sont données par : A = [8]

On s’'intéresse & la comparaison de 1'itération paralleéle, conduite
sur F avec 1'itération paralléle conduite sur G, c'est-a-dire aux rela-
tions qu'il peut y avoir entre 1la longueur des cycles, convergence vers

un point fixe, etc.

PROPOSITION-4

Etant donnée Fx = Ax, A ¢ M(0,1) alors

1) Si A est irréductible
i) Si“&?est irréductible alors p(A) = p&%) = 1
ii) pﬁgﬁ < n-1

-5
1i1) si diag(A) = 0 => p(A) = p€8) = 1
2) 31 A est réductible
i) éﬁ est réductible
ii) si p(A) = 0 =» p&%) =0
-
1i1)  si diag(A) > 0 = p(A) = pE&) = 1
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Démonstration :

(1) 1)

i1)

iii)

Si-%est irréductible alors nécessairement agq = 1, sinon
la premiére calonne de & serait nulle, ce qui contredit
1'irréductibilité de-g.

Donc p(A) = 1.

De plus, par définition de G, g1(x] = f,‘(x] donc si '8= (2.
alors 9,11 = 1, donc p[-gl = 1,

Si'g gst irréductible, de (i) on a p[& = 1 donc pkg) =1 < n-1.
518 est réductible, alors il existe P ¢ M(0,1) tel gue :

'811 -@12
pr&p - (1)
0 822
avec p[g“] = 0 et 52 irréductible [ 8 }. Donc par défini-
tion de p on a :
058) = “['822)

Mais n(;gzz) est inférieure a la taille de'@zz. done pfg] < n-1.
-+ -+

Si diag(A) = 0, p(A) = 1 et de plus diagﬁgl # 0, par définition

de G.

Donc 518 irréductible on a p(@) = 1

Si& est réductible, de (1), et comme nég]1] = 0 alors

diag [—(611] = g. donc nécessairement :

>
diag [322) # D donc n (-822] = 1, alors :

o @) = n[-8’22) = 1.



(2) 1}

ii)

iii)
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Si A est réductible et A a au moins une colonne nulle alors
x aussi, doncsé est réductible.

Si A n'a pas de colonnes nulles, alers Fx = Ax {voir
proposition-2} admet un point fixe non trivial. Donc comme F

et G ont les mémes points fixes & est réductible.
Démontré dans [87.

- >
Si diag(A) > 0, alors diag(@) > 0O
donc p(A) = p@8) = 1.

PROPOSITION-5

Etant donnée Fx = Ax, A € M(0,1) alors :

1) 8i A est irréductible

i) pour tout x € {0,137 11 existe s ¢ IN et p e IN tel que :

5+p

62 Py = %« 1<p<n1

ii) Si est irréductible alors 1'itération paralléle conduite

sur F et G n’a pas de cycles.

-3
iii) Si diag(A) # 0 alors 1'itération paralléle conduite sur F

et G n'a pas de cycles.

2} Si A est réductible

i} Si p(A) = O alors 1'itération paralléle conduite sur F et G

n‘a pas de cycles.

ii) Si diagl(A} > 3, alors 1'itération paralléle conduite sur F

et G n'a pas de cycles. .
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Démonstration :

Découle directement de la proposition précédente ct du théoréme-1

appligué a Gx =i§x.

Remarque :

On verra dans les exemples qu'en général le fait que 1'itération paralléle
conduite sur F n'ait pas de cycles, n'implique pas la méme propriété pour

1’itération paralléle conduite sur G.

l.es résultats exposés ci-dessus pour 1'itération "série” peuvent étre

généralisés aisément aux itérations du type "série-paralléle” {8, 23].

(1.6.) EXEMPLES

Exemple-1 - Itération paralléle (x)

Matrice A irréductible,p(A) = 1, n = B
f1[x} =Xyt Xy, fz{x) =X, 0+ Xq Fs(x] = Xyt X, F4(x] = Xg ot X
fs(x] = Xg» fB(x] = X4»

A

GIA)
\44

(%) chaque ",” représente yn_vecteur hoolée
n,e r
vaentorir hnnldon aqqnnig A mAa rﬂnr%gﬂnfating ﬁ??ggﬁgﬁcmb~e entier le

(0]
O




.
2 (255)
&)
@) @
o &
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Exemple-2 - Itération paralléle

Matrice A irréductibile, p{A) =

] =
, Fz[x, x3 + x7,

fB(xJ = Xg ot X F7[x] = Xgs

G{A) : 4

'V
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Exemple-3 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

.‘)
Matrice A irréductible p(A) = 1, dilag(Aj; =0, n =5

f1(x) = Xy + X fz(x] = Xq, f3[x] = Xy f4(x] = Xg» FS[X] = %y

G(A) : 1

»
[Sa}

Itération série

Q, -»>
Matriceo irréductible pPgh = 1, diag [é%] z 0

g1[x] = %, + Xos g2(x) = Xg, gg(x] = X4 g4(x] = Xgs g5(x] = X, + X

o
=

G(é%] : 1

A
82
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Exemple-4 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

Matrice A irréductible p{(A) =1, n =5

fq(x} = Xo» szx) = Xa, fa{x} = Xg» f4(x) = Xg» fS{x)‘= X, + X
1 2 3
G(A) A i ‘

»

Itération série

Matriceiﬁ réductible D[é% ] = 2,

gq{x) = X gz(x} = X3, gBEx) = Xg g4{x) = Xg, gS(x} = X * X

1 2 3

A4
h 2

G(5)




Exemple-5 - Comparaison des itérations série et paralléle

Itération paralléle

Matrice A réductible, p(A) = 6, n = 9

f1[x] = Ko fz(x] = Xgs f3[x] = Xy + X4 f4(x) = Xgo fS(x) = Xg
fB(x] = Xy, f7[x] = Xg» fB(x] = Xg» fg[x) = %,
6
2 5 > - > 7
A Y
GCA) P - .
T+ 3 7 4 7 g 8

Comme le graphe assoclé & l'itération est trop grand, on donne seulement

le nombre et la longueur des cycles.

cycles de longueur 6 : 16
cycles de longueur 3 : 8

cycles de longueur 2 : 1

points fixes : 3
1tération série
Matrice-5 réductible o063 = 10.

g1[x] = X5» gz[x) = Xg, ga[x] = Xy * X, g4[x] = Xgo gS(x] = Xg
gslx] = X, g7(x] = Xg» ga(x) = Xg» gg(x) = Xg

Gﬁé?) : ¢

v

<
}!’
<
-
'S

[{a)
L 3
<)

cycles de longueur 5 : 6
cycles de longueur 2 : 1

points fixes : 3
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Exemple-6 : Comparaison de 1'itération conduite sur F et F* (duale de F)
Matrice A irréductible, p{A) = 1, n = 4

’F,{[X] = X, + X

Fz(x] =Xyt Xa.

2 37

G{A}

GRAPHE DE L’ITERATION PARALLELE SUR FX = AX :

0100 00601

0
0000 ‘\\N

a1 11 1100 1101

‘\\\\\\ilif/,/:::’wﬁw_,ﬂu—~ 1110

3 1011

c101—1010-—>1111

GRAPHE DE L'ITERATION PARALLELE SUR F*x. (duale de F)

1001 014140 006180

* *
Fq[x] = Fz[x) = X, X X

* *
4 Xgs F3[x] = X, X, , f4{x} = X

XX 14 1%3

11 1110
111 K/S/1 10 1001 1104
1000 0011 o010
l 00601
1010—>0101—>0000 01080
1100

1111 10
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(1.7.) FONCTIONS ISOTONES IRREDUCTIBLES

11 est facile de voir que toute fonction isotone F admet un minorant

F“ (de type produit) et un majorant F_ (linéaire), ce qui permet d’'écrire,

L
pour tout p e N

P, « P, <« P
F“x < Fx < %:x 1

Evidenment la matrice associée & FE est celle d'incidence de F : qu'on

appellera B(F) = [bij] :

1 si fi(x] dépend de x

by * J
0 sinon
Exemple :
f1(x] = XoXg * X,
Fz(x] = x4x3 + x2
fa(x] = Xa%y + Xy%g
f4(x) = X, X5Xg

On a alors :

B(F) =

_ e D -
- ed el
- oad
D20

et 1'inégalité (1), pour'p = 1, se traduit par :

[ X4 XoXq 7 —f1(x]- B R ]
XXX, < fz(x] < Xo¥XgtX,

X4 XoX g%, fs[x] X4 XXXy

| Xq4%X2%3 ] _'F4(x)4 ! X ¥XgtXg |
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En général, étant donnée A ¢ M(0,1) posons

E;{A) = {F isotone/B(F) = A}

il est clair que (5§A3, <) est un treillis avec &lément maximal F x = Ax

et minimal F;x {duale booléenne).

Exemple :
0011 E;
) _ 0010
Spit A = 1100 alors (A)
1100
(x3+x4,x3,x1+x2,x1+x2)
[x3+x4,x3,51x2,x1+x2] [x3x4,x3,x,+x2,x1+x2} fx3+x4,x3,x1fx2,x1x2}
(x3x4,x3,x1x2,x?+x2) (x3+x4,x3,x1x2,x1x2) (x3x4,x3,x1+x2,x1x2)

Ex3x4,x3, 1X2’X1X2}

Spit S{F) 1'ensemble des cycles de 1'itération paralléle conduite sur F.

Alors on a le résultat suivant :

Proposition-6 :

Si A € M(0,1) est irréductible aldrs :

NS(F) = S(Fy)
FeYTA)
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Démonstration :

Notons les composantss de Fz et Fi de la maniére suivante :

h,{x) g1(x]

3 FPX = .
v

2 88 2

hn(x] gﬂ[x]

P
D'autre part, comme A est irréductible alors sz = x si et seulement si

i1 existe P € M{0,1), matrice de permutation, telle que :

P'AP = ‘e avec Ui irréductible 1 € {1,...,d}
o Ug st d = pged (p(A), d)

Appelons J, 1'ensemble d’indices associé au bloc Uz, Le{1,...,d}

L
ce qui implique :

hi(x) = I xj, ¢ ® Si c JR ; pour 1 ¢ JQ
Jesi

de plus, comme Fi, F; sont en dualité on a :

gi(x] = 0 Xy $ #S; <

h,(x} = & x,, $ #S4 <
1 ses, 3 2% <> ; jes )
pour 1 € J2 pour 1 € J2

et du fait que le cycle défini par pr = x est équivalent a :

Y. o %3,

. X
o ° Jyq
Ud XJd

i

P'AP(P'x) bloc des O ou des 1

on a bien hi(x] = gi[x] = X;.C'est-a-dire, si A est irréductible, les

cycles de F" et FZ {particuliérement les points fixes) sont les mémes.

Donc, comme pour tout F eg(/\] oh a :

Fix < FPx < pr
alors [ng = X <==> sz) =3 FPx = X
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]

D'autre part, si g divise p, tel que F% x, cela implique

q >
%:x z X
donec, par isotonie, il existe r ¢ IN tel que
rg+g _ T
FEQ FZQ

donc x appartient & un cycle de longueur inférieure ou égal & g, ce qui
n'est pas possible si x appartient & un cycle de longusur p (Fix = x

pour tout 1 = spl.

COROLLAIRE :

Soit F isotone ; si B(F) est irréductible et si p est un diviseur de
p{B(F)) alors 1'itération paralléle conduite sur F admet au moins un

cycle de longueur p.

Démonstration :

Se déduit directement des propositions 3 et 6.

Remarque :

La proposition et le corollaire précédents montrent que, étant donnée F

isotone,avec B{F) irréductible, 1'étude de cette matrice permet, au moins

partiellement, de connaitre le comportement de 1’itération paralléle

conduite sur F.

Exemples :
{1) Prenons les applications isotones :

F, (Xq,XZ,X T e '

1 3°%4 3XgrXqXgsXg TRy Xyt X )

4°72 73

F2 : (X1’XZ’X3‘X4} +’(x3x4 ,x1x4,x2x4,x2+x3]
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On a alors :

FZ : (x1.x2.x3.x4] -+ (x3+x4.x1+x4.x2+x4,x2+x3]
0011
_ 1001 - _
et B(rF) = 0101 p(B(F)) =1
01180
Graphe de 1'itération paralléle :
(i) F. :
L 0¥
0001
4 0101
0010-+1001+1110+1111«0011«0100+~1000
+
1101 1011 01141
|
4 4 4

1010 0110 1100

(11) F,
@ Q
1111 0000
} "
1011«0111«1101 1000
+
D100 1100 ‘ —
Ngo1 1 0010 0D0D1+«1010
11107 \ N0 101 ~
0110
+
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(iii) F

2
11(}1
DO(%D-&’!UOD
1109 1100 * 1010
0110 F0001&
1011 «— 0111 1110 s 0010
0100
+
100 1
4
0011
4
0100

On voit dici gue une fonction isotone peut avoir des cycles gue ne le

sont pas de F

T -

(2) Fz : (x1’X2’x3’x4] - (x3.x3+x4,x2,x1+x2]
Fn : [x1,x2,x3.x4] > [x3,x3x4,x2,x1x2)
F1 : [x1,x2.x3,x4] - [x3,x3x4,x2,x1+x2)
F2 : [xq.xz,xs,x4} > (x3,x3+x4,x2,x1x2]

Pour ces fonctions, on a les graphes d'itération suivants
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CHAPITRE 11

COMPORTEMENT PERIODIQUE

DES FONCTIONS A SEUIL BINAIRES
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IT - COMPORTEMENT PERIODIQUE DES FONCTIONS A SEUIL BINAIRES

N

Le comportement itératif des fonctions a seuil a été étudié dans plusieurs
domaines [4, 17, 18, 25, 26, 28),en particulier 1l est intéressant de signaler
le modéle neuronal immaginé par Mac Cullech et Pitts [ 48], un des premiers
travaux importants dans ce contexte. Ils ont développé, 2 partir des pro-
priétés électriques des neurones, un modele formel d'évolution qui consis-
tait en un réseau d'unités ou modules (neurones formels) inter-connectés.
Chague module regolt des terminaisons d'autres unités, au moyen de con-
nexions appelées synapses et qui peuvent 8tre excitatrices ou inhibitrices.
Le modéle fonctionne en paralléle, avec une échelle temporale discréte,
par tout ou rien, c'est-a-dire que & 1'étape t, chaque module peut Btre
actif ou en repos (1 ou 0). Finalement, la réponse de chaque unité est
fonction d'un seuil o, % 1'unité sera active a 1'étape t si et seulement si
la somme réelle des excitations qui lui arrivent & 1'étape t-1 est égale

AY
ou supérieure au seuil 8,

Ce qgui se traduit par 1*itération en paralléle :

yr+1 = Ay » T = U,1.a.-5 yoé{o"q}n

ol A est une application de {0,1)" dans lui-méme et chaque composante b,
est définie par : n
0 =i 2; “ij yj<ei
¢,y = =1

1 sinon

ief{1,2,...,n}

81, o eR s vyef{0,1}"

flans ce contexte, une inhibition correspond a aij <0 et une excitation a
a,, >0.

1]

La propriété fondamentale de ce modéle est la suivante :

Le comportement de tout automate fini peut 8tre reproduit par un réseau

neuronal de Mac Culloch et Pitts construit de maniére adéquate [1].

Propriété qui établit la grande complexité du point de vue comportement

itératif, de ce modéle.

I1 semble donc trés difficlile, étant donné un réseau de Mac Culloch - Pitts
quelconque, de construire un outil mathématique psrmettant de caractériser
son comportement itératif (longueur des cycles, nombre d’'états stationnai-

res, etc).
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Dans ce chapitre, nous étudions ce comportement dans le cas de poids
gzmétrigues (aij = aji)’ cas certainement particulier, mais de grand
intérét dans plusieurs domaines {automates cellulaires uniformes [ 25,
26, 281, modiéles de psychologie de groupes ﬁ1,1526‘3, physique statis-
tique [ 6], etc)] o0 les résultats obtenus jusqu'a présent (méme dans

ce cas) sont assez pauvres.

(2.1) ENONCE DU PROBLEME

Seit B.= {0,1} et prenons 1'application :
A : B"B"
y = (yq,...,yn)->(¢1{y},...,¢ﬂ{y}}

ou chague ¢i, est une fonction a seuil définie par :

n
Dsi I o., vy.<0,.

. ; i
¢i[y1,...,yn] = J=1
1 sinon
avec O, ., 0. eR et a,, = o,, pour tout i,je{1,...,n}.
ij i ij Jji

On s'intéresse & 1'étude de la longueur des cycles de 1'itération paral-
igle :
o_ N
y = Ay, r=0,1,2,... ;3 y°B

On démontrera que en fait le comportement cyclique d'une telle itération

est décrit par le théoréme suivant :

THEOREME-1

Pour tout yeBn, il existe seMN tel gue :

C'est-a-dire que 1'itération parallele sur A n'a, en régime stationnaire,
que des points fixes ou des cycles de longueur deux (pas de cycle de lon-

gueur supérieure 3 Z).

Pour démontrer ce résultat 11 nous faut quelques définitions et lemmes

de base.
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(2.2) DEFINITIONS ET RESULTATS DE BASE

Comme 8" est un ensemble fini, au bout d’'un nombre fini de pas, 1'itéra-
tion conduite sur A, aboutit & un régime stationnaire, c'est-a-dire pour
chaque y € Bn. il existe 5, TeEN, T>0 tel que :

p5tT - Ay et AT # A pour 0<r<T

Ceci nous permet de définir, pour tout y ¢ B, la matrive des &tats en

régime stationnaire :

x1(D]...., x1(T-1]

X(y,T) i . TSI AL AL

X [D]J.lll X (T"1]
n n

I1 est évident que, pour tout i € {1,....n} :

xi(D] = ¢i(x1[T—1],...,xn(T—1)]

xi[2+1] = ¢i(x1[2],..., xniQ]) 2 e{0,..., T-2}

appelons X4 la i-éme ligne de la matrice X(y,T) et Yi’ le plus petit divi-

seur de T, tel que :
xi[R*Yi] = xifﬁl Le {0,..., T-1}
On dira que Yi est la période associée a X

Soit maintenant S = {x1.....xn} 1'ensemble des lignes de la matrice X(y,T)
et