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ko We,:, M:?Cb et nendue M,O@so.d»c M«Lc
Kroitewnent dea MMM mqutmt% MAM«-B gees

ﬁw/vrua:fum &W Mawtam.q md,.f‘u/et?«m{?,&\.
Jrevn Les W&/; me Aowkt s M‘.G,v!w&&u Aﬁb&mi’ :



i

Vo

AA'VVL'L 1 A v 1B oa ek a’am»aid ArML 2omnd A :’JB/ e avcine

LA

Vg
4“.@«.(- A D 6 ,w'g.yt OO‘MACJ c,pr\,t\'cle.t,c. Comanads ACOLW( e } B oS | A .
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TRAITEMENT DES FORMULES ALGEBRIQUES



Nous avons constaté dans l'introduction que les conditions de vérification
de programmes numériques constituent des théorémes démontrables sans 1'emploi
d'une méthode de déduction générale. Il est peut-&tre méme souhaitable d‘'évi-

ter cet emploi.

Ces formules sont en effet composées d'expressions algébriques dont les
opérateurs ont des propriétés trés riches (commutativité, associativité, dis-
tributivité), qui multiplient les formes pour une méme expresgion. La prise
en compte de ces propriétés va se faire la plupart du temps par des méthodes

ou techniques adaptées et non pas & partir d'axiomes.

3.1. Simplification dans les systémes de vérification

o
Dans la plupart des systémes de vérification [F3], [F7), [F10], on trouve un
programme qui officie avant le démonstrateur. Son but est en général double :
simplifier la formule, mais aussi la mettre sous une forme normale bien défi-~
nie, telle que deux expressions équivalentes (ayant méme valeur pour toute
affectation de valeurs a leurs variables libres), soient identiques (repré-
sentées par la méme suite de caractéres). Si le symbole = traduit 1l‘équiva-
lence et = l'identité, une forme canonigue pour une classe d'expressions C
est une fonction £ : C—C telle que :

Va e € C f(e) = e

Vel, e, € o] e =e, ;f(el) & f(ez)
Une expression est dite mise sous forme canonique quand f(e) & @, Une forme
normale est un concept plus faible, applicable aux expressions albégriques,

qui fait correspondre O 4 toutes les formules équivalentes a O.

La simplification enfin est une opération encore plus faible, qui transforme

une expression en une autre, équivalente et syntaxiquement plus simple.



L'emploi des formes canoniques est important & la fois pour la manipulation
algébrique et la démonstration automatique, car l'existence d'une telle forme
garantit que toutes les expressions qui y sont converties ne sont équivalen-

tes que si et seulement si elles sont identiques.

Pour la premiére version de SVP, on avait intégré un simplificateur écrit en
langage PROLOG [p#s] [ ]. Lorsque les conditions de vérification parvenaient
ensuite au démonstrateur, elles étaient trés proches de taufologies. Ce trai-
tement pourtant suffisant pour des programmes numériques simples, a éfé aban~
donné au profit d'un autre qui évite la simplification et qui est plus

général.

3.2. Traitements généraux

Lorsque les propriétés des opérateurs sont exprimées par axiomes, les expres-
sions algébriques constituent un domaine difficile & traiter, car l'égalité
y est plus largement employée et aucun moyen efficace n'existe pour la pren-

dre en compte [B7].

A cela s'ajoute l'expression des propriétés des relations d'oxdre (>, 2, <,
<), en particulier la transitivité. Ainsi, en présence d'une formule & déduire,
presque tous les axiomes peuvent &tre utilisés a4 chaque fois. Cela est un

facteur agravant pour la taille de l'espace de recherche.

Ces constatations ont amené les auteurs de démonstrateurs & abandonner l'ex~
pression des propriétés sous forme d‘'axiomes. Bledsoce [B22] a choisi de défi-
nir un ensemble de procédures heuristiques ; Slagle et Norton [B18] ont in-
corporé les propriétés des relations dans de nouvelles régles d'inférence

qu'ils ont définies suivant un ﬁrincipe présenté dans l'exemple suivant :



L'axiome (x <y) vV (y < z) V (x < z) qui exprime sous forme de clause la

transitivité de la relation <, est remplacé par une régle que 1l'‘on peut
résumer ainsi : ¢

1 et (t2 <r) v 02 et si tl et t2

sont égaux & une substitution prés, on en déduit, modulo des subs-

si on a les clauses (s < tl) v e

titutions, la clause (s < r) v cl v 02

propriété ne sera utilisée qu si l'on a effectivement les deux

3 de cette maniére, la

formules s < t et t < r (modulo des substitutions).

Les propriétés des opérateurs, au lieu d'é@tre spécifiées par égalités, ont
pu étre prises en compte dans le développement d'algorithmes d'unification
spécialisés [B3], [B19) ; des études sont en cours pour trouver le moyen
général de dériver une procédure d'unification dans le cadre d'une théorie
équationnelle [B16],[G2]. On supprime ainsi une grande partie des clauses
inutiles ddéveloppées par les démonstrateurs utilisant la paramodulation
comme régle d'inférence [B7] et 1'algorithme standard d'unification du pre-
mier ordre [B6]. En 1l'absence de stratégies performantes, ces démonstrateurs
passent en effet beaucoup de temps A4 écrire et réécrire les mémes termes.
Cependant, A l'inverse de l'algorithme standard, ces nouvelles procédures
d'unification, pour étre complétes, doivent trouver la substitution

la plus générale pour un couple de formules atomiques.

3.3. Traitement spécifique

Nous nous intéressons & la classe des problémes qui consistent 4 essayer de
déduire une égalité ou inégalité & partir d'un ensemble d'autres égalités ou
inégalités, aucune n'étant précédée de quantificateur.

Les égalités et inégalités (toutes appelées formules) sont construites A par-
tir de relations (symbolisées par ?\) et qui sont respectivement notées ;
=et >, <, 2, S, #,



58

Les deux membres des formules sont des expressions composées & l'aide de
variables libres (& valeurs constantes dans toute la déduction), de cons-
tantes entidres et des opérateurs +, X, } (puissance), % (division entiére),

- {(unaire). Toutes ces expressions sont des termes.

La procédure de preuve décrite ci-aprés admet les théor@mes sous la forme

HA ... AH oC
1 n

Tous les signes de négation, excepté pour #, sont supprimés en passant a la

relation opposée lors d'un prétraitement.

La procédure ne s'exdcute que dans un seul mode : le mode réduction. Si un
but est la conjonction de plusieurs formules, chacune des formules est ana-

lysée séparément.

a) Methode de_déduction

Aprés recherche de toutes les hypothéses partageant une expression avec le
but (B) et sélection d'une d'entre elles (H), H est résolue en s {(sous expres-

sion commune) et devient

s S{ea N

Des décisions différentes sont alors prises en fonction de la nature de?{.
Elles ménent soit & la création d'un nouveau sous-but, soit a'l'abandon de

cette voie de recherche.

Pour chaque but 3 atteindre, la procédure commence par un test de validité.
S8i le but n'est pas satisfait et non identiquement faux, un nouveau sous-but

est engendré.

Dans le cas ol s = e, le but créé résulte simplement de la substitution de

2 4 s dans le but actuel. Dans les autres cas, B est résolue & son tour pour
se réécrire : :
é 5{‘ e '

Elle est conservée telle quelle.
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Le nouveau but est alors défini automatiquement par la méthode dans laguelle
ont été intégrés toutes les propriétés de transitivité des relations et les
propriétés les liant. Ces propriétés sont par exemple :

(e, > e.) A (e, 2e,) oe, > e2

1 3 3 2 1
(e1 2 32) A (32 2 el) Y el = 82
(el > ez) =] (el # e2)

Troils types d'échec peuvent apparaftre a 1l'analyse d‘'un but :
. 11 est identiquement faux,
. 11 est équivalent a un but précédent ou a& un but sur une autre

branche (ce test tient compte du fait que ces buts peuvent ne

pas étre sous la méme forme et vise & faire du graphe de recher-

che un arbre) ;

. 11 n'a plus de successeur possible.

i

L*échec définitif est prononcé quand le but initial lui-méme signale un échec.

Le succés d'une preuve coincide par contre avec la découverte d'un but iden-

tiquement vrai.
Un cas d'indécision existe et apparait quand le systéme n'est pas capable de

résoudre les deux formules (but et hypothése) en s.

b) Stratégie

C'’est elle qui décide de l'ordre dans lequel vont étre produits les nquveaux
buts en déterminant deux classements : un pour les sous-expressions du but

retrouvées dans les hypothéses et un autre entre les hypothéses elles-mémes.



d) Identification_des_expressions &quivalentes

Toutes les formules composant le probléme & examiner sont représentées en

arbre sous forme préfixée, sans simplification.

La détection de deux expressions équivalentes (dans deux arbres différents
ou dans un méme arbre) doit donc tenir compte du fait que les deux arbres

peuvent &tre de formes différentes.

Au lieu d'une analyse noeud par noeud, la procédure de comparaison garde une
vue globale des expressions et de leurs sous~expressions en attribuant des
codes’de [0, N-1] aux noeuds et en ne considérant en définitive qu'un seul

code : celui de sa racine.

Les codes sont attribués & l'aide de la fonction décrite au paragraphe sui-
vant. Ils sont tels que deux expressions équivalentes ont toujours le méme

code,

€o



Bien sir deux expressions non équivalentes peuvent avoir été affectées du
méme code. Ceci justifie le fonctionnement en deux étapes de la procédure

de localisation des expressions équivalentes. La détection proprement dite
doit étre suivie d'une vérification qui peut prendre diverses formes : véri-
fication rapide mais non garantie par nouveau codage, ou plus lente mais

sire par simplification. Nous avons choisi la premiére.

-, - WD W W > o ow

La fonction de codage H doit prendre en compte les propriétés des opérateurs
et rester invariante sous les différentes transformations qui laissent les

expressions équivalentes.

La fonction H est définie & partir de l'homomorphisme de IN dans W /p (pour
p premier) de la fagon suivante :
.H(x+y)+ (H (x) +H (y)) mod p
. Hi{xxy) » (H (x) xH (y)) mod p ; pour prévenir le risque de
dépassement de capacité, p sera choisi inférieur 4 M, racine du
plus grand entier machine ; |
. H (x ty) > (H (x) + B (y)) mod p ; en vertu du théoréme de
Fermat assurant que (af = a) mod p (assertion é@uivalente a
(ap‘-l = 1) mod p), on a (H (x) + H (7)) mod p = H (x) + (H (y)
mod p-1)) mod p, pour p premier quelconque. On évite le dépasse-
ment de capacité lors de l‘exponentiation en'rédﬁisant cette
opération a4 une suite de multiplications modulo p, fondée sur
la décomposition binaire de l'exposant (l'algorithme est simple
et a méme donné lieu A un programme de test pour les systémes
de vérification). L'exponentiation se déroule alors en logz(p—l)

pas au maximum.
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Des définitions de la somme et de la multiplication on obtient les défini-
tions suivantes des opérations inverses :
- H (-x) » p - H (x) puisqu'on doit avoir (H (-x) + H (x) = 0) mod P
CHG) > 0t (p-2) mdp
Pour chaque variable x, H(x) correspond au choix au hasard d'une valeur dans

l'intervalle [0, p-1].

f) Utilisation des code

D e R e P

Ils servent en premier lieu, nous l'avons vu, & repérer les arbres équivalents.
Mais ils sont également utilisés pour évaluer des relations.

En définissant H1 comme

H (aR b) =H (a - b)

. toute identité a pour valeur O

. des égalités équivalentes comme
S T Sy 1’ 1

ont méme valeur ou des valeurs opposées modulo P,

-e = —e,s e, = e —e, = -e
. des inégalités équivalentes (par exemple A 2 E et -E 2 -A) ont méme valeur ;
. des inégalités opposées comme A 2 E et E 2 A ont des valeurs opposées

modulo p.

Cette fonction est également utilisée pour découvrir certaines téutologies
(a < a + 1) que recherche la méthode de déduction. Loréque de#x applications
successives (pour des valeurs différentes des variables) de ié fonction H1
produisent la méme valeur, on peut considérer qu'il y a déux occurrences d'un
méme sous-arbre, soit dans chacun des membres de la relation, soit dans le
méme membre. On recherche ce sous-arbre pour factoriser les expressions et

simplifier la relation selon la régle a =b > £ (a) = £ (b).
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3.4  Conclusion
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