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INIRODUCTION

Cette thése comporte deux parties.
Dans la premiére partie (Chapitre I) nous étudions une représentation
vectorielle plane pour les fonctions booléennes. Cette représentation
unifie quelgues méthodes booléennes, & savoir :

1) La méthode de Mc Cluskey

2) L‘écriture lexicographique

3) Le tableau de Karnaugh

Dans la deuxiéme partie de la thése (Chapitres II & V) nous introduisons
la notion de modéle et de spectre des fonctions booléennes et les utili-
sons pour l1'étude de certaines propriétés des fonctions booléennes
(¢-booléennes ou complétes).

Nous définissons :

a) Le modéle d'une base de la fonction bcoléenne : couple ordonné
(m,1) ot m et 1 représentent respectivement le nombre des mondmes premiers
et le nombre des lettres de base.

b) Le spectre de la fonction : ensemble de modeles des bases de la

fonction.

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons quelques théorémes d'existence des

fonctions ayant des bases premiéres de modéles donnés.

Dans le troisiéme chapitre nous étudions quelques propriétés générales

des spectres des fonctions booléennes.

Le chapitre III traite les proprié&tés de la fonction S:fl(x) et applica-
tions aux fonctions f£(X) + Ag(X). Cette étude nous permettra de construire

quelques fonctions ayant des spectres donnés.

Enfin, dans le chapitre V on étudie des fonctions ¢$-booléennes ou
complétes pour lesquelles il n'existe pas de base premiére avec a la fois

m minimun et 1 minimum (nous nommerons de telles Fonctions "excentriques”.



RAPPEL DES DEFINITIONS

L'algébre de Boole est un treillis distributif et complémenté. Dans ce
treillis, nous appelons produit noté multiplicativement et somme notée
additivement, les opérations de borne inférieure et de borse supérieure.
Les éléments nul et universel sontnotés 0 et 1. Nous notons le complément
par 1'accentuation de la quantité sur laquelle il porte, et les quantités
simples par des lettres manuscules.

QYx ondulé) désigne indifféremment x ou x'.

Variable générale. C'est un ensemble fini de variables simples

{xl,xz;...,xn] qui sont ses composants. Nous désignons une variable
générale par une lettre majuscule. Nous introduisons les notations sui-
vantes.

+
X

[}

X, 4+, +,..4x
1 72 n

X2.X2...o Xn

.

= {xi,xé,.o.,xé}

x+ et X sont appelées respectivement les condensés additifs et multipli-

catifs.

Une fonction booléenne f(xl,xz,...,xn) peut étre définie comme une
application de {0,1}" dans 1'ensemble ordonné B = {0,1} muni de la rela-
tion d'ordre 0 < 1. .

L'ensemble de ces fonctions est ordonné et posséde une structure de
treillis de Boole dans lequel la borne supérieure de déux éléments f
et g encore appelée somme est notée f+g, leur borne inférieure encore
appelée produit est notée f.g et le complément d'un élément f est noté
f£e.

Duale d'une fonction booléenne. Nous appelons duale d'une fonction

£(X), la fonction £ (X), définie par :

*
£ ) = £°(X")

Ponction pairxe. Une founction f£(X) est dire paire si £(X) = £(X').

Fonction croissante (décroissante). Une fonction est dite croissante

(décroissante) si elle est croissante (décroissante) par rapport & chacun

de ses variables.



Fonction incompléte (4 ~booléenne). On appelle fonction booléenne

incompléte de la variable générale X {xl,xz,...,x } tout couple
f(xn) = (f(X ), f(x }) de fonctions booleennes comparables telles que
f}An) S f(An). Les fonctlons £f et f sont appelées borne inférieure et

borne supérieure de la fonction incompléte.

Mondme. On appelle mondme tout produit non nul de variables directes

ou complémentées, et "mondme d'une fonction f* tout mondme majoré par f.

Monal. On appelle monal toute somme # 1 de variables directes ou

complémentées, et "monal d'une fonction f" tout monal minoré par f£.

Mondme canoniques. On appelle mondme canonique ‘de la fonction f(X),

tout mondme de £, ou figurent toutes les variables de X, sous forme
directe ou complémentée, et forme canonique la somme de tous les mondmes

canoniques de la fonction.

Mondmes premiers. On appelle mondme premiers d'une fonction booléenne,

~

tout mondme inférieur 3 cette fonction et tel qu'aucun de ses diviseurs

=

ne soit inférieur & cette fonction.

Variables monoformes et biformes. Une variable qui figure sous une
seule forme, directe ou complémentée dans une expression, s'appelle

monoforme. Une variable qui figure sous les deux formes est dite biforme.

Egalité irréductible.Soit f une fonction booléenne et {ml,...mp}

un ensemble de mondmes. L'égalité

sera dite irréductible si on ne peut supprimer aucun mondme du membre de

droite sans détruire 1'égalité des deux membres.

Consensus. Soit E = {ml,...mp} un ensemble de mondme m, dans lequel
on note o, le produit des variables de m monoforme dans E et Bi le

produit des variables de m, biformes dans E.

5i 1'on a l'égalité irréguctible
T =
i=1 Bi 1
P
o = _E ai est appelé consensus d'ordre p de E et est noté C(ml,m ...m ).

Chacun des monémes m est appelé générateur du consensus o.

Bases d'une fonction. On appelle base d’une fonction booléenne f,

toute somme de mondme premier de f dont la somme est égale & cette

fonction.



La somme de tous les mondmes premiers posséde cette propriété. On

la nomme base compléte.

On nomme base premiére (ou irrédondante ou irréductible) une base

qui cesse d'étre base si on enléve un des mondmes premiers qui y figure.

MonGme premier obligatoire. C'est un mondme premier de f qui figqure

dans toutes les bases de f.

Monbme premier inutile de premiére espéce. C'est un mondme premier

de f qui est majoré par la somme des mondmes premiers obligatoire. Un

tel mondme ne se présente pas dans une base irréductible.

Mondme premier iputile de deuxiéme espéce. C'est un mondme premier

qui sans &tre majoré par la somme des mondmes premiers obligatoire ne

figure dans aucune base irreductible.



PREMIERE PARTIE






CHAPITRE 1

REPRESENTATION VECTORTELLE DES FONCTIONS BOOIEENNES.






i1

REPRESENTATION VECTORIELLE DES FONCTIONS BOOLEENNES

Unification de quelques méthodes bhooléennes

Nous allons étudier une réprésentation vectorielle plane pour les fonc-

tions booléennes. A partir de cette représentation on peut retrouver :

1} La méthode de Mc CLUSKEY.
2) L'écriture lexicographique.

3) Le tableau de KARNAUGH.

Nous proposerons également une représentation symétrique.
Pour étudier la maniabilité des représentations proposées nous étudierons
le probléme de la recherche des mondmes premiers a partir des mondmes

canoniques.

1.1 Représentations vectorielles planes

Soit E un ensemble de n vecteurs 3: Eﬁ E:.. du plan, issus d'un méme
point "1" et indépendants sur le corps (0,1), c'est-a-dire tels que
1'on n'ait jamais 8§, = Sz, S1 et 82 désignant deux sommes de vecteurs

1
différents.

> ¥
Soient x et y deux vecteurs de E. Nous déterminons 1l'extrémité du vecteur

-
x + ; a& laquelle nous attribuons le produit xy.

Supposons F l‘ensemble des points obtenus. Soient x et y deux é&léments
de F (par exemple x = ¢, z = ab).

— — .
Nous déterminons 1'extrémité du vecteur x + y, & laquelle nous attri-

buons le point xz (abc dans notre exemple de la figure 1.).

Cette représentation est en somme la projection du n-cube sur le plan.
Elle comporte 2" points & cause de la condition d'indépendance. Cela
nous permet d'attribuer & chaque sommet de la représentation un mondme

canonique a n variables.

Un mondme canonique est donné par ses lettres non accentuées. Par

exemple, bd correspond au mondme canonique a'bc'd.
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Figure 1. n=4

1.1.1 Augmentation de La maniabilité

Pour augmenter la maniabilité de la représentation, prenons certains
vecteurs beaucoup plus grands que les autres pour obtenir des sous-

systémes distincts (figure 2).

Les traits joignant les sous-figures sont sous-entendus.



ab

ac

bd

abe

cd

abd

be

cf

abf

dt

abced

ce

abe
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act

bdt

bce

ade

bde

lig 2

abef

cdf

abdf

of

abce

cde
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acdt

scde

bcde

abedf

cef

abef

acef

heef

adef

det

abcde

bdef

abcef

cdet

abdet

acdeof

bedeot

abcdef
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1.2 Représentation d'un mondme

Un mondme est représenté par l'ensemble des mondmes canoniques qu'il

couvre.
Exemple :

Mondme ac' abc'd. abd
abc'd! ab
ab'c'd ad
ab'ct'gd’ a

Ces points forment un sous-cube dont la dimension est celle du mondme.

Nous nommerons amont le point qui comporte le minimum de lettres et point

aval celui qui comporte le maximum de lettres.

Par exemple, dans le mondme précédent a est le point amont et abd est

le point aval.

Nous représenterons le mondme par un vecteur dont l'origine est le point

amont et l'extrémité le point aval. Ici

e o
a, abd

une telle expression représente un mondme si: et seulement si toutes les

lettres du point amont figurent dans le point aval.

La régle pour retrouver l'écriture habituelle du mondme est la suivante :
- Ecrire les lettres correspondant au point amont sous forme directe.
~ Ecrire les lettres ne figurant pas dans le poiht aval sous forme

accentuée.

1.2.1 Condition pour qu'un mondme s0it mubltiple d'un_duiﬂe

Si le mondme m, est multiple du mondme m le point amont et le point
aval de m, doivent &tre formés de lettres :
- contenant celles du point amont de m,

- contenues dans celles du point aval de m,

Exemgle

—- R ——
ad, abd est un multiple de a, abcd

En effet, il s'agit des monémes adc'® et a.
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1.3 Produit de 2 monOmes

Soit les deux mondmes :

—— —_—
X, Y et u, v

- Pour l'existence du produit il faut que l‘'aval de chaque vecteur

soit plus petit que 1l'amont de l'autre

W

X v, uz2y

- le produit de deux vecteurs est
S
xu, t

ol
(1) t = le produit des lettres communes a y et a v.

Démontrons la partie la plus difficile : relation (1).

Soit Y et V respectivement les ensembles des lettres figurant dans

y et v. Soit E l‘ensemble universel.

————pm

Les ensembles des variables non accentuées des trois monémes x,y,

>
et xu,t sont :
CyYy , CV + C (Y n V)

On a :

{CY)u (CV)y =C (YynUV)
E E E

D'ol la relation (1).

Remargue

On peut exprimer la régle ci-dessus de la fagon suivante :
—_— ——— o o

u,v

. on fait la somme des vecteurs 1,x , 1,u . Soit,i,m ce vecteur;

—_— —

. on fait la somme des vecteurs y,f et v,], || produit de toutes

—_—
les variables. Soit M, ce vecteur.

Sim ﬂ est un vecteur représentatif d'un mondme, c'est le vecteur
P

représentatif du produit, sinon le produit est nul.
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1.4 Monbmes ma' et ma

Les deux mondmes s'écrivent

—— — ‘
X,V et xa,ya (a ne figurant pas dans y)

La somme de ces deux mondmes est

m c'est~-a-dire X
1 Ya

C'est cette opération que l'on utilise dans la recherche des mondmes

premiers & partir des mondmes canoniques.

-~

1.5 Produit d'un mondme par un mondme 3 une variable

Soit u,v le vecteur représentant le mondme m. Soit & représenter les
mondmes

ma et ma'
ler cas. Le mondBme m contient a, a figure dans u et v

e G
ma = u,v ma' = o

2éme cas. Le mondme m contient a', a ne figure ni dans u ni dans v

ma = o ma' = u,v

3éme cas. Le mondme m ne contient ni a ni a', a figure dans v mais non

dans u
—— Y.
> v
ma = au,v ma' = u, =

Régle : Pour multiplier par a on s'assure que a figure dans v et on
remplace u par au .
Pour multiplier par a' on s'assure que a ne f%gure pas dans u
et on enléve a de v 87 cela est possible. :

Produit d'un mondme par une somme de lettres directes ou accentudes
P

Soit &4 multiplier
L - o
ab, abcd par atb'+c+d ' te+f!

En appliguant la régle ci-dessus on trouve
— e —— ———p
ab, abcd + abc, abcd + ab, abc + ab, abcd = ab, abcd
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1.6 Consensus

Commengons par un exemple & 5 variables

—

ab’c s'écrit a(é), acde = X,y
—— P e

dc? d, abde = u,v

c est la seule lettre gul figure dans x mais non dans v ou figure dans
u mais non dans y.
Le consensus est

ab'd qui s'écrit ad , a(:) de

On réunit les lettres de x et u (a part c)

On prend les lettres communes a y et v, on y adjoint c.

1.6.1 Consensus entrne x'F et xG

Supposons connus les monSmes premiers de F et G. Soit xiune nouvelle
variable. Les mondmes premiers de x‘F + xG s'obtiennent en prenant

- ceux de F multipliés par x'

- ceux de G multipliés par x

~ les mondmes premiers de FG et en enlevant les mondmes multiples

d'un autre.

Nous avons appris & former le produit. Il est donc possible de construire

de tels consensus.

1.7 Exemples de recherche de monbmes premiers

Calculer les mondmes premiers de la fonction
f = a'bec’'d’ + a'be’'d + a’b'cd’ + a'b'c'd + abe'd + ab'cd' + a'b'cd +

+ abec'd* + a*b'cd® + abe'd

A partir des mondmes canoniques on cherche les mondmes premiers par

réunions successives.



i8

abed

fig3
Nous avons marqué les monfmes canoniques par de gros points. Nous par-
courons les points marqués dans un ordre quelconque et cherchons si on
peut les joindre & un point comportant une lettre de plus. Nous obtenons

ainsi tous les mondmes marqué en trait double. Si un point restait isolé

(i1 n'y en a pas ici) il correspondrait & un mondme canonique premier.

Nous reprenons les traits doubles {(dans 1l'ordre de leﬁrs points amont)

et cherchons si on peut leur faire correspondre un autre trait double
qui en différerait par une méme lettre au plus a chaqﬁe extrémité,

cette lettre étant situde plus loin dans 1'alphabet qﬁe les lettres figu-
rant déja dans le vecteur étudié. Nous obtenons ainsifles 4 fléches en

pointillés.

Si un trait double restait inutilisé il correspond & un mondme premier

(il n'y en a pas).

On continue avec les flé&ches en tirets et 1l'on n'obtient plus rien de

nouveau. On a donc les mondmes premiers :

ctest-3~-dire en écriture ordinaire

a'e' , a'b' , c¢cb' , bec!
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L'ordre le plus commode semble &tre celui qui consiste & prendre les
points marqués d'aprés leur position dans le plan.
En commengant, par exemple par la gauche, et en séparant par un trait

de crayon que l'on effacera les points déja traités des autres.

Ce genre de méthode est efficace jusqu'a 4 variables. Au dela il vaut

mieux opérer autrement.

1.8 Méthode de suppression de points (ou fonctions auxiliaires)

Soit a calculer les mondmes premiers de la fonction f = ij donnée par

la somme des mondmes. Nous cherchons une fonction auxiliaire g = Enj

sous forme de somme de mondmes, telle que les deux conditions suivantes
solent réalisées :

(1) fg = o

{2) f+g est une fonction dont les mondmes premiers sont faciles

a calculer.

Nous obtenons les mondmes premiers de f, en faisant le produit des

mondmes premiers de (f+g) par g°.

Démonstration

a) Nous démontrons d'abord 1'égalité suivante :
£ = (f+9)g°
En effet : .
£ = f(g+g’) = fg + fg' = £fg' = fqg' + gg' = (f+g)g’
Remarquons que la méthode consiste & ajouter des points a f
pour passer a une fonction plus simple puis 4 les supprimer

par produit.

b) D'aprés 1‘'hypothése (condition (2)) nous avons les mondmes
premiers de la fonction (ft+g). Comme g' est le produit des
mondmes, alors d'aprés le théoréme des mondmes premiers [16]
on obtient les monbmes premiers de f en faisant le produit
de (f+g) exprimée par ses mondmes premiers par la Fonction

g’ exprimée par le produit des monaux.



20

1.8.1 Mise en oeuvre sous forme vectonielle

Pour enlever le point représenté par def il faut multiplier par

atbtctd'+e'+£!

—
Pour multiplier m = u,v par cette somme on s'assure que a,b,c

(lettres manquantes au point) figurent dans v et on remplace u par
ua, ub, uc. On s'assure que def (lettres présentes au point) ne

figurent pas dans u et on enléve d, e, f de v si possible.

1.9 Méthode d'adjonctions successives de variables

Toute expression booléenne £ peut &tre mise sous la: forme

f = xf, + x'f
1 o

ol x est une variable quelconque de £, et f1 et fo sont des expressions

a
indépendantes de x.

Théoréme : Soit E, = {ml, Moysenes mr} et E_ = {pl, Poreees ps}

respectivement les deux ensembles des mondmes premiers de
f1 et fo. On obtient les mondmes premiers de £, en faisant le
produit‘des deux facteurs suivants et éventuellement la
suppression des multiples.
ces tm_+x? ees
(m, +m,+ m +x') (p,+p,+ P +X)
L'expression ci-dessus s'écrit :

L = ] - 1
(f1+x )(fo+x) f1x+fox +f1 f2 f1x+fox

La propriété résulte immédiatement du théoréme sur les mondmes premiers
d'un produit [16]. '
Exemple 1
e —n e e e

f = ac, abc + b, ba + abd, abed + ¢, ac + d, bd + 1 + cd
On peut écrire
les mondmes contenant a

ac, abc + abd, abcd

ceux contenant a‘'

T o—
d, bd +1 + cd

ceux ne contenant ni a ni a‘'
b, ba + ¢, ac
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f. = c,abc + bd,abcd + b,ab + c,ac (multiple)
! —— g —— i ———— -
fo = d,abd + 1,a + cd,acd + b,ab + c,ac

Les montmes premiers de £, sont 3
1onor Sher 1

o
b,abcd, ¢,abc

£ admet les mondmes premiers :
o e o~

1,abd, 1,acd

Les mondmes premiers de f f1 sont
e o
c,ac, b,abhd

D*aprés 1.6.1 les mondmes premiers de f sont

RO ——— W - — —— e ————
a(b,abcd + c,abc) + a'(1,abd + 1,acd) + c,ac + b,abd
»- ——— R o - —— —pe

= ab,abcd + ac,abc + 1,bc + 1,bd + c,ac + b,abd

On peut dire accessoirement que cette méthode s'apparente a 1'écriture

lexicographique.

Exemple 2

Soit a calculer les mondmes premiers de la fonction F représentée
sur la figure 4.

On subdivise la représentation en 4 secteurs

bas B, gauche G, haut H, droit D.

Les monOmes premiers des sous-fonctions correspondant a ces

secteurs sont :

—_—— e e e
B(a,b,c,d) = c,abc + d,abd + bc,abcd + bd, abed
—— ———
G(a,b,c,d) = bc,abec + cd,acd
— —
H(a,b,c,d) = cd,abcd + ad,abcd
T —
D(a,b,c,d) = c¢d,abcd

D'aprés 1.6.1,1es mondmes premiers de la sous-fonction correspondant a
la réunion des deux secteurs B et G sont les monémes premiers de la
fonction
Fo(a,b,c,d,e) = e'G + eB + GB
aprés les suppressions des multiples
g — - > —_———
FO e' bc,abcd + e' cd,acd + e c,abe + e d,abd + e bc,abed +

———lp g
e bd,abcd + be,abec =
i

!

> - —
abde + bde,abcde + bec,abce

§
a1
ey
+
O
1]
&
9]
o
-+
o
e
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acf
cf
af
bef
abf
adf
bf
df
acd
bdf
abed

ace

bed

ce abce dof
ae acde \
OCM:JQ

bce
abe cde
ade
be
de abde
bde

Figure 4.

abef -

cdf

ahd¢

acdt

ancﬁ

bedf

cef

aef
ef Oab.f

bef

bede

acet

becet

adef

bdef

abcef

cdef

acdef

bedef

abdef

abec
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Les mondmes premiers de la sous-fonction correspondant & la réunion

des deux secteurs H et D sont

e —e
bl(a,b,c,d,e) =e'l+ eD + HD = e' cd,abed + e' ad,abcd +

+ e cd, abvd + cd abcd

..___—_y- g

ad,abcd + cd abcde

il

Les mondmes premiers de la fonction f :

- —-— > .
F = f'Fo + fFl + FOF1 = f'(cd.acd + ce,abce + de,abde + bde,abcde
— —— —_———— » L
+ be,abee) + f(ad,abcd + cd,abcde) + acd, acdf + cd,acdf +
———— e —
+ bcde, abcdef
»- v > ————— ————
= cd, acd + ce,abce + de,abde + bde,abcde + bc abce + adf,abcdf
—_— —— e
+ cdf, abcdef + acd,acdf + cd,acdf + bcde,abcdef
——— ——p

Le mondme cd,acdf absorbe le mondme cd,acd; on a 9 monémes premiers.

1.10 Cas particuliers de la représentation générale précédente

1.10.1 Cas de Mc CLUSKEY

Considérons le cas particulier de la représentation vectorielle ot les
peints a,b,c,... sont alignés (Figure 5).

Les points a i lettres non accentuées (2gign) sont situds sur la droite

Ai' homothétique dans le rapport 1 de la droite A qui passe par les

1

points d une seule lettre non accentuée (immédiat)
i, (n-1i)

Les points sont partitionnés en (n+l) classes Sn (X), ogign

On retrouve une situation analogue a celle de la méthode de Mc CLUSKEY

ou 1'on partitionne les mondmes canoniques suivant le nombre de lettres

non accentuées et on cherche des réductions entre les mondmes de deux

groupes consécutlifs.

Exemgle

Calculer les mondmes premiers de la fonction
abcd + a'b'cd + abed' + a'be'd + ab'cd + a'b'c'd’ + ab'c'd + a'b'cd’
+ a'b'c’'d + a'bed + a'b'c'd

Dans la premiére é&tape on fait la réduction entre deux monémes

de deux niveaux consécutifs (Figure 5).
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On obtient les vecteurs suivants :

—_—r S —— .
l,¢, 1,4, 4,cq, c,cd,

d,bd, bd,bcd, cd,bcd,

—— e
¢c,bc, be,bed, 4,ad,

— — e s
cd,acd, ad,acd, acd, abed

—— e e
b bec, abc,ab .
c,abgc, c,abc flgﬁ

En deuxiéme étape on fait la
réduction entre les vecteurs

en utilisant la régle 1.4.

L
-

_D.._._____

On obtient les vecteurs ci-dessous :

(figure 6)

LT —
1,cd, 4,bcd
—— ——— ———

c,bcd, d,acd, cd,abcd, bc,abc
a ces vecteurs correspondent les
mondmes premiers suivants : ﬁqﬁ

a'b', da', ca', d', cd, bec
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Quels sont les avantages et inconvénient de ce cas particulier.
Il est plus facile de retrouver les points en suivant les
droites successives qui les contiennent. Cela est valable
jusquta n=4.
Pour n=6 on aura respectivement
t 6 15 20 15 6 1 points qui se représenteront dans un

ordre assez complexe et la méthode sera difficile & utiliser.

1.10.2 Reprisentation vectonielle a une dimension

Dans la représentation vectorielle on peut prendre les divers vecteurs
co-linéaires et de longueur..., 8,4,2,1. v

Ce n'est naturellement plus une projection du cube surlle plan mais
c'est une projection du cube sur la droite.

Dans la représentation vectorielle & une dimension suivante on a pris

n=4.

| d ¢ «od b bd be bed a ad ac acd ab abd abc¢ abed

o o

— .~

Recherche des mondmes premiers

Etant donné que la représentation de la fonction n'utilise qu'une droite
du plan on rend la figure plus claire en décalant vers ‘le bas les fléches

représentatives des mondmes.

Exemple

Reprenons la fonction du n° 1.7
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Remarqgue

Cette écriture 3 une seule dimension est trés étroitement apparentée

& l'écriture arborescente.

1.10.3 Tableau de Karnaugh

Rien ne nous empéche de choisir les vecteurs représentant les diverses
" variables suivant 2 directions (cela n'en est pas moins une projection

du cube). Par exemple pour n=3

tigy

a b ac e

Tl aurait été plus naturel de présenter ceci avant la représentation a

1 dimension mais en fait cela revient & partager les variables en deux
pagquets pour chacun desquels on prend une représentation 4 une dimen-
sion {en particulier translations de 1,2,4,... et petites cases ou

bien de points).

Le tablean de Karnaugh est de toutes les représentations géométriques de

fonctions booléennes celle qui de loin est la plus utilisée.



27

On remarquera que la représentation générale donnée pour n=6 utilise
deux familles de vecteurs, les vecteurs d'une méme famille é&tant presque
colinéaires.
Quels sont les avantages et inconvénients du tableau de Karnaugh ?

- I1 n'exige pas de dessin préalable compliqué, tout le monde sait

dessiner un tableau.

1.10.4 Tabteau de Karnaugh avee symétries

En fait 1'idée initiale du tableau de Karnaugh a été combinée avec une
autre (qui a notre avis la contamine), celle de réaliser des symétries
pour faciliter des rapprochements de mondmes ne différant que par une
variable.
Au lieu de

ab, ab', a'b, a'b’

on écrit
F—— 1
ab ab’ a'b* a'b
| | L 1

Des 4 mondmes a b a® b' 3 correspondent & deux cases voisines. Seul b
fait exception.
Le tableau de Karnaugh avec symétries s'apparente visiblement aux

codes réflechis.

1.11 Représentation symétrique

+> >
Considérons l'ensemble E de n vecteurs a, b, ¢,... du plan issus d'un
> -+ >
méme point "1" et 1'ensemble E' de n vecteurs a', b', ¢',... obtenus a

partir des vecteurs de E, par symétrie par rapport au point "1" (figure 8).

— > ) -+ >
Soit x€ E et ye E' tels que x v # o. On construit sur x et Y un paral-

&> >
lélogramme et on attribue & 1'extrémité du vecteur x+y le produit xy.

-»> -+ -+
Au vecteur a + b + ¢ on fait correspondre abc
> + >
Au vecteur a' + b' + ¢ on fait correspondre a'b'c etc.

On obtient la figure suivante.
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abe

Sur la figure 9 on a la représentation symétrique pour n=4.

On veoit immédiatement qu'une telle représentation n'est guére utilisable.

Exemple pour le calcul des mondmes premiers

Soit & calculer les mondmes premiers de la fonction :

f = abcd + ab'cd + ab'c'd + a'btec'd + a'b'cd + abed' + ab'cd' +

+ ab'c'd' + a'c'c'd' + a'be'd’

On indique sur la figure 9 1l'ensemble E des points correspondant aux
mondmes figurant dans la fonction f (par des gros points par exemple).
On cherche les milieux de chacun des couples de points de E gui sont
joints par un trait rectiligne. Les points milieux constituent un en-
senbme F. On cherche dans l'ensemble F, les points milieux de chacun des
couples depoints qui sont joints par un trait rectiligne et ainsi de
suite.
Les deux points abcd et a'bed ont pour milieu le point acd, les deux points
abcd' et ab'cd' ont le milieu acd'; les deux points acd et acd' ont pour
milieu le point

ac

qui est mondme premier.
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De la mé&me fagon on a :

ab'cd + ab'c'd + a'b’ec’d + a'd'cd = b'd
ab'cd + ab'c'd + ab'c'd' + ab'cd' = ab!
ab'c'd + a'b'e'd + a'b'c’'d’ + ab'c'd’ = ble?

a b'c'd’ + a'b'c’d’ = a‘ct'a’

On a les mémes mondmes premiers :

ac, b'd, ab', b'c', a'c'a’

Remarque
On peut obtenir la représentation symétrique (figure 8) & partir

de la représentation vectorielle plane (figure 1}. Sur la représentation
{1}, on indigque d'abord chaque point par toutes les lettres (accentuées
ou non). On cherche les points milieux de tous les couples de points qui
sont joints. On joint tous les couples des points milieux (x,y) tel que
le vecteur izrsoit paralléle & un des vecteursde 1l'ensemble E = {a,b,c,..}.
On attribue au milieu de deux points le consensus m des deux mondmes xm

et X'm correspondant a ces deux points.

1.12 Nous allons appliquer les théories précédentes 4 la résolution d'une
question qui nous intéressera dans la 28me partie

1.12.1 Conmstruetion d'une fonetion qudl posséde exactement n bases
premiéres de méme modéle

=

Considérons sur la représentation vectorielle & (n+1) variables (sur la
figure 10 on a n=3) un point quelconque,par exemple le point abcd. De ce
point, il passe un ensenmble E de (n+1} arétes.

Considérons une aréte de cet ensemble, par exemple l'aréte x qui a pour

extrémité les deux point abc et abed et l'ensemble F = E ~ {x}.

Soit ‘G l'ensemble de n ar2te de la représentation gui sont paralléles 3
ltaréte x et passant par les extrémités des ardtes de F et soit f

1'expression booléenne correspondant & G.

L'expression booléenne correspondant & Fu G est
(1) f4m;, 1< ign

ol miest le mondme correspondant & une aréte de F.
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Figure 10.

Les extrémités des arétes de G n'étant pas jointes, la fonction f

n’admet gu'une seule base.

Le mondme m ne se réduit avec aucun mondme de f, alors la fonction

correspondant & F U G admet n bases premiéres.

ILes mondmes correspondants aux arétes de F ont une variable commune d qui

ne figure dans f(variable monoforme).

Les bases premiéres de la fonction sont de la forme

Sn~1,1

N (X)+dﬂi#j x;0o 1,3 € (1,2,..., n)

Exemgle
Pour n=4 on a : abe® + ab'c + a'bc + abed
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1.12.2 Construetion d'une fonction de (n+2} variables qui posséde exactement n2

bases premiénes de meme modéfe

Considérons la représentation vectorielle a {n+2) variables (sur la figure 11

on a n=3) et divisons la en deux représentations a (n+1) dimensions I et II.

. I comporte le secteur gauche et haut.

II comporte le secteur bas et droit.

ach abed
3 )
Pe N
abd ™
al ‘\1h
ac ] P * ¢d® ahede
e
¢ 3 cde bede
AL <
s
3 FAETAN e ahlde
7 .
i b ase "ﬁ;g da
\FE///\\\
N ce
e
of 1
alhe
g he

Figure 11

Sur la représentation (I) nous construisons 4'aprés 1.12.1,‘une figure F qui
admet exactement n bases premiéres.

Soit G la symétrique de F dans la représentation & (nt2) variables.
L'expregsion boolé&enne correspondante & la figure F U G admet exactement n

bases premiéres.
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MODELES DE BASES

Dans ce chapitre nous définissons la notion de modéle, nous donnons
qualques théorémes d'existence et nous abordons 1'étude de quelques

cas simples. Il s'agira toujours de fonctions bocléennes complétes.

2.1 Modéle d'une base premiére

Nous nommerons ainsl le couple ordonné (m,1) ot m et 1 représentent
respectivement le nombre des mondmes premiers et le nombre des lettres
de la base.

Les fonctions 0" et “1" sont exceptionnelles. 0 et 1 sont—-ils des

lettres 7 -Non. On rejette ces deux fonctions.

Modéles des fonctions non-constantes

Les (m,1) possibles pour des fonctions non constantes vérifient les iné-
galités.
1y 1z2mz21

Inversement il est clair gu'on peut toujours trouver des fonctions ayant

une base de modéle {(m,l) lorsque m est 1 vérifient les conditions (1).

Exemple

X, + X

+06. -c’x
1 2 m

-

Il sera commode de représenter le mod&le d'une base par le point

+ LI B ) X
xm ) )

de coordonnée (m,l) dans le plan.

|
%

ligt

La figure (1) représente les positions possibles de modéle d'une base.
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-~

2.2 Fonctions d une seule base

a)

b)

D'aprés l'exemple précédent, les conditions (1) sont nécessaires

et suffisantes pour l'existence de fonctions 4 une seule base.

Y-a-t'il des (m,1l) pour lesquels on peut affirmer que toute
fonction ayant une base de ce modéle a une seule base.

Cela est vrai pour :

"

m 1, la fonction se réduit & un mondme.

It

m 2, si les deux mondmes n'ont pas de consensus, la propriété es:
évidente, s'ils en ont un, le consensus ne peut couvrir aucun des
mondmes (sinon celui-ci ne serait pas premier). Il en résulte que
les mondmes sont obligatoire et la base est unique.

1 = m, les mondmes ont chacun une seule lettre. Toutes les lettres
sont différentes.

1 = mtl, tous les mondmes sauf un ont une seule lettre. Cette
lettre ne figure nulle part ailleurs. La fonction est donc
monotone.

1 = m+2, tous les mondmes sauf un ou deux ont une seule lettre.

En supprimant ces mondmes & une lettre on ne change pas le

nombre de bases. On est alors revenu aux cas m=1, m=2,.

2.3 Fonction 3 plusieurs bases

=

Les fonctions & plusieurs bases peuvent avoir un ou plusieurs modéles.

Le premier exemple ci-dessous représente une fonction & un seul modéle,

le second exemple une fonction & deux modéles.

Exemple 1

La

fonction représentée sur le cube (figure 2)-6 deux bases pre-

miéres a4 un seul modéle.

La fonction admet les deux bases premiéres suivantes :
xy + x'y' + xz'

Xy + x'y' + y'z!

Les deux bases ont pout modéle (3,6). O fig 2
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Exemple 2
Ceinture du cube (figure 3).
La fonction admet les 5 bases premiéres suivantes :
(1) xy' + yz' + zx'
{(2) x'y + y'z + z*x
(3) xy° + X'y + yz2' + y'2
(4) xy' + x'y + xz2' + x'z

(5) xz' + x'z + y2' + y'z

Les bases (1) et (2) ont pour modéle
(3,6); les bases (3), (4) et (5)

ont pour modéle (4,8). Figure 3.

2.3.1 Théonéme

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il ‘existe une fonc-
tion booléenne & plusieurs bases premiéres dont 1‘'une de modéle
(m,1) est :

(2) 1 -32mz2 3

Démons thation

Lescas qui vérifient(1) et non (2) sont m=1, ou 2 ou
(1=m, wm+l, ou m+2) que nous avons étudiés plus haut. Nous avons

constaté qu’ils ne donnent que des fonctions i une seule base.

La condition est suffisante.

a) Remarquons d'abord que si 1la propriété est vraie pour (m,l) elle
1'est encore pour (m+1, 1+1) et {m,l+pm) (on peuﬁ multiplier tous

les mondmes par p variables différentes des variables précédentes).

b) Il existe des fonctions a plusieurs bases de modéles :
(1) m=3 r 1 =6
(2} m 7
(3) m

T
w W
- -
- b
oo
o o~

Pour le cas (1) on peut citer la ceinture du cube.

Pour les cas (2) et (3) on peut citer la fonction suivante :
abd + a'c + b'c' + bed + ac'd + a'b’

qui admet deux bases premiéres 3 savoir :

(1) a'c + b'e' + abd

{(2) a'c +b*c*' + bed + ac'd
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La premiére base a le modéle (3,7), l'autre a pour modéle (4,10).
En dédoublant 4 en d1 d2 on obtient une base premiére de modéle
(3,8), l'autre a pour modéle {(4,12).

Un couple (m,1) est donné, avec 1 - 3 2 m > 3. Construisons une

fonction & plusieurs bases premiéres de modéle (m,1).

On prend p, a et k tel que :
p = m-3
1-m+3 = a+3 k

ot k est un entier > 0 et ac¢ {6,7,8}.

Ensuite on construit d'aprés (b) une fonction dont le modéle d'une
de ses bases premiére est (3,a).

On multiplie les mondmes de cette fonction par k variables différen-
tes des variables précédentes et on ajoute p mondmes & une seule

lettre.

2.3.7 Modéte minimal

Si parmi les modéles de base (mi, 1), d'une fonction il en existe un

(ml'll) tel que

¥i m1 £ mi => 11 <1

i
Ce modéle est dit modéle minimal, il est unique.
En fait, le résultat précédent est plus précis que l'énoncé que nous en
avons donné. ;
En effet, le couple sur lequel nous avons travaillé est toujours minimal.
De plus, les solutions proposées ont des particularités qui nous permet-
tent de dire que (2.3.1) caractérise les couples minimaux (m,1l) pour
lesquels il existe des fonctions ayant :

~ des bases de modéles différents,

~ des bases d'exactement deux moddles différents,

~- des bases d'exactement deux modéles différents avec des nombres

de mondmes différents d'une unité.
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2.4 Fonction ayant au moins un modéle avec m=3

Nous avons rencontré de telles fonctions comme exemples dans les para-
graphes précédents. Nous. avons toujours trouvé des bases 4 3 ou 4 mondmes.

On peut essayer de volr si cela est général,

Solent m,, m, et my les trois mondmes premiers. Deux de ces mondmes peu-
vent avolr entre eux :

- Ou un consensus

- ou une intersection

- ou ani 1'un ni 1'autre.

Si un mondme n'a ni intersection ni consensus avec les: 2 autres, la
fonction se décompose en un mondme et une fonction & deux mondmes.
Elle a donc une gseule base. Lorsqu'il n*y a aucun consensus il y a

aussi une seule base.

1} Nous supposerons d'abord qu'il n'existe pas de consensus
C(m‘,mz,m3)
ler cas. On a 3 consensus C(ml,mz), C(mQ,m3), C{m3,ml).

Les mondmes de départ n'ayant pas d'intersection, m, ne peut &tre

1

couvert que par m, ou C(ml,mz). C(m2,m3).

1
De méme pour les autres. Pour former toutes les couvertures possi-
bles, il faut développer.

(m1 + C(mi,mz). C(mi,mB)).{mz + C(m2'm1) C{mz,m3)).

{m3 + C(ma,mll C(ma.mZ)}
ce gui donne

m, .,

R S
mo.m, . C(mi,m3). C{mz,mB) et les permutations
mo. C(ml,mz). C(ml,m3). C(mz,m3)

C(mi,mz). C(ml,m3)‘ C(m2,m3)
ctest~a~dire toujours 3 ou 4 mondmes.

2éme cas. On a deux consensus C{ml,mz) et €(m2,m3), on a 5 mondmes, Le
seul moyen d'en prendre plus de 4 est de les prendre tous, mais
ml,mz,m3f C(ml,mzl, L(mz,mB)

n'est pas une base premiére puisque mi.mz,m3 én est une.
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3éme cas. On a un seul consensus C(mi,mz)

On a 4 mondmes en tout.

2) Supposons maintenant 1l‘'existence du consensus C(mi,mz,m3)‘

Cela n'est possible que dans deux cas.

ler cas :
m1 = aX, m2 = a'by, m3 = a'b'2
on a
= = ¢ = = Dt
m, C(ml,m2) bXY, mg C(mi,mB) b'XZ,

it

me = C(mz,m3) a'yz, m, = C(mi,mz,mB) = XYZ

De 1'étude de consensus on déduit que ml,mz,m3“est la seule base.

2éme cas.
P = = T ?
m1 = aX, m, bY, m3 a'b'z
on a :
= = ' = = ¥
m, C(ml.mB) b'xz , mg C(mz,m3) a'vyz
m = C(ml, C(mz,mB)) = XYZ = C(ml,mz,m3).
L'étude des consensus montre gue ml,mz,m3 est la seule base.
Il serait possible de pousser plus loin cette étude et 4'énumérer

tous les types de fonctions ayant une base & 3 mondmes, mais nous

en resterons 1l3.

2.5 Fonctions ayant exactement deux bases premidres

Soit f une fonction ayant exactement deux bases premiéres. Nous é&crivons

les deux bases sous la forme :
Im, + In.
i J

Zmi + Zpk

2.5.1 Proposition
On a : ¥i, k nj fn Py £ ¢

En effet, si nj et Py ont une intersection vide on peut remplacer nj
dans la premiére base par d'autres mondmes premiers couvrant ses divers
points sans faire appel a Py s on a ainsi une troisiéme base premiére

=

(contrairement & 1'hypothése).



11

2.5.2 Existence de monomes premiens obligatoines dans Les gonctions

ayant exactement deux bases premiénes

Considérons un certain mondne ni. On peut l'obtenir comme consensus de
certains m et p.

On peut alors former une base avec les n autres que n,
les m '
les p interxrvenant dans le consensus

qui donne n,. Cette base n'est sans doute pas premiére, mais elle doit

i
contenir une base premiére gqui ne peut étre celle des n, c'est donc

celle des p. Alors le consensus qui donne n, doit falre intervenir tous

i
les p.

Supposons qu®il n'y ait pas de m, alors il n'y a qu'unkseul consensus
possible, donc un seul n. La fonction se réduit & un mondme et n'a donc
pas deux bases.

Supposons qu'il y ait un seul m. Il y a alors 2 consensus possibles,
celui ot figure m et celui ou il ne figure pas, donc 2 mondmes n au
plus (et de méme deux mondmes p au plus).

Examinons les divers cas possibles.

ler cas.
On a un n et un p.
n = C(mop): p = C{m,n)

Ce cas est impossible car n et C(m,n) ne peuvent avoir de consensus.

28me cas.
On a un n et deux p.

I1 n'y a qu'un consensus avec n, on ne peut donc avoir deux p.

38me cas.
On a deux n et deux p.
P, = C(m,nl,nz), p, = C(nlpnz)

nl = C(m,pl,pz). n2 = C(Pl Ip2)

Le consensus C(nl,nz) est pris par rapport 4 une variable a et

Clpl'pZ) par rapport & une autre variable b.

On peut supposer

n, a b'
L
X, | @
Py b mais p, contenant b', n, oun, doit le contenir. Ce
P, b' ne peut étre n, donc c'est n,. Mais il v a impos-

sibilité.



42

car

n, = (mp,,p,)
La lettre b figurant sous deux formes dans Py et p, ne peut figurer
dans le consensus.

En conséquence, une fonction ayant exactement deux bases a au moins

deux mondmes premiers obligatoires.

2.5.3 Comstruction de fonctions ayant exactement deux bases premiéres ne
diggérant que par un monome

Soit f une fonction ayant plusieurs bases premidres avec la propriété sui-

vante pour les deux mondmes premiers non obligatoires n et p.

I1 v a des bases premidres qui comportent n, il y a des bases
premiéres qui comportent p, il y a éventuellement des bases gui com~
portent n et p.

Attachons & chagque mondme premier m, de f autre que n et p une variable
nouvelle xi et construisons la fonction

F= (ntp) T x, + I m, n x,

i * i * i 3
Les consensus entre mondmes figurant dans l'expression de F sont ceux de
f multipliés par g X, . I1 en résulte que les mondmes premiers de F
sont exactement ceéx qui sont écrits.

Cherchons les bases premiéres de F. Un consensus contenant toujours

M x. tous les m, H x, sont obligatoires.
il S R
i#L _
I m, T x, ne couvre pas (n+p) I X, comme on le voit en faisant
j#1 7 - i
tout les X, égaux a 1.

Par contre

2y tm, 0B x, +nlx

i.,., i . 1
J#L i

et

{(3) £ mi .ﬁ’ xi + p g xi
J#i i

couvrent respectivement p I X, et n I xi
i i

Par conséquent (2) et (3} sont les seules bases premiéres de F.
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Exemple

Considérons la fonction ceinture du cube

ab‘’+bc’+ca’+a’bib'cic’a
Prenons

n = ab’ P P =Db'c
La fonction cherchée est

f = (ab’+b'c) xyzt + be'xyz + ca'xyt + a'bxzt + c'ayzt






CHAPITRE 11T

SPECTRES DES FONCTIONS BOOLEENNES
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SPECTRES DES FONCFTONS BOOLFENNIS

Nous définissons la notion de spectre et en étudions quelques propriétés

générales. Nous considérerons a la fois des fonctions booléennes et des

fonctions ¢-booléennes.

3.1 Spectre de la fonction

Nous nowmerons ainsi 1l'ensemble des modéles des bases premiéres de la

fonction.

3.1.1 Spectne nenseigné

Le spectre est dit renseigné si pour chaque modéle on indique le rensei-
gnenent, c'est-a-dire le nombre de bases ayant ce modéle.

La somme des renseilgnements est le nombre total de bases de la fonction.
Nous allons étudier un certain nombre d'opérations sur le spectre ou le

spectre renseigné.

3.2 Addition vectorielle de spectres

On prend deux fonctions avec des variables différentes £(x), g(y) et on
les ajoute. Cela revient & ajouter les bases deux a deux, a4 ajouter
vectoriellement les modéles.
C'est ce que nous appellerons :

“Ajouter vectoriellement les spectres"
Si le spectre est renseigné, le renseignement relatif & un modéle M est

la somme des produits des renseignements des modéles qui fournissent M.

Remarque 1

La propriété s'étend a4 k fonctions.

Remarque 2

T.e nombre de bases de f(X)+tg(Y¥) est le produit des nombres de bases
de f et g. Nous verrons plus loin des moyens plus puissants de construire

des fonctions ayant un trés grand nombre de bases.

3.2.1 Transtation des spectnes

Dans le cas ol g est une fonction & un seul modéle (m,1) le résultat

précédent devient :
Le spectre de £(X)+g(Y) s‘obtient en faisant subir au spectre de f
la translation (m,1l).

Tous les renseignements de f sont multiples par le renseignement de



46

Nous avons dé€ja utilisé ce résultat au chapitre II.

3.2.7 Changement d'axe sun Le Apectre

En multipliant la fonction par k variables n'y figurant pas,on remplace
le modéle (m,f) par le modéle (m, £+km) .
Ceci peut s'interpréter ainsi :

on garde le spectre mais on remplace

1l'axe des m par la droite £+km=0 fig1

0 m
(en gardant 1'axe des £ et sa graduation,
ainsi que les valeurs de m). Wk m

Nous avons déja utilisé cette propriété.

3.2.3 Dedoublement multiplicatif de variables Mono forme s

En remplagant dans une fonction la variable directe 'x par x

X X

1 ¥pree Xy
on ne crée pas de nouvelles bases. On remplace une base de modéle (m,f)
par une base de modéle (m,£+pa), o désignant le nombre d'apparition de

la variable x dans la base.

Démonstrnation
Soit

£ =qg(Y) + x h(y)
et

fp =g(y) + X Xy xp hy)

Les mondmes premiers de f et de f se correspondent par -
X +e-x1 x2... xp, de méme les consensus et les mondmes premiers
et pour finir les bases Premiéres.

Nous avons utilisé cette propriété.

Remarque

Le dédoublement d'une variable non directe peut créer de nouvelles
bases.
Exemple

Soit la fonction

(1) xy' + x'y + z' (x+y)

qui admet deux bases premiéres

xy' +x'y + z'x

xy' +x'yv + z'y
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En dédoublant z en uv on obtient une nouvelle fonction :
xy' + x'y + (u'+v') (xty)
qui adwmet 4 bases premi&res i savoir
xy' + X'y + u'x + v'x
xy' + x'y + u'x + v'x
xy' + x'y + u'y + v'x

xy' + x'y + uy' + v'y

3.3 Combinaison linéaire de fonctions

Considérons les fonctions

fl(X). fZ(X).... P fn(x)

des mémes variables et la fonction :

f = Al fl(x) + A2 fz(x) + (.. + An fn(x)
on Ai £ X
En formant les consensus de mondmes de cette fonction on rencontre

- des consensus de mondmes de la méme fonction f.. Ils sont de

i
la forme
Xim
- des consensus de mondmes de fonctions différentes : 1ls sont de
la forme
Ai Aj... Ak m

un tel mondme ne peut par consensus redonner un li mi.

Ils ne figurent donc dans aucune base premiére.

Par suite les bases premiéres de f s'obtiennent en combinant linéairement
£ .

n

les bases premiéres de fl’ f2,...,

Les mondmes premiers de f

On déduit que les mondmes premiers de la fonction f sont :

- s0it de la forme Xi m ot m est un mondme premier de f,

- soit de la forme Ai Aj... Ak m ol m est obtenu par consensus

entre les monbmes des fonctions fi' fj""' fk.
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Modéles des bases premiéres de f

A partir des modéles :

(mlrerl)r (mzl’e‘z)l erery (mn/ ’en)

On obtient le modéle :

(m1+m2 +ouu + mn,.£1+£2+... +.En+m1+m2+...+ mn)

et un nombre de bases é&gal a
b1 bz"'bn

si bi est le nombre de bases de fi'

Remarg ue

Ceci permet de construire des fonctions ayant un trés grand nombre
de bases pour un nombre de variables peu élevé.

Exemple ‘
Soit C(X) la fonction ceinture du cube. La fonction

kl Cx) + Xy C(x) + Ay C(x)

admet 53 bases premié&res pour 6 variables.

3.4 Produit f£(X). G(Y)

Soient les fonctions f(X) et g(Y). Les mondmes premiers de la fonction
F = £(X) g(Y) s'obtiennent en multipliant les mondmes premiers de la
fonction £(X) par ceux de g(Y).

Soient (ml,Kl) le modéle d'une base premiére b1 de £{X et (m2,€2) le

modéle d'une base premiére b, de g(Y).

2
Alors on obtient une base premiére de f(X) g(Y) en multipliant les mondmes
de b1 par ceux de b2.
En effet,
- la somme de tous ces monémes donne bien fag
~ aucun mondme n'est superflu. En effet, soit pv un tel mondme, on
peut trouver une valeur de X telle que j soit seul de b1 & couvrir
cette valeur et une valeur de Y telle que v soit le seul de b2 a
couvrir cette valeur. Si 1l'on supprime py il v a fonc un point de
fg non .couvert,
Une telle base est de modéle

(m1 m,, m £2 + m, EI)
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Remargue_L

On peut généraliser a k fonctions. On obtient :

(ml Myeev m § f Hi#j mi), i,je{1,2,..., x}

Exemgle

Considérons deux fonctions fl et f2 suivantes. La premiére admet

deux bases premiéres, la seconde en admet trois :

p'ar’+ pg'r + spq

£

p'qr' + pq'r + spr + sqr'

k + vx
f2 k + vy + vz avec k = xy'z' + xz't'u’ + x'z + X'z + X't + x'n

k + vz + vt + vu

soit (ml, Kl) le modéle d'une base premiére de fl'
on a

m, L) (3,9, (4,12))

Soit (m,, 32) le modéle d'une base premiére de £,
On a :

(m2' £2) el(7,17), (8,19), (9,21)])
On a donc pour f1 f2 des bases de modéle

(m,£) el(21, 104), (24, 129), (27, 144), (28, 152), (32,172), (36, 192)}

Remarque 2

va fonction fl f2 a beaucoup d'autres bases. Par exemple prenons une

base de fl' a chaque mondme de cette base on assocle une base de f2.

Le méme raisonnement que plus haut permet de montrer qu'on obtient bien
une base premiére de f1 f2.
Comptons les bases ainsi obtenues pour la ceinture du cube multipliée

par elle-méme. On trouve

3 bases de f1 a 4 mondmes 3.54

3 bases de fl a 3 mondmes 2.53
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De méme pour f2 53 x 34
Il faut enlever les bases communes, soit
bases de f1 X bases de f2 52

En tout 25 x 169 = 4225 pour 6 variables.
Mais cette fonction a encore d'autres bases.

En voici une :

ab' ac' be' ba' ca' ob?
xy' X 4 X ¥ X X
xz' Y X X X Y X
yz' X X Y X X X
yx' oy X X X 'S X
zx'! X Y X X X
zy! X X X X X Y

A partir des 10 monbGmes marqués Y on construit tous les autres {marqués X)
par consensus successifs (l’opération de consensus porte sur deux mondmes
de la méme ligne ou colonne séparées par une seule case ol se trouve le
consensus) . Cette figure correspond a un pavage du plan de pas 6 dans les
deux directions.

On voit facilement que cette base est premiére.

3.5 Fonctions 3 modéles proportionnels

Une fonction sera dite & modéle proportionnels si elle a plusieurs modéles

et si leurs coordonnées (ml, ﬁl), (m2, [2),... sont_broportionnelles :

44

I
(N

l

™

2
N

Exemples
1) Ceinture du cube

Cette fonction a deux modéles (3,6) et (4,8) qui sont proportion-

nels.
2) La fonction x'yz' + xy'z + txy a deux bases premiéres :

x'yz' + xy'z + txy

x'yz' + xy'z + txz + tyz'

Les modéles des deux bases sont proportionnels.
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3.6 Fonctions a modéles alignés

Nous nommerons ainsi une fonction dont les points représentatifs des

modéles sont alignés.

Exemples
1) Soit f£(X) une fonction dont les modéles des bases sont alignés
et g(X) une fonction & une seule base premiére, alors la fonction
£(X) + g(X) est a modéles alignés, pulsqu‘'on fait subir une

translation au spectre de f.
2) Toute fonction & deux modéles est une fonction & modéles alignés.

3) Soit f(X) une fonction & modéles alignés (proportionnels). La
fonction .
(1) £(X) + £(Y) +...+ £(2)
est encore une fonction & modéles alignés (proportionnels).
En particulier si f£(X) est & 2 modéles alignés (proportionnels).
La fonction ‘
(2) f(xl) (X)) ...t f(xn)
est a (n+l) modéles alignés (proportionnels) équidistants.

Les points du spectre de la fonction f(X) étant alignés, on peut
les représenter par les extrémités des vecteurs :
- > -+
V., =a+ A, b
i i ‘
Ai appartient & un ensemble fini E des nombres réels (on peut prendre

-

>
les vecteurs a et b tels que tous les A, solent entiers).

i
De la méme fagon, on peut représenter les points dd;spectre de la
fonction f(Y) par les extrémités des vecteurs :
-+ -»> >
V.=a+i_b , A, € E
3 J 3
Les points du spectre de la fonction f(X) + £(Y) sont les extrémités
des vecteurs :
- »> > >
vV, + = 2a+ (A, + X b
i vj 2a+ (A i)
qui sont évidemment alignés.

On peut facilement généraliser & k fonctions.

Si le spectre de la fonction f(xl) contient deux points A et B,
alors deux points successifs guelconques du spectre de la fonction
(2) sont distants de AB. |

Chaque fois qu'on ajoute une nouvelle fonction, le nombre des points
du spectre augmente d'une unité. Le spectre de la fonction (2) a par

suite (n+1) points équidistants.



4) Soit f£(X) une fonction & modéles alignés (proportionnels).
La fonction
m f(X)
m désignant un mondme formé de k nouvelles variables est encore

une fonction a4 modéles alignés (proportionnels).

Sur l1la figure (2) S, et S,

1 2
des deux fonctions f(X) et mf(X). Dans le cas (a) la pente du sup-

représentent respectivement les spectres

port du spectre S1 est limité, dans le cas (b) la pente est infinie.

$9

]
1 | 1 4
: )
{
/)
l | é
| l
VAR
i §
i 1 : ]
' ' ' L d
(I |
1 i { -
0 X “\ o
a [} b .
Figure 2.

5) Si les fonctions fi(X}' f2(x)""' fn(x} sont des fonctions &
modéles alignés (proportionnels), avec la méme pente, alors la
fonction :

f = Al fz(x) + Az fz(X) +.ou. + kn fn(x)

est encore une fonction alignés (proportionnels). La pente est

augmentée de 1.

Soit (ml, ll) et (mz, 12) deux points du spectre s1 de la fonction
fI(X)' Les points correspondants dans le spectre Xl de la fonction
A .
1 fl(X) gsont

(ml, 11 + ml), (m2, 12 + m2)

La pente de 21 est égale 3 celle de S1 augnentéede 1.
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Les spectres de toutes les fonctions Ai fi(x) ont la méme pente,
par suite la fonction f est a4 modéles alignés avec la méme pente

que les fonctions Ai fi(x).

3.7 Propositiqg

S5i les deux fonctions f(X) et f£(Y) sont & modéles alignés, alors le
spectre de la fonction £(X) + g(Y) est en grille si les pentes sont

différentes, a points alignés si les pentes sont égales.

Démonstrhation

Soient E : {AI'A2’°" Ap} et P = {Bi’B2'°"'Bq} respectivement les

spectres des fonctions f(X) et g(Y) (Figure 3). Les droites P et Q

sont les supports des deux spectres.

Pour construire le spectre de la fonction f(X) + g{Y) on construit

la somme vectorielle

e

m

el
it

{1121"'1 p)

jeag=1{1,2,..., q}

Pour une valeur fixe de i € I ou de j € J, les points Sij sont
alignés. Ainsi le spectre de la fonction £(X) + f(Y) est en grille.

Construction plus simple

On construit la grille C formée des points Cij qui sont les points de
rencontre des droites Ai Qi" 0 et Bj Pj” P. On construit le vecteur

G5, = Oh, + OB, et puis 1 teur 00, = S.. C
11 = OB j et puls le vecteur 00, =5, C,, .

La grille C représente le spectre de la fonction £(X) + g(Y) dans le
repére m101£1

Nous retrouverons encore plus tard des fonctions a modéles alignés ou

proportionnels.



54

3.8 Construction des fonctions ¢-booléennes de spectres domnés

3.8.1 Théoneme

S,; S,, Saz
t) caa ‘:23 C63
S, S, ) S12 p
Ca2z Caz =2
t) (AZ js
2 s‘ 52, : 3'

- c c?l CQ
11

b,
a, a; 2

0 e

Figure 3.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction

¢~booléenne f = h(Xn) + ¢g(Xn) admette n bases premiéres de la

forme :
‘Xi ,
est que :
h(xn)
g(Xn)

i

i
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Démonstnation

La condition est nécessaire. Si une fonction ¢-booléenne admet

n bases premiéres xi, alors la borne supérieure de cette fonction

est :

La borne inférieure de la fonction doit &tre couverte par chacun
des monémes premiers de la borne supérieure, elle ne peut &tre que

de la forme :

La fonction est par suite de la forme

i=n i=n
£= 0 x, +¢L x
i=1 b i=1 1

La condition est suffisante. Si la fonction f est de la forme :

i=n i=n
£f= 0 x, + ¢ 1 X

i=1 j=p 1

alors elle a respectivement pour la borne supérieure et la borne

inférieure les expressions suivantes :

. n

f = L x
i=1 i
i=pn

f = If xi
i=1

Tout mondme premier X, de f couvre la borne inférieure f£. La

fonction admet donc n bases premiéres x 1 1 < n,

1’

Toute autre base contient plusieurs x, et par suite n'est pas

i
premiére.
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3.8.2 Probleme
Construire une fonction ¢-booléenne dont le spectre renseigné est donné.

Considérons le spectre formé par les points Al(ml,ll), AQ(mz'lZ)""’

Ap(mp,lp) dont les renseignements sont respectivement a, 8,...1.

Soit

k = ot B+... + 1T

Formons la fonction :

Cette fonction a k bases premiéres de la forme :

x.plSis.k
1

Aux variables xl,xz,..., Xa nous attribuons o polyndmes booléens sans
variable accentuée, chacun comportant m, mondmes dont la somme des
lettres est 11.

Aux variables x nous attribuons f polynbmes, chacun

X e X
o+1” Tad2’7T7T" To4B

comportant m2 mondmes dont la somme des lettres est 1, et ainsi de suite

2
(les variables étant toutes différentes).

Nous remplacons dans £, les variables xl,xz,..., Xn par leur polyndme
correspondant et nous obtenons une fonction nouvelle F. Les variables
de cette derniére étant toutes monoforme elle a exactement le spectre

cherché (pas de création de nouvelle base premiére).

Cherchons par exemple une fonction ¢-booléenne dont 1le spectre est formé
de 3 pointsg :

(1,1),, (2,3),, (3,8),

1!
Les indices indiquant les renseignements.
La somme des renseignements est :

2+142 = 5

La fonction cherchée est

qui admet 5 bases premiéres :

X, 1 gig5
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On prend
*1 T hH
x2 = t2
x3 = t3+t4 t5
x4 = t6+t7+t8 tg"’ t13
X, = t_ +t_ _+t t ... t

5 14 15 716 17 21

3.9 Le rapport des nombres de monbmes et de lettres de bases d'une

fonction booléenne

Pour les fonctions booléennes qu'on rencontre,les maxima n et 1 du
rapport des nombres de mondmes ou des lettres de deux Bases premiéres
n'‘est pas grand.

Notre but est maintenant de construire des fonctions pour lesquelles

ces rapports sont grands.

3.9.1 Construction des fonctions ¢-booléennes dont Le napport L est grnand

Clé de parité

Nous désignerons par fl(xn—l) la clé de parité a n-1 variables. Cette

. = A ) < -2
fonction posséde 2" monomes premiers & n-1 lettres, soit (n--]).2n

lettres.
Nous désignerons par f2(Xn~1) le complémentaire de fl(Xn;l). Cette fonc-
tion a les mémes nombres de lettres et de mondmes que la précédente.

3. I Construction d‘'une fonction ¢-booléenne dont les rapports L et

T o o T e o e e e e ot e e e ot o et i e ot e i e o St e e i s e s e mm e sy o — ——— s o e

Considérons la fonction ¢-booléenne & n variables

)

FOGY = 3 (B )+ B D)+ x e X

Cette fonction a pour la borne supérieure :

F=x +f (X .)
1 ' 'n

n -1

D'ou les deux bases premiéres

)

1) xn qui couvre xn fl(xn_1

2) fl(xn_l) dont tous les mondmes sont nécessaires pouxr couvrir xnfl'
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- n-2
Le rapport des nombres de mondmes est 2 .

Le rapport des nombres de lettres est (n~1}2n-2.

Ces deux nombres sont trés grands.

Construction des fonctions booléennes dont le rapport L est grand

3.9.1.2 Premiére construction

e > o o i BB i Py W T A S 2 e b

Soit la fonction

F{a ,Xn) = a. & a, + (a0+a1}.f1{xn}

01 0% %

ol fl(xn) est la clé de parité 3 n variables.

En formant les consensus on constate que les seuls mondSmes premiers de
la fonction sont :

3 1 ] - -~
a, ai, aj a;s ag My a, mi mi mondmes de fl{xn}.

Les seules bases premiéres sont

a., al! + a, a!

o & 1 2 + I ki mi, ki = g, OU a

0O 1

n 8
Cette fonction a donc 22 bases premiéres pour n+3 variables, soit 2

bases pour 6 variables. 28 = 256.

LY

La fréquence de a, est maximum dans la base b, d'expression

0 1

a, & a, + ao fI(X)

Ily a 2+2n,1 lettres EO dans la base bO et 2 lettres 21.

La fréquence de a, est maximum dans la base b2n d'expression :

a, 3] a1 + a1 fi{x)

Ily a 2+2n—1 lettres a, dans la base b, et 2 lettres a

1 2 (eh

Prenons :

a. = u, u

0 1 27" up

Les mondmes premiers de la nouvelle fonction sont ceux qui figurent
dans

u, ua

1 72

3 4 3 3
‘e up a1 + (ui + u2 +.0. + up} a1 + Uy u2

.o up fl(Xn)+ ay fl(xn}

et les bases premiéres sont de la forme

L1

u, v,... u_ al + {u! +ul +... +u*') a, + L k, m,,
1 P it

1 72 p 1 2 1
m; mondme premier de fltxn)
ki =, U, up ou a
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Considérons les 2 bases :

I

u, u

1 2...u

b1 obtenue en prenant partout ki

b2 obtenue en prenant partout ki = a

Soient (ml'll) et {m2,12) respectivement les modéles des deux bases.

Oon a
o4 n-1
mo=m, = 14+pt+2
1, = 242pt (ptn) . 2"}
n-1
l2 = 242p+(1+tn).2
On a :
1 - 242p+ (ptn) 2"}
l2 2+2p+(1+n)2“‘1
1
Pour p >>n et n suffisamment grand, la valeur de 11- est grande
2
o
l2

- —— i 2t i S ok A et S Y e A S st

Considérons la fonction booléenne f(xl) ayant les deux bases premiéres :

-8 ] *
)\.1 x3+x2x3+x1x2x4

' ot 1
x1x3+x2x3+x2x3x4+x1x3x4

de modéles respectifs (3,7), (4,10},

Construisons la fonction F = f(xl).f(x2).,. f(xn). D'aprés la proposition
3.4, parmi les bases premiéres de la fonction F on peut distinguer deux

n-1 n-1

bases premiéres de modéle (3", 7.3"7 %y, (4", 10.4"7).

Le rapport des lettres des deux bases est
10 (4"
7 3

Ce nombre est grand avec n.
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LA FONCTION Sr]l’ ! ET APPLICATIONS AUX FONCTIONS f + Aq

Dans ce chapitre, nous &tudierons une fonction particuliére et ses uti-

lisations pour construire des fonctions ayant un spectre particulier.

4.1. Tonction symétrique

On désigne par S)[ll'J la samme de tous les produits de 1 variables direc-
tes par j variables complémentées prise parmmi n, une telle fonction est

dite symétrique, voir [17].

4.1.1. Fonetion s}

D'aprés la définition ci-dessus on a :

Sl'l = L X

x! i,j e N={1,2,...,n}
n i3 ]

i

qu'on peut encore écrire :

glel

N X (xi x:'i + xj xi) = 7 (ni :] nj)

i,3 i,

4.1.2. Représentation géoméinique

Nous représentons la variable x 4 par un point x i dans le plan et la
disjonction X, & Xj par le segment Xy xj :

Sur la figure (1), nous avons représenté le graphe G de la fonction S;' !

fig 1 Xe
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4.2.1. Theoreme
Soit C(Xn) la fonction® (ni & nj) qui correspond & un cycle couvrant

tous les sommets du graphe Gn. Alors on a :

B IS |
C{X ) —Sn’ (Xn)

n
Dé&monstration
Considérons par exemple le cycle Xy Xy «-e X X, 00 A
i=n
C(Xn) = ‘Z =1 ® Xi41
i=1

{Par convention X4y = xl)

I1 suffit de d&montrer que :

(1) xieijC(xn),Vi,jeN

nous utilisons le raisonnement par récurrence.

Démontrons que si on a :

{2) X, ® Xi+p < C(Xn)

on a alors :

(3) Xs (4] Xi+p+l < C(Xn)

1'inégalité (2) nous permet d'écrire :

= ..+, X! +bx!x,, +x, ux! oo+ x!.x,
C(Xn) + X x1+p *i x1+p X1+p x1.+p+1 x’IH—p X it+ptl +

On calcule les consenus des deux couples des mondmes

(xi x! )

] ]
itp’ Fitp * Xiapr) € ) - x

¥
i+p ¢ Fitp © Fitprl

et onconsidére que le consensus est inférieur ou égal a la samme de ses

générateurs, on obtient 1'inégalité (3).

A partir de 1'inégalité (3), par récurrence on déduit 1'inégalité (1).
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4.2.2. Théoneme.

On peut supprimer une disjonction quelconque de la fonction C(Xn)
correspondant & un cycle couvrant tous les sanmets de Gn , sans changer

la valeur de C(Xn) .

Démonstration :

Considérons par exemple le cycle X) Xy oee X X On a 3

i=n

CX)= L X, ® x.
n i=1 i i+l

bénontrons qu'on peut supprimer de C(Xn) . la disjonction

xj(ijH,VjeN

Par 1'opération consensus, on peut obtenir 3 partir des disjonctions

® x ces g X

X561 j+2 ! xj+2 ® xj+3 ' j-1 ® xj, la disjonction x,

i+l ® x

j+n

qui est &gale a xj o xj+1'

On a donc :

(x. D x.

341 J+2) + (xj+ @ ) + L+ (x._1 (ij) 2 xj ® x

2 ¥ %443 3 341

On peut donc supprimer la disjonction x:i ® x.

41 de L":\ fonction C(Xn)

sans changer la valeur de cette derniére.

Corollaire : La fonction C(Xn) a le caractére major_i,taire pour n = 3,4
(La présence de la majorité des disjonctions est &quivalente a la pré-

sence de toutes les disjonctions).
Faisons la déwonstration pour n = 4 qui est la plus difficile.

Il faut prendre 4 disjonctiorsparmi les 6 :
12, 13, 14, 23, 24, 34

Chaque lettre figurera en moyenne 2 fois. Si chacune figure 2 fois, on

a un cycle tel que :
12 23 34 41

et la propriété est vraie.
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Si 1l'une figure 3 fois, on a une situation telle
12 13 14 23

a partir de laguelle on peut construire 34 et 42.
Remarque : Le caractére majoritaire est perdu pour n = 5.

En effet, les 6 couples
12 13 14
23 24 34

n'utilisent pas le point 5.

Notations : Considérons 1l'ensenble des variables booléennes :

X = {xl, Xor vees xn} et notons :

Si . = L Xi

i,j e N={1,2,...,n}
p. = I x
I

on obtient n monbmes et N MONAaux.

4.3. Proposition : On a :

1,1 - f'
(1) Sn" (81'52‘”“’511) = Si’n I(nyz'“*'xn)
(2) Sl,l n~1,1

0 (pl,pz,...,pn) = Sn (xl’XZ""'Xr_;)

Dérnonstration de la relation (1) :on a :

(ss.@s.=2xk Hxé-ﬁ-i’,xk I x!

) e R
=x. I x} +x, T x
Tag et
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D'ou la propriété.

La dé&wnstration de la relation (2) est analogue par dualité.

4.4. La forme PS de la fonction Sl]]’]. On a :

i=n i=n
Xy =( & xj} ( X Xi)
i=1 : i=1

(1) S

En développant 1'expression ci-dessus on trouve inmédiatement :

Lox, x!
Y i
i#) 1

4.5. EBExpression de 3111" au moyen des x i xj'.

Jusqu'a maintenant nous avons utilisé les disjonctions x i x% + x 3 xj'_.

Ce qui. dans le graphe G correspond aux traits non orientés.

On peut maintenant séparer les termes Xy x§ et x j x;_

que nous représenterons par des traits fléchés ce qul revient & utili-

ser un graphe orienté,.

4.5.1. Théondme : Pour qu'une somme de termes Xy x:'j 49011: &gale a S;'l

il faut et il suffit que le graphe orienté correspondant soit isovalent
(c'est-a-dire qu'on puisse aller de tout samet & tout autre sammet en

suivant les fléches).

La propriété résulte du fait que le consensus de x i xsr et x . x"( est

xix}'(,iyfk.

La condition est donc suffisante. Elle est nécessaire puisque le seul

nmoyen d'obtenir de nouveaux monfmes est de former des consensus.
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4.5.2, Application

Chacun des ensembles de mondmes premiers suivants peuvent définir la
fonction Si'l (x) '

— oy 3
E = {el, ez,...,en} avec e; = X; X} .,
o — [}
F = {fl' f2"“'fn} avec f, = XP X,
G, =EUF - {ei, fi} ie N

Remarque : On a les relations :

i

1,1 1,1 _ oelsl
5. () =8 ® =8t @

on écrit :

)

il

1,1 "
Sn (E) b (eiﬁe

: i+l
i
or

e. & e, = X &

— ¥
i 980 X Xt

] 1 H
1 % ¥ R a2 TR i X ¥y
D'old

1,1, _ 1,1
ST (X) =8 ' (B)

Par la méme raison

1,1
n

_ ols1
(%) = 5" (F)
4.6, Proposition : Soit la fonction booléenne :
£ = Sg;’l(X) +Am

m est un mondme formé avec des lettres de X

- si m est croissant on a :
f=sfl'1(><) + A xt (1)

sim est décroissant on a :
£ = S;'I(X) +axt (2)
- si m est mixte on a :

1,1
f = Sn x) (3}



Démonstration

1) Soit X, Xj X +-+ X % un montme de g{X), on efectue les opéra-

tions suivante qui nous offrent finalanent le montme J\xs :

¢ ] ) = g ;
(.(x;.L X, Axi xj Xy oeee X xS) )\xj Xy see X

C(x_:i Ko ij Xy oeee X xs) = A X oo X

L] o
C(xr . Ky )«xr xs) = )\xs

Ensuite, on effoctue les opérations :
[ — - K
C(xS . Axs) = )\xt t e N~ {s]
les monfies obtemnus 3 A Xy 1 £ i < N, absorbent les mondmes en A
qui canportent plus de deux variables de X.

D'oli 1la relation (1)
2) La démonstration de la relation (2) est analogue au cas (1)

3) Soit par exemple xi xj x;'( ces X UN mondme mixte., On a
1,1, .
xi xj < Sn' ) Vi, jeN
On a done :

' ' 1,1
A x} xj Xp eee XS Sn (X)

D'ol la relation (3).

4.6.1. Proposition,
Soit
£ = 81X + g )
a) Si g(X) comporte unicquement des mondines mixtes, on a :
P ) §
£f(X) = Sn (X)

b) Si g(X) comporte des mondmes croissants et des mondmes décroissants,
on a :
= glel
£TxXy = 5,7 X + A
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¢) 51 g(X) camporte des mondmes croissants (resp. décroissants) mais

non des monfimes décroissants (resp. croissants) on a :

£(X) = srll’l(X) + ot
(resp. SL1x) + '™

4.7.1. Théoreme : Les mondmes premiers de la fonction booléenne
f=h+ g

ol A est une variable monoforme qui ne figure ni dans h, ni dans g,
sont pour ceux qui ne contiennent pas A ceux de h, pour ceux qui con-
tiennent A ceux de XA(gth) aprés suppression des mondmes en A multiples

d'un monfme Sans .

Démonstration : Pour un mondme m ne contenant pas A la condition :

m< £ et m<h
sont équivalentes. En effet m < f donne pour A =0 m<h
En sens inverse m<h =>m <h+ Ag
Les monGmes premiers de £ indépendants de A sont donc ceux de h,

Pour un mondme m = Xp les conditions m < f et p < hig sont équivalente:
En effet m < £ entraine pour A =1 p < hig. |
En sens inverse p < htg entraine

Ap £ Ah + A\g < h + Ag

Les mondmes premiers de f contenant X sont donc ceux de A(ht+g).

4.7.2. Théoreme : Soit la fonction booléenne :
f=h+2>\igi l<sisp

ou )\i sont des variables monoformes ne figurant ni dans h ni dans les
g .

Les mondmes remiersde £ sontpour CeuxX qui ne contiennent pas de varia-
bles monoformes, ceux de h, pour ceux qui contiemnent une seule varia-
ble monoforme )\i , ceux de Ai(gi+h) . Les mondmes premiers qui contien-
nent au moins deux variables monoformes, sont des mondmes premiers

inutiles de deuxisme espéce (immédiate).
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4.8. Théoréme : Les bases premiéres de la fonction
f=h+ )
oll A est une variable monoforme, sont de la forme :

(1) Bi + ACJ.

ol les B.1 sont les bases preniéres de h et les Cj sont des sames irré-

ductibles des monGmes premiers de (gt+h) tel que :

(2) f = Bi + ACj

Damonstration. Pour A= 0, 1'expression (1) devient Bi. D'aprés la rela-

tion (2), Bi est une base premiére de la fonction f pour } = 0, par
conséquent Bi est une base premiére de h.

On pourrait penser que si D est une base premidre de_‘ (g+h) tel qu'aucun
mondme premier figurant dans D, multiplié par A ne s'absorbe que par un
monGine premier de h, alors Bi + AD (i étant fix8) est une base premiére
pour f. L'exemple ci-dessous montre que cela n'est pas vrai. La raison
en est que h couvre déja certains points de Xg. Il suffit de couvrir
Ah'g.

Exemple 1 : Soit la fonction

f=h+ g
avec ’

h=xy' + x'y

g=x+y

La fonction h a une seule base premiére & savoir : xy' + x'y.
La fonction g+h = x + y a une seule base premidre 3 savoir : x + y.

Les monOmes premiers de la fonction A(g+h) qui sont Ax et Ay ne s‘ab-
sorbent pas par les mondmes premiers de h, quand méme 1'expression
xy' + x'y + A(x+ty) n'est pas une base premidre pour la fonction f.

ILa fonction f a deux bases premidres 3 savoir :
h + ax

h+ 2y
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Exemple 2 : Calculons la base premidre de la fonction :

f=h+ g

h
g

]

ux (y'+v') + u'vx'y + v'z (uty")

ux + u'vy + v'z

=

a) La fonction h a une seule base premiére a savoir 1'expression h
(aucun consensus). Tous les mondmes figurant dans 1'expression h sont

mondmes premiers essentiels.

Les monGmes premiers de la fonction g sont les suivants :
E = {ux, u'vy, v'z, vxy, u'yz, xyz}

b) La fonction (g+h) = g a une seule base premiére a savoir 1'expres-—

sion g. Les autres mondmes premiers sont inutiles.

Pour la recherche des bases premidres de h + Ag calculons les valeurs
des variables booléennes PysPysee -1Pg tel que 1'on ait :

(1) wx+u'vy +v'z = uxx (y'+v') + u'wx'y + v'z (uty') + pux + p2u'v:
+ p3v'z + PyvXy + p5u'yz + Py Xyz

L'opération de consensus sur les mondmes du deux1eme membre de la rela-

tion ci-dessus donne :

C(UXY ' p4 VXY) =p4 uvx
Cluvx, uv'x) = Py ux

Cu'vx'y, p4vxy) = p4u'vy

Cv'y'z, p5u'yz) =Py u'v'z
Cluv'z, p5u'v'z) psv'z

En considérant les résultats ci-dessus, la relation (1) devient :
ux +u'vy + v'z = ux (y' + v' +p vy +p4) + u'vy (x+z+p2+p4) +
+ vz (y' +u+p3+p5u) +p6xyz

- Les lére et 3&me parenth®se se simplifant en :
y'+v'+p1+p4, y'+u+p3+p5
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On a donc :

P, tp,=1
Py*tpy =1
p3+p5=l

pg =0

Le systéme constitué@ par les trois premiéres €quations du systéme ci-
dessus est équivalent A 1'équation :

By * By Py + By) (P + pg) =1

Py Py Py + Py Py Py P3Py + Py Pg =1

on en déduit que :

Py Py p3 =1
P) Py by =1
Pypy =1
Py Pg =1

On a par suite 4 bases premiéres de la forme :
h = )‘Qi 1 <4<4
avec :

ux + u'xy + v'z

W2
i

Q2 = ux + u'vy + u'yz
v'z + vxy
Q4 = VXY + u'yz

wO
]

4.9. Théoréme : Soient g 1 (X) et gz(x) deux fonctions booléennes données
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction
booléenne qui ait une variable monoforme A et qui puisse s'écrire sous
les formes :

P(X) + A 9, (X)

P(X) + A gz(X)

est qu'elles soit de la forme :
PX) + ) Q(X)
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avec
P(X) 2 g, X) & g, (X)
- 1 2
o) = 9, (X) ou g,(X) ou g, (%) g, (X) ou 9,X) +g,(X)
Démonstration

ILa condition est nécessaire : En considérant tous les jeux de valeurs

* des fonctions 9y X) et 9, (X) on peut dresser le tableau ci-dessous :

9 (X) 9,{X) 9, X) ® g, (X) P(X)
0 0 0 ]
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 ]

ce qui prouve que :
PX) 2 g, &) &9,

La cordition est suffisante. Si une fonction booléenne f£(X,A) est de
la forme P(X) + AQ(X) ol P(X) et Q(X) vérifient les conditions (II),

alors elle peut s'écrire sous les formes (I).

I1 suffit de vérifier que -
L 1 —— L} ] J— ] L L] o
NIy + 99 T A9 =9 999, VA9, =9, 9,%9,9) T g 9, =

9, 95 + 9, 97 + A(g;tgy)

~Pour A =0 toutes ces quantités sont &gales 3 gigé + 95 gi

Pour

il

1 elles sont é&gales & 9y + 9,

Exemples : ,
1) Construire une fonction qui puisse s'écrire sous les deux formes

suivantes :
P(X) + A (x+y)

PX) + X xy



73

on a :
P(X) (xty) @ xy = xy* + x'y

Les deux formes désirées sont :

X @y + Axty) + T(x,y)
11 2
X0y + Xxy+ T(x,y)

2) Construire une fonction qui admette deux bases premiéres de la

forme (I) de 1'expression ci-dessus.

Quel que soit T, les deux expressions (II) ne sont pas a4 la fois des
bases premiéres. Par suite une telle fonction n'existe pas.

3) Construire une fonction qui admette deux bases premiéres de la forme

P + txy
1 P+ txz + tyz*
On a :
P=xy® (xz + yz') + T = x'yz' + xy'z+ T
En remplagant dans les deux expressions (I) » P par son expression, on
obtient exactement deux bases premiéres pour T = 0,

On peut ajouter & la fonction P une fonction tel que P = x'z'lx'zt'l
Mais on ne peut pas ajouter & P, la fonction y'z'. Dans ce dernier cas,
on obtient pour la fonction f(x,)) l'expression ci-dessous :

Xy' + x'yz' + tx t

Cette derniére fonction n'admet pas deux bases de la forme (1).

4) Construire une fonction qui. admet deux bases de la forme suivant :

P(X) + Aux + u'vy + v'z)

P(X) + X(vxy + v'yz)
On a :

P(X) = uxy' + uv'x + v'y'z + u'vy + u'vx'yz' +
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En remplacant dans les deux expressions (I), P(X) par 1'expression

ci-dessus avec T = 0, on obtient deux bases premiéres.

On peut ajouter a P(X) des fonctions diverses, mais on ne peut ajouter
par exemple la fonction u'vx'yz. Dans ce dernier cas on obtient une

fonction f(X,1) qui admet quatre bases premiéres.

5) Construire une fonction qui puisse s'écrire sous les formes :
| PO +2g, ()

I
[ 2o + Ag, (X)

avec
gi(X) =xy + yz + zx+ x'y'z'
1T _

x'y' + y'z' + 2'x' + xyz

9, (X)

on doit avoir :
P(X) = 9 X) ® gz(x) + T(X) = C(X) + T(X)

C(X) étant la fonction ceinture du cercle.
La fonction cherchée doit étre de la forme :
CX) + T(X) + )\gi(X) ie {1,2}

Came la fonction g i(X) camporte des mondmes croissants et des mondmes

décroissants, d'aprés la proposition 4.6.1 (b), on a :
CX) + T(X) + Agi(x) =C(X) + T(X) + A

I1 n'existe dorc pas de fonction qui. puisse s'écrire sous la forme (I)

avec les fonctions (II).

6) Construire une fonction qui puisse s'écrire sous les formes :

P(X) +} 9} (X)
I
P(X) +1 gb(X)

avec les for{ctions (II) de 1l'examnvle ci-dessus.

On a :
PX) 2 g,(X) ® 95 (X) = C(X)

La fonction cherchée doit étre de la forme :
C(X) + T(X) +A gi(X) , ie 1,21}



75

Camne la fonction gi (X) camporte des mondmes avec lettres des deux

sortes, on a dorc d'aprés la proposition 4.6.1. (a) :
CX) + T(X) + A gi(x) = C(X) + T(X)

I1 n'existe donc pas de fonction qui puisse s'écrire sous les formes

désirées avec les fonctions (II).

4.10. Théoréme : Ure condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe une fonction booléenne qui ait une variable monoforme ) et qui
puisse s'écrire sous la forme ;
PX) + 1 g, (X)
. P(X) + A q, (X)

P(X) + X g (X)

est qu'elle soit de la forme :

PX) + 2Q(Y)
avec
1,1
P(X) 2 8 7 (G(X))

ol G(X) = {gl(x)l gz(x)r soey gn(x)}
11 et

Q(Y) est une fonction croissante en Y, Y est une
partie non vide de 1l'ensemble G(X) (

Démonstration ;

La condition est nécessaire : soit £(X,)) une fonction booléenne qui

peut s'écrire sous la forme (I). On va démontrer que :

P(X) > s}l'ltc;(x))

On considére les deux premiéres expressions de (I), d'aprés le théoréme
4.9., on a :
P(X) 2 g, (X) & g,(X)
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En raisonnant de la méme fagon sur tous les couples (ql x), g (X))

et en combinant les résultats obtenus on trouve :
i=n
PX) =2 = (gl(X) ® g, (X)) = S (G(X))
i=2
La condition est suffisante si une fonction booléenne f(X,)) est de la
forme P(X) + A Q(X) ol P(X) et Q(X) vérifient les corditions (II),
alors elle peut s'écrire sous les formes (I).

Considérons 9, x), g, X)seuu, 9 (X) came variables, d'aprés la propo-
sition 4.6.1. on peut écrire :

fX,A) = S:;'I(G(X)) + AGT (X)
La fonction ci-dessus admet des bases premidres de la forme suivante
(en considérant toujours 9 (X), 1 <1 < n, comme variables),

Si+}‘gi(x)’ 1<i<n

sj est une somme minimale de Si’l(G(X))

C.Q.F.D.
Exemples

1) Construire une fonction qui admet exactement 4 ‘bases premidres de 1a

forme :
(1) P+AQi , 12154
avec :
Q =wx + u'vy + v'z
Q2=ux+u'vy+u'yz
Q3=v'z+vxy
Qq = vxy + u'yz
on calcule :
E(QlébQi) ¢ 2<ic< 4
on obtient :

P(X) = ux(y'+v') + u'vx'y + v'z (y'+u) + T
On remplace dans l'expression (1), P et Qi par leur expression corre
pordante (avec T = 0) et on vérifie qu'on a exactement 4 bases premi
res (voir le théoréme 4.8 et les exemples qui le suivent).
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2) Construire une fonction booléenne qui puisse s'écrire sous les formes ;
(1) P(X) +d; , 1<£ic<n
ot o, est la somme des produits i & i des variables de 1'ensemble :

X = {xl, Koo veny xn}.

D'aprés le théorame ci-dessus on doit avoir : |
i=n
P(X) 2 L . & o,
i=1 i i
ol

P(X) zal L oi-f oi ¥ °i

conme on a @

Fa
<< —
9y 2 i+l . 1 <1i<n-l
on a donc :
[ - ' ' =0
01 X Ui al On ‘ 01 % oi
> [ ]
P{X) 2 o, o'y

Et d'aprés 4.3,, on a :

1,1
P(X) = Sn (xl,xz,...,xn)

ainsi on a obtenu une fonction qui peut s'écrire sous la forme (I).

Les bases premiéres de la fonction sont :

p(X) + A xy

ol p(X) est une base premiére de la fonction Srll' I(X) .

3) Construire une fonction qui admette exactement 3 bases praemiéres sous

formes:
P(X) + ax
I P(X) + 1y
P(X) + xz

on a

P(X) 2 (x ®y) +(x ® z) = fonction ceinture du cube
La fonction ceinture du cube admettant 5 bases premiéres, la fonction
X®Yy+x® z+ Ax adnet 15 bases premiéres.
Par conséquent, il n'existe pas de fonction qui admette exactement 3
bases premiéres sous formes (I).
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Construire une fonction qui admette exactement 3 bases premié€res sous

formes :
S P(X) + Axy
I ? P(X) + Ayz
P(X) + Azx
ona:

PX) z x'yz + xy'z + xyz'

La fonction ci-~dessus a une seule base premiére.
En remplacant dans les expressions (I), P(X) par son expression cor-
respondante on obtient exactement 3 bases premiéres sous formes

désirées.

Construire une fonction qui peut s'écrive sous les formes :

’P(X) + Axi X,

I P + ;\xi X

LR IR IR WA X

1
PX) + kxn Xy
Ona:

PX) =2 Sn

[ 3 ¥ ¥ -
(x1 Xop X5 Xgpeeey X }.1}
D'autre part :

4 ' . . ¥
| xlx2$x2x3 x1x2+x2x3
1tintersection étant nulle.
On a donc

1,1
Sn

Comme on a @

1,1 ’
(Xi XZ; Xé X3’a-‘p X;l Xl) = Snf {X)

1,1 . .
Sn {X) 2Axix ¥iegN

i+l !
une fonction qui puisse s'écrire sous la forme (I) n'existe pas .
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4.11. Construction des fonctions qui admettent un nombre donné de

bases premiéres

4.11.1. Considénons une fonction qui admet n bases premiznes de La fonme;

(l) P(X) + ‘\P] ¢ 3 € N

avec

I .
pj=i#jxi ’ i,J € N

D'aprés le théoréme 4.10, on a :
(2) px) =sttp,, p )
n 1 Pores-iPy
D'aprés la proposition 4.3, la relation (2) devient :
_ on™1,1 ;
P(X) =85

(X 1XgreeniX)
Cette derniére fonction a une seule base puisque deux monfmes quelconques

de la fonction n'ont pas de consensus.

Par conséquent, la fonction en cause a exactement n bases premiéres.

La fonction peut s'écrire :

Sl,n-—l

N (X) + 2 X~

~ Cette fonction a &été étudide géamétriquement au chapitre I.

4.11.2. Comstrnwine une fonction qui admdte exactement ‘:n bases premiens

de La fonme :

POO +As; , jeN
avec i
s. = L X, , i,jeN
boagg
on a :
Px) > st (s ,s s )
“"n 17727°°°%p
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D'aprés la proposition 4.3., ona:

px) = st

n X)

La fonction Srll’n”:l (X) a une seule base. La fonction en question a donc
exactement n bases premiéres. Elle peut s'écrire :

i,n~-1
Sn Xy + A L %4

Ebcemgle :
ab'c'd’ + a'be'd’ + a'b'ed’ + a'blc’d + A {atbtctd)

4.11.3. Construine une fonction qui adnette exactement pq bases premilres

Nous construisons d'aprés 4.11.1. la fonction
s;'p"l(X) + X

qui admet exactement p bases premiéres. Ensuites nous ramplagons A par
la sanme de q variables A yAngaearh o LA fonction obtenue
1’72 q

l’p’-l - - .
SP (X)+A1X+ ?\2X +...+7\qX

a exactement pq bases premidres, puisque les bases premiéres de la fonc
tion ci-dessus s'obtiennent en combinant lindairement les bases premie-
res des fonctions :
1 1 . ;.
sp’P' ® + 2y X 15;;sq

Exemple :
La fonction :
x®y+ ()xi«i- lz-l— h3) Xy

a 8 bases premiéres :



<
<

)«lx+

X &y +

le#
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4.12. Construction d'une fonction qui peut s'écrire sous les formes

P(X)-i»z:)\q:l ' 1<i<k, 1<3js28
4.12.1. Théonéme. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe une fonction booléenne qui ait k variables monoformes

A, et qui puisse s'écrire sous les formes :

A Agrees Ay

P(X) + EA G; (%)

ol G, X) = {gi1 (x), 95 X),... 'gij (X) 1} est une fonction générale

donnée, est qu'elle soit de la forme :

i=k
PX) + T A Q(¥)
i=1
= B
P(X) 2 T S (G;(X)
i=1

et
Q, (¥) est une fonction croissante quelconque, Y &tant

une partie non vide de Gi (x)

Pour dénonstration on utilise le théorame 4.7.2 et 4.10.

Exemple :
1) Construire une fonction qui admet des bases premiéres de la forme :
. .
" PX) + A Xt ouxg
P(X) + » x, + ux}
] ~ 2 2
(1)
]
P + A X + LR
on a :
PX) =8 (X) + S (X ) = S (X) (fonction paire)

La fonction cherchée est pour P(X) = Si’l(X) :

M st 000 + ¥e,m

ol Q1 X) et Q2 (X) sont deux fonctions respectivement croissante et
décroissante par rapport a X.

Les bases premiéres de la fonction (1) sont :

p(X) + Ax. +u x:"j ’
oli p(X) est une base premiére de la fonction S

i, 3¢ {1,2,...,n}

l'l(X)
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4.12.2. Probléme

Deux fonctions f(X) et g(X) sont données. Ecrire la fonction g (X)
sous forme d'une fonction croissante C(gl (x), gz(x) ’e ..,gp(X)) ’
les fonctions g i(}{) et le nombre p sont inconnus.tel gue

st'lg, 0, 9,0 (X)) = £(X)

p 1 ’ 2 [N ’gD .

On introduit une nouvelle variable ) et onforme la fonction £{X} + (g(X)
et on calcule les bases premiéres de cette derniére fonction :

P(X)*’}tgi(}(). I <iscsp

oll p{X) est une some minimale de £{X).

On obtient ainsi la fonction g i (X) et le nombre p.
Pour chercher 1'expression de la fonction croissante C, on peut utiliser
la méthode des ooefficients indéterminés.

Eb{emple 1

i

{ £

2 y = Xyz

on obtient aprés calcul :
g, X =x , g9,(X) =yz ., p=z

x'yz + xy' + x'z

La fonction croissante en g, (X) et 9, (X) est 9, (X) gz(x)

Exemple 2 :
f =xz' + x'y + x'zt + xt°

q
On obtient aprés calcul : .
g, Xy =x 9,X) =y r a3(X) =2t , D=2

i

X +y+ zt

La fonction croissante par rapport a 9 x), 9, Xkt 95 X) est
G 9T






GHAPITRE V

F'ONCTIONS EXCENTRIQUES






85 '

FONCTTONS EXCENTRIQUES

On étudie ici des fonctions pour lesquelles il n'existe pas de base
avec a la fois m minimum et £ minimum.

Nous considérerons des fonctions soit campléte, soit ¢-~booléenne.
5.1. Définition

Une fonction booléenne est dite excentrique s'il n'existe pas pour
cette fonction de base qui ait a la fois : ' ‘

- un nambre minimum de mondmes,

- un nanbre miminum de lettres.

5.2. Exemples

1) Dans les réseaux de diodes on utilise conme fonction cofit la quan-
tité
£ +m
Si une fonction booléenne & n (n > 1) base pour lesquelles 2+ m
a la méme valeur, cette fonction est excentrique.

En effet, le minimun de & correspond au maximim de m et inversement.

2) Quelle est la fonction booléenne excentrique la plus simple ?
a) La fonction ¢-~booléenne excentrique la plus simple est la sui-
vante :
X) X, Xq (ylﬁ-yz} + ¢ (xlx2x3 +y + y2)
Elle admet deux bases premidres :
¥) ¥2 X3
Y. vy,
b) La fonction booléenne excentrique la plus simple est ;
[ ’ ] ] " ’
X ¥pXaVyYy XYyt oY) Foxgyy Xy +oxy, Xy, Xy +

]
Xy, + Axlx2x3x4 + )\yl + Ayz
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dont les bases premiéres sont formées des termes sans A aux-—
quels on a ajouté :

- soit >\xlx2x3x4
- soit Ayl + Ayz

5.3. Construction des fonctions excentriques

Nous venons de présenter les fonctions booléennes excentriques les

plus simples. Nous allons construire d'autres fonctions booléennes
excentriques.

5.3.1. Construction des gonctions ¢ -booléennes excentriques

5.3.1.1. Exemple de DAVID [7] supposons la fonction ¢~booléemne de

six variables f(A,B,C,D,E,F) représentée par les tableaux
de la figure (1).

G=0 G=1
~ A - ™ A"‘ﬁ'_\
AB  E=0 E=1 E=O E=1 .

CON\_ 00011110

OO__g__E._°_°,P°°°_ © 00 o0 0 0 0 o
ro 0@ 0] [0'0of0] (00-0| [00-°0
o) |@000) [0oooo| o000
0o oo o 00 o 00 o0
© 0 00 000 o © o 0 0|
1= . g -
et D0l i0po0l [0o-p
’l@’@“’)' 0000l 000g
076 o o 6 00 o0 o0 oo

Figure 1

Sur la figure les monGmes premiers de la fonction f(4,B,C,D,E,F) sont
entourés,

Tous les mondmes de la fonction f camportant la variable D,
nous posons

f =Dk



87

La fonction k, admet la borne supérieure et la borne inférieure

suivantes :
A' +B'+C+E' P

= =
i

E'F' (A'BC' + ABC + A 'B'C")
Les nondmes premiers de k sont A',B', C et E'F'. Ils sont tous cou-
vrants. La fonction k a deux bornes premiéres suivantes ;

A' +B' +C

E!FO

En remplagant E' par Ei . EZ'Z EI') + P 2 3, on obtient une fonction

excentrique.

Remarque : On peut obtenir le résultat ci-dessus en utilisant le
théoréme 3.8.1. ‘
Soit la fonction ¢-booléenne
xy + ¢(xty)
Elle admet les deux bases premidres :

X et Yy
a la kase x nous attribuons le monal A' + B* + C
a la base y nous attribuons le mondme Ei Eé EE') F, p23

(voir 5.2, exemple 2.a)

5.3.1.2. Deuxiéme construction

Soit la fonction ¢-booléenne :
(1) f = f2 + ¢ fl

avec
fl =ux +u'vy + v'z
f2
Chacun des mondimes figurant dans f2 s'obtient par 1'opération consen-

= vxy + u'yz

sus, a partir de deux mondmes figurant dans fl‘ On a donc :

flzf2

La fonction f admet les 4 bases premidres suivantes :
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vxy + u'yz

u'vy + v'z + vxy
ux + vy + u'yz
ux + u'vy + v'z

En prenant :

X=Xl Xz coe Xp

Y=Y Yy eee ¥y s p>2

il

z Z 22 “ee Zp

1
On obtient une nouvelle fonction ¢-booléemne F 3 4 bases premiéres :
L'opération consensus sur les mondmes de f = fl" porte sur les deux
variables u et v tandis que les changements de variables portent sur
les variables x, y et z. Par conséquent ces changements de variables

ne peuvent pas créer de bases nouvelles.

Les bases nouvelles ont pour modéles :

(1) (2, 2+ 4 p)
(2) (3, 4+ 4 p)
(3) (3, 4+ 4 p)
(4) (3, 4 + 3 p) _
pour p>2 ona 2+ 4p >4+ 3p . La fonction F est donc excent

que
5.3.1.3. . Thoisieme constrhuction

Nous considérons la fonction ¢-booléenne :
i=n i=n

f= 0 x,+¢ I x,

=t =

qui admet n bases premiéres Xyr Xgreens X (voir le théoréme 3.8.1.).

Nous remplagons x; par un polyndme d i monfmes et £  lettres toutes
différentes tel que :

(1) Jl,iﬂ < ﬁ’i ;1 £1<n-1

les variables sont toutes différentes.
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Nous substituons dans f, les variables x 4 par leur polyndmes correspon-

dants, nous obtenons une fonction nouvelle F.

N

Toutes les variables de la fonction F étant monoforme, elle admet

exactement n bases:premigres (pas de création de nouvelles bases)

Par suite des inégalités (1) la fonction F est excentrique.

5.3.2. Construction des fonctions booléennes complites excentriques

On construit a partir de la fonction ¢-booléenne5.3.3.1, une fonction
booléenne excentricue. Pour cela, on ajoute une dimension X & la varia-
ble d'entrée. La fonction obtenue est 1 sur tous les points ol k valait
¢ et sur ceux qui en sont déduit par translation (fig. 2).

G~0 G=1
-~ - Ty
AB  E=0 E=1 E=0 E=1
CDN\ 000111 0
00foo o o 0o 0 > o 0o0o0 9 o0 0
F:oﬁlllll 1101 1101 t121
Hitvt 1ty 111 tti
woleecoc 20 0 ¢ 2000 6 %0 0
xX=0
0 a0 o0 o oo D 0000 Q0 0¢ o
F=1 1101 1101 ttot 1101
1111 1111 1111 1111
L Q00 o0 © 00 ¢ 00 0o 0000
000 0 000cC 2000 cvoo
Feo (tevellivealtirentfrron
1101 R | 111 1t
v oo o L2 0000 “ ¢ 0o -
X=1 4 -
000 0 N B ] 00 o090 cC o0
Fet ttotf ditof jrvo] |rroy
tty ti1d t1a 1141
coo0c¢ o co = © 00 0 00 0V

Figure 2
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Soit ¢ la fonction représentée sur la figure suivante (les tableaux

des deux colonnes de gauche de la figure ci-dessous).

AB  E=0 E=1
CON\O0OO111 10

f Q0|o ¢

LR

O o O
O o - O
QO .- O
O .- O
G w00
O kb O

1
it
o

O e O
O - = O
O - O O
O i owd O
O ot s O
O .- O
U - o0
[« N 43

‘Figure 3.

G o ok
Ot OB
O G o @
Q- o0
O b - O
O .-
U wt OO
O b ot O

0 o O

-
[
-
QO - O
(2 R )
O - 00
12 -
£ - 13
) - OO

O e O

Tous les mondmes de la fonction £ comportant la variable D, nous

posons :
£ = Dh
on a :
h=x'"k+xkk!'
ou :

h=x"k+k(k)'

(la fonction k est définie en 5.3.1.1.)

En utilisant le théoré@me des mondmes premiers [16]1, on obtient facile-
ment les mondmes premiers de la fonction E(}g) ' & savoir :
abc’'e'f', a'b', a'c, a'e, a'f, b'c, b'e, b'f, ce, Cf,
on a : ;
a'b' + a'c + b'c < abc’e'f' + a'e+ a'f + b'e + b'f + ce + of
on a donc :
K=k(k)'=abc'e'f' +a'e + a'f + b'e + b'f + ce + cf
La fonction h admet les deux bases premidres :
K+ x'(a'+b'+c)
K+ x'e'f!
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In prenant :

ot oot ?
Q e}ez...eq

on obtient une nouvelle fonction :
hl = K{a,b,c,el,ez,...,eq,f) + x*'(a'+b'+c)

Ia fonction K(a,b,c,el,ez,.,.,eq,f) a une seule base premiére puisgue
deux nondmes de K(a,b,c,el,ez, - .,eq,f} n'‘ont pas de consensus. L'opé-
ration de consensus entre K (a,b,c,el,ez, oo .,eq,f) et x'(a*+b*+c) donne
le monbGme premier x' ei eé ceo ec‘j ,la fonction hi a donc deux bases
premiéres suivantes :

K(a,b,c,el,ez, . .,eq, £f) + x*{a*+b*ic)

K(a,b,c,el,ez,...,eq,f} +x' el e} ... é::t £

(pas de création de bases premi&res nouvelles).
En prenant ¢ > 5 la fonction h, devient excentrique.

Remarque : On peut obtenir le résultat ci-dessus en utilisant le théo~

réme 4.9,
Cherchons une fonction qui admet exactement deux bases premiéres

de la forme :
P{y,v) + Au
Plu,v) + Xv

s'1l existe une telle fonction, on doit avoir :
Pl{u,v) = uv'® + u'v

1a fonction cherchée est :
f{u,v,A) =uv' + u'v + AQ(u,v)

ol ..
Qlu,v) =u/v/u+v/u.v
1a fonction f{u,v,A) a 4 nonbmes premiers uv', u'v, A, Av et deux

bases premiéres :

uv? + u'v + Au

uv' + u'v + v
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En prenant
u=a'+b' +c
- ¥ ] 1
V—ElEz...Eq g=z5
A= x!

dans la fonction f(u,v,A) on obtient la fonction excentrique é&tudiée
ci-dessus.
(voir 5.2., exemple 2.b)

5.3.2.2. Deuxidme constrwetion

La fonction génératrice de fonctions excentriques de la forme :

a, ® a +a0a1f(X)

0 1

Considérons la fonction

(X}

F(ao,al,x) = a, @ a; + ay 3, £(X)
oil ag et a, sont. deux variables booléennes et la fonction f(X) a une
base premiére 3 p mondmes donnés.
La fonction F(aO,aI,X) a 2P bases, toutes de méme modéle.

Prenons pour £(X) la clé de parité & n variables dont les mondmes pre-

miers sont notés My, Myye..,m

2n—-l‘
n-1 .
La fonction F a dans ce cas 22 bases de la forme
on=1
. 24
{:10(Baxl-§~bi 1 £4i<2

“ . . e . &y ; .
ol bi est 1'exnression cui figure sur la i me ligne d'une matrice cclon

ne qui s'obtient en faisant le produit matriciel A.M avec :
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2n—l

Vs ‘A—l— ~

a. . . a a a

0 0 0 0

a a a a “‘1

0 0 0 1 m2

aO . . a0 a1 a0

a, . . a a a n-1

- 0 0 1 1 22 , M = .

e . . . . m 1
n—
2

a1 . . al a1 a1

Les indices «0>> et <<1>> des a représentent les nomhres 0,1,2,...

n-1

2 1 dans la numérotation binaire.

cany 2

Théoréme : Ies points du spectre de la fonction :
F(ao,al,x) = a, @ a, + ay a; £fX)

ol

£(X) est la clé de parité

se situent sur une droite de pente ¥ = n + 32113

La droite peut étre :

- ascendante (fig. 4a)

descendante (fonction excentrique) (fig.dh)
horizontale (fig. 4c)

verticale (fig. 44d)

=W N -
f

Dans tous les cas, les points du spectre sont &quidistants et le spec-
tre est renseigné. Les indices de renseignement sont les coefficients

binaomiaux.

Sur les figures, l'indice de renseignement de chaque base est &crit a

obté du point représentatif de la base correspondante.
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FIG 4

Démonstration

Déanontrons d'abord que la foncicion G obtenue a partir de la fonction F
n-—
par la substitution (I) a 22  bases premidres.
Les monfmes premiers de la fonction G sont ceux qui figure dans 3
L} L3 L ] 1 ] ]
up V) V) e Vg + (u1+u2+.. .+up) (v1w2+. . .+vq) +uy u,. ..upf (X)+
+ (v1 TV, bl vq) £(X)

n, U, ...
1 72

et les bases premiéres sont de la forme :

“ 3 s 1 3 ] ]
(11) U, .. .up ViV5e. uvq + (ul+u2+. . .+up) (v1+v2+, . .+vq)+ z ki m,
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m, est un mondme premier de f(X)

ki=u1 uz...up ou vl+v2+...+vq
La partie non changeante de 1'expression (II) a une seule base pre~
miére puisqu’il n'y a pas de consensus entre deux monfmes de 1'expres-

sion. La fonction £{X) a 2n-1 mondmes premiers, par suite la fonction

-l

Ga 2 bases pramniéres.

Les bases pramigres de la fonction }.?‘(::10,::1l X) comportent une expressior

~1
T

fixe aj ® a; et une expression changeante b, 1<i . Soit E

l'ensemble des expressions changeantes. Considérons 1'expression bl :

bl =1 u, ... upm +ul Uy ... upm2+ +u1 u2 ee. UM

1 P 2n—1
Remplagons dans k mondmes premiers de bl' le produit U u, ... b par
la sanme vy PV, ot Vq‘ . nous obtenons une expression changeante

appartenant 48 E. I1 y a Ck n-1 expressions changeantes de ce genre don
2

les bases correspondantes ont le méme modéle (mk, lk) tel que :

P Lkt kg em

rﬂ}(:

=20 (pm) - k(pm) + k(g(nHl)) + L

IIr

ol (m, 9 est le modéle de l'expression irréductible

uy U, ... up(B (v1 +v2 + ea. +vq)

" = \ . .
Pour les bases de mod&le (mk ny !Lkﬂ) obtenue 3 partir de 1'expression

bl' par l'opération ci~dessus, on a :

g m ., = 2"l L et) + Get)g 4 m
v

2n-l

il

( fovkﬂ (ptn) ~ (k+1) (ptn) + (k+1) (q(n+l)) + £
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on a donc
M T T 9l

Kkﬂ - Rk = - (ptn) + g(nt+l)
Camme les deux expressions g-1 et (n+l) g-(ntp) sont indépendant de k,
par conséquent le support des points du spectre est une droite.

La continuation de la démonstration est imnmédiate.

Remarque. Pour £(X) = x la fonction étudide ci-dessus prend la forme

a, ® a; +a;ax étudiée précédemment.

5.3.2.3. Thodsdilme construction

La fonction |
(1) P(X) + AQ(X)
avec :
P(X) = uxy' + uv'x + v'y'z + u'vy + u'vx'yz!
% Q(X) = ux + u'vy + v'z

admet exactement deux bases premiéres :
P(X) + A(ux + u'vy + v'z)
P(X) + A(vxy + u'yz)

(voir 4.9  exemple 4).
En prenant :
X=X X5 .00 X

(2) y=yly2...yp p>3

z_—

i
N
o
N
N
.
.
N

On obtient une nouvelle fonction F i deux bases premiéres :

a) Soit E = {u,v} , G = {x,y,2} et s = m +m, ol m, et m, figurent
dans P(X).



98

-oum etm, n'ont pas de variables biforme pour s.

1

exemple 3 m = uxy' , m, = uv'x ; pas de consensus

~ ou s'ils ont une variable biforme de E (ou F) pour s, ils ont une
variable biforme de F {ou E) ; pas de consensus

b) Soit Pl (X) et Ql (X) respectivement les expressions obtenues a partii
de P(X) et Q{X) aprés la substitution (2)

D'aprés (a), deux mondmes de P {X) n'ont pas de consensus. Pl(X) est
donc la seule base premiére de P x).

Les bases premiéres de F = P, + AQl sont de la forme P, + A SolS es
une same irréductible des mondmes premiers de Pl + Ql = Ql

Come dans Q(X) le dédoublement des variables se fait sur les variable:
directes alors les montmes premiers de Q s'obtient a partir des monOme
premiers de Q aprés la substitution (2), il n'y a donc pas de création

de bases premiéres nouvelles.

La fonction F a donc deux bases premiéres qui s'obtiennent d partir de:

bases premiéres de f par la substitution (2)

Les bases premiéres de' la fonction F ont pour modéle

3,8 +3 p+7) , (2,0 + 4dp + 4) .
(m,2) est supposé le modéle de P(X) aprés la subSi};itution (2).

Pour p>3 ona 3p+ 7 >4p+ 4

La fonction F est par suite excentrique pour p > 3.
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Les résultats présentés dans cette thése ne représentent qu'une premiére

exploration d'un domaine assez peu connu.

On peut envisager de les prolonger dans diverses directions ayant a
la fois un intérét théorique et des applications pratiques dans diverses

technologies.Par exemple il serait intéressant de savoir :

a) Si parmi les fonctions de n variables, 1}l y a un grand nombre

qui sont excentriques ?
b) Si les rapports g;, %3 pour la meilleure base en'm et la meilleure

" :se en m et la meilleure base en 1 sont susceptibles de prendre

des valeurs trés différentes de 1 ?

¢) 8i les spectres de certaines catégories de fonctions booléennes
ont des propriétés particuliéres ?

Signalons encore & propos de la fonction £(X) =L\ fi(x) que les bases

i
premiéres de f s'obtiennent en superposant les bases premiéres des

Ai fi(x). C'est une propriété de "linéarité", ce qui est assez rare en
algébre de Boole pour mériter d'étre signalé.

Ce résultat est d'ailleurs assez isolé puisque les bases premiéres de
£(X) + Ag(X) obéissent & des régles beaucoup plus compliguées et qui

n'en sont pas moins intéressantes (voir 4.12.2),

Ces résultats montrent que la recherche des bases premiéres des fonc-
tions booléennes & part son intérét dans le domaine technologigque

(recherche des expressions de coilt minimal) a un intérét théorique.
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