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INTRODUCTION

L'objet de cette premiére partie est la description et l'étude de
quelques méthodes de calcul de valeurs propres "extrémes", qui nous ont
semblées intéressantes par la simplicité des calculs "de base" mis en jeu.

Cette caractéristique les rend particuliérement adaptées au cas de
problémes provenant de l'utilisation de méthodes d'éléments.finis, pour le
calcul des valeurs propres d'un opératéur autoadijoint.

On a alors un probléme “"matriciel" du type :
Ax = ABx

ob les matrices A et B sont définies respectivement & partir d'une forme
bilinéaire symétrique et continue, et d'un produit scalaire sur certains

espaces 3

#

aij a (Pi , P A= {a,,)

j) 1 ij

i

(bij)

4

bij (Pi ¢ Pj) -y B
Les Pi sont ici les fonctions de "base"” d'un espace de dimension finie, en

général inclus dans l'’espace fonctionnel dans lequel le probléme est posé.

La taille des matrices est égale & la dimension de l'espace 4d'approxi-
mation utilisé ; on a typiquement des valeurs de l'ordre du millier pour

celle-ci. Cependant, les fonctions de base P, étant 4 support étroit, il en

résulte que les matrices sont trés creuses, éi on utilise, pér exemple des
&léments de Lagrange de degré un (avec trois noeudspar triangle) les lignes
de chague matrice contiendront, en général moins d'une dizaine d'éléments
non nuls. i

Ce fait montre bien tout 1l'intérét qu'il y a éviter les transformations
- de matrices telles que les décompositions de Choleski, car, méme s'il. est
possible par une permutation d'indices, de donner une structure "bande" aux
matrices, la longueur de la bande restera toujours considérablement plus
grande que le nombre d°éléments non nuls contenus dans une ligne.

C'est 13 le principal atout des méthodes décrites ici par rapport avx
méthodes telles gue l'algorithme de Lanczos [9] ou la méthode des itérations
simultanées [5] , qui exigent, l'une et l'autre, une *factorisation” de B

sous la fogme "
B=LL

-

de maniére & pouvoir résoudre a chaque étape le systéme linéaire associé.



Les matrices A et B sont, d'autre part, symétriques définies positives :
B par le fait de l'usage d'un produit scalaire, et A dés que la forme bilinéaire

vérifie l'hypothése d'ellipticité forte :

& > O tel que Vu afu,u) 2 GLHGHQ

Ces hypothéses resteront toujours sous~jacentes tout aﬁ iong de cette
premiére partie, bien que, en fait, nous puissions supposer A seulement
semi-définie positive.

De ce fait, les valeurs propres sont toutes réelles positives, et nous

pouvons les ordonner :

osllskz s)\n

On cherchera & calculer Al' plus petite des valeurs propres du probléme,

en tirant partie des propriétés extrémales du quotient de Rayleigh. C'est-a-dire

que nous cherchons
x°ax
Al = Min
x20 x Bx

Le calcul des valeurs propres superieures : A { ,4>7% est possible
par deux procédés que nous décrivons rapidement : Le premier est un calcul
recursif basé sur des techniques de déflation ; le second utilise un calcul
similtanné de plusieurs vecteurs , avecune methode de project:ioﬁ ( come

dans la methode des iterations simultannses )

Nous renvoyons a (4 ) et (42) pour un tour d' horizen des principales
méethodes utiliseées pour le prableme Ax = Bx , ainsi q'une bibliographie
s'y rapportant



Le Plan de cette premiére partie est le suivant :

Dans un premier temps, on montrera comment des exigences trés naturelles
de monotonie des suites de quotients de Rayleigh, permettent de définir une
classe assez vaste d*algorithmes.

Le fait que les méthodes de puissance itérée et de Gradient puissent
étre retrouvées avec ce formalisme n'est cité ici qu'ad titre anecdotique,
et nous n'avons pas cherché i faire 1'étude de ces deux méthodes. On trouvera
dans [6] une méthode de Gradient pour le probléme généralisé & matrices non
symétriques, ainsi qu’une bibliographie sur l'application du Gradient au
calcul de valeurs propres,

Le paragraphe A.23 décrit deux méthodes :
1'une (Successive Over Relaxation) a &été abondamment étudiée par Axel Ruhe
[7] et [8] . L'autre apparait comme une généralisation d'une. méthode utilisée
par Buffoni [1] .Les paragraphes suivants décrivent des versions par blocs

{4 notre connaissance originales) de ces algorithmes.

Le second chapitre est consacré a 1°é&tablissement de preuves de
convergence des algorithmes introduits en A. On montrera que ces méthodes
produisent des suites de vecteurs dont les quotients de Rayleigh convergent
vers Ai + valeur propre du probléme. Une étude plus fine montrera que, d‘'une

maniére générale, lj = Ai ou An selon un choix gque l'utilisateur aura fixé.

Cependant, les cas de convergences vers des valeurs propres intermédiaires ne

pourront pas &tre en toute rigueur définitivement écartés.

Enfin un troisiéme chapitre est consacré i la description Cde détails pra-
tiques d'implementation ; et au conpte rendu d'essals nunériques






(A)Y DEFINITION DE QUELQUES
ALGORITHMES

Précisons d'abord les notations utilisées par la suite dans cette premiére
partie
Les algorithmes que nous allons décrire générent des suites de vecteurs

de R" {XN} . Les approximants de valeurs propres.seront données par les
Ne B

quotients de Rayleigh de ces vecteurs :

.k
" = xN AxN
N L
xN BxN

La matrice B définit une norme sur Rn notée de la maniére suivante :

1/2
‘lx'la = [ x'Bx ) /

On introduira les vecteurs :

Py = Xy4q XN accroissement de Xy a l'étape (N+1)
= o] o 3 - =

rN ¢: uNB)xN residuel® du probléme

% =

N xN / {QXN!‘B ‘SikxN 2 0)

a4

(- B &

A.l Expression de uN+i - MN

Nous allons donner une expression générale qui nous permettra de trouver
des déterminations des directions d'accroissement, Py telles que les

suites Hy générées soient monotones.

t
C Fme B %yn
ey 7 My © t - By
Xgrr B ¥yn
1 :
—;|x "2 [xN+l (AbuNB) xN+1]
N+1 B

1 t t t
HXNHHZ Lx, (A= “NB)X,,“’N (A-p Bip, + 2 p " r ]
B



t
X
Xy BXy
t N

xN BxN

mais th (A—UNB)XN = flleiz (

On a donc la relation :

1
- = ——— [py

RIS

t t
(a - uNB) Py * 2 Py T ]

(R) W N

N+1

A.2 On cherchera & donner & y un signe constant, par des

N+1 T H
déterminations appropriées de pN.

N

A.2.1 Dans une méthode de Gradient , l'accroissement sera pris dans la

direction de rN, puisque nous savons que :

. 2
grad [“(X)]xmxo "{IESTT;- (A—;.l(XO)B)XO = 0y Xy

on a donc : p. =k _ 1r

X appartient donc au plan déterminé par x et r

N

=

N+1
el T Py T Oy Ty

Ces parameétres peuvent &tre choisis de maniére optimale, c'est-ad-dire

tels que Myt soit minimum :

2 N N 2 N
{. + -
L e Py 21 * 200y 3, + Oy ay
N+1 2 N N 2 . N
Py by + 2p0y b+ 0y by
N t N t N_ _t
avec a1 = XN AXN a2 = xN ArN a3 = rN ArN
N t N N t
= B = -
b1 X X b2 xN?BrN b3 rN BrN

V N1 est alors la plus petite valeur propre du probléme suivant :

N N N N
a1 a2 X b1 b2 X

a, ag Y b2 b3 b




tandis que Py et GN seront les composantes d'un vecteur propre associé,

choisies pour que
Hxgey Il =1
N+i B
Ceci constitue une premiére possibilité.
A.2.2 Plus généralement, on imposera une relation du type
Ty = "My Py
MN étant une matrice, & choisir, facile & inverser

alors 1 €

p, H.p
2 N NN
’lxN+1'}

B
ol qN = B - uNB - (MN + MNt )

La monotonie peut &tre assurée par un choix de MN tel que p HN soit définie

et ~ Wy =

positive.

On envisagera plusieurs choix possibles :
a) une premidre possibilité consiste & prendre :

Yy =~ kN A Py (kN scalaire)

alors H& = {1 - 2kN ya ~ uN B .
On est domnc assuré d'avoir - E& définie positive dés qué

1
kNZ-Z"

du point de vue du calcul,; on a :

u -
g = Xyt ey = (1 "ii;) "mJ’(Fg')A By

On remarquera que, pour kN = 1, on retrouve (3 une normalisation de

X1 prés) la méthode de la puissance iterée inverse.

’ ~1
Py A Bx

el T N

ol Py est un facteur de normalisation.



N N 2 N
y ~ a1 - ZkN a2 - kN a3
N+1
N N 2. N
b~ - 2kN b, -k, by
avec ;
N t -1 N t N t
= = Y = AXx
gal v By & T*% *n a3 T Xy My
N _ ot -1t 1 N _ ot ~1 N_ _t
(bl = rN A BA rN \b2 = xN BA rN b3 xN BxN

u sera donc la plus petite des deux valeurs X, et A, telles que :
N+1 P 1 2
N N N N
a; - Kbl a, - Abz
p(d) = ’ =0
N N N N
a, kb2 b3 ~ ka

(sous réserve, bien sur, que l'on puisse lui associer un vecteur propre

2 t 1
de R de la forme : U = (1,kN) avec kN > 5—)
Chaque pas demande le calcul de :
-1 N k N £
i i 4, = ; = B = B
UN rN N A rN b Z Z et B X Z

1 N N 2 N N

La nécessité d'inverser A fait que nous n'avons pas reteénu cette possibilité.

b) un deuxiéme choix consiste & prendre

il

Ty = Ky B Py

il

A~ { uN - ZkN)B

alors MN

Ce cas est trés voisin du précédent, et, si kN > N/,
alors HN est définie positive, et la suite UN est croissante.

Ici encore, & chaque étape, on est conduit & résoudre un systéme linéaire,

c'est 4 dire & calculer B"1 rN



A.2.3 Dans le but d'éviter la difficulté de résolution de systémes

linéaires, (trés encombrants, en pratique), nous avons porté notre
attention sur des matrices obtenues & partir des parties triangulaires

inférieures associées a A et B, c'est-a-dire :

T

(a) - P

- E

(n) (a)

Ty =P

ol l'on a utilisé la décomposition additive standard : A = D(A) - E(A) - F(A),

soit

On pose :
My= % Tay *t A Te
les paramétres Oy et BN restant & déterminer. On a alors :
By = (-a)h = (b + BYB = ay D,y = By Dy

Nous avons envisagé trois cas :

(1) oy 2 1 ; - H, est alors définie positive, et {uN} est une
BN 20 suite décroissante 4

(11) o, <0 H, est définie positive et "{uN} croissante
By = Uy

{I11) ay = 1 ce cas correspond a la méthode S.0.R. étudiée
BN = -uy ‘ par A. Ruhe 7 .

Dans ce cas : M = -D

N a Y Y Py



Donc, si le vecteur initial est tel que :

Y. < min [ aii/b = min ue.)
0 i ii i i

(e. est le i-éme vecteur de la base canonique)
i

t
alors \ﬁh pN HN pN < 0

et la suite est décroissante (on a évidemment desg résultats analogues si

Uy > max  u(ei)).
i

Les études faites par Ruhe montrent que le comportement. assymptotique de
la méthode SOR est "comparable" & celui de 1'algorithme suivant, étudié

par H.R. Schwartz [10] .

%X _ donné ; X L X
N ! N N
pour i = 1,...,n . choisir Ei € R tel que
i
X + e i ini
u L N Ei i] soit minimum
i+1 i :
. = + Le.
Xy Xy gieA
% = % n+i
N+1 N

Guidés par cette remarque, nous avons cherché un algorithme assymptotiquement

€quivalent & des minimisations consécutives dans des sous-espaces.

A.2.4 Minimisation de y(x) dans un sous-espace.
s . n -
Soit Ep le sous-espace de R engendré par p vecteurs indépendants (p << n)

etll 1a matrice dont les colonnes sont constitudes par les composantes de

ces vecteurs.

U = (ui""'up)

x étant donné, nous cherchons x, somme de x et d'un vecteur de Ep,

"optimum", c'est-a-dire tel que le quotient de Rayleigh soit minimum.
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X =%+ U.p od e RP

: t
x AX 4 thtAx + xtAUl) +Y) utaun

xth + l’tUth + xtBUr) + T)tUtBUV

alors uix) =

Le minimum, A est la plus petite valeur propre du probléme de taille p+l suive

€, t t, )
(x AX X Au1 coes X Aup ryo
t t t
ule uIAu1 cees ulAup ¥y
utAx utAu utAu y
\ P A \ P}
rt t t ) r\
x Bx b Bu1 ceos X Bup Yy
t t t
ule ulBu1 voes ulBup y1
A
t
uth u Bu1 Ceese utBu Y

qui est simplement le probléme projetté dans l'espace engendré par x et E

t
On aurait alors r) = (yl, y2,...,yp), en choisissant (quand cela est

possible) un vecteur propre associé tel que y, = 1

Ceci est assez proche de ce qui est fait dans la méthode des itérations

simultanées, on 1'espace approximant est généré par 1'utilisation de la

méthode de puissance itérée sur {p+1) vecteurs indépendants : ZO""'Zp :
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- -1 .k -1_k -1_.k
x = [{(B "A) Zy « (B A z, s ee.s (B "R} zp} N

Ici, nous cherchons a la place une forme dimplifiée, qui soit asymptotiquement
(et sous réserve de convergence) "équivalente" & cette minimisation.
Signalons, "en anticipant sur la rédaction de cette premiére partie, le
chapitre suivant, donnant un sens plus précis i cette ;ﬁfirmation, que si

% est "proche" d'un vecteur propre v, de norme ftvlil =1 ; associé a la

valeur propre Rl, clest-a-dire :

av, tq :(A-—)\1 B)v, =0

ilvlilB =1

‘!VI —}?!!B=E ’

alors l'erreur commise en prenant U(x) comme approximation de Al est

2
d'ordre €

Ce fait nous donne une approximation du premier ordre de notre probléme :
T T
fu” (a- uB)U:H) = -U" (A-uB)x

En supposant la matrice Ut(A-pB)U réguliére, une approximation de X est :

%=1 -uU (Ut(A—uB)U) 1 oT (a-uB) 1 x

Nous allons simplifier cette expression en prenant un cas particulier :

On supposera que les Ui sont p vecteurs de la base canonique. Alors, si

N N
A et B sont les sous matrices extraites de A et B en ne conservant que les

a Ly
indices relatifs & E , avec de méme r, et X . extraits de r.. et x_ : .
P N N N N

vo-1

1Y BV %
X = —-(A-UB) rN

X -
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A.2.5 Méthodes par blocs

Notons I [k,pl pour k et p entlers, tels gque k < p un "segment” de N

Ilkpl ={me N / k<m <pl}

On partitionneralesegment I [1,n+1[ en K segments consécutifs et

disjoints :

Ifi,nt =0 I(m.,m [
i=1,k i7i+d
avec mi = 1 et mk+1 = n+l.

' n
On pourra associer un partitionement de R" en k sous espaces disjoints :

E [

S

espace engendré par les vecteurs ej, pour j € I [ms,mSH

Rn

Ei @ E2 ... 6 Ek

Nous allons maintenant donner une itération simple, qui, sous réserve de

convergence est "asymptotiquement” équivalente a 1l'algorithme suivant :

Xyo= %y
pour s = {,..k U = Min [p(x s+¢)]. réalisé
N.
PeEg Y.
pour ¢ _
s+l s
Xy o =Xy b
g ket
*Nep T ¥y

On associe au partitionnement des indices un découpage en blocs de la

matrice A ~ UB :

Dy 'Fn 'Fﬂ
A- B = *EM ])21 "F—q.( “P@ " Ea) T Fa

€, |-F, D,

—— e - S
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et des vecteurs

Xy

)

D'aprés ce qui a été vu précédemment, une itération poésible est

* bloc | P& E1
¥ D X % F X
r = - -

i1 71 i1 1i 7i .

A -uB =D
A= UB =Dy

| P ] - = -

d'ol DII(X 1 Xl) - D11 X1 + ifl Fli Xi

a 1' issue de cette &tape, x est remplacé par le vecteur.

A

* bloc s : 4 cette étape, le vecteur en entrée est :

xt = X' X! ' X" X X { X
1 2! s-1 s s+1 f k
¥=-2 E _X,+D X -.L F X,
j<s T sj 3 ss s j>s sj 73
A-us=p
HE =D g
d'cab__ X' -L B x.= L ¥ x|
ss s j<s Tsi 3j j>s “sj T3
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On identifie aisément la forme par blocs de l'algorithme de Gauss-Seidel

linéaire :

-E, X" = F

) ~ B

A.2.6 Cet algorithme rentre dans le cadre donné précédemment, en
prenant MN combinaison linéaire des parties triangulaires inférieures
par blocs issues de A et B :

N Tyt By T

On utilise la décomposition additive par blocs :

Par la suite, les résultats du paragraphe sur les;meuvéS(ie convergence
étant valables pour les décompositions classiques et par blocs, on omettra

»

de 1l préciser dans les notations.

La matrice HN reste définie positive dans les deux cas gsuivants :

aN z 1 a €0
I-B BN >0 II-B {BN < “ty
Le cas : III-B : Qy = i
By = My

correspond 4 la méthode SOR par blocs,

Montrons que cette méthode génére des suites monotones :

1 k £

- 5 p. (A _-u B )p
l!xN+1IIB s=1

uN+l - uN = s ss N ss s

Done, si le vecteur initial a un quotient de Rayleigh inférieur & 1la

plus petite valeur propre des problémes blocs diagonaux, c'est-ad-dire si :

¢
< Min { Min Q—éﬁ-]

u
® s=t...k beE_  %Bo
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Alors, la suite est bien monotone décroissante, puisque tous les f)N
vérifieront, & fortiori, la condition énoncée.
Cette condition a pour conséquence également la régularité de tous les

blocs diagonaux dans la suite de 1'itération.

On se limitera pour la suite de l'étude théorique de cette premidre partie
aux algorithmes I, II, SOR, ainsi qu'aux versions par blocs de ces

algorithmes.
A.2.7 Versions "relaxées" de ces algorithmes :

Elles sont données par la condition :
@y Diay + By By ) gy = xy) = w [lay B, + BEL) Xyt 1 TR (AR xy ]

1 1
nous avons alors TA(w) = ;—DA ~ EA ; TB(w) = E'DB - EB

- (1o - - (2 - 2 _
B = (1 uN)A (“N + BN)B aN(w 1)DA BN( = l)pB

Les résultats précédents restent donc valables, pourvu que’

i

- 120 soit we 10,2]

A.2.8 Calcul d’un vecteur initial

Comme nous venons de le voir, seules les méthodes SOR et SOR par blocs
posent des conditions sur le vecteur initial. Nous propdsons ici une

technique pour initialiser ces algorithmes.
On commence par calculer x tel que :

U(x) = Min { Min )}
s=1,..k xeEs

I1 faut donc résoudre les k sous-systémes extraits :

AX—AB?(’
ss s ss “'s

et garder le vecteur donnant le plus petit quotient de Rayleigh. Le calcul

reste trés raisonnable si on se limite & des blocs de petite taille (deux

ou trois).
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A ce gtade, on a pas encore la condition d'inégalité stricte demandée, et

un des blocs diagonaux de la matrice M(uo} est singulier,

Soit D = A

kk = Bk T Mg By ce bloc .

",
La détermination de Py est alors impossible. Illustrons ce fait dans le

cas o les blocs sont de taille deux :

- ) %
Lofayy - My byglpy Py 0
g<i .
+D, =
z§1 (@341, 07 MoPi41, 0Py Piyq 0

.

-

L'idée que nous avons utiliséeconsiste 3 remplacer Dk par Dk + pIl od p

est un paramétre positif tel que P + pI soit inversible.

k

L'accroissement initial est alors donné par :

L, =B -1y, ~Ey) +pley, +e, 41 Tp=-14
ce qui conduit & :
~1 t 2 2
Wy = Mg = 75 Lpy (O, -uyDy)py+2 plp " +p )]
]!xigf 0 - 0
B

Xy est alors un bon vecteur de départ, puisque Hy < Hy
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(B) PREUVES DE CONVERGENCE

L'objet de ce chapitre est d'’essayer de montrer que les algorithmes (I), (II)
et SOR, ainsi que les versions relaxées et versions par blocs leur sont
associées prodaisant des suites convergentes vers la plus petite ou la plus

grande des valeurs propres du probléme généralisé, ceci se détaillant comme

suit
convergence vers ~Al : * algorithmes (1)
* " (1.B)
%* ' SOR si Hy < min éii/bii
' t
* SOR-blocs si Hy < Min [1nf Qzét ]
.S ¢eEs ¢ B¢
convergence vers A, : * algorithmes II

N
* o I1.B

as

* SOR si By > Max il/bii .

*  SOR-blocs si Hy > Max [ supl( Q-eéi ]
s $eEs ¢ B

Les résultats étant analogues dans les deux cas, on ne parlera plus que

des algorithmes générant des suites décroissantes,

Les suites étant bornées inférieurement, par Xl » elles convergent vers

une limite, que nous noterons 1

Montrons d'abord le lemme suivant, déja démontré par Ruhe dans le cas
de la méthode SOR.

Lemne B.1
- a,
Si les suites aN et BN restent bornées supérieurement, alors ||rN|| + 0
t
lpN Hy Pyl
Démonstration 7] - p, >0 donc
N+1 N I Ix l !2
+
N+1 B
', 2
* montrons d'abord que : lleil
2

2
I'xN.‘,l ”
B



- 20 -

pour cela, on distinguera deux cas :

a) Méthode (I) et (I.B)

t

2 2 2 2
|y Hy By [= (@ - 1>HpNHA LT BN’“PN“B O - “BN“PN”D

B

2 - 2
+ e 1) O ]le!]D

A
tous les coefficients sont, en effet, positifs.
2
alors, pNt By pN‘E Ai l!PN'lZ 2 ¢!!PN!!
B 2
b) Méthodes SOR par blocs :
t 2 vt o n, o
!pN HN pN [: ( w Y sil pNs (Ass - uN Bss )pNs
> 2 _ 1) g ot n, N N
oW a=1 Pns (Ass - uO Bss )pNs
avec l'hypothése sur uo r3¢ > 0 telle que
t Q") ny N v 2
\7’ S = 1,...;}( ¥ pNS (ASS - uo BSS)pNS 2 (pi!pNst'z
finalement let HN PN‘ 2 p( é‘“ 1) IIPN!li
2
Hegl 15
* montrons que e >
[Ty |
B
enetfet, |[x || = llxg,ll - [lpg]]
! Nt N+1 B N' B
[yl | oyl |
soit N B > _ N
llxN‘f“}.llB llxN+1‘lB
MR
nous avons vu que ————— 3

S N



donc, certainement, & partir d'un certain rang :

NEMY
N B

> 1
IIXN+1IIB 2
oyl eyl eyl
dtou 1 2 < 2 donc lim 2 =0
2 HlelB . melllB Moo HxNHB

0
* passons maintenant & la convergence de Ierll :

Ty T oMy P eyl < gl eyl
N MN N N 2 N 29 N 2
avec IIMNII = sup I!MN x'lz
i|x||2=1
Ly s Jayl Hmall o+ 18yl sl

donc, avec l'hypothése que aN et BN restent bornés, on a :

|| (A~ “N“”“N”z +0 soit H%N“z >0 @.E.D.

La suite ﬁh est sur la frontiére de la boule unité de Rp , (muni de

la norme || IIB), qui est compacte. Nous pouvons donc en.extraire une
sous suite xN convergente :
k
A
xNk + v et |'v,|B =1

alors (& -4 B) QN + (A -yuB)v

k k
--------- (A-B)v = 0
Ve) >0  on montre que || (a- pBIv|| < e:

(A- uB)v = (A-p_ ‘BY)R_ + (n, =~ WBX  + (A~ pB) (v-x_ )
Nk Nk Nk Nk Nk
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Nous savons que

Y £
% K, tel que k 2K, ~ ||~ u, Bix, ||=l|r H< =
: > 1lam w2y 1=l 11§

* K, tel que k 2K, > Q(ka—g_)l . HB{(NK <5

£

Ky el que k 2y [faeml] L ey <5

donc, pour k 2 sup {KI,KZ,KB 1} on a la majoration cherchée.

Ceci montre que U est une valeur propre du probléme sdit ki. Une étude
assymptotique permettra de montrer que, en fait Ai = Ai

On aura par la suite besoin du théoréme suivant, conséquence de la théorie

des perturbations d'opérateurs symétriques : (voir [2Jpour le cas Ax = Ax)
Théoréme B.3
Soient 6 un réel gquelcongue et x un vecteur de R"
Soient Ai une valeur propre du probléme généralisé (& matrices symétriques}*
et !Vs le sous espace propre associé :

|v| = ker [A - }; B ]
On notera ©{A,B}) l'ensemble des valeurs propres du probléme, et d la

gquantité :

d = dist [§, (U{A,B) N li)l = Min | § ~ ?xj!
lj¢ Ay N
)&jQG{A:B} .

et O xgjvg} l'angle entre x et |v| , défini par :

0(x,|v]) = Arc sin {. Min 4
ye|v] *
On a alors la majoration suivante :
lt(&—&B)x{{2 1
Sin @{X;;V;} < C iIX} ‘2 . a“

ol € est une constante qui ne dépend gue de B.

¥ B étant définie positive.
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Une conséquence immédiate de ce théoréme est que, si Xi est simple alors

La démonstration se fera en plusieurs parties : on rappelera d'abord

deux lemmes, classiques (Kato [2]).

Lemme B.3.1

o o e e 2 o e WD

soit T un opérateur linéaire continu, autoadjoint de M, espace de Hilbert

dansg lui-méme.

alors llr}l = sup |2z]
z €o(T)

et, size p(r), (ensemble résolvant), alors C

- 2 ] e —21
“R(z,“ = |- dist (z;0(T)

{nous notons 1 l'opérateur identité dans H).

Soit alors A o une valeur propre isolée de T, et soit I' un contour fermé

dans l'ensemble résolvant de T, tel que ' entoure AO et 1'isole du reste

du spectre. Alors

-

P, = o= [ R{z) dz
AO 2inw T

est la projection sur le sous espace

invariant associé & AO . PA est autoadjoint et c'est une projection

orthogonale, 0

On a alors le :

Lemme B.3.2

- S . it e s

Pour tout réel § , et tout x € M

dist (8, (o(P)\ AO)) - Ha-ey x| < ] -8)x]]
0

ou 1 est l'opérateur identité de H.

Nous pouvons ensuite passer a la démonstration :

on appliquera le dernier résultat 3 T = LalA(L“l)t avec B = Lt

d'abord (A-A, B)y = 0 <=> (p-x L5y = 0
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On cherchera & borner la quantité :

sin Oy, |v]) = Minu-——u—

Y-z
ze{V{ [lyil

Si P désigne la proijection spectrale associée 3 la valeur propre Ai , de

-1 -
la matrice T = L ~ A(L 1)t

alors, il est facile de vérifier que :

vy, (@ Htp Lhy e [v]

donc sin G(y,*V!)S Ii(L-l)Tf;?“P)Lt yi{
< a1 et vl
d ) vl T
< lehEl tea™h) st vl
a_ - YT -
< e L YL [Lasseyvl]
d S FETh

Q.ED.

Considérons une base B orthonormale de {V: » et soit V la matrice formée

par les vecteurs de cette base :

alors 2=vvta est une projection

B - orthogonale sur fV{

t g P
1) VV Bx e lv( comme combinaison linéaire de vecteurs de !Vl
Q2 t t t
2) P¥ = vV B v = =
) V'\wk/_z B Vv B 8

_ .t t oot _
3 Bk, (Ig%)y)B = (x'BV VB -vv By =0

Considérons la quantité suivante :

lt{xk - gyxl‘

-

ci{x}) =
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IL.e théoréme précédent nous apprend que :
.&
e(xN) 0

Avant d'aller plus loin, nous allons formuler une hypothése sur le

comportement des suites aN et BN : (il s'agit en fait de fonctions

d H
e xN}

"

a

g = olxy) BN=B(xN))

N

Hypothése (H)

(13

lim a, =«

N N
lim B =8
oo 7

(limites qui ne dépendent que de ki).

le convergence ayant lieu 4 une vitesse au moins égale & celle de E(xh].

Plus précisément, il existe C constante positive et un rang M tels gue :
lag -~ al<c etxy

N> M -+
I8, - Bl<c ewxy

Cette hypothése est trés peu restrictive, puisque dans la pratique, on se

limitera & prendre GN et BN constants pour les algorithmes I et II, et

qu'elle se trouve naturellement vérifiée pour les méthodes SOR et SOR par

blocs.

Le théoréme suivant s'inspire d’un résultat donné par A. Ruhe pour la

méthode SOR.

t] ”1 —
On posera : C(Xi) =1 = (aTA + BiB) (A Ai B)

Théoréme B.4

——— o — S tore s o T

Il existe une constante n> 0 et une fonction F , R? + R® dont 1la

norme est homog@ne et telle que

2
e(x) <n s ”F(X)H <ClE )T - Hxl |
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pour une certaine constante C > 0 (indépendante de x) :
cette fonction étant telle que :

X € ,Vl > FP{x) =0

avec : pour tout X tel que €(x0}< H

- _w! -
alors , X, —~[I My" (A H, B) ] X,

-

vérifie

x1 = C(Xi) X + F(xo)

démonstration : X, - C(Ai) X

-1 -1 -1
. ( My - Ai)M B x, f (M My )(A—MOB)X

0 0

= Fl(xo) + F2 (xo)

% le premier terme est facile & borner :

-1 -1
N I R N (I WY I | M T I T T
xtAx xt St A Bx
!u - k.! = -2 0° . 2 o, <1 [xt AX - xtbgt aBx 1
] i xth xtgtsgx WXtBX [e) o] fo o
[o 2o o o o

t

0 0
mais x (I—P)t AP x = xt

Ot 6]
(1-P}) BP x . Ai =0

t, Ot O
xO (x-P) A(I—P)xO

il reste T O
0 i t
Xy B xo
£ C e(x0)2
-1 2
et ||r xp]lsc. [T . |iB]] S Y N ENT

~1 -1
o 11m e s T - w7 ] L an ugeixg |

Hroll = Ha-ugixpl | < ] a- amixgl] + [0 - u03¥ RERNY
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0
I @a- Ay fi=|]@- AB) fI»P)xO I

s |]a- }\iB“ - elxy) o |xg]]

d'on “r()” < c1 E(xo) e “x()“

On va borner mt o MO"I : mlo Mo“l = ﬂuo'l My - M) ul
- - -1 -1
HM‘-%IHSIM)!Ieﬂ%-MH Hu ]

-1
[ 1M ~1ll < !IM_ I
° N L THTEENY

P I CeAl

donc [|u7! - u ~
LI RILENI

0

Or M-M, = (o~ GO)TA + (B - BO}TB

llM~M0||s celxy) L]z, |} + HegHa

a partir d'un certain rang, on a certainement :

e I E NSRS

d'od finalement

-1 -1 -1y 2 A‘
™ - m s 2 e o [n7] S CHm L+ gl

‘ -1 -1 2
et |[m™ - M) rolls e . etxg)” .« %y}

ce qui achéve la démonstration.

B, 5 Etude de l'itération linéaire

-1 -
Xge1 = [ 1 -M " (a- ,\iB)\] Xy

c(Ai)
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D'aprés la régulariité de la matrice M, les points fixes de l'itération
linéaire sont les vecteurs propres du probléme généralisé associés a la

valeur propre A = Xi . En particulier 1 est valeur propre de C(li).

Nous allons donner deux propriétés de la matrice C(Xi), déja énoncées

par HR. Schwartz [10] au sujet de la matrice relative & la méthode SOR.

Lemme B. 5.1

La valeur propre 1 'de la matrice C(Ai) est semi-simple ; autrement dit,

le bloc associé & cette valeur propre dans la forme de: Jordan de C est

diagonal.

En effet, s'il en était autrement, il existerait un vecteur ho tel que

hO € Ker (C—I)2

h0 ¢ Ker (C-I)

Nous aurions donc : C hO - hO = Vi , vecteur propre du probléme généralisé

associé & la valeur propre ki .

En posant h1 = C hO

It
(=}

ona : h, -h, = Vi donc (A - Ai B)(h1 - hO)

Il en résulte que :

t t
h1 (a- AiB)h1 = hl

it

t t,. -
(A~ kiB)hO = hO (A~ AiB)h1 ho (Af AiB)hO

alors

0 =nh,% (&= A.B)h, - h.C
i 1

t
1 o a - AiB)hO = {h1 - ho) (A- KiB)(h1 -~ h

o’

t
+ 2(h,-hy) " (A~ A B) hy .

En utilisant : {r - M"1 (&= A B)l h,. =h
i 4] 1

(a- liB) hO = -M (hl—hO) ’
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On a finalement :

0=(h ~-h)t

t
y o) [a~ AiB - (MM ) ] (hl—ho),

Ce qui implique que ;

(C -~ I)hy =0

h

o € Ker (C-I) ,

ce qui est en contradiction avec les hypothéses.

o e e e . e e

pour A = Al le rayon spectral de C(Ai) est supérieur a 1.

Soit ¢O le vecteur défini par :
bg =V + v, o0 AV, =) BV, v, 1l =1
B
AV, =X BV, ||vi||B =1

On a (V1 . V =0

i'B

=1
et u(¢0) =3 (Ai + )\1) < )‘i

Alors la suite définie par la recurrence suivante :

' ¢O
bpy = L1007 (A=A B)] 6
est telle que :
u( bsq? < u(¢N) Ceeens < UG < Ai (2)

puisque M=A - AiB - (M+Mt) est définie négative.
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En supposant 1l'hypothése non vérifiée, on aurait p(C(A )} = 1
i
et, d'aprés le lemme B 5.1 :

-3
¢N >V, et “N Ai

Ce qui est en contradiction avec (2).

Donc nécessairement p [C(Xi)3 > 1 si Ai¢ Al

A cette étape, nous pouvons faire le point sur la situation.

Les méthodes considérées produisent des suites de vecteurs dont les

quotients de Rayleigh convergent vers une valeur propre Ai. Parallélement,

l'erreur sur les vecteurs, mesurée par la quantité

|| a8y 2] |
C®) = o=
1=

tend vers zero. Enfin, 1'itération réelle différe de 1'itération linéaire :

XN+1 =c Ai) X

N
par une quantité d'ordre deux en e(xN).

La matrice C(Ai) étant telle que :

p [C()‘i)] > 1 si )\iz)\l

l'itération linéaire ne peut (pratiquement) pas converger vers un vecteur
du sous-espace propre ‘Vl associé a Ai'
Pour pouvoir dire si la convergence de l'itération réelle vers Ai # Ai

est impossible ou non, il est nécessaire d'approfondir les relations entre
les deux itérations.

C'est l'objet du paragraphe suivant :

B. &

Soit 1l'itération suivante :

XN+1 = C xN + F(xN)
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oi 1 est valeur propre,semi simple, de C avec un sous espace propre associé lV

Ce sous espace est tel que :
X € lvl > F{x) =0
P étant une projection sur lVl s l'erreur est mesurée par

1

Nous savons qu’il existe des constantes positives ) et K telles que :

el |
TR,

cette propriété restant vraie pour toutes les normes de R".

el{x) < Y

Nous allons essayer de répondre aux questions suivantes concernant

1'espace {Vi 3

1) s1i pi(C) = 1 y a t'il convergence de l'itération réelle dans un

secteur “proche® de |v| 2

2) si pi{c) > 1 est-il possible d'exclure une convergence vers un
élément de lvl ? et que peut-on dire du caractére

"répulsif®de |v| ?

B.6.1 sous les hypothéses précédentes, et si p(ci =1
alors l'espace |V| est attractif :

T >0 tel que si €(x) < T alors, 1*'itération :

xN+1 = C XN + F(xN)

vérifie lim e(x%g =0
N2 |

Considérons la matrice M = (1-p) C (1-P)
son rayon spectral est :

p Ml = | Max .} <1
uie[p[CE\!] i
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n
donc il existe une norme ¢ sur R telle que :

1

pM) < s¢¢ (M) 5-2— [pM) + 11 <1
C'est la norme que nous allons utiliser :
|| @-p)x]|
H*] g

Nous allons montrer que 3 1 > 0 et C ¢ ]0,1[ tels que :
<
em0)<r-+€&cxo+F“%)]- Ce¢m0)
posons : X, = CIO-I- F(x )

1
0
Ha-e) Cxo“q) + ”(l’P)F(xO)Hq,

"¢ (x,)
! | 1 Cxif 1y - HFxO)H¢l
|| (1-p)c (1—p)zx0§]
; 2
ol FE Rl e o)
eq)(xl)s
e, 1
0 ¢ - Ke. 2
HXOH (xO)
0
w1,
Nous allons borner inférieurement e
[1*ol ¢
c CcP c(i-p) P
H % ff¢ > | XOII¢ | %01 | N Xoll¢ |
- = - = fee— - Sidy (C) . (x_)
Tolly [ T1%ally  ~ [1%lle Toll, 05 %o
P
comme }_I__XOH‘I) 21 - Eq)(xO)
HXOH¢

I1 est licite de ne plus mettre de valeur absolue, puisque
lte, 11
Xy é

12, 11, N
et -+ 1 si €

{(x,.) =0
IENIE °

¢
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Il reste finalement

. 2.
Spp M)+ E4lxy) + K . I .-PHM €4 %0)

£¢(x1) < . 5
- - K
i [1+s¢¢ ©1] %(xo? e¢(x0)
comme S¢¢ M) < 1, i1 est facile de trouver XK >0 tel que, par exemple :
1
E(b(xﬂ) ;<){.3 + e¢(x1) < -2-—[1 + S(M mi1 . e«b"‘o)
il en résulte gue : E(xN) +0

Le cas o p(C) > 1 est beaucoup plus délicat. On a d'abord étudié le

probléme dans 1eque1(: est une matrice symétrique :

* dans Rz, il n'y a pas de difficulté : par un changement de base

approprié, on se raménera a 1l'exemnple suivant :

{ i 0
U = U +F (U)
n+l o 1+kj n n

X
avec 0O = ( n)
n

¥n

On a alors le résultat suivant s

> Q tel que si € = e 5 k (1]
3‘) (U,) {"02 + yozlw ‘7 ‘

alors J K tel que s(uK) > \7

En effet, si U, vérifie la condition [1] , alors :

0
2
(1+k) - €. K lju
N | vy | o Hugll
X
! 1% | * & X Yl]
Yo !Ybl
comme €, S| | 1/, Y2 </2 ¢
(UO} x lx 2 21 /2 (UO)
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Yy Yo
Nous pouvons borner : ’ --| 2 ¢(e.) [ S
x1 0 XO
T+k=K €. .
avec ¢(€0) = =
1+/2 x €2
o)
comme lim ¢(e) = 1+k avec k >0
e-0

Il est facile de trouver p tel que si €y < U ¢(€O) >C > 1

(avec, par exemple, C = 1 + %—)

Il suffit d'appliquer récursivement ce résultat tant que elx )< u
P N
Y Y,
| 2N 2
N 0

d'ou le résultat.

* passons maintenant au cas d'une dimension supérieure :
. B n
C est une matrice symétrique dans R avec n > 2.

On introduira les projections orthogonales suivantes :
n
P: R =~ E(l) dans le sous-espace propre associé & la valeur propre 1

PV projection sur le sous espace, associé a la valeur propre de plus grand

module U (Iu[ > 1),

Ici, la présence éventuelle de valeurs propres inférieures 4 1 nous a
contraint a imposer une condition supplémentaire, indiquant que la
composante Pu X n'est pas "trop petite". Le résultat peut s'énoncer de la

maniére suivante

Pour tout réel Q ¢ J0,1]1 , on peut trouver'v >0 et o > 0 tels que :

tout xO vérifiant : E(XO) < U
e, e 1|

s 2
WZQ[&(XO) - € (Xo)l
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[ o =
est btel que 1'itération : xN+l C Xy + F(xN)

vérifie : 3K tel que : e(xK) >0

Avant d‘en donner une démonstration, essayons d'interpréter le résultat :

On définira une représentation plane de l'erreur de la maniére suivante :

X
& = 9 (p suppoesé # 0)
O 1IP e I (xo)
en abscisse, on portera : [I(l—%})(l—P)io !!
en ordonnée : 'IPP ﬁoii = ‘SP? (1-P)R, I

Ce qui donne dans le plan x 0 y un point représentatif H(xo).

ll(l-P)ioll ﬁﬁkxﬁ}
Alors ¢ = ——————— ~
(xg) 2ol ¥l
€(x.)
5‘5():..._.._..(1_.
¥o 1-€ (x,)

-On  représentera schématiquement la courbe :
’ 2
Hpu @] =0 e ~-aexx*)

qui présente & l'origine une tangente telle que :
T kel

sin © = 1lim
€20

*~.
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Donc, pour tout O <10, g:], il existe un rayon R(O) tel que pour tout

X dont le point représentatif M(XO) appartienne au secteur hachuré

1'itération Xy
X = C + F
N+1 Xy (xN)
vérifie &K tel que OM > R

Ceci n'exclut pas la possibilité d'une convergence vers 0. Mais :

- la convergence doit &tre telle que la "trajectoire" de M(x ) soit
= N
tangente en 0 & 1l'axe x' Ox

- toute perturbation X = x + 8x de x telle que P

3

(x) 2 0 entraine

une croissance de l'erreur.

Passons maintenant & la démonstration : On cherchera & montrer que 3 A,

constante > 1  telle que si X, satisfait aux hypothéses, alors :

e, 511 Hey sl 18, %] ,
Tl = M FEwl  Temy > 2fceace’

* en ce qui concerne le premier point :

[z %, 12 exg 1= 1o, vt ]
[P0 1T S5l [ [P P ]

en utilisant la symétrie de C :

[12, expl] = [ulliey o 11
e oxg [| = [lexg ||
XS 1%l
e el M e ?tl Ty !lpgo!l
TR 1 . Ke ) [1%0] 1
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Lol 1

e gy 11 = Tl = T a=eax, || Tl * e
en utilisant l‘hypothése (b)
K €(x
0)
e, eIl ll [t —etxg) - a1 e, x|
||P (xl)ll 1- s(xo) + K E(x0)2 ||P(x0)||
Iui(1-€) (1- o) —;g-e
en posant f(e) = 5
(1-€e + K €°) (1- ae )
nous avons : lim £ (e) =Ipi> i

e~0

Il est donc facilé de trouver q tel que si
)

£ < % £(€)> -%(nq+ 1) > 1
e, )11 e, %11
T 1 0
alors TTE—Y;:YTI > 2("ﬂ+1 TTB”YE_TTl

il reste a vérifier le second point :

I a-p el + Ha-prep ||

d'abord €(x ) =
! [ exoll . = [IF&xg) ]
lHewp = 11e e x Il + 11 a-prc xg)| 2 []ex||
lla-prcx, || s lpl H -y, 1]
lulexy) + x E(x0)2
d'oit e(xl) <

i- s(xo)- K ;(xo)

U + Ke
1 - €~ Ke

On posera g(g) = ¢ 5
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2. . , s
La fonction ¢ » Q{(¢- a¢ ) é&tant croissante dans un voisinage de 0

(9 >0), ona :

si e(x,) et elxy) < vl 0 [a(xl)—ae(xl)zj <0 [é(e(xc))—a g(E(xO))2 1
“Pu{xl);‘ 2 ’
e s i i - - .
comme I AT FEx) « 2y 7 %))
Il suffit de vérifier la condition : (on note ¢, = ¢ )
0 (xo)

2

A £le)) . Q. (gy —agy” )
¢ e = , =z 1
{ 0) 0o [y - ag }2
(€,) (80)
K 2 2
Out-e) (1-0e) - 59:} [i-e- Ke™]
ple) =

(1~e+K€2)QM+K€)(1~€(1+omp~€2(K+ 0K)

On fera un développement limité & 1l'ordre 1 autours de €= 0
1+ el-(o+2) - 5%3
$p(e) = = + 0(€)
1+ ef~ - (1 ] '
gy = (b

Ce développement montre que :

D lim ¢, =1

£+0
2) si - (0+2) "%}] >1§l - (1 + o
K 1
- (1+ =) + 1
gsoit, si o >‘“{ Q

il - 1
la fonction ¢ {g) est supérieure & 1 sur un intervalle

Ee]O,r)E
3

donc, tant que E(xk}< v = Min { ?4, X}:'?}j
>



- 39 o

Nous pouvons appliquer vrécursivement le résultat :

l]Pu(xk)!i Lk fl?u(xo)fl
1P &0 [P )]

et :

a1 eIl eyl gl
R N S T PO T XS T | B L L TEI N T

la suite x, ne peut vérifier la condition :

€ (x") < ?
car alors lim s(xN) = 4 © A > 1)
N-boo

Remargues 3

i) la démonstration précédente reste valable dans le cas non symétrique,

4 condition gue la valeur propre §i soit semi-simple. On aura encore
Heycx || = |ul lle el

2) bans un cas plus général, notre démonstration cesse d'&tre valable, et
il n'est sans doute pas simple de 1'y adapter. Néanmoins, il s'agit 13 d'un
probléme technique, et la nature du probléme ne change probablement pas

dans le cas non symétrique.

3} Nous ccncluronsjdonc que des convergences vers des valeurs propres
intermédiaires ne sont pas théoriquement exclues, mais qu'elles semblent
trés improbables. Dans la partie concernant les essais nﬁmériques, nous
avons essayé d'initialiser l'algorithme avec un vecteur “trés voisin®

du sous-espace propre -associé a Xz .

4) Le probléme de 1l'optimisation deg paramétres a et f intervenant dans

la définition de l'itération reste entier, aussi bien d'un point de vue

local, soit : X étant donné, calculer an et Bn tels que LY soit

minimum,

que d*un point de vue asymptotigque : minimiser la valeur propre sous dominante
de la matrice’ C(,) =T - (a7, +B T,) "' & - A, B)
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C - EXPERIENCES .NUMERIQUES

Etant donné le nombre important de paramétres intervenant dans
la définition des méthodes étudiées, il a &té nécessaire d'effectuer des
essails préliminaires sur des exemples de petite taille.

Il en a résulté un certain nombre de choix, que nous avons fait
lors de 1'implémentation pratique de ces méthodes dans un programme d'élément:
finis : le code DELTA, développé par A. PONCET [ 1, au laboratoire IMAG
de 1l'Université de Grenoble,

R RER T T Y Sty S g Ay

Ces essais ont porté sur un exemple de petite taille, dont les
éléments propres sont connus explicitement : ,
/ ) { )

2 -1 4 i
~1 2 4 4

avec n = 13,

o

Les éléments propres sont :

= [ 1=~ —1) -1)
A = [1-cos(2k {)2n] / [2+cos(2k 1}2n} |
: k=1,...,n
i 1y 4T "
x, = sin [ (2k 1)i2n] i=1...n
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donc Al est simple et le probléme est bien conditionné puisque :

A, % 9.09 Al

2
K13 - A1

K = ————— 2 100
>‘2 - X1

Les calculs ont été effectués sur 1'IRIS 380 du C.I.C.G. (Centre

Interuniversitaire de Calcul de Grenoble) en double précision.
Nous avons testé les méthodes suivantes :

1) Méthode SOR avec différentes valeurs de w
2) Méthode SOR par blocs, avec des blocs de taille deux
3) "Méthode 1", soit :

rN—(A—UNB)XN

[ay Ta(w) + By TB(w)J_l r

It
[

Py

Kar = Dy g0/ [y + Pyl 5

avec TA(w) =

N

W A A*

Rappelons que la convergence est assurée dés gue :

v

Q

N
B

[\

N 0

D'autre part, un certain nombre de variantes et d'améliorations

seront suggérées et testées.
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C11 - Une premiére série de tests a consisté & déterminer pour
cette derniére méthode, l'influence du choix des paramétres
o et B, choisis au début de 1'itération et, a cette étape, maintenus cons-
tants, sur la convergence., Les tableaux C! et Cl bis indiquent, pour un

méme vecteur initial, la précision obtenue, mesurée par les quantités

u-—kl

Heyll, et =

xt
dans les différents cas, aprés un nombre fixé d'itératibns.

Nous constatons, a la lecture de ces tableaux, gue la convergence
la plus rapide a lieu pour des valeurs n'appartenant pas au domaine dans
lequel elle est &tablie théoriquement. Cecl semble indiquer que des valeurs

optimales compatibles avec la condition théorique de convergence, sont :
a =1, B =0

Il est certainement difficile de démontrer une telle propriété.

Nous pouvons néanmoins formuler la remarque suivante :

Si on considdre 1l'application de la méthode précédente a la

recherche de la plus grande valeur propre de B ; nous supposons donc :

A =1

-

et que 1l'on fixe la valeur de B et w

Alors la valeur optimale de 0 est certainement inférieure a 1 :

aopt <1
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o 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.5 2
B
0.05
; 6.4 107> 71073 7.7 1073 8 1073 9.1072 1.3 1072 1.6 102
w| o
N 107 1.3 107} 1.6 107t 1.9 107} 0.5 0.76
2.4 1073 2.5 1073
-0.05
4 1073 5 1073
6.8 1073
-0.1 -
4.5 10
TABLFAU C1 bis @

sur 10 itérations avec xw =

(1, 1...1)
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En effet, pour w = 1, le taux de convergence assymptotique est

gouverné par la valeur propre sous dominante de la matrice :

-1
cla, B, Al) =I-M (A - )\IB)

ot M =0 TA + B TB

désignons par q;B i = (p+l),...,n les valeurs propres de cette matrice

différentes de 1 (p est la multiplicité de Al dans le probléme Ax = ABx).

I1 est facile de voir que, si B = 0, les vecteurs propres de

c, o, Al) sont indépendants de O :

i i i
clo, O, kl)x = qd,o X

i i
a(l—qa’O)TA X

donc : 1l'optimum (dans le cas B = 0O

It

(a - >‘1 B)xi

W = 1) est solution de :

-

i
910
Inf Max e ———

az1 i=(p+l)...n @
la simplification supplémentaire A = I permet d'aller plus leoin (dans ce

cas, la méthode n'est rien d'autre qu'une itération polynomiale, puisque :

ON 1
el T Byt (-3 %)

B et C admettent les mémesvecteurs propres :

(I——1—~B) =0 c —[1+-1—(i\~1--1)j
X, 5 T *i o Ai ]

i
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les variations des valeurs propres de C en fonction de a dans 1'intervalle

Jo, [ sont représentées par les courbes :

A
4 4 _ﬂg-‘vm:‘
4 i ﬁLM .’”’M..z-" v
. sl WL cal —>
//" o¢
C‘nﬂ
1'optimum sur cet intervalle est donc :
A
* 1 .1 i
6 =1 = == (35— + )
2 A2 X;
il en résulte que o< a* < 1, sur l'intervalle [ 1, +=[, la valeur
optimale est :
o = 1

Remargue :

Le probléme’ de 1l'optimisation “"locale" des paramétres aN et BN

est compliqué :

soit & trouver a _ et BN tels que : | soit minimum, sachant que

N 1 N+1
Mt T Xy T Oy TR 4+ By @) T g
Par contre, l'optimisation de aN' dans le cas ou BN est fixé

égal a zéro, est simple, puisque la dépendance devient linéaire :

1 -1
41 T ¥t o TaW "y
Les tests de cette variante sont reportés sous le nom de

"méthode 1 avec 0. optimisé",
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C12 - Le tableau C12 donne une comparaison des taux de convergence
mesurés par la quantité :

Hegh) '™

pour différentes valeurs admissibles de w. Les courbes C12 bis illustrent

cette dépendance.

Nous n'avons pas reporté les temps de calcul dans ces tableaux.
On trouvera en annexe une comparaison des coiits en nombre de multiplications

de chaque méthode,

-

C13 - re troisiéme test a consisté & initialiser les différentes
méthodes avec un vecteur “"proche" du sous-espace associé
a AQ (pratiquement, nous avons gardé trois chiffres significatifs & chacune

des composantes).

¥

Nous reportons, dans le graphe C13 1'évolution du quotient de
Rayleigh au cours de 1'itération pour la méthode de SOR et la méthode 1.

Le graphe C13 bis montre 1'évolution del]lﬁli =@ - HyB) §Nl!'

La méthode SOR a donc ici un comportement mellleur, pu1sque
15 itérations sont suffisantes, contre 21 dans l'autre cas, pour observer

une décroissance significative de Uy
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® 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
SoR 0.8 n = 4010.77n= 40{0.7%n= 40|0.70n = 40{0.63n= 40{0.54n= 36{0.59n= 4010.67n= 40|0.74n= 40]0.8
0.81n= 50{0.79n= 50j0.76n= 50{0.72n= 50|0.64n= 50 — — 0.69n= 50{C.77 0.83
SOR blocs O0.73n= 4010.69n= 40(|0.64n= 40{0.56n= 40{0.41n= 25|0.48n= 32{0.58n= 39/0.66 0.74 0.8
0.75n= 50|0.71n= 50[0.65n= 50 —e e e e 0.67 0.75 0.8
Méthode 1 0.81n= 40|0.79 0.77n= 40{0.75 0.71 0.66 0.51n= 31/0.55n= 36/0.62n= 40|0.67
0.83n= 50/0.81 0.79n= 50{0.76 0.73 0.67 o — Q.64n= 47/0.69
Méthode 1/0.7 n = 40{0.65n= 40{0.64n= 40{0.6 n = 40(0.52n= 3310.51n= 32{0.6 n = 40|0.66 0.73 0.79
optimisée|0.71ln= 50{0.66n= 48|0.63n= 44 — — e E 0.67 0.74 0.8
C 12 : taux de convergence, mesuré mumu..:nn_ _w\b , pour un‘vecteur initial ww = (1, 1,050, 1)
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€2 - Calcul des valeurs propres suivantes :

Nous ne faisons ici gu'ébaucher ce probléme. I1 y a, & priori,

deux directions possibles :

a)

soit l'utilisation de techniques de déflation :
si X, a été déterminé tel que :
Ax, = A, B t x B =1
15 PR 8t X By T

alors, l‘application de 1'une quelconque des méthodes décrites ici

avec :
L] t ]
A' = A+ p(Bx,) (Bx)" ; B’ =B

permet de calculer kz et x,, si o> kz - Al.

Il est, en principe, possible de calculer toutes les valeurs

propres que l'on désire par un tel procédé. Cependant :

~ le choix du paramétre p est toujours délicat en partique, car,

d'une part, il doit vérifier une condition qui Qépend déi\z, inconnue, et,

d'autre part, il ne doit pas &tre choisi trop grand, sous peine de ralentir

la convergence [11] ; -

- ensuite, 1'accumulation des erreurs ne permet pas en pratique

d'aller trés loin.

b)

Un deuxiéme choix possible consiste & travailler aVéc plusieurs vecteurs
simultanément, et 3 utiliser une méthode de projection sur le sous-espace
engendré par ces vecteurs. Le principe est indiqué ici sous aucune

justification théorique de convergence.
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soient x§ (i =1,..., p) p vecteurs indépendants. On utilisera (par exemple)

la méthode 1 sur chacun de ces vecteurs :

i . it i it i
By = L(xN) A xN] / (xy) B x

vi=1,..., p

i

-1 i i
Yy {1 - TA(m) (a - uNB)] Xq

soit YN la matrice n x p engendrée par les vecteurs y§ :

. 1 2 P
YN - ’:YN' YNI-o-I YN}
Le, probléme projeté est alors défini par :
t B t
lyv, A v In =2y B Y In

si on désigne par (n;, X;) les p solutions de ce probléme, telles que
mhH®.nd = 3
' - My i3’

N vi=1,...,p

alors x;+1 = Y -

N
C'est donc une méthode d'itérations simultanéés, ou l'espace

d'approximation est généré par l'une des techniques développées dans cette

thése (et qui ont 1l'avantage d'éviter une factorisation de B ou A sous

la forme LLt).

Nous avons testé cette méthode avec seulement deux vecteurs.
(dans un cas plus général, il faut utiliser une des méthodes pour la
résolution d'un probléme Ax = ABx, avec des matrices pleines et petites

(0Z par exemple)) en-l'utilisant conjointement avec la méthode 1,

Les tableaux et graphes (C41 et C41 bis montrent la dépendance
< L : '
en W du taux de convergence, mesuré par l]rN[[2/N, pour les deux vecteurs,

avec l'initialisation suivante :

e 0

(-1)

.
o]
il
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nous constatons que :

- la convergence vers Xl est grandement accélérée ;
- le deuxiéme vecteur produit bien une approximation du sous-espace

correspondant a Xz, comme on pouvait 1l‘espérer.

Bien que des tests plus approfondis soient nécessaires pour
évaluer véritablement les possibilités de cette variante, les résultats

obtenus sont trés prometteurs.

C3 - Comparaison_des_coOts _d'une_itération_pour_les_différentes

o e s iy o ain G0 v R S Y M S I Sk A WD R T A W AR TN T W AP M MO G A e N WD a SO e s B e G A W S o W S e Y e D A

méthodes

Les comparaisons que nous allons faire se limitent & dénombrer
le nombre de produits nécessaires dans une itération pour chaque méthode.
Le calcul de la norme du xésiduel ll(A ~ UB) illz sera inclus dans cette

évaluation, étant donné qu'il intervient dans le test d'arrét.

On notera n la dimension des matrices, et M le nombre d'éléments

non nuls contenus dans chacune des demi-matrices A et B.

€31 - Calcul d'un produit r = Ax

11 s'effectue de la maniére suivante

pour 1 = 1,..., n

r, = 2 aij xj + tab(i)

et tab(j) = tab(j) + a

®

13 %1 Vj = i+1,..., n
En tout, 2M~n produits, et nécessité d'utiliser un vecteur -
auxiliaire dont la dimension peut étre réduite a la demi-longueur de la

bande de A.
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32 - Calcul de x¥ Ax

n
Sous la forme : xt ax = L x,la,, x, +2 (X a,, x.)]
i ii i

. P
. ~ . N =1 J>]_
il nécessite M+n produits.

€33 - Méthode 1

Le calcul peut étre effectué de la maniére suivante :

- calcul de [AxNJ et [BXN]
- calcul de P

xE(A xN) et N = x;(B xN)
(1} xy) - (p/m) (B xN)
- erreur € = [Z(r;)zjl/z//ﬁ

- résiduel r

- résolution de TA Py = - Iy

X1 = (% + w.PN)//ﬁ
sous cette forme, il requiert :
5M + 3n produits
avec utilisation de 3 vecteurs auxiliaires.
I1 est possible de réduire a 2 le nombre de vécteurs auxiliaires

par une programmation différente, mais dans ce cas, il faut 6M + 2n produits

par itération.
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C34 - Méthode SOR

Programmée sous la forme suivante :

t t
My = (xN AxN) / (xN B xN)

pour i =1,.,., n

N+1 [11] -
x = (== (I (b, ., -a,,) x, + tab, (i))
i a  -mb o i N ij i’ % 1
+ (l—w)xg] / [xﬁ BxN]i/2
2 2
E“ =" %+ X _ 2
351 [(aij - Yy bij)xj + tabz(i)]
‘tab (§) = tab, (3) + K 'l b, . - a,.) Vj= itl n
g3 = tab, i M Pij T 24y = At
- N .
tabz(j) = tabz(j) + xi(a1j - uN bij) Vi=1i+1,..., n

cette itération requiert 6M + 5n produits et elle utilise 2 vecteurs
auxiliaires.,

€35 - Méthodes par blocs

On suppose que le découpage régulier en blocs de taille p est
possible. C'est a dire :

Ak entier avec k.p = n

Le colit supplémentaire est celui de la résolution des k

sous-systémes (pleins) de table p.

soit : —g-(p2 + 3p) produits supplémentaires.,
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€36 - Méthode 1 optimisée

Les calculs supplémentaires occasionnés par la détermination de

sont :

calcul de ApN et BpN

de x:(ap), %.(8 p ), py(Apy)
et pﬁ(BpN)

T de Ky T Xt opr Py

soit 4M + n produits supplémentaires,

Comme les suites constituées par les valeurs optimales de

ne sont pas réguliéres, il est nécessaire de refaire ce calcul & chaque

itération.
TABLEAU RECAPITULAT;F
: Exemple n = 500
Expression M = 5000

Méthode 1 5M + 3n 26.500

SOR oM Snf‘,i." R 332.500
SOR par blocs 6M+5n+%(p2+3p) g : lg gz:ggg
p = 20 109.000

Méthode 1 optimisée 9M + 4n A 47.000
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C4- Matrices_provenant_de_1'utilisation de méthodes d'&léments

- me on an o - TR SNS S T v e 0 0 e e T L S e e = e G " L e e S o A s o

- -

Les trois méthodes suivantes ont é&té implémentées dans le programme

d'éléments finis DELTA

- SOR
- SOR par blocs, en se limitant & des Llocs de taille 2

- Méthode 1 (0 =1, B = 0).

Il en a résulté un certain nombre de programmes spécifiques,

chargés de :

* calculer 1'encombrement des matrices stockées sous la forme

compacte sulvante :

.

- un tableau de nombres réels, pour stocker les coefficients

non nuls de chaque demi-matrice ;
- un tabieau d'entiers, pour les indices de colonnes correspondants
- un tableau.d'entiers, pour le nombre de coefficients non nuls

dans chaque ligne,

Pour illustfer ceci, la matrice :
’
21 0 2 0 ~1

7.5 o} 1.1 0
A= 2 (o] 50,1 o 0

serait stockée sous la forme :

tableau des coefficients
21 2 -1 17,5 1,1 50,1 12 i 75
tableau des indices de colonnes
1 3 5 2 4 3 4 5 5
tableau des encombrements par ligne

3 2 1 2 1
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Ce travail est effectué au moment de la constitution du maillage

{commande "Domaine")

* d'assembler et de stocker les matrices A et B sous la forme

décrite précédemment.

Ce travail lest effectué dans la boucle sur les triangles du

programme principal de la commande "résultat".

* de gérer, en mode intéractif, le calcul de valeur propre
proprement dit ; une possibilité est laissée & l'utilisateur de changer
de méthodes, ou de modifier la valeur du paramé@tre de relaxation, en cours

d'itération.

Le probléme test que nous avons utilisé est le calcul de vibration
de membranes : trouver leg fonctions u, définies sur un ouvert régulier

donné ) {de frontiére T), et les scalaires A tels que :

Aua

u

-A u dans §

0 sar T

I

on a utilisé la formulation faible suivante :

trouver u € HI(Q) 1 N
© Vv € HO{Q) J AuAvax = A S u vdx

et A € IR tels que Q Q

Q étant le carré unité : Jo,1[ x Jo,1[ sur lequel les vaieurs propres

exactes sont connues :

X 2.2 2
1 x).sxn(ﬁkzy) A= (k1 + k2)

kl’ k2 =1, 2,...

u = sin{¥ k
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Nous avons comparé les trois méthodes avec des maillages
réguliers et des interpolations sur des éléments triangulaires & trois et

six noeuds, par des polynomes de degré un .et deux.

Les courbes C21 a C25 indiquent les variations du taux de conver-

1/n
o

gence, mesuré par IIP . en fonction de w. Le vecteur initial a été

dans tous les cas, calculé par la procédure décrite au paragraphe a28 .

On remarque, dans tous les cas, un avantage plus ou moins prononcé
de la méthode par blocs sur la méthode SOR classique. Le passage a des
blocs de taille supérieure augmenterait certainement cet avantage, mais au
prix de calculs beaucoup plus lourds (initialisation, inversion des blocs

diagonaux) .

La méthode 1 est trés compétitive par rapport au deux autres, et

elle semble moins sensible au choix du paramétre de relaxation.

D'autre part, nous avons essayé de profiter des outils dont nous
disposons pour comparer l'efficacité des deux procédés d'interpolation
cités. Une telle comparaison est rendue possible par l'utilisation de

maillages réguliers, ce qui permet d'avoir le méme nombre d' inconnues.
3] g q P

Le graphe C26 reporte la précision, mesurée par (4 - )\1)/)\1
dans les différents cas. Le calcul itératif a été poussé‘jusqu'é ce que

la condition :

] -5
Hegll = 1Ta _uy B &[] < 10

soit remplie, ce qui fait que'l'erreur introduite par ce calcul est

négligeable devant 1l'errcur due i la méthode d'éléments finis.

Le graphe indique un net avantage enafaveur de 1'utilisation
d'une interpolation d'ordre élevé + et ceci méme avec le maillage le plus

grossier.

Cet avantage est certainement 1ié i la grande régularité des

fonctions propres.
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INTRODUCTION

Le probléme que nous avons étudié dans cette deuxiéme partie nous
a été communiqué par Monsieur André Ronvaux, du Laboratoire de Physique
Mathématiques et Physique du Solide de 1°Université Notre Dame de la Paix

a Namur, a l'occasion du Collogue d'Analyse Numérique 1978. [g].

Son origine se trouve dans 1l'intérét, en Physique des phéncménes
"de surface",de la connaissance de 1l'énergie associée i la présence d'un

certain nombre (voir d'un réseau), de cavités prés de la surface d'un

matériau.

La géométrie du probléme étant donnée, le calcul de cette énergie
peut se ramener a un probléme d'électrostatique dans lequel la fonction
potentiel (notée U) et surtout la constante diélectrique du milieu,

€,sont a déterminer.

s 3
On distinguera deux domaines ouverts, en général non connexes de IR  :
Q  domaine du vide, de constante diélectrique € connue
Q domaine du matériau, de constante diélectrique € inconnue

I' désignera l'ensemble des surfaces de séparation,




Le probléme peut se poser de la maniére suivante :

trouver les fonctions U , définies sur 3 . et continues

ainsi que les valeurs € telles que :

A = 0O dans £ et &
v m
U0 a4 1'infini
ou du sur T
L T
on'v o an'm

I1 est possible dans certains cas de résoudre directement le
probléme posé de cette maniére en cherchant des solutions sous la
forme d'un développement en série de fonctions harmoniques dans un

sytéme, de coordonnées adapté & la géométrie du probléme.

Ronvaux et al [10]ont étudié le cas de N sphéres alignées de
méme rayon, et réguliérement espacées. Ils ont utilisé N systémes
de coordonnées sphériques (ri,Gi,qi) , ayant pour origine les centres
des N sphéres pour l'écriture des équations.
Le développement fait intervenir des termes du type :

e .m
P
r; e[cos ¢i] cos m ¢i

et le théoréme d'addition des harmoniques sphériques joue un réle
fondamental dans l'écriture des conditions de continuité, et de trans-
mission, puisqu'il permet le passage d'un syst@me de coordonnées & un
autre,

Les auteurs ont obtenus des résultats intéressanﬁs dans le cas ol
le rapport entre le diamétre des sphéres et leur &cartement est suffi-
samment petit pour qu'il soit licite de ne conserver dans les équations
que la plus petite puissance de ce paramétre.

D'autres géométries ont également &té étudides par les mémes auteurs

[ 9, avec des techniques voisines.
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Le but de notre travail est d'examiner une possibilité de traite-
ment numérique de ce probléme. Ceci nécessite de formuler le probléme

de maniére plus adaptée.

On désignera par la suite par q(x) la fonction suivante, définie

pour x € I'

9 P
q{x} = 5§‘lv - §§{m

-

Alors, moyennant certaines hypothéses sur la décroissance de U &

1'infini, on sait que U admet la représentation intégrale suivante :

= 1 1
U(x) '“Zﬁrfl‘ =G0 qly) dy

D'autre part, si on connait la valeur de u sur I seulement, et
en supposant le probléme "bien posé" (en mettant les bonnes conditions
pour le compartiment de U & 1'infini, et en supposant que les surfaces
I' présentent toute la régularité nécessaire), on peut résoudre le

"probléme de Dirichlet" non homogéne suivant :

Au

i
o

dans miN\T

U=u {donnée) sur T

On désignera par ¢ l'opérateur qui, & u associe la solution (unique)

du probléme ; soit :

¢
>

on a alors la situation suivante :
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% (0) dans le
vide
Iy
N
u potentiel G U potentiel ;K )
aq{x)
sur T dans IR°
th
38{ {U) dans le
° metdriaun

Deux approches sont, & priori en concurrence :

-

1) une premiére maniére de prendre le probléme consiste & écrire :

Em(jm o Kig = eo {]v o Klg

en utilisant l'expression explicite de X , on a :
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. _1 1 2 1
0, o Kaly) = 5 aly) + 5= fp q(x) any 'Ix—ylldx

. _ 1 1 T S
Uy o ¥ aly) = - 2 4ly) + 4n Il..q(x) Bny (lwl)dx

d'ou la premiére formulation du probléme :

trouver q(y)

_ 3 1
(P) H.q(y) = fr 5’5; |T?<7yT' q(x) dx

et | tels que :

on a posé H o= 27

Signalons également une formulation faible associée a cette approche,

mieux adaptée & l'utilisation de méthodes d'é&léments finis sur T

-1/2

trouver q € H (r)
d 1
(P') et ., tels que < w > =< — { 4 w >
H 1/2 .9 H q. fr anx Ix_y' a(y) Yyl

¥V Wwe H r ,

avec < qw > = fr q.w 4y

1]

-

Cette approche est évidemment trés séduisante, puisqu'elle permet
-de travailler avec des fonctions de deux variables. En fait il faut

noter que

- la description des domaines d'intégration n'est, en général pas
facile ; ces domaines sont d'ailleurs en général infinis, a cause de

la présence du plagéséparation



- le calcul des intégrales intervenant dans la formulation n'est pas

simple non plus, en particulier en ce qui concerne les termes diagonaux

N < 3 1
a cause de la présence de 53-!T§:§T!

w

2) -une seconde maniére de poser le probléme consiste i choisir pour

fonction inconnue la restriction de la fonction potentiel a [ .
G, o ®u = AG, . @u Q)
on a posé ) = g/go

On aura, sur chaque exemple, & spécifier les espaces fonctionnels,

V (sur TI) et X (sur Qm ] Qv) tels que :

1) si u e V, il existe une solution ¢ unique dans X au

probléme suivant :

Ag =0
dans § et Q
m v

it
[

CPIP

2) les formes bilinéaires gsuivantes :

it

a(uv) = [o Vela) Vglv) ax

v

b{u,v)

I

fo Ve vev) ax
n

soiént continues sur V x V ; l'une des deux sera coercive.

3} les solutions du probléme suwivant :

trouver u et A e V x Ef ‘
af{u,v) =ib(u,v) (Q)

tels que ¥ v eV

puissent s'interpréter comme des solutions de {Q1). (Ceci étant

possible par l'utilisation d'une formule de Green).
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Une approximation par éléments finis comprend plusieurs étapes :

1) Approximation de la surface I' par Phi, constituée de “faces”

d'éléments finis de IR? . (Si on utilise par exemple des tétraédres

Fh sera simplement une triangulation de T ).

2) Approximation de l'espace V par un espace de dimension finie Vh

constitué de fonctions polynomiales par morceaux sur la surface Fh .

3) Résolution numérique des problémes de Dirichlet par une méthode
d'éléments finis ;

On a alors qh(uh) approximation de ¢(uh).

4) On a alors les formes bilinéaires approthées :

ah(uh'vh) = IQV th(uh) th(vh) dax
h
I o Ta,0) Vo) o

Qh

by (y,v)

et le probléme approché :

trouver (uh,Ah) € Vh € IR

Q) a(u,v) =X, b (u,v)
h tels que ¥ v, € Yy h""h’' 'h h . h""h"'h

Remarques : »
Les étapes 1 et 3 précédentes font intervenir des approximations

sur des domaines infinis.

En ce qui concerne le premier point, on pourra lever ce probléme en
imposant des conditions de périodicité. (Ce qui d*ailleurs est le

moyen pratigue de traiter des réseaux infinis).

[
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En ce qui concerne 1l'étape 3, une premiére approximation consiste
a imposer un potentiel nul sur une surface "assez éloignée” du domaine
d'intérét. Dans un calcul plus précis, on pourra utiliser une des tech-

niques exposées par Céa et Grisvard au Colloque d'Analyse Numérique 1978,

[11].

La suite de ce travail est consacrée & l'étude de la méthode que nous

venons de décrire.
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‘(A ETUDE DE QUELQUES MODELES SIMPLIFIES

Nous avons, dans ce chapitre, rassemblés un certain nombre de
problémes simplifiés, que nous présentons par ordre de difficulté
croissante. Cette étude est essentiellement destinée A donner une

idée sur les questions suivantes :

1) - Quels sont les types de conditions nécessaires en ce qui

concerne le comportement du potentiel & 1'infini ?

=~

2) - Quelle "taille" faut-il donner a un domaine tronqué, pour
qu'il permette un calcul avec une précision suffisante
des valeurs propres du probléme posé dans un domaine

infini ?

3) - Comment se comportent les solutions du probléme lorsque le
nombre de cavités augmente, et, en particulier, y-a~t-il
convergence des valeurs propres vers une limite lorsque ce

nombre tend vers 1'infini ?

Al) Problémes dans m

La valeur d'un probléme modéle unidimentionnel est;évidemment
limitée, dans la mesure ol le passage d'une dimension A une autre
modifie grandement la structure du probléme : Ces solutions élémentaires

de l'équation :
M =0

ne peuvent se déduire simplement les unes des autres, et les "bonnes"
conditions de décroissance du potentiel & 1'infini.ne sont vas les

mémes.
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Remarquons d'abord que, les seules fonctions continues et, a dérivée

continue, satisfaisant & l'équation :
¥ X eD . u"(x) =0 (D partie connexe)

sont affines dans D . Il en résulte que, si nous imposons une condi-
tion limite du type :

1lim u(xf = 0
x~>00

Alors, les seules solutions possibles dans le cas d'un seul segment,
sont identiguement nulles.
De maniére moins restrictive, on imposera 1lim lu(x){ <+ @

" b et
On envisagera deux cas :

All) Systéme de N segments de méme longueur et
équidistants dans un domaine infini :

Pour faciliter 1l'écriture, on utilisera N systéme de coordonnées

centrées sur les milieux des segments :
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les conditions de transmissions s'écrivent de la maniére suivante ;

ak + Bk = ak + bk
EO (xk = —em ak

A P b= oy By
T LW

Les seules solutions (non constantes) possibles sont donc telles que :
[Em / E:O]"1 =0 (non physique)

les potentiels possibles sont alors tels que

les autres coefficients ayant des valeurs telles gue la continuité soit

assurée. Toutes les fonctions du types suivant conviennent ;
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Al12 Systéme de N segments éauidistants et de méme
longueur dans un domaine fini.

On imposera donc

A

golit :

+)

It
e

~aoM + bo

M + by

en plus des conditions précédentes :

o + Bk a, + b,
€, Oy €, 3,
3D+ by = -0t By
N N

il y a donc deux solutions évidentes :

eo / Em = 0 solution du cas précédént

e /e = 0 alors o, =0, = ... =0 =0
m o 1 :

Dans le cas contraire, nous avons :

L'élimination des ai et bi donne le systéme suivant en a'Bl""'BN .

On pose = €
pose A € / o
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M-1~X A o
D-1-2A -2 A B1
D-1-2) A A B,
. ) . = o
D-1-2) -A A
M-1-) ] -A B

Le déterminant est facile a développer :
[M-1-X) + 0, (=1) (D-1-2)1 + ... + a,., (-1) "1 (b-1-2))
(2) Tt (k) '

¥t o -DVm-1-0p71 28 = 0

(N+1)
ol G(k) désigne le signe de la permutation :
k,1,2,...,k~1,k+1, ..., ,N+1
Oy =D
et P() = A"[2(M-1-1)+(N-1) (D-1-20)] = O
comme A # 0O

2(M+1)+(D-1) (N-1)
2N

A =

Cette valeur propre est simple, et, admet la limite suivante lorsque

le nombre de segmeénts augmente tandis que M reste fixe :

p-1
Am -T2

Sur cet exemple trés simple, on constate toute 1'importance du choix du

type de conditions limites.
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. 0 . - b oar o T - - - -

Les solutiong de l'équation
M =0
en coordonnées polaires, s'écrivent :

V=a logr +b_ + L [a cos (n) + b sin (n6)]+[c L R r_n]
o © 5o B n n n

A21 Probléme avec une cavité circulaire centrée a 1'origine
dans un domaine infini

A l'intérieur, Au =0 et u reste bornée, donc le potentiel est de

la forme :

V. *=b+ I [al cos (nB) + bl sin {nB}) ] e
int o] n>0 n n

A l'extérieur, l'expression du potentiel tendant vers zéro & l'infini est :

v = % [cz cos (n8) + di sin (nB)] r

ext
n>0

L'écriture des conditions de transmission , sur la circonférences r = R

détermine les coefficients, en utilisant les relations. d'orthogonalité

suivantes :

2 :

[ cosnb sinmd 48 =o0

¢]

2 2
J] cosnbcosmbal =/ sinnd sinmbdad = m.$

o o mn

relations de “continuité" :
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b =0
o
i e -2
‘=,1=CRn
n
-2
b= = g% 4"

Conditions de transmission :

- v! = ) vi
o int ext
al Rn—l =+ Ce R-(n+1)
n n
bt R*7 - 4 @ g™+

d'ol les solutions :

<
[

X [an cos (nB) + bn sin (n6)] "

int
in n>0

<
It

.y 2n _-n
oxct b3 [an cos (nB) + b sin (n0) ] % r -

n>0

La valeur propre A = +1 a donc une multiplicité infihie les coef-~
ficients a et bn étant arbitraires (sous réserves que les séries

convergent) .
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A22 Probleme avec un cercle dans un domaine fini :

_ n ,
Vgt = L r (Cn cos (nB) + dn sin (nB))
n>0

~I R
+r (an cos nb + Bn sin n6)

+ a logr +b

La condition V(M) =0 s'‘écrit :

n -n
M Cn + M an = Q0
n -n _
Mdn+M Bn—-o
a logM+ Db = 0
o) fe)
donc :
2n -~ . -
v = % c_cos (nf) [r"-M"r %} +d sin (nB) [rn—M2n r M
ext n
n>0
r
+ =
a log v
v, = I fa_ cos nb +b sin nd] £* + ¢
int n lo}

n>0

par continuité :

c (Rp—ManQH), = a Rn
n n
a (R"M"R ™) = b &
n n

R
a log (M) = c0
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La condition de transmission donne :

h A e [Rn—1+M2nR—(n+l)] _ n-1
n n n

n-1

~(n+1)
n An dn [r |

+M20g

2
A = WyR -1 n#0
n 2n
(M/R) + 1

n
Vint = [an cos (nB) + bn sin (n®) ] r
(n) gD n .2n -n
Vext = an (—EE——~—EH) cos (nB) «(xr -M""r )
R - M
2n
+ bn (R2n f M2n) sin (nB) (rn_Man—n)

Chaque valeur propre A, est "donc" double, sauf lo :

A =0

fo)
Vfo) = a_ log =
int [}

(o) _ r
Vext = a4 log M
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Remarque : en'tronquant' l'espace, on ajoute la valeur propre O ,
qu qu J prop

et on "déplace" substantiellement la valeur propre +1.

Par exemple, si M = 3R Al =+ 0.8
80
Ay =t 83

pour avoir, par exemple une erreur inférieure ou égale a 1 % , il

faut donc prendre au moins M = 14 R .

A23 Probléme avec deux cercles de méme diamétre

On utilisera un systéme de coordonnées permettant d'exprimer de

maniére commode les conditions de transmission. [ ]

L'équation d'un faisceau de cercles, dont les points limites

sont -a et +a est donnée par :

2 2 a2
(x-a coth 1T;° + y° =

sh?T

-
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Le paramétre T pouvant &tre déterminé géométriquement par la relation :

MA" 2T
WA - ©

1'égquation du faisceau conjugué (orthogonal) s’écrit :

2
xz + {y—-a cotg 0}2 =

sin20

ici, O désigne "l'angle" (MA",MA'} (Mod 2m)

RY

On utilisera le systéme de coordonnées défini par les paiamétres cet T .
L'intersection d'un cercle O = cte avec un cercle T = cte ayant, en
général deux points, on limitera les ensembles 0o = cte > 0 (0 compris
entre O et %) , en ne conservant que les parties au-dessus de l'axe

x'Ox . Les valeurs négatives de y correspondront & ¢ compris entre
- T et O.

Le changement de coordonnées est donné par les formules :
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; 2 iy 2
X =g —5S0T g = %-Log X 4+ (y~ia)
) ch T- cos ¢ x2 + (y+ia)2
sin O :
chT- cos O (x-a) + y

-+

sont des points de discontinuité pour g

les points { X
y=90
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De méme, le franchissement du segment A" O A' s‘accompagne du passage

de 0=-%" a o=+T , les fonctions F(0,T) seront donc obliga-~

toirement périodique en ¢ , avec une périodicité T = 27 .

L'expression du Laplacien dans ce systéme de coordonnées est :

2 2
AP = 1 (cht - cos 0)2(M+ M)
a? dag®  3r?

Remarque : la quantité
chf - cos o

s'annulle uniquement pour T = 0 =0 , qui est un "point" & 1°infini.

On aura donc & résoudre :

2 2 :
M+M=O
30?2 at?
les solutions, périodiques en 0 , et de la forme :
’ = £ -
¢ (0, 1) b} Ao) qéT)

n>0

sont facilement identifiables :

o :
¢ = aT + BO + nil [an cos(ng) + b, sin(na)](ane‘nf+ BnenT)

la géométrie du probléme est la suivante :
¢ S
3

TP
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77
A

T %,

Les fonctions, harmoniques en chaque secteur, et bornées pour T =

s'écrivent :

_ nl -nTy 1 } B
¢1 = BO + nEo e [an cos (no) + bn sin (no)]

_ n2 nt 2 2 .
¢2 = Bo + I e [an cos (noO) + bn sin (no)}

n>o

¢3 =0 T+ B + I enT[a; cos (no) + b; sin (no)] +
n>0 :

+ e T [a; cos (no) + b; sin (no) 1"

L'écriture des conditions de continuité donne :



: ‘ i 3 3
* = +
sur P13 Bo QO To Bo
2n'[0
al = e al + a*
n n n
2nTo
b? = e b? + p*
n n
2 3 3
* sur I, = - a’1t_ +
23 Bo o0 B
2nt
a? =a+ e a®
n n n
2nT
o)
b2 =p? + e b*
n n n

les conditions de transmission portent sur les dériaées’de ¢ par

rapport a la variable T ,

4 i 3, =
x sur 11/3 ao A=0
2nT
1 _ Ak 3
a, = A0 a  +e a’]
2nl‘O 3
b! = A [-b* + e b ]
n n
* sur P23 ao A =0
2nTo
a? = 2(-a® + e a')
n n n
) R 2n’l‘o .
bn = }\(~-bn + e bn)

@ valeur propre A = 0O

Il est facile de voir que, dans ce cas

a =0 ' vi=1,2,3,4 ’ ¥n>1
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donc : ¢1 = ag T, * B;
(o) _ _ .3 3
b7 = O T ¥ Bo
(o) _ .3 3
¢3 B 0l’o T Bo

la condition de décroissance & l'infini pouvant &tre obtenue si on

choisi

a3
By =0

i i . ~ -
() Un ensemble de valeurs a bn , i=1,...,4 , peut étre choisi

satisfaisant aux conditions écrites, si on a la condition :

1 o -e

0 1 -1

1 0 -\e

o] i A
2nT

. . T o
On a posé e = e

-1

le déterminant est facile 3 développer

=2
+1
€ +

e2-1

A2 -2

ses racines sont :

A = (1—5)2
L )
[shnt]?
d'oi A? =2 ——2
sh(ZnTo}
= A h (2)
avec T, = Brg ch (g

O

(&+1)2

e2-1

An =

[ch(n T )]?
AL = 2 ———— B

3]

sh (2n T )
o
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"od D est la moitié de la distance entre les deux centres des cexcles,

et R leur rayon .

Comparaison des premiéres valeurs propres pour

différentes valeurs de D/R

D/R 1.5 3 10 100
T, 0,962 1,763 2,993 5,298
(1)
A 0.7453 | 0.94 0.995
Aéz) 1,34 1,06 1,005
2 2) ) 958 |
1
{2)
A, 1.04

A3) Etude dans m?® :

- - - o - -

A31 Cas d'une seule Pphére :

L'expression en coordonnées sphériques d'un potentiel harmonique,
borné a l'intérieur, et tendant vers zéro & 1l'infini est donnée par f101

. ©  f '

vt = L I o [aﬁm Yl 6,q) + b£ ym"?(e,cp)]_
£=0 m=0 m '

vexE - ; § PR I TR T ) + 4d yme2 (é ]
2=0 m=0 Lm Lm

avec :
Yz'lﬁﬁ,qj = p"(cos ) cos mé
2
Y?'z (6,q) = Pz(cos f8) sin m¢

_ces fonctions vérifiant les conditions d'orthogonalité suivantes :
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2m

[ (9700 v, 0,9  sinededy = k(@m Sy, » 6.8

o o 22! ij

an (L+m} ! 1

avec X{f,m) = € (m) (9~m) ! 28+1 ’

g{m) = 2 (m#0) ; €(0) = 1

L'écriture des conditions de continuité et de transmission pour une

sphére de rayon R donne les valeurs propres suivantes :
A= e £ =0,1...

Ces valeurs s'accumulent en 1, et ont la multiplicité 24+1.

Les vecteurs propres s'écrivent :

int 2 .

]

ext r—(2+1) R22+1

VR, = Gg(ercé)
od Gz(e,qj est une quelconque combinaison lindaire des Yi :
G, (6,0 = 5 a e, + b, Y"26,q
’ - ¥ L4
2 m=0 £m L Rm L

A32 une cavité sphérique dans un domaine 1imité par une sphére
de rayon M , avec condition

V =0 pour r=M

int 9 1 ml 1 m2 .
v = T I rfa, Y (6, + 2} Y (8,91
220 mw=0 b4 L
vt - g e [a2 le(e G 422 szie ¢ )]+
- 14 r
450 m=0 2m fm "L
+ T g r“(1+1)[c Y™ 6,9 +a Y (9,01
2m ' % om s

k<O m=0



- 97 -

. ~ (241
vVt =5 r =y = Mga;m=M (2+1) S
Q, 2 — "(Q/+l)
M bhn-—ti dﬁn
2 = N2 U, -(241)
continuité vour r = R R g = R ::151m + R h“
L. _ R, -{24+1)
R me = R b.Qm + R de
condition de. transmission :
-1 - -1 2 -(&+2)
L R gy = - A LR agn * A (R+1) R _Fln
S WETTRTRC({ 1

Lm m “fm

on a donc les valeurs propres :

v - Dewm 2ty g

x 2[1*(R/M)22+1]+1

Les multiplicités sont les mémes que précédemment.
Nous donnons les valeurs numériques des premiéres valeurs propres pour

différentes valeurs de M/R dans le tableau suivant



?_g‘;’iﬁe M/R=2 =4 6 8 10
2=0 o o o) 0 0 0
=1 0,5 0,6 0,512 0,5035 0,5015 0, 5007
9= 0,66666 0,702 0,668 0,6668 0,6667 0,66668
=3 0,75 0,760 0, 75008 0, 750005
=4 0,8 0,803 o810 ~®
=5 10,8333... {® 0,834
2= 0,85714 0,85719
=7 0,875 0,87502
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FORMULATION FAIBLE, CONDITIONS LIMITES

Ce chapitre a deux objectifs :

- D'une part, nous avons essayés de donner un sens & la formmulation
faible introduite précédemment, en précisant les espaces fonctionnels
dans un cas particulier simple.

Les domaines que l'on a a considérer sont, en général non
bornés, et il en résulte que les cadres fonctionnels ne sont pas forcé-
ment standards. Nogs allons détailler ceci, en se limitént a un probléme
simplifié dans IR? , pour lequel un tel cadre existe déja.

- D'autre part, on a cherché a définir une méthode, permettant de ré&soudre
pratiquement la difficulté liée a la présence du domaine infini ; dans

un cas géométrique plus réaliste, c'est & dire dans le cas d'un réseau

infini périodique.

Bl Probléme avec une seule cavité dapns 1x°3

e e e P e e T A G GRS A G e e e R S A S S W W S G0 vn OE OB An e

Soit donc Qi un ouvert borné de IR? de frontiére I' “assez

e

réguliére" et Qe le complémentaire de Qi

Nous devons spécifier :

0 - un espace V (Hilbertien) de fonctions
définies sur [ , '
- un espace xi de fonctions définies
I sur Q, , et X_ sur Q, + tels que

¥ 1w € V, les solutions des problémes :

Ag=o @) AgT =0 @)
i e _
c" 'P =u ' lP u

existent, soient uniques dans Xi et xe , et dépendent continuement de u
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nous devons pour ces solutions, pouvoir définir les dérivées normales

au voisinage de I' , et pouvoir utiliser les formules de Green suivantes :

’ i
i 3
Vowe X, fﬂi Vg Vo dx = fP §%L" w dy

e
e _ 9"
Vowe X, fﬁev ¢ Vw ax = fr W4y

* pour le probléme dans Qi , avec :

X, = Hl(ﬂi) , mani de la norme habituelle

VvV =H 1/2(1‘) . espace des “traces" des fonctions de Hl(Qi)

rmuni de la norme suivante :

fut = Inf
?eﬁl(ﬂi)

iyy=
YO(Y)—u

1911, o

<

{ici et par la suite, Yi désignera l'application trace),

alors l'existence et la continuité de qi(u) est acquise ; et, pour
tout u dans V , %E- q&(u) est dans H_I/Z(P) , dual de H1/2(P) ’
avec :

9, g, (u) .
Sy W,y > o= fl" Sy v dy = fﬂi\? g, () ti-i(vj) dx = a(u,v)

Par l'utilisation d'une formule de Green. La forme ainsi définie est

continue sur V X v .,

* Le probléme dans Qe est plus délicat, il nécessite l'utilisation
d'espace de Sobolev avec Poids, dont on trouvera une description
détaillée dans [5]1, [7] . On se limitera ici & rappeler des résul-

tats utiles dans notre contexte.
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Dafinitions :

1) D“?e) est l'ensemble des restrictions & Qe‘ des fonctions

indéfiniement différentiables et a support compact dans R .

1 -
2) Wo(Qe) est alors défini comme le complété de D(Qe) pour

la norme suivante :

—X 2 4 jwv)?1ax 912

hell o =1f 1l
100 g v 1+r2

Muni de cette norne W;(Qe) est un espace de Hilbert:

: : Sy s Wl (o€ ~
Remarque : Les propriétés locales de O(Q ) sont les mémes que pour
les espaces de Sobolev usuels. Le théoréme des traces s'applique donc
encore.

. . 1/2 - [
En particulier, VvV =49 (I') coincide encore avec 1 espace des traces

des fonctions de wg(ﬂe) sur ' , et, on peut montrer que la norme

Wil * = ins ¥l
Wew;(ﬂe)

Ye(W)=v

1,0,0¢

est équivalente & celle définie sur V par le probléme dans Qi .

D'autre part, v étant donnée dans Hl/z(r) ¢+ Oon peut choisir un

relévement IR de v dans w;(Qe) , tel que l'application :
v + IR (v)
o

soit continue.
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Définition : On notera ﬁé(ﬂe) le complété de I)(Qe) pour la
norme H H o *

1,0,Q
C'est encore le sous espace des fonctions de wé(ﬂe) dont la "trace"

sur [ est nulle.

Propriété : La forme :

(¥,,¥), = ier VY VY, ax
est coercive sur l'espace Wé(Qe)
c'est-a-dire, :

HC >0 tel que V¥ ¥ e w:)(ﬂe) ’ (‘"Fl‘?)l ..>_C“ \1]“21,0;96 )

Remarque : Dans IR2 + Cette propriété n'est vraie que pour °é
Alors, le probléme suivant :

trouver ¥ e %g(ﬂe) tel que ¥ g ¢ ﬁ;(Qe)

er VYVowadx = - fﬂe VR (W) Vu ax

admet une solution unique et

¢ () =¥+ R ()
e R - ’ -
La continuité de ¢ : V =+ x® ainsi définie est donc assurée.

Prooriété : vue vV et ©VWwe wo(ﬂe) on a la formule de Green suivante :

aq;(u)

r 5n . wd vy

[ Vg Veax = /
Qe

en effet, elle est vraie pour toute fonction w e D(Qe) s et nous pouvons

- ~ £ sz ty =
1'étendre &8 o ¢ W;(Q ) par continuité et densité
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* Nous venons donc, sur cet exemple, de justifier l'utilisation
de la formulation :
trouver u ,A € V X IR tels que :

VvV eV a(u,v) = A b(u,v)

On remarquera que la forme b(u,v) est coercive sur V :

buu) = fo |V e |? ax > ¢ IIcp(u)lI; oo 2 Ikl

IOI

La premiére inégalité résulte d'une propriété déja é&noncée, et

la seconde de la définition de la norme de HI/Z(F).

Les deux formes a(u,v) et blu,v) sont continues sur VXV :
< X
afu,v) l—'“l‘“"l,nj l“i‘”"l,n, .
. i

buv) < g @l o * legml, g
e e

Comme: qi(u) et qg(u) sont les uniques solutions des problémes :

Y, ¢ =u
(1)
- ol =
vuwen @), ]Qi Vg Vwax=o0
e —

Y()q‘e—u
(2)

V“’ewome)'fg Vg Vwax=o

e
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dong tcpi(u)lligi = iM‘yinx t\}{ll,ﬁ' f_ 'RO(u)!l S_“llnl/z X K
o
¥ e HLQ,)
}qé(u)llrﬂe = eMin ]W!I’Qe < R (u) EJ‘““i/Z X R
Y, Y =u
¥ e wi(Q)
Q

ce qui montre la propriété,

/2

1 . ‘-
Donc b{u,u) est une norme sur V , équivalente aux deux normes
précédemment envisagées. Il en résulte que nous pouvons définir

1'opérateur T :
T: V==V
par : Tu solution unique du probléme :

¥veVv b{Tu,v) = a(u,v)

T ainsi défini est continu, et autcadjoint. Les solutions du probléme
variationnel sont les éléments propres de T . Nous allons donner une
interprétation simple de T :

On remarquera d'abord gue, par une propriété donnée précédemment,

il est possible de résoudre le probléme suivant dans Q°

AY¥ =0 dans Qe

9 .

5-¥ =z sur [ {z donnée)
n

e . . . . £
soit V¥ l'application ainsi définie :

e

v . 5 M2 > W @%)
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Nous allons montrer que :

Propriété :

9 i
n ° ¥
i

T=—Y20‘Pe

Vérification :

I1 suffit de vérifier que :

°

v (u,v) e v? b[(ye o ‘i’eogg—- ° cpi)u,V] = -au,v) "
(o} ni

e i e e
comme ¥ oY, o Y= =¥, ona :

]

) vy o 2—)%—° cpi)qu,e v dx

_ 3 i
LGS, ¥, =5, ¢hu,v]
© ani Q¢ i

) .t
- IP (5;;-0 ? Ju v dy

- Vel velv ax = - aqu,v)
ol

e e Lok " O RnupmLi Dy

B21 Présentation

La situation décrite précédemment est évidemment assez éloignée
des situations que l'on rencontre dans la pratique (présence d‘'un plan
séparateur, et réseau infini de cavités prés de ce planj1 Une modélisa-~
tion plus réaliste pourra étre obtenue en introduisant des conditions de
périodicité dans les deux directions. déterminées par le réseau de cavités.
On a représenté schématiquement un tel domaine, dans le cas ol la pério-

dicité serait de deux.

Nous allons maintenant nous intéresser & la résolution d'un probléme

posé dans un domaine parallélipipédique infini dans une direction
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2 = Jo,+o[ x J-1,+1[ x 1-1,+1]

Y

Soit donc le probléme :

trouver U tel que :

§ A u=0 @

U(0,v,2) = u donnée

avec les conditions suivantes :

Ui{x,-1,z2) = U(xtllz)
(1) g

‘Uix,y,-1} = U(x,y,+1)

S UM x,-1,2) = U (x,1,2)
(11) % y Y

Ué(X;Y;“'l} = Ué(xtYll)

Ces conditions permettent de prolonger U en une fonction périodigue

ainsi que ses dérivées d'ordre 1 dans tout le demi-espace.
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La fonction u donnée doit, bien sur, satisfaire aux conditions

déduites de (I) pour x =0 .
Ce probléme est intéressant dans notre problémq pour deux raisons :

* 11 permettrai de définir un cadre fonctionnel adapté & la résolution
du probléme périodique, c'est a dire un espace de Hilbert, dont les
fonctions satisfont aux conditions (I) (les conditions (II) seraient

alors des conditions naturelles), et tel que l'expression :

VYV$ dx

Ja

soit continue et coercive sur un sous-espace de fonctions nulles pour x=0.

Nous n'avons pas abordé l'étude de la définition de ces espaces.

* La résolution analytique de ce probléme pefmet de trouver les
“hornes" conditions limites pour un domaine tronqué :
Les solutions "générales" satisfaisant aux conditions (I) et (II),

et telles que :

lim ulx,y,2) =0
X > o0 .

peuvent s'écrire sous la forme 3

o =7 /ﬁz+m2 X m,n m,n
Ulx,y,2z) = L e {Al’ sin ny sin mz + Az' sin ny cos mz +
m, n=0
+ A?'n cos ny sin mz + Az’n cos ny cos mz]
en posant :
M,n . . m
T, (y.2) = sin (ny) sin (mz) Tz'n(y,z) = sin (ny) cos (mz)
m,n ' '

T3‘ {y,z) = cos (ny) sin (mz) Tz'n(y,z) = cos (ny) cos (mz)
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On cherchera un développement de la donnée u{y,z) en série :

4
uly,z) = X I A?'n

m,n  i=1

m,n
Ti' (y,Z)

par l'utilisation des relations :
i

1
AT = [ f uly,z) T?'n {y,2z) dy dz
-1

La solution U est alors connue explicitement sur tout le domaine,

et la dérivée normale au plan x=0 est donnée par :

w0 4
m
Eyu I 7wV n?m? ¢ A"n T?'n{y,z)
n m, n=0 i=t * 1

{en orientant, par convention, la normale vers 1'extérieur du domaine).
On a donc une expression explicite d'un opérateur B , qui & une donnée
u sur le carré, associe la dérivée normale du potentiel solution

dans £ dQu probléme :

Il en résulte que nous pouvons découper le domaine initial, en
trois parties : f

- la partie au-dessus du plan séparateur métal/vidé {(r)

- une “"tranche" finie, contenant les cavités, et sur laquelle on
devra faire une résolution numérique. Cette tranche est limitée
au-dessus par le plan séparateur, et au-dessous par un plan fixé
arbitrairement ; soit I ce plan.

- une partie {(infinie) au-dessous de I .

.
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B22 Résolution d'un probléme dans le Matériau

On désignera par :

e B T
(R3]

K+

r'l

1l'ensemble des surfaces de séparation, en distinguant
partie de I' sur le plan séparateur P
partie de [ relative aux cavités

partie du plan y = -1 servant de frontiére au domaine

Fz ' Pz » définis de maniére analogue

artie de L commune avec le domaine,
p
m

enfin 92 désignera l'ouvert du domaine constitué par la partie exté~

rieure aux cavités dans la tranche

l\'
t\ 1
4

N

Lt B
-~

- e - em
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On considérera alors X , sous-espace (Hilbertien) des fonctions
m
de HI(QZ) qui vérifient les conditions (I) et & 1le sous-espace

de X des fonctions "nulles" sur T ( = P1UP2)

L'espace V sera alors la "trace" sur ' des fonctions de X .

Si u est donné dans V , le probléme du calcul de ¢ sera "résolu"

de la maniére suivante :

Ro(u) sera choisie dans X , telle que Ro(u)lf = u
on cherchera alors ¥ dans X telle que :
<
VweXx, [ VWWdx+ [ B, y)Y. way =
Q
2

='f , VR () Vo dx
2

(B21) - [ B oYY RW L wady

ol Y' désigne l'application trace de X dans T'' et B 1'opérateur

décrit précédemment.

Remarques i

- Nous ne vérifions pas la coercivité de la forme bilinéaire définie
par le terme de gauche sur l'espace X .

- Cependant, cette forme n'est autre (dans des espaces appropriés,
c'est-a-dire avec les bonnes conditions lorsque x =2 « )
que l'intégrale de V¥Vw &tendue au domaine ﬂgwu 93

- B(u) sera approché dans la résolution numérique en ne conservant
que les premiers termes du développement de u :7

n X
u = v artyt
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Vérifions que cette formulation donne bien les solutions cherchées :

G) =Y + R (u)

Vme?{,j'r.(Boy')(‘P+Rou) wdy+f %(‘Hgo(u)) . wdy =

rort
. yz

= me AY + R (u) .wdx
2

(nous supposons la solution ¥ assez réguliére pour pouvoir utiliser

la formule de Green).

ponc ALY + Ro(u)] =0 =>4 g(u) =0

]
D'autre part, comme  vérifie les conditions (I), nous déduisons de
: g 1t - + = + - 2
1'intégrale sur | =T ul uTl_ ul  que la solution e(u) vérifie
yz b4 y z z :

les conditions (II).
1 t 2 (Y +R (W] + (B )Y + ) =0
Il reste BnIF ' L (u o Y ( Ru) =

ce qui nous assure de la continuité de la dérivée normale de ¢(u) i la

traversée de I'!

B23 Expression des formes Bilinéaires a(u,v) et b(u,v)

Q! désignera le domaine au-dessus du plan P

QZ désignera le domaine intérieur aux cavités

r, la restriction d'une fonction de V A Fl

alors afu,v) = f Vg (u) Vg(v) ax - f (B , r,) u.vdy
Qv T

b(u,v)

me Ve(u) Vglv) dx + fr" (B o Y') qu) . glv) dy .
2
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Remarques :

La construction d'un sous-espace satisfaisant aux conditions (I)
mo, . . ¥ .
dans § impose que l'on prenne la précaution d'avoir des maillages

2
symétriques deux & deux sur les frontidres suivantes :

r et IV d'une part
Y Y

r et F; d'autre part

L
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@ ETUDE DE L‘'APPROXIMATION NUMERIQUE

On fera, pour cette étude, un certain nombre de simplifications

techniques :
tout d'abord, on supposera que nous étudions des problémes posés dans
des domaines finis, par exemple en imposant un potentiel nul sur une

surface "suffisamment éloignée” du domaine d'intérét.

Désignons par [I'' cette surface :

o}

[
il

alors : X
m

1
{uen (Qm) / u!r,
m

o} ’

=
it

{u € HI(QV) / u|P;

(X et X seront munis des normes induites).

Une seconde simplification consiste & supposer que ' et T

sont d'un type particulier, permettant d'avoir :

ro=1 ry o=

Rappelons que V est un espace de Hilbert, muni de la norme :

fall = bew,u /2

alors, la continuité de la forme af{u,v) nous permet de considérer

l'opérateur T défini par :

VvVveV b(Tu,v) = afu,v)
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T est continu, autoadjoint. Ses &léments propres sont les solutions

du probléme suivant :
au,v) = Ab(u,v) ¥Vvev

En ce qui concerne le probléme approché, 1'introduction de 1'hypothése

suivante :

' _ 1/2
Ho e ‘hh(& = {bh(uh,uh)] est une norme su# vy
nous permet de définir Th : vh -+ Vh par :
bh(Th uh,yh) = ah(uh,vh) ¥ v e vy

h

Le probléme posé est alors de montrer la convergence des éléments propres

de Th vers ceux de T . Deux points de vue sont alors possibles :

* on muni Vh de la norme induite par b , en utilisant 1'inclusion

< .
Vh v

Nous perdons alors le caractére autoadjoint de Th :
b (Thuh, vh) #b (uh, ‘I‘th)
* on utilise sur V_ la norme [ I et T est alors autoadjoint.
h h bh h )
On. se place donc dans le cadre de 1'approximation discréte.
On adoptera ici le second point de vue, sachant que son utilisation

sera nécessaire par la suite, si on veut, par exemple, prendre en compte

le fait que Fh #T .
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Nous allons dans les pages qui vont suivre étudier le probléme de
la convergence des valeurs propres. On rappellera d'abord un résultat

classique, valable dans le cas d'opérateurs autoadjoints :

Cl Un_résultat_sur_1'approximation des valeurs oropres

S e e w6 e e s e e e e - e S e O et e G D fe A e G e - T - - ke

M S e e G s T . S - o - o (e e e - D S

Cl1 Notations définition

Soit V , un espace de Hilbert réel, muni de la norme " “ et du
produit scalaire ( , ) . s

Soit vh (h € Jo 1]V wne famille d'espace de Hilbert réels, avec

I Il hoet (. )h pour norme et produit scalaire.

.

On suppose qu'il existe une famille d'applications linéaies :

ph H V+Vh ’

continues ¥ h : d Ch constante positive avec :
v X <
V x e ’ ”ph ”h —_ Ch“x”
et vérifiant 1'hypothése de compatibilité suivante :

(H) ¥x eV lim ”p x” = ”x“
! o h 'h

C12 Rappel :

N

Théoréme de la borne uniforme ( ¢ ) soient ¢h des apvlications

. +
de B , espace de Banach dans IR
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. +
continues pour tout h dans Il'intervalle I cIRr et telles que :

G, (utv) < q () +.q (v)

¥helI, ¥ (uv) ¢ B?

i

h (-a) (u)
“n n

¥u, m.Ku , constante réelle positive, telle que
hel u) <
v ¢h( y $K,
alors , il existe une constante M , telle que

¥YueB, ”u” <1 , ¥hel

qi(u) <M.

Une conséquence immédiate de ce théoréme est que les

applications Py considérées précédemment sont uniformément bornées.

L'existence des ph permet de donner un sens & l'approximation
d'éléments de V par des &léments de Vh , la difficulté orovenant du

fait que, en général, Vh ¢ v .

De nombreux auteurs ont introduit dans ce but, la notion de

convergence discréte : [2 ] , [ 6] .



- 117 -

C13 Definitions :

a) On dira que la famille de vecteurs X, €V, o h € Jo,11 ,
tend vers x , au sens de 1l'approximation discréte, lorsque

le paramétre h tend vers zéro ssi :
lim Ikh—ph(x)"h = 0
h*0

et on notera par la suite : X >+ x .,

b) convergence discréte d'opérateurs :
Soit T un opérateur linéaire de V dans lui-méme, et Th une

famille d'opérateurs de Vh dans Vh .

De méme que précédemment, on dira que Th converge ponctuellement

(fortement) vers T , au sens de l‘'approximation discréte si, pour

toute suite xh telle que :

X, **x

& e
alors Th xh T x

On notera cette propriété de la maniére suivante :

> > T .
Th

Remarque ;
Th + + T entraine que pour tout x € X :

N

lim “(p T-T p )x" = 0
hr0 h™ "h*h" "l
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Cl15 Theoréme classique sur la convergence des valeurs propres
L 1.0 1.

Si T et Th sont des opérateurs fermés et autoadjoints, soit :

¥x,¥yev , (Tx,y) = (x,Ty)

Vh,¥x , ¥y €V, , (Tx (x,, T, ¥, )

Y h T hn’n

et si, de plus, on a la propriété de convergence suivante :

¥ X, !hhphx - pth“h -+ Q0

alors, toutes les valeurs propres isolées de T , de multiplicité finie,
sont approchées par des valeurs propres de Th .
Plus précisément, pour tout Ao ; valeur propre isolée de T , de multi-
plicité finie, et ¥ € > O .,

I

4 H(g»otel que ¥ h < H(g) , & Ah € o(Ty)
avec xkh—ko‘ < €

Démongstration :

a) On montrera d'abord la proposition suivante :
> & -
¥ e€>0, dhe I et Xh € G(Th) avec Ah € D(XO,E)

Pour cela, on supposera, en raisonnant par 1'absurde que XO , valeur
propre isolée, n'est pas approchée. Il est alors possible de choisir

N >0 tel que le disque fermé : D(Ao,n) c @, de cehfre XO et de

rayon 1 , soit tel que :

D\ {Ko} c p(T) , ensemble résolvant de T

D c (XTh) pour tout h e I .
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Il est alors possible de borner uniformément R(z) et Rh(z) unifor-

mément sur le contour BD'[AO,n/2] en effet, Th autoadjoint montre que :

1
vze (T) , |[R] =
h n () distfz,0(T, )]

donc

2

VhelI , Vzedd' |, “Rh‘Z)"hi?{

et, de méme ”R(z)" <

2
n

On va montrer que, pour tout x ¢ X , on a la proposition :

VE>O0 , BHeI telque Vhel h<H
sup H(Rh(z)ph—ph R(z) ) X“hie
zedD'

soit z, un point de la frontiére D' du disque D' il est possible

de trouver ”11 > O indépendant de h tel que :
€
- < => - <
|z zi| Ny "Ph[R(z) R(zi)]x"h 3

en effet, R est analytique dans un voisinage de 3D* et les 2%
sont uniformément bornés.

On prendra d'autre part Ni» tel que :

lz=z; < nj, = R )R )] o xlh, < 5

Cela est possible puisque :

”[Rh(z)-Rh(zi)] Py x"h 5_!z—zil "Rh(z)"h * ”Rh(zi)"h * Ibh x'h
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et que Ihh(zi)'k f.%' ; ,Ph(z)'k f_—-£——
- n,

N]:

”phx ”h < cx)

il suffit pour cela de choisir :

o min 1. € M
Nip = Min I35 o7 =457

On associera a chaque point z 1le disque ouvert suivant :
i

D(Zi’ni) avec m, = Min (nil.ni )

2

Nous avons alors un recouvrement ouvert de 9D , dont on extraira

un recouvrement fini
D(Zi,ni) ’ i=1,...,M
il suffit alors de choisir H tel que

h <H ' e
¢ i1 y Il 2wy -py Rz Dxll, < 5

ce qui est possible ;
i, z0pypyrez ) xll = Iy (2)) (9,73 5 )Rz ) x]]
< 2 |lp, T~ p IR (2. ) x]|
= Py Py Rz, DXl

et, en appliquant 1'hypothése de convergence ponctuelle a chaque

vecteur R(zi)x r i=1,...,M , on a le rang H cherché.
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alors : ”‘th(Z) -Rh(z)Ph)x”n __<_ lbh[R(z) "R(Zi) ]X "h +
+ IRz - R ppepxlL + IR () - R (20p x| < €

* Soit alors x # O avec x € P(X) ol P est un projecteur sur

le sous-espace invariant associé & l() s

-1
P e R dz =
(x) X faD. (z) x dz X \

On suppose dim (Im P) < +o (A de multiplicité finie)

De méme, on considérera :
P, : V. >V P, x = ~:l-f R (z) x, dz
h h h h “h 2iw h h

on a : Ph(xh) =0 , V X, € Xh : puisque Rh(z) est analytique

dans D'

mais ”(PhPh“PhP)XHh = "5%5 IaDl(Rh(z)ph-th(z))x.dz|k

ii%,ﬁmes |ap'| . sup ”(Rb(z)ph-th(z))x“h
z€oD' :

le résultat précédent montre que :
e pp-p, Pl + 0
d'od "(phP)x”h + 0
ce qui est incompatible avec 1'hypothése sur p
loyextl, > lexll = el # o

Donc il existe toujours une valeur propre de Th dans tout disque de

centre Ao , et de rayon n > 0 , arbitrairement petit.
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B) On raisonnera encore par l'absurde pour passer du résultat démontré

en A) au théoréme :

Supposons n > O donné, tel que :

¥He JO,1] , & h<H avec D()\O,m) < P(T,)

On appliquera cette hypothé&se & la suite de valeurs :
’ k=1,2,...,N,...

nous obtenons donc une suite de valeurs :

h >
(x) ~©
et une suite d'approximation Th » qui vérifient toujours 1'hypo-
k
thése du théoréme. (k)
Nous pouvons encore appliquer a4 T le raisonnement de la

h
partie A) , ce qui montre l'impossibiliég{
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C21 Hypotheése B

Le domaine Qm est connexe ; on supposera que sa fron-
tiére comprend une partie de T[' , et qu'il existe au moins un noeud de

la triangulation de Qm dans cette partie.

Alors, si : fﬂm Ith(uh)IZ dx = 0

avec 1l'hypothése minimale : x;(ﬂm) c C(Qm) vérifiée'déjé avec 1l'uti-

lisation de polynbmes de Lagrange de degré 1

qh(uh) = Cte
comme q‘h(uh)'Pl =0
on a : qh(uh)'r =u, =0
dtoa : o, = b0 172 [fg [Vq‘h(uh)lzd)cll/2
m

est bien une norme sur Vh .

c22

* On définira Py ¢ v Vh comme la projection orthogonale sur Vh :

N

ph u e Vh

ueVv, phu est défini par :

W) =0 VW ¢V

b(phu—u h

hl

Nous utilisons, bien sur 1l'inclusion V. ©€ V qui ne peut avoir lieu

h

H I‘ = .
que si I r
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On a alors :

byl <l

d'autre part, puisque V est de dimension finie ,

h
4¢ ~tel que ¥ vy €Yy Ikh'k f_chlhh”
d'on loyall, < c, bl

ce qui régle le probléme de la continuité.

€23

* Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de dire quelques mots
sur les approximations de probléme de "Dirichlet".

{0 désignera indifféremment Qm ou QV et X sera X ou X,
selon le cas (on rappelle qu'il s'agit d'un sous-espace de H!(Q) '

avec une condition du type ulr, =0).

Approximation de e(u) par g (p,u)

@(u) peut &tre théoriquement obtenue de la maniére suivante :

On désignera par ' 1l'union de T et F& {ou P&). Alors, V a été

choisi tel que :

si veV, Vv, obtenue en prolongeant v par zéro sur T est
dans « Hl/z(f) . Par le théoréme des traces, nous savons qu'il existe un
"relévement" R(u) , satisfaisant :
sR(u) € X

v, =4

od Y  désigne la trace sur I .
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Ce relévement peut &tre choisi continu [3 ]

ar, ter e [kl <kl <% bl -

On introduira le probléme suivant

13

trouver ¥ ¢ Hé(Q) telle que

s

¥ =
Vwe H@ fo ¥ Y ax = - [0 VYR (u) Vw ax
qui a une solution unique. Alors :

glu)y =¥ + Ro(u)

#

Une approximation par éléments finis construira un sous-espace de X

<
Xh X

avec : si x_ ¢ X xh}?’ =0 . et xh!? € Vh

On désignera par xg le sous-espace de xh des fonctions nulles

sur ' , et par w X+ X la projection orthogonale, au sens du

ho° h

produit scalaire de H!(Q) , sur xh .

La solution par éléments finis peut &tre calculée de’ la maniére

~

suivante :
0

?h étant l'unique fonction de X telleque :

o . P
¥ o€ X IQ V¥ th dx = IQ Vﬁh R opu Vi, dg
alors :

G, ppu =¥, +m R pu

pans la pratique, (Roh ° ph) a , uniqué fonction de Xh , qui vaut p, u
sur ' et O sur les noeuds intérieurs, remplace W _ Rb o Ppu .

Ceci ne change pas’ G, - : .
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Nous allons borner f[q&u) - qh ulh :
“CFh ph u - q:U”l A ”\Ph—lyul + ”RDL% - ﬂh Ro ph u”l

*
on introduira alors Wh ¢ unique solution dans Xg du probléme :

0 * = -
VoW oexp fQ7 ¥y, Vw, ax = [o 7 &, 0 Y, ax

alors :

*
e =il < D el o+ v,
La coercivité duy semi-produit scalaire sur Hé(ﬂ) montre que :

!)‘1!_‘?;”1 <c inf ¥ | <c [¥-m ¥],

Vh€Xh

d'autre part :
o-v ll, < c IR, u - m R py ul
< ¢ f{| (1~1rh)Roul1 + hrh R, (1-p, )ul,}
avee = |my R (-ppuly < IRl llctpyull,

nous avons :

ot~ oy ully < ey tl¥-mp]y +lrju-my Rufy + f-p,all )
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€24 Hypothdse de compatibilité

Soit & montrer que ¥ u € V lbh ulh > [}
2
by, ully - el = Jo (19, 2y ul® - |vg u|?} ax
< o ppu-wul) gy pu+qul g
en utilisant les résultats précédents, on va montrer que :
4, B v - quly ~ 0
ce qui montrera que le second terme reste borné, du méme coup
]c;h Pp Y- g u[l < Cl{l‘i’--wh‘i'l1 + "Ro u-m R ““1 + "u-—ph “"x/z}

1} terme “u - ph u”l/2

aves lly = tnt v,
Y, (¥) =u

qui est une norme équivalente 4 la norme dé&finie par b :

“u“Ph uul/g S.KH““Ph'““b S.K"u—vh'% i_K'“u"thl/g

pour tout Vi dans Vh

mais s vyl = yeminf M0

Yow =ku—vh
en particulier, nous pouvons écrire cette majoration pour
vh:"é()“h ¢ ul T
(qui est bien dans Vh ) , et pour Y =c¢u —-ﬂh gu d'ol :

”u"Phunl’/z < ”q: u - Hh ¢ u"x
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On est donc ramené & 1'approximation d'un élément de H! ()

2) Termes du type :
e ¥,
Plagons-nous dans 1'hypothé&se minimale d'approximation avec des éléments
du type Lagrange de degré 1.
On va montrer que :
¥€>0 , BH(e) tel que si h< H lle-m ¥ll, < €
Comme DGZ) est dense dans H!(Q) s nous pouvons trouver :
€
b, € D) telle que ”{’—(bknl <7
alors, de méme : lIm., (¥-¢ 1, < £
h k"'l -3
La théorie de l'interpolation par des éléments finis nous apprand que [
- <
lo-moyll; < cnlod, o

(avec une interpolation par des polyndmes dans P1).

Il est donc facile de trouver H  tel que :
si h< H alors lo, -7 ¢ Il < 3
k h'k'" - 3

dioll le résultat.

Nous pouvons donc conclure que :

'Cphphu—cpu'l"’O

donc

Moy, ully, > ] Vuev.

1
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C25 Hypothése de convergence ponctuelle s

It T-r pp)ull, >0

Rappelons d'abord que de par les propriétés de ph (et par 1l'utili-

sation du théoréme de la borne uniforme), nous avons :
HC >0 tel que ¥ h, Vu ”ph ullhicuu]]ic'"ulll/z
Il sera donc suffisant de démontrer que :

]hu - 'I'h Py u"1/2 »+ 0
Cette démonstration se fera en plusieurs étapes :

() Définition et propriétés d'un opérateur G : X, > X
Soit £ un élément de Xv . Alors le probléme suivant :

Trouver g € Xm tel que VvV w e Xm « on ait :

_ m
meVg.Vw dx = IQV VfV{(ROV . yo)m] dx
on Y: : xm + V désigne l'application "trace" sur T et Rov un
relévement continu, de V dans XV .

Ce probhléme admet une solution unidque, puisque :
- la forme : fﬁ VuVv dx est coercive sur X = {ue Hl(Qm) / Up. = o}
m .

-~ 1'application : w -+ va VfV[(va- Ym)w] dx

est continue (pour f donnée) de xm dans IR .
Soit donc G 1‘'application définie par la résolution de ce pro-

‘bléme : G(f) = g . Cette application est continue :
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lle (w) “;‘,g S N !VG(u)!zdxinQVuV[(Rov o Yo Gluldx
m m v

N

D'autre part, l'utilisation d'une formule de Green dans Qm et i

mo n tre que :

¥ueVv AlG q;v)u = 0 dans Slm

It

3
e G , va)u

. N
" 3n (cpv (w)
m v

I1 est alors facile de vérifier que :

b(Ym o G o § wv) = ,I'Q V(G , va)uV cp:(v) dx
m

1

vaV %, (w) V R (v) dx = JQVV &%, (W) v &, (v)dx

]

afu,v)

. h M
@ Nous allons définir de méme : Gh : Xv > Xm par le probléme :

h- h
Trouver Gh(f) € Xm tel que ¥ mh € Xm

m
fﬂm VGh(f)V w, dx = fQVV £V (%v oY) Wy dx
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¢ vérifie les propriétés :
4H, C tel que ¥h, < H, lqh phu‘i,Q < c lh!h/z
v

(¢ u) (théoréme de la boyne uniforme)
Yv ° qhv vh = vh ¥ vh € Vh
La premiére propriété assure de l'existence et unicité de Gh(f) .

De plus, les Gh sont uniformément bornées en h :

4 K tel que ¥ h, ¥ Uh € Xv ' nGh Uh“l.ﬂm < K"Uhul'gv

enfin, de méme que précédemment, Th admet la décomposition :

dans 'x: et v dans V

Remarquons d'abord que pour tout f h h :

h

Jo Ve, o Yy o GIE, Ve vy ax = [y VG, £ Vg v, dx
m L m m m

[N

puisque (qh o YZ - 1) Gh fh est nulle sur T
m

donc :

b (Y, o G o G uv,) o= fh V(Gh o )uthq$ v, dx
v m v m

i

fﬁ V¢h IHIVQh Vh dx = ah(uh,vh)
v v v
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C) La convergence ponctuelle est donc assurée si :

“(G o ch - Gh o q‘"h Ph)uul,g *>0
v m

llc «, - c, qhv pull, < !I(G—Gh)c%u[]1 + o, (g, =y p)ull,

En ce qui concerne le deuxidme terme, les résultats précédents :

e, - ¢ pully o =0
v v

et lgully o <cfull g
m v
montrent que

o, - @ ppully o > o
v m
h
Remarquons d'abord que : v Vh € Xm
- 2 < - - -
ll(c Gh)f”LQm <K [fﬂmws G £+ [V(GE-v,) + V (v, -G, £)]]ax
nous allons voir que la deuxiéme contribution est nulle si f = ¢ ou .
v
Notons Eh = YS [th~vh] . Le deuxiéme terme s'écriﬁ :
(G- a e - = . & -
Jq ViG Gl QM V(v -G Plax = [ Ve, Vg e Rovsh]dx
m \' v
=f —-?-cp('u)°yv[(cpe-R elay =o¢
'op v o b "h ov h =

donc H(c;«c;h)cpv u"i'g < inf |G g, u - Vhll,ﬂ
m h m

V €X
h m

e, & ull o > o
m
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Nous venons donc de montrer que :

VYuev ”(phT—Thph)ulk + 0

Ce qui garanti la convergence des valeurs propres, au sens du

théoréme C.15.

Remarque : Ce résultat reste assez partiel, puisque, en particulier
il n'assure ni la convergence des vecteurs propres, ni la

conservatiion des ordres de multiplicité.

Des résultats plus fort que ceux du théoréme C15, dans le cas
d'opérateurs non compacts ont été donnés par Descloux Nassif et
Rappaz [4 ]. Leurs résultats ne semblent pas adaptables facilement

au cas de l'approximation discréte.
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