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INTRODUCTION

Ce travall porte essentiellement sur les méthodes de carac-
téristiques appliquées aux &quations des ondes longues.

Les é&quations des ondes longues ou équations;de Saint-Venant
constituent un syst2me quasilinéaire totalement hyperbolique de
trois équations et trois variables indé&pendantes.

Dans notre &tude nous ne nous occupons pas des conditions
d'existence d'une solution. Nous utilisons le théoréme de Cauchy~
Kowalewski d'existence d'une solution analytique dans un voisinage
“d'une surface non caractéristique avec des conditions de Cauchy
analytiques. Nous utilisons aussi des résultats de Friedrichs et
Lewy [15]1, [16] pour des conditions de Cauchy assez réguliéres.
On peut trouver des résultats plus généraux dans le cours de Nis-
hida [22] et dans les ré&férences que cet auteur donne.

En fait, cette &tude a &té motivée en juin 1978 a l'occa-~
sion d'un séminaire ré&alisé 3 1'Institut de Mécanique de Grenoble
paf M.Y. Biollay. Dans cet exposé& M.Y. Biollay proposa une nouvelle
méthode de calcul de la solution des équations des ondes longues.
Cette méthode qui a &té& congue pai M.J. Kravtchenko et par
M.Y. Biollay, est une mé&thode de calcul sur un réseau de surfaces
caractéristiques.

Dans la mesure ol, a priori, cette méthode est d'une pro-
grammation délicate, on s'est intéressé d'abord 3 une &tude sur la
possibilité de convergence de la mé&thode.



2.

Pour mener cette &tude & bien, nous avons considéré dans
une premiére partie le probl&me 3 une variable d'espace. Aprés un
premier chapitre dans lequel on pose le probléme & une variable
d'espace et la méthode de Massau correspondante [2] , qui est une
méthode de calcul sur un réseau de courbes caractéristiques ; on
étudie, dans un deuxi&me chapitre, la stabilité de cette méthode

dans un sens particulier{[2 ] , [171].

On montre qu'a partir de deux conditions initiales "voisines"
(en un certain sens) on obtient dans le domaine de définition aeux |
solutions voisines. La démonstration de ce résultat suit la démar-
che de Friedrichs et Lewy [15] et compldte dans le cas des ondes
longues 1'étude de Cosnier [8] . Bien que dans leur article,
Friedrichs et Lewy aient pour but de démonter un théoréme d'exis-
tence particulier pour des problémes hyperboliqués, ils montrent
pratiquement, au passage,la stabilité de la méthode de Massau.
Nous avons détaillé cette démonstration dans le cas des équations
des ondes longues en précisant le domaine dans lequel la méthode
est stable,

D'autre part, nous avons programmé& la méthode (cf. chapitre
III). La mise en oeuvre de la méthode nous a conduit & 1'&criture
d'un ensemble de programmes d'environ six cents inétructions. Les
difficultés de programmation proviennent des interpolations néces-
saires a& l'utilisation des résultats : en effet, la méthode de
Massau, consistant 3 écrire un schéma aux différences dans le plan
de variables caractéristiques, il est nécessaire (et relativement
coliteux par rapport au temps de calcul de la solution) de réaliser
des interpolations pour &valuer la solution en fonction des coor-

données spatio-temporelles.

Nous avons comparé nos résultats numériques 3 la solution
exacte d'un probl&me particulier exhibée par A. Temperville [28]
Les résultats obtenus sont satisfaisants.
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. Dans la deuxiéme partie, aprés avoir rappelé des généralités
sur les surfaces et relations caractéristiques, dans le cas 3 deux variables
d’espace, on décrit les mé&thodes de calcul sur un maillage régulier qui uti-
lisent les caractéristiques ainsi que la méthode de calcul dans un maillage
de caractéristiques. Un exenple de non convergence et des remarques sur la
condition de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY [10] suggérent quelques modifications
pour que la méthode dans un réseau de caractéristiques puisse &tre stable.
Les études antérieures nous ont convaincus de 1'intérét de ce type de métho-
des pour un certain nonbre de problémes (chocs, discontinuites) malgré les
difficultés évidentes de leur mise en oeuvre. :






PREMIERE. PARTIE

LE PROBLEME A UNE VARIABLE D'ESPACE
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CHAPITRE |

LA METHODE DE MAssAau [21 , (8]

I.1. - LES EQUATIONS DES ONDES LONGUES

On considére un bassin occupé par une masse d'eau en mouvement. Nous
choisissons un repere orthonormé d'axes OX et OY dans le plan de la surface
du liquide au repos et d'axe 02 orienté selon la verticale ascendante.

Ie fond du ba_ssin a pour équation :
(1.1) z = - h{x,y)

On admet : ,
= que la fonction h est suffisamment r&gulidre et que grad(h)est petit en
norme ; : '
- que la masse d'eau vérifie les hypothdses des ondes longués, c'est-a-dire
que 3 |
a) le vecteur vitesse de toute particule d'eau est ,'horizontale ;

b) la dérivée'%g est nulle.

On a alors une répartition hydrostatique de la pression et il est
possible de décrire le mouvement du liquide au moyen de la cbte z{x,y,t) de
la surface libre et des camposantes horizontales u(x,y,t) et vix,y,t) de la
vitesse.

Les équations, dites de Saint Venant, décrivant un tel mouvement.
sont les équations des ondes longues, qui peuvent &tre déduites des équa-
tions de Navier-Stokes [27]. Ces équations sont :
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(z4~h)t + (z~&~h)uX + u(z+h)X + (z—i—h)vy + v(z+h}y = 0

2, 2
_ YuStv

(1.2) u, + uux+g(z+h)x+vuy~—ghx+ fv—C----—-~»——(z+h} u
v /u2+v2

t+uvx+vvy+g(z+h}y:ghy-fu-CWv

]

Q

- les lettres en indices indiquent la variable par rapport a laquel~
le est prise la dérivée partielle premiére,

t

g est la constante de gravité,

L

f est la force de Coriolis,
C est une constante due au frottement du liquide sur le fond.

Les équations des ondes longues (1.2) forment un systéme hyperbolique quasi-
lindaire du premier ordre.(Pour plus de détails, voir chapitre IV).

I.2. - Le probléme unidimensionel

a) La géométrie du bassin

Dans la suite, on étudiera les équations des ondes longues, sans
force de Coriolis, dans le cas ofi le bassin est un canal de longueur L et de

largeur infinie.

On oriente l'axe OX dans le sens de la longueur et on place 1torigi-
ne a l'amont du canal.

On suppose, en plus, que le fond est indépendant de y :

{2.1) hi{x,y) = h(x)

b) Les conditions initiales

On se donne les conditions initiales (de Cauchy} pour x¢ [O,L] :



« N
uix,y,0) = ¢1(x)
{2.2)

b 7]
z{x,y,0) = ¢2(x)

On impose aux conditions initiales la propriété (2.3) suivante qui
sera justifiée au paragraphe II.3, relatif a la stabilité :

30,0 <6<1 tel queVxe [0L]

|2 /GhG - (4 () + 2/G0RGY + 6,607) | <0 /Gh(a)
2.3) »

|- 2/GRG) - (%60 - 2/GHE + §,637) | <6 /GhG.

c) Les conditions aux limites

On se donne des conditions aux limites compatibles avec les
conditions initialgs :

H1 (u{0,y,t), z(0,y,t),t) =0 et
’ Hz (u({L,y,t), z(L,y,t),t} =0

d) Les équations

les conditions précédentes entrainent que le mouvement est
"plan", c'est-d-dire indépendant de y. Les &quations (1.2) se ré&duisent &

(z+h)t + (z+h)ux + u(z-kh)x = 0
{2,5) '

| _ _~Julu
ut+uux+g(;+h)x-ghx C%ﬂlﬂ'

Ce systéme est de deux équations aux dérivées partielles 3 deux va-
riables indépendantes x et t et deux fonctions inconnues (z+h) et u.
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Matriciellement :

[1 D] [z+h] [u (z+h)] [«:-&-h] { 0 ]
+ o %=
Ciui u 'l
o 1 a Je g v u g ghx"zlz:i‘r

Out

2.5)" =

(2.5) W + AWX b

1.3. - Les courbes et relations caractéristiques

a) Le probléeme de Cauchy

Soit Q un ouvert de BR2 dans lequel la solution de (2.5) existe
{pour des conditions initiales et aux limites données).

Soit PeQ et ¢ un arc de courbe régulier qui passe par P, paramé—
tré par n d'équation x(n), t(n) ol n parcourt un intervalle de R.

x et t indiguent les dérivées de x et t par rapport & n.

Si on pose pour C le probléme de Cauchy, d savoir ‘résoudre le sys-
téme (2.5) dans un voisinage de P, u et z &tant dommés sur C, on a que la
quantité :

dw _ = :
{3.1) an wxyx+twt

“est connue sur (. On veut déterminer W et W, sur C. si t{n) est non nul
sur C on peut écrire le systéme (2.5) sous la forme : ‘

1 dw % _
= wX—t-wa-b

£ dn ¢

ou encore
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- X =1
{3.2) (A t I) Wy 3

slg

Le probléme de Cauchy n'admettra pas de solution pour toute donnée
wsur C si ;(/t': est valeur propre de A [9] c*est-a-dire pour x/t égale & :

A\ =u+ /g (h+z) : - oua
(3.3)
Ay = u - Jg(htz)

b) Les courbes caractéristiques

Si x/t &qale A, ou X, sur tout C on dit que C est une courbe
caractéristique. Pour i = 1, 2, soit ¢l 1a courbe caractéristique qui passe
par P associée 3 la valeur propre Ai‘ On remarque que A; est la valeur de la
pente dx/dt de e en P, Soit fli le vecteur propre gauche de A associé & A i

Pour que le probléme de Cauchy pour la courbe {1 admette une solution, c'est
nécessaire que [9].

(3.4) z‘i: ( -

o
glg

c) Les relations caractéristiques

On appelle (3.4) la relation caractéristique sur ol
I1 est immédiat que

2 = (g, GGz )
(3.5)

15 = (~g, Vgl )

et que les relations caractéristiques sont :
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1 g d{(z+h) £ Qo (g h - Cluju ) dt
/—'*—---g (z40) dnl dnl X z+h <fln1
(3.6)
_ 1 _g d(z+h) + SQu (g h. - Clufu ) dat
5z dn2 dn2 X z+h dnz
{
ou encore
.
d TSR Oy L _ Clu]u _gat
Eﬁ; (u + 2/g(z+h) ) = (g h, ) an,
(3.7)
d _ - Cluju, dt
a—n—g (u = 2vg(z+h) ) = (g h, pori v n

d) Domaine de définition des conditions initiales

On appelle damaine de définition des conditions initiales la ré-
gion de X x T ol la solution ne dépend que des conditions initiales.

#t

0 ay bM

Figure 1
Sur la figqure 1, C1 et C’2 représentent les courbes caractéristiques

1 ]
qui passent par le point (x = 0, t=0). cl et C2 représentent les courbes
caractéristiques issues de (x = L, t = 0). )
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1e domaine de définition des conditions initiales (définies sur OL)
. ,
est la région encadrée par CI, Cz et OL.

De fagon analogue le domaine de définition de 1'intervalle (a,, b))
(voir figure 1) est la région encadrée par le segment (aw bM) , la courbe
caractéristique de la premidre famille issue de ay et celle de la deuxieme
famille issue de bM ’

On appelle domaine de dépendance d'un point M (dans le damaine de
définition des conditions initiales) 1'intervalle (aM, bM) qui définit complé-
tement la solution en M,

Finalement, on appelle damaine d'influence de 1'intervalle (ay,by)
la région de X x T ol la solution dépend des conditions initiales en (aM,bM) .
Dans la figure 1 le dqnaine d'influence de (aM,bM) est limité par le segment
(aM,bM) , par la courbe caractéristique de la deuxiéme famille issue de ay et
celle de la premiére famille issue de bM

1.4. ~ La transformation hodographe

a) La transformation hodographe

An chaque point du damaine Q, il passe une courbe caractéristique
appartenant d chacune des deux familles, ces deux courbes étéht distinctes.
On se propose d'utiliser le réseau des courbes caractéristiques camme nouvel-
les lignes de coordonnées et d'utiliser une méthode de différences finies
dans le plan des variables caractéristiques pour intégrer numériquement les
équations.

I1 existe une infinité de transformations :

(4.1) x = x{a,B) t=t (aB)

. pour lesquelles « et 8 sont respectix}ene;:t constantes sur les courbes de la
premiére et de la deuxiéme famille de caractéristiques.
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ILes conditions (2.3) et (3.3) entrainent que pour t suffisamment
petit, disons pour t < ’I‘0 les courbes caractéristiques (dans le plan (X,T))

ne sont jamais paralléles aux axes..
Soit dorénavant :
2= {(x,t) eR° 0<x<L 0<t<T,)

Alors dans 2 chaque caractéristique coupe les paralléles aux axes en un seul
point. ‘

On peut alors choisir, dans @, la transformation des coordonnées
(4.1) telle que 1'inverse satisfasse : ’

afx,0) = B(X,O) =X pour X € {QtL}
(4.2) a{0,t) + B{0,t) =0 t e {G,TO]
a(l,t) + 8(L,t) = 2L t e [O,TQ]

On appelle la transformation (4.2} la transformation hodographe. Cette trans-
formation est illustrée par la figure 2.

b) Les frontiéres dans le nouveau systéme de coordonnées

Dans le plan {(a,B8) on appelle
I‘0 = {{a,B) eRz tgq O0<a =28

(4.3) } 1 =1{(a,8 c® tq 0sp=-a)
)

{(a,B) 6R2 tq L<B=2L - ol

A

L}

i
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At AB
R'(0,2L)
] 'i'j'o
S R(L,tp) Ja:‘ 1 ,
| lf /Q'(L,L)
s E a.
0(0,0) oL 0(0.0) >

Figure 2

c) Les équations, conditions initiales et aux limites dans le nou-
veau systéme de référence

Dans @ la transformation hodographe satisfaitvb(x' ) # 0. En

D{a,B)
utilisant (3.3), (3.7) et (4.1) le systéme (2.5) s'écrit en variables caracté-
ristiques sous la formedanonique H
xB = a(r,s) tB
(4.4) x, = b(r,s) ta
r(l = f(XprpS) tB

6]
R
!

£0t,r,s) ta



ol 1'on a adopté les nouvelles variables dépendantes r et s

i

r =u+ 2 vg(z+h)

(4.5)
s =u - 2 Yg(z+th)

et les notations

a(r,s) = u + gy m%. (3rts)
(4.6) J blr,s) =u - /G =5 (r+3s)

£(x,x,8) = glh, ~ 4 CJ_P}_S_L&‘:‘;*;_? )

(r-s)

- Les conditions initiales (2.2) deviennent pour (a,a) ¢ Ty

it

x{a,a) = ¢1(a} o

0

i

tla,a) = ¢2(a)
£
roaa) = 67 = ¢, () + 2 G F 5500 )
Y D -
s{asa) = ¢ (o) = ¢1(0$) 2 v’g(ha 4‘6’2(0{) )

(4.7)

-~ Ies conditions (2.3) deviemnent 36, 0 <6 < 1 tel que Yo ¢ [0,L}

|2 /gh{a) - rlo,a)] <o 7‘93{00
[~2 vgh(a) ~ sla,a)| < o /oh(a)

(4.8)

~ Les conditions & 1'amont (2.4) deviennnent pour (~a,a) e r"*} (0 2 a)

X (”(X}Cﬁ) = 0
(4.9) .
Hy {r{~a,a), sl{~a,a), t{~a,a}) =0

et a 1'aval (o, 2L~a) ¢ ry

X(CX: 2L"&) = L
Hz(r(a;ZL‘“a); S(U.f 211"{1): t(ﬂlz}:’"ﬂ}) = 0

(4.10)
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On supposera dorénavant que 1'on peut écrire H, et H, sous la forme :

(4.11) Hl(r,s,t) =r=-ys- vl(t)

(4.12) Hz(r,s;t) =8~ Y, 8- ?z(t)

avec vy, et Yo constantes et ‘PI et \&‘2 des fonctions ‘assez réguliéres'de t

1.5. - La Discrétisation - La méthode de Massau

a) Notations

On se donne un maillage régulier dans le plan (a,8) avec le méme
pas de discrétisation k pour o et 8 en choissant k de telle sorte que choisis-

sant 3
{5.1) L= jgk jO entier
. n
As .o
=2
. =1
S -~ L 0
n - ’ Q
Pi‘f'."""
-
o : ¢ =L
N o
'i = 0 i .0 ’
Figure 3
Soit 1?2l le point de coordonnées
a=1k
(5.2)

g=1ik+nk



le‘

On définit les ensembles A'indices

{‘—I%, -*%ﬂ, ceey 0} n pair
1 =
n,l _
{—(-112—»&, ees ¢ =1, 0} n impair
. . . n .
{Jo“nf 30”n+1¢».~g 30"'1’1 + “§} n pair
2 = ©on=1
F - * - » - . a
(5.3) {30 n, jyntl, ..., Jgrn + 5 } n impair
I, = ¢
In = In,l v In,z
Jn = {0;1;2'1'0'j0”n}

Alors, posons pour un pas de discrétisation k @

u 0

fo,x T ey, Bi
_ U 2n
Pl,k"neiN P~n
n
= U
G.0€ T2,k " new Pj0~n
= (Y u PN, L Uy o 0Ty )
T hmew  ser s PN ok v T1k U Tox

@k u U Pn
nedJ 0 1eJ‘0 i

]

ol ﬂk est la restriction & la grille du domaine de définition des conditions
initiales. |

b) La discrétisation

On suppose connue la solution a 1'étape n, ¢'est~i-dire en
P?, ic In u Jn et on cherche la solution & 1'étape n+l, c'est-a-dire en

Pl} +1 € I

i f 1 n+l v Jn+l
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I1 y a trois cas

n+l
On discrétise (4.4) :
n+l n_.n, .ntl _n
ntl n _.n nl .n -
X T Xy S By (57 - tyy)
(5.5)
n+1 n _ ntl  .n
pomr = E ] -6
n+l n o _ il .n
i " S =i (] -t
ou encore 3
G- mal W o) 2
ntl _ .n n ml _.n_.n _.n _.n ,n _.n
7 = xg) = by by =) = (x, - x) b1ty — 8)
(5.5)° .
n+l n ntl n, _
ntl _ n n+l n, _.,.n _ _n _ n _.n
R P G R URE A CCONER Yy
ii) Pour P ¢ Py ke c'est-a-dire pour Pfg on discrétise (4.9) et (4.11) :
14
2n -
X, =0
2n 2n-1 _ .2n-1 . 2n _  2n-1
*on T Xopy TP (B -ty
G863 n_ v _ gnl 20 2n-1
-n ~ir+1 -+l " T-n -n+l
2 _. 2 .
. =Yy s, tY (t_n)



iii) Pour P ¢ 'y y c'est-a-dire pour P§n_ on discrétise (4.10) et (4.12) :
’
0
2n
X =L
30"‘1’1

2n 2n-1 2n~1 2n 2n-1
- X a t -

on—n jo—n j0~n j0~n jo-n)

.7
(5.7) r2n _ r2n-—1 - f2n--1 (th - g2l
Jo™ T3pm g ipm Tigen
2n 2n .. 2n
Sa = r. + ¥, {ts
Jon ) Jgn 2! ]O=n)

Les expressions (5.5)', (5.6) et (5.7) permettent de déterminer de
fagon explicite la solution & 1'étape n+l en utilisant la solution & 1'&tape
n. On appelle cette méthode de calcul la méthode de Massau.
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CHAPITRE I

LA STABILITE DANS LE DOMAINE DE DEFINITION DES

CONDITIONS INITIALES

[1.1. - Les espaces des fonctions, les normes. Déffnition de la
stabilité

a) Les espaces normés :
Soient

W : l'espace des fonctions continues w (de cawposantes (x,t,r,s)) définies
sur D (domaine de définition des conditions initiales) normé par :

(1.1) Hwlly, = ( S:p tmax{|x|,lt],|x],Is| 1
_ a,B)e
= sup ||wl,B)]],
(Q:B)fv

¢ : l'espace des fonctions ¢ {(conditions de Cauchy), de comp@santes
(¢1, & &y ¢>4) définies sur Io telles que @1(-: CZ(I‘O), normé par :

(1.2) [1¢l], = max |[JeM)[], +max || ¢ 0],
AEIOIL] A5[01:[.‘]

od || ¢ M| = mx (J4M)]
1<i<4

et [[¢ M|z max (g
- 1<i<4 .
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W, : l'espace des fonctions W (de composantes (xk,tk,r ,sk) définies sur

k
Dk et normé par
N L WLl [
A <n<j r n ’
k 0 pieDk
on [l .= max|hd ]l
! ied !
n
ot [N 1, =max(h 1, 16 115 1 1sh i)
¢, : l'espace des fonctions ¢, (de sbantes cbl ¢2 ¢>3 d>4) définies sur
k * pa k campo k *x *x %k
TOk normé par '
) [ ell, =max |1l + max || 1.
Xk ieJO ieJl k
ou ( ¢,.) . = max { I« j).}
o 1L ™, | Cap) 4

k

et de fagon analogue pour l

o

Les normes des espaces W, et ¢, sont campatibles avec les normes de W et
¢ [17].

b) Définitions de stabilité

1 - ¢- stabilité : Soit ¢ ¢ ¢

La méthode de Massau est ¢-stable dans le domaine de définition
des conditions initiales si Ve > 0, 36§ 2 0, indépendant de k, tel que

4"

Y ¢ € o Yk e R tg 05k.<.L,kj0=L, joentier



LY

(.5 || ¢ - ¢ki|kaa=>t[wk-$](![Wks e

WY

Y
ol ¢k et ¢k sont les restrictions a Tok de ¢ et ¢ respectivement et W

et aik sont les solutions de la méthode de Massau. .

2 - 3-stabilité : Soit ¢ c ¢

La méthode de Massau est ¢ ~ stable dans le domaine de définition

des cmﬁiti'c\;'ns initiales si Ve > 0 3 § 2 0 indépendant de k et de

¢et:;e ¢ tel que

(1.6) 1 ooy - '$kn¢ks 5§ = ”"’k"""’k“wkﬁ e

I1.2. - Le procédé de Calcul. Notations. Les matrices A et B.

Le procédé de calcul sur 9k est le suilvant :

On suppose connue la solution en
n . .. '
P, ,1ed, i n < g (Jn = {0,1,...,36"1'1])
et on calcule la solution en

n+l
P;i. b 1e Tt

en utilisant les équations (I.5.5) mais en faisant £ = 0 on obtient matri-
ciellement pour i € Jn+1



- 1
i n . [ n+l _ n) [ 1 n _ .n
1 - a; 0 0 i Xi 0 0 0 O Xi+l xi
n n+l n n n _.,n
2. 1 o=bj,0 0 G T 1Py 000 G~ Y
' n+l n n _ n
0 0 1 0 i "y 0 0 0 0 Tin ry
n+l n n n
0 0 0 1‘ i T sl.1 '0 0 0 1_} _si+1 sl‘
n . ml n _n n
{2.2) Ai (wi wi) = Bi A LA

ol 1'on a adopté la convention :

n_n _ n
(2.3) A of = oy, ai

Globalement :

Soit A" 1a matrice de (jo-n) % (jo-n) blocs de 4 x 4 é&léments ayant

dans sa diagonale les blocs Ag, An, coe Ar.l

Han H
1 3o (n+1) bet des "0" ailleurs.

Soit B" définie de la méme fagon mais par rapport aux B?. Soient :

n+l | . n+l n+1
W : le vecteur de Jne1 blocs Wg reees wjo‘(n'*'l)
n . n n
w : le vecteur de Ity blocs Woreeer wjo"(n-‘“l)
(le vecteur yn est le vecteur w° tronqué)
et aw' : le vecteur de j0~(n+1) blocs A WE.A erl .----A'W? ..1"
n .

alors le procédé de calcul est :
2.4) A -WP) =B WP

(nota : on a supprimé le sous-indice k pour simplifier les é&critures, mais on

devrait écrire : w}r(l“, v_v]rz, Awi{1 r €te..l).



I1 n'y aura pas d*ambiguité si on note toutes les normes des vec-
teurs simplement par ||.]]| . Par exemple :

W= L = max MY
leJn+1
xm“n=in3x ICAIN
€ n+l
Il = max D],

ied
n

I11.3. - Quelques propriétés des matrices A et B

Proposition 1 : Si les conditions initiales satisfont I1.4.8 pour ¢ donné,

0< 6 <1 alors :

a) 3';96&}1,{36 > 0 indépendant de n et de k tel que
n
1, <™ (1.5,

b) A" est inversible dans D) et il ekiste g, indépendant de n et de k, tel que

L7, < a,

Démonstration

H

i) Le fait d'avoir choisit £ = 0 dans les équations (2.1) entraine

que :
n+l _ n _ 0
(3.1) ri — I‘i b LI ) l’i
ntl _ n . 0
5i T Sit1 T Si4nu1

C'est-a-dire que r et s sont "invariantes" sur les courbes caracté-
ristiques.



.26.

n_1 n n 0

ai—E(Br +Si) --4-(3r +Sn+i‘)
(3.2)

n _1 n n _1.,0

Piyp =7 Py v 385) =7 (65

(I.4.8) entraine que

(2-0) /gh <rl < (2+6) /gh

(-2 - 0) @T<s2< (-2 + 0) V/gh
donc que :

(1~8) vgh <a] < (1+06) vgh
{3.3)

(-1-8) Ygh < b} < (-1 + 8) /gh
mais

n - n
B, = ma (1+ |b,, ) et
n+l
HAnH00 =  max (HBans max (1 + Ia?[))
iEJn-rl

donc :
(3.4) B, < [1a% |, s 1+ (1 + o) /g =p,

ii) Un calcul facile montre que :



i+1 2y 0
n n n n
ay = by a; ~ by,
L - 1 o
n n n n
a; ~biy ay ~biy
n, -1 _
(3.5) (Ai) =
0 0 1
0 0 0

mais Y P e D les inégalités (3.3) sont vérifides pour 6 donné, 0 < 6 < 1.
n n n_.n B,
Donc by, , <0, a; > 0 et Ia:L - lel est borné inférieurement par

2(1 - 8) /gh d'od 1'on déduit facilement que :

1

(3.6) nHam?l < mx 1, —2——
1 (1-6) vgh

) = 9

Il est clair que (An) -1 est une matrice de j n = jn blocs de 4 % 4

€léments, qui a came blocs diagonaux les biocs (Aril) -1

ie Jn+1 et 0 partout
ailleurs, Donc : -

@™, =max @D, s q

ieJn+].

0

Les propriétes que £'on va montren maintenant comuipondemt au
caractine "affine” des matrices A} et BY. Les propriétis 1, 2 et 3 qui suivent
sont valables autant poun Les matrnices Ag que pourn fes matrnices Bz. Neanmoins
nous ne fLes expliciterons que poun fLes matrices A" bien qu'elles sodent utili-
sées pan La suite pour B",

On observe que :
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n _ , .n n

By =By + Liwy) By + By + Lywyy) Epy + Egg + By
(3.7)

n _ n

By = Ey + Ly(wi,)) Eyy + Eyy

ol Eij est la matrice 4 x 4 qui vaut 0 partout sauf dans la position ij qui
vaut 1 (0 < 1i,j < 4)

et Li (w) est une fonctionnelle linéaire de ]R4 dans R définie par :

L, (x,t,1,8) =%f (3r + s)

(3.8) 1
Lalx,t,x,8) =7 (r + 3s)

on remarque alors que

- ILi(x,t,r,s)I smax{|r|,|s|} < max{|x|,|t]|,|x]|,]s]|}

— n _ m = n - m n - m
By =By =LiGwy =wy) Epp + Ly(w;yy = Wiy Ey

‘s n m
Propriété 1 : ||a; - A‘:‘.“] |, = max(] W} - wIJF‘H,[ }W?H - wj+1l 1)

démonstration : '
n - 11!
)|}

HAg_l - A?[ |, = max{|L, (w} - wl:‘.;)],ll_z(wi_!,1 - VJ'“

mais ILi(a)i < |lal],

Propriété 2 : ||a AI;H < || aw
démonstration:de la propriété i, on a

[Famfl] s max Il D Lo )]
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Propriéte 3 :
i) “AA?;"f‘&A!;H < max(]]a w?*Av};‘H,Hyaw?ﬂ -AJ;ﬂH)

11) M) - acii] < max ([lacd =S a6, -0

démonstration :

n m _ n _ n o _
a AY - aRY = L, (o ij‘} Epy + Lyl “";len’ E,,
donc i). De fagon anaicgue, nous avons

n My n_ . n. - avn -
A A(wi) AA(wi) = Ll““"i Awi} B, + "2(5“‘1+1 Awi+1) Eyy

Propriété 4 : Soit {vj 2}4 ex? pour i e J ., alors : ‘
i=1 '
n_.n n,.n n n _n i N1
@y -8 vy + 8y, visll simax Hay vl < [|a Vi |
“nl
démonstration :
solt ay = (@] - B vy j=1,2,3,4

{

=1, 2,3, 4

Yok
i

n n
et By = (B Vin)j

mais la structure des matrices A" et B" (3.7) entrafne que 3 -

aj#O => 33.::0

Bj#O => aj=0

qore (B ||, = max o+ 85 = maxllall, . ll8lL)

3=1,2,3,4
n 141 n n n n n n n n
donc || (ay - By) vy # By, vyl = mext{| @y - B) vills [IByyy vy, ID
n n 1
P&y - B)) vill = max ”V?,i - ax; vg’il, 0, lvg’i!, 0)

n

43 - n - n ' gn n
smax (lvy 4 - a; Va4l o IV] 5~ by Vg,i"'VB,i"thl,i“

= |1a] V11|
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et de fagon analogue :

It n n n
By Vi1 < 1Ay, viy ]
done ‘
&g - 8D v§ + 85, Vil s max |al AT

©g=i, vl

I1. 4., - Etude de AMaw"

Ie procédé de calcul est :
AW - ) = B

D'aprés la proposition I et les propriétés du paragraphe précédent,
on cbtient :

Wm«l _ En = (An)-l B
et
@ WPl < gt P

On va monter que si les conditions initiales " 4" vérifient une con-
dition particuliére alors la quantité { }Angg wnf | sera borne par une expres-
sion de la forme : :

(A% W] < M

ol M est indépendante de k et de n.

Ies équations (2.1) pour P?H‘ et P;]:% sont
n , ntl n, _ .n ., ,n n
By Gy " -w) o= By (W, - wy)
n n+l n - n _.n
Bipy Migy = Wigg) = By (W0 = wiy)
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On réécrit la dernidre équation de la fagon suivante :
ntl _ AP

n
ALy - Wi, = -A AT (W) - W) + Bl A

et en soustrayant la premiére, on obtient :

aw

l’l
i+l (

n +1l -
AiAw’i‘ —(i B)Aw + g"

141 1+1 i+1)

et finalement :

4.2 A e a8 o4y

avec

A

a=(A -Bi)Aw + B 141

i i+1

_ m-l n+l
B = (Ai ) Awri

-

1+1)

=<
L]

- a8y (i
Alors : '
HAT™ ™) s (Lol l+18l] + [Iv]]
et la propriété 4 entraine que :
llall s [|a%"] ,
la propriété 1 que :
”An+1_ n” S“n-H. n”;'

i Ai W -w

la propriété 2 que :
n n
Ha a1 s |]awy]] ;

d'oll en utilisant (4.1) et :

n+1 +1 +1
Wier =y <2 W5 =]+ ] sl



on a montré que
(4.3) (AT < 0wl v e (127 W)

} définis per

Soient My, My ..., M, _

Jo

My k= 11a% o]

k=M

(4.4) M "

alors ¥Yn e Jl

(4.5) A% W] < Mok

L'ensemble ordonné {MO,Ml ’ ""Mj _1} est majoré terme a terme
0 (+)
par la solution en t = nk(Mn < £(nk)) du probléme différentiel :

df 2 .2
= =4 £
(4.6) dt qe

£(0) =M

La solution a ce probléme est

4.7 £ = — L0 si
(4.8) 0 <t < ;
4 gy £(0)

(x) Dans [15] Friedrichset Lewy utilisent cette majoration pour prouver

1'existence de la solution d'un systéme d'équations hyperboliques quasi-
linéaires dans un voisinage d'une courbe C sur laquelle on a des condi-
tions de Cauchy. Les auteurs utilisent le fait que la solution de (4.6)
est bornée dans un voisinage de t égal 0 mais ils n'explicitent pas la
solution (4.7), donc ils ne remarquent pas la condition (4.8) qui est in-
téressante pour démonter la stabilitd dans tout le domaine de définition

de Cauchy. Dans [8] , Cosnier utilise les résultats de [15] mais lui
non plus ne remarque pas cette condition.
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On obtient donc :

Mo
(4.9) max < Mj - S ‘2
NEH - - )
0<n<j -1 0 1 - 4 g (L-k)M,
M
Mj -1 < (2) si
0 1 -4 q, L MO
0 <L < 1
M 4 o2
9
mais :

4100 My s |11, s pg el

donc une condition suffisante pour que (4.9) soit satisfait est que

1
P
4 pyq,

{(4.11) L “ 4,'“00 <

IT.5. - L'ensemble LA
s €

Rappelons que dans la démonstration de proposition I on a prouvé

que
IR s py =1+ (+0) /R et
II(An)"lII < gy = max(1, —1
(1-8) /gh
On définit pour 8, O0< 6 <letpoure, 0 <e < 1 l'ensenble :
(5.1) Qe’e =1{¢e ¢ , de camposantes (xo,to,ro,so) telles que :

YAre [O,L]
(2-06) Ygh <xr,(A) < (2+6) /gh

(=2 - @) /gh < Sg()) < (=2+6) /gh

et tel que

L.sop dmaxflxa)], [ty ], ey ], [syolf S"'"E*i‘
e (0,L) 4py 9y
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Alors, on peut anoncer la proposition suivante :

Proposition II :

Il existe deux réels positifs H1 (pe, qe,e) et HZ(Pe' qe,e) indé-
pendants de k, denetde ¢ ¢ ¢ tels que V¥ ¢ € ¢
7

0,¢€ €
¥ k, 0 <k <L, YneN 0<nsj0—1

i) ||aPl]. < B k

1

1) || W - WPl s Bk

iii)  |lawl|, < Hy  |le]]
Dk 2 %

Démonstration :

D'aprds le paragraphe 4 et en particulier de (4.5), (4.9) et (4.10)
on a que :

M. K

(5.2) la® aw?|| < 02
1 -4 d, L M0

Py “ ¢'[Lk

|12 P[] <

2 '
1-4 pgag L |{e' |,

mais :
bety . L} '], = 3
donc :
n.,n €
(5.3) [a® w|| < ———k
L(l1-e)4 q,

d'autre part, on sait que
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HaM ] < gy 18" W]
finalement, on montre : i)

(5.4) [af], < € k
4L qy (1=e)

d‘autre part de (4.1) on a que

W™= WPl s qp 1A |

ctest-d-dire ¢ 1ii) :

(5.5) HW™ - WP s € X
4L qa(l -¢)

pour démontrer : iii) on pose :
P s [P +ag (1A% W)

- et (4.10), (5.1) et (5.2), on trouve que
M, k
LA™ o] < o

1 -
donc
M, k
+1 0
WL s TP, + g —= et
k.
nl M
max WL s ] el + gyl ——
0s n<j,~1 ‘
0
M. k
L 0.
HwHwk < e lly, +af —=
Aoy
mais M <py |1 —11,
p,q L A4
60 k
. donc nwnwksnmw = =l
donc

' p, q, L
6.6 lwlly = mx 2y oyl
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I1. 6. -~ Etude de |[A"aaw"]]|

On peut réécrire la formule (4.2) sous la forme :

n+l n n+l

(6.1) Ai A Wy = A Aw + (A Ai) Awi
n ntl _ n
AAi (w 1+l 1+1) + B Ad w

+ QBE A wg

i+l

oo . n+1 n+l . e
En écrivant (6.1) aux points Pis1 et P; et en faisant la différence, on
obtient :

11
A§+l AAWn+1 5 0.
=1

ol

_ n+l +1
o = TARy AWI':ZH

_ n n
ay = + Ai ARW

_ n n
a3 T b My AW,

S n+l n&l

ap =+ @) - AL A

= ool _on. o ntl

n
o = = AR ntl _ n
6 i+1 Wigp = Wigp)

_ n ntl _ n
0y = b MRy Gy T W)
ag = 7+ 1+1 Ad w§+1

. _ on n
ag = T By AWy

~ n n
% = T BN Wi

= - Bn wn
%31 A By Wi



en regroupant les termes on trouve que :

1

+

gt %

a6 + a7

%0

Au total :

(6.2)

+a

11

n+l
By

s +a3+a4+a5

ot 1 n+1 ntl
T wrilil & Wiy
n n
tRAh AW, Ai A w1+1
ntl 1 +1
tAjy A ");1 LA
n+l 1 n n+l
A Avfi“ A
n+l 1
+ A7 AWy, B} A “’Xitl
_ (a0t _ on n+1
= (Ai i) AAwi
- i (& w 1+1 A“}:_ﬂ
(Arj} - 1’““}\ + Bi+1 M‘"};.-!-l
+3 +1
A RSO - W) (& gy -4
n +1 n
BARY (Wyyo = Wi,o)
ntl 1
AA ( Awi A wiﬂ) AA Ai (w1+2

n n n n
L\Bi AAw].:i~1 + AABi AWM2

ot = @ - A aa Wt
- 2487 (4 w'i1+1 v, )
= 4A Ai (wl;g w111+2)
+ A B] AA A
+an B A,
+ (A - Bi)AA wi + }3i+1

I
W

+1

s

i+1)

n
Wiy2)
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d'aprés les propriétés 1 d 4 du paragraphe II1.3 on a que :

6.3 max A7 a5 [P ]] e WY
i‘f‘Jn+2
+2 ||av™ | |]a Wity w |
+ o] | [ - WP
+ 1la W] | eaPy
+ las®|] | s
+ max H A? AA w?lf
iEJn—t-2

Nous utiliserons plus loin 1l'identité précédente ; rappelons aupara-
vant, d'une part, que par la proposition II, nous savons qu'il existe une cons-
tante Hl idépendente de k et de n telle que :

(6.4) lI&] < B k

le‘H'l _ y‘nH < Hl Kk
et d'autre part que : ||@Y 7| < dg d'od
(6.5) [am |l<qy || A% aa W]

En déduisant de (6.1), 1'identité suivante

n+l, 1+l n, __ .ntl _n n
Ai (Awi Awi) = (Ai Ai) Awi
n+l n n+i
+ (Ai Ai) A
n n+l n
AR Wiy = Wigy)
n n
+ Bi AAwi

n n
+ ABi A wi+1



v

et en appliquant les propriétés 1 d 4,les inégalités (6.4) et (6.5), on a
que :
47
(6.6) o™t - Pl < BX® + ag 12" e[|
N

oll H est une constante indépendante de k et de n ; en plus :

. ntl, n+1 ntl
@1 Tland ] T - a1 sl ]+ e - st

s 20K+ 3q, ||2" s

done,
en utilisant (6.3), (6.4),..., (6.7), on peut faire la majoration :

(6.8) HA™ 4™ s @+ HK ||2° o] + 1 K3

oll H ne dépend que de Pyr 9y et de ¢.Maintenant, en rappelant que L = j0 k

et en définissant la suite {0y ); ) par :
o Jo
n n
(6.9) hy = max [P A% 1
: 0 0snsiy 32

{ou bien entendu A}: et w;: sont la matrice A" et le vecteur w* ‘construits a
1'étape "n" avec un pas de discrétisation k = L/jo) on trouve que

jn~1
A ¢ j Jo™t | HL i

(6.10) A, < “Aﬁ «-——-——i-]-c-H (a + 1Ly-°0 , L L (“3‘6)

Jo K Jo Jo =0
si $ e C°(0,1)
(6.11) lim A, < pg flexll, R

jo—)« w JO

la suite Ajo est donc bornée. Au total, on peut déduire qu'il existe une
constante H

pavqeosf ‘ ' ¢ "! 'm
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telleque Yk, VYn

(6.12)  ||a" as™|| < m K2
Pgrdgres ]| o],

et de (6.6) que

A W™~ aP | |<m k2
pel qelslll ¢"I Im

IT. 7. - Théoréme de stabiliteé

Théoréme : Soient 0 < ¢ < 1,0 <€ <1, 0<M<+4o et soit<1>ee M
- (4 ’

1'ensemble des fonctions ¢ de % . telles que |[¢"|]| < M. Alors

Ve' >0 35 > 0 indépendant de k < L tel que :

v n
¢’¢€®6,€,M et ”¢k - ¢k||<I) X < 6

entraine que

N ' A Yk A& '
T = Will <ot et | XMy
Démonstration : Soient
nN
bet ¢ € d>6 eM - Définissons
r =7
Y
(7.1) b et ¢ k  1es restrictions de ¢et ¢ 3 ok
W et C'Jk les solutions de la méthode de Massan correspondantes
n

a ¢L et ¢k.

Dorénavant, on va travailler pour une valeur de k fixe et on amettra 1'indice
k pour simplifier les notations.
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Soient :
L")
N=WwW-=w
(7.2) At = AW , BY=8"Ww"
Ny 8
At = A" M B = 8w

Les procédés de calcul sont 3

{7.3) A - =8

(7.3 AW W) = B

ol
A+ A A WP o = @ B - B A

en faisant la différence avec (7.3)' on obtient :
7.0 ™ -+ @ - PP =Pl @ - WP
maintenant en utilisant les résultats des propositions I et II ainsi que les

propriétés 1 4 4, on montre qu‘'il existe une constante H, indépendante de k
et de n telle que :

Ay
(7.5) o™ s avmo [ +q (A" au"|
il s'av@re nécessaire d'étudier le terme HA au”||; pour le faire on applique

a 1'égalité (7.4) exactement le méme procédé que celui utilisé pour passer de
(2.2) a (4.2) et on obtient :

)
Yntl n+l n+l "*ml n+l o _
(7.6) Ai Aui + (Ai i ) Aw wy = ji uj

avec 3



_ M _Mn an n
op = (A = By) duy + By, auy,
_ M+l “n n+l

A Xn ( ntl _ n )

@3 T T A8 Wy T4
ag = (@ - X;‘*H - @& - Xg‘)) A
g = - Y W - B

+1 1

en &liminant le terme (A? A2+1)A w?+
ag et en regroupant ce qui reste de ag avec a, et a. on trouve :

du c6té gauche de (7.6) et de

ag = (Al]:.&l - Klf—l) Aw?+l + a, = a:l + aé
avec
ay == @] - &) (! - o)
o4 == (B.? - gIil) Aw? + (B?+1 - g.?ﬂ) Aw?u
mais :
al = (8] - Eri‘) adwy + (4B} - Agri’) Aw?+l
donc :
(7.7 X§+l Au§+l =0, + ay + a; + aa + aé + e
et A ™1 < oyl + Hlagll + oo+ [lagl]

Par la suite, on utilisera la lettre H pour désigner toute constan-

te de majoration indépendante de k et de n. En appliquant aux ay

tés 1 & 4, les propositions I et II, les inégalités (6.12) et (6.13) et les

les proprié-~
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inégalités suivantes (issues de (7.4)) :

i on AM aub
(7.8 ™ -] < om ]+ e (RN
(7.9) ™ s +H) (] o+ o |A° “1:

on obtient 1*'in&galité :

’\'n+1 n+l n,n :
710) ||BA—F— ] < 0+ SR mx (")

En regroupant (7.9) et (7.10), on obtient :

- any e -

™ (1 + Hk) Hk , u ™My

(7.11) <

[ e aemo | [Nl

howa taan

d‘od, pour k = L/jo donné, on trouve gue

0o j Y
max ma (0| (A | ) < om0 ma (160)], 1A
OSnS]O '

oll H ne dépend que de 8, ¢ et M.

Soit {A, 1
{ JO}JO a suite définie par A, 3= (1 + %l_m* )
0

2HL

Cette suite converge vers e donc elle est bornée. Soit A une

borne. On a démontré que :

max [P < & max(lLpy) |}, - ¢
0sn sj, k o ek k”“’k
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et

Aux}:
max | |=={], < ogp A max(lpg) || ¢y = eyl
OSnst k

ce qui achéve la démonstration de la stabilité.

IT. 8. - Généralisation du théoréme

Considérons le syst@me d'équations hyperboliques quasi-linéaire
écrit sous la forme canonique.

XﬁzatB
X =Dbt
o 43
.1 =
(8.1) rB CtB
s =d¢t
[s ] o

ot a,b,c et d dépendent de x, t, r et s.

N n - .
=~ On se donne des conditions de Cauchy ¢ ¢ ¢ < ¢ ° sur o (on conserve les

notations du paragraphe II.1)

- On fait VY ¢ ¢ 25 les hypothéses .
H, : |al, |b], |c|,|d] sont bornés par B (od p est indépendant de
A
$ € @)

112:366 R, § >0 tg
W‘l ¢ domaine de définition de a
VAZ € domaine de définition de b
lay)) = bO,)] > 8

Hy: i) a, b, cetde CCW) odW R

ii) il existe une borne supdrieur K des modules des dérivées
partielles du premier et second ordre de a, b, cet 4.
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7]
On .se propose d'étudier la ¢ — stabilité de la méthode de Massau
dans le domaine de définition des conditions de Cauchy.

On peut faire la démonstration de cette stabilité en suivant pas
a pas les paragraphes antérieurs.

Le paragraphe II.2 reste inchangé sauf que :

P 9
n
1 - ay 0 0
n
) 1 by, O 0
(8.2) AN =
i o -d 1 0
n
o -dy,, o 1 |
n N
b1 ay 0
n n n n
a; ~ by, ay = by
" Th : n n : n 0
aj b a;y — by,
n,~-1 _
oS i )
n n n n
c; -b a, -~ b,
170 i~ Pin
n n
Y% din o
n_.n n _.n
ay = by a; ~byy,
0 0 0 0
.n
6.4) sz ] i bi+l 0 0
0 0 0 0
I
». 0 - dy, 0 1




Au paragraphe I1I.3 on trouve en premier lieu que par Bl et H2 la
proposition I est inutile car H,, {8.2) et (8.4) entrainent directement que

N
[1B°]] < ||A"|| <1+ p=p (od p est indépendant de n) et Hy, H, et (8.3)

entratnent que (A") ! est borné indépendamment de n. Soit g cette borne :
- n,
[ @™h l} | <q (p et g peuvent dépendre de ?).

Les propriétés ‘1, 2 et 3 dues au caractére 'linéaire" de a et b sont

remplacées respectivement, gré&ce 3 l'hypothése 33, par :

propriété 1' : HAI; - AI;H < K, max ( Hx.-&il - wx;H, {{w?+1 - w?+1§l)
propriété 2' : ||a A?H < K [ |aw] ]

propriété 3' :

i) HAA(WI;) - &A(WI;;)H ¢ max{[K; HAW? - A wr;H + 2 Kﬂ}wﬁ—w?”“aw?i |+

2
+ K, [|ad]]2 + K121, 1R | |, - sl 11 e+ Ky H‘”QHH

+ Ky s, 1P
i) |]aad) - sAaGE) || ¢ max{[ R ||a6d -Q”e‘;_‘)H + K?_ngf will sl +

+ Kol [ 1% + &y [ 12 [y Haedy, -1+ oo )

ol K, est une borne d'une norme des gradients de a, b, c et'd et K, est une
borne d'une norme des matrices Hessiennes de a, b, c et d.

Ies propriétés 1' et 2' sont triviales & démonter en utilisant 1'hy-

pothése Hy.
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On va par contre démonter la propriété 3' :

Démonstration 3
Remarquons que

1)

[0 - (saly) - ba(vy) 0 0]
0 - (abfu,.,) - Ab(v...)) © 0
(8.5  AAu) - AA(vy) = i+l i+l
0 - (Ac(ui) - Ac(vi)) 0 0
0 = (pdluy ) - Ad(vj_kl‘)) 0 0

On voit que pour trouver une borme de ||AAlv)) - AA(vj) |1, 1l suffit d'étu-

dier les quantités de la deuxi&me colonne. On ne le fera que pour le premier
terme car c'est analogue pour les autres termes. N

On note grad a(s) et a"(6) le gradient et la matrice hessienne de a
au point 6,alors pour p, q, r et s dans le domaine de définition (contenu dans
.‘R4) de a, il existe § et n tels que :

a({s) = a(r) + (grad a(r))t (s~1) +—§- (s-—r)t a"(n) (s-r)
al@ = a(p + (grad a(p)® (ap) + 3 @p)* a"() (a-p)
d'ol

[(a(@ - a(P) - (a(s) - alr))] = (grad a(p))®(a-p) - (gradat)® (s-r)
+3 @p®a") (g-p)
-% (s-r)® a"(6) (s-r)

et par 1l'identité (vérifife pour un certain §)

(grad a(p))® = (grad a(e))® + (E-n)t a"(s)

On obtient :



[grad a(x) 1% [(g-p) - (s-1) ]

i

f(alg) - alp)) - (a(s) - a(x))]

+ (o0t a"(5) (g-p)

G@p t a"(n) (gp)

o= O] e

(s=r)* a" (6) (s-1)
en passant aux normes, on cobtient :
(8.6) lal@ - alp)) - (als) - ate)| < K ||(gp) -}(s—r)ll
+ %y 20 [zl | |la-pl |+ lap| |2+ [s-x] |2
De ceci on dé€duit la propriété 3' en remplagant p,q,r et s par les wi adéquats.

ILa propriété 4 reste inchangée. On peut suivre sans aucune difficul-
té le paragraphe II.4 en utilisant les propriétés 1' et 2' au lieu des proprié-
tés 1 et 2 et en prenant p et g au lieu de Py et dg -

Au lieu de considérer 1'ensemble ¢ du paragraphe II.7 on consi-

0,2,M
dére

.

N
e y=1{¢ec tqg L. ||o"|] <

M et [[¢"]], < M)

£
4K1 pa
Ie reste de 1'étude se fait sans aucune difficulté particuiiére jusqu'a démon-
ter le théoréme de stabilité pour 1'ensenble :

(pf:,M au lieu de cbe'E’M

Nota : Dans notre probléme particulier des ondes longues, on sait démonter
que les hypothéses H; et H, ne sont vérifies que pour le cas ol le

fond est horizontal et le frottement est nul (Proposition I).
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IT. 9. - Difficulté de 1'étude de la stabilité au déla du domaine
de définition des conditions initiales

On a essayé d'étudier la stabilité au-deld du damaine de définition
des conditions initiales mais sans aucun résultat sauf dans le cas trés parti-
culier des conditions aux limites de réflexion total (§ c)..En tout cas on
croit intéressant de poser le probléme (§ a) qu'on a voulu &tudier et la voie
qu'on a choisie pour 1'aborder (§ b).

AB
R
S Q
0 >

Figure 4

a) Le probléme

Dans les paragraphes précédents on a étudié la stabilité de la métho-
de de Massau dans la région O Q ., qui dans le plan des variables caractéristi-
ques est le domaine des conditions de Cauchy données sur 0Q {voir figure 4). On
s'est posé ici le prabléme d'étudier la stabilité de la méthode de Massan par
rapport aux conditions initiales (et si possible aux limites) dans tout le qua-
driilatére O Q rg .



On a étudié le probléme dans le cas suivant :

i) On s'est restreint aux équations des ondes longues avec fond horizontal
et sans frottement (f = 0 dans les équations (I.4.4)).

ii) On s'est donné des conditions de Cauchy qui assurent la stabilité en

0 Q 8, c'est-d-dire ¢ ¢ % M {(voir I1.5. et II1.7.)
£~ r

iii) On a cherché & se donner des conditions aux limites sur I’z du type
(1.4.12) : '

{(9.1) s =yr+ Y(t) , vy .= constante, y assez réguliére vy et
respectant la propriété suivante ¥6 , 0 <6 < 1 :

(9.2) r e ((2-8) Ygh, (2+6) Vgh) = s e ((~2-8) Vgh, (~2+6) Ygh)

(voir IT.5.1.).

iv) Finalement, on n'a considéré que les deux cas suivant de conditions aux

limites :
-} y=-1 : y =0 (réflexion totale)
-) vy =0 i Vv telleque teRY: p(t) ¢ ( (-2-0)vagh, (-2+6) /gh)

b) La méthode utilisée

On a essayé de reproduire, dans la mesure du possible le schéma de
la démonstration faite dans les paragraphes précédents. Les points clés étant :

i) Hal| | et || (An)—ll |, bornées, indépendamment de k et de n

ii) [a® s et |2 aaw® || vérifiant, pour ¢ « les

%,c,M
inégalités (II.4.3) et (II.6.8) respectivement.



On rappelle la méthode de Massau avec conditions aux limites sur
la frontiére r,. Bien entendu on conserve les notations du paragraphe I.5

On discrétise le segment OQ en j0 intervalles avec jo pair .
(voir les figures 3 et 4). -

Pour passer de 1'étape n 4 1'étape n+l on utilise :

i) 8i n est pair :pour i € (Jn+1 v I2,n+1)

n , n+l n _.n.,.n _ . n
(9.3) Ay (wi - wi) = By (wi+l wi)

Nota : A 1'étape n+l il n'y a pas de point sur la frontigre Iy (voir fig. 5).

As

r
2 .n =3
. n=2
R . L’
’ , L n=20
S - /b
* i
s i
‘ [}
0 ' o
i=0 i=1 1‘=jo >




Si n est impair :

\ {4, - Ly

~ pour i € (J Jg >

n+l Y 12,n+1)

(wn+l
i

n

. n n
(9.3) Ai

n, _ .n _
wi) =By (Wi, - w) et

~ pour i = jo - %}‘— on introduit les conditions aux imites

n+l

X5 =L
n+l n n , ntl n, _
(9.4)
nt+l n _
ry r, = 0
n+l +1
AR N i

La condltlon (9.2) imposée a la condition aux llmltes (9.1) entraine
que autant dans (9.3) que dans (9.3)% HAnH et H(A )~ H sont bornés indé-
pendawsient de n, 1 et de k.-

On a cherché & former, pour n pair le produit A Awri'l ol P? est le
point voisin de la frontiére F2 , c'est~a~dire pour & = 30 , g— - 1 et on a cher-
ché a mettre en rapport ce produit avec Alz-l AW r AL AW et

A?;‘; Aw 2 +’§ pour chercher des inégalités qui permettent de déduire (pour v

et y bien choisis) que |Ia" aW"|| posséde une borne Mk oil M serait indépendant

de n et de k. Malheureusement, les inégalités trouvées sont tellement complexes
qu'on a rien pu en conclure.



c) Le cas de réflexion totale

On peut vérifier sans aucune difficulté que, la solution de la métho-
de de Massau (pour k fixé&) dans la région Q R S avec la condition aux limites
de réflexion totale sur I, (y= -1, § = 0 dans (9.4)) est exactement la méme
solution que celle construite sans conditions aux limites mais avec des condi-
tions initiales prolongées par symétrie a QM' ol M' est le point de coordonnées

(3L, 31)
2 2
AB
S
M
E >
Figure 6
Ces conditions é&tant données par
x(a) = a ae(O,-a—éE)
(9.5) tla) =0 e (0, %)
r{l#a) = ~ s{L~a) ae [0, L/2]
s{li#a) =

- r{l~a) : ae [0, 1/2]

Donc dans le cas de la réflexion totale la méthode de Massau est
stable par rapport aux conditions initiales dans O Q R S si et seulement si
elle 1'est dans tout O M'R S par rapport aux conditions initiales prolongées.



.54.

Pour que le théoréme sur la stabilité soit applicable, il suffit d'ajouter

& 1'hypothése b € @ les propriétés :
8,e,M

lim r'(a) = - lim s'(a)
oL a1
(a<L) a<L,

(9.6)

lim r"(a) = - lim s" (a)
oL oL
a<L a<L
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cHAPITRE 111

EXPERIENCES NUMERIQUES

ITT1.1. INTRODUCTION

3

On a voulu faire des calculs numériques de la solution des
équations I1.2.5 , en utilisant la méthode de Massau came elle a &té expo-
sée au chapitre 1.

Afin d'avoir des éléments de oomparaison, on a utilisé dans
nos calculs les mémes données que celles utilis@es par Saenz - 25 . Cet au-
teur, qui a étudié les équations des ondes longues & une variable d'espace
(équations 1.2.5.) a réalisé des expériences numériques comparatives d'un
certain nambre de méthodes utilisant un maillage régulier dans le plan
(x,t) (le schéma classique des caractéristiques, le sch&ma diffusif, le
schéma de IAX-WENDROFF et le schéma implicite de PREISSMANN) .

Les programmes gue nous avons écrit autorisent donc des
conditions initiales de repos et des conditions aux limites 3 i'amont et a
1'aval du canal.

IIT.2. LES PROGRAMMES

L'ensemble des programmes est constitué par trois
programmes principaux CARAC, DESSCAR, CARINT et de quelques sous~-
programmes.

i) Le programme CARAC permet de calculer la solution & notre pro-
bléme suivant la méthode de Massau.

L'organigramme ci-joint correspond au programme CARAC.
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lec

Lecture données géométriques
Tfina]’ Jk <trans

Initialisation jjj :

[
[
o
€t
P

Jid ;= 33j+1 ;14 :=1

calcul du point P = (0,t339)

Y

Calcul de solution en | .
P;lijj ‘-

Y

i = i+l

oui <::E:§:EE:;>non -

Calcul du point Calcul du point ngj et :
Jij . . - —
Py et dela 4 dg.]flsommqr}.en utilisant fa{sol
solution P%i% et ngg

A

‘ . ’ /,\
oui Jid non
i

Ecrire jj.iij t Tfina]
. ]

Ecrire P%Cj et la
solution en ce
point pour i=1,...,ji
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Dans "initialisation" on calcule de fagon approchée la carac-

téristique de la premiére famille passant par (0,0). On discrétise cette
courbe selon les points d'absciss x = i (L/(jk-1)) pour i=1%,..., jk

3j3 est 1'indice de la caractéristique calculée ;

amont, sol et aval sont des sous-programmes permettant le calcul de la solu-

tion respective des points amont, quelconque et aval de la caractéristique
considérée. On range les résultats dans un fichier d'accds séquentiel. Pour
faciliter la lecture de ces résultats, on utilise pour chaque caractéristi-
que deux ordres d'écriture : le premier indique le nombre de points et le
numéro de la caractéristique et le deuxigme indiqx,{e les coordonnées et la
solution aux points considérés sur cette caractéristique.

Le programme CARAC he contient pas de test pour savoir si on
est ou non au dela du déferlement. Les calculs s'arrétent came il est in-
digué dans 1'organigramme.

ii) DESSCAR réalise le dessin du réseau de caractéristiques dans le plan
(x,t) en utilisant le fichier de résultats créé par CARAC. Il n'utilise
a chaque instant que les résultats relatifs & deux caractéristiques con-

sécutives.

iii) CARINT résoud le probléme d'interpolation posé par 1'utilisation de la
méthode de Massau : le calcul étant fait dans le domaine de caractéris-
tiques il faut faire une interpolation des résultats fournis par CARAC.
CARINT trouve les intersections des droites x = Cte out = Cte avec
toutes les caractéristiques de la premidre et de la deuxidme famille
calculées par CARAC et calcule des estimations de la solution en ces

intesections. Le fichier de résultats créé par CARAC est parcouru une

seule fois méme si on désire 1'interpolation pour plusieurs abcisses

X, et instants t

i i°



Camme DESSCAR, CARINT n'futilise en mémoire centrale, a un
instant donné, que les r&sultats relatifs 3 deux caractéristiques consécutives.
CARINT fait appel aux trois sous-programmes DATA, DESSX et DESST. DATA fourni
3 CARINT les données d'interpolation. DESSX et DESST réalisant la sortie de
résultats.

DESSCAR, DESSX et DESST utilisent le logiciel BENSON pour les
sorties graphiques.

II11.3. LES RESULTATS NUMERIQUES

a) La solution exacte de Temperville [28].

Considérons un canal de lonqueur infinie et de profondeur cons-
tante h avec les conditions initiales du repos :

(3.1.) ul{x,0) =0 , 2 (x,0,) =0 Vx>0

et considérons une condition aux limites assez ré&guliére, a l'avont du canal
donnée par : ’ ’

(3.2.) u(0,t) = £{t} ; £(0) =0
alors on montre (voir [28]) que dans le damaine d'existence'd'une solution
réqulidre on a, pour x positif, que fes canactdristiques de La premitne famil-

Lo sont des droites et que u et z nestent constantes sun ces droites. De plus,
la solution en P(x,t) doit vérifier : ’

(3.3) ulx) - 2 Vghiz) = - 2 /gh = ¢



Cette condition est due au fait que les caractéris-
tiques de la deuxiéme famille viennent du repos. On l’utilise
{251 comme condition aux limites de peaméabilitZ pour faire les
calculs dans un canal de longueur finie.

b) Les résultats numériques avec une condition de perméabilité :

On s'est donné en x = 0 la condition aux limites
utilisée par SAENZ :

u{0,t}) = A sint wt ol

T = 44 700 sec {12 heures et 25 min)
A = 1.5
w = 21/T

et la profondeur constante :
h = 50 m
Alors la longueur d'onde au repos est donnée par :

= Jgh T = 989981 m

On peut montrer analytiquement que le pfemier point
de déferlement dans le temps se trouve au point P = (1.59), 1,59T)
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Les dessins : la, 1lb, ... etc
correspondent aux calculs

réalisés pour un canal de

longueur : L= 1.5 2

avec une discrétisation de : 40 intervalles
sur la premiére caractéristique.

Dans tous les dessins d'interpolation les points
indiqués par "O" correspondent aux intersections des courbes

P . . te R
caractéristiques avec la droite x = Cte ou t =-C considérée.
Dans les dessins 1lb, 1lc, etc... on a représenté par des "s " 1la

solution exacte.

On constate dans 1b, 1d et 1lc que la courbe appro-
chée est légérement déplacée par rapport 3 la courbe exacte. On
peut superposer presque parfaitement ces courbes mais alors
l'axe horizontal (l'axe des x ou des t selon le dessin) corres-
pondant a la solution exacte est déplacé par rapport a celui de
la solution approchée. Si on fait ceci l'axe de la solution
exacte apparait selon la ligne en pointillé des dessins 1b, 1d
et le., Il semble que la discrétisation induise une perte de quan-

tité d'eau dans le bassin,

Les dessins: : 2a, 2b, ..., etc
correspondent aux calculs

approchés réalisés pour un

L = 2.8 A

avec une discrétisation de : 80 intervalles

canal de longueur

se

sur la premiére caractéristique.

On peut observer dans le réseau de caractéristiques
(dessin 2a) le point prévu de déferlement = P(1.6 , 1.6 T). Les
calculs continuent 3 se réaliser méme au-defd du début de défer-
lement.
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Les dessins 2b, 2c, 24 représentent la surface libre
du canal pour t = 2.50 T, t = 2.60 T et t = 2.75 T.

On voit apparaitre des phénoménes de déferlement.
Sans tenir compte de la précision des calculs, il semblerait qu’
on peut suivre assez bien la nature de la solution. Ceci est re-
marquable puisque ceci est impossible pour les méthodes de cal-
cul étudiées dans [25].

Les dessins 2e et 2f peuvent trouver ure interpréta-
tion logique du fait qu'au-deld qu déferlement la solution est

"multivoque”.

c) Les résultats numériques avec une condition de réflexion

h=250ms=ct®

Conditions initiales du repos
Condition a l'amont :
u(0,t) + 2 Yg(h+z(0,t))
A

2 A sinwt + 2 /gh
0.66

condition a 1'aval de la réflexion
u(L,t) =0

On a fait comme SAENZ [25] , des calcul$ pour L =0.521

Les dessins 3a, 3b et 3c correspandent 3 une discré&-

tisation de 10 intervalles sur la premiére caractéristique.
D' aprés SAENZ on devrait avoir un régime stationnaire avec un

minimum d' amplitude en 0.25 A. Dans cette abscisse on doit
trouver une oscillation liée au second harmonique; c'est 3 dire
de période égale a la moitié de celle de 1'harmonique principal.
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On peut remarquer qu'une discretisation
de 10 intervalles sur la premiére caractéristique correspond a
peu prés a une discrétisation de 5 intervalles dans l'axe des x
pour la méthode de LAX-WENDROFF (At/AX prés de la limite de
stabilité&). SAENZ utilise en fait une discretisation de 20 in-
tervalles du segment [0.,0.5A]. La précision qu'il obtient de-
vrait donc &tre comparée avec celle obtenue par une discrétisa-
tion de 40 intervalles sur la premiére caractéristique dans la
méthode que nous étudions. Dans les dessins 4a,4b etd4c on montre
l'équivalent de 3a, 3b et 3c changeant de 10 a 40 intervalles
sur la premi&re caractéristique. On retrouve lefﬁéme phénoméne
oscillatoire en x =0.25 )\ mais on note une nette amélioration
de la qualité de 1l'approximation.
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DEUXIEME PARTIE

LE PROBLEME A DEUX VARIABLES D'ESPACE
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CHAPITRE IV

SUR LES METHODES DE CARACTERISTIQUES A DEUX VARIABLES
D’ ESPACE

IV.1. LES SURFACES ET RELATIONS CARACTERISTIQUES

a) Généralités

Soit S une surface de R" (de dimension n-1) d'équation cp(xl,xz,...x )=0

et telle que (grad(¢)) = (¢1,¢2,...,¢ ) soit non nul en tout point de S. On
fera une analyse locale autour d'un point P de S.

On peut supposer, sans perte de généralité, que pour un k au moins,

1 <k s n, ¢, est non nul en P. Soit, pour i différent de Kk, '1‘i le vecteur
k

tangent &8 S en P défini par :

o= (Ti‘, T%,..., )
i_ . . . T
(1.1) Tj-O sij#iet;#k,Ti—¢k,Tk~ by

Soit u = (ul, uz,..., um) une fonction de R” dans K" telle que les

applications w R R appartiennent a C1 ®" .

Supposons que les valeurs de u soient connues pour tout point de S.

On a alors que 3
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. k3 j j
3 i_ ou- - (Su
(1.2) [grad u (P)]t T = (3xi)P e (Bxk)P ¢;

est la:dérivée deu’ en P dans la direction de 'I‘l, c'est donc une fonction,

appelons la g::.i, connue sur S. Soit 9; le vecteur de K" défini par :

2

(1.3) (gi)t = (93{_? git-'-vg?)

Supposons mamtenanL que u satisfait au systéme d’équatlons aux déri-

vées partielles qua51~11nea1res H

n i
(1.4) 'u1+ A ui+d=0
i=2
1 2
s u = oo ad

i~ ax.,  ox, ’a""" ax
Xl i X

At est une matrice de m x m &léments,

d est un vecteur de ?Rm,

les matrices Al et 1le vecteur d dépendent de facon assez réquliére des varia-
bles dépendentes ul ’ u2, «..,u" et des variables indépendentes Xy r¥ppeeasX .

On se pose le probléme de Cauchy pour S en P, c'esE—é—-dire de savoir
s'il est possible de détemminer la solution du systéme d'équations (1.4)
dans un voisinage de P. & partir des valeurs de u en S. Supposons que cette
solution existe et qu'elle soit assez réguliére. On veut déterminer toutes
les dérivées partielles du premier ordre uy deuen?P 3 paftir des valeurs

de u sur S.
De (1.2), on a que pour i différent de k :
(1.5) vy ¢y =w ¢; +g;

ol g; est connu surs Si on multiplie (1.4) par o (non nul) on trouve :
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n n .
(1.6) (¢i I+ ig_z Ai ¢i) u + 'El at gi+d b = 0
= i=

ik

En rappelant :

A |
%

(1.7) A = AT 45

i=2

une condition nécessaire et suffisante pour déterminer de fagon unique les

valeurs des uy est que :
(1.8) Q= det(ibl I+ 4)

soit non nul. Si Q est non nul sur S, alors S est une surface Libre [9]

Si Q est nul en P : ou bien les données sur S sont telles que (1.6) n'a pas
de solution en P, ou bien ces données sont liées et le systéme (1.6) a une
infinité de solutions. Dans ce dernier cas on dit que la surface S est ca-
nacténistique en P, Une surface est une surface caractéristique si elle 1'
est en tous ses points.

Inversement, connaissant la solution de (1.4) en P, on peut se poser
le probléme de trouver tous les plans qui contiennent P et qui sont tangents
en P 4 une surface caractéristique quelconque. La fagon classi@ue de chexcher
ces plans est de se donner des valeurs arbitraires ¢2,¢3,...,¢5 et de chercher

les valeurs A = - ¢, qui sont des valeurs propres de la matrice A (définie en
(1.7)) . 8i on parcourt toutes les valeurs possibles de ¢2,...,wn on trouvera

toutes les solutions de O = 0. On peut supposer, sans perte de généralité que

¢§-&4§ + ...+—¢§ est non nul, (dans le cas contraire la seule‘possi; 

bilité pour avoir Q = 0 est que grad(¢) soit nul en P,‘mais cela

n'a pas de sens), dans ce cas on peut écrire (1f1) pour un indicé

k différent de 1. _
Supposons que, pour ¢,, ¢3,..., ¢, donnés la matrice A ait m valeurs

propres réelles et distinctes : Oyr bpr eeey ¢m‘ Soit s* la surface caracté-
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ristique en P dont le gradient est orienté dans la direction
(-Ai, o0 $37e0es ¢n) et soit ¢* le vecteur propre de At associé a la

valeur propre Ai i alors, de (1.6) on d&duit que, pour que le probléme
de Cauchy ne soit pas impossible en P par rapport & ST il faut que les
données sur S vérifient la relation :

T4
( 2 A g, +d¢,) =0

i=1 ook

ik

(1.9) (Sti“)t

ou la relation équivalente :

. n .
(110) (e @+ Ay +a) =
1
i=2
Cette équation est la relation appelée canaatemaque, elle lie
les variables dépendantes sur la swrface caracténistique s* associge a

la valeur propre )\i.

De (1.9), on peut cbserver que dans la refation caractencstique,
toutes les dérivées sont internes & fLa surface SE, Dans (1.10) on mon-
tre cament on peut obtenir cette relation a a partir des équations (1.4).

On appelle bicaractérnistique les courbes de contact de deux sur-
faces caractéristiques.

On définit le systéme (1.4) comme &tant totalemant hyperbolique
enp = (Xl' x2,..., X, ) par rapport a 1'hyperplan d‘eqaatmn X, = xl- cte
si pour tout ensemble de réels ¢2, ¢3, ceey «bn non tous nuls la matri-

ce A (voir 1.7)) poss&de n racines distinctes réelles [12].
(nota : 1nversanent siQ est non nul pour tout choix (¢1, ¢2,..., ¢ ) e RY ’
tel que 4;1 + ¢a2 eee + ¢ # 0 alors (1.4) est elliptique[9]):;
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b) Interprétation géométrique du systéeme totalement hyperbolique

Soit n = 3. Considérons S le plan paralléle au plan de référence
X, = 0 qui passe par un point P. La famitle de plans S qui passe par P et

dont la normale, 3 une constante multiplicative prés, est de la forme
(-}, 9, ¢3) (pOUr ¢, et ¢, donnés (¢3 + »2 # 0)) est Le faisceau de plans

engendré par la droite L, qui passe par P, est contenue dans S et est diri-
gée dans la direction (0, - ¢4, 95 Done, chencher pour ¢, .453 donnds Les

m valeuns de x qui satisgont.

(1.11) det |4y 22 + 93 8% - 21| =0

nevient & chenchen (si le systéme u, + A2 u, + A3 uy + d =0 est totalement

hyperbolique par rapport au plan S) fes m plans distinets du faisceau engen-
dné pan L dont les cosinus directeurs de la nommale n,, Ny, N satisfont :
o

(1.12) det |n; I+ n, A" + ny A =0

Iv.2 - Application aux équations des ondes longues

a) Le probléme

On désire étudier le systéme d‘équations’]:.i.z dans un ouvert
connexe cylindrique D de l'espace {x,y,t} ol ' *

P= qx [0,7]
2 Rz est la région géographique &tudiée
[O,T] est 1'intervalle de temps durant lequel on désire comnaitre la
solution. ’
I &tant la frontiére de Q les conditions inp'osées sur at=20
sont les conditions initiales et les conditions sur 1 x [0,T]

sont les conditions aux limites‘.
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Nous allons écrire les équations I.1.2 sous la forme matricielle

suivante :
3R 3R R _
{2.1) 3t +23.X~5—£+Ay-5§—d
z+ h
ol : R = u H
v
Cu z + h 0 v 0 z+h
(2.2 0 0 u g o0 v
(0 ] ~ 0 )
/2 2
d = dz = ghx-}.fv—cw.a
{z+h)
/2 2
..6.3. i ghy-fuwc-l-l—-«iuymu
{z+h)

En faisant la correspondance avec les paragraphes aﬁtérieures

&=

x}L t, x2=-"x,

X3 =Y on montre sans difficulté que le systéme

(2.1) est totalement hyperbolique par rapport i toute surface t = C°2,

On se donne

soient non nuls et on cherche les valeurs propres de

Pu

(2.3) A

qg

2 2

arbitrairement ¢=Pp et ¢y3=g tels que p° + g

-
-

+tqgv p{zt+h) g(z+h)
Pg pu+qgv 0
0 pu+qgv
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c'est-a-dire les valeurs de $3 = = A pour lesquelles det(A - AI) est nul.
Mais :

(2.4) det(A-AI) = (-xputgv) [(- A+pu-§qv)2 -~ g(z+h) (p2+q2)]

On peut supposer, sans perte de généralité, que pz + q2 = 1, C'est~a-

dire se donner p, q arbitraires revient a se donner a arbitraire, a ¢ [0,2n)
et poser :

(2.5) p=ocosa ; qg=sina ;
De (2.4) on dé&duit que les valeurs propres de A sont :

Al = u cosa + V sina - vg(zth)

I

{2.6) Az u cosa + v sina

*3

1l

u cosa + v sina + vg(z+h)

qui sont trois racines réelles et distinctes (g(z+h) < 0 n'a pas physiquement

de sens ; en plus si la solution de (2.1) respecte les hypothésés des ondes
longues, on a que (z+h) >>0). Soit L, la droite passant par P = (X5, ¥pstp) et
paralléle au vecteur (-sina, cosa, 0) . A la valeur propre )‘i coresspond le

plan Ci du faisceau engendré par La, qui est orthogonal au vecteur
{cosa, sina, -Xi). ‘

5i la solution de (2.1) vérifie les hypoth@ses des ondes longues, on
doit avoir que e+ v2 << g(z+h), c'est-3-dire que pour toute valeur de a,
Ay est stnictement négatif et Ay est strnictement posditif
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Figure 1

Section en P par le plan perpendiculaire & L en P.

b} Les deux familles de surfaces caractéristiques

i) Premiére famille

On peut montrer [11] que la famille de surfaces caréctéristiques
associées & ), lorsque o varie entre 0 et 2n, appelée premidre famille de
surfaces caractéristiques est la méme que celle associée a k5 et que 1l'en-
veloppe de cette famille est une surface conique dite 'tOne caractéristique"
qui est tangente en P au cOne d'équation : |

2 “ 2 _ 12
2.7y {x ng u(t tP)) +((Y“Yt) vt tP)) g(z+h) (¢ tP)
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ii) Deuxiéme famille de surfaces caractéristiques

La deuxiéme famille de surfaces caractéristiques est celle associé 2
Ay. Ces surfaces sont caractérisées par le fait que leur plan tangent en P
contient la droite T, passant par P qui est orientée dans la direction (u,v,1).
L'enveloppe de cette famille est une courbe TP qui décrit la trajectoire de la
particule d'eau, qui se trouve & la position de coordonnées x = Xpe ¥ = ¥Yp
a 1'instant t = tP

iii) Courbes bicaractéristiques

La trajectoire TP et les courbes de contact du cdne caractéristique
de P avec les surfaces de la premiére famille forment le complexe de courbes
bicaractéristiques qui passent par P.

At

Figure 2

Dans la figure 2 on a pris le point P came origine de ocoordonnées
pour représenter localement le cbne caractéristique.



¢} Les relations caractéristiques

i} Sur la premiére famille de caractéristiques

En appliquant ce qui a été dit au paragraphe a, pour trouver la rela-
tion caractéristique associé a A =ucosa t+ v sino ~v/g{z+h) il est nécessai-
re de déterminer le vecteur 2! tel que

1t . _
(27) {Axcosa+Aysma XII} =0

clest-d~dire tel que :

"+ Jg(z+h) (z+hlcos o (z+h)sin o |
2.8) hHt] goosa  + gy 0 B =0
., g sin a 0 + vYg(z+h) i

il est facile de vfrifier que :
2.9 ht= [-GEn), (z+h) cosx, (z+h) sin ol

De (1.10) et (2.1) on trouve que la relation caractéristique est :

1,£ (3R 3R 3R _
2.100 (o1 ;§E+%§§+Ay5§~a) =0
ctest-3-dire :

- Yg{z+h) {(z+h)t + (z+h}ux + u(z+h}x + (z—i»h}vy + v{z+h)y) +
(2.10)* + (z+h) coso (uy + wy + glz+h) + v w, - d) +

+ (z+h) sina (v, +u vt vVt g(z+h)y -63) =0

Y



Remarque 1 : Il est intéressant d'observer que 3 trois valeurs différentes
de o il correspond trois surfaces de la premidre famille dont les
trois normales (orientées selon la direction (cosa, sina, -A (a))
sont linéairement indépendantes. De plus, les trois vecteurs L (a),
associ€s aux différentes valeurs de o sont lindairement indépendan-
tes donc les trois relations caractéristiques le sont aussi.

Comme le systéme (2.1) comporte trois &quations linéairement indépen-

dantes on pourrait remplacer en P ce systéme par trois €quations
du type (2.10)°'.

1i) Sur la deuxiéme famille

Pour trouver la relation caractéristique associe 3 la valeur propre
Ay =1u cosa + v sina on procéde de fagon analogue : on cherche le vecteur 2
tel que :

(12)t {AX cosa + Ay sina -~ Xz I] =0

c'est-a-dire que :

0 {z+h) cos o {z+h) sin o
(Q%t g cos a 0 0 =0
g sin a 0 0

on trouve :

(12)t = [0, ~sina, cosal

De (1.10) et (2.1) on trouve que la relation caractéristique est :

2t[9}3. =R
(2.11) (5" |45 +Ax3x A oy d]
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c'est~-a-dire :
(2.11)' -~ sina[ut +tuu, + g(z+h)x + v uy - dz} +

+ cosa{vt tuv, tvv + g(z+h)y - d3] =0

Yy
Cette relation caractéristique est une cambinaison linéaire des deux
&quations du mouvement.

Remarque 2 : Contrairement d ce qui se passe pour la premiére famille. Les
normales aux surfaces de la deuxiéme famille associes 3 trois va-~
leurs de o différentes sont lin€airement dépendantés. De plus, les
relations caractéristiques associées a trois valeurs différentes de
o sont aussi dépendantes. Néanmoins si ay et a, sont telles que o

soit différente de o, + kr avec k entier, alors les plans tangents
correspondants sont différents et les deux relations associées
indépendantes.

Les remarques 1 et 2 sont d'un grand intérdt pour justifier les diffé-
rentes méthodes de calcul numérique qui utilisent les surfaces et relations
caractéristiques. Par exemple, on peut remplacer localement le systéme (2.1)
par trois relations caractéristiques & condition qu'elles soient indépendan—
tes. On peut aussi s'intéresser & se donner un systéme de coémﬂonnées curvili-
gnes tel que les trois surfaces coordonnées qui passent par chaque point P
soient des surfaces caractéristiques. Pour que cela soit poééible il faut que
les normales en P aux trois surfaces soient linairement indépendantes. La
proposition suivante rappelle et compléte les remarques précédantes.
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Proposition :

Soit S1(a) la surface caractéristique de la premiére famille dont

la normale en P est ;
n](a) = (cosa, sina, —A](a)).

Soit R](a) la relation caractéristique associée a Sj(a).
Soient Sz(a), nz(a) et Rz(a) définis de fagon analogue par‘rapport
a la deuxiéme famille avec nz(a) = (cosa, sina, ~12[a)) alors :

1. Si %1, 0y et a; sont différentes alors :
1
n (a]), n](az) et n](“3) sont linéairement indépendantes

R](a1), R](“z) et R1(“3) sont linéairement indépendants

2. Sia2=a]i'u eta3=a]1%,alors:
nl(a1), n](az), nz(as) sont indépendantes

R1(a1), R](az), Rz(as) sont dépendantes.

3. Si(12=cx]+1r, ag = ag t kan
1 1 2 “
n (a]), n (“2)’ n (“3) sont dépendantes

R](a]), R](az), Rz(as) sont indépendantes,

4, S:ioz3 faziku » k entier
n](a]), nz(az), n3(a3) sont indépendantes
R (a)), R%(a,), R®(ag) sont indépendantes
5. Va, # ap + oW Jog, (a3 7 @ * kn) et (.413 # a, * kn) tel

que : nl(a1), n](az), nz(us) sont  dépendantes.




d) Domaines de dépendance, d'influence et de définition

Soit P = (xP, Ypr tp) € D
On peut séparer les points 3 1'intérieur du cdne . caractéristique
én deux parties :

Gt les points dont la camposante t est telle que t > tp et

G les points dont t < tP

G+:
domaine d'influence de P

G :

domaine de dépendance de P

y

L

Figure 3

Ia solution en G dépend de la solution en P donc on dit que Gt est le

domaine d'influence de P. De fagon analogue on dit que le domaine de dépen-
dance de P est G .
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Soit 6 un ouvert connexe d'une surface libre, par exemple du plan
t = 0. Le domadine de définition de est la région de 1l‘espace (X,Y,T) ol
la solution est camplétement définie a partir des données de Cauchy sur 6,

Soit T' un arc de courbe porté par une surface libre, par exemple

t = tI‘ = constante et soit Pen T.

ft

Figure 4

Le damaine de dépendance de la courbe I' est la région éomprise entre
les deux surfaces caractéristiques de la premiére famille qui contiennent r
pour t inférieur a tr -

e) Conditions aux limites

En utilisant le point 3 de la Proposition on peut remplacer sur I
les équations (2.1) par les trois relations caractéristiques (indépendantes)
sur les trois surfaces caractéristiques qui contiennent T.



S5i I' est un arc de courbe contenu dans la frontidre du domaine @ et
P un point de I' il faudra zemplacen Les relations caractérnistiques des sur-
faces qui "viennent de L'extérnieun de Q" par des conditions aux Limites. Ceci
revient 3 dire que si la normale A T en P, orientée vers 1'extérieur de O est
donnée par (cosa, sino, 0) il y aura autant de conditions aux Limites & Ampo-
sen en P que de valeurs propres ‘néga,téue/.s de la matrice A = cosa A, + sino Ay
On a déja vu que si les hypothéses des ondes longues sont vérifiées la matrice
A posséde au maximum deux valeurs propres négatives (si ucosa + vsina < 0) et
au minimm une (dans le cas ucoso + vsina 2 0). 12 y awwa done deux conditions
a imposer en P 44 £'eau "nentre" dans @ au point P et une seule sénon. (voir

figqure 1).

IV.3 - Les méthodes de calcul & maillage régulier qui utilisent les caracté-
ristiques

Dans une méthode de caractéristiques on peut distinguer deux aspects.
Le premier étant la grille sur laquelle on fait les calculs et le second la
fagon dont on utilise les caractéristiques pour calculer la solution dans un
nouveau point de la grille a partir des valeurs déj3 connues.

Les méthodes qui ont été programmées jusqu'd présent, référencées par
CAMARERO [ 5 ] , considerent un maillage réqulier du damaine @ x[0,T]. Ils
supposent connue la solution sur la grille & 1'étape t = n At et cherchent 3
la déterminer en t = (n+l) At. On appellera P?,j le point de la grille de
coordonnées (i Ax, j Ay, n At). On peut classer ces méthodes en deux groupes
[51 :

a) Les méthodes de bicaractéristiques rzj , ;11}.

L'idée de ces méthodes » pour les systémes de trois équations est
d'approcher le cdne caractéristique de ptl par le cdne d'équation :

((x—x‘i’g) -0 ety 2 (v s - VP ety 2 - g(z+h)§"j(t—t?“.)2

i,3 i,] ] i, i3 '
.' n+1 >
qui est le cBne tangente de P? . translaté de P9, p . Les sections hori-

i,3 ij "i,3



zontales de ce cone sont des cercles. On détermine le cercle vy intersec-

tion de ce cdne avec la plan t = n At .

Figure 5

On construit ensuite, pour au moins trois valeurs de & , le plan
tangent'cl(u) a la surface S (a) (voir proposition 3). Dans chaque plan, on
écrit 1l'équation caractéristiQue Rl(a) en utilisant corme axes de coordon-
nées la bicaracténistique (génératrice du cbne) et fa trace (i} du plan
tangent sur le plan t = n At.:(Fait qui donne son nom & la méthode).

Soit P le point de contact du cercle y avec le plan Cl(a) Soit
V?j 1 ensemble de points du maillage de 1'étape n qu on utilisera dans nos
calculs pour estimer la solution en Pm; . On estire la solution en P par
interpolation en n'utilisant é;ue des valeurs de la solution en vn] On trans—
forme la relation caractéristique en une &quation aux différences finies en
utilisant, pour approcher la dérivée sur la bicaractéristique, la différence
entre la solution en P**! et en P, . La dérivée dans la direction de la

i,3
trace (L) est approchée en n utilisant que les valeurs de la solution en
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ng. On obtient ainsi dans chaque plan C1 (o) une équation linéaire en les

trois composantes de la solution en PT%»
r

I1 faut un minimum de trois valeurs de o pour déterminer la solution
Si on utilise plus de trois surfaces on peut faire une moyenne des différen~
tes estimations obtenues pour chaque triplet de valeurs de «.

Le critére de stabilité de Courant Friedrichs-lewy (voir § IV.5) &ta-
blit que le domaine d'influence de L'espace discrdtisé doit contenin Le do-
maine d' influence de £'espace continu. Daubert et Graffe (111 qui utilisent
la méthode décrite avec
9 n

AX = Ay = As ;Vg,j = {P

n N I
i,3¢ Fi-1,3% P, 37 Fi,9-17 By, 0!

traduisent cette condition par :

At‘ < As / (»/u2 + v2 + vg(z+h))

qui revient & dire que le cercle vy est & 1'intérieur du cercle de centre

Pn

. . et de rayon As.
1,3 : ¥

b) Les méthodes du plan-de-ré&férence

L'idée ici est d'utiliser les trois surfaces caractéristiques
qui contiennent une courbe, elle-~méme contenue dans une surface libre. On
suppose qu'on connait la solution sur la grille & 1'&tape n et on cherche
la déterminer pour les points de la grille a‘1'&tape ntl. -

Par exemple (figure 6) :
Soit L la droite d'équation :

te . = n#l) At =C

X=1iAx=C te

contenue dans le plan t = (n+l) At



soit p*tt

1,3 € L et

et P3 les plans tangents en Pxil"é
’

2

Soient Pl, P aux trois sur-

faces caractéristiques qui contiennent L.

1 .2 2

Soient L7, L° et L3 les traces de Pl, P
dans le plan t = n At.

et P3 » respectivement,

Soient pour k =1, 2, 3

Q;{__l P Ql; p Q‘; +1 les intersections respectives de la droite Lk

avec les trois plans paralléles au plan-de-aégérence y = 0, suivantes

y=(3-1) ay ; y=3 Ay ety= (3+1) Ay

Soient M. ., M., M, les intersections respectives du plan t = n At

J-17 737 it

avec les plans

y=1(-1) ay ; y=3 8y, y= (3+1) ay

On remarque que, pour kK =1, 2, 3 et pour ¢ = j-1, j, j+1, le point Q’]:

appartient a la droite M e

On estime la solution en Q}; en faisant une interpolation (splines
par exemple) a partir des valeurs de la solution dans tous les points de M,
qui appartiennent 3 la grille. On transforme 1'é&quation caractéristique rela-

tive d la surface de plan tangent Pk en une &quation de différences finies

k k ot Pn+1'

qui utilise la solution que dans les points Q];—l’ Qj ’ Qj +1 1,3

On obtient ainsi un systéme de trois é&quations pour déterminer les

trois inconnues en Pri”;.
[
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Jj+1

Figure 6

La condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy( voir § Iv.5)
se traduirait ici par une condition du type :

le cercle vy, intersection du
cOne caractéristique de P?+;
14

avec le plan t = n At reste & 1'intérieur
de la bande camprise entre les deux plans :

y=0-1) Ay e y= (J+1)a y .
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Cette méthode 3 été programmée par CAMARERO [ 41 , [ 5] pour
calculer la solution des équations tridimensionnelles de 1'écoulement super-
sonique avec des résultats, selon 1l'auteur assez satisfaisantes.

IV.4 - Les méthodes de calcul dans un réseau de caraéféristiqyes

a) Genéralités

Dans la littérature, on n'a pas trouvé de référence dans laquelle
1'&quivalent de la méthode de Massau pour des problémes 3 trois variables ait
été utilisée.Ce fait n'est pas étonnant écant donné tous les problémes que
1'implantation d'une telle méthode peut poser, a savoir :

i) Le choix du réseaun et de variables caractéristiques

Dans le problé&me a une variable d'espace, bien que 1l'on ait une infi-
té de transformations de coordonnées x = x(a,B), t = t(a,B) pour lesquelles
a et B restent respectivement constantes sur les courbes caractéristiques de
la premiére et de la deuxiéme famille, on sait trés bien sur quelles courbes
a et B doivent &tre constantes. Ces courbes forment ce que nous appelons le
néseau continu de caractéristiques qui sert de base au nouveau ‘_"systére de

coordonnées,

Dans le probléme & deux variables d'espace, dans la régibn ol la solu-
tion existe et est assez réguliére on a une infinité de surfaces caractéris-
tiques qui passent par chaque point. Choisir un réseau continu de caractéris-
tiques signifie choisir trois familles de surfaces caractéristiques telles
que par chaque point P du damaine @ x [0,T] passe une et une seule surface
de chaque famille, les normales en P aux trois surfaces étant linéairement
indépendantes. Il faut naturellement que les surfaces d'une méme famille du
réseau soit d'un méme type (premilre et deuxidme famille) de surface carac-

téristique.
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Une fois le réseau continu choisi ; il reste le choix de la transfor-
mation de coordonnées :

(4.1) o, = o (x,y,8) i=1,2,3

telle que d'une part ay soit constante sur chaque surface de la 1™ famille
du réseau et que d'autre part le Jacobien de la transformation (4.1) soit non ,
nul pour P ¢ @ x [0,T]. '

ii) La numérotation des points

Ici, il se pose le problé&me de numérotation des points de fagon encore
plus camplexe que dans le cas d'une seule variable d'espace. Ceci est impor-
tant, d'une part pour faire les calculs de fagon systématique, et d'autre part
pour savoir se repérer dans le maillage afin de faire des interpolations 3
X, Y sont constantes. Ces interpolations étant indispensable pour "interpré-
ter" la solution.

iii) La méthode de calcul

-

Le systéme en variables caractéristiques est composé de 6 équations &
dérivées partielles dans les 6 incomnues : les trois coordonndes X,y,t et les
trois composantes de R : (z+h), u, v. Il faudra donc apprqéher autant les
équations des surfaces caractéristiques; ‘

les relations caractéristicues.

b) Une méthode particuliére

Cette méthode qui a &té &laborée par MM J. KRAVICHENKO et Y.BRIOLIAY
fat exposé par M. BIOLIAY & 1'occasion d'un séminaire 3 1'Institut de Mécani-
que de Grenoble en juin 1978. Des camunications personnelles de M.J.KRAVICHEN-
CKO nous ont facilité sa compréhension. Bien que pour les auteurs précédents,
le fait d'utiliser un réseau de caractéristiques, ait pour but de régularnisi-
den des discontinuités entre les conditions initiales et les conditions aux
limites, on expose ici seulement la "construction fondamentale" utilisée pour
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obtenir la solution dans un nouveau point de la grille quand ce point est fodn
de la frontiére. On construit ici un exemple od la solution nurérique de la
méthode que nous avons etudiée ici n'est pas convergente vers la solution
du probléme continu. Dans cet exemple, ce n'est pas le choix du réseau qui est
en question mais la fagon de transformer les relations caractéristiques en

équations aux différences.

i) Le choix du réseau

Considérons dans un plan x' 0 y' des paralléles 3 1'axe OX' 3 égale
distance kl' des paralléles 3 1'axe OY' 3 é&gale distance k2 et des droites
de pente kl/k2 passant par les points (mkl, nk2) m, n € Z, Toutes ces droites
forment trois familles qui, pour une classe d'applications réquliéres
X = f1 (x,9), vy = f2 (x,y) détermminent dans le plan x 0 y, t = 0, trois familles
de courbes Li, i=1,2,3 qui forment un réseau de triangles curvilignes cou-
vrant le domaine Q.

Came le plan t = 0 est une surface libre, par chaque courbe qui forme
le réseau, on peut faire passer trois surfaces caractéristiques distinctes qui
ne sont pas tangentes au plan t = 0.

A chaque famille de courbes on fait correspondre un type de surface
caractéristique (parmi les trois possibles). Ce sont ces surfaces qui forme-

ront le réseau.
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AY

2 " Ax;

Ky | Figure 7

Rappelons maintenant la Proposition du paragraphe IV.2.6. En chaque
sammet du réseau triangulaire les trois courbes du réseau déterminent trois
directions distinctes dans le plan t = 0.

Dans te cas ol nous choisissons de faire passer pa)cb}chaque direction
une swrface de La premidre famifle de caractéristiques et dans Le cas ol
nous faisons passer des surfaces de fa deuxieme famille par deux des dinec-
tions et une surface de La premiéne famille par La dirnection nestante, les
normales aux trois surfaces ainsi choisies seront lindairement indépendantes
ainsi que les relations caractéristiques correspondantes.

Dans ces deux cas, on aura dans un voisinage du plan t = 0 1'équiva~
lence entre le systéme (2.1) invariables (x,y,t) et le systéme en variables
caractéristiques.
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Pour un réseau triangulaire donné on peut construire 8 réseaux de
surfaces du premier type et 6 du deuxiéme.
ii) La méthode

Considérons pour t = 0 un triangle du réseau de samets Py Py et Py.

Par les courbes du réseau qui contiennent P, P2 et P1 P3 on fait pas-
ser les surfaces de la deuxiéme famille de caractéristiques.

Figure 8

Soient Sf 2 et Sf 3 ces deux surfaces de la deuxiéme famille. Leur ine~

tersection décrit dans l'espace (X,Y,T) la trajectoire T1 de la particule 4'

eau qui se trouve a 1'instant t = 0 en P,
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Par la courbe qui contient P, P3 on fait passer une des deux surfaces
Sé 3 tangentes aux cbnes caractéristiques des points sur cette courbe.

Si les hypoth&ses des ondes longues sont satisfaites la surface Sé 3

qui est tangente au cdne par 1'intérieur du triangle P, P, Py doit rencon-
trer la traject01re T en un point P. Par contre T ne doit pas rencontrer
la surface (82 3) tangente aux cdnes par 1' exterleur du triangle,

Si par P, P; on choisit la surface caractéristique S; 3 qui rencontre

la trajectoire Tl (associée 3 P ) alors par P4 P5 (voir flgure 8) il faudra
choisir la surface tangente aux cdnes S4 5 qui rencontre la trajectoire T3
(associée 3 P3) et ainsi de suite.

Les 3 surfaces caractéristiques du réseau associées & chaque triangle
se rencontrent (vers le "haut") pour un triangle du réseau sur deux,

A chaque point P; du réseau correspond un et seulement un uiangle
du réseau, so0it A5 pour Lequel fLes surfaces se rencontrnent dans un point Ri

qui se trouve sur La trajectoine T&’

Le triangle P1 P, P3 du plan t = 0 se déformera ainsi, aprés une pre-

miére &étape de calculs sur le triangle Pi Pé Pé.

. L'approximation

On va calcufer une approximation des coordonnées de P = P et de la
solution en P en n'utilisant que Les données en Py P, et P3.

Soient (xi, Yjs t;) les coordonnées de Py
Soient (zi, u;, v;) les composantes de la solution en Py
Soient (x, y, t) les.coordonnées de P et

Soit (z, u, v) la solution en P.
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Figure 9

Calcul de P

. On approche la trajectoire T, par sa tangente en Pl ¢ la droite T1

d'équation vectorielle (xl, Yyr tl) + A(ul, v, ,1).

Ceci revient & approcher les surfaces Sf 2 et S% 3 par.leurs plans
tangents en Pl' :

. On approche la surface 82 3 par le plan du faisceau qui contient la

droite P2 P3, appelons le C2 3 qui est tangente au cdne caractéristique de P2

(du cOté intérieur du triangle). (Ceci revient 2 chercher les racines d'un

polynSme du second deqré).

On pourrait aussi utiliser celui qui est tangent au obne de P3 ou

une moyenne des deux.

... On obtient 1'intersection de T, et de C; 3
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Calcul de la so]ution'en P

- Soit R:;‘ 2 (Pl) la relation caractéristique en Pl relative & la surfa-

ce Si 5+ Cette relation qui est interne & S% , peut étre écrite en P, en

n'utilisant que des dérivées dans les directions Pl P, et P, P. On discréti-

se l'équation en remplagant les dérivées de £ (= u, v ou z) dans les direc-

tions P, P et Py P2 par des différences divisées :

fp) - f(Pl) ot f(Pz) - f(Pl)
(X=X ¥y s toty) ()% 1 ¥pmyy 1 Epty)
respectivement.

On procéde de fagon analogue avec les relations R% 3 (Pl) et R; 3(P2)

en n'utilisant que les données du triangle Py P2 Py.
On obtient ainsi un systéme linaire de trois équations qui est utilisé

pour déterminer les trois composantes (z, u, v) de la solution en P.

c) Un exemple de non convergence

- Soit @ =R2

= On se donne un maillage régulier formé de paralléles i 1'axe O Y & é&gale
distance k, des paralléles 3 1l'axe O X i &gale distance k et des droites
de pente m = 1 passant par les intersections.
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+ + +
+ + +
+ + +

Figure 10

- On choisit comme réseau un réseau tel que les surfaces qui contiennent les
paralléles aux axes sont de la deuxiéme famille de caractéristiques. Par les
droites de pente égale 4 1 on construit les surfaces de la premiare famille
de caractéristiques qui sont tanqentes aux oones du coté des "y“ p051t1fs.

~ Supposons que h soit constant.

= On se donne maintenant des donditions initiales réquliéres sur le plan t = 0
tels que u, v et z soient nuls pour x positifs. (Ce sont les corditions du
repos pour x positif).
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Dans la région du repos les surfaces caractéristiques de deux familles
sont des plans (du fait que h = Cte) . Les plans de la deuxiéme famille étant
des plans paralléles i l'axe de la variable temps.A chaque point de la grille
Pi = (xi, Yir 0) ‘tel que X, 2 0 la méthode utilisée associe donc un point

PJE_ = (xi, i ti) . Soit o l'angle que forment les plans de la premiére famil-

le avec le plan t = 0. On a que tga = /gh : cet angle a est donc indépendant
du triangle dans lequel on se trouve. Il en résulte que t; =k @— . La mé-

‘gh
2 1
la solution étant également nulle car dans ces conditions le systéme de trois

thode reproduit donc le maillage dommé sur t = 0 dans le plan t =k

équations de différences pour calculer la solution en Pi; = (x i Yyir ti) de-

vient un systéme homogéne de trois équations linéairement indépendantes en U,

Vi ti‘

Au total la solution obtenue par la méthode est nulle sur la grille
pour tout t et x positif et quelque soit y indépendamment de k. Donc quand k
tends vers zéro la solution discréte converge vers la fonction identiquement

nulle indépendamment des conditions initiales données pour des x négatifs et
ne peut donc pas converger vers la solution du prabléme continu pour n'im-

porte quel choix de conditions initiales pour x négatifs.

-~ Considérons le systéme d'équations (2.1), sans force de Coriolis, sans frot-
teament, et telles que h = Cbe.

-~ On se donne des conditions de Cauchy dans le plan t = 0 :

u(x,y,0) = £(x)
vi(x,y,0) 0
Z(XIYIO) 0

!

fe 02 R) et telle que
i) |E@| <3 v

ii) il existe un voisinage B(0,r) de 1l'origine tel que :
f(x) <0 si (x <0 et x e B(0,r))

iii) f&x) =0 Vx=20
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Dans ces conditions le systéme (2.4) est équivalent au systéme
(I.2.4) avec des conditions de Cauchy dans la droite t.= 0. Considérons le
probléme 4 une variable d'espace.

D'aprés le théoréme de Cauchy-Kowalewski {91 il existe une solu-
tion unique pour t < 0, dans un voisinage V de la droite t = 0.

Soit P le point du plan (X,T) de coordonnées (0,T). Il existe donc
tyr tel que si T < ty alors la solution existe en P.

At

L

AN ' 4“

Figure 11

D'aprés le chapitre I si la solution existe en P et si T est suffi-
samment petit le domaine de dépendance de P sera contenu dans le domaine de
définition de B(0,r). On a alors que la courbe caractéristique de la premiére
famille qui passe par P intersecte la droite t = 0 dans un point P(x,0) pour
lequel- £(x) < 0 . ' ‘
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De (I.4.4), (I.4.5) et (I.4.6) on déduit que :

u(P) + 2vg(+z(P)) = u®) + 2vg(h+z (P))

c'est-a-dire que

u(P) + 2¥g(h+z(P)) = - £(X) + 2/gh
# 2/gh

Done que La solution en P : (ul(P), z(P)) n'est pas nulle. Ceci montre
que la méthode précédente n'est pas convergente vers la solution du probléme
continu dans ce cas particulier.

Effectivement, dans la formulation de leur mé&thode , les auteurs ont
imposé la restriction u # 0, v # 0, z # 0, c'est & dire ont &carté en tout
point du domaine &tudiéy; une condition locale de repos.

La raison pour 1aque11e la méthode n’est pas convergente dans notreﬁ

exemple est que 1'on n'a pas respecte le critére de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY
come on le verra dans le paragraphe suivant.
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IV.5. .Condition de stabilité de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY - CONCLUSIONS

a) La condition de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY

I1 est connu qu'une condition nécessaire de stabilité des méthodes
de différences finies sur un maillage réqulier, pour des problémes hyperbo-
liques linéaires est la condition de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY [10]

Cette condition &tablit que "fe domaine d'.influence de £a méthode de diffé-
nences doit contenin celul du probleme continu”.

Dans les problémes non linaires, on demande qu'une condition de ce
type soit également satisfaite. Voir par exemple DAUBERT f111,
LE ROUX [21].

Dans la suite, on va formuler cette condition de COURANT-FRIEDRICHS
et LEWY d'une fagon plus générale qui sera applicable tant pour des méthodes
définies sur un maillage régulier que pour d'autres types de méthodes. On
s'appliquera en particulier & illustrer ce critére dans 1'exemple de non
oconvergence de la méthode de caractéristiques donné au paragraphe précédent.

Considérons le systéme suivant de m équations quasi linéaires & trois
variables indéperdantes (xl, Xy, X3) €en D et totallement hyperbolique par
rapport a la variable X).

6.1) u #2%u, +2® ura=0

Les notations sont les mé@mes qu'au paragraphe IV.1, D.: est le demi~

espace (xl, Xy, x3) € 113 P Xy 2 0, R3 muni de la distance euclidienne.

On se donne des corditions de Cauchy analytiques sur le plan @ 4'équa~
1= 0. Ces conditions &tant 4 1'intérieur du domaine d'analycité des
coefficients des matrices A(i) . 1 =2, 3 et du vecteur d. D'aprés le théoréme
de Cauchy—Kow:a:lewski 1{9] il existe dans ¥ un voisinage connexe V de

Q dans lequel il existe une unique solution analytigue de (5.1).

tion x
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On se donne sur V un systéme de coordonnées curvilignes (a,B,y)
tel que la transformation inverse xi = xi(a /B,Y) existe et que le Jacobien
de cette transformation ——-l—gxai - soit défini et soit non nul pour tout point

19273

de V. (Pour les problémes i maillage régulier la transformation de coordonnées
est la transformation identité et elle est.définie sur tout D).

On fait une discrétisation de 1'espace des variables (a,8,y) de "pas"
A= h(aa, aB, aY) telle que a s gy aY, soient des constantes réelles stric-
tement pdSitives qui vérifient ai + a‘z + a$ =1,

On définit la grille Gh camme 1'ensenble des points de V ( de D dans
le cas d'un maillage réqulier) de coordonnées curvilignes (i h a,r iha

Bl
kh aY) avec i,j,k € Z.

Soit Qh= Qn Gh

Supposons.: que le syst&me de coordonnées (a,B,Y) et le triplet (aa, aB, aY)
soient tels que il existe une constante positive C, indépendante de P en Q et
de h positif telle que :

(5.2) VP e et VYh>o &, n B(P,Ch) # @

ol B(P,r) est la boucle ouverte de D de centre P et de raybn r (c'est une hypo~
thése de densité de la grille). '

Supposons qu'on ait un schéma de calcul approché de (5.1) sur la gril-
le tel que, a partir des conditions de Cauchy sur {4, On puisse estimer une
solution approchée Y, sur une partie M, de la grille Gh

Soit A une partie de Q et soit A=A n N la nestriction de A 3 la
grille.
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Soit DD(A) 1'ensemble de points de M, od le calcul approché de la
solution est fait en utilisant les données sur Ah mais sans utiliser les
données dans (9 \A) : DD(A, ) est fe domaine de définition & partir de A
dans Gh

Soit DI (Ah) 1'ensemble de points de Mh ol le calcul approché de la
solution est fait en utilisant les données sur Ah DI (Ah) est fe domadine d'
mﬂeuence de A, dans G-

On suppose que la méthode de calcul est telle que pour tout h, posi-
tif et pour toute partie A de 2 on ait que DD(Ah) et DI(Qh \Ah) constituent
une partition de Mh

Soit (B, } une famille d'ensembles de D telle que pour chaque

h 0<h<h0
valeur de h, B, ¢ M, . On définit la limite "&toile" de cette famille par :

(5.3) 1lim" B, = QeD/Ve >0 3h0 /Vh < h() ip e By / dist(P-Q) < €}
h-+0

Cette limite est un ensemble fermé, &ventuellement vide de 1l'espace D. On
définit en particulier 1'ensemble

(5.4) M*= lim" M

Pour toute partie non triviale A de @, on définit les domaines 'de définition
DD(A) et d'ingluence DI(A), relatifs au schéma numérique, par les relations

suivantes :

(5.5) DD(A) = intérieur [lim* DD(Ak)]
h+0

(5.6) .DIQ) = 11m DI(Ah)
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On supposera enfin que la méthode de calcul est telle que, pour des
corditions de Cauchy analytiques sur @, on ait :

1.- M est un wisinage de 0

2.- Pour toute partie ouverte connexe, non triviale A de 2, DD{a) et
DI(A) sont des voisinages connexes de A.

3.~ Pour toute partie non triviale A de @, DD (&) et DI('\A) forment
une partition de M.

On formule la condition de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY de la facon
suivante :

Pour toute partie fermée A de @, telle que Le domaine de définition
de A, DEF(A), nelatif au probliéme continu, s0it L{nclus dans Le domaine d'ana-
Lycite de La solution,il faut que : DEF(A) contienne fe domaine de définition
de A de £a méthode de diffénences DD(A).

Soit INF(A) le damaine d'influence de A relatif au probléme continu.
On peut symboliser la condition précédente par : '

(5.7) DD(A) < DEF(A) n M*
qui est équivalente 3
M"\ DI(2\A)} < {M"\INF(q\ ) )
ou encore a :
(5.8) {INF(2\A)n M"} < DI(q\ A)
Si M* est égal a4 D, comre c'est en général le cas des méthodes de
différences finies sur un maillage régulier, on retrouve la formilation clas~

sique que le domaine d'influence de la méthode de différences doit oontemr
celui du probléme continu.
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On peut vérifier, dans 1'exemple de non convergence du paragraphe pré-
cédent, que le domaine de définition de 1'ensemble A = {(x,v,0) ¢ ?R3, x z 0}
relatif a la méthode de différences est 1'ensenble DD(A) = {(x,y,t)e D/ x> 0}’

tandis que celui du probléme continu est DEF(A) = {(x,y,t)e D/0<x< /gh £},

c'est-a-dire que dans cet exemple la condition de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY
n'est pas vérifiée,

b) Conclusions

Considérons une méthode de calcul basée sur un schéma répétitif
sur un maillage fixe, par exemplea = Xy, B = Xgr ¥ = Xy et a . ags a& fixes.
Alors a chaque ensemble A de @ la méthode de calcul fait correspondre un en—
senble DD(A) sans tenir campte des conditions de Cauchy en A. Il dépendra
alors des conditions de CAUCHY sur 9 que la cordition de COURANT-FRIEDRICHS
et LEWY soit respectée.Dans la pratique, et pour des conditions de Cauchy par-
ticuliéres on fait une estimation a priori de la solution de (5.1) ou des
ensebles DEF (A) de telle sorte de choisir a s aB, aY de fagon que la condi-
tion de COURANT-FRIEDRICHS et LEWY soit respectée si 1'estimation est correc—
te [21].

Considérons maintenant les méthodes de calcul basées sur un réseau
de surfaces caractéristiques. On peut interpréter ces méthodes: en supposant
que la transformation de coordonnées[a = a(O,xZ,x3), B = B(O,xz,x3),
y = y(O,xz,x3)] n'est donnée que sur Q. La transformation de coordonnées et
en particulier les ensembles DD(A) seront “calculés" en méme temps que la
solution. Il peut donc sembler nécessaire, pour obtenir la stabilité ou la
convergence, qu'une méthode de ce type satisfasse la condition de COURANT-
FRIEDRICHS et LEWY, indépendamment des conditions de CAUCHY analytiques sur Q.

Sans justification, on peut dire que pour am&liorer la mé&thode propo-~
sée au paragraphe IV.4.b, il semble nécessaire :
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1 : d'augmenter le nombre de points qui interviennent dans le calcul de la
solution en un nouveau point de la grille et,

2 : de choisir convenablement la grille de départ.

Dans le méme esprit, on pourrait &tudier les méthodes des caractéris~
tiques construites de fagon analogue & la méthode proposée au paragraphe
IV.4.b, mais en n'utilisant dans le réseau que des surfaces de la premidre
famille de caractéristiques.
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