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ménolre, les slx articles suivants :

I Fonctions-spline du type "plague mince" en dimension 2.

Séminaire d’analyse numérique n® 231, Grenoble, 1975.

IT Fonctions-spline & énergie invariante par rotation.

Rapport de recherche n°® 27, mathématiques appliquées;:Grenoble, 1976.

III Interpolation des fonctions de deux variables suivant le principe de

la flexion des plaques minces,
Revue frangaise d'automatique, informatique, recherche opérationnelle

{R.A.T.R.0.), analyse numérique, vol. 10, n® 12, p. 5-12, 1976,

IV Fonctions-spline et espérances conditionnelles de champs gaussiens.

Bnnales scientifiques de 1l'université de Clermont, vol. 61,

fasc. 14, p. 19-27, 1976,

V  Splines minimizing rotation—invariant semi-norms in Sobolev spaces.
Constructive theory of functions of several variables’

(Oberwolfach 1976), &dité par W, Schempp et K. Zeller, p. 85-100.

Lecture notes in Math. 571, Springer, 1977.

VI Sur l'erreur d'interpolation des fonctions de plusieurs variables
par les DM-gsplines.

R.A.I.R.O, analyse numérique, vol. 12, n® 4, p. 325-334, 1978,






Le probléme,

Le probléme pratique est le suivant : une fonction de deux variables
étant connue en des points quelconques, construire une fonction prenant les ..
mémes valeurs en ces points, et qui ait une chance, si possible, d'é&tre une
bonne approximation de la vraie fonction inconnue.

J'ai commencé (en 1974) par m'intéresser au krigeage, une méthode pro-
babiliste, élaborée par G. Matheron et son groupe du Centre de morphologie

mathématique de Fontainebleau, voir (16) par exemple., Ceci m'a conduit &

établir une relation générale entre une estimation optimale de certaines

fonctions aléatoires, et les fonctions-spline. Ce qu'avaient fait G.S§.

Kimeldorf et G. Wahba (12, 13, 14) dans un cas seulement un peu plus par-

ticulier.

Les splines abstraites.

Un cadre général pour une autre approche de ce probléme était fourni
par la théorie des fonctions-spline. On peut dire qu'il y a eu quelque chose
comme une "école grenobloise” des fonctions-spline, avec essentiellement la
thése d'Attéia (4) en 1966, puis en 1972 le livre de Laurent (15) dont le
chapitre IV porte sur la question ; parmi les travaux gui s'en sont inspirés,
citons le théoréme général de convergence de Joly (11), la thése de Ducateau
(7), celle d‘'Arcangéli (2). |

Dans cette conception devenue classique (voir par exemple les travaux
de Sard dans (19, 20)), on appelle "fonction-spline" toute solution d‘'un

probléme de la forme suivante :

Minimiser |ITvlly parmi les fonctions v de X

vérifiant li(v) = zi , 1eI.

ol X et Y sont des espaces de Hilbert sur R ou € , T une application
linéaire continue surjective X—>Y , les li des formes linéaires continues
sur X, et2les z, des nombres réels ou complexes. L'exemple type est celui
od X = H (a,b), espace des fonctions avant des dérivées secondes de carré
sommable, Y = L2(a,b) , Tv = v" et li(v} = v(ti) ot les ti sont des
points donnés, a % ty <... <ty £ b . On obtient ainsi les splines
cubiques (cubic splines) de Schoenberg (21).



Le mérite de cette théorie a été d’englober, en un formalisme abstrait
unique, beaucoup de raisonnements et de calculs particuliers. Moyennant quoi
1'outillage mathématique nécessaire se réduit & peu prés a la projection

orthogonale dans un espace de Hilbert, plus le théoréme des homomorphismes

de Banach. Mais cette abstraction a pu avoir certains inconvénients. Par
exemple, en identifiant systématiquement chaque espace de Hilbert avec son
dual, on voit moins facilement que la véritable (et la seule) difficulté

éventuelle pour obtenir une caractérisation utilisable de la fonction-

spline, dans tel ou tel cas particulier, est précisément d'expliciter,
pour une forme linéaire 1.€X! orthogonale & ker T , quelles sont les
fonctions u de X qui vérifient ; (Tu, Tv)Y =1{v) , Vvex.

Pour cela, on a besoin des

Noyaux reproduisants.

Pour un espace hilbertien de fonctions sur un ensemble, le noyau repro-

duisant est la fonction R(x,y) qui vérifie : (R(x,.)s V) = vix) .
Autrement dit, R({x,.} est le représentant, dans l'espace de Hilbert, de la
forme lindaire continue (mesure de Dirac en x } : v»v(x) . C'est

N. Aronszajn (3), aprés S. Bergman pour les espaces de fonctions holomorphes,

qui a étudié les propriétés de ce noyau. la principale est que les noyaux

reproduisants sur un ensemble X sont exactement toutes les fonctions R(x,y)

sur X xX , symétrigues (ou hermitiennes dans le cas complexe :° R{y,x) =
R(x,y) ) et de type positif : Z:i j cy Ej R(xi'xj) 2 0 quels que soient
, :

les Xy € X et les ¢, & € . Et la correspondance entre noyaux;reproduisants

i
et sous-espaces hillbertiens de RX on ¢¥ est biunivoque.

L. Schwartz (24} a défini un noyau associé plus généralement & un espace
de Hilbert ‘M contenu dans un espace vectoriel topologique localement con-

vexe séparé (et quasi-complet) E ; c'est une application linéaire

H: E“>%4 caractérisée par

(e, Wy = <vi &>, Vere ', Vveh.
La propriété de positivité s'éerit ici He', e'> 20, Vve ‘H , Ve' € E'.
Et ici encore, la correspondance entre noyaux symétriques positifs E'—>E

et sous-~espaces hilbertiens de E est biunivoque.



Grice a cette extension, on voit facilement gue certains noyaux R{(x,Y)

2

sur 1'espace euclidien E_ , comme 1x~y§3 su !k"yt ch(x~y}, gui ne sont

pas de type positif (et ne sont donc pas des novaux reproduisants d'tespaces

hilbertiens de fonctions) mais vérifient une positivité conditionnelle

(23; p. 281} .
5_ : i
T, C, R(X.yx,) 0 Chaque fois gue les Xi é E et les

EE::i,j i

¢y € € sont tels que 2:ci =0 et E:ci %y =0,

ces noyaux définissent des applications iinéaires symétriques positives de

{ Q?n/ Pi)' dans REn/ P, donc des sous—espaces hilbertiens du quotient

E 3 .
R™/ Py , ou encore des espaces semi-hilbertiens de fonctions sux B,

d'espace nul P1 {espace des fonctions affines). Plus généralément les noyaux

{x»y}2k+1 et }x~y[2k Log {x~y} (au signe prés) définissent des espaces

semi~hilbertiens de fonctions sur En , d'espace nul Pk (polyndmes de

degré £k,

Les splines "plaque mince" en dimension 2.

Partant de cette constatation, j'ai commencé par expliciter l‘espace
gemi~hilbertien de fonctions sur Ez , associé au noyau lxay}2 Loglx~y}.

: 2 N N . :
Comme la fonction r°Log r est, & un facteur prés, la classique "solution

élémentaire® de l'opérateur aux dérivées partielles 132 {le carré du

. 32 % . < as 2,2 -8
laplacien A = 5 + -2. ), c'est-a~dire que A“(r® Log r) = ¢ , 11
dx?  AxZ :
i 2 =
&tait intuitivement probable que l'espace en question ne serait autre que

-2 2 ' a2 .2
1'espace de Beppo Levi BL, ou D 7 L° = {u edh : 1o € L (E,)
2 { ‘3 “iax 5 . 2 }

avec le semi-produit scalaire :

o . o T2 o
£ 2 = R ;
el Eﬂ 8}{,5}{, BX.AX
i 3 i
rraduisant ce résultat en termes de fonctions—spline d*interpolation, on

obtenait le théoréme suivant :

parmi toutes les fonctions continues sur E2 , prenant des
valeurs imposées zi,.,., z) aux points Bypeenr By {non
tous alignés), il en existe une, et une seule, qui réalise

ie minimum de la fonctionnelle



(S

2y 2 2, 2 2, 2
vy = 5 {(é—g) 2 (~‘>--‘-’-; (étz) }

et c'est la fonction de la forme
N 2
s(x) = Zi=1 ¢y {x-agf Log(x-ail + a.x + b

ol les c; €ER, a € E2 et b € R sont la solution du systéme

r.c =0
Zci 3y =026 s
2. ©y laj"ai' Logjaj—aii + a°aj *tk =0 , J=1,..., N

C'est ce qui est exposé dans (I), puis dans (III) en remplagant les

dérivées sccondes par les dérivées dfordre m 2 2 (avec une méthode un

peu différente et un premier résultat de convergence) ,

Les splines d'Attéia et Thomann.

M. Attéia (5, 6) availt déja défini des fonctions~spline trés analogues,

minimisant la méme intégrale mais étendue & un domaine borné. On n'‘cbtenait

cependant une caractérisation explicite que pour un domaine circulaire {6, 26 ;
la caractérisation indiquée pour le domaine rectangulaire est erronée, lcs

-

fonctions étant astreintes & étre affines au bord} . Et encore ie noyau
était-11 donné par une série. Malgré cela, la méthode a &té largement utili-
sée en pratique (en tronquant la série a quelqus dizaines de térmes) et se
défendait bien sur le marché =peu encombré a 1'époque — des méthodes permet-
tant d'interpoler en des points quelconques (information que je dois 3

J. Thomann) . Néanmoins les temps de calcul (surtout pour 1'évaluation de la
fonction-spline en un point, lors d‘opérations telles que la détermination
de courbes isovaleurs) ont été considérablement améliorés par l'emploi du

noyau [x-y[?2 Log|x-y] au lieu du noyau relatif au domaine circulaire.



Autres noyaux.

Maintenant, le noyau |x-y‘3, qui a la mé&me positivité conditionnelle
que ix-y{2 Log{x-y], est encore plus facile & calculer numériquement {une

racine carrée au lieu d'un logarithme). Il était donc intéressant de déter-—
miner 1'espace semi-hilbertien associé, pour pouvoir étudier la méthode
d'interpolation-spline correspondante. Clest ce qui est fait dans (II) et
(V) :; en considérant plus généralement les noyaux ix—yte ; B réel positif
non entier pair, et {x-ink Log {x-y] ,» k entier 21 , ceci en dimension
quelcongque n . les espaces et leurs semi-normes sont définis par des inté-

grales portant sur les transformées de Fourier de la fonction ':

HS = {ugy :aeLl

loc jE lyt2siﬁ{y)}2 dy < o0 }
n ,

Huugs = JE'ninzsia(yn ? ay

o oy o
m »s .. L =

5 .
Ml p s = X n Ay 2
D H il'.-.’im=1 ” Sxi}"‘axi ” ﬁs
m
25 . . . n M ~s . s
H” est hilbertien si § < 5 » et pour que D H soit un espace semi-

hilbertien de fonctions {(continues), il faut et il suffit que m + s » % .

Evidemment on retrouve les espaces de Beppo Levi p ™ L2 comme cas parti-

culier (8 =0 ).

Noyaux “semi-reproduisants" et caractérisation des fonctions~-spline.

La relation entre noyaux "conditionnellement positifs" et espaces
P . €8P

semi-hilbertiens de fonctions peut &tre systématisée, comme j'ai essayé
de le faire dans (II). Si V ¢ RX est un espace semi-hilbertien d'espace
mil P et R{X,y) un noyau "semi-reproduisant” de V , les fonctions-

spline (obtenues par interpolation de semi-norme minimale) relatives aux

points aq,..., ay de ¥ sont les fonctions de la forme



{g(x) = L, ¢, Rla;,x) + p(x)
ot p&P et X, c; qlay) =0, VqeP.

qu'on appellera fonctions-spline de moyau R{x,y), d‘’espace nul P, sur les

points a1 o eeo g aN o

Les "surface splines” de Harder et Desmarais.

C'est seulement aprés ce travail que j'ai eu connaissance de 1‘'article
de R.L. Harder et R. Desmarais “Interpolation using surface splines® publié
en 1972 dans le "Journal of Aircraft". La méthode d'interpolation-spline
utilisant le noyaun fx—ylz Log |x-y| (correspondant i un modéle de la flexion
d'une plaque mince infinie) y était dé3ja décrite, avec une “"analyse mathé-
matique” un peu... audacieuse, et d'excellents résultats pratiques rappor-
tés (concernant des cas réels aussi bien que des exemples artificiels).
Curieusement, il ne semble pas que cet article, peu connu malgré son évi-
dent intérét, ait suscité une étude approfondie de cette mé&thode, du point

de vue de la théorie de l'approximation.

Convergence et ordre de l'erreur.

Aprés les méthodes numériques de calcul de ces fonctions-spline
{17, 18), 1'étude de la convergence est évidemment, s'agissant de procédés

d'approximation, primordiale. Un premier résultat {convergence dans l'es-

pace X pour toute fonction de cet espace) s‘obtient en appliéuant un théo-
réme de Joly (11, démonstration non publiée). Pour les splines "plaque
mince” ou Dzwsglines en dimension 2 {celles en tx—y§2 Logix—gl), cela

signifie que pour une fonction de l'espace de Sobolev HZGQ), fl domaine

borné assez régulier, la convergence a lieu dans Hzai), donc:aussi dans
wi'pfﬁ}, 1 £ p (@, et blen sir ponctuellement et méme uniformément sur {}.
En revanche la convergence ponctuelle des dérivées n'est pas assurée, de
sorte que l'appréciation de Harder et Desmarais ("un des avantages de la
méthode est que la “"surface spline® peut &tre différentiée pour évaluer
des pentes") n'est pas étayée par un résultat théorique de convergence.

I1 y a 14 un probléme ou;ert intéressant et sans doute difficile. Pour
lesn§€lines "pseudo~cubiques” (en (x—y;3) la convergence a lieu dans
H2+“5*(fl) pour une fonction de cet espace ; donc aussi entre autres dans

1 .
C" (convergence uniforme des dérivées).



Mais ces résultats ne donnent aucune "vitesse de convergence", ou
plutét aucun ordre de l'erreur d'interpolation, en fonction d'un paramétre
mesurant la plus ou moins grande densité des points donnés. Dans (VI), je
montre que l'erreur en norme LP (2 & p £®) pour les dérivées d'ordre k
est en o(he), e = —k——+§ , pour une fonction de H™ (}) interpolée par
une D ~spline sur un ensemble h-dense de points de JZ .

Comme on voit, les résultats publiés sont loin de constituer une étude
raisonnablement compléte de la convergence des fonctions-spline homogénes.
Comme dans ce domaine & mon avis les résultats méme imprécis et conjectu-~
raux sont plus importants que leurs démonstrations, souvent pénibles, je

vais en citer quelques-uns par ordre de certitude décroissante :

1°) Pour les splines d'ordre non entier s correspondant aux espaces
semi-hilbertiens D—m ﬁs—m’ la propriété ci-dessus est encore valable, & sa-
vVoir que l'erreur en norme LY (2 £ p €®) pour les dérivées d'ordre k est
en o(h®) pour une fonction de HSUI), pour e = s—k~§+g >0, ét aussi pour

€ =0 sip<o0. (Ceci est un théoréme, je 1'ai exposé a plusieurs reprises,
sans rédiger la démonstration., Pour adapter la méthode de (VI), il ne mangue
que certaines propriétés des espaces de Sobolev d'ordre non entier — immer-
sion et prolongement pour des domaines & frontiére lipschitzienne =— pour
lesquelles je n'ai pu trouver de référence vraiment satisfaisante, pas méne

la monographie pourtant récente "“Sobolev spaces" de R.A. Adams (1) ; plus

la relation pre01se entre les intégrales J tzfs -2 lT (E)‘ d; et
E
j )u(x)—u(%ll dx dy » chaque fois qu Hies ont un sens (8)).
2s+n
EXE  fx-y |7

2°) Pour une fonctlon trés réguliére interpolée par une D ~spline,
1'erreur sera en O(h 2), e = -k—§+§ 20 (sauf e =0 , p.=00 ). Et pour
cela il suffit que la fonction soit par exemple dans un Hm+2+E(Q) £>0.
¥t cet ordre 0O(h®*2) ne sera dépassé que pour des fonctions verlflant des
conditions au bord particuliéres (certaines dérivées m-iémes ﬁulles). En
général on n'échappera pas a ce que R.S. Varga a appelé "a dramatically
poorer convergence rate", c'est-a-dire que, contrairement & ce qui se passe

lorsque les données au bord sont suffisantes (comme en dimension 1 lorsque

la fonction et ses m~1 premiéres dérivées au bord sont interpolées par une

spl:ne de degré 2m-1), ici 1'ordre de 1'erreur (dans L ) n'atteindra pas
O(h ) mais seulement O (h™%2).

3°)La méme chose a trés probablement lieu pour les splines d'ordre
non entier s, c'est~a~-dire que 1'ordre atteindra O(he+2), e = s~k~g+g >0,
pour une fonction de HS+§+€GI) i et pas mieux, sauf condition globale par-—

ticuliére.



4°) Enfin, par interpolation entre les espaces de Sobolev en question,

-+t
on obtiendra facilement 1'ordre O(he } 0Lt < % ¢ pour une fonction

appartenant A& l'espace de Nikolskii H§+t(nj {ou espace de Besov B§+;(n))

qui est "un peu" plus grand que H5+t(l'l)°

Invariance par similitude,

Parallélement 3 l'étude de la convergence, je me suis demandé s'il
était arbitraire de privilégier ces méthodes, parmi toutes les méthodes
imaginables d'interpolation-spline (c'est-a-dire définies par la minimisa-
tion d’une semi-norme associée & un espace .gemi-hilbertien de fonctions de

n variables). Or, elles ont la propriété remarquable d'étre invariantes par

similitude en un sens évident. Sont-elles les seules ? Autrement dit, y

a-t-il d'autres espaces semi-hilbertiens de fonctions sur E  qui définissent
des procédés d'interpolation invariants par similitude ?
D'abord, si V est un tel espace, et si P est n'importe guel espace

vectoriel de dimension finie c:REn, invariant par similitude, 1'espace V4P

avec la semi-norme ullyyp = infp‘P flotplly est lui-méme semi-hilbertien,

et définit évidemment un procédé d'intexrpolation invariant par similitude.

On peut donc déja ajouter aux b ©° f[i° les espaces de la forme D-m'ﬁs + P .

(Par exemple P pourrait étre l'espace des polyndmes harmoniques de deqré £2) .
11 s'avére que, si l'on demande en outre & 1‘'espace semi-hilbertien V

d'étre tel qu'une fonction-spline existe quelles que solentles données (en

nombre fini) (ai,zl) r et qu'elle dépende continiment de chaque ai {ce

qui élimine des absurdités comme 1 (En), “u"l = zzer ‘u(x)‘ , alors
M ~s

nécessalxrement V est de la forme D H + P, o0 P est un espace de poly-

nomes, invariant par similitude ; et les fonctjons—spline assocjeea sont

2m+2s 2m+2 .
mi+2s-n {ou [x-y| ress Log[x~y|-2“at d'espace

les splines de noyau {x-y|

nul P . Malheureusement, je suis obligé d'énoncer ce résultat comme une
conjecture, la démonstration n'étént pas établie tout & fait-en détail.
Je vais seulement indiquer ici quelques indices ou éléments de preuve.

On peut voir assez facilement gue deux espaces hilbertiens de fonctions
continues sur un espace connexe, définissant le méme procédé d'interpola~

tion, sont proportionnels, c'est-d-dire coincident comme ensembles, avec

le méme produit scalaire & une constante multiplicative prés. Pour des es-

paces semi-hilbertiens de fonctions continues sur E, , on choisira un

ensemble unisolvent pour se ramener au cas précédent, coupte tenu da fait
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gue EDNfA est connexe {si n > 2 i pour n = 1 la démonstration doit étre
modifiée). Ainsi un espace semi-hilbertien Vv d4finissant un procédé inva-

riant doit lui-méme é&tre relativement invariant, c'est-d-dire invariant

comme ensemble avec
”u”F(V) = c(F) ”u“V . Vuev ,

c(F) > O , pour chaque similitude F : E —»E_ , On voit ensuite que c
est un homomorphisme continu du groupe des similitudes de En , dans le
groupe multiplicatif des réels positifs. Bt il est facile de déterminer
tous les homomorphismes possibles, ce sont les fonctions de la forme
c(F) = |F]®, e¢r, on |F] désigne le rapport de similitudé, [F(x)-F (y)]
= {F{ {x-yf . :

Par ailleurs on peut montrer gue l'espace nul de V (ensemble des
fonctions de semi-norme nulle), nécessairement invariant par similitude
(et de dimension finie), est forcément un espace de polyndmes, de sorte
que 1}k V {(image de V par z&k :;62—~93D’) est, pour k assez grand, un
espace hilbertien de distributions, Grdce aux noyaux de L. Schwartz
(24, 25) on connait tous ceux qui sont invariants par translation, et
parmi eux les seuls relativement invariants par rotation et homothétie
sont les H® , o s £ g ; plus 1l'espace P, des constantes. Il "reste"

alors & revenir & V...

Proposition de terminologie.

Je propose d'appeler d'une fagon générale "fonctions-spline homogénes"
ce dont il est question ici, pour tenir compte de la propriéﬁé d'invariance
discutée plus haut, et pour les distinguer des fonctions obtenues par pro-
duit tensoriel de splines & une variable, et plus généraleméht des combi-
naisons linéaires de B~splines (fonctions polynomiales par morceaux, a sup-
port compact) gui sont ce qu'on entend le plus généralement parv“fonctions-
spline & plusieurs variables" dans la littérature (surtout américaine).
I1 faut une terminologie double, suivant qu'on se référe aux propriétés

variationnelles (la semi-norme minimisée) ou & la forme explicite des

fonctions :



1

- pu point de vue de la forme explicite, on pourra appeler fonctions-

spline de degré B, d'espace nul P 1les fonctions de la forme

g(x) = 2 ¢; Ryl(x-az) + p(x)
ol p€P et Zi c, ala;) =0, VqgeP

ol Ry(x) = ixia si P n’est pas un entier pair, et R, (x) = 112 rogixi,
k=1, 2, ... Par exemple les splines "pseudo-cubiques” (gui, en dimension
1, sont les splines cubiques naturelles) sont de degré 3 et d'espace nul P1 .
Les splines "plaque mince” ou “surface splines®” de Harder et Desmarais

sont de degré 2 et d'espace nul P, . En général il faut une relation entre

1
P et @ pour que le nom de spline soit légitime : P doit congiénir tous les
polyndmes de degré < g . Alors, étant donné un ensemble A = {al peees Ay }
c:En assez "grand" (pour que tout élément de P qui s'annule en ags -ee 7y By
soit identiquement nul), il existe une et une seule fonction-spline de degré
0 et d'espace nul P qui prend des valeurs données z1 voeee Zy €én

T Elle est donnée par la solution du systéme suivant, ou

Y forment une base de P :

lgnnb(N

]

N M _ .
2.1 ey Rglagay + 0 a pag) =z, 3

1

(ai) =0, k=1,...,M.

N
i=1 €31 Pg
Les plus simples de ces fonctions sont les splines de degré 1 et d'es-
pace nul P, qui en dimension 1 sont affines par morceaux (Lé méthode
d'interpolation correspondante étant simplement 1'interpolation lindaire),
que P.J. Laurent propose d'appeler “moniques®” (comme il y a dés cubiques,

quintiques,. etc,), idée dont je luil laisse 1l'entiére responsabilité ...

— Du point de vue variationnel, je propose d'appeler Dm~égline§‘celles

qul minimisent

2 % n j. v 2
lv’m - 2"11,.,..,3‘.‘“=1 En(5x e OX, )

i 1 1 m

- 2
parmi les v de l'espace de Beppo Levi BLm =p ™" qui interpolent les

données. Ceci par analogie avec les L-splines de Schultz et Varga (22),
qui minimisent 52 iLv(t)[zdt » L étant un opérateur différentiel.
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On pourra également dire "splines d'ordre m " (et d'espace nul Pm_l).

Mais & cet égard il y a une divergence dans la littérature, beaucoup

d'auteurs appelant splines d'ordre k les fonctions qui sont, par morceaux,

solution d'une équation différentielle d'ordre k . Par exemple pour eux

les splines cubiques sont d'ordre 4 (polyndmes de degré £ 3. par morceaux)

alors que nous dirions plutdt dordre 2 (minimisant IZ ]D2v(t)l2dt).
D'aprés G. Wahba (27), I.J. Schoenberg aurait saggéré de dire "splines

laplaciennes" (Laplacian splines), & cause de la relation ZXmg =0 qgui

est vérifiée sur EﬂvA . Je préférerais dire "biharmoniques" ou "polyhar-~

moniques® ou "m-harmonigues” en général.

Pour les splines définies par la minimisation de la semi-norme

n ‘ m Cm
2s-2m dv - 2
I"‘szm =z, i=1 JE Il o= Vo
¥ 1'»-.; m p n 1‘1--1 1m
dans l'espace semi-hilbertien D © & © » Jje propose le nom de splines

d'ordre s , d‘'espace nul Pm~1 . Le plus petit espace nul possible pour

un ordre s donné est P{S_n} ({ ]= partie entiére). D'autre part en dimen-
2

sion n on ne peut interpoler des données ponctuelles que par des splines

d'ordre s % g - La relation entre l'ordre s et le degré @ est @ = 2s-n,
+n
5 .

5 =
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