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3. PRESENTATION GENERALE DES TRAVAUX.

L'Analyse des Systémes, 3 laquelle se rattachent les travaux de cette
thése, est une discipline scientifique dont les contours sont encore mal
définis, ce qui est largement dii a1'extréme diversité de ses applications
(sciences de 1'ingénieur, &conométrie, sociologie, urbanisme, écologie,
médecine, Tinguistique ... etc...). On peut cependant donner des caracté-
ristiques générales de ce que 1'on appelle "étude systémique". Celle-ci
comporte toujours en effet les étapes suivantes :

1) Ta définition précise des contours du phénoméne étudié, afin de
distinguer sans ambiguité le phénoméne de son environnement, et
1'établissement de 1a 1iste des variables mesurant 1'état du phénoméne
d'une part, les grandeur de 1'environnement en interaction avec le
phénoméne d'autre part. \

2) Ta modélisation, c'est-a-dire la construction du systéme d'équations
liant les variables définies ci-dessus, avec identification des
paramétres inconnus s'il y a lieu. Ce systéme d'équations est appelé
1e modéle.

3) la simulation ; pour des valeurs données des variables de 1'environne-
ment (variables exogénes, de contrdle, de perturbation ...), il s'agit
de calculer, & 1'aide du modéle, 1'évolution dynamique des. variables
"internes" (appelées d'état ou endogénes) et des variables de sortie.

De plus, 1'é@tude systémique d'un phénoméne peut comporter :

4) une étude de structure du modéle conduisant entre autres & la constructi
de maquettes (modéles réduits) et & la décomposition du modéle en
sous-modéles. ‘

5) une analyse de sensibilité, c'est-a-dire la réponse du modéle & une
modification marginale de son environnement.

6) 1'optimisation ; 1'utilisateur du modéle dresse la liste des variables
de contrdle (instruments), des contraintes s'il y a lieu et choisit un
critére (fonction objectif) qui est en général une fonction des
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variables de sortie ; i1 s'agit alors de trouver les variables de
contrdle qui, par 1'intermédiaire du modéle, donneront les variables
de sortie qui optimisent Te critére choisi compte tenu des contraintes.

A1ns1 replacées dans le contexte général de 1° Analyse des Systémes,
les recherches effectuées dans le cadre de cette thése ont &té limitées a :

.

- 1'optimisation déterministe (i.e. non stochastique) des modéles
microéconomiques ;

- 1'&tude de structure, la simulation et 1'optimisation des modéles
macroéconomiques déterministes.

Les phénoménes choisis comme domaines d'application de cette thése
ont donc toujours &té &tudiés par 1'intermédiaire d'un modéle préalablement
construit et fourni & 1'auteur par un spécialiste du domaine d'application
considéré. L'objet des travaux que nous présentons est d'aider ce
spécialiste & utiliser son modéle.

I1 va de soi que les problémes de mathématiques appliquées et d‘auto-
matique posés par 1'utilisation d'un modéle dépendent de ce dernier.
Cependant, il est possible en général de dégager, pour chaque domaine

~d'application, des problémes qui soient suffisamment généraux pour étre

communs a un grand nombre de modéles de ce domaine d'une part et qui sojent
suffisamment précis pour que leurs algorithmes de résolution puissent

“&tre concrétement utilisables par les spécialistes de ces domaines d'autre

part.

Pour chacun des domaines d'application mentionnés ci-dessous, nous

-avons étudié plusieurs modéles réels fournis par des spécialistes, nous

avons dégagé des problémes de mathématiques appliquées et d'automatique
communs a ces modé?és, nous avons proposé des outils méthodologiques pour
leur résolution, nous avons programmé les algorithmes dérivés de ces
outils et nous avons testé nos programmes sur au moins un des modéles

proposés.

Entre avril 1969 et septembre 1975, nous avons choisi les applications
microéconomiques suivantes :




- 1'ordonnancement (cf. [11, [51, [9] et [15]) ;
- la gestion de stocks-production (cf. [3] et [51) ;
- 1'atterrissage d'un avion en temps minimal (cf. [51 et [16]).

L'unité entre ces trois &tudes apparemment totalement disjointes
réside dans la méthodologie employée : la méthode de pénalisation.

Depuis septembre 1975, nous nous sommes orientés vers la macro&conomi
dans Te but d'obtenir des algorithmes efficaces (parce que spécialement
adaptés) de résolution et d'optimisation des grand modéles macroéconomiques
de 1'Administration (cf. [7], [81, [131, [181, [19]). Depuis 1978, -ces
travaux s'insérent dans MODULECO, projet de systéme informatique pour la
modélisation &conomique (cf. [10], [111, [12] et[20]) projet réalisé pak
un Club (regroupant essentiellement 1'IRIA, 1'INSEE, la Direction de la
Prévision, 1'IMAG et Te Sénat) dont 1'auteur de cette thése est le -
Directeur.






4. LA METHODE‘DE PENALISATION.

Rappelons briévement 1'idée directrice de la méthode de pénalisation.
Supposons que le probléme & résoudre, appelé probléme P, soit la
minimisation d'une fonctionnelle J(x) sur un ensemble D. On définit une
fonctionnelle G(x), appelée "fonction de pénalitd" de 1'ensemble D, comme
une fonctionnelle qui, par définition, est non négative pour tout x et
nulle si et seulement si x ¢ D. On définit alors un tritére pénalisé"

Je(x) = J(x) + é G(x), oll € est un paramétre strictement positif et un
"probléme pénalisé" P€ qui est la minimisation sans contraintes du critére

J .
€

Disons d'abord que 1a méthode de pénalisation n'a de sens que si le

probléme P€ est nettement plus simple & résoudre que le probléme P. C'est
bien entendu le cas pour tous les exemples d'application étudiés dans cette

thése. De plus, pour les systémes gouvernés par des équations différentielles

avec contraintes sur 1'état, le principe du maximum de Pontryagin est
applicable au probléme P€ et n'est pas applicable au probléme P, d'oil une
différence qualitative de difficulté entre ces deux problémes.

Pour que 1'application de la méthode de pénalisation ait un sens,
i1 faut également que toute solution du probléme P€ pour de "petites"
valeurs du paramétre e soit une solution "approchée" du probléme P.
En d'autres termes, i1 faut que la méthode converge. L'étude de la conver-
gence dépend du cadre mathématique dans lequel Te probléme d'optimisation
est posé. En effet, Te seul résultat général connu (Fiacco- Mac Cormick en
1966) montre que si la suite des solutions des problémes PE converge, alors
elle converge nécessairement vers une des solutions du probléme P. Ce
résultat , bien qu'étant d'un intérét pratique essentiel, ne constitue
qu'une validation a posteriori de 1'emploi de 1a méthode, puisqu'il
n'assure pas a priori la convergence.

Nous avons étudié la convergence de la méthode de pénalisation dans
deux cadres mathématiques précis, la programmation mathématique et le
contrdle optimal des systémes gouvernés par des équations différentielles,
parce que ce sont les cadres mathématiques des problémes concrets
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d'Analyse des Systémes que nous avons eus a résoudre. Nous rappelons

ci-dessous les résultats théoriques que nous avone obtenu. Nous renvoyons
le lecteur aux paragraphes suivants de cette thése pour 1'application
concréte de ces résultats et & 1'étude bibliographique de notre travail
[51 pour 1'application de la péna]ﬁsation dans d'autres cadres
mathématiques.

~ Pour tous les problémes d'optimisation que nous avons &té amenés
3 résoudre, le critére d'optimisation &tait économique. Nous avons &té .
naturellement amenés & donner une interprétation économique de 1a méthode
de pénalisation. L'interprétation théorique est bien connue : le terme
de pénalité é G(x) est un colit de violation des contraintes et lorsque ¢
tend vers zéro, le colt marginal de violation augmentant indéfiniment,
1a solution du probléme pénalisé tend & ne plus violer les contraintes.
Cette interprétation,utile pour "expliquer" la méthode de pénalisation,
n'a malheureusement pas d'intérét pratique et nous en donnerons de plus

utilisables pour chacun des cas traités.

4.1. Pénalisation en programmation mathématique.

Soit D le sous-ensemble de 1'espace euclidien R" défini comme &tant
1'ensemble des x vérifiant :

(1a) gk(x) =0 s Kk =1,....p

(1b) hy () 1,.v0sq

1A
o
-
-~
]

Le cas ol toutes les contraintes sont d'égalité (resp. d'inégalité)
n'est qu'un cas particulier de notre étude. Soit J une fonctionnelle de
R" dans R et P le probléme initial : '

Probléme P : trouver x* ¢ D tel qué :

(2) J(xX*) £ d(x) 5 ¥xeD
On pose successivement :

(3) 6(x) = égi gi(x) + Ega (max Chy(x),01)

2




(4) 3 (x) = 3(x) + % 6(x)

Le probléme pénalisé P€ est alors :
Probléme P_ : trouver x_ ¢ R" tel que :
—_— €
(5) J(x)<d (x) , ¥xeR"

Le probléme (5) est la minimisation sans contraintes d'une fonction
de plusieurs variables et 1'on peut utiliser pour le résoudre des algo-
rithmes trés efficaces (méthodes de quasi-Newton & métrique variable) ou

extrémement simples (gradient simple, une demi-douzaine d'instructions
FORTRAN) ce qui n'est pas le cas du probléme (2). Notons que contrairement
aux méthodes duales, nous n'avons pas augmenté le nombre de variables. Le
jeu d'hypothéses classique est :

- 1'ensemble D défini par (1) n'est pas vide.
" (6) - les fonctions Iy hk et J sont toutes continues.
- la fonction J est faiblement coercive (*)

Le résultat classique est le suivant :

Theoréme 1.

En plus des hypothéses (6), on suppose que les fonction 9y sont
linéaires, les fonctions hk sont convexes et la fonction J est strictement
convexe. Alors le probléme P a une solution unique x* , le probléme %;

a une solution unique X, pour tout € > 0 et X, converge vers x* dans R"
lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives.

O

Nous avons démontré en [5] le résultat original suivant :

(*) i.e. pour toute suite {x,} telle que [|x ||+« , ona J(x ) >t
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Théoréme 2.

On fait uniquement Tes hypothéses (6) et 1'on a les résultats
suivants. Le probléme P a au moins une solution et 1'on appelie s*
1'ensemble de ses solutions. Pour tout £ > 0, le probléme P8 a au
moins une solution. Si 1'on appelle {xg} la suite telle que, pour tout
e > 0, Xe est 1'une quelconque des solutions du probléme Pg , alors
{xe} est 1'union de sous-suites, chacune d'entre elles convergeant vers
un élément de §* lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives.

(1

On peut formuler ce résultat autrement : Ta distance dans R" de
X s solution arbitraire de PE, d 1'ensemble S* des solutions de P,tend
vers zéro avec e.

Ce résultat constitue bien une validation a priori de 1'emploi de la
méthode et nous n'en connaissons pas de meilleur dans le cas non convexe.
Ce résultat est original car si Fiacco - MacCormick (*) avaient démontré en
1968 1a convergence de la pénalisation dans le cas non convexe, ils
faisaient alors des hypothéses directement sur 1'ensemble S* des solutions
de P, ensemble par définition inconnu de 1'utilisateur de la méthode.

Nous avons par ailleurs obtenu [5] des résultats allant plus 1loin
que Te théoréme 1 dans le cas convexe et différentiable :

Théoréme 3.
On suppose :

(i) les fonctions 9o hk et J sont toutes deux fois continiment différen-
tiables par rapport & toutes les variables. On appelle G , H!', J"
les hessiens de ces fonctions. ‘

(i1) La matrice J"(x) est coercive uniformément en x, les matrices Gﬁ(x)
sont identiquement nulles (i.e. Tes < sont Tinéaires) et les
matrices Hy(x) sont positives (les h, sont convexes).

(ii1) D est non vide.

(*) FIACCO A.V. 3 Mc CORMICK G.P. "Non Linear Programming : Sequential

bR PO NP 1] WS Tma 110200
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- (iv) pour tout point x de la frontiére de D, 1'ensemble des gradients
des contraintes actives en x forme un systéme libre de R",

{v) hypothése technique, détaillée page 33 du tome 1 de [5] , dont
1'explicitation impliquerait trop de notations nouvelles. Cette
hypothése concerne 1a régularité du domaine D ; elle fut toujours
satisfaite dans nos applications et 1'on peut montrer qu'elle est
toujours satisfaite si toutes les contraintes sont linéaires.

On a alors :

‘a) le théoréme 1 s'applique (&vident).

b) 1a convergence de X vers x* est d'ordre 0(e), c'est-a-dire que la
suite (x_ - x*) / e est bornée. '

¢} le vecteur A

L1 I

[Q N Ean]

(7a) Akg

L]

[OR 2aV]

(75; ng

converge vers la
zéro par valeurs

s de dimension p+q, défini par :
gk(Xe) P k = 13-;.,p
max [hk~p (xg),O} » k= p+1,.f.,p+q

solution duale unique du probléme P lorsque ¢ tend vers
positives.

O

Le résultat 3 a un intérét pratique important, car il permet

-

d'appliquer au vecteur Ae, facile & calculer, les interprétations économi~
ques classiques des variables duales (prix des contraintes).

Nous avons appris postérieurement & la publication de [5] que les
résultats b et ¢ de notre théoréme 3 avaient été antérieurement démontrés
- par Fiacco - Mac Cormick(*). I1 reste qué Teur démonstration est trés diffe-
rente de la ndtre et que plusieurs résultats intermédiaires que nous
avons obtenus sont, au moins & notre connaissance, originaux.

(*) cf. note en bas de la page 10. "

R e T o A S
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4.2. Pénalisation pour les systémes gouvernés par des équations
différentielles.

Dans de trés nombreux domaines d'application (aéronautique, aéro-
spatiale, gestion de stocks-production en temps continu, modéles
macroéconomiques théoriques en temps continu ... etc...) le formalisme
mathématique utilisé pour décrire le comportement dynamique du phénoméne
est 1e systéme d'équations différentielles ordinaires.

L'optimisation d'un'systéme gouverné par'des équations différentielles
est parfois désignée par "théorie du contrdle optimal" quoique, 3 notre
avis, ce terme désigne une notion plus générale englobant en particulier
1'optimisation des systémes gouvernés par des équations aux dérivées

~

partielles (systémes & paramétres distribués).

On pourrait penser que 1'optimisation des systémes gouvernés par
des équations différentielles est un probléme résolu, au moins en théorie,
par le principe du maximum de Pontryagin. En réalité, 1'énoncé classique
de ce principe n'est valable que lorsque les contraintes du modéle ne
portent que sur le contrdle et sont indépendantes du temps. Or, i1 se
trouve que la majorité des problémes d'application, et en particulier la
gestion de stocks-production, font intervenir des contraintes portant
explicitement sur 1'état du systéme (stocks positifs par exehp]e). Certes,
il existe des extensions théoriques du principe du maximum au cas de
contraintes sur 1'état (3 commencer par cellé de Pontryagin, au chapitre VI
de son Tivre) mais nous n'en connaissons aucune qui soit utilisable sur
le plan pratique (i.e. pour calculer numériquement le contrdle optimal).

Pour le traitement des contraintes sur 1'état, on dispose essentiel-
lement de deux téchniqués, la dualité et la pénalisation, dont 1'applicatio
pratiqué d un prob]émé de géstion de stocks-production a &té comparée dans
[3]. Cette comparaison n'a pas montré qué 1'une des deux méthodes domine
totalement 1'autre (chacuné ayant ses qualités et ses défauts) mais 1'on

peut dire que la pénalisation est plus simple 3 mettre en oeuvre et
qu'elle s'applique aussi au cas non convexe.



Bien que 1'application de 1a méthode de pénalisation & la résolution

de ce genre de problémes soit ancienne et d'usage courant, la validité
de son emploi a &té trés peu étudiée et semble se réduire 3 deux
résultats de validation a posteriori par Lasdon - Waren - Rice et
Okamura. Nous avons démontré [5] des résultats originaux de validation

a priori dans 1'espace LQ(O,T;Rn) des vecteurs-fonctions de carré
sommable.

Les hypothéses générales de notre étude sont les suivantes. Toutes
les fonctions définissant le probléme sont continues par rapport a x et u
et lipschitziennes par rapport 3 t. Le domaine des contrdles admisiibles
n'‘est pas vide. Le critére est faiblement coercif.

Nous obtenons alors dans le cas non convexe un résultat de convergence
analogue au théoréme 2 (page 10) en faisant une hypothése de compacité
trés peu restrictive : une au moins des solutions du probléme initial est
"assez réguliére" (en fait, équi-continue par morceaux).

Dans le cas convexe (c'est-a-dire équation d'état linéaire, contraintes
et critére convexe) nous démontrons un théoréme de convergence analogue
au théoréme 1 (avec convergence faible du contrdle et convergence forte
de 1'état) sans faire d'hypoth&se sur la régularité de la solution.

Nous proposons ensuite (cf. [51 pp. 117-128) deux méthodes constructi-
ves de résolution du probléme pénalisé (en donnant notre avis sur le choix
& faire en fonction des caractéristiques du probléme) : d'une part; Te
calcul du gradient réduit par la méthode de 1'état-adjoint et d'autre
part 1'application du principe du maximum avec 1'algorithme de Newton -
Raphson pour la résolution numérique du probléme aux deux bouts.

Nous donnons (cf. [51 , pp. 128-131) une interprétation économique,
en termes de prix d'usage, des variables adjointes du probléme pénalisé.
Cette interprétation, basée sur 1'interprétation &conomique connue du
principe du maximum, est d'un‘intérét pratique considérable. En effet, non
seulement ces prix constituent pour 1'utilisateur une information qui
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vient s'ajouter & celle donnée par la valeur du contrdle optimal mais,
de plus, 1'expérience acquise (en particulier & EDF) prouve que
T"information fournie par les prix est en général plus fiable car moins
sensible aux perturbations.

4.3. Pénalisation pour les systémes gouvernés par des inéquations
différentielles.

Soit Te probléme de gestion de stocks-production unidimensionnel
trés simple suivant. Pour tout t, on appelle x(t) le niveau du stock,
u(t) 1'intensité de production (entre 0 et 1), b le coefficient
technologique de production et d(t) la demande instantanée. Lorsque le
niveau du stock le permet (x(t) > 0), la demande est satisfaite et la 101
d'évolution du systéme est : '

(8) 2= bou(t) - d(t)

La formalisation classique de T'optimisation de ce systéme est la
suivante. On interdit la rupturé de stock, ce qui revient & imposer la
contrainte x(t) = 0, et 1'on cherche la politique de contrdle u(.) qui
minimise un colt de production et de stockage compte tenu du fait que x
et u doivent satisfairé :

(9) gi bu(t) - d(t) , x(t) = 0 <u(t) <1, ‘presque tout t

On est alors dans le cadre mathématique étudié au paragraphe
précédent, car 1'équation différentielle (8) est toujours vérifiée.
D'un point de vue économiqué, ce formalisme revient & suppbser que le
colt de rupture de stock est infﬁni. Dans de nombreuses applications,
cette approche n'est pas satisfaisante, car la rupture de stock, c'est-a-
dire Te fait qu'un client ne soit pas servi, est certes dommageable, mais
n'est pas exclue. Si 1'on admet 1'éventualité d'une rupture de stock, alor
pour tout interva11é de temps pendant lequel la demande peut &tre
satisfaite (régime "1ibre") le systéme évolue selon Ta loi (8) et pour
tout intervalle de temps pendant Tequel la demande ne peut pas étre
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- entiérement satisfaite (régime "bloqué") 1le systéme suit la trajectoire

x(t) = 0.

Dans cette approche, on voit Que l'équation d'état du systéme
n‘est pas 1a méme suivant que le régime est libre ou bloqué. On peut
montrer (cf. [61) que Ta loi d'évolution du systéme est alors :

[g% -~ bu(t) + d(t)] x(f) =0 pour presque tout t
(10)

i~

x(t) 20 $ 2 bu(t) -d(t) , pour presque tout t

jo’s

c'est-a-dire que la loi d'évolution est une inéquation différentielle.

Le probléme d'optimisation posé est alors le suivant : minimiser
un critére comprenant les colts de production, de stockage et de rupture,
compte tenu de (10) et de u(t) e [0,17. '

La motivation de 1'&tude ayant &té montrée sur un exemple choisi
velontairement Te plus simple possible, disons briévement que nous
avons étudié les systeémes ol 1'équation (8) est remplacée par une équation
générale (dimension n) et la contrainte x(t) > 0 est remplacée par x(t) ¢ K,
ol K est un domaine de R". I1 faut noter que, dans ce contexte, méme le
probléme de Ta résolution du modéle (trouver x connaissant u) n'est pas
évident.

Nous avons étudié dans [6] le cas ol 1'inéquation différentielle est
Tinaire, ol K est convexe et ol le critére est convexe. Nous avons montré
comment la méthode de pénalisation permet de construire une équation
différentielle dont Ta solution soit une approximation de 1'inéquation
différentielle initiale. Cette approche donne & la fois des résultats
théoriques sur 1'existence et 1'unicité de la solution du probléme
initial et une méthode constructive de résolution de ce dernier en
fournissant un probleme approché dont la résolution est standard. Tous
ces résultats sont originaux, au moins a notre connaissance.

mREeCE
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Notons au passage une application inhabituelle de la méthode de
pénalisation : 1'étude théorique de 1'existence de la solution du
probléme initial (¥).

Nous avons appliqué numériquement dans [6] la méthode proposée
d T'optimisation d'un probléme de gestion de stocks-production avec
colt de ruptuke.

Nos résultats ont &té étendus au cas ol 1'équation (8) dépend
_non lineairement de 1'état dans une thése que nous avons dirigée (**).

(*) on montre que la solution du probléme pénalisé converge vers une s
tion du probléme initial, ce qui prouve que le probléme initial a
solution.

(**) J.R. TCHABO, “"Etude d'un systéme gouverné par une inéquation diffe
tielle non linéaire", Thése de 3e Cycle, Université Paris IX, 1977
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5. L'ORDONNANCEMENT.

Nous renvoyons a [5] (pp. 19-22) le Tecteur intéressé par une
étude bibliographique compléte des travaux sur 1'ordonnancement
antérieurs a8 1975. Nous renvoyons également & [51 (pp. 49-80) pour

1'application de la méthode de pénalisation & un probléme d'ordonnancement

classique (modéle de Conway).

Nous allons rappeler briévement ici nos travaux (cf. [5] pp. 81-97
et [91) sur la résolution d'un probléme d'ordonnancement i ressources
variables. Ce probléme constitue une généralisation des modéles de Conway

et de Manne. Mis & part les travaux de Trémoliéres spécialement adaptés

au cas ol toutes les opérations élémentaires sont de durée identique,
nous ne connaissons pas de méthode de résolution autre que la nétre du
probléme formulé ci-dessous, bien que celui-ci corresponde beaucoup mieux
& la réalité que le classique modéle de Conway. Notre modéle constitue,
par comparaison au modéle de Conway, une généralisation dans le sens ol :

a) nous ne supposons pas que les machines sont toutes distinctes
et toutes disponibles en permanence ;

b) Tes régles de précédence peuvent &tre plus complexes ;

c) i1 peut y avoir,en plus, des contraintes de dates de début au
plus tot et de fin au plus tard spécifiques & chaque opération.

Décrivons briévement ce modéle. I1 s'agit d'exécuter n tiches
notées (i), chacune d'entre elles étant composée de a; opérations élémen-

taires appelées simplement opérations. Nous donnerons plus loin un exemple

concret de taches et d'opérations. On désigne par s le double indice
{i,3} . une opération est notée indifféremment 0  ou 0, i (j-eme opération
de Ta i-éme tache) et, par convention, on note respect1vement s-1 et s+l

les doubles indices {i,j- 1} et {i,j+1} .

On dispose pour exécuter ces opérations d'un certain nombre m de
groupes de machines, Toutes Tes machines d'un méme groupe sont identiques
et interchangeables. Pour chaque opération, on sait sur quel groupe de
machines doit étre effectué le travail, mais on a le choix de la machine
a 1'intérieur du groupe. En d'autres termes, et contrairement au modéle
classique, 1'affectation opérations-machines n'est pas complétement faite
a T'avance.
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Pour un atelier d'usinage, on pourra avoir :

- téches : fabriquer les piéces A, B, C ... etc... ,
- opérations : passer la piéce A sur le tour, la piéce B sur la fraiseuse
- machines : 5 tours, 3 fraiseuses, 8 pointeuses, ... etc...

On suppose donné le tableau K(k,t) qui indique 1e nombre de machines
du groupe k disponibles a la date t. Le fait de rendre Te tableau K
dépendant du temps permet de tenir & la fois des indisponibilités prévues
(jours de maintenance, etc...) et des croissances prévues (livraison
d'une machine supplémentaire, etc...) pour chaque ressource. Notons que
le modéle classique est simplement le cas particulier ol le tableau K

. est identiquement égal a 1.

Un ordonnancement, pour &tre admissible, doit satisfaire les 6 régl
suivantes :

régle 1 : la premigre opération de chaque tdche ne peut commencer avant
' une date connue, d;, appelée date de début au plus tdt de la
tache (date de livraison des matiéres premiéres).

régle 2 : la derniére opération de chaque tdche ne peut se terminer aprés
' une date connue, d?, appelée date de fin au plus tard de la
tdche (carnet de commande).

régle 3 : les interruptions dans 1'exécution d'une opération.sont interdi
et le temps d'exécution de chaque opération pg est connu.

régle 4 : pour toute opération OS qui n'est paé la derniére de sa téache,
i1 doit s'écouler au moins une durée connue dg entre le début
des opérations OS et Os+1' Dans le modéle classique, on a toujo
9g = Pg 3 ici, nous acceptons des contraintes technologiques et
organisationnelles plus complexes (voir plus loin).

régle 5 : chaque opération OS doit étre exécutée sur une machine quelconc
du groupe k¢, od le tableau kg est connu.

régle 6 : pour tout k et tout t, le nombre d'opérations en cours d'exécu-
tion sur le groupe de machines numéro k pendant la période t,
ne doit pas dépasser le nombre K(k,t) connu.
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Nous appelleronsg Ug la date de début de 1'exécution de 1'opération
OS. Nous appellerons N(k,t) le nombre d'opérations réellement en cours
sur le groupe de machines k & 1a date t. On montre (cf. [57 et [91) qu'un
ordonnancement est entiérement défini par le vecteur u de composantes Ugs
que le tableau N est entiérement défini par la donnée de u et qu'un
ordonnancement u est admissible si et seulement si i1 vérifie :

(11a) u; 2 d; s i=1,...,n
(11b) Ug + pg < d: » 'Si 0, est la derniére opération de (i)
(11c) u

g41 2 Ug 9 5 si 0S n‘est pas la derniére opération de (i)
(11d) N(k,t) = K(k,t) , ¥k et ¥t

Le tableau N étant entiérement défini par la donnée du vecteur U,
nous définirons 1'application u - G(u) par :

(12) G(u) = max [N(k,t) - K(k,t),0]

D)
k t
La fonction G est non négative et elle est nulle si et seulement si
Ta contrainte (11d) est toujours satisfaite. La fonction G est donc une
fonction de pénalité de la contrainte (11d), c'est-a-dire de la contrainte
cumulative (R&gle 6) de notre probléme. Les contraintes (11a), (11b), et
(11lc) étant linéaires, on n'a pas intérét & les pénaliser et nous appelle-
rons D 1'ensemble des u vérifiant ces contraintes. Par conséquent, un
ordonnancement est admissible si et seulement si u e D et G(u) = 0.

Si le probléme d'ordonnancement posé est la minimisation d'un
critére, on peut appliquer Tes techniques proposées au paragraphe 4.1.

En réalité, dans de nombreux problémes d'ordonnancement, le probléme
posé est la recherche d'un ordonnancement admissible. C'est le cas lorsque,
Te personnel étant payé au mois et les machines appartenant & 1'entreprise,
i1 n'y a pas lieu de distinguer entre deux ordonnancements admissibles et
la seule difficulté est de respecter le carnet de commande.




Dans ce cas, on cherche u vérifiant u « D et G(u) = 0. .Comme
la fonction est non-négative, ce probléme est équivalent a la minimi-

sation de la fonction G sous les contraintes linéaires u < D. Nous
avons mis au point (cf. [5] et [9]) un algorithme de résolution de ce
probléme spécialement adapté & la forme trés particuliére de G et de D.

La fonction G s'interpréte naturellement comme un coiit de violation
de la contrainte cumulative (11d), c.a.d. de la régle 6. Nous appellerons
probléme P Ta minimisation de G sous Tes contraintes u ¢ D. Le probléme
P s'interpréte : parmi tous les ordonnancements respectant les régles
1 a 5, trouver celui qui viole le moins la régle 6.

Lorsqu'il existe au moins un ordonnancement admissible, toute fonction
G pénalisant (11d) convient, en ce sens que toute solution du probléme P
est un ordonnancement admissible et réciproquement.

Supposons maintenant, ce qui est en général réaliste, qu'il soit
possible de violer Ta régle cumulative 6, soit en louant des machines
supplémentaires, soit en faisant exécuter certaines opérations &
1'extérieur. Cette violation entraine naturellement un colit que nous
appellerons globalement "colt de sous-traitance". Le probléme P est
alors la minimisation de ce coit de sous-traitance, qui est nul pour
tout ordonnancement admissible.

On voit donc que notre méthode, élaborée pour la recherche d'un
ordonnancement admissible, s'applique de facon trés naturelle au cas
assez courant ol le carnet de commande de 1'entreprise est (dans la
période considérée) surchargé. Dans ce cas, en effet, il n'y a pas
d'ordonnancement admissible et le probléme est bien de minimiser un
colt de sous-traitance. Le critére (12) est la durée totale de sous-
traitance; dans un probléme concret, il faut naturellement pondérer
le critére (12) par les colts horaires de sous-traitance pour chaque

machine.

Nous avons appliqué (cf. [5] et [91) notre méthode de recherche
d'un ordonnancement admissible & la résalution d'un probléme concret
pour une usine de fabrication de piéces détachées de machines textiles
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qui nous a &té fourni par 1'Université Technique de Manchester
(Angleterre). La régle de précédence (régle 4) &tait relativement
complexe : il y avait des opérations exécutées i 1'extérieur, des
opérations ne demandant aucune ressource (séchage des pigces), chaque
opération se décomposait en réglage de la machine et exécution, il
était possible de commencer le réglage pour 1'opération suivante avant
Ta fin de 1'opération en cours etc... Quoiqu'il en soit, nous avons
réussi a formuler ce probléme sous la forme (11) et & le résoudre

a la satisfaction de 1'utilisateur : 1'algorithme fourni ordonnance 288
opérations sur 13 machines en 14 secondes de calcul d'un ordinateur

GE 235.

Par la suite, notre méthode a &té appliquée avec succés i un autre
probléme réel, 1'optimisation de 1a production d'une usine d'armements
=~ *
a Tarbes (7) .

(*) cf. M. Mondain "Systéme de calcul des plans de production 3 ]ong N
terme avec optimisation assistée", Thése de 3e Cycle, Bordeaux,
mai 1976.
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6. LA GESTION DE PRODUCTION PAR LES STOCKS.

On se propose de montrer ici sur un exemple, comment les méthodes
théoriques exposées dans le paragraphe 4.2. peuvent s'appliquer & un
probléme réel. Nous avons choisi un probléme précis de gestion de la
production par les stocks. Les méthodes restent applicables si le
probléme est plus complexe que celui que nous avons choisi a tire d'exemple,
a condition toutefois que soient satisfaites les hypothéses fondamentales
suivantes : |

a) 1'intensité de production peut varier continiment entre zéro et
la capacité maximale de production ; '
b) 1a demande en produits finis est connue & 1'avance.

Nous étudions ici le cas d'une usine produisant, pendant une
période de temps [0,T] fixée, n produits finis non périssables. Chacun de
ces produits finis est fabriqué par une machine qui lui est propre.

Pour chaque machine (i), on introduit une variable de décision
u; dont la valeur ui(t) & chaque instant indique le taux d'utilisation
de Ta machine (i), taux compris entre 0 et 1 : si ui(t) = 1/2, cela
signifie que la machine (i) fonctionne & 1'instant t & 1a moitié de son
reridement maximal qui est noté ms .
Chaque produit fini (i), une fois fabriqué, est conservé dans un
stock qui Tui est propre et dont le niveau & 1'instant t est noté si(t).

Pour chaque produit fini (i), i1 y a une demande dont on suppose
qu'elle est une fonction du temps di(t) connue @ 1'avance sur la période
d'étude [0,T].

}a fabrication de ces n produits finis nécessite 1'emploi de
r matieres premiéres non périssables. La i-éme matiére premiére arrive
dans le systéme avec un flux vi(t) connu @ 1'avance sur la période [0,T]
et elle est conservée dans un stock qui Tui est propre dont le niveau
est noté Si(t). On appelie 95 la consommation marginale de la machine
(J) en matiére premiére (i), c'est-a-dire que si la machine (j) fonctionne
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pendant la période infinitésimale [t,t+dt] avec 1'intensité uj(t), alors
elle consommera une quantité égale a qij uj(t)dt de 1a i-éme matiére
premiére pendant cette période.

On pourrait aisément ajouter au modéle une consommation de matiéres
premiéres périssables (&lectricité,...) en ajoutant Te coiit de leur
emploi au critére (15).

Ce modéle de gestion de la production par les stocks, schématique-.
ment représenté par la figure 1, est la version 1égérement simplifiée
d'un modéle réel (qui nous a été fourni par la SEMA) d'une entreprise
de coloriage de fils de laine (les matiéres premiéres sont des fils
blancs de différentes épaisseurs et les produits finis sont des fils de
différentes épaisseurs et de différentes couleurs).

Pour condenser les notations introduites ci-dessus, nous noterons
s, U, d les vecteurs de dimension n de composantes Sy U di et Setv
les vecteurs de dimension r de composantes Si et Vi Enfin, nous noterons
M la matrice diagonale de dimension n et d'éléments m; et Q la matrice

(r,n) d'éléments 95 ‘

On vérifiera alors aisément (Cf. [3] ou [51) que 1'évolution du
niveau des stocks est décrite par\]es deux systémes d'équations différen~
tielles :

(13a) 2 =M u(t) - d(t)
(13p)  F=v(e) - Qu(t)

On suppose évidemment que 1'état initial des stocks esﬁ connu :
(13c) s(0) = Sg S(0) = SO

Par définition, les variables de décision u; sont contraintes par :

A

(13d) 0 < ui(t) 1 , i=l,...,n , pour presque tout t ¢ [0,T]




Arrivée
matiéres
premiéres
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On ne peut fabriquer de produit fini en 1'absence des matiéres
premiéres nécessaires, d'od :

(13e) S;(t) =0, i=l,...,r , pour presque tout t ¢ [0,T]

Nous supposerons que les stocks de produits finis sont bornés supé-
rieurement et inférieurement :

(13f) a; < s;(t) < b, , di=l,...,n , pour presque tout t ¢ [0,T]

ol bi représente la capacité maximale de stockage du i-éme produit fini

et ol a; s qui est négatif, représente la rupture de stock maxima]g
autorisée. En effet, dans notre modéle, la demande est forcément satisfaite.
Lorsque le stock d'un produit est physiquement vide, cela signifie

seulement que la demande sera satisfaite plus tard. On appelle alors s, (t)
la valeur (avec le signe moins) représentant le total des demandes
non satisfaites a 1'instant t.

Enfin, pour que la situation & 1'instant final T ne soit pas
détériorée, nous imposerons aux stocks de matiéres premiéres et de

produits finis d'avoir des vaieurs fixées d 1'avance en fin de période :

(139) s(T) =s¢ 5 S(T) =S¢

A
Y
[ o
~N
-
@/ 7
¥
o
~No
-

S,(t) Sz(t)

» ug (t) » d (1)
S.(t) s,(t)
Stocks Production Stocks Demandes
matiéres produits

premiéres fints
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Utilisant la fonction :

(14) o(x) = [max (x,0)1°

nous définirons le colt total par :
n A 5

(15) J = _Zlf (P, uS(t) + €Sy ols;(t)] + CR, pL-s,(t)1} dt
i=1Yo

ou les coefficients CPi, CSi et CRi, tous positifs, représentent
respectivement les colits marginaux de production, de stockage et de
rupture de stock.

D'aprés Tes conditions (13c) et (13g), les stocks initiaux et
finaux sont fixés, ce qui implique que la production totale sur la
période [0,T] est fixée. On en déduit (cf. [3] ou [51) que minimiser 1la
norme dans L2 des uj revient & minimiser 1'écart des uj da leur moyenne,
donc a les lisser. Les coefficients CPi de (15) sont donc des coefficients

de Tissage de la production.

En ce qui concerne Te stockage, nous avons choisi des codts
marginaux proportionnels & la valeur ‘absolue du stock, avec des coeffi-
cients de proportionnalité différents suivant que Te stock est positif
(colt marginal de stockage CS; si(t)) ou négatif (colt marginal de
rupture de stock CR, Isi(t)l), les deux étant combinés dans la formule
(15) grdce a la fonction (14).

On pourrait bien entendu utiliser les méthodes proposées en 4.2
avec une fonction colit beaucoup plus complexe que celle proposée en (15)

et introduire, en particulier, des coiits de stockage des matiéres premiéres.

Rappelons que nous exposons seulement ici 1'exemple du probléme de
1'usine de coloriage de fils de laine.

Le probléme posé est de minimiser le critére (15) compte tenu de
(13). I1 faut noter qu'a cause des contraintes sur 1'état (13e) et (13f),
le principe du maximum n'est pas applicable au modéle (13), (15). Nous
avons donc utilisé la méthode de pénalisation. Le critére pénalisé JE

est alors défini par :
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n , '
(16) | g(ssS,u) = 1};,11:;3(-u1.) + p(1-ug) + p(az= s5) + p(s5- bs)]
| r
+ 2. 0(-S,)
i=1
1
(17) Je = J + E‘éfhg[s(t),S(t),u(t)] dt

~ et le probléme pénalisé Pe est la minimisation du critére (17) sous les

équations d'état (13a) (13b) et les conditions aux limites (13c) et

- (13g) mais sans contraintes. Le principe du maximum est, cette fois, par-
~faitement applicable et 1'on trouvera en [3] ou [5] les détails pratiques

de sa mise en oeuvre.

L'étude théorique briévement exposée au paragraphe 4.2 de cette
thése nous permet d'affirmer que le probléme initial (13), (15) a une
solution unique u o, que le probléme pénalisé P. a une solution unique
ug pour tout € > 0 et que la suite {us} converge vers u” dans
LZ(O,T;Rn) fort (*) Torsque e tend vers zéro.

Lorsque 1'on cherche a résoudre numériquement ce probléme de contrdle
optimal il faut bien, pour résoudre les équations différentielles (1l3a),
(13b), discrétiser le temps ; en pratique, on calculera une so]utioh
approchée Upe qui dépend a la fois du paramétre € de pénalisation et
du paramétre h de discrétisation du temps. Nous avons constaté empirique-
ment que pour que Upe approche u , i1 est nécessaire que 1'erreur de
discrétisation soit "négligeable" devant 1'erreur de pénalisation, d'ol
une sorte de "condition de stabilité de 1a forme h/€ borné rappelant
1'intégration numérique des équations aux dérivées partielles évolutives.

* ) -~ . -~

() on a la convergence forte du contrdle parce que le critére est
quadratique par morceaux. Dans le cas général du modéle linéaire
et du critére convexe, on n'a que la convergence faible du controle.
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En pratique, cela implique que si 1'on désire que les contraintes
(13d), (13e), (13f) soient vérifiées avec une grande précision (d'od
le choix d'un "petit" ¢), alors i1 faut intégrer les équations d'état

(13a), (13b) avec une précision au moins aussi grande (d'od le choix
d'un "petit" h).

Ces questions concernant les aspects pratiques de 1'application
de Ta méthode de pénalisation au contrdle optimal des systémes gouvernés

par des équations différentielles sont discutées en détails dans [3] et
£51.

On trouvera également dans [3] une comparaison, en application au
modéle ci-dessus, de la pénalisation avec deux autres méthodes : la
programmation dynamique et la programmation mathématique (discrétisation
directe du modéle (13) - (15) et application de 1'algorithme d'Uzawa).
Disons seulement ici que la programmation dynamique donne ici des résultats
déplorables et que la programmation mathématique, si elle donne ici des
résultats comparables & la pénalisation, est moins générale (1'algorithme
d'Uzawa suppose la convexité du modéle).
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7. LE TEMPS OPTIMAL.

Commengons 1'exposé par 1'étude de la version simplifiée d'un
modéle mis au point par Balakrishnan dans le cadre d'un contrat avec
T'US Air Force. I1 est clair que si, dans la réalité, les équations du
modéle sont plus complexes, cela ne change rien & la nature du probléme
et aux méthodes de résolution.

Soit donc un avion volant dans un plan vertical et se préparant
a atterrir. Le bout de la piste d'atterrissage &tant choisi comme axe
de coorddnnées, 1'axe Ox1 étant la piste d'atterrissage, la position
géométrique de 1'avion est définie par son abcisse Xq et par son
altitude Xo . Sa vitesse, qui est dans un plan vertical, est définie par
son module x3 et par 1'angle Xz Que fait le vecteur vitesse avec le p}an

horizontal.:
sz

*Xl

L'état de 1'avfon est alors défini par le vecteur x = {xl,xz,x3,x4}
On peut agir sur cet é&tat d'une part par ups variation instantanée du
module du vecteur vitesse (manette des gaz, volets de freinage, etc....)
et d'autre part, par u,, variation instantanée de 1'angle Xg (manche a
balai). Le contrdle u = {ugsuy} et 1'etat x étant norma]1ses, 1'équation
d'etat de 1'avion est (de facon trés approchée) :

dx1 dx2 ‘
(18a) I C -x3(t) cos [x4(t)] N -x3(t) sin [x4(t)]
dx dx
3 4
(18b) a = u(t) 5 gp = u(t)
(18c¢) x(0) = X0
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Le vol étant soumis aux contraintes :
(19) -1 < ”i(t) <+l 5, i=1,2, p.p. t e [0,N]
ol N est un majorant du temps d'atterrissage.

Le vol est terminéa la date T si & cet instant la position géométri-
que de 1'avion est le bout de la piste, xl(T) = xz(T) =0, et si sa
vitesse est nulle, x3(T) = 0 ; de plus, 1'avion doit atterrir tangentiel-

Tement & la piste, d'ou x4(T) = 0. Finalement, la condition sur 1'état
final est :

(20) x(T) =0

Le probléme posé est de faire atterrir 1'avion Te plus vite possible,

c'est-a-dire de minimiser T tel que (20) soit réalise, compte tenu de
(18) et (19).

Ce n'est pas un probléme dont la résolution numérique est classique,
dans la mesure ol la date T, & laquelle la condition sur 1'état final (20)
doit étre vérifiée, est a priori inconnue, ce qui empéche d'utiliser
de fagon standard la méthode de 1'état adjoint.

Nous appellerons u -+ x(u) 1'application de U = LZ(O,N;RZ) dans
X =1L (G,N;R4) 1'application équivalente & 1'équation d'état (18), od N
est un majorant du temps d'atterrissage. '

2

Pour tout T = 0, nous appellerons U(T) 1'ensemble des contrdles
u vérifiant (19) et tels que 1'état associé x(u) vérifie (20), i.e. tels
que x(Tsu) = 0. On voit que U(T) est 1'ensemble des contrdles permettant
de faire atterrir 1'avion en un temps T. L'avion pouvant rester immobile
au bout de la piste aprés 1'atterrissage, il est clair que :

(21) U e U(Tl) == | ¢ U(TZ) , VTZ < T

ce qui implique en particulier :

(22) U(Ty) e U(T,) ¥T, < Tp,

relation fondamentale pour notre alaorithme de récalitinnm

e e e e o v e TR SR



On vérifiera que le probléme du temps optimal, noté probleéme P,

peut se formuler :

‘Probléme P* :

a) trouver T tel que:

(23a) UT) =¢ , ¥T <T"

*

(23b) U(T") # ¢
b) trouver un é&lément quelconque de U(T*).

Soient maintenant V 1'ensemble des u ¢ U vérifiant les contraintes
(19) et u -~ J(T,u) la fonctionnelle : '

(24) I(Tou) = 1Ix(Tsu) 112

On définit le probléme Q(T), ol T est un paramétre :

Probléme Q(T) : trouver Ur e V tel que :

On montre aisément que ce probléme a au moins une solution pour
T>0 et que:

(26) J(T,uT) = (0 <==> Up < U(T) <==> U(T) n'est pas vide

Puisque T est un paramétre, le probléme Q(T) est un probléme a
temps final fixé classique qui peut étre résolu par une des méthodes

exposées au paragraphe 4.2 de cette thése.

Nous allons montrer comment on peut résoudre le probléme du temps
optimal P* en résolvant une suite de problémes Q(T).

N étant un majorant du temps d'atterrissage, U(N) n'est pas vide
et Ta résolution de Q(N) donne un élément U, € U(N). Par ailleurs,
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il est évident que U(0) est vide (1'avion n'est pas au bout de la piste
au départ) sans quoi Te probléme n'aurait pas de sens. On pose S =0
et T = N. Au début on connait donc un couple S ,T avec U(S ) v1de,
u(T, ) non vide et 1'on connait Uy € U(T,).

Supposons qu'au début de 1'étape k de 1'algorithme, on connaisse

un couple Sk l’Tk ] avec U(Sk 1) vide, U(Tk 1) non vide et que 1'on
connaisse Upq € u(T 1) On pose :

(27) T = 5(s

k-1 ¥ Tk-1)

Nl

On résout le probléme Q(T) et soit us T'une de ses solutions. Deux
cas peuvent se présenter :

a) J(?,uT) # 0. Alors, d'aprés (26),U(T) est vide. On pose §, = T,

Tk = Ty-p etu = U1
b) J(T, uT) = 0. Alors, d'aprés (26), us e U(T). On pose S, = Sk- 15
Tk =T et Up = uT

A la fin de 1'étape k, on a bien un couple {Sk,T } avec U(Sy) vide,
U(T k) non vide et 1'on connait Uy € Tk Par construction, on a aussi
T =S = (Te-q - Sg-1) / 2. Dol 1'on déduit Te= S =N/ 2K et
Tk - Sk + 0 quand k » « ., On montre alors (cf. ci-dessous) :

Théoréme 4.

la suite {uk} » construite par 1'algorithme ci-dessus est 1'union
de sous-suites {uﬂ},chacune d'entre elles convergeant dans U fort vers
1'une des solutions du probléme du temps optimal (23) Torsque k + .
q .
chaque étape de 1'algorithme, on connait un p1an de
vol adm1ss1b1e permettant d'atterrir en un temps Tk et 1'on sait que

Tk < T+ N/2 On peut donc arréter 1'algorithme dés que 1° erreur,N/Zk
est jugée suffisamment faible.

] n.

On notera qu'a
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Nous avons démontré le théoréme 4 (cf. [5]) dans le cas ol :

a) 1'équation d'état (18) est une équation différentielle générale
de dimension n,

b) les contraintes (19) sont générales, i.e. le contrdle, 1'état et
le temps peuvent apparaitre explicitement dans leur expression, & la con-
dition toutefois que ces contraintes définissent un domaine de contrdles
admissibles qui soit borné,

c) la condition sur 1'état final (20) peut avoir la forme générale
x(T) « A, ol A est un fermé de R".

Nous avons démontré le théoréme 4 dans le cas général d'une part et
dans le cas "équation d'état linéaire - contraintes convexe " d'autre part
avec, dans les deux cas, des hypothéses de régularité du modéle tout a
fait semblables & celles du paragraphe 4.2 de cette thése.

On vérifiera (cf. [5], p. 201) que la résolution numérique du
probléme du temps optimal pour les systémes gouvernés par des équations
différentielles a eté trés peu étudiée, que la solution &légante du chan-
gement de variable (cf. [5], pp. 199-201) pose des problémes numériques
considérables et que la méthode décrite ici (*) ainsi que les résultats
théoriques de convergence sont originaux.

(*) exposée sur 1'exemple concret du probléme d'atterrissage d'avion, la
méthode se généralise aisément (cf. [5]).
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8. RESOLUTION ET OPTIMISATION DE MODELES MACROECONOMIQUES.

" 8.1. Imtroduction.

Nous renvoyons le lecteur intéressé & [13] et [18] pour une étude

~ bibliographique assez compléte de cette question. Le travail présenté ici
a étée volontairement Timité a la résolution et & 1'optimisation de
modéles macroéconomiques non-linéaires, déterministes et traités comme un

seu] bloc. Des extensions, en particulier au cas de modéles & plusieurs
blocs sont actuellement en cours d'étude.

Nous avons &tudié une dizaine de modéles macroéconomiques utilisés
par les administrations francaise et américaine et une demi-douzaine de
logiciels spécialisés dans la modélisation économique.

Nous avons tout d'abord constaté une augmentation réguliére de la
taille des modéles; par exemple, DMS, 1'un des modéles les plus récents
construits par 1'INSEE, comporte 1263 équations non linéaires pour
chaque période de temps. Dans ces conditions, on congoit aisément 1'impor-
tance pratique de méthodes efficaces de résolution et d'optimisation de
modéles macroéconomiques. '

Nous avons constaté ensuite que les logiciels spécialisés résolvent
les modéles & 1'aide de packages généraux de recherche opérationnelle et que
e s s *
1'optimisation est quasi- inexistante { ).

Nous avons constaté enfin 1'absence quasi-totale, jusqu'ad une date
trés récente, de recherches pluridisciplinaires dans ce domaine, c.a.d.
rassemblant des économistes et des mathématiciens.

(*) une méthode d'optimisation démodée (Davidon-Fletcher-Powell) pour le

" - AT e g K h e M 4 e icbiim e Ve e 2T




Le résultat est que ces logiciels spécialisés ne sont pas adaptés
a la spécificité des modéles macroéconomiques. Ceci est bien percu
aujourd'hui et au congrés de 1977 du National Bureau of Economic Research -
une session entiére a été consacrée a la résolution et & 1'optimisation
de modéies maéroéconomiques, avec trois papiers (Drud, Lasdon, et
Népomiastchy - Ravelli [81) portant sur 1'adaptation de la méthode de
Newton & la structure particuliére qu'ont les matrices de Jacobi du systéme

(matrices trés creuses et quasi-triangulaires),

Les travaux sur la résolution et 1'optimisation de modéles macroéco-
nomiques cités en référence ( [71, [8], [121, [13], [18] et [19]) ont &té
- effectués par Gabay, Népomiastchy, Rachdi, Ravelli et Rechenmann, éhercheurs
d'un projet IRIA - Laboria placés sous la responsabilité scientifique
de 1'auteur de cette thése. Cependant, les résultats présentés ici sont
personnels, sauf mention explicite du contraire.

8.2. Structure du modéle.

Pour clarifier 1'exposé, aucune distinction ne sera faite sans la
structure du modéle entre les variables prédéterminées (prologue) et post-
déterminées (ep11ogue) d'une part ( ) et Tes variables du coeur d'autre
part (**). La presentatwon compléte de nos méthodes est faite dans [187.

Soit un modéle dynamique en temps d1scret de périodes t=1,...,T.
Soient n le nombre de var1ab]es endogénes, X ]a va]eur dtdela
iéme variable endogéne ( ) et Xt le vecteur {xt,.. ’Xt}‘ Soient r le
nombre de variables de contrdle, u t Ta valeur a t de 1a iéme variable de
contrdole et u; le vecteur'{ui,. <y "} . Sojent p et qu les retards maxi-
maux sur les variables endogénes et de contrdle (respectivement).

¥y calculées en résolvant un systéme triangulaire.
*

(
(**) calculées en résolvant un systeme d'équations simultanées (c.a.d.
non triangulaire).

(***) ou variable d etat
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On suppose alors que le modéle est défini par le systéme :

i _ G
(28a) Xy = ft(xt’xt-l""’Xt-p’ut’ut-l""’ut-q) ,

i=l,...,N et t=1,...,T,

(28b) x, donné pour i=l,...,n et t< 0
t

On suppose que les fonctions f% sont continiment différentiables et
. . - * -~
que, au moins pour toute valeur "raisonnable" du contrdle u("), le systéme

(28) a une solution x et une seule. Lors de la résolution du modéle pour
ta période t , le vecteur :

(29) dy = {Xt-l’xt—Z""’Xt-p’ut’ut-l"'"ut-q}

est connu et le probléme est de trouver Xt vérifiant le systéme :
i i .
(30) Xt - ft(xt’dt) LY 1"1,..-,"

A 1'aide d'un algorithme di a Ravelli et exposé en détails dans
[191 , on peut renuméroter les variables et les équations de (30) pour

mettre (30) sous une forme quasi-triangulaire. Plus précisément, le jacobien
de (30) aura la forme :

s colonnes

n-s lignes

NS

.......

ol seules les parties non identiquement nulles sont hachurées. En d'autres

termes, on appellera variables de bouclage le vecteur Yy = {x2-5+1,...,x2}

(*) cette hypothése est précisée et discutée dans [18].
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des s derniéres variables du modéle et &quations de bouclage les s
derniéres équations du modéle. On voit d'aprés }a'figure que le systéme
des n-s premiéres équations est triangulaire pour un 2 donné, c'est-a-
dire que les n-s premiéres variables se déduisent de Yy par simple
application successive des formules (30). On verra ci-dessous que plus
Te systéme est triangulaire, c.a.d. plus le nombre s de variables de
bouclage est petit, et plus le systéme (30) est facile & résoudre.

On trouvera ci-dessous le nombre de variables de bouclage, trouvées
d 1'aide de 1'algorithme de Ravelli, pour plusieurs modéles réels :

Modéle Origine Nombre d'équations (n) Nbgzrzoiizzggi?ifes
PIMPON Minist. Economie (DP) 14 2

FAIR Univ. Yale (USA) 83 6

STAR INSEE / DP 139 3

MPS Fed. Res. Bank (USA) 400 20

On voit sur ce tableau que les modéles réels peuvent é&tre mis
sous une forme trés quasi-triangulaire, ce qui justifie les méthodes
décrites ci~dessous.

Le temps de calcul de 1'algorithme de Ravelli est de 4,14 secondes
pour Te modéle FAIR et de 47,20 secondes pour le modéle MPS sur un
ordinateur IBM 370 - 168. Bien que croissant rapidement avec le nombre
d'équations, ces temps de calcul sont négligeables. En effet, cette
renumérotation n'est faite qu'une seule fois, au moment de la construc-
tion du modéle. Valable pour toutes les simulations ultérieures, la
renumérotation n'est méme pas remise en cause par une réestimation du
modéle, pourvu que la forme analytique des équations ne soit pas modifige.

Une fois la renumérotation faite, et par définition du vecteur Yi
des variables de bouclage, le systéme (30) s'écrit :




i i 1 i-1 .

(31a) Xp = ft(xt""’xt ’yt’dt> s 1=1,.f.,n-s
i_ i —

(31b) Xy = ft(xt,dt) » 1=n-s+l,...,n

ot le systéme (31a) est donc triangulaire inférieur pour un Vi donné.

8.3. Résolution du modéle.

On a vu que (3la) équivaut a une application Yg Xt(yt) ol
t(yt) est calculé par simple &valuation successive des fonctions f1
Evidemment, avec une valeur quelconque de Yo Xt(yt) ne vérifie pas 1es
équations de bouclage et i1 y a une erreur, qui ne dépend que de Yo
que nous noterons wt(yt). Le probléme est donc de trouver Y de telle
sorte que cette erreur soit nulle :

(32) L) =0, i=ly....s

Il est théoriquement possible d'éTiminer analytiquement les

variables Xt’ i < n-s des équations (31) afin d'obtenir les expressions
analytiques des fonctions ¢t En pratique cependant, cela est irréalisable
pour les modéles dépassant Ta vingtaine d'équations. Par contre, a 1'ajde
de (31), on peut calculer Ta valeur numérique deyat(yt) pour toute valeur
numérique donnée du vecteur Y- Dans ce cas, les dérivées partielles des
fonctions ¢t ne peuvent étre calculées analytiquement et, par conséquent,
la méthode la plus simplie de résolution du systéme (32) est 1'algorithme
de Gauss-Seidel qui n'utilise pas les dérivées de ¢.

I1 faut remarquer que 1'algorithme de Gauss-Seidel, appliqué au
systéme (32) de dimension s (s=3 pour STAR) et non au systéme initial
(30) de dimension n (n=139 pour STAR), est adapté & la structure quasi-
triangulaire du modéle. Cependant, cette méthode a les défauts habituels
des algorithmes de Gauss-Seidel, a savoir :

a) la convergence est lente (d'ordre 1) ;

b) Ta convergence dépend fortement de 1'ordre choisi pour les équations,

de la normalisation des variables et des paramétres de relaxation (de frotte-

ment) choisis pour le bouclage ; tous ces paramétres (s'ils sont mal
choisis, la méthode peut diverger) sont déterminés empiriquement par un
grand nombre d'essais au hasard.
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Nous proposons de résoudre (32) a 1'aide de la méthode de Newton.
Celle-ci a une convergence rapide (d'ordre 2), n'a pas de paramétres
de relaxation & déterminer et sa convergence est assurée pourvu que
1'approximation initiale de X¢ soit "bonne", ce qui est le cas ici avec
comme approximation initiale Ta solution du modéle pour t-1. Pour t=1
(premiére période de simulation), 1'approximation initiale est Xye COn-
dition initiale du modéle connue d'aprés (28b).

L'application de Ta méthode de Newton directement au systéme (30)
implique & chaque itération Ta résolution d'un systéme linéaire de di-
mension n, ce qui donne des temps de calcul désastreux pour la simulation
de STAR (18 secondes dans les mémes conditions que le test de compéraison

de Gauss SeTdel et Newton présenté ci-dessous).

Appliquant la méthode de Newton au systéme (32), nous ne devons ré-
soudre a chaque itération qu'un systéme linéaire de dimension s (avec
s=3 pour STAR). La seule difficulté est donc le calcul des dérivées par-
tielles des fonctions ¢%. Si 1'expression analytique de ces dérivées.est
inaccessible, par contre, partant du code de Fortran des fonctions fl dé-
finissant le modéle, Rechenmann a écrit (en Formac) un programme qui gé-
nére automatiquement Te code Fortran des gxprgssions analytiques des dérivées
de fl » Ce qui permet le calcul des o ¢%/ay%. En effet, par définition

de ¢, on a :

i o i n-s+i .
<33) ‘Pt (‘yt) = ‘yt = ft [Xt(‘yt)’ dt] s i=1,..., s
avec y; = x2'5+1. On déduit de (31a) :
i s i k i
9X i-1 o8f, dx of
(34) . U o, nes, i=1a, s

ay% k=1 oxy ay% “ By%

Notons que pour tout j, (34) est un systéme triangulaire par rapport -

aux variables ax%/ay%, i=1,..., n-s. Dérivant (33), on a :

3 ; n-s 8f2~5+1 axt afg"s+1
(35) —— = 8. - > ¢ F -7 s 1. =1,..., s
8y% J k=1 axt ayt Yy
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Par conséquent, la matrice ((axt/ay%)) ayant été calculée en réSo]vant
les s systémes triangulaires (34), on déduit directement 1a jacobienne
((3 ¢;/8y%)) du systeme (32) des formules (35).

Rappelons qu'il faut résoudre ¢%(yt) =0, ol ¢ est donné par la for-
mule (33). Nous avons donc choisi comme test d'arrét :
FN=s+i yi
t ti <
(36) 2 i ’
i=1 Yt

Pour faire les tests de comparaison, nous avons choisi le modéle STAR
(139 equations) pour T = 5 périodes. Les méthodes retenues sont d'une part
la méthode de Newton classique et d'autre part la méthode de Gauss-Seidel
aprés optimisation des paramétres de relaxation, les deux étant appliquées
au systeme "réduit" (32). La table ci-dessous donne le temps de calcul

d'une simulation sur 1'IBM 370-168 du C.I.R.C.E. :
(e precision) | Gauss-Seidel Newton

-2

10 0,097 sec. 0,042 sec.
_h

10 0,344 sec. 0,067 sec. -
_7

1u 0,762 sec. 0,068 sec.

Nous avons donc prouvé d'une part la supériorité de Newton sur Gauss-
Seidel («) et d'autre part 1'intérét de la technique des variables de bou-
clage (18 secondes pour Newton appliqué directement a (30)).

() Supériorité particuliérement forte Torsque la précision demandée est
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On trouvera dans [18] une comparaison beaucoup plus détaillee, le
temps moyen de simulation étant estimé en fonction de 1la qualité de
1'approximation initiale pour 5 méthodes du second ordre : 3 variantes
de Newton, la méthode des moindres carrés et la méthode des sécantes,
cette derniére programmée par Rachdi (*). Parmi ces méthodes, donnant des
temps de calcul assez comparables, deux dominent (1a méthode de Newton

modifiée et la méthode des sécantes) sans qu'il soit possible de choisir
entre elles.

8.4. L'optimisation du modéle.

IT s'agit de minimiser le critére :

:
(37) JO6U) = 2, y(Kpsenes Xp_ps Upseens Uy q)

ot x et u sont 1iés par le modéle (28) et od jt est supposé étre continid-
ment différentiable pour tout t.

Renvoyant le lecteur a [13] ou [18] pour la description des méthodes
d'optimisation, nous allons exposer ici la méthode‘que nous proposons, la
méthode de 1'état adjoint, pour calculer le gradient réduit J'(u) du cri-
tére J(u) =Vj[x(u), ul, ot x(u) est la solution du modéle (28) associé au
contréle u. '

La méthode de 1'état adjoint est connue pour 1'optimisation des Sys-
temes de la forme dx/dt = f(x,t). Elle s'applique directement aux systémes
discrets de la forme Xy = ft(xt~l)' Sa généralisation au cas

il

§

Xg = (X qoees Xt—p)’ en introduisant des variables d'état supplémen-
taires, est classique. Par contre, son application au modéle (28) qui n'est
pas résolu en Xy et sans introduction de variables d'état supplémentaires
est originale.

Introduisons les notations suivantes :

(38) 5, =) 1si

_ t<T
t Dsit>T

(*) cf. M. RACHDI : "Quelques g]gori@hmes gg_résgjgtioq de modéles macro-
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(39) z) = 8py — o oyl 8., —2X
t =tk 5%} t & Ttk sy’
t t
i i
k aft+k k aft+k
(40) Fo = : s G =
t BXJ t aut
t J

Soit y = {wl,...,wT} s AvVeC Yy e R", 1a solution de :

p
(41) Z t+k F ) wt'*'k 3 tzl,...,T,

k

ol (Ft)* est la matrice transposée de Fk

. L'équation (41) est appelée
systéme-adjoint du probléme d' opt1misat10n et sa solution y est appelée -
état-adjoint. Nous avons démontré (cf. [13] ou [181) que le gradient
réduit J'(u) peut étre déduit de la connaissance de ¥ par la formule :

Ky
(42) Jp(u) = wy = 2:6t+k £ Ve s t=lioT

Pour calculer le gradient, la seule difficulté est donc de résoudre
le systéme adjoint (41), que 1'on résout de fagon rétrograde, c.a.d. pour
t=T,T—l,T~2,f..,1.vEn effet, lors du calcul de wt’ le vecteur :

p K. %
(43) c, =z, + S (F) Ty s
t~ %t ég% tek' ! Yok

qui ne fait intervenir que des by avec t' > t, est connu (*) et le calcul
de wt se raméne a la résolution du systéme Tinéaire :

(44) e o=+ (F)T

De la notation (40), et de la structure (31) du modéle, on déduit
que (44) s'écrit : '

. n afJ . j
(45a) b= X —wlecl L il
J=i+l 8xt
, n afj
(45b) w% = ) «—% % + c% » d=n-s+l,...,n
j=1 axt

f+Y an narticulier. nour t=T. on a simplement c.=z, .
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Utilisant Ta méme technique que pour résoudre le modéle, soit -
A= {w2'5+1,...,w2} le vecteur de dimension s des variables de bouclage
adjointes. Pour tout X donné, & 1'aide de (45a), on peut calculer wl,

i < n-s en résolvant un systéme linéaire qui est triangulaire supérieur

(on calcule wg-s , puis wg—s-l

et ainsi de suite jusqu'a W%)- On a alors

une erreur sur les équations (45b), qui dépend uniquement de A, notée E(}A).
D'aprés (45), i1 est clair que 1'application A >E()) est affine et peut
s'écrire E(A) = AA - b. Le calcul de E(0) donne b. Nous avons montré

(cf. [13] ou [187) que Ta matrice A n'est autre que la transposée de 1a
matrice ((8¢% / By%)) calculée pour 1'algorithme de résolution. I1 suffit
donc de résoudre Te systéme linéaire AA = b, qui est seulement de dimension s,
pour calculer A et en déduire le vecteur ¥ & 1'aide du systéme triangulaire
(45a). Enfin, la formule (42) donne le gradient.

La méthode de 1'état adjoint demande, pour un calcul du gradient J'(u),
2T évaluations des fonctions (45a) et T résolutions d'un systéme linéaire
de dimension s. Par ailleurs, la méthode des différences finies, généralement
utilisée pour les modéles €conomiques, demande rT2/2 résolution du systéme
non linéaire (30) de dimension n avec, pour STAR, r=10, n=139 et s=3. On
congoit donc que la méthode de 1'état adjoint est beaucoup plus efficace.

C'est ce qui apparait dans la table ci-dessous, qui donne le temps
de calcul sur IBM 370-168 d'un gradient du modéle STAR pour différentes
valeurs du nombre T de périodes :

T M1 (différences finies) M2 (état adjoint) M1 / M2 -
10 0,65 sec. 0,016 sec. 40,6
20 2,39 sec. 0,031 sec. 77
30 4,90 sec. 0,046 sec. 106,5

S

L'utilisation de la méthode de 1'état-ajoint exige la connaissance
des jacobiens Ft et Gt du modéle que nous avons calculés a 1'aide du
dérivateur formel écrit par Rechenmann et mentionné au paragraphe précé-

dent.
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9. CONCLUSION.

9.1. La méthode de pénalisation.

Le travail que nous présentons sur la méthode de pénalisation
représente une étude assez compléte de la pénalisation "classique",
c'est-a-dire Tla pénalisation extérieure et quadratique qui associe
a une contrainte g(x) < 0 la fonction de pénalité G(x) = [max (g(x),O)]z.

A notre avis, les résultats théoriques de convergence de Ta méthode
que nous avons obtenus sont suffisants, c'est-a-dire que nous n'avons
Jjamais rencontré de problémes concrets pour lesquels ces résultats ne sont
pas applicables. Par ailleurs, nous ne pensons pas que ces résultats peuvent
étre améliorés. De méme, nous pensons avoir fait a peu prés le tour desA
aspects pratiques de 1'application de la méthode de pénalisation classique
a la résolution de problémes concrets.

Etant la plus simple & mettre en oeuvre, la pénalisation classique
est trés fréquemment utilisée, d'autant plus qu'aucune autre pénalisation
n'a encore €té apportée la preuve concréte de sa supériorité. Nous espérons
donc que les résultats et les algorithmes présentés ici seront utiles.
Cependant, ce sujet ne se justifie pas, & notre avis, de développement
ultérieurs. I1 n'en est pas de méme pour les autres formes de pénalisation.

En ce qui concerne le lagrangien augmenté, les travaux de Rockafellar
et autres ont fait le tour des aspects théoriques, au moins pour la program-
mation mathématique. Sans doute quelques travaux sont encore nécessaires
pour les systémes gouvernés par des équations et des inéquations différen-
tielles, mais i1 faut surtout apporter la preuve concréte que cette
méthode est plus efficace que la pénalisation classique malgré 1'augmentation
du nombre de variables indépendantes qu'elle entraine.

IT nous parafit beaucoup plus prometteur d'étudier la pénalisation
linéaire qui associe a une contrainte g(x) < 0 Ta fonction de pénalité
G(x) = max [g(x),0 1. Comme la pénalisation classique, cette méthode
n'introduit pas de variables supplémentaires et comme le lagrangien
augmenté, elle présente 1'avantage de donner la solution exacte pour
tout € inférieur a un certain e

o+ Par exemple, si T'on minimise J(x)=x2

T
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sous la contrainte x > 1, 1a pénalisation classique donne la solution

approchée X, = 1/ (l4€); alors que Ta pénalisation linéaire donne

X = 5= pour tout e = % mais donne la solution exacte X = 1 pour tout
1 sReLLE

=2

La pénalisation Tinéaire a toujours &té rejetée car la fonction
de pénalité G(x) = max [g(x),0] n'est pas différentiable , ce qui pose
des problémes pour 1'optimisation du critére pénalisé. Cependant, les
travaux nombreux récemment publiés sur 1'optimisation non différentiable
ont permis de mettre au point des algorithmes performants, en partzcu%zer,
ceux de C. Lemaréchal. I1 serait donc & notre avis trés intéressant de
tester ces algorithmes, aprés les avoir modifiés pour tenir compte de Ta
non-différentiabilité trés particuliére de G(x), en appllcatlon la
pénalisation lingaire.

Notons que Ta démonstration des théorémes 1 et 2 utilise seulement
la continuité de la fonction de pénalité. La convergence de la méthode
de pénalisation Tinéaire est donc acquise en programmation mathématique.
IT n'en va pas de méme pour les systémes gouvernés par des équations.
différentielles, et dans ce domaine, tout reste a faire.

9.4. Résolution et optimisation de modéles macroéconomigues., -

Les algorithmes proposés dans cette thése ont d&ja apporté la preuve
de leur efficacité par rapport aux méthodes classiques pour des modeles a
un secteur et ne dépassant pas 100 équations. :

Leur application au modéle METRIC de 1'INSEE (qui comporte 400 équa-
tions et 12 secteurs) est en cours et donnera vraisemblablement lieu a
des développements de nos recherches sur la résolution et 1 optimisation
de modéles macroéconomiques.

L'augmentation de la taille des modéles h‘exige pas seulement la
recherche d'algorithmes mathématiques de plus en plus efficaces. En effet,
tous les algorithmes efficaces (en fait, tous les algorithmes sauf
Gauss~Seidel) supposent un certain nombre de manipulations analytiques
du modéle (renumérotation des variables, calcul analytique des dérivées)
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avant toute simulation. Pour des modéles de grande taille, ces manibu]a—
tions analytiques doivent nécessairement étre automatisées. Cela est
possible grace aux programmes de calcul formel écrits par Rechenmann
dans le cadre du projet Moduléco dirigé par 1'auteur de cette thése

(cf. [101, [111, [121, et [20]).

11 est probable par ailleurs que les idées que nous avons développées
pour la résolution et 1'optimisation, et en particulier les techniques de
variables de bouclage et d'état-adjoint, pourront étre utilisées dans deux
directions opposées : en amont de la simulation, pour 1'estimation
simultanée des équations ; en aval de la simulation, pour 1'analyse de
sensibilité et la Tinéarisation. '
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