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Résumeé et mots clés

Résumé

Cette theése se place dans le cadre du vaste domaine s’intitulant géométrie non commutative, domaine
dont I’étude est motivée par I’opinion courante des mathématiciens et physiciens selon laquelle les
méthodes de la géométrie non commutative peuvent étre utiles pour décrire certains processus dy-
namiques a 1’échelle de Planck. Aussi 1’objectif principal de cette thése est de généraliser quelques
modeles dynamiques définis sur I’espace de Minkowski sur son g-analogue. Des tentatives d’introduire
des modeles dynamiques qui seraient covariants par rapport a 1’action de groupes quantiques ont été
entrepris juste apres la création de la théorie sur les groupes quantiques par Drinfeld. Les modeles les
plus intéressants sont ceux qui sont liés au g-analogue de I’espace de Minkowski. C’est P. Kulish qui
définit cette algebre comme étant un cas particulier d’une algebre appelée modified Reflection Equation
Algebra (mREA) elle-méme liée a un opérateur appelé symétrie de Hecke. Nous définissons donc cer-
tains modeles dynamiques qui sont des déformations de modeles classiques, I’espace des phases de nos
modeles déformés n’est autre alors que notre espace de g-Minkowski. Nous recherchons par la suite des
intégrales de mouvement de ces dynamiques, ce qui nous amene a définir des analogues de 1’énergie et
du vecteur de Runge-Lenz. Nous généralisons pour terminer les équations aux dérivées partielles de la
théorie des champs et en particulier 1I’opérateur de Maxwell.

Mots clés
1 symétrie de Hecke 5 intégrales de mouvement
2 (modified) Reflection Equation Algebra 6 champs de vecteurs tressés
3 espace de g-Minkowski 7 opérateur de Laplace
4 Identité de Cayley-Hamilton 8 opérateur de Maxwell



Analysis and Noncommutative Dynamical Models on
g-Minkowski Space Algebra

Abstract

The present thesis deals with the large field of noncommutative geometry. This field is extensively studied
because of mathematicians and physicists’ common opinion that noncommutative geometry methods are
useful tools to describe dynamical processes at Planck length. So the main purpose of this thesis is to
provide a generalization of some dynamical models defined on Minkowski space on its g-analog. Since
the creation of the Quantum Group theory by Drinfeld, numerous attempts have been made to introduce
dynamical models which are covariant under quantum groups. Most interesting are models built on the g-
Minkowski space algebra. P. Kulish showed that this algebra is a particular case of the so-called modified
Reflection Equation Algebra which is linked to an operator called Hecke symmetry. So we are defining
here dynamical models which are deformations of their classical counterparts. Then we are looking for
integrals of dynamics, which leads us to define analogs of energy and the Runge-Lenz vector. At the end
of this work, we will generalize the partial differential equations of field theory and particularly Max-
well’s operator.

Keywords

1 Hecke symmetry 5 integrals of dynamics
2 (modified) Reflection Equation Algebra 6 braided vector fields
3 g-Minkowski space algebra 7 Laplace operator

4 Cayley-Hamilton identity 8 Maxwell operator
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Introduction

L’ objectif principal de cette these est de généraliser certains modeles dynamiques définis sur I’espace de
Minkowski sur son g-analogue. Des tentatives d’introduire des modeles dynamiques qui seraient cova-
riants par rapport a I’action de groupes quantiques ont été entrepris juste apres la création de la théorie
sur les groupes quantiques par Drinfeld [Dr]].

Le modele le plus simple qui peut étre muni d’une action du groupe quantique Ugy(sl(2)) est le
g-analogue de I’ oscillateur harmonique. Il est défini par la relation :

gry —yxr =1 avec q € C. (0.0.1)
Les générateurs x et y peuvent €tre représentés respectivement par :

T fla) — af(z)
appelé opérateur de création et par :

flgz) — f(=)

appelé opérateur d’annihilation qui n’est autre que le g-analogue de la dérivée.
En considérant I’analogue ”¢g-commutatif” de la relation (0.0.1) a savoir :

qry —yx =0

nous obtenons le plan de Manin également muni d’une action du groupe U,(sl(2)). En traitant les
générateurs x et y comme opérateurs de création et les dérivées introduites dans [WZ]] comme opérateurs
d’annihilation, nous obtenons un g-analogue de I’espace de Fock.

Plus intéressants sont les modeles qui sont liés au g-analogue de I’espace de Minkowski.
Initialement, 1’espace de g-Minkowski a été défini comme un espace homogene du groupe quantique
de Lorentz par plusieurs auteurs au début des années 90 (Cf. [LWW] et les références inclues dans cet
article). Par la suite, P. Kulish et d’autres ont défini I’algebre de cet espace comme étant un cas particulier
d’une algebre appelée Reflection Equation Algebra (REA) que nous notons £, (Cf. [Kul, [Me] et [MM]).
Cette algebre est définie grace a un opérateur R appelé tressage :

R:V®? — y®?

ol V' est un espace vectoriel de dimension finie n € N sur le corps de base K (=R ou C) vérifiant
I’équation de Yang-Baxter :

(RIIN(I®R)(RI)=I®R)(R®I)(I®R)
ou I est la matrice unité.
Nous utiliserons dans cette thése des tressages particuliers appelées symétries de Hecke qui vérifient en
plus I’équation de Hecke suivante :

(R—ql)(R+q ') =0

1



sachant que le parameétre non nul ¢ € K est considéré comme étant générique. Cela signifie qu’une
famille dénombrable de valeurs de ¢ est interdite et entre autre que g n’est pas une racine k-ieéme de
I’unité (k étant un entier naturel supérieur ou égal a 2) ce qui implique que :

¢ —q*

VkEZ*,[k]q :ﬁ%OSIQ%l

q9—4q
[k], étant appelé nombre quantique.
Nous pouvons alors définir les algébres REA associées 4 une symétrie de Hecke R engendrées par les n?

indéterminées (lf ) constituant les coefficients de la matrice de taille n x n : L satisfaisant ainsi
1<i,j<n
la relation :

R(LEIR(L®I)— (L&I)R(L®I)R=0.

Nous nous intéressons en particulier aux algebres REA que nous appelons standards définies par des
symétries de Hecke R, particulieres issues du groupe quantique Uy (sl(n)). Ces symétries de Hecke sont
appelées tressages de Drinfeld-Jimbo (elles sont aussi appelées standards) :

Ry= Y "' hi@hi+> (¢—q")hioh]
ij=1

1<J

ou les éléments h{ forment une base naturelle dans 1’espace des endomorphismes de V. Ils sont définis
dans une base fixée {x},} par les égalités h? (z) = 6.
Les algebres REA £, standards possédent beaucoup de propriétés remarquables :

1. L’algebre £, est une déformation de I’algebre Sym (gl(n)) = K [gl(n)*] car R, est une déformation
de la volte P habituelle (i.e. R; = P).
Cela implique, entre autres, que nous retrouvons les dimensions des composantes homogenes du
cas classique, autrement dit :

dim (Eék)) = dim (Sym(k) (gl (n))) pour ¢ générique.

Soulignons que notre algebre £, étant quadratique et graduée, les composantes homogenes Eék)
sont parfaitement définies.

Remarquons que si R, est une déformation de la super-volte de type (m|n) définie sur V' = Vo @V
avec dim (Vp) = m et dim (V1) = n alors L, est une déformation de U (gl (m|n)). Nous avons
alors naturellement :

dim (E((lk)) =dim (Sym(k) (gl (m|n))> pour g générique.

Pour une démonstration, on peut se référer a [GPS4].

2. Lalgebre £, peut étre déformée par des termes linéaires. Définissons 1’algebre Lj , qui est le
résultat de cette déformation. Nous appelons mREA (modified Reflection Equation Algebra) as-

sociées A une symétrie de Hecke R, les algébres engendrées par les n? indéterminées (lf
1<i,j<n
constituant les coefficients de la matrice de taille n x n : L qui satisfont la relation :

R(ILONDR(LOI) —(LONR(LONR=h(R(L®I)—(LI)R).

L’algebre L 4 associ€e a R, est filtrée de telle maniere que I’algebre graduée associée Gr Ly, 4
est isomorphe a celle de £, (pour g générique). Ce fait est la conséquence d’un théoreme du type
Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) qui est discuté dans [[GPS4]].

L algebre Lj, 4 peut étre déduite de 1’algébre £, par un changement de générateur :

Bl - - q_lag' avec ¢ # 1. (0.0.2)



Nous en déduisons donc que les algebres Lp 4 et £, sont isomorphes si ¢ # 1. Néanmoins pour
q = 1, cet isomorphisme n’existe pas.

Si R, est une déformation de la volte habituelle, quand ¢ — 1, I'algebre Ly, devient I’algebre
U (gl(n)p). Sachant que si nous considérons 1’algebre de Lie G muni du crochet [, | alors nous
notons Gy, I’algebre de Lie munie du crochet [ , ]. Nous récupérons donc 1’algébre U (gl(n)) si
nous passons aux limites ¢ — 1 et A — 1. De la méme maniere naturellement, nous récupérons

I’algebre U (gl (m|n)) si R, est une déformation de la super-volte de type (m|n).

C’est pourquoi, nous nous intéressons aux représentations de 1’algebres Ly , qui sont des déformations
de celles de U (gl(n)) ou de U (gl (m|n)) en fonction de la volte initiale. (Notons que nous pouvons
déduire une représentation de Lp, , d’une représentation de £, et inversement pour ¢ # 1 grice a notre
changement de générateurs précédent.)

Remarquons au passage qu’il existe des représentations de L, , qui ne sont pas des déformations du cas
classique (Cf. [Mul]]). Mais ces représentations ne sont pas “équivariantes”. Nous définirons explicite-
ment cette propriété dans le chapitre 1 ainsi que les propriétés générales des algebres Lp, 4.

Présentons d’autres propriétés remarquables des algebres L, , liées a certaines symétries de Hecke.
Parmi toutes les symétries de Hecke, nous nous intéressons a celles qui sont dites anti-inversibles, ce qui
signifie qu’il existe une matrice ¥ de taille n? x n? ayant la propriété suivante :

jbgas _ sssi _ qdb pas
Ria bk — 515 - \IIia bk -
Nous définissons alors a partir de W les matrices de taille n x n B et C ainsi :
J . ki J . ik
Bl :=V,7 et O := ;.
Ces deux matrices nous permettent de définir deux choses :
1. Une représentation p de Ly, , sur V' définie ainsi p (lf ) >xp = hBixi sachant que {ﬂfihgz‘gn est
une base de V.

2. Latrace quantique sur les puissance de L définie ainsi : T'r, (Lk) =Tr (CLk) . Nous démontrons
dans le chapitre 1 que les traces quantiques des puissances de L sont au centre de notre algebre
L.
Nous pouvons de plus traiter les algebres Ly, , comme algébre enveloppante d’une algebre de Lie tressée.
En effet, nous pouvons réécrire les relations définissant cette algebre sous la forme suivante :

- Q () = h )
Q : L% — L£%2 étant une application linéaire en notant £ 1’espace vectoriel engendré par les coeffi-
cients de la matrice L : £ = vect <<l§> )
1<i,j<n

: ] £82 — [ étant une application linéaire.
pp
Nous pouvons alors finalement définir I’action adjointe de Lp, 4 sur I’espace vectoriel L, g,

p(z{) Sy [zg’;z;} .

Comme c’est indiqué dans [[GPS4] (sans démonstration), cette action définit une représentation de Lp, 4.

Citons une derniere propriété treés importante : la matrice L associée a ces algebres vérifie une
équation du type Cayley-Hamilton avec ses coefficients appartenant au centre de I’algebre L, ;. Nous
pouvons alors envisager les zéros de ces polyndmes, appelées aussi valeurs propres de L, qui sont des
€éléments de I’extension algébrique du centre Lp, 4, ou de son corps de fraction en fonction du tressage
R, initial. La nécessité d’utiliser le corps de fraction est motivée par le fait que dans le ”g-super-cas” le
coefficient principal du polynoéme de Cayley-Hamilton n’est pas un nombre.

Si Ry (2) = avec ¢ € K et ( = ¢ — ¢! alors notre algebre REA associée

O =y O

0
0
0
q

o O o
o O = O

L, est appelée algebre de g-Minkowski (notons que cette symétrie de Hecke est issue du groupe quan-
tique U, (sl(2)) et est par conséquent standard pour notre terminologie). Mais par analogie avec le cas



classique, nous appelons £, I’algébre de I’espace de g-Minkowski (ou pour simplifier 1’espace de g-
Minkowski). Nous consacrons a cette algebre et a son super-analogue, le chapitre 2. Notons que le plan de
Manin n’est autre que I’algebre R, (2)-symétrique correspondant a cette symétrie de Hecke. La symétrie

g 0 0 0

(s . 0 ¢ 1 0

de Hecke correspondant au super-analogue étudiée dans le chapitre 2 est R, (1|1) = 01 0 0
000 —g!

Nous explicitons dans ce chapitre les deux algebres mREA associées a nos deux symétries de Hecke
précédentes, que nous notons respectivement Lp, 4 (2) et L, 4 (1|1), en décrivant les équations qui définissent
ces deux algebres et les représentations de bases issus de la théorie générale de la représentation des
algebres mREA travaillées dans le chapitre 1. Méme si nous nous intéressons dans le cadre de cette these
davantage a I’algebre Ly, , (2), nous étudions également Ly, , (1|1) afin de comparer les deux structures
issues de la déformation classique de 1’algebre classique “paire” pour 1’une et de la super-algebre pour
I’autre.

Notons que, dans ces deux algebres, nous pouvons travailler une théorie de la représentation plus
riche que dans le cas général, puisque nous pouvons définir pour elles des modules de Verma. Ces mo-
dules de Verma sont générés par un vecteur de plus haut poids. Le poids de ce vecteur nous servira
de parametre pour les différentes représentations que nous pouvons définir. Il en est de méme pour nos
modeles dynamiques.

Nous pouvons expliciter les trindmes de Cayley-Hamilton sur nos deux algebres Ly, 4 (2) et Ly, 4 (1|1).
Nous en profitons pour démontrer, a partir des équations définissant nos deux algebres, que les coeffi-
cients de nos trindmes sont au centre de nos algebres respectives. Cela nous permet de définir les valeurs
propres associées a ces trindmes, qui deviennent numériques si nous représentons les algébres dans les
modules de Verma.

En utilisant, dans le cadre de I’algebre L, (2) notre trace quantique sur la matrice L, nous pou-
vons exprimer les quantités T'r, (Lk) via les valeurs propres de L. Nous pouvons de plus quotienter
L q (2) par cette trace quantique et définir ainsi 1’algebre SLp 4 (2) et I’hyperboloide quantique (que
nous pouvons aussi bien appeler sphere quantique si le corps de base est K = C). Notons que nous
pouvons également définir I’hyperboloide quantique ainsi que d’autre objets que nous introduisons dans
cette these grace a I’approche de Lyubashenko-Sudbery [LS|]. Nous comparons cette approche avec la
notre dans le chapitre 2. Nous appliquons cette approche en particulier a la construction de modules de
Verma de SLp, 4 (2), ce qui nous permet de construire des représentations finies de Ly 4 (2) et SLp g (2).

Pour résumer, nous étudions donc les propriétés générales des algebres Ly, dans le chapitre 1 et
nous consacrons le chapitre 2 a une étude plus fine sur les cas particuliers que sont les algebres Ly, 4 (2)
et Lpq (1]1).

Dans le chapitre 3, nous définissons certains modeles dynamiques, qui sont des déformations de
modeles classiques invariants par rapport a 1’action d’un groupe G. Nous voulons naturellement que
ces déformations soient des modeles covariants par rapport au groupe quantique correspondant a G.
L’espace des phases de nos modeles déformés n’est autre, alors, que notre espace de g-Minkowski £, ou
son analogue ”g-non commutatif” £y, ,. Expliquons pourquoi nous considérons que £, (2) associée a la
symétrie de Hecke R, (2) est le g-analogue de 1’espace de Minkowski.

Considérons I’application usuelle d’un espace de Minkowski, dans 1’espace des matrices hermitiennes
définies ainsi : .
T = (20; 15 095 23) — L = ( To + Ty TL A 1T > (0.0.3)

1 — 1Ty Xy — I3

de telle sorte que det (L) = || || ot

| || est la norme de Minkowski. En posant :

a=x0+x3, b=x1 + 119, =21 —iT9, d =20 — T3

L—(gg).

nous pouvons réécrire L ainsi :



Alors en supposant que a, b, ¢, d sont générateurs de 1’algebre Sym (gl(2)) nous pouvons les munir
d’une action du groupe GL (2, C). Dés lors I’algebre L, (2) peut a son tour étre munie d’une action du
groupe quantique U,(sl(2)) qui est une déformation du groupe SL (2) C GL (2). (Notons que la ma-
trices est munie de ’action du groupe U (2) dont la complexification est GL (2, C). Donc nous
considérons plutot I’analogue quantique de la complexification de 1’algébre de 1’espace de Minkowski
et de méme pour le groupe de symétrie de cet espace.) Notons aussi que dans [Kul, une involution de
L, (2) est introduite. Elle est utilisée pour définir la “forme compacte” de £, (2). Nous ne regardons pas
cette “forme compacte” car elle ne peut pas étre traitée comme une algebre réelle.

Sur cette derniere algebre a savoir £, (2) (aussi bien que sur son analogue ”g-non commutatif”
Lr,q (2)), nous considérons des modeles de deux types.
D’abord nous introduisons quelques modeles dans 1’esprit de la mécanique classique. Nous envisageons
ainsi le mouvement d’un point massique dans un champ a force centrale. La dynamique d’un tel point
est décrite par I’équation :

F =70

W a— %7 et 7 = (r;y;2) € R3. En utilisant la représentation matricielle |i ou g = 0,
r1 = x, x3 = Yy et x3 = z, nous pouvons reformuler cette dynamique en utilisant la matrice L. De
cette réalisation matricielle, nous pouvons transférer cette équation sur les algebres £, (2) et L4 (2). 11
nous faut néanmoins définir un analogue de la composante radiale r = \/x2 + y2 + z2. En tant que tel,

oqe o, , 2 . ., . o, ,
nous utilisons alors la quantité p = T”‘T(L) Cette analogie est motivée par le fait que la quantité p

intervient dans I’équation de Cayley-Hamilton dans le cas déformé, de la méme maniere que r intervient
dans I’équation de Cayley-Hamilton dans le cas classique.

En exploitant cette idée (ou son analogue dans le cas de la dimension 4), nous cherchons des intégrales
de mouvement des modeles dynamiques en question. Aussi, nous définissons un analogue quantique de
I’énergie et de la quantité 72 ol (r; ¢) sont les coordonnées polaires dans le plan de mouvement. C’est
ainsi, dans ce dernier cas, que nous trouvons un analogue quantique du vecteur de Runge-Lenz.

Nous étudions, de plus, des analogues non commutatifs des dynamiques dans les espaces-temps courbés.
Notons que en regardant les modeles ci-dessus sur les algebres Lp, ; (2) et SLp, 4 (2), nous pouvons nous
imaginer les éléments de ces algebres représentés dans une famille (intégrale continue) de modules de
Verma M. La relation entre le plus haut poids A de tels modules et les valeurs propres p; et uo issues
de la relation de Cayley-Hamilton (ou la quantité p ci-dessus) est calculée dans le chapitre 2. Aussi,
toutes les intégrales de mouvement qui sont €crites en termes de quantités j; ou 1'r (LQ) peuvent étre
présentés en fonction du poids A. Notre présentation est donc un peu différente de ce que I’on appelle
les “observables” de la Mécanique Quantique habituelle ou celles-ci sont traitées comme des opérateurs
dans un espace de Hilbert, chez nous ce sont des opérateurs dans une famille de modules de Verma.

Le deuxieme probleme que nous considérons dans le chapitre 3 consiste a écrire les équations aux
dérivées partielles de la théorie des champs (nous pensons en particulier aux équations de Maxwell), et a
se demander comment les généraliser au cas non commutatif. C’est pourquoi nous abordons également,
dans notre chapitre 3, la définition de g-analogues d’opérateurs de Maxwell sur nos algebres de 1’espace
de g-Minkowski et certains de ses quotients. Ces algebres sont des déformations des algebres classiques
K [R?], K [R*]et K[H]. Avec K = R ou K = C et sachant que la notation K [M{] signifie I’algebre
coordonnée d’une variété affine réguliere M et que :

H = {(u;v;w) € R*lduw +v* = p*;p £ 0}

est une hyperboloide. Nous pouvons de plus définir une action du groupe quantique U, (sl(2)) sur ces
algebres déformées compatibles avec leur produit.

De maniere général, notre probleme est le suivant : étant donné un opérateur différentiel D sur une
variété affine M ou sur un fibré sur M, quel est son analogue sur I’algebre qui est une déformation de
K [M] ou de I’algebre total du fibré sur M ? Naturellement, si notre opérateur D est covariant par rapport
a un groupe G, nous voulons que son analogue déformé soit covariant par rapport au groupe quantique
correspondant.



Comme I’opérateur de Maxwell est défini sur I’espace des formes différentielles, nous discutons
d’abord le probleme des définitions possibles de son analogue sur les algébres non commutatives.
Nous connaissons plusieurs approches pour définir des analogues des formes différentiels et de I’ opérateur
de De Rham sur une algébre non commutative donnée A.
Une premiere approche consiste a définir des forme différentielles universelles sans aucune relation de
commutation entre des “fonctions” a € A et des “différentielles” db. Néanmoins, la reégle de Leibniz est
préservé dans cette approche. Mais méme pour les algebres commutatives 1’algebre différentielle corres-
pondante est beaucoup plus grande que celle usuelle des formes différentielles.
Si cette algebre est de plus liée a un tressage (que nous définisson dans le chapitre 1), on peut chercher
une extension de ce tressage sur I’espace des formes différentiels (Cf. [Ku, [P, [FP]). Cette extension peut
alors permettre de réduire 1’espace des formes différentielles universelles a une “taille classique”. Méme
si cette approche nous amene a de bonnes déformations de plusieurs algebres différentielles sur un es-
pace vectoriel, elle ne permet pas de restrictions compatibles a une sous-variété comme 1’hyperboloide
quantique.
Une troisieéme approche définie par A.Connes repose sur la notion de triplets spectrals. Dans cette ap-
proche, le role des formes différentiels est joué par les classes des cycles de Hochschild [C1L IC2].

Toutes ces approches ne permettent pas de définir de bonnes déformations des espaces des formes
différentielles sur une variété et par conséquent ne conduisent pas a des objets déformés de maniere
lisse. C’est pourquoi notre approche est différente. Nous nous inspirons en effet de I’approche de Serre-
Swan, qui exploite le fait que tout fibré tangent sur une variété affine réguliére peut-Etre réalisé en tant
que module projectif (Cf. [Al [AG]). En effet, nous pouvons écrire un tel .A-module pour une algebre A
donnée sous la forme e A®™, avec I'idempotent e € Mat,, (A). Mat, (A) est I’ensemble des matrices
carrés de taille n a coefficients dans A. De plus, il est démontré dans [R] que si Ay est une déformation
formelle de A, alors n’importe quel idempotent ¢ € Mat (A) peut étre déformé en un idempotent
en € Mat (Ap). (Nous avons méme désormais une formule explicite pour établir ey, (Cf. [BBI])). Notons
que les polyndmes de Cayley-Hamilton dont nous avons parlé précédemment permettent de construire
de tels idempotents sur I’hyperboloide quantique.

Nous avons besoin des analogues des champs de vecteurs (en particulier des dérivées partielles)
pour définir les opérateurs différentiels sur une algebre quantique ou un analogue quantique d’un fibré
vectoriel. Discutons donc des candidats possibles au rdéle de champs de vecteurs sur les algebres en

question.

Regardons d’abord les rotations infinitésimales X, Y, Z sur la sphere S? : 22 + ¢y 4+ 22 =12 :

0 0

X=z——y—

“oy Yo

0 0

Y=0——2—

9. “ox

_,9 _,9

L yax oy

Nos trois rotations infinitésimales vérifient 1’égalité :
zX +yY +2Z =0.

Nous regardons de mé&me trois rotations hyperboliques infinitésimales U, V, W sur I’hyperboloide H :

0 0
0 0
0 0

Nos trois rotations hyperboliques infinitésimales vérifient I’égalité :

2wU + vV 4+ 2uW = 0.



Qu’en est-il de la généralisation sur I’hyperboloide quantique des champs de vecteurs ?

La tentation est forte d’utiliser le groupe quantique U, (sl(2)) et ses trois générateurs H, X,Y ainsi
qu'un de ses coproduits A nous permettant de généraliser la formule de Leibniz. Néanmoins, cette
généralisation n’est pas satisfaisante, car nos générateurs H, X, Y ne vérifient aucune égalité du type
précédent. Nous devons donc nous y prendre autrement. Nous définissons 1’analogue tressé du crochet
de Lie de sl(2), ce qui nous permet de définir les champs de vecteurs tressés U4, V4, W1 sur ’hyper-
boloide quantique qui vérifient alors 1’égalité suivante :

q q -1 q _
q (2], wU? +oVI+q 2] uW? =0
qui est une déformation de la relation précédente.

Ces champs de vecteurs tressés sont les g-analogues des champs de vecteurs U, V, W qui sont tan-
gents aux orbites dans sl (2)* par rapport a I’action coadjointe du groupe SL (2). Soulignons aussi que
les champs de vecteurs U, V, W sont poissonniens par rapport au crochet de Poisson-Lie linéaire défini
sur sl (2)".

Des analogues tressés des dérivées partielles %, %, % sont plus difficiles a définir. Pour le faire, nous
introduisons d’abord le g-analogue de la dérivée % ot 7 est la composante radiale dans R? et apres
nous exprimons les g-analogues des dérivées 8%, %, a% en fonction de cette dérivée et nos champs de
vecteurs tressés U9, V4 W4,
Finalement, les opérateurs U9, V9, W1 ainsi que les dérivées partielles par les générateurs de notre
algebre nous permettent d’écrire explicitement I’analogue quantique de 1I’opérateur de Laplace sur toutes
les algebres quantiques en question.
Quand a I’opérateur de Maxwell, rappelons que dans le cas classique il est défini sur une variété donnée
M ainsi :

wi— ddw, 6§ =— %1 dx

ol w € N (M) est une 1-forme différentielle sur M, d est I’opérateur de De Rham et * est I’étoile de
Hodge. (Remarquons que sur I’espace classique de Minkowski, I’opérateur de Maxwell est défini sur les
2-formes différentielles Q2 (R?) mais nous pouvons facilement revenir a la forme précédente.)

Finalement, en réalisant I’espace des formes différentielles quantiques en tant que module projectif
en utilisant les champs de vecteurs et les dérivées partielles tressés, nous arrivons a définir le g-analogue
de I’opérateur de Maxwell pour toutes les algébres quantiques en question.

Notre derniere étape consiste a2 montrer qu’en munissant les ingrédients des opérateurs de Maxwell
tressés de 1’action appropriée du groupe quantique U, (sl(2)), nous arrivons a un opérateur U, (sl(2))-
invariant.

Soulignons que les champs de vecteurs tressés peuvent étre utilisés pour définir un analogue de
I’opérateur de Dirac mais nous ne considérons pas cet opérateur dans cette these.

Pour conclure, nous voudrions situer notre étude dans le vaste domaine que constitue la ”géométrie
non commutative”. Ce terme est largement utilisé depuis les années 80 quand il est apparu dans les
publications de A. Connes. L’intérét de ce domaine est motivée par I'idée qu’a I’échelle de Planck, la
géométrie de I’espace temps devient non commutative. Notons que les effets non commutatifs appa-
raissent dans le procédé de quantification de la dynamique des cordes (Cf. [SWI). Nous ne donnons pas
ici la liste exhaustive des références a ce sujet mais nous pouvons néanmoins citer quelques monogra-
phies et apergus de ce sujet, a savoir [GVE, |C1, IC2].

Plus précisément, nous pouvons appeler notre domaine de recherche ”géométrie tressée” qui est un
cas particulier de la géométrie non commutative au sens large. Nous employons le terme tressé” pour
souligner le fait que tous les objets que nous travaillons sont liés a un tressage. Nous avons expliqué
dans le chapitre 1 que ces tressages peuvent étre de type suffisamment général. Ce qui différencie notre
domaine de recherche de la géométrie non commutative au sens plus conventionnel consiste dans le fait
que les outils habituels de I’analyse et de la géométrie tels que la permutation et la trace sont remplacés
par leur analogue “tressé”. La nécessité de ce remplacement est motivé par la structure spécifique des



algebres que nous travaillons. Ces algebres ressemblent en quelque sorte aux super-algebres pour les-
quelles la volte et la trace deviennent respectivement super-volte et super-trace. Mais contrairement aux
super-algebres, 1’algebre de 1’espace de g-Minkowski apparait dans la quantification du crochet de Pois-
son (appelé de Semenov-Tian-Shansky dans [GPS4]).

L’ objectif général de cette these est donc double. D’un c6té, nous développons certains aspects de la
géométrie tressé liés aux tressages de type de Hecke. D’un autre c6té, nous étudions les objets et modeles
“tressés” qui sont issus de la déformation des objets et des modeles classiques sur I’espace de Minkowski.
Dans ce dernier cas, notre souci principal est d’assurer de bonnes propriétés “déformationnelles” des ob-
jets tressés ; ce qui distingue notre étude de la plupart des publications sur la géométrie non commutative.

Mentionnons également une série d’articles (Cf. [Si, IBLT] et leurs références) consacrés a 1’espace
de x-Minkowski. Cet espace est défini en tant qu’algebre enveloppante d’une algebre de Lie résoluble.
Cette algebre est différente de la notre et son étude ne nécessite pas les méthodes de la géométrie tressé
méme si on la munit souvent de 1’action d’une algebre de Hopf.



Chapitre 1

Reflection Equation Algebra : Propriétés
générales

1.1 R-matrices de type de Hecke
(Eléments de classification, collage)

1.1.1 Le tressage R

Nous travaillons dans un K-espace vectoriel V' de dimension finie n € N.
Notons {z;},.,,, une base de V.
Nous considérons une application linéaire 2 (appelée tressage) :

R:V®? — V®?
qui satisfait I’équation de Yang-Baxter suivante :

(RIIN(I®R)(RRI)=I®R)(R®I)(I®R). (1.1.1)
Cette équation peut aussi se noter ainsi :
Ri2Ro3R12 = RozRi12Ra3

avec Rio = R® Iet Ros =1® R.
A partir de notre base {x;},;~,, C V, nous définissons la base correspondante dans V®? :
{zi @5} ., j<n C V®2 nous pouvons identifier I’opérateur R et sa matrice de taille n? x n? dans cette
base grace a la formule :
R (.I'Z & acj) = Rfjmk & x;

sachant qu’ici I’indice inférieur numérote les lignes de la matrice et I’indice supérieur numérote les
colonnes.

1.1.2 L’équation de Hecke
Les tressages 12 que nous allons étudier et utiliser vérifient de plus I’équation de Hecke :
(R—ql)(R+q ') =0 (1.1.2)

avec q € K qui est supposé étre générique. Ce qui signifie entre autres que ¢ n’est pas une racine nieéme
de I’unité ; autrement dit :
Ym >2, ¢ #1.

Cette contrainte a pour conséquence que :
Vm € Z", [m],#0.

Tout cela nous amene naturellement a la définition suivante :
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Définition :
Une symétrie de Hecke est un tressage vérifiant 1’équation de Hecke.

Autrement dit, R est une symétrie de Hecke si et seulement si R vérifie les deux équations de Yang-
Baxter (1.1.1]) et de Hecke (1.1.2)).

Remarque :

Dans le cas particulier ou ¢ = 1, notre symétrie de Hecke est dite involutive car elle vérifie I’équation
R?=1.

1.1.3 Eléments de classification de tressages de Hecke

Nous considérons dans ce paragraphe une symétrie de Hecke R vérifiant donc les équations de Yang-

Baxter (I.1.1) et I’équation de Hecke (I.1.2)).

Définitions :

Nous notons :

I, =Im (q_lf + R) cve?
I_=Im(ql —R) Cc V®?
respectivement les sous-espaces R-symétriques et R-anti-symétriques de V ®2,
L algebre quotient T (V') / (I_), ou T (V') est ’algebre tensorielle libre sur V et (I_) est1’idéal de T' (V)
engendré par I’espace I_, est appelée algebre symétrique de I’espace V. Nous la notons A (V).
De la méme maniére 1’algebre quotient 7' (V') / (1) est appelée algebre anti-symétrique de 1’espace V.

Nous la notons A_ (V).
Nous pouvons alors introduire les séries de Hilbert-Poincaré :

+o00 +oo
Py (t) =Y dim AL (V)tF, P_(t) = dim A¥ (V)1F
k=0 k=0
ou A% (V) et A* (V) sont les composantes homogenes de degré k.
Le théoréme suivant est démontré dans [G2] :

Théoreme :

Pour g générique la relation suivante est vérifiée :

Py (1) P_(—t) = 1.

Exemples :
Si R = P ou P est la volte usuelle alors P_ (t) = (1 4+ t)", avec n = dim (V).

SiV =Vy @ Vi, sdim V = (m|n) (ce qui signifie que dim (Vp) = m et dim (V1) = n) et R est

la super-volte correspondante alors P_ (t) = ((112))7: .
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Définition :

R et I’espace V sont dits pairs si P_ est un polyndme unitaire et impairs si Py est un polynéome
unitaire.
Si R est une symétrie de Hecke paire, le degré p = deg (P_) est appelé rang de R.
R et I’espace V' sont de type (p|r) (ou de bi-rang (p|r)) si P_ est une fonction rationnelle irréductible
dont le degré du numérateur est p et le degré du dénominateur est 7.

1.14 Collage

Théoreme :

Soient Ry : V% — Vi®% et Ry : V?? — V;? deux symétries de Hecke.
Nous notons V = V; ¢ Vs.
Nous définissons ’opérateur R : V' — V tel que R|V.®2 = R;pouri=1,2et:

VeeV,VyeVa: Rzy)=yRzr+(rRy e R(y®zr)=x®y avec C:q—q_l.

Alors R est une symétrie de Hecke.

Preuve :
Montrons pour commencer que R vérifie 1'équation de Yang-Baxter (1.1.1) sur V&3,
De maniere évidente I’équation li est vérifiée sur V1®3 et V2®3.

Nous notons pour z,y € V;*? i =1,2: R(z®@y) =2’ @ y'.

Sur V22 @ Vs :
Soitz@y®ze V2R Vs:

Ri2Ry3R12 (2 ® y ® 2) = RiaRa3 (2' @y © 2)
=R (7 @20y +(' @y ®2)
:z@x’@y/+Cm/®z®y/+CR(ﬂc/®y/)®Z
=202 QY +('R20Y +(r Y2+ Ry Q2

RosR19R23 (2 @y ®2) = ResR12 (2 @20y +(x®@y® z)
=Ryp(2020y+(2020y+ (' @y ®2)
=202 Y +cRyRs+@ 20y +%2 @y Q2
= RioRa3R12 (2 @y @ 2)

SurVi@ VeV :
SoitzRyRzeViVe® V!

RioRy3R12 (1 ®y®2) = RioRy3 (Y @2 @2+ (x QY ® 2)
=R (y®2' @7 +(z®20y)
=7 eyeZ+ /ey

Ry3R12R23 (t ®y ® 2) = RasRi2 (2 @ 2@ y)
= Rz (¢' © 2’ ©y)
= ye7+(' 0 ey
= Ri12R3R12 (2 @y @ 2)
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Sur Vo ® V2
Soitz @y ®zeVh® V.

RiaRosRi2 (1 @y ®2) = RigRa3 (y @ 7 ® 2)
=R (y®z@7)
=y @7

RosRiaRo3 (z ® y ® 2) = RazRy2 (2 @y @ 2)
= Ro3 (v ® 2 ® %)
=y @7
= RiaRa3R12 (2 @y ® 2)

Sur V2®2 @V:
Soitr @y ®z€ V2@V :

RiaRy3R12 (x ®y ® 2) = RiaRa3 (2/ @/ © 2)
= R12 (1'/ Rz y’)
— 207y

Ro3R12R23 (z @y ® 2) = RasRi2 (2 @ 2 ® y)
=Ry (z@z®Y)
=07 ® y/
= R1oRo3R12 (2 QY ® 2)

Sur Vo @ Vi ®@ Vs
SoitzRyRzeVox Vi Vy:

RioRa3R12 (1 @y ® 2) = RioRa3 (Y @ 2 @ 2)
=R (y@ ' @2)
=2y +(yor @7

Ry3R12R23(x @y ®2) = RusRi2 (2 ®2Q0y+( @y ® 2)
=Ry (2 @7 @y+ y®@z®=2)
=7y +{yer’ @7
= RiaR3R12 (2 @y ® 2)

Sur V; @ V3*2
Soitm®y®z€V1®V2®2:

R19R93R12 (1 @y ®2) = R1oRas (y @2 R 24+ (2 @y ® 2)
=R (y2z01+(yRr®2+(20y @7)
=y R27Z®2+(RyRs+W QxR +ry ® 7

Ry3RiaRo3 (r ® y ® z) = RyzRia (z @y © 2)
=Ry (Y @27 +(z0y ®7)
:y'®z'®$+Cy'®m®z'+C$®R(y'@z')
=y R+ R27 +zyR 2+ xRy 7
= R1oRo3R12 (2 Ry ® 2)

Nous en déduisons facilement que R vérifie I’équation de Yang-Baxter (1.1.1]) sur V3.
Montrons maintenant que R vérifie 1I’équation de Hecke sur V2.

De maniere évidente, R vérifie I’équation de Hecke sur V1®2 et V2®2.
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Sur V1 @ V3,
Soitzx®@y e Vi ®Vay:
RPz®y)=Ry®z+ rxy)
=z@y+yer+r®y
= +(R)(z®y)
Sur Vo, @ V;
Soitz@yeVo®V;:
R*(y®x)=R(z®y)
=y@zr+(irey
= +(R)(y®x)
Nous en déduisons facilement que R vérifie I’équation de Hecke (1.1.2) sur V®2, ]
Exemples :
1. Nous démontrons que 1’opérateur sur ’espace vectoriel V' = (x1;x2) de dimension 2 suivant

vérifie I’équation de Yang-Baxter (1.1.1) et de Hecke (1.1.2) grice au théoréme de collage :

A W G Qs
B=10o 100 ]|~ Rl RI2 Rl R2 avecqg e Ket(=q—q .
0004 Ry Ry R R

En effet, si nous considérons les opérateurs R; et Ry qui operent respectivement sur (z1) et (z2)
ainsi :

Ry ($1 & .T1) =qr1 ®x1; Ro (562 & ZEQ) = qro ® T2.
Ry et Ry vérifient trivialement les équations de Yang-Baxter et de Hecke.
Nous en déduisons donc d’apres le théoreme de collage que R vérifie les équations de Yang-Baxter
et de Hecke.
Notons que pour ¢ = 1, nous retrouvons la volte habituelle R = P.

. Nous déduisons du théoreme de collage et de I’exemple précédent en raisonnant par récurrence
sur la dimension n = dim (V') € N*, la définition explicite de symétries de Hecke R pour tout
n=dim (V) € N*:

R = % 610F +¢O (j — 1) 6F0)
avec O(i) = 1 pouri > 0 et ©(:) = 0 pouri < 0.
Ces symétries de Hecke trés spéciales s’appellent symétries de Hecke de type de Drinfeld-Jimbo.
Elles sont également des déformations des voltes classiques.

. Nous démontrons que 1’opérateur sur 1’espace vectoriel V' = (z;;x9) de dimension 2 suivant
vérifie I’équation de Yang-Baxter (1.1.1]) et de Hecke (1.1.2) grice au théoréeme de collage :

g 0 0 0
_p_|l0¢ 1 O _ 4
R=R,= 01 0 0 avecqge Ket(=qg—q .
000 —g!

En effet si nous considérons les opérateurs R; et Ry qui opérent respectivement sur (1) et (xa)
ainsi :

Ry(z1®@x1) = qu1 @ 315 R (22 ® 1) = —¢ 22 ® .
R, et Rp vérifient trivialement les équations de Yang-Baxter et de Hecke.
Nous en déduisons donc d’apres le théoreme de collage que R vérifie les équations de Yang-Baxter
et de Hecke.
Notons que pour ¢ = 1, nous retrouvons une super-volte.
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Théoreme :

Avec les notations du théoreme précédent, nous avons de plus 1’égalité :

Py (Vit) = P+ (Vist) x Py (Vait).
Preuve :

Montrons cette relation pour Py :
Nous savons que :

VieyeVi®@Va: Ry =yRr+(rxQy et Ry®z)=cQy.
Mais alors :
((I-R)(z2y) =0 @y=yQr+(zQysyRr=q 'zQy.

Ce qui signifie que tous les éléments de 1’algebre quotient A (V') admettent un représentant de la forme
e® favece € Ay (Vh)et f €A+(V2)

Donc si nous notons e( D et /i ) Jes bases respectives de AZ (V1) et A (V), nous pouvons construire
une base de A’} (V') sous la forme :

Zel(j) ® féj—)k

k=0

Mais alors :

VneN: dim A” Zdzm X dim (An ‘ (Vz))

Nous en déduisons donc facilement I’égalité :
Py (Vit) =Py (Vist) x Py (Va3 t).

On fait exactement le méme raisonnement avec P_. [ ]

Applications

Déterminons les polyndmes de Hilbert-Poincaré liés aux tressages des trois exemples précédents :

1. Nous notons V; = (z1) et Vo = (x2).
De maniere évidente :

Py (Vi;t) = Py (Va;1) Zt’“
P_(Vi;t) = P_ (Vast) :1 +t

Nous en déduisons que :

—+00

Py (Vit) =) (k+1)tF

k=0
P_(Vit)=(14+t)* =1+ 2t + 12

est donc pair de rang 2.

O OO
O =y O
O O = O
_ O O O
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2. Nous déduisons du théoréme de collage et de I’exemple précédent en raisonnant par récurrence sur
n = dim (V') € N* que les tressages de Drinfeld-Jimbo indexés par n admettent les opérateurs de
Hilbert-Poincaré suivant :

Py (Vit) =

1—-1)"
P_(Vit)=(1+t)"
Les tressages de Drinfeld-Jimbo sont donc pairs de rang n.

3. Nous notons V; = (z1) et Va = (z2).
De maniere évidente :

(Vi) Zt’“ %_t

77+( 2; )Zl—i-t
P_ (Vi; ):1+t

ST ST

Par conséquent :

Py Vit =1
1+t
P_(V;t) :1—:
g 00 0
R= 8 i é 8 est donc de type (1]1).
000 —q¢!

1.1.5 Tressage anti-inversible

Définition :

Un tressage R est dit anti-inversible s’il existe une matrice ¥ de taille n? x n? ayant la propriété
suivante :
RIPWE = 5550 = WP R (1.1.3)
Avec des notations plus compactes, la formule précédente peut s’écrire sous la forme :

Trg)Ri12Ve3 = P13 = Tr ) V12 Ros. (1.1.4)

ou le symbole T'r(y) signifie que nous calculons la trace dans le second espace et P est la matrice de
permutation (la volte habituelle).
Nous pouvons alors définir les deux matrices de taille n x n B et C' par :

B = TT(l)\I/ et C'= TT‘(Q)\I/.
Ce qui revient a dire si nous notons B (z;) = ngj et C (z;) = Cijazj :
Bl =07 et €7 =WIF.
Nous déduisons alors de (1.1.4) les égalités :

T’I“(l)Blng =1y et TT(Q)CQRlQ =1.



1.2. ELEMENTS DE TECHNIQUES AVEC LES R-MATRICES 16

Exemples :

Considérons a nouveau nos deux symétries de Hecke du paragraphe précédent respectivement paire
de rang 2 et de type (1]|1). Nous vérifions par calcul direct que les matrices W conviennent & chacun de
ces deux exemples pour démontrer que celles-ci sont anti-inversibles.

1. Notre symétrie de Hecke pair de rang 2 est anti-inversible avec :

gt 0 0 0 (2T A A
vo| 0 —aFC 1 o0 | v v ug v
0 1 0 0 vl g2 g2l g2
0 0 0 ¢! Wy Wy Wi U3

Rappelons que ( = q — ¢~ .

Nous en déduisons les matrices B et C :

—1 1 2 -3
(¢! 0\ _ (B B (g0
B_<0 Q‘3>_<B% B ) "0 ¢ )

2. Notre symétrie de Hecke de type (1|1) est anti-inversible avec :

q—l

o O O

O = O

S O = O
o o O

Nous en déduisons les matrices B et C :

Proposition : [GPS4]

1. Si R est pair de rang p alors :

2. Si Restde type (m|n) :

Exemples :

Considérons nos deux exemples précédents :

1.
BC =CB = ¢ *I = ¢ 2°I.

BC=CB=1=¢0"Vr.

1.2 Eléments de techniques avec les R-matrices
Nous allons maintenant énoncer un lemme relevé dans [S]] qui nous sera tres utile par la suite :
Lemme :

Nous considérons un tressage anti-inversible R
Soient M € M,, (K) (i.e. M est une matrice de taille n x n a coefficients dans K) et € = £1 :

Try) (CoRys MiRS,) = Tr (CM) 1. 1.2.1)
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Preuve :
R vérifie I’équation de Yang-Baxter (I.1.1). Nous avons donc I’égalité :
R12Ro3 R12 = Ra3Ri2Ras.
Mais alors nous avons aussi les égalités :
Ro3R34Ro3 = R3iRo3Ray < RaaRasRy) = Ry R3aRoz < Ry RasRsy = RazRaa Ry
Ce que nous résumons avec la formule suivante :
R§3R34R53€ = R;;f Ros Ryy.
Nous en déduisons donc que :

U1oWys R53 R3s Ry = WiaWys Ray Ros R,

Nous allons calculer les traces sur les espaces 2 et 4 des deux membres de cette égalité. D apres (I.1.4) :

TT(4) (\1112\1’45R§3R34R2_3€) :TT(4) (\1’12R§3\P45R34R2_36) = \1112R§3P35R2_3€
TT'(Q) (\1112@45R54ER23R§4) ZTT(Q) (\1145R54E\I/12R23R§4) = Wys Ry P3RS,

Nous démontrons alors I’égalité :
Tr) (\1112R§3P35R2_3€) =Try (\1145R§46P13R§4) .
Nous allons calculer la trace sur I’espaces 1 des deux membres de cette égalité.
Try (\1112R§3P35R2_3€) = Ci1R{,PoyR{5

Tray (Yas Ry PiaRgy) = Try (Vas Ry PraPasRyf) = W3y Rog Pro RS,

T?“(4) (@34R2_3€P12R§3) :TT’(?,) (03R2_3EP12R§3)
Tr () (C1RSyPauRys) =C1l

Nous avons donc démontré I’égalité :

TT(3) (O3R2_3€P12R§3) = C1I2.

Nous multiplions les deux membres par M7 a droite et nous calculons la trace sur le premier espace.

Or Tr(?)) (C3R2_3€P12R§3) M; = TT(g) (Cng_geMQR%B) et:

Tr () (C3Rys MaRg3) =CoRys My R,
Tray (C1M1I2) =LhTr (CM)

Nous avons démontré 1’égalité :

Trey (CoRy MiRy,) =Tr (CM)I. m

1.3 Définition de I’algebre Reflection Equation Algebra (REA)
et modified Reflection Equation Algebra (mREA)

Nous considérons une symétrie de Hecke anti-inversible R :
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Définition :
Nous appelons mREA (modified reflection equation algebra) 1’algebre engendrée par 1’unité e, et
les coefficients de la matrice L vérifiant I’équation mRE (modified reflection equation) suivante :
RL{RL1 — L1RL1R = ﬁ(RLl — LlR) avec lh =L®I, heK, i #0. (1.3.1)
tei L= (i) ety =L®l
1<i,j<n

Sous forme plus explicite, I’équation précédente est équivalente aux équations :

Rf}l’kanq Ir_ l?RZ?lngg —h (RGQZT _ li?RZ;I) = 0. (1.3.2)

ml’p ij “a

Nous notons cette algebre Lp, 4.
Dans le cas particulier ou 2 = 0, nous appelons RE A (reflection equation algebra) I’algébre engendrée
par 'unité e, et les coefficients de la matrice L vérifiant I’équation RE (reflection equation) suivante :

RLIRLy — LiRLiR=0avec L; =L ®1. (1.3.3)

Nous notons cette algebre L.

Remarques :

1. Notons que I’algebre £, est graduée et quadratique. (Ce qui signifie qu’elle est engendrée en tant
qu’algebre par un nombre finie d’éléments vérifiant des équations quadratiques).

2. L’algebre Ly 4 est filtrée définie par des relations quadratiques-linéaires. (En ce sens, elle ressemble
a une algebre enveloppante.)

3. Si g # 1 (ce qui signifie que R n’est pas involutive), les algebres REA £, et mREA Ly, , corres-
pondantes sont isomorphes. En effet, nous avons le lemme suivant :

Lemme : Passage de I’équation RE a I’équation mRE
Sachant que ¢ # 1, si nous posons L = L+ ?I, alors :
L est solution de 1’équation mRE di si et seulement si L vérifie I’équation RE :
RLyRL; — L RL1R = 0.

Preuve :

L vérifie I’équation RE si et seulement si :
RLyRL; — LRI, R = 0.

Nous avons Ly = L1 — ?I , ’équation précédente est alors équivalente a :

h h h h
R<L1—<I>R<L1—CI> - (Ll—CI)R<L1—Cl>R:0
h h
<RI RLy — LiRL1R — ZR2L1 + EL1R2 =0

Mais R vérifie I’équation de Hecke (1.1.2)) :
(R—ql)(R+q ') =0& R*=(R+1I
Notre équation précédente est alors équivalente a :

RIWRLy — LhyRLiR —hRL; +hL1R =0
<RL1Rl; — LiRL1R = h(RL; — L1 R)

Nous avons démontré que L vérifie I’équation RE si et seulement si L vérifie mRE (1.3.3). |
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Remarque :

Notre lemme implique donc entre autres que si g # 1, les algebres L, et Lj 4 sont isomorphes.
Or si R est une symétrie de Hecke de Drinfeld-Jimbo, en passant a la limite ¢ — 1,ona R; = P ou P
est la volte usuelle. On peut donc vérifier que mREA devient I’algébre enveloppante de I’algebre de Lie

gl (n),, a savoir U (gl(n)s) déformée classiquement avec le parametre 7 (cf. introduction) et que de la
méme maniére REA devient Sym (gl(n)).

Définition :

Soit M = L* avec k € N ou une combinaison linéaire de telles matrices.
Alors nous appelons trace quantique de M :

Try(M)=Tr(CM).

Théoreme :

Notons Z (L) le centre de I’algebre L,.

vkeN, Tr, (1) € Z(£,)

Preuve :
L vérifie I’équation suivante :
RiaLiRiaLy = LiRi2Ly Rag
Nous en déduisons que :

Vk € N: RLiRLY = LYRL\R < L1R12LYRy) = Ry LER oL,

Trq) (LlRlzL’fR;;) = Try) <Rf21L’fR12L1>

&Tre) (Coli R iRy ) = Tr) (CoRi LER1s L)
<:>TT(2) (

LiGoRyLERT ) = Treyy (CoRy L Ria L)
SLTry (02R12L’fR;21) = Trpy (CznglL’fRu) L
&LTr, (LF) =Tr, (LF) L
Nous déduisons la derniere égalité grace a notre lemme du paragraphe précédent. Nous avons démontré :

vkeN, Tr,(LY) ez(L,). m

Nous généralisons ce théoreme valable pour REA 2 mREA grace a notre lemme précédent, ainsi :

Théoreme :

vk €N, Tr, (L’“) € Z (Lnyg)
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Preuve :

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence forte sur k € N.
Cette propriété est vérifiée trivialement au rang k£ = 0.
Supposons notre propriété vérifiée jusqu’au rang k € N, et vérifions la au rang k + 1.
Nous savons d’apres le théoreme précédent que :

k+1 k+1
LT, (DY) = Tr, (T L <L - ?I) Tr, <<L - ?I) ) =Tr, ((L - ?1) ) <L - ?I)

Par hypothese de récurrence, nous en déduisons que 1’équation précédente est équivalente a :
LTr, (Lk“) = Tr, (Lk“) L

La récurrence est établie.
Le théoreme est démontré. [ ]

1.4 Eléments de théorie de la représentation de mREA

Nous considérons une symétrie de Hecke anti-inversible R.

1.4.1 Extensions de R

Nous introduisons pour commencer 1’espace dual V* et nous choisissons une base {:1cZ de V*

duale de celle de V' par rapport a la forme bilinéaire non dégénérée :

}lgigN

() VeV —K, (a29), =5

L’indice r signifiant que dans notre forme bilinéaire ( , ), les vecteurs de I’espace dual V* sont a droite
(right) des vecteurs de V.
La seule extension de R sur V*® V* qui respecte notre forme bilinéaire ( , ),. est définie par la formule :

R(z'®a?) = Rlla" ®a*
Proposition :

Si on note ¥ I’opérateur anti-inverse de notre symétrie de Hecke R. Considérons alors 1’extension

de R al’opérateur linéaire suivant :
R:(VaV)® — (Ve v
VoV —VeV:R(x ) = Rkll‘k@)xl
VeV —V"eV: R(wz®$3) ( ) 2F @

@

V¥V —VeV* :R(x @)=
V*®V*—>V*®V*:R(:c ®3:J):R{,ix ® !

xk®w

Alors, notre extension R est un tressage. Autrement dit, R vérifie I’équation de Yang-Baxter (1.1.1).

Preuve :
11 suffit de vérifier Yang-Baxter |i sur une base de ’espace (V & V*) qui est la somme directe
de 8 sous espaces allantde V@ V@ VaV* @ V@ V*.

La vérification est alors directe. [ ]

Cette extension est motivée par la propriété suivante que nous pouvons vérifier par calcul direct :
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Proposition :

Notons W I’espace vectoriel tel que W =V ou bien W = V*.
Considérons notre couplage ( ; ),., alors sur I’espace vectoriel V@ V*@ W, I’égalité suivante est vérifiée :

< ; >12 = < ) >23 R12R23.

De méme sur I’espace vectoriel W ® V' ® V*, nous avons :

< ; )23 = < ; >12 Ra23R12.

L’espace vectoriel engendré par les éléments lf de notre algebre Ly, peut-€tre identifié avec I’espace
vectoriel End (V). En effet End (V) = V ® V*, nous pouvons maintenant définir une extension de
maniere naturelle :

Rgng : End (V)®? — End (V).

En effet :
Reng: (VaVH)a VeV — (VeV)e (Ve V).

Aussi :
REing = R23R12R34Ro3.

Nous pouvons expliciter cette formule dans la base [; = z; @ z* et nous en déduisons :

A o ‘
Rina (1 15) =151 @ 52 ()220, Rowr
Nous avons besoin de définir I’analogue de ( ; ), a gauche a savoir :

(; ),: V'@V —K

Nous voulons que notre forme bilinéaire rende le diagramme suivant commutatif :

VEQV 2=V eVv*

Nous en déduisons alors la formule explicite définissant ( ; );

<wi;xj>l = B;
En notant lf =x; ®2) € V. ® V*, nous en arrivons 2 la définition suivante :
Définition :

Nous définissons sur £, 1’espace vectoriel engendré par les coefficients de la matrice L, le couplage
suivant ( ; ) : £%2 — K défini explicitement par la formule suivante :

<zg;zg> = BigY.

1.4.2 Utilisation d’une structure de bigebre

Nous considérons que notre symétrie de Hecke anti-inversible R est de plus de type (m|n).

Nous nous placons dans ce paragraphe dans le cadre de la catégorie des quasitenseurs de Schur-Weyl

SW (V(mln)) (Cf. [GPS4] pour une description complete de cette catégorie).

Dans cette catégorie, nous étudions les représentations finies de mREA Ly, ;.

Cela nous permet de définir une propriété importante de certaines de ces représentations, a savoir I’équivariance.
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Définition :

Une représentation pyy : L, — End (W) est équivariante si et seulement si pour tout objet U de
la catégorie SW (V(mm)), le diagramme suivant est commutatif :

R

U® (Lpg® W) <= (Lhg® W)eU
lid@pw \pr@id
U W WU

L opérateur R étant appelé tressage de la catégorie STW (V(m‘n)) .
Autrement dit une représentation p;y de mREA dans I’espace vectoriel U est équivariante si et seulement
si:

End (V) — End(U): H — pu (1)

est un morphisme de la catégorie SW (V(m|n)).

Définitions :
Notons Ly g = L4 ® L4 ’algébre sur le corps K muni du produit : x : ng — LLp,q défini par :
(a1 @ by) * (az @ bg) 1= a1a5 @ biby a; ®b; € Ly, avec ay @by := Rpnq (b1 @ az) .
Nous définissons alors le coproduit A : Ly, , — Lp, , comme suit :
Aler) =er®er
A)=loecteal -afel, (=q-q

Va,b € Lpq, A(ab) = Aa)x A(b)

Nous définissons maintenant la counité € : Ly, — K par les formules :

e(eg) =1

Va,b € Lpq, €(ab) = e(a)e(b)

Théoreme :[GPS4]

Les applications A et e munissent ’algébre L, ; d’une structure de bigeébre tressée.
Ce qui signifie que A : Lp ; — L 4 est un morphisme d’algebres et que 1’égalité :
(I®e)A=1=(e®I)A est vérifie.

Remarque :

Considérons une matrice L vérifiant I’équation RE. Autrement dit RL1RL; = L1 RL1 R.
Alors si nous posons Lt = L et Ly = Ry2 LRy, nous pouvons réécrire 1’équation RE sous la forme
suivante :

RL;Ly = LyL5R.

Nous avons également 1’égalité :

Rend (LT & Lg) = Lg ® LT'



1.4. ELEMENTS DE THEORIE DE LA REPRESENTATION DE MREA 23

Théoreme :[GPS4]

Nous considérons deux représentations équivariantes pyy : Lp g — End (U) et
pw : Lpg — End (W).
Soit I’application pygw : Ly, — End (U ® W) définie par la formule :

=

puaw (a®@b) > (u@w) = (pr (a)>u') @ (pw (V) pw), a®belp, et v/ @V :=R(b®u).
Alors pygw est une représentation de 1’algebre Ly, 4.

Nous en déduisons alors le corollaire suivant qui nous sera fort utile par la suite :

Corollaire :

Nous considérons deux représentations équivariantes pyr : Lp,, — End (U) et
pw : Lpg — End (W).
Nous pouvons alors définir une représentation équivariante £, — End (U ® W) définie explicite-
ment par :

ar— puew (A(a)), Va € Lpg.

Théoreme :
Soit i # 0 :
1. Introduisons I’action de Lp, 4 sur V' :
P1 (lz) > T = hBix,
Cette action définit une représentation de Lp, 4.
2. Considérons maintenant I’action de Lp, 4 sur V™ :
01 (lf) >k = —thRfij.

Cette action définit une représentation de Lp, 4.

3. Constatons pour terminer que nous pouvons reformuler (1.3.2) sous la forme suivante :
I — Qpr (L) = R[]

Q : £L%? — £%? étant une application linéaire sachant que £ est 1’espace vectoriel engendré par
les coefficients de la matrice L.

(1} .] étant un endomorphisme de L.

Nous pouvons alors finalement définir ’action adjointe de Ly, 4 sur I’espace vectoriel Lp g :

o (zg') siL =1 [zg‘;zﬂ .

Cette action définit une représentation de Lp, 4.
(Toutes les représentations définies dans ce théoréme sont a gauche).

Preuve :

Il nous suffit de vérifier que nos deux représentations de base respectent 1’équation (1.3.2)).
Nous pouvons nous limiter au cas out 4 = 1. L’extension au cas plus général ou /i € K avec i # 0 étant
facile.
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1. Nous utilisons dans ces calculs 1’égalité : Blj Ré’f = (55.

klym ppq 7 __ pkliym ppq pr
R” lk lelp DTy = RZ] lk} leBaxp

- RZ‘ZB;nR%B;ka

= RIS BLay,

= Rfle;mk car nous posons [ = ¢
1§ REIIRN b o, = 19 RY BER Ly

= BgR2§BgRngi

= (SJCBgRZle

= B2 Rx; car nous posons j = ¢

Rl > o = R Bpwa = R} B,a, car nous avons posé | = ¢
lfRZ;.J DTy = BZRZ?:Q = B2 R!x; car nous avons posé j = c

Au final, nous avons bien :

(i Rz — e RGHRG — (R — PRy) ) o 2o =0,

ml'p aj ij la
2.
R RY L > 2 = — R RV Ry o
= R R Ry R
RS R > 2 = —If RYS R R’
= Ry RGRE Ryl

Rl > 2 = —R{ARG .’
PRI > % = —R3} Ry 12"

Nous allons utiliser la formule de Yang-Baxter que nous donnons pour la premiere fois sous forme
explicite :
! !
R Ry Ryl = Ry Ry RAG,.
Nous utilisons également par la suite la formule de Hecke qui peut s’écrire sous la forme :
R*=T+¢(R
Ainsi :
kl kl
R (RO Ry Ry ) =RE (RSGRY Ry, )
_ ( pklpB
— (RERS") RS Ry,
__ ROP prq Bm pap rq
=Foi By + CRy R g Ry,
Si nous posons v = ( et p = b nous avons alors :
b
RYPR)12" = RG Ry12”.
De la méme fagon :
R; (RSRSRL) =R (Re{RYS Ry )
be pd
=R} (RY,RURG)
b d
— (RO/RY,) R Roy
=Ry RS + CRYSREJ Ry
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Si nous posons v = (3 et d = a nous avons alors :

dq par, v __ paq par, .3
R R gz = R,/ Rgx”.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que :
Bm pap prqg be RAq par
CRz] R'yﬁRpm - CR'yich Rbd :
Nous appliquons de nouveau la formule de Yang-Baxter au second membre :
bec pdq par __ pad pbe pPrq
R’yich Rbd _R'yb Rij Rdc
_ pbe pad prqg
=Rij Ry Ry
_ pBm pop prq
=By Roglpm
Au final, nous avons démontré grace en particulier aux équations de Yang-Baxter et de Hecke
I’égalité :

ml’p ij ‘a

(R Rty — i R R — (RE — PRy ) o a® = 0.

3. Considérons notre équation (|1.3.2), si nous multiplions a gauche par (R_I)Z[a’ nous avons :

OO RIL, — (R™Y) 2, iR R = 1 (1 — (R™Y) 2, PRy

mil’p J
Etdonc : - .
m r —1\% ja pbc 1d T r —1\% b pr
BRI — (R RS R = 1 (1 — (R 1Ry
Mais alors :

: o : o
W RN — W (R R R = (0, — i (R Ry

Nous en déduisons donc 1’égalité :
e — v (R R R — n (W — v (R R)
Nous retrouvons bien nos égalités :
'y — Qi (L) = R[5 1]

avece B
- be pT d
Qi =" (R™) 5 ReG R
—1\%J b
[ 03] = Wiyl — Wi (R1) 3 Ryl

Montrer que I’action adjointe est alors une représentation de Ly 4 est plus difficile.
Nous nous contenterons de 1’établir dans le chapitre 2 pour n = 2 avec deux symétries de Hecke
différentes. ]

1.5 L’équation de Cayley-Hamilton

Le théoréme suivant a été démontré dans [|GPS1] :

Théoréme :

Soit L une matrice vérifiant 1’équation mRE (1.3.3) pour R vérifiant 1’équation de Yang-Baxter
(1.1.1), I’équation de Hecke (1.1.2)), R étant de plus anti-inversible.
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1. Si R est paire alors si nous notons p = rg (R), L vérifie I’équation de Cayley-Hamilton suivante :
p—1
LP+ZUZ» (LYL' =0 (1.5.1)
i=0
avec 0; (L) € Z (Lpq), Z (Lhq) étant le centre de I’algebre Ly, ;.

2. Si R est de type (p|r), L vérifie I’équation de Cayley-Hamilton suivante :
p+r

» oi(L) LI =0 (1.5.2)
=0

avec 0; (L) € Z (Lp.q).
Ce cas differe du précédent par le fait que le polyndome de Cayley-Hamilton n’est pas unitaire.

Nous considérons alors dans les deux situations un caractere :
X:Z(Lry) — K
Nous notons ZX I’idéal engendré par les éléments z — x(z) avec z € Z (L q).

Nous considérons alors I’algebre Lp, /X = Lp, 4/IX
L’ équation de Cayley-Hamilton devient alors dans Lp ;X :

p—1
P+ ZaiLi =0 avec a; = x (04(L)) (1.5.3)
i=0
p+T ‘
ou bien ZaiLZ =0 avec a; = x (04(L)). (1.5.4)
=0

Définition :

Nous appelons valeurs propres de L correspondant au caractere x les solutions de 1’équation (1.5.3))

ou (1.5.4).

Remarque :

Revenons aux équations (I.5.1)) et (I.5.2), les racines des équations :

p—1 ' p+r '
PP+ o (D) =0 et Y oi(L)p' =0
1=0 =0

sont éléments de I’extension algébrique du centre de ’algebre L, que nous notons Z (Lp, ) dans le
premier cas ou du corps de fraction de celui-ci dans le deuxieme cas. Nous les appelons également
valeurs propres de L.

1.6 sl-réduction de REA et mREA

Pour terminer ce chapitre, nous discutons de la notion de sl-réduction.
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Nous savons déja que | :=T'rq (L) € Z (Lpq).
Nous pouvons alors définir les algebres :

SLig = Lng/ ()

Nous supposons dans ce qui suit que 7'r (C') # 0.
Nous définissons un nouvel ensemble de générateurs de Ly, que nous notons { 7 l} tels que

Trq ( fij ) = 0. Par cette condition, nous interdisons les super-symétries de type (n|n).
Précisons que 1'r, <lf ) = 6{ . Cette propriété est motivée par I’identification lg =~ 2; ® 27 et le couplage
équivariant <a:¢; 27 > = 6{ .

Notons que T'ry (1) = T'r (C). En effet Try (1) = Trq (Tr (CL)) = Tr (C). Aussi, la notation T'r; a
deux sens :

1. C’est I’application L* —— Try (Lk) =1T1r (C’Lk) € Lp,q. Ici la trace quantique est donc ap-
pliquée a une matrice.

2. C’est I’application que nous venons de définir T'r : <lf > — K. Par contre ici la trace
1<i,j<n
quantique est appliquée aux éléments de I’algebre Lp 4.

Chaque fois que nous utiliserons la notation 7'r, le contexte levera toute éventuelle confusion quand au
sens de cette notation. ‘
Revenons a la construction des éléments f/ de trace nulle.

, nous avons la

Si nous notons F' la matrice définie par les coefficients fij ,le F = ( fij

)mﬁn
relation :

L=F+ (Tr(C)) I

Nous pouvons alors reformuler 1’équation mRE (1.3.3) en utilisant ces nouveaux générateurs grice en
particulier a I’équation de Hecke (I.1.2) :

R12F1R12F1 — F1R12F1R12 = <h6£ — l> (R12F1 — F1R12), IF = Fl, Trq (F) =0.

¢
Tr(C)
Nous pouvons alors décrire notre algebre SLj, , grace aux équations :
Ri12F1R12F — F1R12F1R1o = h(Ri2F1 — F1Ry2), Try(F)=0.

Soulignons que la derniere relation signifie que les générateurs fij sont linéairement dépendants.
Terminons ce paragraphe en faisant le lien entre représentation de Ly, 4 et représentation de SLp, .

Proposition :[S]

Considérons une représentation p : L, — End(U) telle que [ = T'rq (L) est un multiple de
I’opérateur unité (comme dans une représentation irréductible par exemple) :

ie p(l)=xlIy avec x € K.

Alors I’application :

5(#) = ¢ (o () — GTr(©) p08]) . € =1 C(TrC) " x

est une représentation de 1’algebre SLp 4.
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Preuve :

Nous savons que :

RisFiRi2Fy — FiR12F 1 Ri2 = <h€£ - l) (Ri2F1 — F1R12)

Tr(C)
¢l

=h <6£ - hTr(C)) (R12F1 - F1R12)

Nous en déduisons alors que la représentation ci-dessous convient :

o) @)yl
p<fi): 1— ¢ (hTr (C) ' x .




Chapitre 2

Espace de ¢g-Minkowski et son
super-analogue

2.1 Espace de ¢-Minkowski et son super-analogue

Dans ce paragraphe, nous étudions deux cas particuliers des algebres L, , définies de maniere générale
dans le chapitre 1. Nous travaillons ici sur les algebres mREA correspondant aux R-matrices de taille 4 x
4 présentées en exemples dans le chapitre précédent a savoir la R-matrice de Drinfeld-Jimbo paire de rang
2 et la symétrie de Hecke de type (1|1). Suivant P. Kulish [Kul], nous appelons I’espace correspondant a
la premiere symétrie de Hecke espace de g-Minkowski. Notons, néanmoins que 1’espace de g-Minkowski
de Kulish est I’algebre £, (A = 0). Cependant, nous avons établi dans le chapitre précédent que pour
q # 1, les algébres L, et Ly, , sont isomorphes. Aussi, nous préférons travailler cette algébre sous la
forme Ly, (h # 0) ce qui nous permet de la traiter comme un g-analogue de I’algebre enveloppante
U (gl(2)) et de développer une théorie de la représentation différente de celle construite dans [Kul. Ici,
nous utilisons les résultats du chapitre 1, en particulier les méthodes de construction de la théorie de la
représentation de mREA. Nous appliquons dans un deuxiéme temps, la méme méthode a I’algebre Lj 4
correspondant a la symétrie de Hecke de type (1]1), le g-super analogue de I’espace de Minkowski.

2.1.1 Espace de g-Minkowski
Définition de Ly, ;(2)

Nous considérons I’algebre mREA dans le cas particulier ou V' est un espace-vectoriel de dimension 2 :

(1)

Explicitons la matrice Ly = L ® I :

o0 O
o O O
O QO o
QU O o0 O

Regardons de nouveau la symétrie de Hecke paire anti-inversible de degré 2 R définie par la matrice :

1

R=R,= avecqge Ket(=q—q .

O OO
O =y O
O O = O
* O O O

qui est une déformation de la volte classique P :
Vi,j: P(x; ®xj) =2; @ ;.

29
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Plus précisément R; = P.
Apreés un calcul direct, nous arrivons au systéme d’équations suivants pour les générateurs {a; b; ¢; d} de
I’algebre mREA Ly, ,(2) dans ce cas particulier :

qab — ¢ tba — b =0
q(bc—cb) — (Ca—h)(d—a)=0
gca — ¢ tac— e =0
q(db—bd) — (Ca—h)b=0

ad —da =0
qg(cd—dc)—c(Ca—h)=0

@2.1.1)

Donc I’algebre en question est quotient de 1’algebre tensorielle libre T [a, b, ¢, d] par I’idéal Z engendré
par les éléments de la partie gauche du systeme (2.1.1) :

Lrq(2)=T]a,b,c,d/T.

Représentations fondamentales et adjointe

Connaissant explicitement les matrices R et B pour notre algebre Ly, (2), nous pouvons appliquer les
résultats du chapitre 1 pour déterminer certaines représentations de base de Ly, 4 (2) :

Proposition :

1. La premiére représentation fondamentale (vectorielle) sur V' de Lp 4 (2) est la suivante :

p@=n( 10 ) me=n( ) m@=n( o) m@=n(y %)

2. La deuxieme représentation fondamentale (covectorielle) sur V* de Lp, 4 (2) est la suivante :

o -n( 3 0) mo=n( % 0) mw-n( ) mw@-n( )

3. Lareprésentation adjointe est la suivante :

0 0 0 0 0 ¢t o0
_ 0 ¢t 0 0 _ -¢t 0o o g3
0 0 0 O 0 0 —¢' o0
0 —¢gt 0 0 - 0 0 q ¢
B 0 0 0 B 0 —q 0 0
p(C)—h q 0 0 _qfl ) p(d)_h 0 0 qu_C 0
0 ¢' 0 0 ¢ 0 0 —q~ %

Preuve :

En ce qui concerne les deux premicres représentations, c’est une application directe des formules
démontrées dans le chapitre 1.
Voici les éléments de calculs qui permettent d’établir la troisieme représentation :

qa’® ba qab b2
ac (a®>+qgbc ad Cab+ qbd
qca da qcb db
2 C(ca+qde cd Ceb+ qd?

LiRLy =
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Nous en déduisons alors :
a® ba ab b?

ac bec ad bd
V> (LiRLy) = ca da cb db
2 de cd d?
Or:
0 —q¢~ b b 0
 p—1 | —g¢ a—-d 0 b
- Rk = @?c ((d—a) d—a —qb
0 q 2c —q ¢ 0
Nous avons donc :
0 —q~ b q b 0
Uo (- RILR)=| 9 ¢ le=d 0 T
! ! g¢  ((d—a) q'(d—a) —qb

0 (¢3=¢c —qlc q*(a—2d)
Nous en déduisons alors facilement notre représentation.
La vérification que nos matrices sont compatibles avec les équations (2.1.1)) est alors directe. ]
Trace quantique

Définition :

Nous avons établi dans le chapitre précédent que :

Nous définissons alors :
Vk € N: Tr, (Lk> = Tr (cyf) .

Remarque :
Notons que T'r (I) = Tr (C) = ¢~* 2],
Souvent, on utilise une autre normalisation de la trace :

Try (Lk) = ¢*Tr, (L’“) .
Pour cette normalisation, nous avons Ty (I) = [2], .
C’est cette normalisation que nous utiliserons par la suite.
La sphére quantique
Définition
Avec la normalisation définie précédemment la trace quantique de L devient :
Try(L)=q 'a+qd=1.

(Par la suite, nous utiliserons donc toujours cette trace normalisée mais nous omettrons la barre.)
Nous savons d’apres un théoreme du chapitre précédent que T'ry (L) =1 € Z (Ly4(2)).

Nous pouvons donc considérer I’algebre SLp, 4(2) = Lp,4(2)/ (1).

Autrement dit dans cette algebre nous imposons la relation :

¢ ta+qd=0.

Introduisons un élément g = a — d.
Notons que T'ry (g) = 0 car T'rq (a) = T'rq (d) = 1 sachant que T'r, (lf) =67,
Les éléments g, b, ¢ sont donc de trace nulle.
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Théoréme
Réécrivons le systeme déterminant I’algebre Ly, , (2) dans la base {I; g; b; c}. Nous avons :
q*gb—bg = n[2],b— (lb
gc— ¢*cg = —h [Q}qc + (le
2 _ 2 1) 2 _ _
(¢ +1) (be—cb) + (¢* = 1) > =h[2],9—Clg 2.12)
bl =1b
c=lc
gl=1g
Preuve :
Nous avons :

q_la—l-qd:l<:>a:ql—q2d<:>d:q_1l—q_2a.

Sachant que g = a — d, nous en déduisons donc que :
l gt l q
=— ——geta=—+—4g.
2, 2, 2, [,
11 ne nous reste plus qu’a travailler sur les équations de I’algebre mREA (2.1.1)) :
2

1
gab— g~ ba = hb o L gb— by = hb— b
2], 2], 2],
& ¢°gb—bg =h[2],b—(lb
s 1

-1 ¢
gca —q “ac =hc & ——cg gc = hec — —=lc
2], 2], 2]

& ¢Peg — ge = h[Q]qc—Clc

q

_ LA Y O N (U A Y L e
“d‘“d“)@(mq*[mq“’)(m [2]qg> ([2@ [2]qg> (mﬁ[mﬁ)‘:”g 9=0

a6 ! — 4
q(bc —cb) = (Ca—h) (d—a) < q(bc — cb) = <g+4q_h> (mq_mq)g

2], 2]
B -1 R - [Q]qg
& q(bc—cb) = ([Q]q +¢ 2], h) 2, )
- +1 ¢
< q(bc —cb) = [2]q — mlg—l—hg

& q[2], (be—cb) = = (¢* = 1) g + (2], 9 — Clg
& (P +1) (be—cb)+ (¢* - 1) ¢g* = h(2],9 —Clg
-1 1 ¢ -1 ¢
q(cd—dec)=c(la—h) & ——cg+ ——gc= ——cg+ ——Ilc— hc
21, 7 2], 2], 2],
S ge—cg = (q2 —1)cg — h[2],c+Cle
& ge— q¢Peg = —h[2]qc+Clc
—-1 1 ¢ -1 ¢
gdb—bd)=((a—h)bs ——gb+ —bg=| ——9g+=>1—h|b
2,7 2, 2], 21,
& bg—gb= (4> —1) gb+(lb—h[2],b
& q’gb—bg =N[2],b—(lb
Les trois dernieres équations se déduisent du fait que I’élément [ est central.
Nous en déduisons alors facilement le corollaire :
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Corollaire :
L algebre SLj 4(2) admet pour base {b; c; g} et elle est définie par le systeme d’équations :

¢*gb—bg = h[2],b

gc— ¢*cg = —h [Q]q c (2.1.3)
(¢®+1) (be—cb)+ (" 1) g* = h[2], g
Remarque 1 :

Contrairement au cas classique (¢ = 1 qui correspond aux algebres s/(2) et gl(2)), I’algebre SLj, 4(2)
n’est pas une sous-algebre de 1’algebre Ly, 4(2).

Remarque 2 :

Disons quelques mots sur la terminologie.
Dans le cas classique, la sphére S? est définie dans I’espace ambiant R? par 1’équation :

22+ + 2% =12 avec r > 0.
Son algebre coordonnée est alors :
R [5’2] :R[aj,y,z]/<m2+y2 + 22 —r2>.

Etudions la complexification de cette algébre a savoir : R [$?] ® C = C [S?]
En effectuant le changement de base suivant :

nous obtenons 1’algebre :
h2
C[s?] = (C[h,b,c]/<2 +2bc—r2>.

Cette algebre est également une complexification de la R-algebre suivante :
h2
R [H] :]R[h,b,c]/<2 +2bc—r2>

qui est I’algébre coordonnée de 1’hyperboloide a une nappe H définie dans I’espace ambiant R® par
I’équation :

h2
?+2bc:r2 avec r > 0.
Notre algebre quantique SLj 4 regardée sur le corps R est plutot une déformation (quantification) de
I’algebre coordonnée de I’hyperboloide classique.
Quand nous I’appelons sphére quantique, nous nous plagons implicitement sur le corps C ou elle est
effectivement une déformation (quantification) de 1’algebre C [S 2] .
En effet si nous effectuons le changement de base inverse pour passer de I’hyperboloide quantique a la
spheére quantique, le changement de base est le suivant :

b (b —
_b+e Z:z( c)

h
v T e V2
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2.1.2 Le ¢ super-analogue de I’espace de ¢-Minkowski
Définition de L, , (1|1)

Nous considérons 1’algebre mREA toujours dans le cas particulier o V' est un espace-vectoriel de di-

mension 2 :
a b
=0 a)

Explicitons la matrice Ly = L ® I comme :

0
b
Ly = 0

SO0 O
o O O
S Qo o

d

La seule différence avec I’exemple précédent est que nous utilisons cette fois la R-matrice :

g 00 0
_p_|0C¢1 o
R=R,= 01 0 0 avecge Ket(=q—q .
0 00 —q!

Nous avons démontré dans le chapitre 1 que R vérifie I’équation de Yang-Baxter, I’équation de Hecke,
est de type (1|1) et anti-inversible.

Nous notons Ly, 4 (1|1) I’algebre engendré par a; b; c; d.

Apres un calcul direct, nous arrivons au systeme d’équations suivants pour les générateurs {a; b; c; d} de
I’algebre mREA Lj, ; (1]|1) dans ce cas particulier :

qab — ¢ tba — b =0

qcb 4+ q tbe — (Ca —h) (a —d) =0
gca — ¢ tac — e =0

¢ ' (bd — db) — (Ca—h)b=0

wd — da— 0 (2.1.4)
¢ ' (dc—cd)—c(Ca—h)=0

b =0

=0

Donc comme précédemment 1’algebre en question est quotient de 1’algebre tensorielle libre 7" [a, b, ¢, d]
par I’'idéal Jengendré par les éléments de la partie gauche du systeme (2.1.4) :

Lrq(11) =T ]a,b,c,d]/T.

Représentations fondamentales et adjointe

Connaissant explicitement les matrices R et B pour notre algebre Ly, , (1|1), nous pouvons appliquer les
résultats du chapitre 1 pour déterminer certaines représentations de base de L, 4 (1]1) :

Proposition :

1. La premiére représentation fondamentale (vectorielle) sur V' de Lp 4 (1|1) est la suivante :

p@=n( 40 ) me=n(y 75 ) m@=n( %)) a@=n(g _0y)

2. La deuxieéme représentation fondamentale (covectorielle) sur V* de Lp, 4 (1|1) est la suivante :

p@=n( o) am=n( o) me=n(y ) s@=n( )
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3. Lareprésentation adjointe est la suivante :

0 0 0 O 0 0 —q O
B 0 ¢t 0 0 B —q¢ 0 0 —q¢g!
0 0 0 0 0 0 g¢q 0
0 —¢! 00 - 0 0 =
B 0 0 00 B 0 ¢t 0 0
0 ¢! 00 ¢ 0 0 ¢

Preuve :

En ce qui concerne les deux premicres représentations, c’est une application directe des formules
démontrées dans le chapitre 1.
Voici les éléments de calculs qui permettent d’établir la troisieme représentation :

qa? ba qab b2
_ ac Ca®>—q 'bc ad Cab—q'bd
LaRLy = qca da qcb db

2 Cea—q'de ed Ceb— g ld?

Nous en déduisons alors :
a? ba ab b

ac bec ad bd
V> (L RLy) = ca da cb db
2 de cd d?
Or:
0 —q b b 0
I | —q¢  a-d 0 b
Li— R IR = e C(d—a) d—a q '
0 ¢’ qc 0
Nous avons donc :
0 —q~'b g 'b 0
_ - d—a) 0 —q '
U (L — RL,R) = | ¢ 4 _ !
(L1 B = e Cld-a) o d-a) g
0 —qc qc ¢(d—a)

Nous en déduisons alors facilement notre représentation.
La vérification que nos matrices sont compatibles avec les équations (2.1.4)) est alors directe. [ ]

Trace quantique

Définition :

Nous avons établi dans le chapitre précédent que :
_(a O
c=(8 ")

vk e N: Tr, (Lk) =Tr (CLk) .

Nous définissons alors :
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Remarques :

1. L’élément T'rq (L) = ga — qd est central. Néanmoins, contrairement a 1’algebre Ly, 4 (2), dans
notre algebre L 4 (1]1) nous avons T'rq (I) = 0. Aussi, nous ne pouvons pas construire une base

analogue du type ” {g;[; b; c}” dans le cadre de I’algebre Ly, (2).

C’est pourquoi, nous ne pouvons pas donner une définition satisfaisante de SLp, , (1]1).

2. La encore, nous pourrions renormaliser la trace de sorte que 7'ry (L) = a — d.
Ce que nous ne ferons pas dans ce cas précis.

Aussi par la suite, nous utiliserons dans 1’algebre L, , (1|1) la définition précédente de la trace

quantique.

Cela dit, par commodité, nous utiliserons plutot I’élément central ] = a — d = q_lTrq (L) plutot

que T'ry (L).

2.2 L’identité de Cayley-Hamilton

2.2.1 Lecas L;,(2)

Nous nous plagons dans ce paragraphe dans le cadre de I’algebre Ly, ; (2).
Théoréme :

La matrice L = < Z b )vériﬁe 1’équation suivante dite de Cayley-Hamilton :

d

L? - (q72a +d+ qilﬁ) L+ (ad —be—q a® + hqila) I1=0.

Preuve :

Nous vérifions cette égalité par calcul direct sur les coefficients de la matrice.

Nous avons :
A2 a’+bc ab+bd
"\ cat+de cb+d?

()

ab+bd — (¢ 2a+d+q 'h)b=ab+bd—q 2ab—db— q ‘hb
= (bd—db)+ (1 —q ?)ab—q 'hb
=—q¢ ' (Ca—h)b+q'Cab—q 'hd

= —q ¢Cab+q Cab+q thb— ¢ thb =0

()

ca + dc — (q_ga +d+ q_lh) c=q! (gca — q_lac) +de—dc—q the

=q the—q the=0

()
a? + be — (q_za +d+ q_lh) a+ad—be—q ¢a®>+hgla
=a?+bc—q 2a®—da—q tha+ad —bc— g Ca® + hg ta
— g 1¢a® - g ¢
=0

(2.2.1)
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()

ch+d? — (q_2a +d+ q_lh) d+ad—bc—q '¢a®+ hg la
=cb+d*—q2ad—d* — ¢ 'hd + ad —be — ¢ ¢a® + hg7a

=q " (—q(bc—cb) + (¢a— ) (d - a))
=0

Nous avons démontré 1’égalité de Cayley-Hamilton (2.2.T)). [ |

Corollaire :

L’identité de Cayley-Hamilton peut étre présentée sous la forme équivalente :

L= (¢7'"Trg (L) +q 'h) L+ [2]," (q_l (Trq (L))* — Try (L?) + hig~'Tr, (L)) I=0. (222)

(Rappelons que nous utilisons la trace normalisée.)

Preuve :

‘1Trq (L) +q¢'h=q¢"'(¢la+qd) +qh=qa+d+q 'k

1 q_1 (Trq (L))" —Trq (LQ) + hq_lTrq (L))

/N

= [2] ! < "¢ la+ qd) —q'a® —q 'be—qeb — qd® + hg 7 (¢ a+ qd))

[2] (q 3a +2¢ tad + qd* — ¢ 'a® — g be — geb — qd® + R (q_2a + qd))

=2 ] ( —q 2¢a® — ¢ e — geb + qeb — gbe + qad — Ca® + R (a —d+q 2+ d))
=ad — bc — 1Ca2+hq*1a [ ]

22.2 Lecas Ly, (1]1)

Nous nous plagons dans ce paragraphe dans le cadre de I’algebre Lp 4 (1]1).

Théoreme :

. a b T . . .
Si nous notons L = ( e d > , alors la matrice vérifie I’équation suivante dite de Cayley-Hamilton :

(a—d)L* — (a* = d* + bc — cb) L+ (ad (a — d) + bed — cba) I = 0. (2.2.3)

(Notons que ¢ et / n’interviennent pas explicitement dans cette relation.)

Preuve :

Nous vérifions cette égalité par calcul direct sur les coefficients de la matrice.

Nous avons :
42 a?+bc ab+bd
"\ cat+de cb+d?

()

(a —d) (ab+bd) — (a® — d* + bc — cb) b = a®b + abd — adb — dbd — a®b + d*b — beb + cb?
=d(db—bd) + a(bd — db) — q (qcb + g~ 'be) b
= —d (bd — db) + a (bd — db) — (¢Ca — qh) (a — d) b
= (a—d) (¢¢a — gh — qCa+ qh)b =0
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()

(a —d) (ca +de) — (a*> — d* + be — ¢b) ¢ = aca + ade — dca — d*c — a’c + d*c — bc® + cbe
=d(ac—ca) +a(ca—ac)+q " (gcb+q 'be) e
= (d—a) (ac — ca) — (q_ICa - q_lh) (d—a)c
=(d—a (ac —ca—q YCac+ qilhc)

( ac+ q 'he)

(q_1 (q_lac — qca) + q_lhc)

(

ac—ca—ac+q

()
(a —d) (a® + bc) — (a* — d* + be — cb) a + (ad (a — d) + bed — cba)
=ad(d—a)+ (a—d)bc+ (cb—bc)a+ ad(a —d) + bed — cba
=cb(a—d)+ (cb—bc)d+ bed — cba
= cba — cbd + cbd — bed 4 bed — cba = 0

(a—d) (cb+d*) — (a* — d* + bc — cb) d + (ad (a — d) + bed — cba)
=ad(d—a)+ (a—d)cb+ (cb—bec)d+ ad (a — d) + bed — cba

=cb(a—d)+ (cb—bc)d+ bed — cba
= cba — ¢bd + ¢bd — bed + bed — cba = 0

Nous avons démontré 1’égalité de Cayley-Hamilton (2.2.3)). |

2.3 Les centres

23.1 LecasL;,(2)
I’étude des coefficients du trindme de Cayley-Hamilton

Théoreéme :

Les coefficients du trinome de Cayley-Hamilton (2.2.1) sont au centre de I’algebre Ly, , (2), autre-
ment dit :

¢ 2a+d+qthe Z(Lny(2) et ad —bc—q 'Ca* +hgra € Z(Lny(2)).
Preuve :

Pour démontrer ce théoréme nous nous appuyons sur ’égalité (2.2.2) et un des théorémes principaux
du chapitre 1 a savoir Vk € N, Try (LF) € Z (Lp4(2)). m.

Remarque :

Nous avons utilis€ un théoreme tres général du chapitre 1 pour démontrer ce théoréme. Il peut
étre intéressant de donner la démonstration directe de ce théoreme en utilisant uniquement le systeme
d’équation (2.1.1). Le lecteur pourra alors prendre conscience de 1’étendue des calculs que cela implique.
Voici cette démonstration :
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Preuve “’directe” :

I1 suffit de vérifier que ces coefficients commutent avec a, b, ¢, d les quatre générateurs de Ly, 4 (2).

Montrons d’abord que ¢ 2a+d+ g 'he€ Z (Lp,(2)).

Nous savons que ¢ 2a +d + ¢ *h = ¢ 'Tr, (L) + ¢ 'h.
I nous suffit donc de montrer que Try (L) =1 =q la+qd € Z (Lpq(2)).
11 nous faut démontrer que [ commute avec les quatre générateurs de Ly 4 (2) : a, b, ¢, d.
De maniere évidente, nous avons bien : al = la et dl = ld.

bl = ¢ 'ba + gbd
= qab — hb+ qdb+ (h— Ca) b
= qab — hb + qdb+ hb + g Lab — qab
=1b
el =q tea+ qged
= q 3ac+ hqg %c+ qde + Cca — he
= —q 2 (gea — g~ ac) + gea + hg~2c + qdc — he
= —hq %c+ hq %c + qdc + qca — he
= qdc+ ¢t

ac =lc

Montrons ensuite que  ad —bc — g '¢a® + hg7ta € Z (L4 (2)).
Nous savons que :
ad —be — g 1¢a® + higla = [2};1 (q_1 (Try (L)) = Tr, (LQ) +hg ' Tr, (L)) :

11 nous suffit donc de montrer que T'ry (L?) =1 € Z (L4 (2)).
Il nous faut démontrer que !’ commute avec les quatre générateurs de Ly, (2) : a, b, ¢, d.

I'=Try (L*) = g 'a* + g 'be + qeb + qd?
a commute avec !’ si et seulement si a commute avec ¢~ 'be + gcb.
a (¢~ 'be + qeb) = ¢~ abe + qach
= ¢ 3bac + hg%be + ¢>cab — hg*ch
= ¢ 'bea — hg%be + hg2be + geba + hgPcb — hgPcb
= (¢ 'bc+ qcb) a

Nous avons bien al’ = l'a.
d commute avec [ si et seulement si d commute avec ¢~ 'be + gcb.

d (¢ 'be + qeb) = g~ 'dbe + gdcb
=g Yde+ q % (Ca — h) be + gedb — ¢ (Ca— h) b
=g 'bed — ¢ %be (Ca — h) + ¢ 2 (Ca — h) be + qebd + ¢ (Ca — h) b — ¢ (Ca — h) b
= (¢ 'bc+ qcb) d

Nous avons bien dl’ = I'd.
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Montrons que b et I’ commutent :

bl' = ¢ 'ba® + ¢ % + qbeb + qbd>
q 0%+ qbch = ¢ tbeb + qeb® 4+ ¢ (Ca — h) (d — a) + (Ca — ) (d — a) b
= g 'beb + qeb® + (Ca—h)b(d —a) + (Ca—h) (d—a)b
= ¢ 'beb + qcb® + (Ca — h) b (d — a) + Cadb — qa®b + ¢ 'a®b — h(d — a)b
qbd* = qd*b — (Ca — h)db — (Ca — h) bd
¢ 'ba? — qa®b = (Ca — h) ba — hab

Nous en déduisons donc que :

b =U'b+ (Ca— h) (bd — ba — db — bd + ba) — hdb + hab — hab
= U'b— Cadb + hdb — hdb + Cadb = '

Nous avons bien bl’ = I’b.

Montrons que ¢ et I’ commutent :

cl' = ¢ tea® + ¢ tebe + q?b + qed?

q 'ebe 4 qc?b = ¢ be? + qebe — ¢ (Ca — T) (d — a) ¢ — ¢ (Ca — R) (d — a)
=q_1602+qcbc—( —a)c(Ca—h)—c(d—a)(Ca—h)
qed? = qd*c + (Ca — h) d + dc (Ca — h)
= qd*c + cd (Ca — h) + de (Ca — h)
g tea® — ¢ rale=q7! (q_Qaca + hqtea — ¢Paca + hqac)
— (1 + q_2) Caca + hig~%ca + hac

= —ac(Ca — h) — ¢~ *Caca + hq *ca

Nous en déduisons donc que :
' =1U'c+ (—dc+ac—cd+ ca+ cd + dc — ac) (Ca — ) — ¢ 2 (Ca — h) ca

=1l'c+ Cca® — hea — g~ *Caca + hg 2ca
=1U'c+ Cca® — hea — Cea® + hg~'Cea + hg 2ca =1'c

Nous avons bien ¢!’ = lc. [

Les valeurs propres de L

Il découle du théoreme précédent qu’en fixant un caractere :
X:Z (ﬁh,q (2)) — K

nous fixons les valeurs des coefficients de 1’identité de Cayley-Hamilton (2.2.]).

Soient p1 et pg les racines du trindme qui est obtenu par cette fixation des coefficients.

Comme nous ’avons déja dit, nous appelons p; et uo les valeurs propres de la matrice L dont les
coefficients appartiennent a 1’algebre EX q(2).

(Nous rappelons que I’algebre L’X . (2) est I’algebre quotient de Ly, 4 (2) et de I’idéal ZX engendré par
les éléments z — x (z) avec z € Z ([,hq( ))-)

Théoreme :

En supposant que les valeurs propres de L sont distinctes (i.e. u1 7# o) :

_ —h g —h
p — o fo — i1
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Preuve :

Notons oy, = T'ry (Lk)
Nous avons L? + a1 L + apI = 0 avec aj,az € Ktels que a; = x (¢ 2a+d + ¢ 'h) et
as =X (ad —bc—q'¢a® + hq_la).
Mais alors en multipliant I’identité précédente par L* :
VkeN: LM? o LF 4 apl? = 0.
En appliquant la trace nous en déduisons donc la relation de récurrence suivante :

Vk e N: apyo+ajapy1 + aar = 0.

Si les racines p; et o de 1’équation p? + aypr + as = 0 sont distinctes, la solution générale de cette
équation de récurrence est de la forme :

Vk e N ap = dipk + doph avec di,ds € K.
(Les coefficients d; et do sont appelés multiplicités quantiques.)

Or TT‘q (_[2) = [Q]q Sdi+do = [Q]q‘
De plus, connaissant I’identité de Cayley-Hamilton (2.2.2)), nous en déduisons 1’égalité :

G ' Trg (L) + ¢ th= 1 + p2 & a1 = qu1 + p2 — h & pndy + pada = quuy + qua — h
Il ne nous reste plus qu’a résoudre le systeme :
di +dg = [2],
pdy + prode = qpu + que —

Ce systéeme a pour solution :

— gy — R — g — R
dlszul q U2 etd—q'u2 q "l '

H1 — K2 M2 — f1

Nous en déduisons donc la formule du théoreme. [ ]

Remarque :

Cette formule est généralisable avec certaines symétries de Hecke , le lecteur peut consulter a ce
propos [GS3]. Cette formule se généralise également avec les algebres REA standards (Cf. [MuZ2]).



2.3. LES CENTRES 42

23.2 Lecas Ly, (1]1)
I’étude des coefficients du trinome de Cayley-Hamilton

Théoreme :

Les coefficients du trindbme de Cayley-Hamilton (2.2.3) sont au centre de 1’algébre Ly, 4 (1|1), autre-
ment dit :

a—d € Z(Lpy(11)) ; a*—d*+be—cb € Z (Lpy(1]1)) et ad(a— d)+bed—cba € Z (Lpq (1]1)).
Preuve :
11 suffit de vérifier que ces coefficients commutent avec a, b, ¢, d les quatre générateurs de Ly, 4 (1|1).

Commencons par démontrer que :

l=a—de Z(Lng(1]1)).

Trivialement, al = la et dl = Id.

bl = ba — bd
= ¢%ab — qghb — db — qCab + qhb
:(q2—q2+1)ab—db
=ab—db=1b

cl =ca—cd
= ca — dc + qCca — qhc
= ca+ ¢*ca — ca — qhe — de

=ac—dc=lc

Montrons ensuite que :

§=a*—d>+bc—cbe Z(Lpy(1]1)).
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ad = a® — d?a + abe — acb
=a® — d?a + ¢ tbac + ¢ hbe — ¢*cab + qheb
=a® — d*a + bea — ¢ hbe + g~ hbe — cba — qheb + qheb
=da
bd = ba® — bd* + b*c — beb
= —cb? — dbd — q (Ca — h) bd — beb + ba®
= —cb® — d*b — qd (Ca — h) b — q(Ca — h) bd — beb + ba?
= —cb? —db® — q(Ca — h)db — q(Ca — k) bd — qCa®b + ghab + q (Ca — k) db + ba®
= a?b — d?b — cb? — qCabd + qhibd — ¢*a®b + qhab + ba® — Cqabd
= a*b— d*b — cb® — qCabd + qhbd — ¢*a®b + ¢*a®b — aba + ba® — ¢ (hbd + ¢~ 'bad)
= a?b — d?b — cb? + ¢~ hbd — ¢~ Cbad — aba + ba?
=a’b— d*b — cb® 4+ ¢ thba — ¢~ ¢ba (a — d) — ¢ ¢bad — aba + ba®
= 6b — ba® + ¢ %ba® — ¢ %ba® — g~ hba + ba® + ¢ Lhba
=0b
e = ca® — cd? + cbe — b
=bc? + ca® + cbe — ded + ge (Ca — h) d
= bc® — d*c + ca® + cbe + qde (Ca — h) + ged (Ca — h)
=bc® —d’c+ca® +q ' (Ca—h) (a—d)c+ q(cd+dc) (Ca — h)
=bc? — d*c+ ca® + a’c — ¢ %a’c — ¢ *Cade — g hac + ¢ thde + q (ed + de) (Ca — h)
=a’c— d*c+bc® — ¢ %a®c — ¢ ' Cade — ¢ Y hac — Chde + q (de + cd) Ca — qhed + ca®
=a’c— d*c+ b — ¢ %d%c — qCdca + Chde — ¢ thac — Chde + qCdea + qCeda — ghed + ca®

=a%c— d’c+b? — ¢ %a%c — ¢ hac + qCeda — ¢be — ghea + qlca (a—d)+ ca’

“2a2c 4 qCca® — ¢ thac — qhea + ca®

=dc—q
= 6c —aca + ¢ thac + ¢ Caca + Chca — ¢ thac — ghca
= 6c — ¢ 2aca — ¢ hea + ca®

2 2aca + g thea

=dc—q 2aca—q ‘hea+ q~
=dc

ds = a*d — d® + dbc — dcb
=a%d — d® + bde — q (Ca — h) be — edb — qe (Ca — ) b
=a%d — d® 4 bed + gbe (Ca — h) — q (Ca — h) be — cbd = qe (¢ — B) b — qe (Ca — h) b
= dd + qC (bea — abc)

=dd
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Montrons pour terminer que :

A=ad(a—d)+bed—cba € Z(Lpg(1]1)).

aA = ad(a — d) a + abed — acba
=ad(a — d) a+ q *bacd + ¢~ hbed — ¢*caba + qheba
=ad (a — d)a+ beda — g~ hbed + ¢ hbed — cba® — qhicba + qhicha
= Aa
bA = bad (a — d) + b*cd — beba
= —cbab + (a — d) bad — bcba
= —cbab + ¢° (a — d) abd — q (a — d) hbd — bcba
= —cbab + ¢* (a — d) abd — qCa (a — d) bd + ¢*cb*d + bebd — beba
= —cbab + ¢* (a — d) abd — qCa (a — d) bd + bedb + gbe (Ca — h) b — beba
= —cbab + bedb + ¢* (a — d) abd + (—¢* + 1) (a — d) abd + gbe (Ca — h) b — beba
= —cbab + bedb + (a — d) abd + be (Ca — k) b — beba
= —cbab + bedb + (a — d) adb+ q (a — d) a (Ca — k) b+ gbc (Ca — k) b — bcba
=Ab+ (¢(a—d)a+ gbc) (Ca—h)b—q(Ca—h)(a—d)ba

(
=Ab+ (q(a—d)a+gbc—¢*(a—d)a+¢*h(a—d))) (Ca—h)b
= Ab+ ((a—d) (qa — ¢®a+ ¢*h) — ¢*cb + ¢* (Ca — 1) (a — d)) (Ca — h) b
= Ab+ (a—d) (—¢*Ca+ ¢*h + ¢*Ca — ¢°h) (Ca — h) b
= Ab
cA = cad (a — d) + cbed — ¢*ba
= bede + cad (a — d) + cbed

(a—d
= bede + cad (a—d) + ¢ (Ca—h) (a — d) cd
= bede + cad (a —d) +a(a—d)ed — ¢ %a(a —d)ed — ¢ 'h(a —d) cd
= bede + cad (a — d) + ad (a — d) ¢ — qa (a — d) c(Ca — h) — ¢ 2a(a —d)cd — ¢ 'R (a — d) cd
= bede + ad (a — d) ¢ + cad (a — d) — cbac — ¢ %a(a —d)cd — ¢ 'h(a —d) cd
= Ac+q 2acd(a —d) + ¢ thed (a —d) — ¢ 2a(a —d) ed — ¢ h(a — d) cd
= Ac
dA = ad (a — d) d + dbed — dcba
=ad(a —d)d+ bded — q({a — h) bed — cdba — qc (Ca — h) ba
=ad(a — d)d + bed* + gbe (Ca — h) d — q (Ca — h) bed — cbad + qc (Ca — ) ba — ge (Ca — h) ba
= Ad + ¢ 'bCacd — —qhbed — qCabed + ghbed + hbCed
= Ad + ¢~ 'Cbacd — g~ Cbacd + h¢bed — Rbed
=Ad



2.3. LES CENTRES 45

Les valeurs propres de L

Regardons la localisation L4 (1|1) [I] de I'algebre L4 (1]1) par I'élément I = [~'. Cela signifie plus
précisément que nous ajoutons a I’ensemble des générateurs de I’algebre Ly, , (1]1) un élément [ soumis
aux relations suivantes :

H=Ill=er
al = la
bl =1b
c=le
dl =1d

\
Remarque :

D’apres I’équation (2.2.3)), nous avons :

IL? — (I (a+d) 4 bc — ¢b) L + (lad + bed — cba) T = 0.
Dans I"algebre Ly, 4 (1|1) [I], cette équation est équivalente 2 la suivante :
L? — (a+d+1(bc—cb)) L+ (ad+1(bed — cba)) I = 0.

Théoreme :

Présentons le polynome de Cayley-Hamilton sous la forme suivante dans 1’algebre Ly, 4 (1|1) m :
L?*—(a+d+1(bc—cb)) L+ (ad+1(bed — cba)) I = (L — p) (L —v) avec p,v € Lpq(1]1)[1].
Alors a I’ordre pres :

=a+ lbe
{ a (2.3.2)

v=d—Ich

Preuve :

p+v=a+d+1(bc— cb)
Xy = (a+ibc) (d—icb)
= ad — alcb + Ibed — °bc2b
= ad + 1 (bed — acb)
=ad+1 (bcd — ¢?cab — thb)
= ad + [ (bed — cba + qhcb — qhcb)
=ad+1(bcd—cba) W

Définition :
Nous appellerons p et v valeurs propres de L.
Théoréme :
Dans I’algebre Lp, 4 (1]1) m , nous pouvons exprimer / en fonction des valeurs propres (et v .

En fait :
l=q2u—v+qlhn
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Preuve :
q_lu—qV+h:q_1a—qd+Z( 1bc—i—qcb)%—h

:qfla—qd—i-f( bc+qcb)+h
=qla—qd+1(Ca—h)l+h
_qla—qd—i—(q )a—ﬁ—l—h
=q(a—d)
=ql [ |

Corollaire :

Nous pouvons donc exprimer, dans 1’algebre Lp, 4 (1]1) [ ] I’équation de Cayley-Hamilton, de cette
maniere :

(au—v+qg "W L*— (¢ u—v+q 'h) (u+v) L+ (¢ *u—v+q 'h) I =0.

Théoreme :
L
Wk e N: Tr, (Lk) = (¢ '\p—qu+n) =L (2.3.3)
W—v
Preuve :
Nous avons :
VkeN: Tr, (Lk) = diplb + dov®
Or:

TTq(I)ZO@d1+d2:0<:>d2:—d1

Try(L)=q(a—d)=ql=q 'p—qu+h e dip—div =q 'p—quth s dy (p—v) = ¢ 'p—qu+h

Mais alors da (u — v) = — (¢ ' — qv + h).
Nous avons démontré la formule (2.3.3). [

2.4 Modules de Verma

2.4.1 Généralités
Représentations induites

Soient A et B deux algebres telles que B C A est une sous-algebre de A.

Soit W un B-module.

Nous pouvons considérer A comme un B-module a droite, aussi, nous définissons le .A-module a gauche
suivant :

M=AxgW.

Nous I’appelons .A-module induit par W.

En langage de représentations, cela signifie que si p désigne la représentation de BB associée a W et 7 la
représentation de A correspondant a M, 7 est la représentation de .4 induite par p.

Nous la notons 7 = [ ndép.
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Un cas particulier des représentations induites : les modules de Verma

Considérons une algebre de Lie G qui admet une décomposition triangulaire :
G=H+N;+N_.

ol ‘H est une sous-algébre commutative (nous appellerons cette algebre algebre de Cartan), N, et N_
étant des sous-algebres nilpotentes telles que :

[H,N.] C Ny et [H,N_]CN_.

Les sous-algebres By = H & N et B_ = H & N_ sont appelées algebres de Borel.
Soit A € H* (nous appelerons cet élément poids).
Considérons le K-espace vectoriel de dimension 1 : Ky muni de la représentation de B+ comme suit :

Vh e H, 7T)\(h)€)\:)\(h)€)\, V. EN+, TF)\(TZ+)€)\:O

ol ey est un générateur de I’espace K.
Nous définissons alors un module de Verma par :

M, = U((]) ®B+ K.
Sachant que nous pouvons définir une action de I’algebre G sur M), par :
z>(u®ey) =zuey, uclU(G), x€G

nous introduisons sur M), une structure de G-module.

Quelques propriétés de base des modules de Verma :

Les modules de Verma en tant que G-modules sont générés par un vecteur de plus haut poids.
Nous notons ce vecteur de plus haut poids e et son poids est \.
Une propriété remarquable des modules de Verma est la suivante :
Si V est une représentation de G généré par un vecteur de plus haut poids J, il existe un G-morphisme
surjectif M), — V.
Autrement dit, toute représentation de plus haut poids A généré par un vecteur de plus haut poids est un
quotient de M.
M) contient un unique sous-module maximal et son quotient est I’'unique représentation irréductible avec
un plus haut poids A.
Supposons enfin que :
U(G)=UN_) U (B)

alors le module de Verma M), est engendré en tant qu’espace vectoriel par I’ensemble U (N_) ® e,.

242 Lecas L;,(2)
Les modules de Verma de L, ; (2)

L’algebre associative Ly, (2) admet la décomposition triangulaire suivante :
Lrq(2)=N_0H® N,

avec H sous-algebre de Ly, (2) engendré par 'unité et les élément @ et d qui est de toute évidence
commutative puisque a et d commutent entre eux, I’algébre Ay (respectivement N_) étant la sous-
algebre associative de Lp, ; (2) engendré par I’unité et I’élément b (respectivement c).

11 nous faut néanmoins vérifier que notre produit tensoriel N_ ® H ® N est vraiment une algébre. Pour
cela, il suffit de ramener les trois produits a. (ckaldmb"), b. (ckaldmb”) et d. (ck’aldmb") dans notre
algebre L, 4 (2) a une forme compatible avec N @ H ® N, grce aux équations (2.1.1).

Cela ne pose aucune difficulté pour a. (ckaldmbn). Ensuite, en s’appuyant sur ce résultat, on réussit a
mettre d. (cFa'd™b™) sous la forme voulue pour terminer avec b. (c*ald™b").

Dans ce dernier cas, nous utilisons les deux résultats précédents et nous aboutissons au résultat voulu
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grace a une récurrence sur le degré total du mondme.
Nous en déduisons pour un A = (A\1; X2) € K? = H* fixé la définition d’un L}, q (2)-module de Verma :

M5 = Lpq (2) @p, (2) K5 sachant que By (2) = H@N,.

Nous pouvons voir le Ly 4 (2)-module M5 comme une représentation de Lj 4 (2) dans un espace vecto-
riel de dimension infinie que nous notons :

7TX : ﬁth (2) — End (Mx) .

Nous savons que M5 est généré par un vecteur de plus haut poids A.
Nous allons noter ce vecteur e.
Nous avons donc :

ﬂx(a) (60) = )\160; 71")((1)) (60) = O; Wx(d) (60) = )\260.
Nous notons :
VkeN: e =c* ®ep.
Nous avons alors : M5 = ((ex),cy) avec :

Vk e N: ms(c) (ex) = ext1-
Théoreme :

Dans la base (e )¢, nous pouvons considérer 75 (a); m5(b); 7x(c); m5(d) comme des matrices
de taille infinie avec :

ag=Xx 0 O O O O O
0 aa 0 0 0 0 O
0 0O a3 0O O O O
0 0O 0 a4 O 0 O
m5(a) = _
0 0O 0 0 0 ap, O
0O by 0 0 0 O O
0O 0 b, 0 0 O O
0 0 0 b3 0O 0O O
TrX(b): 0 0 O O by 0 O
0O 0 0 0 0 0 b,
0000 O0O0O 0
1 0 00 0 00O
01 00 O0O0O0
001 00 0O
mx(c) = .
000 O0T1O0O0
di=X 0 0 0 0 0 O
0 do 0 0 0 0 0
0 0 dz 0 0O 0 O
0 0 0 dy O 0 O
m5(d) =
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Preuve :

Nogs allons simplifier la notation dans cette démonstration en notant 75 (a); 5(b); 75(c); 7x(d)
respectivement a; b; c; d.
11 nous suffit de vérifier que les équations (2.1.1)) sont vérifiées avec cette représentation.

—

. L’équation ad — ad = 0 est trivialement vérifiée.

Lac = he est vérifiée si et seulement si :

2. L’équation gca — ¢~
Vn>1: ape1 = q2an — qh.
3. L’équation gab — ¢~ 'ba = hb est vérifiée si et seulement si :
Yn>1: apy1 = q2an — qh.
4. L’équation ¢ (cd — dc) = ¢ (Ca — h) est vérifiée si et seulement si :
Vn>1: dypt1 = qdy — q_lﬁan + q_lh.
5. L’équation ¢ (db — bd) = (Ca — h) b est vérifiée si et seulement si :
Vn>1: dpyr = qdy —q Can + ¢ th
6. L’équation ¢ (bc — ¢b) = (Ca — h) (d — a) est vérifiée si et seulement si :

Vn>1: b1 =q " (Can —h) (dn — apn) .

Nous constatons que les conditions imposées sur le suites (ay,), (by) et (dy,) par les 6 équations (2.1.1)
nous permettent de déterminer les suites (a,,), (b,) et (d,,) par récurrence.
Le théoreme est démontré. ]

Remarque :

En travaillant sur SLp, 4 (2), nous établirons que cette représentation est covariante par rapport a
I’action du groupe quantique U, (sl(2)).

Théoreme :

Les images des éléments centraux sont scalaires :

Vz € Z(ﬁth (2)) : 5 (2)=Z1d, ZeK.
Preuve :

Pour simplifier la notation, nous identifions pour cette démonstration u € Ly, 4 (2) et 75 (u).

a(z(ep)) = az(eg) = za(eg) = z (Areg) = A1 (2 (eo))

Nous avons donc a (z (eg)) = A1 (2 (ep)).
Par conséquent 37 € K, =z (eg) = Zeg si a,, # aq pour tout entier n # 1, ce que nous pouvons imposer
sans difficulté sachant que que ¢ est générique.
Mais alors :
z(e1) = zc(eg) = zc(eg) = cz (eg) = ¢(Zey) = Zey.

Nous démontrons ainsi par une récurrence évidente sur n € N que :

VneN: z(e,) =Ze,. R
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Les valeurs propres de L

En associant a z € Z (L4 (2)) le nombre Z € K, nous définissons un caractere :
Z(Lhg(2)) — K.

Dans I’algebre L, ,Xx (2), I’équation de Cayley-Hamilton (2 a des coefficients numériques et nous
notons /i1 (X) et uo (X) les valeurs propres de L tels que dans I’ algebre Lpo>(2):

L? — (q*2a +d+ qilh) L+ (ad —be—q ¢a® + hqfla) I= (L — (X)) (L — l2 (X)) .

Théoréme :

Dans le cadre de la représentation 75 dans le module de Verma M5 les valeurs propres de L sont
251 (X) et uo (X) avec :
111 (X) =q 2\ +q'h
~ (24.1)
2 (A) =X

(,ul (X) et po (X) sont bien siir définies a I’ordre prés.)
Remarquons que si nous posons ¢ = 1 et & = 1, nous retrouvons une formule bien connue. (Cf. [BR]).

Preuve :
Calculons x5 (T'rq (L)) et x5 (T'rq (L?)).

X5 (Trq (L)) = x5 (¢ 'a+qd) = ¢ '\ + qho
X5 (Trq (L2)) = x5 (47" (a® + be) +q (b + d?))
=g A+ g+ (a7 =) M+ g 2R (M — Xo)

11 ne nous reste plus qu’a vérifier que nous retrouvons les mémes résultats a partir des formules (2.4.1))

et (2.3.1).

Nous nous plagons pour ce qui suit dans ’algébre Lp X :

am (N =g e (X) — N —q tp (A) —h
Try (L) = (3) IEH)(X),; (<A)> w12 (3) -0 )<) 8
= (¢ +q'h) q_qz;?i ;_ql;ix + X qAZA;_q qz;;_q ;? - L
1

= T T Ty (@ AT =) (A = ae)

=q¢ A1+ g\

Try (1) = 4 (X) (X) o @ - (V) 22 <X) —am (X) —h
q(L%) < ) " (X)—m (X) ( ) i (X>—M1 (X)

—1 -1 3 2
L 12 ¢ A — g e 9qA2 —q "M —q “h—h
A h A5
ST WA B v ) v
1

-2 -1 - 2 -1_ -3 -2
A h— A 3\2 A — AL h(A—A
C],2>\1+q,1h_&(q 1+4q 2) (A + a5+ (a7 —a77) M2+ ¢ R (A1 — A2))
= q_g/\% + a3+ (7 =) M+ g 2R (A — M)
Les formules (2 sont établies. [
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Les modules de Verma de Sy, (2)

Apres avoir construit une représentation w5 : Lpq (2) — End (M5) telle que 5 (A) = 0, nous
en déduisons une représentation de SLp, ; (2). Néanmoins, il peut étre intéressant d’établir que nous
pouvons construire de la méme maniére un module de Verma associée a cette représentation.

L’ algebre associative SLp, 4 (2) admet la décomposition triangulaire suivante :
SLhq(2) 2N_QHQN;

avec H sous-algebre de SLj 4 (2) engendré par I'unité et 1’élément g qui est évidemment commutative,
les algebres N, et NV_ étant les sous algebres associatives de SLj, 4 (2) engendrés par Iunité et respec-
tivement 1’élément b et c.

Nous vérifions sans difficulté de la méme maniere que précédemment que notre produit tensoriel

N_ ® H ® N est vraiment une algébre.

Nous en déduisons pour un A € K = H* fixé la définition d’un SLp 4 (2)-module de Verma :

M = SLpq(2) OB, (s1(2)) K-

Nous pouvons voir le SLp, 4 (2)-module M5 comme une représentation de SLp 4 (2) dans un espace
vectoriel de dimension infinie que nous notons :

Tx : SLhg (2) — End (M) .

Nous savons que M5 est génér€ par un vecteur de plus haut poids A1l
Nous allons noter ce vecteur €.
Nous avons donc :

m5(9) (e0) = Aeg; 3 (b) (eg) = 0.

Nous considérons alors une base dénombrable <(ek) keN> dont e est le premier vecteur.

Nous pouvons alors faire explicitement le lien entre la représentation 75 et notre représentation induite
TI'X_

En effet 75 (1) = 0 nous impose la relation ¢~ ' A1 4 g = 0.

De méme g (eg) = Aep nous impose la relation (A1 — \2) eg = Aeg.

Nous en déduisons le systéme suivant :

T AN+ g =0
AL — A2 =

Théoreme :

Dans la base (ex) ;<. nous pouvons considérer m5(g); mx(b); 7y (c) comme des matrices de taille

infinie avec : _
A

[an)
[an)}

g1

o O O

0
g2
0
0

o oo
o% oo
N

o oo
coc oo
o oo

me=r (242

0 by 0 0 0 0 O
00 b 0 0 0 O
00 0 by 00 O
w5 (b) = (_)990 bf‘ 0 O (2.4.3)
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00 00 0 00
et 000 0 00
0 ¢ 00 0 00
7y () = 9 (_) Cf” 0 C" 00 (2.4.4)

o .

0 0 0 0 ¢cp—1 O

les relations ci-dessous €étant vérifiées :

b101 = ﬁq_lx — LXZ

2],

Vn>2:gn =g DX = h[Z]q g2k

k=2
Vn>1:b =b $ g2 hg™*
n=21:0pt1Cn+1 = OnCn — Wng»l +hg “Ggnt1
q
Preuve :
Nous déduisons de I’équation gc — ¢%cg = —h [2] o ¢ les égalités suivantes :

92— g1 = —h[2], & 92 = A — h[2],
93— q°g2 = —h[2], & g3 =q*X = h[2], (" +1)
91— g3 =—h[2, = g3 ="X—h[2] (¢"+ ¢ +1)
Nous en déduisons grice a une récurrence évidente que :

Vn>2:gn =" DX = h[Q]q g2

k=2
Si g est définie telle que précédemment, I’équation ¢2gb — bg = h [2] g b est vérifiée.
Nous déduisons de I'équation (¢* + 1) (be — ¢b) + (¢* — 1) g° = h[2], g les égalités suivantes :
¢ —2

(q2 + ].) blCl =+ (q2 _ 1) X2 — h[2]qx<:> 5161 — hqflx_ W)\
q

(¢® +1) (bacz —brer) + (¢ — 1) g5 = h(2], <¢]2X —h [Q]q)

_ _ 2 _ _
Sy =h(gA—hg ' [2],) - i (2X=np2l,) +ha A - Ky
2], 2],
Nous déduisons ainsi par récurrence tous les b,c, pour n > 1 qui sont ainsi parfaitement définis par la
relation suivante : ¢
bpt1Cnt1 = bpep — WQZH + hg gngr.- u
q

Nous savons d’apres que :
L*— (¢ +q 'h) L+ 12, (¢ '+ hg 'l —Trq (L)) I =0.
Aussi sur SLp, 4 (2), cette équation devient :
L? — ¢ 'L —[2],' Try (L*) I = 0.

Mais :

! (92 + l2) + ¢ Ybe + gcb.

Tr, (L2) =g ta® + qd* + g the + qcb = [2]q
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Aussi sur SLp 4 (2)

L — ¢ 'hL + oI =0 avec 0 = — [2];1 ([2];1 g%+ q the + qcb) .

Nous nous proposons donc dans le cadre de la représentation précédente de calculer :

o=—[2;" ([2];1 ¢ +q e+ qcb) € Z(SLng (2)).

Théoreme :

Vz € Z(SLpq(2)), m(2) estune matrice scalaire.

Preuve :

Soit z € Z (SLp4(2)) :
Notons Z = 7 (2).

M (e1) =Z (Ner) = Z(g(er)) =Zog(er) =goZ(er) =g(Z(e1)).
Nous avons donc g (Z (e1)) = AZ (e1). Nécessairement :
Az €K, Z (61) = A\zeq.

Mais alors :

Z(es) = Z (10(61)) L et = Leo Z(er) = Age <161> ~ Agen.

1 1 1
Nous démontrons ainsi par une récurrence évidente sur n € N* que :

Vn>1: Z(ey) = Azen. [ |

Théoreme :

Nous avons 7y (0) = & (X) Id avec o (X) € Ktel que :

-2 -2
o) = L 3N _pl X (2.4.5)

T,

Preuve :

Nous savons que 0 € Z (SLp,q), nous en déduisons donc que 7 (o) est scalaire.
De plus :

1 —o o~ q’2 —1-9
-2, (mx(0)),;; = =N +hg "N+ ——A
q( A )1,1 [Q]q [Q}q
-2
— L3 4 hg N
2],

Nous en déduisons I’égalité (2.4.5). ]
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Les valeurs propres de L dans M5

Dans le cadre de la représentation de SLj 4 (2) : 7, nous pouvons définir le caractére x5 de la maniere
suivante :

X3 = Ty en identifiant I’ensemble des matrices scalaires avec le corps K.

Nous pouvons donc nous placer dans I’algebre Sﬁgxq (2) et considérer les valeurs propres de L puisque
I’équation de Cayley-Hamilton 2.2£ devieni numérique dans I’algebre S E;ffq (2).
Définissons les valeurs propres u1 (A) et z12 () tels que dans ’algébre S L;;Xq (2), nous avons 1’égalité :

L?— ¢ 'hWL+ ol = (L — U1 (X)) (L — U2 (X)) .
Théoréme :

Dans le cadre de la représentation 7y dans I’espace vectoriel Vi les valeurs propres de L sont zi1 (X)
et uo (X) avec :

i (X) = QT]X
T (2.4.6)
— _ q —
723 ()\) =g 'h+ =X
2],
(p1 ( ) et io ()\) sont bien stir définies a 1’ordre pres.)
Preuve :
11 suffit de vérifier que :
\ 3 1 < 0y
1 ()\) + o ()\) =q "h et u ()\) X (49 ()\) = _Wh/\_ ——S A =o0.
q [2](]
Cette vérification est directe. ]

Remarque 1 :

Notons que les valeurs propres de L que sont 11 (A) et ua (X) peuvent étre calculées par un calcul
direct. Pour cela nous allons calculer le discriminant associé a notre trindme :

22 (X2 +h[2], X)

A=qg 2+

Alors nous avons :

m(N) = o
P I S B I P
- 2[2), -2,

et:

a I’ordre pres naturellement.
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Remarque 2 :

Nous pouvons naturellement déduire les formules (2.4.6)) a partir des formules (2.4.1).

Le groupe quantique U,(sl(2)) et la sphere quantique

Un des objectifs principaux de ce paragraphe est de démontrer que les représentations de Ly, (2) et
de SLp 4 (2) construites précédemment sont équivariantes par rapport a 1’action du groupe quantique
Uy(sl(2)). Nous construisons par la méme occasion des représentations finies de SLp, , (2) (et donc de

Lp.q(2)).
Structure algébrique de 1’algebre de Hopf U, (sl(2)) :

Dans les publications sur les groupes quantiques et leurs applications (notamment dans [K]]), on uti-
lise des comultiplications différentes A (associés son antipode .S correspondante) qui munissent 1algebre
Uy(sl(2)) d’une structure d’algebre de Hopf. Néanmoins, ces comultiplications sont toutes équivalentes.
Nous préférons donc ne pas choisir une comultiplication en particulier et plutdt de déterminer une famille
de comultiplications possibles permettant a U, (sl(2)) d’étre munie d’une structure de bigebre d’abord et
d’algebre de Hopf ensuite en lui associant 1’antipode S adéquate.

Par la suite, nous regardons la sphere (ou hyperboloide) quantique qui est un quotient approprié de
I’algebre SLj 4 (2) que nous munissons de 1’action du groupe quantique Uy (sl(2)) munis de notre co-
multiplication sous sa forme générale.

Définition :
Lalgebre U, (sl(2)) est Uy(sl(2)) = (X;Y; K; K1) tel que :

KXK'=¢X
KYK'=4%

KK '=K'K=1
K—K!

XY -YX = —
q-q

avec q # +1.

Remarque :

Une autre maniere de définir I’algebre U, (sl(2)) que nous utiliserons plutét par la suite est celle
indiquée ci-dessous. Nous pouvons passer de I’une 4 I’autre en posant K = ¢/. L’algebre U, (sl(2)) est
Uqy(sl(2)) = (H; X;Y) tel que :

HX — XH =2X
HY - YH =-2Y
H_ —H
xy-yx=4—"9_
qa—4q
Définition :

Nous allons pour commencer définir sur I’algebre U, (sl(2)) une counité e.
€ : Uy(sl(2)) — K est le morphisme d’algebre tel que :

e(H)=e(X)=€(Y)=0 et e(K) = £1.

En ce qui concerne un coproduit compatible avec la structure algébrique de Uy (sl(2)), il en existe une
famille qui est décrite par le théoréeme suivant :
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Théoreme :

Définissons le coproduit A : Uy (sl(2)) — Uy(sl(2))®? par :
AK) =K oK' « AH =H®1+10H
AX)=¢ o X+ X0 et AY)=¢T @Y +Y @ ¢ avec a,b,¢,d e K

Alors (Uq(sl(2)); A; €) est une bigebre si et seulement si :
at+c=c¢
b+d=—e
a=—d
b=—c

avec € = +1.

Preuve :

Nous posons :
AX)=¢ T o X+ X2 et AY)=¢" @Y +Y ® ¢ aveca,b,c,d € K.

Notre coproduit vérifie les égalités suivantes :
A(H)A(X) — A(X)A(H) =2A(X)
AH)A(Y) - A(Y)A(H) = —2A(Y)

Notre coproduit A doit nécessairement également vérifier la formule suivante :

Afg") = A(g™")

q—q* '

AX)AY) - AY)A(X) =
Or:
A(X)A(Y) _ q(a+C)H QXY + qCLHY ®quH +quH ®quY+XY ®q(b+d)H
AWMAX)=¢ "9 oV X + ¢ X oY + V¢ @ P X + Y X @ g0+ DH
Nous en déduisons donc que :
AX)A(Y) - A(Y)A(X)
=" @ (XY —YX)+ (XY — Y X) @ ¢bTDH
+ Y © X¢™ — ¢ X @ Y + X¢H @ Py — vl @ ¢y
1
:q — <q(a+c)H @ ¢t — gt g g=H L gH g O+ H _ —H q(b—i-d)H)
+anY®quH _qCHX®Yqu+quH ®quy_anH ®quY

Nous avons donc nécessairement le systéme suivant :

at+c=¢
b+d=—c¢
a=—d
b=—c

avec € = +1. |
Mais alors nous déduisons du systeme précédent que :

b=—-€4+a c=e—a d= —a.

Nous pouvons donc parametrer la famille de coproduits obtenues par a € K et e = +1.

Par la suite pour éviter toute confusion entre a € K et a € Ly, 4, nous utiliserons la notation ¢ € K pour
le parametre a € K.

Nous définissons donc la famille de coproduits Ag . tels que :

Ng(X) =" @ X+ X 0¢ M et £y (V) =¢“ M 0y +Y ¢,
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Théoréme :
Cherchons I’antipode S : U,(sl(2)) — U, (sl(2)) sous la forme :
S(H)=-HetS (") = ¢**

S(X)=—¢""X¢ et S(Y) = ¢y ¢? M avec o, 8,0/, ' € K
Alors la bigebre (U, (sl(2)); Ag,) est une algebre de Hopf (U, (sl(2)); Ag,e; S) si et seulement si

S(X) = —q M X g O H ¢ S(Y)= —q0= Iy P qvec § e Kete = +1.
Preuve :
Nous posons :
S(X) ==X et S(Y) = =Y ¢? ! avec o, 8,0/, 3 € K

Ag,e
x 2 P o X + X @ qo-on [Ldeg RS (7anXqﬁH) L X @qleOH 1y O H x (BH | x (=0 H

Ore(X)=0donca=—-fetf=c—0.
Nous avons bien :
AV
X 9"; q9H QX +X® q(Ofe)H S®Id> qfﬁH ®X — q79HXq(679)H ® q(Gfe)H i 0= E(X)
A € !/ /
vl SO 5 Y Y @ g0l Id®S g g (_qa Hy H) Y @PH

s et Hy (B H |y fH

Ore(Y)=0donca/ =6 —cetff=0.
Nous avons bien :

Age
Y s (eOH gy 4y @ q 00 P2 (0-0H gy _ (0-9Hy 0H g o —0H "o 0= (V) m

Nous noterons par la suite Sg . I’antipode associé a Ag . telle que (U, (s1(2)); Ag.c; Sp,e) soit une algebre
de Hopf.

Notation :
Nous notons I’action de U € U,(sl(2)) sur un élément v par U > v.
Définition :

Considérons V; et V5 deux espaces-vectoriels sur lesquels le groupe quantique Uy (sl(2)) opere.
a: Vi — Vaestun Uy(sl(2))-morphisme par définition si :

Vo e Vi, VU € Uy(sl(2)) : a(Uvv)=Upra(v).
Autrement dit & commute avec tout U € Ugy(sl(2)).

Nous avons défini deux familles de coproduit Ay . et d’antipode Sy . suivant la valeur de € = £1.

Il est bien connu que les groupes quantiques sont des algebres de Hopf presque commutatives au
sens de Drinfeld (on peut consulter a ce sujet [CP]).
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Une conséquence de cette propriété est que le coproduit du groupe quantique est compatible avec la
R-matrice dans le sens suivant :

RA(U) = A (U)R. (2.4.7)

Ici, R est I'image de la R-matrice quantique universelle dans une représentation du groupe quantique
multiplié par la volte usuelle P.
En choisissant la représentation fondamentale vectorielle dans laquelle H, X, Y sont donnés par :

1 0 01 00
=(o 5) r=(oa) v=(00)
(et donc dans cette représentation, 1’action de U, (sl(2)) coincide avec celle de U (sl(2))) et la R-matrice
R est donnée comme précédemment par notre symétrie de Hecke classique paire de rang 2 a savoir :

¢ 000

loc¢ct1o

R= 01 00

0 0 0 ¢q

la relation (2.4.7) est vérifiée si et seulement si € = 1.

Par contre, dans le cas oul e = —1, la relation est vérifiée avec la R-matrice :

¢ 000

= 0 010

E=101¢o0

0 00 ¢

(qui est bien sir également une symétrie de Hecke.)

C’est pourquoi par la suite nous allons considérer que ¢ = 1. En ce qui concerne 6, nous préférons
conserver cette liberté de notation mé€me si toutes les comultiplications ainsi construites peuvent étre
ramenés les unes aux autres par le changement de base :

H+——H, X— XK" Y+— K?Y

Y

avec un p € K approprié.

Les modules de Verma de U,(sl(2))

De la méme maniére que pour SLp 4 (2), nous montrons que 1’algeébre associative U,(sl(2)) admet la
décomposition triangulaire suivante :

Uy(sl(2)) 2 N_ @ HQ Ny

avec H sous-algebre de U,(sl(2)) engendré par I’unité et I’élément H qui est évidemment commu-
tative, les algébres NV et AV_ étant les sous algebres associatives de U,(sl(2)) engendrés par ’unité et
respectivement 1’élément X et Y.
Nous vérifions sans difficulté de la méme maniere que précédemment que notre produit tensoriel
N_ ® H ® N est vraiment une algébre.
Nous en déduisons pour un A € K =2 H* fixé la définition d’un SLp, 4 (2)-module de Verma :

My = Uy(s1(2)) @, v, (s1(2)) K-

Nous pouvons voir le Uy(sl(2))-module M, comme une représentation de Ug(sl(2)) dans un espace
vectoriel de dimension infinie que nous notons :

mx : Uy(sl(2)) — End (M) .
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Nous savons que M), est généré par un vecteur de plus haut poids A.
Nous allons noter ce vecteur €.
Nous avons donc :
mA(H) (e0) = Aeg.
Nous notons : .

[K],!

Vk e N*: ¢ Y* @ ep.

Nous considérons alors une base dénombrable (ey ),y de M) dont eg est le premier vecteur.

Théoreme :

Dans la base (e ),y il est facile de vérifier que nous pouvons considérer 7\ (H); mx(X); m\(Y)

comme des matrices de taille infinie avec :

A0 0 0 0 0 0
0 A—2 0 0o 0 0 0
0 0 A—4 0 0 0 0
0 0 0 A—=60 0 0
ﬂ-A <H) - . . . . . . .
0 0 0 0 0 A—2n 0
0[N, 0 0 0O 0 0
0 0 (-1, 0 0 0 0
0 0 0 (-2, 0 0 0
x| 00 0 0 (-3, 0 0
0 0 0 0 0 0 [A-n],
00 0 0 0 00
1 0 00 0 00
02, 0 0 0 00
myy=| 0 ° 3, 0 0 00

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

De maniére analogue au cas classique, une telle représentation possede un quotient de dimension finie si

et seulement si A € N,
La dimension de ce quotient est alors de A + 1.

Exemples :

Pour A = 1. La représentation finie de dimension 2 est donnée par :

=5 5) x=(040) v=(10)

En posant A = 2, nous avons la représentation finie de dimension 3 suivante :

2 0 0 0 [2], 0 0 0
H=[00 0o |;x=(0 0o 1];v=[1 o
00 —2 0 0 0 0 [2]

q

0
0
0
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Le U,(sl(2))-module V®?2

Définition :

Nous définissons une action du groupe quantique U,(sl(2)) sur un élément M € End (V') par les
formules suivantes :

K (M)=m(K)oMom (K ), X(M):W(X)OMOW(KP(’?) —q717T<K9) oMom (X)),

Y(M):W(Y)OMOW<K0> —qw(KlfG)oMOW(Y)

avec € = +1, les matrices de taille 2 x 2 7 (K*€), 7 (X) et 7 (Y) étant issues de la représentation usuelle
en dimension 2 de U, (sl(2)).
Nous en arrivons a la proposition suivante :

Proposition :

L’action de groupe précédente induit une action de U, (sl(2)) sur L, 4 (2) en utilisant la représentation
fondamentale vectorielle sur V' de L, 4 (2) est définie par la table suivante :

K¢(a) =a, K(b)=q¢*b, K (c)=q *¢c, K°d)=d,
X (a) = —q9+1b, X(b)=0, X(c)= ql_eg, X (d) = qe_lb,

Y(a)=—q"c, Y(b)=—q", Y(c)=0, Y(d)=—¢""c
Preuve :

Il nous suffit d’appliquer les formules définies précédemment avec la représentation de Ly, 4 (2)
définie dans le paragraphe représentations fondamentales et adjointe de Ly, 4 (2).
Le calcul est direct. u

Nous considérons maintenant 1’espace vectoriel de dimension 3 : V = (u;v;w) auquel nous donnons
une structure de U, (sl(2))-module en utilisant I’action précédente et en posant u = b, v = a — d et
w = ¢, nous définissons donc dans la base (u; v; w) I’action de U,(sl(2)) par les matrices :

2.0 0 0 —¢’[2, © 0 0 0
H=(00 0 |]; X=(0 0 ¢"%);vVv=(—-¢" 0 0
00 —2 0 0 0 0 ¢*'[2, 0

Nous étendons cette action & V®2 grice a notre coproduit Ng.

11 est bien connu que pour ¢ générique, le U, (sl(2))-module V¥? se décompose en somme directe
de composantes irréductibles de dimension respective 1, 3 et 5 :

V2 =Vo e Vi @ V.

Remarque :

Ici par convention : dim (V;) = i.
Notons que la quantité % est appelée spin.

Dans le théoréme suivant, nous allons décrire explicitement nos composantes irréductibles.

Notre objectif est de définir la sphere (ou I’hyperboloide) quantique sans passer par la construction de
SLp.q(2), et de faire le lien entre ces deux définitions afin de prouver la covariance des représentations
de L4 (2) etde SLp, 4 (2) par rapport a I’action de Uy (sl(2)).



2.4. MODULES DE VERMA 61

Théoreme :

2

Dans la base {uQ; UV; VW3 VU V75 VW WU W, wQ}, les composantes V7,V3 et V5 sont :

Vo = <q’1 [Q]quw—kvz —|—q[2]qwu>

Vi = <ﬂ: ¢ 2w —vu;v=q" [Q]q (wu — uw) + (q_2 — 1) v W= q ow —wv>

Vo = (u? s ¢*uv + vu s Puw + ¢ 2wu — v*  @Pow + wo s w?)

Preuve :

H (u) =2u
<X(ﬂ):wf2(q%u(—09PL>U)-%qephqu_gu::—q%_QPLu +q" 2], u* =0
u est donc un vecteur de plus haut poids.
Y (@) = [2],0 ¢ uw — ¢ ¢ 07 + ¢ - 2], 4" g wu
= [Z]q g+ (uw — wu) 4+ ¢~ (1 — q_2) v?

Nous posons alors 7 = —¢?Y (@) = ¢! 2], (wu — uw) + (2—1)0?
Nous avons bien H (7) = 0.

X (@) = 2, (477 - ¢*q"w) + (a7 = 1) (=¢" 2], vu - ¢ 2] w)

=¢° 2], (g7 %vu — wv + vu + w — ¢ 2vu — ¢ 2uw)

Nous avons donc bien la relation X (7) = —¢” [2] 7 ce qui justifie nos notations.

q

Y@ =q"[2, (_‘J*z(l*a)q%wv + qfeq%vw) + (g2 -1) 2], (qe’lvw + qa’lwv)

-1 2], (=g ?wv + vw — vw — W + ¢ 2w — Vw + ¢ 2wv — wo)

= ¢! 2], (q_%w — wv)

Nous posons alors W = ¢~ 2vw — ww.
Nous constatons que :

Y (w) = [2]qq3(9_1) (w2 - w2) =0
Au final : Vi = (u;v;w) est un sous-U,(sl(2))-module de V*? de dimension 3.
H (u2) = 4
X(uW)=0+0=0

u? est donc un vecteur de plus haut poids.

Y (u?) = — 200 =0 — 0y
= —q (q uv + Uu)
Y (¢Puv + vu) = ¢?¢*~? 2], uw — g — %% + 2],9 01~ 20wu
= ¢ 0*! 2], (Puw + ¢ 2wu — v?)
Y (q2uw + ¢ 2wu — 112) = —¢?¢ Pvw — ¢ 2q7 2D g O — [2]q ¢ tow — ¢! [Q]Q wo

= q(’)_2 (—q4vw — q_ng — q VW — VW — quv — wv)
=" (P +1+q7?) (¢Pvw + wv)
Y (¢Pow +wo) = (674 2], +¢¥ 2 2], ) w?

Y (w?) =04+0=0
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Au final :

Vo = <u2 ;q2uv + vu ;q2uw + q_2wu — 2 ;qsz + wv ;w2>

est un sous-U,(sl(2))-module de V&2 de dimension 5.
Si nous posons C, = ¢! 2], uw + v2+q 2], wu:

En effet :

X (Cg) = [2,¢" (wv — wv — vu +vu) = 0

Y (Cy) =12, " (—vw + wo + vw — wv) = 0
Nous appelons C, le Casimir tressé. Il engendre un sous-Uy(sl(2))-module Vy = (C,) de V®? de di-
mension 1.

Nous avons calculé les coefficients dits de Clebsch-Gordan pour les sous-modules 1{,V; et Va2 avec un
coproduit de Uy (sl(2)) : Ag 1. [ |

Remarque :
Notre calcul est équivalent a celui des coefficients de Clebsch-Gordan de [KI].

La sphére quantique en tant que U, (sl(2))-algebre

Nous appelons U, (sl(2))-algebre toute algebre A telle que :
Va,be A, YU € Uy(sl(2)): U(aob)=U; (a)oUs(b) avec A(U) = U;®U> en utilisant la notation de Sweedler.

A étant bien sir un coproduit de 1’algebre Uy (s/(2)) munissant celle-ci d’une structure de bigebre.

Définition :
Si nous considérons le quotient de 1’algébre T" (V) par I’idéal engendré par les trois éléments :
u+2hu ; v—2hv ; w— 2hw

nous définissons I’algebre Ay, ,.
Si nous fixons C; = ¢ € K, nous définissons alors la sphere quantique A, e

Remarque : Nous parlons plutdt d”hyperboloide quantique pour K = R.

La sphére quantique via un plongement dans U, (sl(2)) :

Ici nous appliquons la construction de Lyubashenko-Sudbery avec notre coproduit Ag ;.
Nous nous inspirons de la construction de I’algebre sl(2)q dans I’article [LS]].

Définition :
Considérons I’algebre de Hopf (U, (sl(2)); Ag.1; 50,15 €).

Nous appelons action adjointe de Uy (sl(2)) sur Uy (sl(2)) I’action suivante (nous utilisons la notation de
Sweedler) :

VU,V € Uy(sl(2)): UpV =U VS (Us) avec Ag1 (U) =U; ® Us.
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Théoreme :

L’espace vectoriel sl(2), engendré dans I’algebre U, (sl(2)) par les générateurs :
sl(2)g = (X4 ; Xo s X-)

avec 0 oH
Xy=q¢q¢ X

Xo=¢*XY —-YX
X = q9+lq(9—1)HY

est fermé par rapport a I’action adjointe de U,(sl(2)) définie grace au coproduit Ag; et son antipode
associé Sy 1 et est par conséquent isomorphe a la représentation donnée par matrices.

Preuve :
Nous nous plagons dans Uy (sl(2)) munis du coproduit Ay ; et de son antipode associée Sp ;.
Grice a Ay et Sp 1, nous définissons une action adjointe sur Uy, (sl(2)).

Nous notons X = ¢?¢ X,

XX, =4 (X _g O x (-0H ) +Xq—9HXq(1—0)H)

9( Xq~ 9H+Xq—9H) Xq-0H

q
0

Nous notons Xy = —¢’Y > X .

Yo Xy =4 (q(lfe)Hq’gHX (—qw*l)HquH) + Yq*GHXq9H>
=q’ (—qQ(l_")Hq_eHXYqQH + q_QGYX)
=—q¢ " (XY - YX)

Nous avons donc : Xy = q2XY YX
Nous notons maintenant X_ = [2] Y > Xp.

YoXo=?(YX - XY)YPH + YV (XY -V X))

Donc :
(a—a Yo Xo=¢ (¢ —d") Y +Y (¢" —q) "
= (20 1Y — 2"V + @Y — ¢ 2 HY) O
= OV (2 )y
Dot &V b X = ¢ t1g0-DHY

2,
Nous avons donc X_ = ¢?+1¢0-DHY"
Nous vérifions facilement que nous avons bien :

HrX,=2X, HrXo=0 HrX_ =-2X_
Yo X_ =gt (Y (_q(aq)HquH) i Yq(eq)HquH) —0
XX =gt <q(29—1)HY (_q—GHXq(l—G)H> i Xq(9—1)HYq(1—9)H)
— ql—e ( 2Xy — YX) — ql—GXO
X Xo= @2 XY ( —0HXq(1—9)H) n q2X2Yq(1—0)H PPy X <7q—9HXq(1—9)H) _ XYXq(l_(’)H

= (X (XY -YX)+ (YX - XY)X)q (1-0)H

_qgeq—qu 2Xg" — ¢?XqH — HX+q*HX o
q—q

—¢ "M (¢+q ) X = —q9 2,X, =
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Remarque :

Ici nous avons en fait réalisé notre espace-vectoriel V comme sous-Uy(sl(2))-module de U, (si(2))
en posant :

V = sl(2),.

Représentation de SLj, ; (2) dans M), le module de Verma du groupe quantique U, (s((2))

Considérons notre sphere quantique A, ¢
Nous pouvons faire 1’identification suivante :

—¢*u=q’gb—by
—¢*v = (q2 + 1) (be — ¢b) + (q2 — 1) g*
— W = ¢*cg — ge

Nous considérons alors dans Uy (sl(2)) :

X, = qeq—eHX
Xo=¢XY -YX
X = q0+1q(€—1)HY

Avec I’identification g = Xy, b = X et ¢ = X_, nous pouvons avoir une représentation plus naturelle
de g,b et ¢ grice aux représentations habituelles de H; X; Y : (2.4.8)({2.4.9)(2.4.10).

Considérons un poids A € K que nous pouvons considérer comme la valeur propre de H associée au
vecteur propre ey et nous considérons désormais les représentations de SLj , dans notre module de
Verma M.

Nous avons donc les équations :

*XoX1 — X1 Xo = Cx[2], X
q[2), (X4 X = X_X4)+ (¢° = 1) X§ = Cx[2], Xo
X _Xo— XoX_ =Cy[2], X_

Avec C'y € K dépendant de la représentation que nous avons choisi. Ici :

Proposition :

C,\:(q4+1)ﬁ—q2[)\—1]

Preuve :

11 suffit de raisonner dans 1’une des équations du précédent systeéme sur la premiere composante non
nulle :

0t N = PP 121, ) - 10, N, 2], + ¢Pa P N

2 = 4 2
[2]g Cx P,
=q' N, — N1, 2], + [\,
Nous avons bien Cy = (¢* + 1) % — ¢\ - 1], [ |
q

Tous ces résultats nous permettent d’énoncer le théoréeme suivant :
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Théoreme :

Les représentations construites précédemment de SLp, 4 (2) et donc de Ly, 4 (2) sont covariantes par
rapport a I’action de Uy (s(2)).
De plus, notre représentation 5 de SLp,, (2) est finie si et seulement si :

A= [A], avec A €N

Nous en déduisons alors les représentation finies 7 de L, 4 (2).

Preuve :

La premicre partie du théoréme est établie dans ce qui précede.
En ce qui concerne la deuxieme partie du théoreme, il nous suffit d’utiliser ce que nous savons des
représentations de U, (sl(2)) pour conclure que SLj 4 (2) admet une représentation finie dans M) si et
seulement si A € N et que :

Les valeurs propres de L dans M)
SiTry(L)=0:
Nous considérons maintenant une représentation de SLp, , (2) dans M) :my.
Nous avons pu précédemment définir un caractere x de SLp 4 (2) a partir de la représentation 7y, en
procédant exactement de la méme maniére, nous pouvons définir un caractere x de SLp 4 (2).

Nous pouvons donc nous placer dans 1’algebre S E’g*q (2) et considérer les valeurs propres de L.
Nous définissons donc i1 (A) et p2 () tels que dans I'algebre SL3% (2)

L* — ¢ 'hL + ol = (L — iy (V) (L — p2 (V) .
Nous déterminons la premiere valeur propre de g en fonction de A :
A =¢* [\ .

Par conséquent : sachant que \ = ¢? (A, eth =Cy = (¢*+1) Py _ N 1], nous déduisons de

2],
(2.4.6) le théoréme suivant :

Théoréme :

Dans le cadre de la représentation 7y de SLp, 4 (2) dans I’espace M), les valeurs propres de L sont

w1 (M) et o (N) avec :
A

pi(A) = — ﬁ
A 2.4.11)
pa(N) =q 'h+ qﬁ

q

(11 () et g () sont bien stir définies a I’ordre pres.)
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SiTry(L) =X €K:

Nous nous plagons donc maintenant dans le cadre de ’algebre L, (2) quotienté par la relation
T’I“q (L) =X € K.

Proposition :

Les équations définissant SLj, , (2) sont déformées ainsi dans notre nouvelle algebre :
q4°gb — bg = [2], b
q[2], (be — cb) + (¢* — 1) g* = [2], g
gc— q*cg = — [2]qﬁc

Avec :

eho S

2],
Preuve :

Nous avons établis précédemment le systeme d’équations (2.1.2)), il nous suffit de remplacer [ par
AQ- |

Nous pouvons donc étendre le caractere x précédent défini sur Z (SLp, 4 (2)) al’ensemble Z (L 4 (2))
en un caractere x x, €n posant x x, (/) = A\g € K.

Nous travaillons donc dans I’algebre Ly, ,X**0 (2) et nous pouvons donc considérer les valeurs propres
de L.

Nous définissons donc ju1 (A; Ag) et pa (A; Ao) tels que dans I’algebre L, ,X* o (2)

L? — (q_Qa +d+ q_lh) L+ (ad — bec — q_lCa2 + hq_la) I=(L—p1 (M) (L= p2 (A N)).
Théoreme :

Dans le cadre de la représentation dans I’espace M) de SLp, 4 (2), si nous imposons la relation
Trq (L) = Ao, les valeurs propres de L sont ju1 (A; Ag) et pa (A; Ag) avec :

1 (A5 Xo) = )\0_[2](1[)\]‘]
q N - 2.4.12)
. _ —1 q
p2 (A; o) = ¢ ﬁ+qm + @)\0

(111 (A3 No) et o (A; A) sont bien siir définies a I’ordre pres.)

Preuve :
Nous avons :
2171 N + [2]71 b ~ A
[ B do+ 2] g | Lo ) =B g
c 2], A —1[2], ¢y 2],
Nous avons :
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Nous en déduisons alors les deux racines de 1’équation de Cayley-Hamilton (2.4.12) grace a (2.4.6) en
prenant garde d’utiliser / a la place de A. ]

Remarque 1 :

Nous pouvions démontrer ce théoréme grace a I’équation de Cayley-Hamilton (2.2.2)).
Nous pouvons donc reformuler 1’équation de Cayley-Hamilton ainsi :

L2~ (¢" 20+ a7 h) L+[2) " (07221, A3+ C 21, D, o — 2 120, N + g Mo = BI],) T =0,
Nous démontrons ensuite que :

p1 (A5 0) + p2 (A o) =q Ao+ q 'R

i1 (5 ho) x iz (5 o) = 21 (072 (2177 08 + 121, P, do — ¢ 21 N2 + Mo — B ), )

Remarque 2 :

Nous pouvons faire un lien avec les formules (2.4.). Il nous suffit de remarquer que :
X (1) = Ao nous impose la relation g\ + ¢X2 = )o si nous utilisons les notations de .
De méme g (eg) = Aeg qui nous impose la relation (A; — A\2) eg = ¢ [\, €o-
Nous en déduisons le systéme suivant :

g "M+ gh = X
A — A2 = ¢ [Al,
Nous déduisons alors des formules (2.4.1) les formules (2.4.12)).

243 Lecas L, (1]1)
Les modules de Verma de L, ; (1|1)

Ce que nous avons dit sur les modules de Verma de I’algebre Ly, (2) reste valable pour 1’algebre
L}, q (1/1). Néanmoins dans ce dernier cas, ces modules de Verma sont de dimension finie (notamment 2)
car la suite 1,b, b2, b3, ... dégénére dés le troisieme terme. (On peut naturellement dire la méme chose
pour la suite 1, ¢, 2,e3,..0).

Aussi si notre algebre H ne différe pas de I’exemple précédent, désormais nous avons :

Ny =(1,b) et N_=(1,c).
Nous en déduisons alors pour un X € H* = K2 fixé la définition d’un L}, 4 (1|1)-module de Verma :
M5 = Lng (11) ®5, ap) K5
Nous pouvons également considérer notre module de Verma en tant que représentation :
75 Lhg (1]1) — End (M) .

Nous notons toujours eg le vecteur de plus haut poids A
Comme auparavant nous introduisons une représentation de B4 (1|1) = H ® N par :

75 (a) (e0) = A1eo; 75 (d) (e0) = Azep.
Théoreme :
Soit W I"espace vectoriel de dimension 2 engendré par les deux vecteurs eq et e; = 75 (c) (eo).

Dans notre base (eo; e1), nous pouvons considérer 75 (a), w5 (b), 75 (c) et 75 (d) comme des matrices
de taille 2 x 2 avec :

m@=( 0 o )@=
A 0 ¢\ —qh ) "X 0 qlA+X2—qh

wx(b):<8 g) wx(c):@ 8) avee b= ¢ (Ch — 1) (A1 — o)
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Preuve :

NOI.JS allons simplifier la notation de cette démonstration en notant 75 (a), 5 (b), 75 (c), 75 (d)
respectivement a; b; c; d.
Il nous suffit de vérifier que les équations (2.1.4) sont vérifiées avec cette représentation.

1. Les équations b? = ¢?> = 0 et ad = da sont trivialement vérifiées.

2. Montrons que 1’équation qab — ¢~ 'ba = hb est vérifiée.

(qab — q_lba) (eg) = qab (eg) — q tha (eg) = —¢ " \b (eg) =0 = hb(ep)
(qab — q_lba) (e1) = qab(e1) — q_lba (e1)

= gba (eo) — ¢~ (¢*M1 — qh) b(e1)

=b(gA\1 — gM + h) eg = hbeg = hb (e1)

1

3. Montrons que 1’équation gca — ¢~ ac = hc est vérifiée.

(¢ea — q~'ac) (e0) = gea (eo) — g~ ac (o)

= ghic(e0) —q a(er)
= (g1 — g\1 + h) e1 = hey = he(ep)
(gea — q_lac) (e1) = gea (e1) — ¢ tac(e1) = 0 = hic(eq)

4. Montrons que I’équation geb + g~ tbe = (Ca — h) (a — d) est vérifiée.

(geb + g 7"be) (e0) = g "beo = (CA1 — ) (M — A2) e = (Ca — h) (a — d) (eo)
(gcb + q7be) (e1) = gber = ¢* (C\ — h) (A1 — A2) ex

(qCa—h) (a—d) (e1) = (g¢a — h) (¢°A1 — gh — qCA\1 — A2 + qh)
= (qCa —R) (A1 — A2) e1)
= (M —X2) (°¢ —gCh— h) e
=¢* (CM—h) (M — o) e

Donc (gcb + g~ 1be) (e1) = (gCa — h) (a — d) (eq).
5. Montrons que I’équation ¢~ ! (bd — db) = (Ca — k) b est vérifiée.

! (bd — db) (e0) = 0 = (Ca — h) b(eo)
1 (bd — db) (e1) = ¢ 'bd (e1) — g~ *db (ey)
=g (gCM + A2 — qh) eo — ¢ TbAseo
=b(CA — h)eg
= (Ca—h)b(e1)

6. Montrons que I’équation ¢~* (dc — cd) = ¢ ((a — h) est vérifiée.

g~ (de — cd) (eg) = q'de (e0) — ¢ "ed (o)
=q 'd(e1) — g "Aac(eo)
=(M+g N —h—qg\)e
= (CA1—h)er
= (c(Ca — h)) (eo)
g (de —cd) (e1) = 0 = (c(Ca — h)) (e1)

Nous avons démontré que toutes les équations (2.1.4)) sont vérifiées. [ ]

Comme auparavant nous pouvons montrer que les images des éléments centraux sont scalaires dans
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notre module de Verma. Donc notre représentation 75 : Lpq (1[1) — End (MX) définit un caractere
X 7 (Lng (1) — K.

Nous nous intéressons toujours au probleme du lien entre les racines p et v de 1’équation de Cayley-
Hamilton et le plus haut poids (A1; \2).

Théoreme :

Dans le cadre de notre représentation, si nous considérons son caractere associé :

x: Z(End(W)) — K

Ald — A
Dans I’algebre Ly, 4 (1]1)* [1] :
p=q"\1 —qh 2.4.1%)
V= M\ o

Preuve :

Nous étendons sans difficulté notre représentation en dimension 2 de Lp 4 (1|1) & Lpq (1[1) [1].
Dans Ialgebre Ly, , (1/1)X [{], nous avons :

pw=a-+lbc= (q2/\1 — qh) 1d.

Donc 1 = ¢*A\y — gh dans algebre Ly (1]1)* [1].
De méme :
v=d—lcb = \Id.

Donc v = Ay dans I'algébre Ly 4 (1]1)X [1] . |






Chapitre 3

Modeles dynamiques Non Commutatifs
avec symétries quantiques

Nous avons maintenant une bonne connaissance des algebres Ly, (2) et SLp 4 (2), et nous pouvons
définir des modeles dynamiques non commutatifs (qui sont la déformation de certains modeles dyna-
miques classiques) dont I’espace des phases n’est autre que 1’espace de g-Minkowski £, (2) ou son
quotient SL, (2).

3.1 Modéeles dynamiques non commutatifs
dans un champ a force central

3.1.1 Généralisation des intégrales de mouvement

Considérons pour commencer un point matériel 7 = (z;y; z) € R? se déplagant dans un champ 2 force
central. Dans le cadre de la mécanique classique, son mouvement est défini par le systeme différentiel :

T =—Tf(r), (3.1.1)

avec r = || 7| = /22 + y% + 22 la composante radiale, f étant une fonction lisse pour 7 > 0 et
les points correspondant comme d’habitude a la dérivation par rapport au temps ¢ € R, autrement dit
=47,

Nous pouvons réécrire ce systeme grace a la matrice suivante :

I— T Y +iz
C\y—iz —=u '

Cette matrice vérifie la formule de Cayley-Hamilton :
L= (2 +y°+2%) 1 =0.

Nous en déduisons que les valeurs propres de L sont 7. Nous pouvons alors réécrire le systeme

différentiel précédent de cette maniere : )
b=-Lfr)

Notre objectif immédiat est de généraliser le systeme précédent a mREA. Nous allons considérer séparément
deux situations, Ly, 4 (2) d’un coté et SLp, 4 (2) de ’autre. En considérant le cas SLp 4 (2), nous impo-
sons exactement la méme équation que précédemment, mais cette fois L est la matrice permettant de

définir mREA et r est remplacé par p = %LQ) (On remarquera que dans le cas classique, i.e. ¢ = 1

et i = 0, nous avons p = r.) L’analogue quantique de I’équation (3.1.1) est donc :

L=—Lf(p) (3.1.2)

Si nous considérons le cas Lp, 4 (2), nous imposons une équation plus générale :
L =—Lf (p1; p2) (3.13)

71
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ou y11 et ug sont les valeurs propres de la matrice L et f est une fonction symétrique par rapport aux va-
leurs propres ;. Aussi, nous considérons les coefficients de la matrice L (autrement dit a, b, c, d) et les
variables numériques i1 et o en tant que variables dynamiques dépendant du temps ¢t € R. Néanmoins,
elles ne sont pas indépendantes les unes des autres, puisque liées par 1I’équation de Cayley-Hamilton.
Nous pouvons remarquer que et sont invariantes pour toute action de U, (sl(2)) qui agit
sur L de la méme maniere que sur L et de telle sorte que les valeurs propres p; sont invariantes.

Théoreme :

Dans le cas SLj 4 (2), I’équation (3.1.2) posseéde une intégrale de mouvement appelée énergie :

Tr LQ T L2 !
E—QE >+U(p) avec p = TQQ( ) U;p)

Preuve :

Dérivons E :

T (m v m) U ()

E= . + = T (LL+ k)
) _f(p)TrquL+LL> N U;(pp)TTq (i0+1i)

—f(p)) Tr, (LL+LL’) —0 m

Théoreme :

Supposons que dans le cas Ly, ; (2) dans le cadre de 1’équation (3.1.3) :

I (s p2) = (Trg (L7)) -

Alors I’équation (3.1.3)) possede une intégrale de mouvement appelée énergie :

EZW*‘U(M;W)

avec U telle que :

F ; F (Tr, (L?
U (p1; p2) = (g('ljll’w)) = ( Ti( ) ou F' estune primitive de ).

Preuve :

Dérivons E :

o Tr, (Li + LL)

+ Uy, (15 ) pin + U, (pas p2) iz

Try (LL+ LL)
= —f (u1; p2) I + U, (p1s pi2) pin + U, (s pia) fiz

Nous savons d’apres le chapitre 2 que :

—1 -1

qu1—q 2 —h qu2 —q 1 —h

Trq (L?) = g (p1; p2) = 11} + 15 :
M1 — U2 H2 — U1
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Nous en déduisons donc que :
Tr, (LL + LL) = g}, (s p2) fi1 + g, (pa; p2) fis.
Nous déduisons de I’équation précédente que E = 0 si et seulement si :
fg;“ = 4UL1 et fgL2 = 4U/;2.

N PR / / 21 .
Nous savons d’apres le théoreme de Schwarz que (U ;/u) = (U ! ) . Nous en déduisons donc que U
12 K2/ g
existe si et seulement si :

r N\ 7 \/ ! N e 7 \/
(fgm)uz - (fguz),ﬂ = fuzgul +f (gm)m - fmg,uz +f (guz)m :
Ceci équivaut grace au théoreme de Schwarz a :
Y T |
fuggp,l - fulgug'
Nous en déduisons finalement que U existe si et seulement si :

f (s p2) = ¥ (g (pas p2)) -

Et nous achevons ainsi facilement la démonstration du théoréme. [ ]
Dans le cas classique, nous connaissons d’autres intégrales de mouvement de 1’équation @G.ILI).ny
a les trois composantes du vecteur M=7 AT ouA symbolise le produit vectoriel. En supposant que
M est vertical, nous pouvons démontrer que le point matériel se déplace dans le plan d’équation z = 0.
Ainsi, en considérant les coordonnées polaires de notre point matériel (r; ¢) dans ce plan, la quantité
r2¢ est une intégrale de mouvement.
Nous ne connaissons pas d’analogue non commutatif du vecteur ]\_4) , néanmoins, nous allons proposer un
analogue de la derniére intégrale de mouvement.

Théoreme :

Dans les deux cas L, 4 (2) et SLp 4 (2), la quantité ci-dessous est une intégrale de mouvement :

(7ry (2L +LL)) ’ |

G = (Tr, (£2)) (Try (12)) - .

Preuve :

Dérivons G :

G =Try (LL+ LE) Try (L) + T (£2) Try (LL + LL)
— %Trq (LL + LL) <Trq <2LL) +Try (l':/L + LL))

Nous démontrons alors facilement grace a I’équation di ou li que G = 0. ]

Il nous reste néanmoins a vérifier que G est effectivement une généralisation de 1’intégrale de mou-
vement classique 72¢.

Proposition :

Considérons pour cela G dans le cas particulier ou s = 0 et ¢ = 1. Nous supposons naturellement
de plus que notre point matériel évolue dans le plan d’équation z = 0. Nous avons alors les égalités :

Try (L2) = 2% Try (£2) =2 (72 +7%6%);  Try (LL+LL) = 4.



3.1. MODELES DYNAMIQUES NON COMMUTATIFS
DANS UN CHAMP A FORCE CENTRAL 74

Preuve :

Try (L) =2 + 2 + 22+ 2 + 2 + 22 =2 (2 + 4% + 2%) = 202
Try (£2) =2 (8 + 7?)

2 ((fcos (@) — ropsin () + (7sin (p) + ropcos (@))2)
=2 (i* +1°¢?)
Tr, (LL n LL) = dzi + dyy
= 4rcos () (Tcos (@) — ¢sin (p)) + 4rsin (@) (Fsin (p) + pcos (¢))
= 4ry (0082 (@) + sin? (go)) =4rr N
Nous en déduisons alors :

16 22
G =27 + %% 2r? = =2 = g,

Par conséquent dans le cas commutatif, G’ est une constante revient a dire que 4r*¢(? est constante ce qui
équivaut 2 72 est constante si nous passons a la racine.
Nous retrouvons donc bien notre intégrale de mouvement classique.

Considérons a nouveau la généralisation non commutative dans le cas Lp, 4 (2).
G étant une constante, nous avons 1’égalité :

¢ (rro(ri+ir)) i

Ty (L2> T Tr (1) 4Tr, (1P

Mais alors, si nous prenons en compte 1’énergie E :

¢ (rra(riein)) p(r, )
S AT, (5 T 16Tr, (1) 4 '

En posant y = T'r, (LQ), alors y = T'ry (LL + LL) nous obtenons une équation différentielle en y, a

savoir : Y

G+

AF = 4
Y

De la méme maniére que dans le cas classique, nous pouvons résoudre cette équation et ainsi calculer
y (t). Ensuite en déterminant y%, nous trouvons un analogue non commutatif a 2.

+ F(y). (3.1.4)

3.1.2 Deux cas particuliers de modeles non commutatifs

Nous allons étudier dans ce paragraphe deux cas particuliers importants de modeles non commutatifs.
Le premier est une version non commutative du modele de Kepler. Dans le cas classique, il est défini
griace a I’équation avec f(r) = T% Aussi U (r) = _Tk Nous connaissons dans ce cas précis,
d’autres intégrales de mouvement spécifiques a ces dynamiques, a savoir les composantes du vecteur de
Runge-Lenz (parfois appelé vecteur de Laplace-Runge-Lenz) :

E=7AM-FU@)=7A(TAT)=FU@).

—

Bien que nous ne connaissions pas d’analogue non commutatif au vecteur M, nous allons pouvoir
—

déterminer un analogue non commutatif au vecteur K, et cela grace a la formule suivante :

TANYNZD) =79 (T.Z)-Z(Z.%).
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Nous pouvons alors réécrire la définition du vecteur de Runge-Lenz ainsi :
K=7(r7r)=7(7.7)=7U(r).

Nous en arrivons a notre analogue non commutatif du vecteur de Runge-Lenz, en réécrivant cette formule
avec des matrices et en la généralisant avec I’algebre mREA L, (2) :

Théoreme :
La matrice (dite de Runge-Lenz) :

LTrq (LL + LL) LTr, (LQ) Tr, (L?)
4 B 2 2

K =
2

— LU (p) avec p=

est une intégrale de mouvement des équations ti siU(p) = =% et f(p) = % avec k € Kun
nombre fixé.

Preuve :

Dérivons la matrice K :

Lt (Lr+ LL) LT, (£2) f) it (17) LT (£2)
1 2 2 2
p)LTry (LL+LL) LU (p) Try (LL+ LL)
5 — LU (p) - 1
=0 f(p)L-Ul(p)L
=—L(Up)+p*f(p) =0
car f (p) = K5 etU (p) = =£. u

Considerons le cas Lp,4(2) en posant ¢» = 0 (nous choisissons /' = 0 comme primitive de ).
Dans ce cas précis, les dynamiques sur mREA sont modélisées par 1I’équation L = 0. Ce qui implique

I’équation T'r, (L = 0. Autrement dit, 7', (L) est une fonction affine en ¢ :
Trq (L) = ant + a. Considérons alors 1’équation (3.1.4). Sachant que F' (y) = 0, nous avons :

= /16Ey — 4G

Or sachant que [ \/7 = vvay+ [ = §t + w, toute solution de I’équation précédente est un
polyndme de degré 2 ent :
y = Bot” + Bit + Bo

Nous pouvons naturellement exprimer les coefficient de notre trindme en fonction des quantités E et G,
mais nous n’en avons pas besoin.

Nous avons établi dans le chapitre précédent 1’expression de la trace quantique d’une puissance de L en
fonction de ses racines. Nous en déduisons le systeme d’équation :

q(p1 + p2) —h=oqt + ap
q (pf + p3) + Cuaps — h (1 + po +2) = Bot® + Bit + Bo

Nous résolvons facilement ce systéme, ce qui nous permet de déterminer une expression des racines fi;
et uo. La voici :
q ' (ait + aot + h) £ \/A(t)

2

p12 =

ou A(t) est un trindme en t.
Le lemme suivant se vérifie facilement :
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Lemme :

Pour tout trindme A(t), le polyndme A2 — 2A A est constant.
(Cette constante étant égale au discriminant du polynéme A(t).)

Grace a ce lemme, nous démontrons le théoreme :

Théoreme :

Les valeurs propres de L vérifient le systeme d’équations de Calogero-Moser :

ﬂl = Q 3 /j'2 = ig Q e K.
(H2 — 1) (H2 — 1)
Preuve :
q ! (a1t + aot + h) £ \/A(t)
H12 = .
2
Nous en déduisons que :
1. _1
g = € = ZA(E) ()2
ste 1. -1
fuz =C £ A1) (A1) 2
1. _ _1
jina = FSA20) (A()7F £ LA (A@0)
1 . .
= = (A1) 2 (—A2(0) +2440))
Nous avons donc bien :
. +Q 1/ .5 .
fiig=——"—=avec Q=—<(A"—244)(t)eK. ®
(1 — p2)’ 8 ( )

Revenons au cas classique. En premier lieu, soulignons le fait que ce théoréme est valable pour n’importe
quel cas particulier de mREA (aussi bien ¢ = 1 ou 2 = 0 que les deux a la fois). Aussi, le cas classique
est un cas particulier de notre résultat général. Deuxiemement, nous ne réduisons pas notre matrice L
a une matrice diagonale grace a une matrice de passage (qui n’existe en général pas). Cela ne nous
empéche pas d’arriver a un résultat trés similaire au cas classique (cf. [DMV])).

3.1.3 Modeles non commutatifs dans un espace temps doté d’une métrique admettant
une symétrie sphérique

Nous allons introduire dans ce paragraphe des analogues non commutatifs de dynamiques dans un espace
temps courbé sachant que sa métrique admet une symétrie sphérique. Plus précisément, nous raisonnons
avec la métrique :

ds® = go (1) dx% -0 (r)dr2 — r2d0?

ou xg = ct, t étant la variable temps, c étant la vitesse de la lumigre, gg, g1 sont des fonctions dont la
variable radiale est r = /22 4 y2 + 22 parfaitement définies et lisses pour 7 > 79 > 0.

De plus, dQ? = cos? (0) dp? + d? est 1a forme d’aire sur la sphere unité, sachant que nous utilisons les
coordonnées sphériques usuelles (7; 6; ¢) qui vérifient les égalités :

x=x1 =rcos(0)cos(¢), y=uxz2=rcos(f)sin(p), z=mx3=rsin(0).
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Remarque :

Un cas particulier de notre métrique définie de manicre générale est la métrique de Schwarzschild
qui est solution de 1’équation d’Einstein dans le vide. Voici I’expression de cette métrique :
2GM 1
ds® = <1 — > dad — 17(17“2 — r2dQ2.
r —

2GM
rc2

— 2GM _ 1 . .

Dans ce cas précis nous avons go(r) = 1 — =55 et g1(r) = To2agr qui sont lisses pour r > 7o > 0 avec
e

O =V 2GM.

Nous allons exprimer notre métrique avec des coordonnées cartésiennes en utilisant les relations :

xdx + ydy + zdz
. :

r2dQ% + dr? = do® + dy? + d2?, dr =
Nous avons donc :
ds® = g(r)dad — f(r) (vdx + ydy + zdz)* — (da® + dy? + d2?) .

-1
avec g(r) = go(r), f(r) = 201,
Nous en déduisons la proposition suivante en considérant I’action | ds? :

Proposition :
Les équations d’Euler-Lagrange prennent la forme :
— (g(r)i0)

2

11 T .
H—*f ijxj xi+f(r Z:): xit+f(r Zx]xj xz—l—fﬁ 2-0,i=1,2,3

sachant que 7 est le temps propre et les points symbolisent la dérivation par rapport a cette variable.

Preuve :

Le lagrangien que nous considérons est le suivant :
L (wi; a5 7) = g(r)ig — f(r) (xd +yj + 22)° — (3% + 9> + 7).

Nous avons alors I’équation d’Euler-Lagrange suivante :

d (0 oL d
d7-<8a':0>_8:1:0 O(:)d (29(r)i0) =0
d

&= (9(r)do) =0

dr
De méme :
d (0\ OL d o Nogr) o S
<a$>_&C_0<:>d7_(0—2f(r)(a:m+yy+zz)x—2x)—rmx0+r(xx+yy+zz) x
+2f(r) (2 +yy +22)c+0=0
!
@inr)(xm'+yy+zz)2x2f(7“)3:((5v2+y'2+,é2)+(x:i+yjj+z£))

(v +yy + 22)°

—2f(r)(x¢+yy+zz)¢—2j_%” f’()

+2f(r)(zz +yy+22) =0

i+ ;Jc;{’")(x¢+yy+zz)2x+f(r) (#° 4+ 9%+ 2°) & + f(r) (wi +yii + 25)

Lg'(r) .
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Nous en déduisons par symétrie pour =,y et z en notant 1 = x, y = 2 et z = x3 les trois formules :
2

. 1f
xz+§f

r . . . 1g'(r) . .
(r) Zfﬂjxj zi+f(r) Zx? i+ f(r) ijxj mi+2gfn)xix3 =0, i=1,2,3.
J J J

r

Nous déduisons facilement de la premiere équation que g(r)io = C. Cette équation nous permet de
relier le temps ¢, le temps propres 7 et la composante radiale 7. Nous déterminons z( et nous 1’injectons
dans la seconde équation de notre proposition et nous obtenons la formule :

2

T; + h(T’) Zl‘jfbj + f(r) Z‘/L‘jij + k(T) z; =0, 1=1,2,3
J J

avec |

Nous avons démontré la proposition :
Proposition :

Le systeme différentiel décrivant notre dynamique est :

P=- (h(r)((ri).)Q BTy Gl k:(r)) L.

Jusqu‘a maintenant les coefficients de L sont commutatifs. Néanmoins, nous pouvons facilement généraliser
I’équation précédente au cas non commutatifs. En nous plagant dans le cadre de I’algebre SLp, 4 (2), nous
avons alors 1’équation :

2\ -\ 2 2\ -
p=- (h (n) ((”4)) +£(p) (pQ) + k(p)) L. (3.1.5)

Proposition :

Le systeme différentiel (3.1.5)) admet pour intégrale de mouvement :

(7ry (LL+LL)) ’

G = (Tr, (£2)) (Try (12)) - y

Preuve :

Dérivons G :

G =Tr, (JjL + Li) Try (L2) + Tr, (L2> Tr, (LL + LL)

= 5Trg (LL+ LL) (Try (20L) +Try (EL+ LL))
Nous démontrons alors facilement grace a 1’équation 1} que G = 0. ]
Conjecture :

La quantité :

. . 2
(Trq (LL+LL)) T i2
16 2

E=g(p)ig— f(p)

est une intégrale de mouvement pour 1’équation (3.1.5).
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3.2 Champs de vecteurs tressés

3.2.1 L’ensemble des champs de vecteurs sur la sphere classique

Nous travaillons sur la sphére S? pouvant étre vu comme une sous-variété affine algébrique de R? définie
par I’équation :

? +y? 42 =17

r étant le rayon de notre sphére. Nous définissons également 1’ensemble des polyndmes sur S? comme
étant :

R[S*] =R [R?] /(a® +¢* + 2% —r?).
Toutes les fonctions que nous utiliserons par la suite seront implicitement des éléments de cet en-
semble.

Par la suite nous regardons la complexification S(% de cette sphere et les anneaux des fonctions
polynomiales :

C[SE] =C[C®] /(a* +y* + 22 —1?).

Nous définissons ensuite trois champs de vecteurs X, Y et Z sur S? entiérement défini par les
actions de ces champs sur les trois fonction x, y et z de telles sorte que X, Y, Z engendrent 1’algebre de
Lie so (3).

Notamment nous posons :

Xpoax=0 Y>or=—2 Z>xr =y
Xpy==z Y>ry=0 Zp>y=—x
X>z=—y Ypz=2x Z>z=0

Nous en déduisons alors I’expression des trois champs de vecteurs X,Y et Z sur S? :

0 0
X=z——y—
z@y Y52

0 0
Y=0——2—
T

0 0

7 =y— —1r—
Yor x@y

Nous vérifions facilement que nous avons bien :

X(@+y*+22—r) =Y @+ +22 =) =Z (2> +y* + 22— %) =0.
Nous en déduisons donc que les opérateurs X, Y, Z sont bien définis sur I’algebre K [S 2] (iciK=R

ou C).

Les trois champs de vecteurs X, Y et Z sont appelés rotations infinitésimales autour de respective-
ment ’axe (Ox), (Oy) et (Oz).

Nous constatons I’égalité :

X +yY +22=0.

Si nous notons A = K [S 2] , nous pouvons considérer 1’ensemble des champs de vecteurs sur S? que
nous notons Vect (52) comme étant un quotient de .A modules. Il est énoncé comme suit :

Vect (S%) = {aX + BY +7Z} [ (X +yY + 2Z)

ot , B,v € Aet (X +yY +27Z) = {p(xX +yY + 2Z)|p € A} est le A-module engendré par
xX +yY +z2Z7.



3.2. CHAMPS DE VECTEURS TRESSES 80

Nous avons donc :

Vect (S?) = A% /M
ou M est A-module engendré par X + yY + 2Z. Vect (52) est donc un A-module a gauche.

Vect (5?) est projectif

Il est connu que quel que soit la variété algébrique affine réguliere S, Vect (S) est un K [S]-module
projectif.

Ici nous avons une suite exacte de A-modules. Elle est formulée comme suit :

0— M — A% — AP /M — 0.

Pour montrer que le .A-module Vect (S 2) est projectif, il nous suffit de démontrer que le projecteur
A®3 — A3 /M admet une section globale.

Pour cela, nous observons que :
A@?) - M D M
avec M = Im(e) et M = Im(Id — e), e étant un projecteur :

e: A% — M.

En fait, il suffit de considérer le projecteur e avec :

¢ Ty TZ

1
6(04,5,7)=72(a B yv)| oy v* zz
Tz Yz 2

Nous utilisons le fait que :

¢ Y T2 T
Ty y2 Tz = Y (acyz)
rz yz 22 z
Et:
1 (7 v 1 (" 24y2 427
Sl GG =gy () (e w5
z z z
xT
=5 |v|(z vy =)
V4

2

Nous avons donc bien e“ = e ce qui prouve que € est un projecteur.

Il nous reste a démontrer que e est surjectif sur M. Pour cela il suffit de voir que :

e(a,B,7) = (ax + By +vz2) (v,y, 2) .

Aussi, pour n’importe quelle fonction ¢ € K [52}, nous pouvons considérer I’antécédent par e de
¢ (x,y, z) suivant :

(o; B57) = Tig (¢x; dy; Pz) .

Ceci démontre que e est surjectif.
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Nous avons donc démontré que Vect (S 2) est un module projectif.
Il n’est pas possible d’établir une déformation satisfaisante de S? tout en restant dans le corps R. Aussi
préférons-nous travailler sur 1I’hyperboloide.

3.2.2 DP’ensemble des champs de vecteurs sur I’hyperboloide classique
Définition :
Nous travaillons sur I’hyperboloide H pouvant étre vue comme une sous-variété de
V = (u;v;w) = R3 définie par I’équation :
v? + duw = p2

p étant une constante non nulle (notons que si p € R, H est une hyperboloide a une nappe et si p € iR C
C, 'H est une hyperboloide a deux nappes). Nous définissons également 1’ensemble des polyndmes sur
‘H comme étant :

R[H] =R [R?] / (v* + duw — p°).
Toutes les fonctions que nous utiliserons par la suite seront implicitement des éléments de cet en-

semble.

Par la suite nous regardons la complexification H¢ de cette hyperboloide et les anneaux des fonctions
polynomiales :
C[Hc] = C[C¥] /(v + duw — p*).

Nous définissons ensuite trois champs de vecteurs U, V' et W sur ‘H entierement définis par les ac-
tions de ces champs sur les trois fonctions w, v et w. Nous voulons en effet que U, V, W engendrent
’algebre de Lie si(2).

Nous posons :

Ubu=0 Vi>u=2u Wpu=—v
Urv=-2u Vev=0 Weov=2w
Ubw=wv Viow=—-2w Wpow=20

Nous en déduisons alors 1’expression des trois champs de vecteurs U, V et W sur 'H :

0 0
U= 2, "%
0 0
Vi=2ug, — 25,
0 0
W= v, T2,

Nous vérifions facilement que nous avons bien :

U(v2+4uw—p2) :V(v2+4uw—p2) :W(v2+4uw—p2) =0.

Nous en déduisons donc que les opérateurs U, V, W sont bien définis sur 1’algebre K [H].
Les trois champs de vecteurs U, V' et W sont appelés rotations hyperboliques infinitésimales.
Nous constatons I’égalité :

2uW + oV + 2wU = 0.

Si nous notons A = K [H], nous avons :
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Vect(H) = {aU + BV + W} / 2uW + oV + 2wU)

avec a, 8,7 € A. Par conséquent :

Vect (H) =2 A3 /M
ou M est le A-module engendré par 2uW + vV + 2wU. Vect (H) est donc un .A-module a gauche.

Vect (H) est projectif
Ici nous avons une suite exacte de .A-modules. Elle est formulée comme suit :

0— M — A% — AP /M — 0.

Pour montrer que le .A-module Vect (S 2) est projectif, il nous suffit de démontrer que le projecteur
A®P3 — AP3 /M admet une section.

Pour cela, nous observons que :

A@3:M®M

avec M = I'm(e) et M = Im(Id — e), e étant un projecteur :

e: A9 — M.

En fait, il suffit de considérer le projecteur e avec :

Quw  uv  2u?

1
e(a,ﬁ,'y):?(a Ié; 7) 2w v?  2uv

2w? vw 2uw

Nous utilisons le fait que :

Quw  wv  2u? U
Quw v 2uw = v (Qw v 2u)
w2 vw 2uw
Et:
U U U 9
i4 v (2wv2u) v (2wv2u):i2 v <v+24mu>(2wv2u)
P w w P w 4
1 U
—— | v ( 2w v 2u )
P\ L,

2

Nous avons donc bien e = e ce qui prouve que € est un projecteur.

Il nous reste a démontrer que e est surjectif sur /. Pour cela il suffit de voir que :

e(a, B,7) = (au+ pv +yw) (2w, v, 2u)

Aussi, pour n’importe quelle fonction ¢ € K|[H], nous pouvons considérer I’antécédent par e de
¢ (2w, v, 2u) suivant :

1
(a;B57) = e ($2w; dv; P2u) .
Ceci démontre que e est surjectif.

Nous avons donc démontré que Vect (H) est un module projectif.
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3.2.3 Analogue tressé de I’algebre de Lie s/(2)

Nous voulons maintenant définir des analogues de champs de vecteurs sur notre hyperboloide quantique.

Nous travaillons pour cela sur sur le U,(sl(2))-module V = (u; v; w).
Nous savons déja que V2 admet une structure de U, (sl(2))-module de dimension 9 telle que :

V=VeoWhaol,
les différents espaces Vj, V1 et Vo ayant été décrits dans le chapitre précédent.
Définition :
Le crochet de Lie tressé de sl(2) est I’opérateur :
[, ], Ve Vv
qui commute avec I’action de Ug(sl(2)).

Ce qui nous amene naturellement a la proposition suivante :

Proposition :

Jr e Ktel que:
L[, Vo=1,1,Va=0
2. [, ], (g% —vu) = —7u
1oy (a7 2], (ww — wu) + (1= g72) 0?) =70

11, (g 20w +wv) = Tw
Par la suite, nous supposons que 7 # 0.

Proposition :

Nous en déduisons la table de commutation de [, ], :

[w;ul, =0, [u;v], = —¢*Mu, [u;w], = =—v

T,

[v;u]q = ¢*Mu, [v;v]q = ¢ (q2 — 1) Mo, [v;w}q = —¢*Mw

q

3
M
[w;u]q = _Wv, [’LU;’U]q = q4Mw, [w;w]q =0
q
si nous notons M = (1 + q4)_1 T.
Preuve :
Par définition :
[ ] (“2) =0l (uv + q_2W) =[], (unw +q 2wu — U2) =0
[, ], (Uw~|—q_2wv) =11, (wQ) =0
[,L(¢4ﬁbuw+v2+qphwu):o

[, ]q (q_qu - UU) =-7u; [, ]q <q_1 [2}6, (uw — wu) + (1 - q_2) UQ) =7Tv; [, ]q (—q_QUw + wv) =TW
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11 vient donc facilement :

[u; u], = [w;w], = 0.
Nous en déduisons aussi que :
[ws vl = —q’ [v5ul, et g’ [u;v], — [viu], = —Tu.
Et par conséquent :
(@ +¢7%) [w 0], = —7u & [usv], = —¢*Mueet [v;u], = —¢” [u;v], = ¢"Mu.
De méme :
[vi wl, = —¢7% [wi o], et g’ [v;w], — [wiv], = —Tw.
Donc :
(¢ +q7%) i), = —Tw & [v;0], = —¢*Mwet [w;v], = —¢* [v;u], = ¢"Mw.
Nous savons que :
71 . . . .
g [2] [uw]y + [v0], + 2], [wiu], =0
q2 [u; w]q + q—2 [w;u]q — [v; U}q =0

Si nous additionnons ces deux équations, nous obtenons 1’équation :
(a7 2, + ) [wswl, = = (~al2], + a72)) [wiul, & (@ +1+¢72) fuswl, = = (¢ +1+¢7) [wiul,.

Nous avons donc [u; w], = — [w;u], et [v;v], = (¢ — ¢72) [u; w]
Nous en déduisons alors I’équation :

q

2¢ 2], [w;w], + (1= ¢ %) (¢ — ¢72) [w; w], = 7.
Au final nous avons :
3M q3M

[u;w], = —wv, [w;u], =———wv, [v;v]

q B = ¢ (q2—1) Mv. n

q

3.2.4 Définition des champs de vecteurs tressés sur I’hyperboloide quantique

Nous considérons u, v, w comme €étant les générateurs de 1'algebre A . Nous allons définir les g-
analogues U?, V4, W1 des rotations hyperboliques infinitésimales U, V, W.

Définition :
Commengons par définir U9, V4, W9 sur V.

vui: V — A%

w
=2
s

ve: ' V. — V¥V
z — [v;2],

wi: V. — v
z — |w; 2]

Remarque :

Pour ¢ = 1 et 7 = 4, nous retrouvons nos rotations hyperboliques infinitésimales classiques U, V, W.
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Proposition :
Sur V. C Af . I'égalité suivante est vérifiée :

g 2], uW 9 + oV + 2], wU? =0. (3.2.1)

Preuve :

11 suffit de vérifier cette relation sur les éléments u, v, w de notre algebre.

-1 Q]qu I(u) +oVi(u) + ¢ [2], wU(u)

2 2], ' Muv + ¢*Muu

—q
q4M (vu —q 2uv) =0
¢ 2], uW () +oV(v) +¢[2], qu(U)
=q 1[2]q 4Muw+q (> —1)M —q2l,q 2Muwu
=¢*M <q (uw — wu) + 1 —q~ )
q [2]qUWq( w) +oVi(w) + ¢ 2], wU(w)

= — ¢*Mvw + ¢* Mwo
=¢*M (—q_va + wv) =0 n

Théoreme :

Sur V. C Af , les égalités suivantes sont vérifiées :

q UV - VIU? = — kU1
q 21, UWI—WIUY) + (1 —q ) VP = VI (3.2.2)
q VIWT — WV = —gW1

avecn:M(q4—q2+1).

Preuve :
Commencons par démontrer 1’égalité :
q 2UWVI - VIU? = —kUY,
11 suffit de vérifier cette relation sur les éléments u, v, w de notre algebre.

(¢2UWVT - VIUY) (u) =
(¢ UV - VIU9) (v) =

(q—2quq Vqu —

Nous démontrons maintenant 1’égalité :
g 2], UWI—WIUY) + (1 - ¢ %) VP = kVI.

11 suffit de vérifier cette relation sur les éléments u, v, w de notre algebre.



3.2. CHAMPS DE VECTEURS TRESSES 86

(q_l [Q}q (UIWe —WwiU1) + (l - q_Q) Vq2> (u) = (q4Mu) (M (l + (1 - q_2) q4))
=Viu)M (1+¢* — ¢*) = kV9(u)

(a7 2, W = WUt 4 (1= ) V) (0) = (¢ (¢ = 1) Mo) (M (¢ + (1 - 47) ¢ (¢~ 1))
=VIiw)M (¢" — ¢ +1) = kV(u)

(a7 21, @I — W)+ (1= ¢72) V) () = (~*Muw) (M (& — (1~ %) )
=VUu)M (¢" — ¢* + 1) = kV(u)

Démontrons I’égalité :
q AVIW -~ WV = — kW1,

11 suffit de vérifier cette relation sur les éléments u, v, w de notre algebre.

(7 2V =WV () = (= 21, * M) (M (¢ (1-47%) = ")
— W9(u)M (¢* =1 — q4) —kW(u)
(a7 2VIWT =WV (v) = (¢"Mw) (M (~¢"q"* +¢* (¢* — 1)))
=Wiw)M (-1 +¢* —¢ ) = —xWi(v)
(q2VIWT = WIV9) (w) =0 = —sWi(w) =

Remarque 1 :

Considérons 1’algebre enveloppante (UY; V'9; W4) définie par les relations :

PVIU? - UV = hU4
q[2], (W = W) + ¢CV? = hV1
FWIWVI - VIW = BV

avec i € K un parametre formel. (Nous reconnaissons naturellement les relations définissant 1’algebre
SLpq(2).
Notre crochet de Lie tressé | ; | o définit une représentation de cette algebre enveloppante si et seulement
si: ) .
L q (1 +q ) h
q4 _ q2 + 1 :
Remarque 2 :

Nous considérons les représentations de H, X,Y € Uy(sl(2)) sur V :

2 0 0 0 —¢[2, © 0 0 0
H=|100 0], X=10 0 4], Y= —¢? 0 0
00 —2 0 0 0 0 ¢ '[2, 0

Considérons maintenant le plongement de Lyubashenko-Sudbery du chapitre 2. Nous rappelons que
X4, X et X_ sont fonctions de H, X, Y par les formules :

X+ — qeq—eHX
Xo=¢XY -YX
X = q9+1q(9—1)HY

Cela nous permet de trouver les images des éléments X, X, X_ dans I’espace End (V). Connais-
sant les images des opérateurs U?, V4, W7 dans cet espace, nous pouvons établir les relations entre les
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opérateurs U9, V4, W1 et les opérateurs X 1, Xo, X_ dans End (V) :

2
L
2],
2
yo= T )
2],
wa — CM
2],

Sachant qu’il ne nous faut étendre U?, V9, W1 de V a Af , la tentation d’utiliser un coproduit de
notre groupe quantique Uy (sl(2)) en s’appuyant sur le plongement de Lyubashenko-Sudbery est forte.
Néanmoins, le prolongement que nous déterminons ainsi n’est pas satisfaisant car il ne vérifie pas la

relation (3.2.1).

Théoreme :

Nous pouvons étendre U?, V9 et W7 de V a Af | en préservant les relations @ et @

Preuve :

Nous allons nous inspirer de la méthode de [[A] tout en la modifiant 1égerement.
Notons V}, les sous-Uy(sl(2))-modules de dimension 2k + 1 engendrés par le vecteur de plus haut poids

k Vk:<uk;Y<uk);Y2 (uk);...;Y% (uk>>

u”, autrement dit :
Il existe un projecteur U, (sl(2))-covariant Py : VE* — V.. On peut le réaliser en tant que polyndme
de :

Ripg = R® Ipp—1, Ro3 =1Q R® Ip—2,..., Ropok+1 = lop—1 @ R

R étant le produit de la R-matrice quantique universelle représentée dans 1’espace V2 et de la volte
classique. Une manieére de construire ces opérateurs Py, est décrite dans [OP]]. Nous observons ainsi que
les tressages R sont du type Birman-Murakami-Wenzl et que donc les résultats de cet article peuvent étre
appliqués.

Aussi les extension de U4, V4, W9 a la composante V}, (que nous notons U/, qu, W,g) respectivement
sont définies ainsi :

Ul =Py (U@ Lyy), ViI=mPp (VI® Iog), W =1P (WI® L)

le facteur 7 étant déterminé par le fait que les opérateurs U, ,g , qu, W,g satisfont les relations (3.2.2).
Ainsi, nous avons parfaitement défini les opérateurs U?, V4, W4 sur toutes les composantes V.
Observons alors que pour g générique nous avons Af = (®Vy) ® Z avec Z étant le centre de notre
algebre AG .

Nous posons alors :

Ul (v ® 2) = Ul (0p)®2; V(0 @ 2) = VI (0)®2; W (v, @ z) = W (v)®2 avec v e Vg, z € Z

Nous définissons ainsi les opérateurs U?; V'9; W1 sur toute 1’algebre A&q.
Il ne nous reste plus qu’a vérifier que la relation (3.2.1)) reste vraie sur toute 1’algebre A 4
Soientv, € Vi etz € Z:

(q_l [2), uW + 0V 4 q[2], qu) (v ® 2)
=i (47" (21, uPe (W@ Log) + 0P (VI @ L) + ¢ (2], wP (U1 & Toy) ) (v) © 2.

Il nous faut démontrer que cet élément vaut 0 dans I’algebre symétrique correspondant au tressage de
Birman-Murakami-Wenzl. Notons alors Py, : V& — Sym]; (V') la projection sur la composante



3.2. CHAMPS DE VECTEURS TRESSES 88

g-symétrique.
Nous considérons donc 1’élément :

T Pr+1 Py ((q_1 2], uW? + 0V +q[2], qu> ® ng) (vg) ® 2. (3.2.3)
En sachant que Py41 P = PxPg+1, nous pouvons conclure que 1’élément (3.2.3)) vaut O car I’élément :

(qfl [2), W + 0V 4 q[2], qu) (v3) ® 2

appartient 2 Vo @ VE(+~2) @ Z ot V5 est engendré par les éléments ¢2vu — uv, 2], (uw — wu) + Cv? et
?wv — vw.
Nous en déduisons donc que (3.2.1) est vérifiée sur toute I"algebre Af . ]

Remarque :

Nous n’avons pas utilisé de R-forme tressée de la reégle de Leibniz pour construire le prolongement
des opérateurs U7, V4, W1 de V a Af | car la vérification de la relation (3.2.1) devient beaucoup plus
compliquée.

3.2.5 Systeme quasi-sphérique des champs de vecteurs

Notre objectif dans ce paragraphe est de définir une généralisation acceptable des dérivés partielles sur
un g-analogue de ’espace R?.

Dérivées partielles sur R? via les champs de vecteurs tangents sur so(3)*

Nous travaillons pour commencer dans 1’espace R? en adoptant le point de vu R3 = R [s0 (3)"] :
Ainsi grice a nos trois rotations infinitésimales X, Y, Z et en notant r = /22 + y2 + 22, nous avons les

égalités :
0 1 0
0 1 0

0 1 0
\az_r2<xy_yX+Zrafr>

Ces égalités se vérifient par un calcul direct.

Définition :

Nous appelons le systeme de champs de vecteurs (X Y, Z, %) quasi-sphérique. Donc les formules
(3.2.4) décrivent le passage des coordonnées cartésiennes au systeme quasi-sphérique.

Dérivées partielles sur R? via les champs de vecteurs tangents sur s/(3)*
Afin de pouvoir généraliser les dérivées partielles a une situation non commutative, nous allons plutdt

travailler sur I’espace sl(2)*.

Nous considérons la matrice L = < 9
w -0

v Y > qui vérifie I’équation de Cayley-Hamilton suivante :

L?* — (v + duw) I = 0.

Nous posons p? = v? + 4uw.

Proposition :

Si nous imposons % = aL + (1, alors nécessairement :

L 1
8—L

dp  p
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Preuve :
Nous déduisons de 1’équation de Cayley-Hamilton (en notant L' = 8p)

2LL —2p] =0 2L (ol + BI) —2pI =0
& 20L? 4+ 28L — 2pI =0
& 20T +26L —2pI =0
< 2p(—1+ap)I+28L=0

1
Sa=-¢e =001
p

Nous pouvons considérer par conséquent que :

gu =u; —v = 2w w.
Théoreme :

Nous avons : 3 ) 3
. _ 2 o —
dw (vU uV + 2pu 8p)

8 1 0

0 1 0

o _ 201 —

g~ 2 (wV vW + pwap)
Preuve :

11 suffit de vérifier ces trois égalités sur les trois coordonnées u; v; w.

1.
1 0 1
p2<UU_UV+2pu8p> (v)—?( 2uv + 2uv) =0
e vU—uV—{—qua—p (u):?( 2u” 4+ 2u”) =0
1 0 1
pe vU—uV—i—2,oua—p (w) = ?(U + 2uw + 2uw) =1
2.
plz(uW—wU%—pU;;)(u):plQ( uv 4+ vu) =0
1 0 1
e uW—wU—i—pv% (v) = ?(2uw+2uw+v):2
1 0 1
pZ(UW_WU+pv0,<))(w):;)2( wo +ovw) =0
3.

(w7 = ow 4200 ) )=

Bp (2uw + 02+ 2uw) =1

<wV — oW + 2pw86) (v) = = (—2vw + 2vw) =0
o

( 2w2+2w2):O [ |

Rl = = | =
bw‘ —_ bw‘ — bw‘ —_

(wV — oW + 2pw§p> (y) =
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Définition :

Sur I’espace sl(2)*, nous appelons le systeme (U ,V, W, a%) quasi-sphérique.

Définitions :
Nous utilisons dans ce qui suit I’algebre enveloppante U (sl(2)) et sa représentation en dimension 2 :
1 0 01 0 0
r=(o h) x=(0) v=(00)

Regardons sur I’algebre de Lie s/ (2) (que nous envisageons comme étant notre espace vectoriel V) le
couplage V¥2 — K s (2)-invariant défini ainsi :

(uju
{

(w;

’

SIS
SRS
I

e e == V=

T O O =

(v;u) = (u;v

(v;w) = (w;v

(u;w) = (

s U

Donc sur I’espace V, si nous notons les opérateurs de couplage avec u, v et w respectivement (u , (v et
(w, nous en arrivons a I’identification suivante :

w2
u_aw
0
<’U—2%
=
- Ou

Nous définissons donc les opérateurs (u , (v , (w sur toute ’algebre K [sl (2)"] grice aux identifi-
cations de nos opérateurs avec les dérivées partielles et les formules de ce théoreme. Nous introduisons
ainsi de nouvelles notations pour les dérivées partielles, ce qui nous permet de définir I’action du groupe
SL (2) sur ces dérivées.

Nous reproduisons cette construction dans le cas quantique.

Systeme quasi-sphérique avec les champs de vecteurs tressés

ag  [2],0

2l,¢c —q'g

Nous considérons maintenant la matrice L = (
q

) avec (g;b;¢) = SLoq qui vérifie

I’équation de Cayley-Hamilton suivante :

L*—p2l =0 avec p, = 2], ([2];1 g*+q the + qcb) .

Proposition :

Si nous imposons gTL = alL + (1, alors nécessairement :
q

oL _ 1. (3.2.5)
pq g
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Preuve :

La démonstration est identique a celle du paragraphe précédent. [ ]

Nous pouvons considérer par conséquent que :

L I B

Ipq

Il est alors facile de vérifier que la formule lb si nous supposons de plus que 0_ vérifie la regle
de Leibniz, est compatible avec 1’équation définissant notre algebre REA. Nous pouvons donc définir la

dérivée 52
Pq

sur toute I’algebre REA.
Définition :
Nous définissons sur [’espace vectoriel L (2) = vect (a, b, ¢, d) I’opérateur bilinéaire (couplage) :
CHARS L
qui est Uy(sl(2))-invariant.

Proposition :

Le couplage défini précédemment sur £ (2) induit la table de couplage suivante sur I’espace vectoriel
SL (2) engendré par b, g, ¢ :

(9:9) =q* [Q]q (b;9) =0 (c;9)=0
(g:0) =0 b;b) =0 (c;b) =g
(g;0) =0 (b;e) =g (c;¢) =0

Preuve :

Deplusg =a —d.

(9:9) = (a—d;a — d) = (a;a) — (a;d) — (d;a) + (d;d) = By + B3 = ¢ *[2],
(g:b) = (a;b) — (d;b) =0 — Bf =0

(g:¢) = (a;¢) = (d;¢c) = B, —0 =0

(b;g) = (b;a) — (b;d) =0 — B} =0

(b;b)y =0

(b;e) =B =q"*

(¢;9) =(cza) = {c;d) =0-0=0

(b)) =B =q"

(c;c) =0 [ |

Définition :
Nous définissons les champs de vecteurs tressés B?, G4, C'? tels que :

g2 (1 + q4) h

BT=U% G'=V% CI=W? avec 7=-——
q*—q°+1
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Aussi (BY,G4,09) = SLpq(2).
De telle sorte que en notant w = h (q4 — ¢+ 1)_1 :

Bi>g = —wqg®b Gqu:qu(QQ—l)g Ci>g =wq'e
Bipb=0 Gl b= wqb Civb=—-wg 2], 'y

Bql>c:wq3[2];1g Gip>c = —wqc Cive=0

Théoreme :

Sur I’espace vectoriel SL (2) = vect (b, g, ¢), nous avons les égalités suivantes :

"

d a2, [ 1 0
-2 2 — — q - 2 q __ Bq q -
== (wq4(q{1q<b6' ¢ >—%q<gcf)—%ppgapq)
0 g2, (1 9
-3Y _ o _ (2 (2qB1 — b2 — 3.2.6
75 (b 2 <wq4 (¢°g bG?) +quapq> (3.2.6)
0 g2, (1 0
-1Y _ /. _ 9 = (2,9 _ q —
5 (c p <wq4 (q cG? — gC ) —I-pqcapq)
Preuve :

11 suffit de vérifier ces trois égalités sur les trois coordonnées g; b; c.

‘1_22[2]q <14 (q 2], (bC? — ¢BY) + quGq) + pp98> (9)

s wq Ipq
—2
a2, /1
= 2 g (wq4 (q [2]qwq4bc +q [2]qwq2d) + qCwq® (¢* — 1) 92) + 92>
—2
q*[2] _ _
=T (12 abe+ 2,07 b+ Co7 (P - 1) 6 + )
Pq
—92 2
g (2 _
- p2[ lg (qbc +q b+ (2], Y2144 gz)
q
—92 2
_ B, (qcb — ¢ g e+ ¢ 2 P+ 20 (P -1+ q77) 92)
pg q q q
) 2
q - [2]
=0 2 (qcb+ q be +[2], 192) =q*[2,= (g:9)
q

Pz \wq
-2
¢ 2, (1 3 ro1—1 1
= \og (—q 2], wg” [2], " bg + qCwq gb) + gb)
—2
q *[2]
= ——2(=bg+ (¢* — 1) gb+ gb)
Pq
q* 2],

= ——2(q°gb—bg) =0=(g; )
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_ ?
: ;[2]q <wq ( (bC? — eBY) + ¢CgG* ) +ppgapq> (c)
q

-279 1 | )
_ 4 2[ lq < — (—q[Q]qwq3 2], cg — qCwq gc) +gc>
Pyq wq
-279 )
Pq
-2
- 2 t(q %ge—cg) = 0=(g;0)
P4
2.
P \wgt ot (09 )+ ey,
—2
== [2]q( 1 1 (~wa'gb —wg (q2—1)bg)+bg>
P \wgt
-2
_ (—gb — bg + g~ 2bg + bg)
3
Py
=B (g gy — 0= (g
Py
pg \wg (@' )+ a 9pq
-2
_ a2, (1 (—wq'?) +b2>
pa  \wq*
-2
o 2
Py
Q*2 [2]11 1 ( 2 Bq _ bG’q) + qua> (C)
P wgt h9 Opq
— 71 B
_ 0 xa oy ( L (g ;" g7 + wiPbe) +bc>
P I \wg?
q
- -1
S ALLEE (4121, 6% + a7 be + qbe)
17 a
i - 1 N 1 2
= L2, (12, % + a Mo+ acb - aC (2, ?)
Pq
q? s
=3 X pq =q "= (bc)
Pa
3.
q‘2 [2]

¢! ( G — gC) +pqca> (9)
q Py

( (¢*wa® (¢* = 1) eg — wq'ge) + 09>

((q — 1) cg — gc +cg)

= (q cg—ge) =0={(cg)
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q—22[2]q< L (e - ng)—i-PqCa) (b)

g waq* dpq
=) 9 1
_ 4 2[]q< (qwq cb + wg? 2], gz>+cb>
p2  \w¢*
-2
¢ xq —2 (1= _
=t B (R e+ a7 d)

=L 1, (q’Q 2,1 g% +qeb +q tbe+q71¢ (2], 92>

Pq
q_l -1
Lo xpi=gq c; b
X P = (c;b)
-2
q [2]q< 1 G
¢?cG9 — gC9) + c) c
-2
[, (1 42 2
o <wq4 (Fwd'e) e >
— 1 2[]q (—02+02):O:<c;c> |
q

Remarque :

Pour revenir au cas commutatif, celui de 1I’hyperboloide classique, il nous suffit de poser ¢ = 1 et
h = 2 pour retrouver les égalités suivantes avec p? = v? + duw :

0 2 0
2 = =

5 (v = P <uW wU + pv 8p>

0 1 0
i (u = 7 <vU—uV+2puap>

0 1 9

Sachant que G9, BY, Cq et % sont bien définis sur SLy, (2), nous pouvons alors étendre nos
dérivées partielles %, 59> ac de I’espace vectoriel SL (2) a I’algebre SLp, 4 (2) sans passer par la régle
de Leibniz qui ne peut pas s’appliquer ici car elle n’est pas compatible avec les relations définissant
I’algebre REA.

En plus, nous pouvons définir I’action du groupe quantique U, (sl(2)) sur les dérivées partielles tressées

en utilisant les identifications avec les opérateurs (b , (g , (c et donc avec les opérateurs (u , (v , (w.

3.3 Modules projectifs et g-analogues des équations de Maxwell

3.3.1 Préliminaire

Nous définissons dans ce paragraphe I’opérateur de Maxwell et nous étudions son comportement par
rapport a la restriction a une sous-variété.

Considérons M une variété affine réguliere munie de la métrique pseudo-riemanienne g;; = g (%, a%)

ou les dérivées partielles % sont définies dans les coordonnées locales.
Nous définissons les deux opérateurs :

d:KM] - Q8 M), f(z)— gfdxi

§: QN (M) = K[M], azd:m»—>75( 9" \/g9a;)
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ol g = det (g;;) et le tenseur g/ est Iinverse de g;;. L’opérateur de Laplace sur 1’algebre K [M)] est

alors par définition :
A(f)_(;d(f)_ii i 0
N /g 0x; g \/g(?xj '

Les opérateurs de Laplace sur les espaces Q¢ (M) sont définis par la formule :
A :=dd + do.
Nous définissons alors 1’opérateur de Maxwell MW sur I’espace Q! (M) ainsi :
MW :=dd = A —do.
Bien siir, si M = R" et la métrique est euclidienne 1’opérateur agit sur Q2! (M) de cette maniére :

A (aldx,) =A (Oéz) dxz'.
Proposition :

Soit A/ C M une sous-variété réguliere de codimension 1.
Supposons qu’au voisinage de chaque point a € N, il existe un systéme de coordonnées (1, T2, - . ., Tp)
tel que N est donnée par z,, = 0 et (z1,x2,...,2,_1) est un systtme de coordonnées locales de N/,

g(%,%) = letg<a%i,%> =0pourl <i:<n—1.Alors:
MWy = MW pq|n
Autrement dit I’opérateur de Maxwell sur A est la restriction de I’opérateur de Maxwell sur M restreint
a . Un résultat similaire est valable pour I’opérateur de Laplace.
3.3.2 L’opérateur de Maxwell sur R?

Nous travaillons dans 1’espace R? munis des fonctions coordonnées z, 1, z et de la métrique euclidienne.
Rappelons dans un premier temps le complexe de De Rham suivant muni de I’opérateur d (1’opérateur §
est introduit plus loin) :

d d d d d
0 "R TN (RY) TR (R 0
é é é é 6

Nous définissons explicitement les opérateurs d : QF (R*) — QPF1 (R?) et 6 : QF (R?) —
Qr—1 (R3) grice aux fonctions coordonnées z, y, z en utilisant les bases suivantes :

A'R? = {dx; dy; d=} C Q' (R?)
A’R? = {dy A dz;dz A dx;dx A dy} C Q2 (Rg)
A’R® = {da A dy A dz} C QO (R?)

Nous pouvons alors définir dans ces bases d par les opérateurs bien connus :
0—= Q" (R?) ared o (R?) %~ 02 (R?) v 3 (R¥) —=0

Grace a 1’étoile de Hodge *, nous en déduisons 6 = — *~! d* et définissons alors complétement le
complexe de De Rham sur la variété lisse R? munie d’une métrique euclidienne et des opérateurs d et 6 :

grad rot div
0__ TR} O (RY) 0 (RY) QP (RY) 0
—div —rot —grad

Nous pouvons alors définir 1’opérateur de Maxwell MWgs sur la variété lisse R? grice a I’égalité :

MWps = 6d (w) avec w € Q! (R3) .
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Or:

MWrps = 0d (w) = —rot (rot (w)) = Ags (w) — grad (div (w)) .

Sachant que nous définissons I’opérateur de Laplace Aps grace a I’égalité :

Aps (w) = dd (w) avec w € Q' (R?).
Nous en déduisons la forme explicite de I’opérateur de Laplace Ags sur R3 en notant :

0?02 0?
A= L9
Ox + 0%y + 022

Si nous posons w = fdx + gdy + hdz, nous pouvons alors formuler Aps ainsi :

A(f)
Aps (W) = [ A(g)
A (h)
Nous pouvons alors formuler I’opérateur de Maxwell ainsi :
/ A(f) 7 /
Mwes | g | =1 alg) | - 82: (% 2 gz) g (33.1)
h A (h) = h

L’ opérateur de Maxwell est invariant par rapport a une action adéquate du groupe SO(3) que nous
définirons de maniere plus générale a la fin du chapitre dans le cas quantique sur les générateurs z, y, 2
et les matrices de taille 3 x 3 a coefficients réels.

Notons que si nous posons f = 8%90’ g= 8%90 eth = %gp avec ¢ € K [R3], alors :

(f,9,h)" € Ker (MWgs).
Nous en déduisons la liberté de jauge de cet opérateur qui s’ exprime ainsi :

(o, B,7)" € Ker (MWgs) = (o, 3,7) + (f, 9, h)" € Ker (MWgs).

3.3.3 L’opérateur de Maxwell sur I’espace de Minkowski classique

Nous considérons la norme SO (1, 3)-covariante :

”(tvxayaZ)H = \/t2 — IEQ — y2 _ 22'

Nous en déduisons alors I’opérateur appelé d’ Alembertien :

g 1_| 20 o o _o _o _o g
MW h B A (h) - Zj ( ot oz dy 92 ) 3 (3.3.2)
i A (4) J .

Ici le vecteur (f, g, h,4)" est identifié avec la forme fdt + gdx + hdy + idz.

L’opérateur de Maxwell est invariant par rapport a une action adéquate du groupe SO (1|3) que nous
définirons de maniere plus générale a la fin du chapitre dans le cas quantique.

Notons que si nous posons f = 2o, 9= 2o, h = a%go eti = Zpavec p € K [R?], alors :

(fagvha l)t € Ker (MWR4) .

Nous en déduisons la liberté de jauge de cet opérateur. Ainsi si (, 3,7, £) est dans Ker (MWpga) alors
(@, 8,7,€)" + (£,9,h,1)" € Ker (MWga).
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3.3.4 L’opérateur de Maxwell sur S

Nous allons utiliser nos trois rotations infinitésimales X, Y et Z. Définissons les opérateurs :
X=yZ-2Y, V=2zX—-2Z, Z=2Y —yX.

En utilisant (3.2.4)), nous pouvons réécrire I’opérateur de Laplace A sur R? sous la forme suivante :

x 0 y 0 1 z 0
A= < Xﬂa) ( y*ar) +<r23+rm>' 533

Proposition :

Nous pouvons alors définir I’opérateur de Laplace sur la sphére S? par la formule :

X2 4 Y* + 22
ASQ = —4.
T
Preuve :
Nous partons naturellement de la formule (3.3.3).
Nous savons que sur la sphere S? : % = 0.

Il nous reste juste a vérifier que la composante du premier ordre issue de notre formule s’annule.
En fait cette composante vaut :

z0 (1 yo (1 z0 (1 -2 -
?”87“<7"2>X+7~a < >y+rar<r2)3—r4 (@X +yV+22)=0. m

Proposition :

L’opérateur de Laplace A g2 vérifie les égalités suivantes :

1.
2 2 2
Ags = X —i—f; +Z
2.
AgpX —XAge = —2xAg
AgY — VAg = —2yAge
AgpZ — ZAg = —22Aq2
Preuve :
1.

X4 VP4 22 =(yZ — 2Y )2 + (2X — 22)* + (2Y — yX)?
(7" 2) Xz—y:):YX—szX—&— (rQ—yQ) Y2 - 2yZY — ayXY
+ (7‘2 ) —xzXZ —yzYZ
=r* (X?+Y?+2?) — (z (a2 X +yY +22) +y (X +yY + 22) + 2 (2 X + yY + 2Z))
7"2( +Y2 + Z2)

AgpX—XAg = = (zZX+yYX—xY2—xZ2) fQ (eX +yY +22) X —z (X +Y? + Z?))

AgY—YAg = 2 = (@XY +22Y - yZ* — yX?) :%((xX+yY+zZ)Y—y(X2—|—Y2+Z2))

Ag:Z—2ZNge = T% (yWYZ+aXZ—2X?—2Y?) = % (X +yY +22)Z —2(X*+Y?+Z%)) m
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Nous ne pouvons pas utiliser la théorie classique pour restreindre 1’opérateur de Maxwell défini sur
IR? & 52, aussi nous présentons maintenant I’espace 2! (5?) en termes de modules projectifs.
Pour cela, nous avons besoin de notre projecteur e : A®3 — M dont nous rappelons la formule :

e
e==|y |(z vy 2).
T
z
Nous définissons alors le module projectif Q' (52) de la méme maniere que le module projectif

Veet (52).

Nous pouvons enfin définir I’opérateur de Maxwell sur la sphére S? en notant
w = fdz + gdy + hdz € Q' (S?), ce qui implique que (I — ¢) (w) =w:

f Agz (f) 1 (X f
MWg | g | =T —¢) A (g) |- | Y | (X Y 2)| g (3.3.4)
h Agz (h) "\z h

L’opérateur de Maxwell est bien siir invariant par rapport a une action adéquate du groupe SO (3)
que nous définirons de maniere plus générale a la fin du chapitre.
Notons que si nous posons f = X (¢), g = Y (¢) et h = Z (p) avec ¢ € K [S?], alors :

(f,9.h)" € Ker (MWgs2).

Nous en déduisons la liberté de jauge de cet opérateur. Ainsi si (o, 3,7)" est dans Ker (MWgz) alors
(@, 8,7 + (f,9,1)" € Ker (MWgo).

3.3.5 L’opérateur de Maxwell sur H

Nous allons utiliser nos trois rotations hyperboliques infinitésimales U, V' et W et définir les opérateurs :

1 1
U:§(UU—UV), VYV =ulW —wlU, W:§(wV—vW)

Ainsi, nous avons :

2 0 2 0 2 0

Nous définissons alors I’opérateur de La place sur I’hyperboloide H par la formule :

1
An =5 (2UW +V* + 20U .
Nous déduisons par un calcul direct que :

_ 1

Ay 5

(2UW +VZ+2WU).

B

Présentons maintenant ’espace Q' () en terme de modules projectifs.
Pour cela nous avons besoin de notre projecteur e : A®3 — M dont nous rappelons la formule :

1 U
e=— v (2w v 2u).
P w

Nous définissons alors le module projectif Q' () de la méme maniére que le module projectif
Vect (H).

Nous pouvons enfin définir I’opérateur de Maxwell sur I’hyperboloide H en notant
w = fdx + gdy + hdz € Q' (H), ce qui implique que (I —¢) (w) = w :
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MWy | g | =U—e) An(g) |- v | (2w Vv 2u)| ¢ . (3.3.5)
h Az (h) PP\ w h

L’opérateur de Maxwell est invariant par rapport a une action adéquate du groupe SL (2) que nous
définirons de maniere plus générale a la fin du chapitre.
Notons que si nous posons f = 2W (¢), g =V (p) et h = 2U () avec p € K [Rﬂ, alors :

(f,9, h)t € Ker (MWy).

Nous en déduisons la liberté de jauge de cet opérateur. Ainsi si (c, 3,7)" est dans Ker (MWs) alors
(@, 8,7)" + (f, 9, h)" € Ker (MWs).

3.3.6 Les opérateurs de Maxwell sur les algeébres quantiques
Le cas de I’algebre S£, (2) = K, [R?]

Suivant le cas classique nous rappelons la définition de I’ opérateur différentiel aipq sur K, []RS] qui vérifie
la formule de Leibniz et les égalités :
0 g 0 b 0 c
(@) == 7—0)=—; - :
dpq Pq Opq Pq Opq Pq
Quand aux dérivées partielles -2 5 L. 2 elles sont définies sur I'algebre K, [R?] via les formules
(3.2.6). Nous privilégions la notation du type dérivée partielle sachant que :

0 q° 0 0
= les o =ales

dg  [2], 0b
Pour définir I’opérateur de Laplace sur I’algebre K, [R?’} , hous remplacons dans I’élément central

q e + [2];1 g% + qcb les générateurs b, g, c par respectivement (b , (g , (c. Nous en arrivons alors a la
formule :

A =q e+ 2 (glg+alcb= —53g+[2] —4a—2+ 500 336
Nous définissons de méme I’opérateur de Maxwell sur K, [R?] :
/ Asw () % 5.0 4 0 3.0 /
MWigoy | G| = | Bw (9] = | 3 ( ae € Rloag % ) g
h AKq[R3] h % h
_ 3.3.7)
avec f,g,h € K, [R3].
Théoreme :
Si nous posons f = &, g = gcp eth=Zpavecp € K, [R?] :
(f,g9,h)' € Ker (MWKq[Rs])
a condition que AKq [R3] commute avec 6%, 8%, %.
Preuve :
o e a%
% (0% o' R,% %) %p = % A, w3 ()
de oc¥ de

Nous en déduisons alors facilement notre théoreme. [ |
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Le cas de ’algebre £, (2) = K, [R?]

Nous avons I’égalité % = ¢* [2];1 (I et donc connaissant la relation entre le Casimir de 1’algébre

SLp.q(2) etle Casimir de ’algebre de Ly, 4 (2), nous en déduisons que :

Ag, Ry = Ag,r3 + [2];1 (Ll = Ag, re) + q* 2], g;
Nous définissons alors I’opérateur de Maxwell :
f Ak, ry (f) % f
rovege | 5| = | Sl || 2| (0% g s ces) |
i Ak, r4] (1) 2 i

avec f,g,h,i € K, [Rﬂ.

N p2

Le cas de Ialgebre Ay} = K, [H]
Nous définissons les opérateurs :
Gl=w' (q 2], (bC? — cBY) + QCqu) ; BI=w (¢°gB? —bGY); Cl=w" (%G — gCT).

Voici la généralisation de 1’opérateur de Laplace sur K, [H] :

1
A = 5 (471 (2], BICT + G + q[2], CUB) .
q°py
Nous pouvons alors définir I’opérateur de Maxwell sur K, [H] en notant w = fdb+ gdg + hdc :

I A, (f) L (B I
MWg, | 9 | =T —e) Ag,g @) | =3 99 | (¢l2,C¢" G2 ¢'2,B )| g
h Mg (h) ) TP\ co h
3.3.9)
avec f,g,h € K, [H] et le projecteur e est défini par :
1 b
e==19 |(q¢l2,c g ¢'2,b).
Pq c

Nous supposons de plus que (I — e) (w) = w, ce qui revient a dire que w € O, (H).
Théoreme :
Si nous posons f = Blyp, g = Glpet h = Clypavec ¢ € K, [H] :

(F.9.h)" € Ker (MWg_ i)

B1 B4
a condition que (I —e) G | Ag, ) — Dk | 97 =0 surI’algebre K, [H].
ct ct
Preuve :
1 B1 Blyp B1
S| 90 | Cald,er gt a2, BT ) | e | = | G | Axypg
g \ cu Cly ca

Nous en déduisons alors facilement notre théoreme. [ |
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Action du groupe quantique U,(sl(2))

Définissons une action du groupe quantique U,(sl(2)) sur les éléments définissant les opérateurs de
Maxwell sur I’espace de g-Minkowski et I’hyperboloide quantique de telle maniere que ces opérateurs
deviennent Uy (sl(2))-invariants.

Remarquons pour commencer que le groupe quantique U, (sl(2)) agit sur B, G4, Cetsur (b, (g , (c
de la méme maniere que sur b, g, c. Cela signifie que les applications b — B9, ... etb +— (b,... sont
des U,(sl(2))-morphismes. Nous pouvons donc restreindre notre travail a I’hyperboloide quantique et
plus particulierement a notre idempotent e associé a I’hyperboloide quantique, pour lequel nous allons
définir une action de U,(sl(2)) le rendant invariant ; I’extension de 1’action de U,(sl(2)) sur les autres
éléments des opérateurs de Maxwell ne posant pas de difficultés.

Considérons la représentation 7 de 1’algebre U (si(2),) telle que :
m(b) =B, w(g9) =G4, 7(c)=C1.

Nous définissons alors ’action de U, (sl(2)) sur I’espace M3 (K) en respectant celle sur les générateurs
b,g,c:

K¢ (BY) = ¢*B%...;Y (G7) = [2],¢" 71 (C7),Y (C7) = 0.
Nous généralisons cette action a tout 1’espace M3 (K) en traitant M3 (K) comme étant I'image de
I’algebre U (sl(2),). Par construction la représentation 7 : U (sl(2),) — M3 (K) est un U,(si(2))-
morphisme.

Grice a notre représentation 7 et au Casimir de SLp, 4 (2), nous définissons la matrice :

0 0 0 ? 0 0 0 -1 0
Cas=¢'b| —q[2]," 0 0 |+[2, g 0 =1 0 |+gc| 0 0 [2,'q
0 ¢ 0 o 0 -1 0 0 0

Notons maintenant L = Cas'.

Cette matrice et ses puissances sont étudiées dans [GLS], elles sont U, (sl(2))-invariantes. De plus, notre
matrice L vérifie une identité de Cayley-Hamilton (Cf. [GLS! IGS2])). Nous introduisons alors une nou-
velle action de U, (sl(2)) sur les éléments M € M3 (K) ainsi :

t
X5 M = (X (M)
ol X (M) est ’action définie précédemment, nous en arrivons au fait que la matrice L et toutes ses
puissances sont Uy (sl(2))-invariantes.

Nous concluons alors avec la proposition suivante qui nous permet de munir I’idempotent e d’une action
U,(sl(2))-invariante.

Proposition :

e est égal a un trindme de la matrice L :

24
e=[2,? <I - q[zl)%ﬁ) .

Preuve :

L vérifie I’équation de Cayley-Hamilton suivante :

L3 — ¢ [2];4 ng =0 (Rappelons que pg = [2], <[2];1 g*+q e+ qcb)) .
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L admet donc pour valeurs propres 0, ¢ [2];2 pq €t —¢q [2];2 Pq-
Nous utilisons alors le projecteur défini dans les articles [GLS!, IGS2] :

(L—al2);?pal) (L+al2,%p0l) .
(0-al2, %) (0+0l2,%0) @A
Nous démontrons alors I’égalité : A
— q@%ﬁ =2 m

Nous avons donc démontré qu’en définissant I’action du groupe quantique Uy, (sl(2)) sur L et ses

puissances, nous obtenons que 1’idempotent e est U, (s/(2))-invariant.

Nous pouvons donc conclure que 1’opérateur de Maxwell sur Ialgebre K, [H] est U, (sl(2))-invariant.
De maniere évidente, nous pouvons dire la méme chose des opérateurs de Maxwell sur les algebres

K, [R3] et K, [RY].
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Notations

]

vect (E)
K[M]
Vect (M)

le corps des réels R ou bien le corps des complexes C

K-espace vectoriel de dimension finie n € N

[\, = q;:qq:ﬁ sachant que ¢ € Kavec g # let A\ € K

tressage de V'

endomorphisme identité sur I’espace vectoriel V'

composantes R-symétrique et antisymétrique associé a V et R
composantes R-symétrique et antisymétrique homogenes de degré k

séries de Hilbert-Poincaré associées a V et R

symbole de Kronecker

¢ :=q — ¢ ! sachant que ¢ € K

Ro=R®IetRys=1®R

trace sur la k-ieme composante du produit tensoriel d’un certain nombre d’espaces
respectivement les algebres mREA et REA associ€es a un tressage 12,

centre de 1’algébre A

hyperboloide quantique associée au casimir ¢ € K

si F est un sous-ensemble de 1’algebre A, c’est la sous-algebre de A engendré par E
si I/ est un sous-ensemble de 1’espace vectoriel W, c’est le sous espace vectoriel de W engendré par £/
algebre coordonnée sur la variété affine réguliere M

ensemble des champs de vecteurs sur la variété affine réguliere M
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