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INTRODUCTION

Dans les méthodes pratiques d'approximation de valeurs propres d’opérateu
un point essentiel est d'approcher au mieux et au moindre codt la valeur
propre exacte. Dans ce but nous nous sommes intéressés a la fechnique
d'amélioration des valeurs propres par calcul du quotient de Rayleigh
dans le cas d'un probléme différentiel approché par l1a méthode des dif-
férences finies.

Pour un opérateur T autoadjoint dans un espace de Hilbert H, le
quotient de Rayleigh construit sur un vecteur non nul, x ¢ Dom(T) est
défini par p = Ti:i . Le quotient de Rayleigh a été utilisé pour la
" localisation des valeurs propres d'opérateurs différentiels autoadjoints

par G. Temple {207 et T. KATO [12] puis par K. Yosida [31].

Lorsque T est approché par Tn, opérateur défini dans H et auto-
adjoint, le quotient de Rayleigh est construit sur un vecteur propre de
Tn. Dans ce cas p est une approximation de A , valeur propre de T, d'ordre
e? si e est 1'ordre de 1'erreur sur les vecteurs propres.

Dans 1e cas ot 1'opérateur T n'est pas auto-adjoint, 1'extension
de ce résultat s'obtient par le quotient de Rayleigh généralisé,
PN LL.T1.5.0 NPT Dom(T), x* ¢ Dom(T*) et (x,x*) # O (voir [5] et
r157§%x")

En pratique, d'une part x et x* sont respectivement des vecteurs
propres des approximations Tn de T et T; de T ; d'autre part, Tn est de
»* [ * ‘ -
rang fini. Le calcul des vecteurs propres de Tn n'est pas nécessaire,
il suffit de calculer les vecteurs propres a gauche et & droite de la
matrice associée a Tna



Lorsque T est un opérateur intégral, 1'utilisation du quotient de
Rayleigh est simple (voir [4] et [161). Si T est approché par
' Tn = ﬁnTﬂn, oll ™ est une projection dans H, c'est la méthode de
Galerkin. Dans ce cas la valeur propre approchée est égale au quotient
de Rayleigh construit sur les vecteurs propres approchés.

Dans le cas d'un probléme différentiel elliptique
(P) Ax = XBx, plusieurs cas se présentent :

1°) L'approximation par des &léments finis conformes de (P) est équivalente
@ 1'approximation par la méthode de Galerkin de (P') : Tx = %‘x ol
T= A°18, avec la projection de m, orthogonale. Donc la valeur propre
approchée est d'emblée d'ordre supérieur & 1'ordre obtenu sur les
vecteurs propres. ’

2°) L'approximation par différences finies de (P), dans certains cas sim-
ples, est équivalente a 1'approximation par la méthode de Fredholm
du probléme (P') (voir [221). On sait que dans ce cas la valeur propre
approchée est différente du quotient de Rayleigh. Nous avons donc &té
amené a 1'étude du cas de 1'approximation par des différences finies.

Nous commengons par présenter dans le chapitre 1 1'ensemble des
résultats théoriques de 1'approximation discréte du probléme (P) : Ax = ABx,
ol A,B ¢ J(E,F) ; E et F sont des espaces de Banach.

LYintroduction d'un opérateur de prolongement permet d'établir des
bornes d'erreur a pnstériori des éléments propres dans le chapitre 2. Elle
nous permet aussi d'obtenir une approximation Tn’ de 1'opérateur de Green
associé, dans le méme espace qui est assez artificielle en pratique.

o SN FETREN



Nous avons été amenée & introduire dans le chapitre 3 une notion de
quotient de Rayleigh discret bien adaptée au calcul par la méthode des
différences finies. Ce quotient conserve la propriété fondamentale du
quotient de Rayleigh : &tre une approximation de X d'ordre supérieur a
celui de 1'erreur sur les vecteurs propres, sous des hypothéses de
convergence des problémes adjoints.

Des expériences numériques sont données & la fin du troisiéme
chapitre.






NOTATIONS

E et F sont des espaces de Banach comp]exes.‘On note leurs normes respec-

tives || |l et]| l!F“
\éf(E,F) eét 1’ensemble des 0ﬁérﬁteurs lindaires continus de E dans F muni
. Ax
F
de 1a norme Al = Sup Bl
_ xeE WXl
x#0

F(E) = oL (E,E)
AB e X (E,F)

p(A,B) et o(A,B) sont respectivement 1'ensemble résolvant et le spectre de
(A,B) (définition au paragraphe 2.1 du chapitre 1).

Pour z ¢ p(A,B) , R(z) = (A—ZB)'1 est la résolvante associée ( A,B).
A est une valeur propre isolée de (A,B)

I (ou T(A)) est une courge rectifiable fermée qui isole X\ .

A est 1'ouvert Timité par I'

2, € p(AB) 0 A est Fixé

A = {t=‘z—:"lz-(;,Z€A, z#zo}.

En’ Fn sont des espaces de Banach complexes de dimension finie. On note
leurs normes || g et Il -
n n



wzo(En,Fn) est 1'ensemble des opiTateurs Tinéaires continus de En dans Fn’

A x ||

. F
muni de 1a norme ||A |l = Sup _ﬁ_ﬂn"n
n XneEn X En

xn#O
An’Bn € QZ%EH,Fn).
p(A 5B ), oA B), Qn(z) sont les analogues de p(A,B), o(A,B), et R(z).
An est une valeur propre de (An,Bn)

N*', N", N" désignent des sous~suites infinies de N.



Schéma de 1'approximation des valeurs propres

Ax = XABx
|
Si0 e p(A) | Si z, € p(A,B)
- a1 ' A-z B)Xx = (A-z_)B
= My | (A2 B)x = (A-2,)B,
_ -1
= (A-ZOB) B
I
A "B HX, u-% <= _T-ux,u—rlz—-
l
1 -
3 G-
A )\..
M = P(O)E = P(z,)E
Anxn 3 Aanxn
-1 1 1
BX =pnx,p == <= X0 = WX 5 )=
nonn L (zo=0) Zf; n nn nooAZ,
_ - - -1
Th " gan(zo)Bn (Ap-2,8,) B
- 1
8 () - mf (1B -t)7lar = B (z,) m[ T AR
(——- P(—1)
0
= - @
%zn q?n(o)En - SVJZO)En
r, eoZ’(E,En) et p, < YIE LE) : rp, = lEn
Ty = Pn ??nrn
i o1 f -l
Py = png)nrn Q = ’Zﬁ?} 1 (Ty-t) "dt
M5=)
a2 ~ - Al - ~






CHAPITRE - 1
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Nous commencons par définir 1'approximation discréte d'un espace
de Banach E sur € par une suite d'espaces de Banach sur € (En), ne N,
et les principaux types de convergence discréte d'une suite d'opérateurs
Tinéaires continus de En dans F, vers A edG(E,F), ensenble des
opérateurs linéaires continus de E dans F. F est un espace de Banach
approché par la suite (Fn), ne N. Les En (resp. Fn) ne sont en
général pas des sous-espaces vectoriels de E (resp. F).

Nous présentons 1'approximation au sens discret du probléme de
valeurs propres : (P} Ax = ABx, ol A,B ¢ Z(E,F) et A est une valeur
propre isolée de multiplicité algébrique finie. Nous commengons par
donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point du
spectre soit une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie.
Ensuite nous considérons le probléme approché :

() COAK, T Angnxn > ouA,B eAZ(En,Fn)

avec En et Fn des espaces de Banach de méme dimension finie.

Sous 1'hypothése de la convergence stable de An-an vers A-zB
pour tout z ¢ A\{A} , ol A est un ouvert qui isole X , nous donnons les
résultats de convergence des résolvantes, de convergence des valeurs
propres de (Pn) vers A et de convergence des vecteurs invariants.



Sous 1'hypothése de la convergence réguliére de An—an vers A-zB
pour tout z € A, nous obtenons de plus la conservation des ordres de
multiplicité algébrique et la convergence des vecteurs propres de (Pn)
vers ceux de (P).

La notion d'approximation discréte d'opérateur et d'espaces a
été formalisée initialement par Stummel [18,191. Son application a
1'approximation spectrale a &té développée par Grigorieff £7,8,9,101.
Ces travaux ont été repris et simplifiés par Vainikko [25,261.
Nous donnons ici une présentation qui s'inspire largement de [25,261]
et de [9] et qui introduit le cadre théorique nécessaire & 1'étude des
bornes d'erreurs qui résultent de 1'emploi du quotient de Rayleigh.
Lorsque nous avons repris des démonstrations qui existent dans la
littérature, les références sont clairement indiquées.



1 - APPROXIMATION DISCRETE D'ESPACES DE BANACH ET D'OPERATEURS

1.1 - Approximation discréte d'espaces de Banach

Soit E un espace de Banach sur €. Une suite d'espaces de Banach
sur € (En)? n e N, approche au sens discret E s'il existe une suite
d'opérateurs (rn) dits de "restriction”, ou r, * B~ En’ nelN et
vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) compatibilité des normes de E et E, :

Hrnxlk +»”xHE »  pour tout x ¢ E.
n

(H2) r, est asymptotiquement linéaire :
”rn(ax+8y)-arnx-8rnﬂ}En + 0
pour tout scalaire a ,8 et tout X,y € E.
Si les propriétés (H1) et (H2) sont vérifiées, nous dirons que

(En,rn) définit une approximation-de E.

Remarque :

La propriété (H2) peut étre remplacée par :

(H'2) " eQﬁIE,En) » pour tout n ¢ N.

Mais nous gardons 1'hypothése plus générale (H'2) car dans certaines
méthodes de discrétisation, il existe une restriction plus naturelle qui est
Tinéaire seulement sur un sous-espace dense E' de E. Voyons un exemple

pris dans [231].



< 10 =

Soit @ = 10,1 et E = L*(R), 1'espace des fonctions de carré
intégrable sur Q muni de 1a norme

]l = (fﬂlx(t)izdt)lfz

Soit Q, = {t?,tg,...,tz} une discrétisation de Q telle que
dist(t,nn)—-«f>0, pour tout te Q.
i et

0 ,

Si J/‘x(t)dt <z a(?) x(t?) est une formule de quadrature convergente
Q i=1

pour tout x e &(Q), ensemble des fonctions continues sur 9, avec les

coefficients é?)positifs:

B
n . n 172
E. = R" est muni de 1a norme :i!XA‘En = (ifl a§ )l(xn)i[z) /
X Pour x e &(R), on pose raX = (x(t?))lsisn :
r, est alors linéaire sur (%) etilrnAtE +][XHE.
n

pour x « &(R).

* Si on considére une autre restriction ré, par exemple :

!
X ¢ L3(@), rix = 5 ,/gn X(£)dt) o s
i U3

n n h? n h? oo n
et h? > y.agn) pour i = 1,,..,n
alors
. e4ﬁ(E,En)
.l{réﬂ{E +|Ix]]  pour tout x ¢ L%(Q)
n
¥ soit 1'opérateur Qh défini par :

i ro(x) si x c8(g)
x e L2(@) » r (x) =
rp(x) sinon
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vérifie (H1) et (H2).

'alors o

Paghegeigighigh Ioathug

Si r, vérifie les hypothéses (H1) et (H'2) alors []rn" < constante,

pour tout n (théoréme de la borne uniforme).

1.2 - Suite discrétement convergente et suite discrétement compacte

Définition 1

W - - . - -

Une suite (xn). ne N, x
X e E si

n € E,» converge discrétement vers

|}xn—rnxﬂE + 0, quand n > =,
n

Nous notons Ta convergence discréte de (xn) vers x par : xn-gtl;x et
Ta convergence d'une sous-suite définie pour n ¢ N', N' < N par
xn——iflox (ou X,——>X, s'il n'y a pas de confusion possible).
N' N'
Voici quelques propriétés de la convergence discréte :
) (r)
(1) Si x ——x
’ alors x = x'.
et x L 5t

i r
(2) Si x o T alors pour toute sous-suite N' c N

(3) Ssi x, —Lfl~f>x alorsllxn"E < constante pour tout n ¢ N.
n.
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Définition 2

e - -

Une suite (xn), ne N, X, € En est discrétement compacte ou

r-compacte si :
pour toute sous-suite N' <« N, i1 existe N" < N* et x ¢ E tels

(r)

que : X, ——L—px .
N

Une étude de la compacité discréte a &té faite par G. Vainikko [237.

1.3 - Approximation discréte d'opérateurs lindaires continus de E dans F.

Soient E et F deux espaces de Banach sur C, et~€f(E,F) 1'espace des
opérateurs lingaires continus de E dans F, muni de la norme :

i
M- e

Soient les suites d'espace de Banach sur C {E IR {F }one N
et les suites d'opérateurs de restrictions {r }s {s } telles que
(E ,rn) et (F »S ) forment une approximation de E et F respectivement.

Soient T «f{E,F) et T eqf(En,Fn), neN.

Définition :
X «...(_r:.)._._gx

(Tn), n e N converge discrétement vers T, si : 0

(s

entraine Tnxn

. r
Cette convergence sera notée : Tn 2205 71,

On dit aussi que (Tn) est une approximation discréte de T

~

Nous présentons des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir
la convergence discréte de (Tn) vers T. (Vainikko [251).
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Proposition 1.1.

Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i o1, dns)
(ii)- Il existe une constante M, telle que :

||T [l < M, pour n suffisament grand ;

pour tout x e E, ||T_ rox-s Tx[]F —55=> 0

(iii) IT existe une constante M telle que
"Tn" < M, pour n assez grand, et il existe une partie E'
dense dans £ telle que

VX € E',||annx-—snTx"F ———30

N-roo

Démonstration :

(i) => (ii)
Supposons qu'il existe une sous-suite N* ¢ N telle que
”T ||-—? ® , c'est-a-dire qu'il existe une suite (x,)s n e N' avec

[}
nelN X
n

Ix - = 1et]T x |l -3« alors x' = . + 0 pour n e N' et
n E nn # n HlnxnﬂF
n -+ 40, avec HT X "F = 1, ce qui est 1mposs1b1e
Il existe donc une constante M positiveget n, € N

||T Il <M, pour tout n = n

I1 est évident que (i) entraine que||T x-snTxllF ~ 0 pour tout
x ¢ E. n

(i1) => (iii) eévident.



- 14 -

(iii) => (i) :
Soit une suite (Xn)’ X
n-> 4o, x e E,

n € En, ne N, telle que Xn (r),;x, quand

Soit € > 0, alors il existe x' ¢ E' avec |[x-x*||- < e.
De plus on a :

IlTan"SnTAan s][Tn(xn—rnxann +}[Tn(rnx-rnx‘M}Fn
+[}snTx'-snT41Fn +[]annx'—snTx1]Fn
Or pour n 2 o

~IlTn(Xn”rnXHan < M.uxn-rnxugn qui tend vers 0.
‘IlTn(rnx“”nX'ManS MJ!rnX"rnXW}En qui tend vers ||x-x* ||

" ' : ' '
comme |T r x SnTxlde+ 0 puisque x' ¢ E
et [isnTx'~snTJan +[]Tx'-Tx[[F:s“T”J}xﬁxﬂlE
nous avons pour n suffisamment grand :
llTnxn-snTxH < e, donc T x _ﬂflﬁ,Tx

et la proposition est démontrée. °
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1.4 - Autres types de_convergence discréte d'opérateurs

Nous allons introduire des notions de convergence plus forte , la
convergence stable, l1a convergence réguliére et la convergence compacte.

Soient T « J(E,F) et Ty eZ(EF ), nel.

Définition 1 :

- b - -

}s n e N, est une approximation stable de T si :

(iy 1, WS

(i1) Pour nlassez grand, T est inversible T;qux(Fn,En)
et [|T *I| < constante.

Nous noterons cette convergence : Tn Y
stable

Définition 2 :

" an - oW -

(Tn), n e N est une approximation réquliére de T, notée
Tn > T, si

reg

(i) 1 {0Shyg

(ii) Si (xn) est une suite bornée et (Tn xn) est s-compacte
alors (xn) est r-compacte.
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Définition 3

(Tn), ne N, est une approximation compacte de T, notée
T =T, si

" comp

(i1) S (xn), ne N est une suite bornée alors
(Tx,)s n e N, est s-compacte.

Nous allons donner des relations entre 1la convergence stable et 1a
convergence réguliére (G. Vainikko [ 251).

1.5 - Relation entre les convergences stable et réguliére

Proposition 1.2

Soient T «f(E,F) et T gqt(En,Fn), neN

> T
stable

S Tn

alors : Tn —7@§F%T
et T surjectif

Démonstration :

La convergence stable entraine pour n assez grand 1'existence de

1 S(FE,) et ITh) < .

Tn

Soit une suite (x,)s X, e E.»neN avecllanE < 1 et telle que

il existe une sous-suite N'c¢ N : T —— Y e F, n

nxn N

Comme T est surjectif, il existe xe¢ [ tel que ¥y = TX.
Pour n suffisamment grand :

= 11 -
Xp=rpX = Tn (Tnxn annx)

i

-1 - -1
Tn (Tnxn sn1x)+Tn (snTx-annx)
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Donc :
]Ixn-rnﬂlEn < M.qlTnxn-sny”FnﬂlsnTx-annﬂan )

(s) (s). . —_—
Conmg T % —N-.—-,>y et Trx 215 Tx, alors llxn rnxlk > 0.
Nous avons démontré que si (T X ) est s-compacte avec (x ) bornée,

alors (x ) est r-compacte. Nous avons donc une convergence réquliére.

Proposition 1.3

Soient T e (E,F) et T e&ﬁ(En,Fn), ne N

STy gt

et T injectif alors Tn HStablé> T et T est surjectif

dim En = dim Fn < o

Démonstration

Soit une suite bornée dans Te noyau de T » X, € Ker(T ) et
Iix "E 1 pour n ¢ N. La convergence regul1ere entralne l existence
d'une"sous-suite N' < N telle que xn-iﬁl~—§x e E.

La convergence de T vers T entraine alors : 0 = Tnxn —-ﬁ7—9 Tx,
d'odl x ¢ Ker(T), comme 1'est injective, x = 0 ,
Par conséquent Ker(T ) = {0} pour n assez grand Du fait que E et F
sont des espaces de méme dimension finie et T ewg(e ,F ) est anect1f
T est alors surjectif et T -1 : F * E est cont1nu
Nous allons démontrer qu'il ex1ste une constante M et un entier n,e N,
tels que pour tout n = Ny IIT H <
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Supposons que ce résultat soit faux, alors il existe une sous-suite
pp 4
N' < N et (Xn)’ ne N', avec

”XngEn =1
et ’
BT x|l —0
n n, Fn N
La convergence réguliére entraine alors qu'il existe x ¢ E, et N" ¢ N*
: (r). : s - _
avec : X -&:ﬁﬂ x ce qui entraine [[xf|p =1 et T X Tx.

Dod |x||g = 1 et ||Tx]l- = O ce qui est impossible puisque T est injectif.

Nous avons donc démontré que la convergence est stable ; i1 suffit
maintenant de montrer que T est surjectif. En effet ; soit y « F, alors

~1
Sny € En avec

S Fn et pour.n assez grand X, = Tn

Tnxn =S Y-y

et

A

| il = M|ls v|| qui est borneé.

D'oi, en utilisant la convergence réguliére, 1'existence d'une sous-suite
N' <« N et d'un x ¢ E tels que :

X »X , ce qui entraine que

n NI

Tnxn "

>Tx , et alors Tx = y. o

Des deux propositions précédentes, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire :

- . —— - -

Soient E_ et F,, de méme dimension finie, T ¢ %(E,F) et Tn egﬁ(En,Fn),
n e N. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1°) T est dnjectif et T, —— T
reg

2°) T est surjectifet T, — > T
stable
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Ce résultat est encore valable dans le cas o i1 n'y a pas d'hypothése
sur les dimensions de En et Fn’ mais en faisant 1'hypothése que T, est un

~ opérateur de Fredholm d'indice nul, ce qui est plus général (voir

Vainikko 251.

1.6 - Convergence des opérateurs de projections

Soit P e %(E) un opérateur de projection dans E, c'est-a-dire
P? = P. Soit (P.) n ¢ N, une suite de projections dans Eps Py e S(E).
Nous notons M = PE 1'image de E par P et Mn = PnEn 1'image de En par Pn'
Nous allons donner quelques propriétés classiques [ 9,25 ] sur les
dimensions de Mn et M résultant de la convergence de Pn vers P. Pour
cela voici un lTemme qui sera utilisé par la suite :

Lemme 1.4 :

Soit {x',...,x"} un systéme de m vecteurs de E linéairement indé-
pendants. Si (xﬁ), ne N, est une suite d'éléments de En’ 1<ks<m,

& (r) >xk pour k = 1,2,...,m.

Alors : étant donnée la suite de constantes (ag), k=1,...,m la

m
suite ( I a& xﬁ), n ¢ N, est uniformément bornée en n si et

k=1 m
seulement si : k

telle que : x

I ]ani < constante, pour n assez grand.
k=1

Démonstration

I1 est évident que la condition est suffisante, démontrons qu'elle

est nécessaire :

m .
- k k
Posons x = kEI a, X, » e N, on peut supposer quel{xnﬁEn < 1.

Supposons I ]aﬁl-—-:» o, oli N' est une sous-suite dans N.
N

k .k
nxn

m
En prenant x; = e = %3 , On a:

™3
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m
% [b | = 1, donc i1 existe une sous- su1te N" < N'et by € € tels que :
k=1
bﬁ--5 bk pour k = 1,2,...,m et Z [b | =1, et
N k=1
' k
TR z: shxple — zl DK
Comme
“Xﬁﬂ s-——l-—~ —>» 0, il y a contradiction.
Z laki N
k=1

THEOREME 1.5,

Si M est de dimension finie et Pn ~L§l> P, alors :
dim Mn 2z dim M pour n assez grand.

Démonstration

Soit m la dimension de M et soit {x!,...,x"} une base de M. Nous
commengons par démontrer le résultat suivant :

1°)  Si une suite (x )s» n e N, d'éléments de h est telle que xk ~if2f>x s

pour k = 1,2,...,m, alors {x seeesXy } pour n assez grand, est un
systéme de vecteurs 11nea1rement 1ndependants.

. k . .
En effet, si (an) est une suite de scalaires, ne N, 1 <k < m,

m
avec y a§x§ = 0, alors (lemme 1.4), il existe une constante M et

k=1 m
n, € N tels que pour tout n = N, Z [aﬁ] < M. Donc pour toute sous
k=1
suite N' < N, il existe une sous-suite N* < N' et m scalaires
al,o?,..., o tels que : ag ~—~ﬁ;ak pour 1 < k <

d'ol

k 0 et aﬁ + 0, pour k = 1,2,...,m

et alors o
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Le premier résultat est alors démontré.

2°)  Comme Pn .Sfl$ P, ona : Pnrnxk -+ ka pour k = 1,2,...,m.
"On déduit du résultat du 1°), que {Pnrnx‘,...,Pnrnxm} est un
systéme de m vecteurs linéairement indépendants dans Mn. Donc

dim Mn >m. e

THEOREME 1.6

Si M est de dimension finie, alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) P, —> P
comp.
(ii) Pn “ifl“;p et dim Mn = dim M, pour n assez grand.
Démonstration

(1) => (i)
D'aprés le théoréme 1.5 dim Mn zdim M= m.
Supposons que dim Mn = m+l, alors on peut trouver dans Mn’ m+l
vecteurs linéairement indépendants : x;,x m+1

nseesax " quion peut
supposer de norme 1 :leﬁﬂE =1, pour k =

1,2,...,m+1,
Comme xk = anﬁ, (x"), neN , est une suite r-compacte, c'est-
d-dire que pour toute sous-suite N' < N, i1 existe une sous-

suite N" < N' et xk e £ tels que : xﬁ .—~—+xk, ce qui entraine
NII

k _
Xq = an

k k
———3 Px
n N

k k

+
Donc, x° = Px m+l

e Mpour k = 1,2,...,m1 et x',x%,...,x sont
linéairement indépendants ce qui est impossible.
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(ii) => (i)
. 1 m . k_ k 1 m
Soit {x*,...,x"'} une base de M. Si x_ = Pnrnx alors {xn,...,xn}

n
est une base de Mn telle que xﬁ -11249Xk pour k = 1,2,...,m.

Considérons une suite bornge (x ), n e« N, Xp € Epetfix]l s 13

pour n assez grand il existe des scalaires u;,.‘.,dg tels que
PXx = g ok xK et g lak[
nn - n - n

0 < constante (lemme 1.4),
k=1 k=1

Soit N' « N une sous-suite, on peut trouver une sous-suite N" < N'

et des scalaires al,...,d" tels que ag-—~—f>ak pour k = 1,2,...,m 3
ki)
d'ol : N
m m
Px = L ak xk-~—-w b) akxk

RS T L |

Donc (ann), n e N, est une suite r-compacte. o

2 - APPROXIMATION DU PROBLEME DE VALEURS PROPRES

Soient E et F deux espaces de Banach sur € et A,B ed5(ELF).
(En) et (Fn)’ ne N, sont deux suites d'espaces de Banach sur € qui
approchent E et F respectivement et dont les suites des opérateurs de
restriction associés sont respectivement (rn) et (Sn)’ ne N. Nous
considérons aussi deux suites d'opérateurs dans Qf(En,Fn), (An) et (Bn)
n e« N. Nous avons le schéma suivant :

A,B )

E 7 E
"n *n
£ An’Bn b
n ’F
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Nous supposons pour toute la suite que En et Fn sont de méme
dimension finie. Nous rappelons les propriétés vérifiées par rn et Sy ¢

(H1) r (resp. Sh) vérifie 1a propriété de compatibilité des normes
-Ig et ll.1g (resp. H-H;.—n et ||Illg)-
n

(H2) n (resp. Sn) est asymptotiquement linéaire

2.1 - Définitions spectrales

Nous donnons les définitions [9, 13 et les notations des éléments
spectraux associées au probléme généralisé, associé au couple d'opérateurs
(A,B) : trouver A ¢ (€ tel que :

(P) Ax = ABx , 0 # x ¢ E

1°) Ensemble résoivant et Spectre
L'ensemble résolvant de (A,B) noté p(A,B) est défini par :

p(A,B) = {z < € tel que (A-zB) " < £(F,E)}.
p{A,B) un ouvert de €.
Le complémentaire dans £ de o(A,B) est le spectre de (A,B) noté

o{A,B).

2°) Résolvante, valeur propre isolée et projection spectrale
Pour tout z e p(A,B), (A-zB) L ¢ J(F.E) et R(z) = (A-2B)""
est la résolvante , c'est une fonction analytique de z dans p(A,B).

A e €, est une valeur propre de (A,B) si A est un point du spectre
pour lequel il existe u ¢ E non nul tel que Au = ABu.

A est dite isolée si on peut trouver un ouvert A de C contenant
A et tel que Anu(A,B) = {2} .
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Si A est une valeur propre isolée, il existe une courbe fermée T
simple, rectifiable qui entoure un voisinage de X et 1'isole du reste
du spectre.

On appelle projection spectrale associée a 1 1'opérateur

1
P:"‘m /;,R(Z).B dz

P est une projection continue dans E.

Soit z, e« A n p(A,B), on a 1'identité suivante dite &quation des
résolvantes :

(1) R(zy) B-ul = WR(z,) (AB-A)
ol I est 1'opérateur identité sur E et p = Xf%_ .
e )

L'opérateurlT = Bigoi Blest continu, son spectre est 1'image par la
fonction z ~ du spectre de (A,B). Le probléme de valeurs propres

z~Z
classique associ® a T :

trouver u ¢ C tel que:

(P") TX=pux , 0#xcek

est équivalent au probléme (P). En effet, on montre facilement la
proposition suivante :

Proposition 2.1

1

(i) A est valeur propre de (P) <=>us= v est valeur
propre de(P') ‘ °
(i) P est la projection spectrale associée a j et

Ker(A-AB) = Ker(T-ul).
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~

M = PE est le sous-espace invariant de T associé i Mo
Par extension, on appelera M sous-espace "invariant" du probléme généralisé
(P), associé a la valeur propre A .

La muftiplicité algébrique m de A (ou 1 ) est l1a dimension de M.
La multiplicité géométrique de A (ou de u) est la dimension de Ker(A-2B),
noyau qui est identique & Ker(T-uI).

L'indice de A (ou de u) est le plus petit entier % tel que
Ker(T-p)* = Ker(T-ul)**1 , 1 < ¢ < m.

2.2 - Opérateur de Fredholm d'indice nul

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un point du spectre de (A,B) soit une valeur propre isolée et de mul-
tiplicité algébrique finie. La démonstration de ce résultat est inspirée
de quelques démonstrations de [13].

Nous commengons d'abord par donner la définition d'un opérateur de
Fredholm d’indice nul.

Définition 1 :

o - . . - -

Soit H e L(E,F), H est un opérateur de Fredholm si
. Ker(H) et HE sont fermés,
. dim Ker(H) et Codim HE sont finies,
ol Codim HE est Ta dimension de 1' espace quotient F/HE.

Définition 2 :

H « Z(E,F) opérateur de Fredholm est d'indice nul si
ind(H) = 0,
ol ind(H) = dim Ker(H)-Codim HE.
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Lemme 2.2.

Soit X un espace de Banach et soit T e Jf(X).
Si Te noyau de T est de dimension finie alors : pour tout k ¢« N,
le noyau Ker (Tk) est de dimension finie.

Démonstration

Le résultat étant vrai pour k = 1, par hypothése, nous supposons
que No = Ker(Tk"l) est de dimension finie. Alors N1 = Ker(Tk) est un sous-
espace fermé de &(Tk e L(X)). L'opérateur k-1 restreint a N; note
T = k-l \ N; ¢ Ny~ Ny est continu. Ker(Tl) = N0 est de dimension finie;
comme TlNl c No’ dim(Nl/No) = dim(TINl) < dim NO et alors dim N1 est
finie. o

Lemme 2.3.

Soit T e&(E,F) tel que Ker(T) soit de dimension finie et que TE
soit fermé dans F.
Alors, si M est un sous-espace fermé dans E, TM est fermé dans F.

Démonstration

Soit 1'espace quotient E, = E/Ker(T). Les éléments de E, sont les
classes d'équivalence notées U, avec u ¢ E. v = U <=> v-u ¢ Ker(T).
E0 muni de la norme induite :

[lull = inf |Jlul] = dist (u,Ker(T)), est un espace de

. uel
Banach.
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. Puisque u = v <=> Ty = Tv, nous pouvons définir 1'opérateur
Vinéaire T  : E_ > TE par TOG = Tu, pour tout u ¢ E,- TE est
fermé dans F, donc TE muni de la norme indujte par F est un
espace de Banach.

T, est continu : Soit (u ) une suite dans E, telle que ”u il ~0,

C est a-dire d(u ,Ker(T)) + 0 donc il ex1ste z, e Ker(T) : ||un ZJ[E+0
donc T(u ) = T(u -~z ) + 0, puisque T est contlnu Donc

Tqun = Tun + 0.

T0 est inversible : T0 est surjectif, de plus ¢
Toﬂ =0 <=>Tu = 0 <=> u ¢ Ker(T), donc T0 est inversible et son
inverse est alors continu.

. Soit M0 le sous-espace de E0 défini par
M, = {U e E, / ue M. M est alors fermé dans E, Puisque M et
Ker(T) sont des sous-espaces fermés de E.

1

. Par définition de T0 et M0 on a TOM0 = TM, comme T0 est continu

TOM0 est fermé dans TE donc dans F.

THEOREME 2.4,

borné
Soient A,B ¢ Z(E,F) et A un ouvert¥de € alors les deux propriétés

suivantes sont équivalentes.

(i) A-AB est un opérateur de Fredholm d'indice nul, pour
tout A ¢ A
(i) c p(A,B) u {valeurs propres isolées de mult1pl1c1te

algebrique finie de (A,B)).
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Démonstration :

(i1) => (i) .
Soit A ¢ 4, si X e p(A,B) alors (A-AB)™! e JA(F,E) et
A-AB est de Fedholm d'indice nul.
Si A est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie,
M= PE et N = QF sont de méme dimension finie m, ol .

. __1 f ~ -1 f .
=50 Jr F(z)y Bdz et Q= > Jr B R(z)dz.

-
!

I' ¢ A est une courbe fermée qui entoure ) .

Soient M' = (1-P)E et N' = (1-Q)F, alors E=M @& M' et F = N & N' avec
(A-XB)M < N et (A-AB)M' <« N'.

i

Considérons les restrictions de 1'opérateur A-)B a3 M et M' :
H = (A-AB) 5 M:M->N,
H' = (A-)B) r M* MY > N,

H est un opérateur de Fredholm d'indice nul, puisque

dimM = dim N = m < . H' est un opérateur inversible.

Ker(A-AB) = Ker(H) qui est de méme dimension que N/HM.

Comme N' et HM sont fermés (A-AB)E = HM+N' est un sous-espace fermé de F
Donc les espaces quotients F/(A-AB)E et N/HM sont isomorphes et alors
A-AB est un opérateur de Fredholm d'indice nul.

(i) => (i)
(a) Soit X ¢ A alors (A-AB)E est fermé et
dim Ker(A-x B) = codim((A-AB)E) = g est finie.

- si g =0 alors A-AB est inversible et (A—AB)"1 e 8(FLE),
(théoreme du graphe fermé), donc A ¢ p(A,B).
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- sig# 0alors il existe u € Ker(A-AB), u # 0 donc XA est une
valeur propre de (A,B).
(b) Nous allons démontrer que si AeA, est une valeur ﬁropre de (A,B),
alors X est un point isolé du spectre de (A,B).
Supposens que ce ne soit pas le cas.
Soit xn ¢ o(A,B), An rAaet A # A Sin £ m.

Alors pour n 2 n Ane.k et d'aprés (a) A est une valeur

0'
propre de (A,B). Donc il existe une suite de vecteurs u, telle

que (A-) B)u =0, Hunlk =1et !lun—umuE 2y > 0 pour n £ m.

Soit E, un supplémentaire de N = Ker(A-)B) dans E, E = N®E, ;
considérons 1°opérateur A-AB restreint a EI’

Ay = A-XB o E, @ B, > (A-2B)E

A est inversible et son inverse S : (A-AB)E ~ E, , est continu.

- 0 1 Y 0 1
= y%+ o u s
Comme u, e E, u, = U un 0l u e N et U, € El ; soit

= (A~ = (A S i 1 .
f, = (A AB)un, aYOfs f (A AB)un Alun et uy an.

1 — - 2 e 1 -
D'autre part fn = (An A)un + 0, ce qui entraine que uy an + 0.

Donc i1 existe N' <« N et u ¢ N tels que : Un“~ﬂr—> u et

Uun-um|$+ 0 pour n,m ¢ N' et n,m> ce qui contredit 1'hypothése.
Donc A est une valeur propre isolée de (A,B).

{¢) Pour démontrer que A est de multiplicité algébrique finie, il
suffit de remarquer que puisque X est isolée, A n p(A,B) # P.
Soient z € A n p(A,B) et T = R(zo)B. T ed(E) et u = X{%~
est une valeur propre isolée de T de multiplicité a1gébriqu8
égale a celle de X . Soit M le sous-espace invariant par T;
associé @ u, dim M < o est assuré par le lemme suivant :

(dont nous donnons la démonstration aprés la fin de celle-ci).
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Lemme 2.5

Avec les notations et les hypothéses précédentes, il existe k0 e N
tel que :
ko
Mc N((TM-;JIM) )s
avec
TM =T MM : M-> M

IM étant 1'identité sur M.

Puisque Ty-u Iy e (M), M est un sous-espace fermé de E et
Ker(TM-uIM) = Ker(A-AB) qui est de dimension finie ; le lemme 2.2 entraine
que M est de dimension finie. e

Démonstration du lemme 2.5

L'identité (1) : T-ul = uR(zo)(AB—A) entraine :
. N = Ker(TM~uIM) = Ker(A-)B) est de dimension finie,
- Ty uIyM = 1 R(z,) (AB-A)M.

Comme M est un sous-espace fermé de E, le lemme 2.3 entraine que
(AB-A)M est fermé donc (TM'“IM)M est fermé et (TM-pIM)kM est une suite
décroissante de sous-espaces fermés, k = 1,2,...

Par conséquent Nk =Nn (TM-uIM)kM, k =1,2,..., est une suite décrois-
sante de sous-espaces de dimension finie, donc il existe ko e N tel que
Nko = Nk’ pour tout k = ko.
| . ‘ ko <
Soient N0 = Nk et X0 = (TM—pIM) M. Nous allons démontrer que

N _ 0
NO = {0} et Xo = {0}
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L s o . _ exo s _ _
Considérons 1'opérateur TO : XO > X0 défini par Tox = (TM uIM)x
pour tout x ¢ Xo’

T est continu et Ker(TO) = No' Comme on a :

k 4k
M) M, pour tout k «¢ N ,

k0+k K
* (TM-uIM) M= T0 X0 > pour tout k ¢« N,

©

* N e (Ty-ul

: k k
Ker(fo) =N, TOXo et Ker(T;) TOXO, pour tout k ¢« N.
Comme N est un sous-espace de X0 de dimension finie, i1 existe

un sous- espace M fermé, tel que X N0 @ Mo'
Nous con51derons alors 1' operateur :

T1 est continu, inversible et son inverse S0 est continu de TOX0 dans Mo'

*  Soit u0 € N0

Comme N c T-X s 11 existe ul'e M, tel que

Su, = u; 5 donc Uy e Ker(Tz) et Ker(Tz) < T,X,+ On peut donc construire
une suite (u ) » k=1,2,..., telle que U = Souk 1 et Tk+1 0.
i _ S
D'ou Sou0 = U appartient a TOXO.
Donc flu, | = 178k, Il < (171 - 115 1% |
Comme HT Il Vk 0, pour k suffisamment grand HT Illlk Sl
c'est-a d1re[lT ”llS ” < 1. °

Donc nécessairement u, = 0 et alors :

={0} , M =X et T :X X

est inversible et son inverse est continu.
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* Soit U ¢ >~<-9_9

U = SDTOu

1

IN

ISl TSl ul.

donc u = 0 et alors X0 = {0} ou

n.n
SOTOu, donc»{}u”
ngs 1S IM 1T <

k
X0 = (TM—UIM) OM. Ainsi Te lemme est démontré.

oot

Y

Or pour n

L ]

Le théoreme 2.4 donne donc une condition nécessaire et suffisante
sur (A,B) pour qu'un point du spectre de (A,B) soit une valeur propre
isolée de multiplicité algébrique finie. C'est le seul cas que nous consi-
dérerons dans la suite. |

2.3 - Approximation de (P)

A,B « J(E,F) 5 nous nous intéressons a 1'approximation de ) valeur
propre isolée de multiplicité algébrique m finie de (A.B), c'est-a-dire
solution de :

(P) AX = A.Bx , 0#x ¢ E

E,F étant approchés par En, Fn’ A,B par An, Bn alors les valeurs
propres de (P) vont &tre approchées par les valeurs propres An solutions
du probléme discret :

(Pn) Anxn = Aanxn ., 04 X, € En

p(An’Bn)’ O(An,Bn) et 52n(z) = (lixn—:»:Bn)"1 désignent respectivement 1'ensembl
résolvant, le spectre et la résolvante associés a (Pn).
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Soit A un ouvert contenant A et qui 1'isole du reste du spectre de (P).
Supposons que (P ) ait dans A des valeurs propres nbtées A R A’, cees A
3 =1,...,1 sont les projectlons spectrales assoc1ees, a]ors la
prOJect1on spectrale associée a 1'ensemble A‘ . ,A .des valeurs propres
dans A est ﬁ? '2" j},s;(z) Bdz , 00T <A entoure toutes les valeurs
& -

propres
"ok

O s

@Dﬁ an E est le sous-espace invariant associé.
1

Soit z, ¢ p(A,B) o A, fixe, sous la condition :

(f) Z, € p(An,Bn) » pour tout n > no(zo),

On a 1'identité suivante :

(@) Ru(z)Bu Ty = uy R, (2,)(00 B A )

ot py_ = 1 s et o In est 1'opérateur identité sur En.

L'opérateur ?T =% (z )B ' est continu de E dans E . Le spectre de 1:
est 1'image par la fonctlon i +'ij" du spectre de (A B ) Le probléme
)

. [] -
(Pn) 1§=nxn = WX, 0 # Xy, € E

est équivalent au probléme (Pn)° En effet, on a la proposition suivante :

Proposition 2.6
Sous la condition (x)

(i) A, est valeur propre de (An,B") si et seulement si b, est
une valeur propre de Tfh.

ii 6° est la projection spectrale associée & n et
n

Ker(A -\, B ) = Ker(tfn unln)
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Le probléme (PA) est une approximation de

(P") TX = ux, 0# xe6E

En effet, les identités (1) et (2) nous donnent

Proposition 2.7

Soit 2,2 ¢ C, z # Z,- Si An ZOBnStlf z B, alors: .

{*) est vérifiee et les deux prop051t10ns suivantes sont équivalente:

(i) la convergence stable (resp. réguliére) de An-an vers
A-zB
(ii) La convergence stable (resp. réguliére) de E’ -t I vers
T-tI ; ol t = —J;~
2z’

2.4 - Résultats de convergence

Dans Te théoréme suivant nous donnons la démonstration (Stummet [191)
de la convergence des résolvantes et des proaect1ons spectrales sous 1'hypo-
thése de la convergence stable.

THEOREME 2.8

Si An-zB > A-zB, pour tout z ¢ A n p(A,B) alors
stable
1°) Qo (2) L2 R(z), pour tout z ¢ 4 o p(A,B)

2) © Ar) 5p.

n
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Démonstration

1°)

2°)

°

La convergence stable entraine que A zB est 1nvers1b1e pour n assez
grand et que z € A n p(A,B) ; jz (z) = (A -2B ) est alors continu
et [|42,(2)ll < M(z) , pour tout n =n,.

Pour y e Fetn 2 Ny

roR(z)y- iQn(z)sny = Sln(z)[(An-an)rn—sn(A—zB) R(z)y

d'oﬁ
[INORUNCIRT M(z).n((An—zsn)rn'-s,,m-zs))R(z)yugn

Le deuxiéme membre de cette inégalité tend vers zéro quand n » +eo,
Donc :

R (z) 2L Rz).

Convergence des projections spectrales.

. Nous remarquons d'abord que 32n(z)B (r) —-7 »R(z)B, & cause de
1'équation des résolvantes et du 1°) du théoréme. Nous avons aussi
pour tout compact K < p(A,B) n A, sup njln(z)Bnu < M pour

n = n_(K), d'od 2ek

190 = 5, B ol < B2 sup 12w,

d'ol :

I,

. si x ¢ E, il nous reste a demontrer que || Sl leiE + 0.

Comme n est seulement asymptothuement llnealre, ce rlsultat n'est

pas immédiat.
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Soit € » 0

IT existe alors une constante § > 0 telle que pour toute subdivision

0 = (293Zp500052,4) dg I, vérifiant |o| = 1T?§giZ‘+I~Z | <8
H f R(z) Bxdz Sl =
b3
avec : S4 = E (zi+1-zi)R(£i)Bx

i=1

et

&i € (2552544)

0 ;
- . N _
De méme, si S = E (Zi+1 Zi)Rn(gi)Bnrnx’

i=1
on a : !

. v - n_ - _eh
annx ran = (SG rnSd)+( I,5??](2)Bnrnxdz Sc)
+ (rnSg~rn,/; R(z)Bxdz-rn(Sdoul; R{z)Bxdz))

+ rn(SG~~/; R(z)Bxdz).

Fixons la subdivision o de I' de telle sorte que |[of < & et |o] < e/M,
alors :

SI YOt M A A R NERRAE

1 1+1 n

L
< £ mes (i/:21+1) sup_ ”(Sln(z)“jzn(gi))ﬁnrnﬂlg
n

i
i=1
SLZ 2341
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en utilisant 1'identité :

R, (€)= (2-6)R (2R (£,)
on obtient Ta majoration suivante :

Il Hﬁ%(z) Bnrnxdz-SgﬂEn

M.e/M = € pour n 2 ny- M étant une constante

lIr S,-r /; T(2)Bxdz-r, (5 _J, R(z)Bxdz)llEn

+ 0
(hypothése H2).

Ilrn(So-_/; R(z)Bxdz)HEn

Sl|$o'~/: R(z)Bxdd|E+e/2 <€ pour n = n,

(hypothése H1).

n
"So'rnso”En

L
sllrnso- °El(zi+1-zi)rnR(gi)B>d|E +
i= n

2
“ izl (Zi+1'zi)(ﬂn(€i )Bn"rnR(Ei )B)X”E
= n

[ mes(Ei2i) sup (lz=gg | IR, () - IR, (681 i x



- 38 -

1'hypothése (H2) pour r, entraine que pour n > ng

L
Ilrnsg- z (zi+l-zi)rnR(gi)BA|E < €.
_ i=1 n
de méme le deuxiéme terme :

L
Iz

i=1 (Zi+1_zi)(5%n(gi>Bnrnx-rnR(Ei)Bx”|En

< mes(T') lmaxzﬂj?n(gi)Bnrnx-rnR(gi)BAIE
<j<t. n

<e, pour n = n,.

(convergence de Sln(ii)Bn vers R(gi)B).

Donc :
Pour x e E et pour tout € > 0 fixé en-utilisant a), b), c) et d)
$1 n, = max (ni) pour n = n

1=i<4

N

llran—SbnranEn 4.

Nous avons alors démontré que §3n“_£12__5P. °

Remarques

1°) La convergence stable en z, € p(A,B) entraine que (x) est vérifiée pour

ZO.

2°) Soit z € p(A,B) et soit 3 résoudre (A-zB)x = f, f ¢ F en 1'approchant
- - : . (s) .
par (An an)xn = fn ol fn € Fn est tel que : fn —L f alors :
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THEOREME 2.9

(r,s)
Si An-an StabTe” A-zB, pour tout z ¢ A n p(A,B) alors :

1°) i1 existe une suite de valeurs propres de (Pn) dans A qui converge
vers A,

A est le seul point limite possible pour toute sous-suite de
valeurs propres de (Pn) dans A .

2°) Pour n assez grand, (Pn) a au moins m valeurs propres dans A .

3°) Pour tout x € M, il existe une suite (xp)s me N, x e?{’n telle

Démonstration

La convergence stable entraine q?n -ifl—aP (Th. 2.8) donc pour n
assez grand m, = dim Otn 2m = dim M (Th. 1.5), c'est-a-dire que pour
nzn, il existe au moins m valeurs propres de (Pn) a 1'intérieur de T.

Ce résultat reste vrai pour toute courbe fermée & 1'intérieur de A et
entourant A . D'od 1'existence d'au moins m valeurs propres de (Pn) qui
convergent vers A .

Supposons qu'une suite de valeurs propres (An) de (Pn) converge
vers AoesA ; soit u, Te vecteur propre normé associé a An’ ne N.

Si Aoe p(AsB) n A alors i1 existe une sous-suite N' ¢ N telle que
r) i - (rss) | a-
un'“‘ﬁ?’“%’u e £, puisque An A Bn QE;B3E~9 A A,Bs la convergence est donc

réguliére et 0 = (A -A B ) u {5} yA-XB)u, donc A ¢ o(A,B) et A = 1.
n nn n 0 0

Pour la derniére par?ie, il suffit de constater si x < M, alors
- QP : (r), : @ _(r)
Xy =8 e x 57(n et x, ——»x puisque & L op.
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Le résultat précédent montre donc 1'existence d'une suite convergente
de vecteurs invariants.

Nous verrons avec le théoréme 2.12 une condition qui assure la conver-
gence des vecteurs propres.

Lemme 2.10

Soient G un espace de Banach sur ¢ et (Gn,qn), n e N une approximation
discréte de G.

Soient les opérateurs H e<3(G,F), K «<4(E,G), H, eQE(Gn,Fn) et

Kn €“£(En’en)’ neN.

Alors :
(q,s)
Hn reg > H (r,s)
(r.q) = HK reg  ’ H.K
Kn reg > K
Démonstration

Soit une suite (x ), ne N, Xp € Eps Hxnlk < 1 et telle que
(H K x} s-compacte. n

IT existe une constante M telle que ||K || < M, (K, > K).

Donc {Knxn} est une suite bornée et comme Hn-;g"b H alors {Knxn} est
q-compacte ; en utilisant la convergence réguliére de Kn vers K, {xn}
est une suite r-compacte.

Lemme 2.11

Si H, H'e s (E,F) et Hys Hy e Z(E LF ), H osurjectif.

Alors :
Hn —s H
stable => HAH s !
n o n
Hl > Hi reQ
n

comp
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Démonstration :

La proposition (2.1) entraine que I  ——=H ; soit une suite (xn),

re
nelN,x cE, !IxnﬂEn = 1, 9

S'il existe une sous-suite N' <« N et y ¢ F avec (Hn+Hﬁ)xn'”'T”’y
N

comme Ha ——3% H, i1 existe N" < N' et y' ¢ F, avec
comp
HAxn~~_~5>y' donc Han-"~ﬁ>Y“y'9 puisque Hn ee»H, i1 existe N™ c N"
Nll N!l reg
et x ¢ £ tels que X_———> X. o
n NIII

La convergence réguliére des opérateurs assure la convergence compacte
des projections spectrales, c'est-a-dire la conservation des dimensions.
Ce résultat a été démontré par V.G. Vainnikko [ 271, en utilisant la
"mesure de non compacité" ; P. Redont[ 171 en a donné une autre démonstration
plus simple que nous donnons ici.

THEOREME 2.12

Soit A un ouvert qui isole X .
Si An—an ——n A-ZB  pour tout z ¢ A alors :

reg
. (s,r)
1) Sln(z) —--->R(z) pour z ¢ A n p(A,B)
. r .
e 0,
n
2°) dim M = dim M pour tout n suffisamment grand.

Démonstration :

1°) Si z ¢ A o p(A,B) 1a convergence réguliére entraine la convergence
stable (Prop. 13.).
En utilisant le théoréme précédent, le 1°) est acquis, donc la
convergence des valeurs propres.
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Comme_dim M = m est finie et ®_ _ifj_,P le théoréme 1.5, entraine
que m = m pour n assez grand, il suffit donc de voir que

mo<m:

Supposons dinw?ﬂn > dim M = m, pour tout n « N', N' < N. Alors pour
n e N', il existe mtl vecteurs linéairement indépendants

1,2 m+1 BT _
Upslips sl avec. Hun]kn =1, .
ik i . ik
(?fh’“n) U, = 0 et (an-un) Uy #0

u; étant une valeur propre de Tn qui approche u , pour i = 1,2,...,mtl

a) Nous commengons par démontrer que pour i ¢ {1,2,...,m+1}, il
existe ki e N tel que k? < ki pour tout n = nye

Supposons que ce résultat soit faux pour un i donné, alors on peut
trouver une sous-suite N' <IN avec k? —ato  c'est-d-dire qu'il
i

existe une suite (xk) ,l]xkﬂ =1, etn e N tels que :
n n En 0

ivk kK _
(€pup) X, = 0

(@, ik 0

pour k = 1,2,....m+l, et n ¢ N*, n2 Ny

i i :
Comme [ L T Tn"“nln";;;_pT EI 3
En utilisant Te lemne 2.10, (5 -u})* —,(t-uD)¥, donc 11

reg r
ek 0

existe une sous-suite N" < N" et x~ ¢ E, - X©

n N"t
pour k = 1,2,...,mtl du fait que Pn + P, x§ =f3; xﬁ > ka => xk e M
Comme {x;,xa,...,x2+1} est un systéme linéairement indépendant il

en est de méme de {x!', xz,...,xm+1} ce qui contredit xk e M,
k=1,2,...,ml, dim M = m.
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b) En utilisant le résultat précédent, k? < ki pour n = "o et
i=1,2,...,m1, nous avons

(e, - i)kiui =0 et ||uil =1 pour n e N'
Thohn) Ty ".kn P €

Le lemme 1.5 entraine 1'existence d'une sous-suite N" < N, et

u] e E, avec

i (r)

i \
Uy e U s pour i =1,2,...,m+l

Puisque '?n (r) >P, u, = ‘Pnu;—-) Pu’ » donc
u' =P’ e M pour i = 1,2,...,m+l et {u‘,uz,...,um+1}sont

linéairement indépendants, ce qui est faux.
Le théoréme 2.12 est alors démontré. e

Nous avons donc une condition suffisante de forte stabilité au sens
de F. Chatelin [3].

C'est aussi une condition nécessaire comme Ie montre le corollaire
suivant [26]

Corollaire

Soit A un ouvert qui isole A .
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(H3) An-an .iflfl;A-zB s pour z ¢ A
reg

(rss)

(H'3) An-—ZBn 'EEEETE>A-ZB s pour z ¢ A n p(A,B) et

W, = m, pour n suffisamment grand.
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Démonstration :

Pour z ¢ A n p(A,B) 1a convergence stable est equivalente & la conver-
gence réguliére (prop. 1.2 et 1.3). I1 suffit de démontrer que (H'3) entrain

An—kB ——bA=AB, pour A ¢ A n o(A.B).
D reg

Pour cela nous commengons par démontrer que
Tl S Teul o, (n= )
N g r-z,

- = - (1= 82 o
En effet, I -T7 =ul G (1 5n)+%’n5n ol

, © |
1) ?frr5n~«35ﬁ*~a TP , puisque ﬁ?n «Lﬁl~—¢ P
P comp.
et ?f; Ar) o,
2) u.zn-t:’nu-@n) 5 uI-T(1-P), car

stable
o
U e p(Z?n(1~\Sn)) pour n = n..

En utilisant le Temme 2.11, nous avons la convergence réguliére de
Tn-uln vers T-ul. De plus les identités suivantes :

An-ABn = (R-zo)(Aﬂ—zan)(uIn-Tn)
A-AB = (A~zo)(A~zoB)(ui-T)
en passant par le lemme 2.10 entrainent la convergence réguliére de

An—ABn vers A-AB..

Nous résumons les résultats de convergence des éléments propres dans
le théoréme suivant.



THEOREME 2.13

- 45 -

Soit A un ouvert qui isole X . Alors sous les hypothéses suivantes :

(H1)

(H2)

(H3)

On a le

r, et Sh sont asymptotiquement linéaires

compatibilité des normes

An—an ~——— A-zB pour tout z ¢ A.
reg

s trois propriétés :

(i) convergence des valeurs propres avec conservation des ordres de

mul

*

tiplicité algébrique :

il existe une suite (An), n ¢ N, de valeurs propres de

n-roo

si (An) est une suite de valeurs propres de (An’Bn) telle qu'il
existe une sous-suite N'c N, avec (An), n ¢ N', convergente
alors An..N_._;A.

Pour n suffisamment grand (An,Bn) a exactement m valeurs propres
dans & comptées avec Teur ordre de multiplicité.

(i1) Convergence des sous-espaces invariants :

si x ¢ M, avec "xlk = 1, alors i1 existe une suite (x,)
. r
neN, X € @n avec x_ 5X.

siox, e et Hxnlk <1, ne N, alors de toute sous-suite
N ¢ N, on peut exPraire une sous-suite N* < N telle que

X ——> X, avec X ¢ M.
n N®
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(iii) Convergence des vecteurs propres :
si (Xn)’ ne N est une suite de vecteurs propres normés de
(An,Bn)s alors on peut extraire une sous-suite N' <« N telle
que X, _uﬁr.;x, ot x est un vecteur propre de (A,B) associé a X .

Démonstration

(i) et (ii) résultent des théorémes précédents. I1 nous reste &
démontrer (iii).

Soit (xn), ne N, une suite de vecteurs propres de (An,Bn) associés
a A, telle que{lanE = 1 (i1) entraine 1'existence d'une sous-suite

N' ¢ N et d'un x « M'tels que : X, ——3X comme An-ann mifiilﬁ>A~AB, on
NI
a:

N*

r,s
0= (A-r 8 )x {rS) (aap)x

d'ol X e Ker(A-AB)..
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CHAPITRE 2

BORNES D’ERREUR ET QUOTIENT DE RAYLEIGH

GENERALISE APPLIQUE A L'APPROXIMATION DISCRETE

Dans cette partie nous commengons par définir le probléme adjoint
de (P) et par donner une condition suffisante pour la convergence des
éléments propres des problémes adjoints. Ensuite nous rappelons les bornes .
d'erreur théoriques sur les valeurs propres, les vecteurs propres et celles
sur 1'ouverture entre les sous-espaces invariants.

Nous définissons une suite d'opérateurs (pn) de "prolongement" de
En dans E. (pn) permet de définir des approximations de vecteurs propres
et du sous-espace invariant dans E. Nous donnons des bornes d'erreur a
postériori des éléments propres.

Le quotient de Rayleigh généralisé dans le cas de 1'approximation
discréte est une'approximation des valeurs proprs d'ordre supérieur i celui
des vecteurs propres, sous certaines hypothéses. Ce résultat reste néanmoins
theéorique sous cette forme lorsque A et B sont des opérateurs différentiels,
car le calcul du quotient de Rayleigh nécessite 1a résolution d'un probléme
différentiel, ce qui rend son utilisation trés coGteuse.

Dans toute la suite nous supposons que XA est une valeur propre isolée
par A , de multiplicité algébrique finie m, et d*indice 2. XA est solution
du probléme :
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(P) Ax = Bx, 0 # xcE, AB cB(E,F)
qui est équivalent au probléme :
(P*) TXx = ux, 0 #x ¢ E,
. -1 - L
o8 w=—T5 , T =R(z,)B e (E) et zy € An p(A,B) fixe.
“ %o

E est approché par (E ' ), F par (F ,sn) et A-zB par A -zB pe pour tout
z « A. Nous supposons 1es hypotheses suivantes ver1f1ees :

(H1) compatibilité des normes de E et En et de F et Fn
(H2) r, et S, sont asymptotiquement lingaires.

(H3) An~an

> A-zB, pour tout z ¢ A.
reg '

Le probléme approché de (P) est :

i

(Pn) A x

nn = AaBpXpe 0 F X € Eps AnBy E"‘?j(En’F )

qui est équivalent a :

(Pr) Tyt uX, s 0Fx cE
_ 1
T =%(2,)8, cB(E) et = .

Les hypothéses (H1), (H2) et (H3) assurent 1a convergence des valeurs
propres de (P ) avec conservation des ordres de multiplicité algébrique ;
AI,AZ,. . Ag désignent les valeurs propres de (P ) dans A comptees avec
1eur ordres de mu1t1p]1c1te x désigne un vecteur propre associé a An,
pour i = 1,2,.
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Nous posons :

i 1 - 1™
H =gt A == L A
Nl no My n
i 0

Nous désignons par c¢ une constante générique.

1. BORNES D'ERREURS DANS L'APPROXIMATION DISCRETE

Avant de donner les résultats sur les bornes d'erreurs, de 1'approxi-
mation des éléments propres de (P) par ceux de (Pn)’ nous définissons le
probléme adjoint de (P) et 1'approximation associée. -

1.1 - Probléme adjoint

Soit E* 1'espace adjoint de E, c'est-a-dire 1'espace des fonction-
nelles semi-linéaires continues sur E. F* est 1'espace adjoint de F. On
notera par <,> la dualité entre un espace et son adjoint.

Soient A" et B les opérateurs adjoints respectivement de A et B ;
A", B® ¢ X(F*,E").

Le spectre o(A",B") et 1'ensemble résolvant p(A*,B*) sont respec-
tivement les conjugués dans € de o(A,B) et p(A,B).

La résolvaiite de (A*,B*), R (z) = (I\’“’-—zB*)"1 est telle que :
R(3) = (A-28) 7 = ((A-28)11% (R(2)T", 2 € p(A.B).

Le probléme adjoint de (P) est :

(r,) Ay =XB%, O#yefF"

qui est équivalent au probléme :

(P,) T*y'—"ﬁy, 0#yefF*
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o T, = R(Z)B" cX(FY) et ji=—i_.

-2
A=z,

X (resp. u) est une valeur propre isolée de (A*,B* ) (resp. T ) de multi-
plicité algébrique m et d'indice g.

Désignons par P_ la projection spectrale associée i A et Us

M, =P, F* est le sous- espace invariant dans F*.

Nous donnons les relations entre: P et p* 1'opérateur adjoint de P,
et entre M et M* = P*E* 7 espace adJo1nt de M.

Proposition 1.1

On a les relations :

(1) P = R*(Eb)P*(A*-EOB*)
(ii) M= R*(Zb)M*.
Démonstration :

Soit T* 1'opérateur adjoint de T, od T = R(z,)B ; alors
T" = B*R*(Zo) eX(E¥) et :

_ — * *_" *
(3) T, = R*(zo)T (A z,B").
Puisque p est une valeur propre de T*, et P* est 1a projection spectrale
dans E* associé a u, la proposition (i) est évidente ; (i) entraine (11)
Nous allons définir les problémes approchés de (P*) et (P)).

Soient E;, F: les espaces adjoints de E*, F*. A; et B; sont les
opérateurs adjoints de A et B, AL B; eQE(F;,E;)
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o(A;,B;) et p(A;,B;) sont respectivement les conjugués dans.§ de
o(A:B) et p(A,B). La résolvante de (A7.B%), 4, (2) = (A%-z8%)]
telie que :

Bn(2) = (A28 = (A -28) I 1R, (207" L 2 oA LB )

A est une valeur propre de (A* B*) Sous Tes hypothéses (H1), (H2) et

(H3), z, € p(A ) pour n assez grand donc z € p(An,Bn). Considérons
alors 1° operateur o, 2 (z )B

M=o 1_ est une valeur propre de ?:;* et les deux problémes suivants
M2
sont équivalents :

* - * *
(Pn*) Anyn = Aanyn s O # yn e F
L CYn =Y, o Oy

Soient <3 . 1a projection spectrale associée 3 A et u et
?%n* = (&%* 0 Ie sous espace invariant associé. Nous avons 1! ana]ogue de 1a

proposition 1.1, ou 63; est 1'opérateur adjoint de &° et 7% n n s @
partir de :
(4) =8 (F Az,

Proposition 1.2.

. 5 _ - )k * = ook
(i) 8= L (2% (AL-ZoBr) s

(i1) W =5, G0
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Nous donnons une condition suffisante pour avoir la convergence
des é&léments propres du probléme (Pn*) vers ceux de (P ). Pour cela, nous
supposons 1'existence de deux suites d'opérateurs de restriction : (ré)
et (sg), ne N, telles que :

(E;,r;‘) et (F:,s;l), neN

‘sontdes approximations de E* et F* respectivement.

THEOREME 1.3

Sous les hypothéses. précédentes, si

N (S‘,?‘)

(Hx ) AL-2B ————> A"-ZB , pour tout z ¢ A,
alors :

* * ok P g
(H3) A,-zB, veg A"-zB", pour tout z ¢ A .

Démonstration :

L*hypothése (H3) entraine que Hfbn(z)ﬁ < M(z), pour tout n suffisamment
grand et tout z ¢ & n p(A,B). Comme IR (2)]| =R ()|l R (2) est
uniformément borné en n, pour tout z ¢ A n p(A,B) et :

% - 4 (s'sr') .
An~zB; ~stabTe ™ A*-zB* » pour tout z ¢ A n p(A,B)

D'autre part, dim %Zn* = dim %2n = dim M = dim M_ = m, pour n assez grand,
d'ol :

k -k

An-~28n »?§§*~> A*-zB*, pour tout z ¢ A,

d'aprés le corollaire du théoréme 2.12 (chap. 1).
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Corollaire :

Les hypothéses du théoréme 1.3 assurent la convergence des éléments
-propres des problémes adjoints, analogue au théoréme 2.13 (chap. 1).

1.2. - BORNES D'ERREUR

Les hypothéses (H1), (H2) et (H3) assurent la convergence des valeurs
propres, des vecteurs propres et celle des vecteurs invariants (chap. 1,
th. 2.13). Si de plus ™ eQﬁ(M,rnM) nous établissons des bornes d'erreur

10,257 exprimées en fonction de 1a quantité :

€. = max t{(An-ABn)rnx - B r x NFn ,

n xeM
lIx{f=1

oid x' est 1'unique élément de M associé a x et vérifiant (A-AB)x = Bx'.
En effet, x" = p(T-u)x ¢ M. Comme n = if%" #0, TbM : M+ Mest inversible
et 11 existe x' ¢ M; unique tel que Tx' =Ox;
En utilisant 1'identité (1), Tx' = x" <=> (A-AB)x = Bx'
e(rnM, %@n) = max(d(rnM,?QrJ, §( N}, ;sT,M)) est 1'ouverture entre les
sous-espaces r M et M s
od

“Sfr M, W) = igg dist (rnx, %Ln),

I X”E=1

et

5("h1)n,r‘nM) = x:gpﬂ& dist (anni"‘l).
“n

“xn!kn=1
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THEOREME 1.4,

Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), si r e;f(M,rnM), alors
pour n suffisamment grand :

(i) . max [A-AIl <c et ;
<i<m n n

. max dist(x;,rn Ker(A-AB)) < C 81/25
l<izm n

(1)
PR NN E €, 3

. e(rnM,‘“Ln) s C €,

Démonstration :

(i) Soit u, un vecteur propre normé de Qf; associé a la valeur propre My
qui représente 1'une des valeurs propres u;: i=1,2,...,m

Hp = a2,
N * *
< > = .
Soit v9 € ﬂ@n tel que U sV, 1
P 'n . - . * .
vy ey " est pas nécessairement un vecteur propre de &, . mais

Soit x un vecteur propre de T associé a u tel que x —i12—> X.
(T?n'un)rnx = (??nrn-rnT)x+(p-un)rnx :

2-1

3 - 2K o, 4
(t?n_un)zrnx = kio (t?n-pn) (t?nrn-rnT)x+(u-pn) roX

Comme

5 L ' - *_= 1 =
<(T’;’n “n) FpXsVy> = <rnx,(Z?n un)vn> 0,



2; Rl_l B 2,°k
(p—u")<r‘nx,vn> = kfo <(Zjn-un) (Z"nr‘n-rnT)x,vn> ;

ol
1
< XyviI>=<y v!>l > 0 et <u v'> = .
| "n*=¥p nn | nn llvnH
Donc

<un,v3> = dist (un,(1—53n)En), qui est uniformément borné en n,

et pour n assez grand :
M -uI’L s Cll(r T-Tor )x]|
n - n N n En :
Conme

£ >
I (AR AN

(r,T- T r )x = @Zn(zo)((An-zan)rnRx-Bﬁrnx)
= 5in(zo)((An-ABn)rnTx+(A-zo)Bnrn(T-u)x)
= 8.z, (Ay-AB,)r, Tx-B r R(z_)(A-AB)x)

X & M, x" =-% (T-u)x appartient a M et x" = R(zo)(A—AB)x.
Comme T[M est inversible i1 existe x' ¢ M unique tel que Tx' = x".
Tx' = x" <=> Bx' = (A-AB)x.
Dol :

||(rnT~?§Brn)xH < Ce, » pour tout x e M.
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I1 nous reste & démontrer que dn <C eé/g ; ol dn = dist(un,rnN)
et N = Ker(A-AB).

Soit y, e r N tel que dn =|[un-ynHEn, Alors :

(x) d, < C]](An~xn8n)(un~yn)ﬂ » pour n assez grand.

En effet, supposons que (x) soit faux, alors ilexiste une sous-suite
N' ¢ N telle que dn # 0 et

“n"In
“ (An‘}\an) dn ” Fn N7 > 0.

La convergence réguliére (H3) entraine alors 1'existence de N" ¢ N' et de
U, e E tels que :

() g () =y -

1 -
”a; (un-yn)HEn = 1 entraine que |ju || = 1.

u -y
(x+) entraine que (A-AB,) ~§;—ﬂ- —j—>  (A-AB)u, .

Donc uj e« N et dp sl[un-yn-dnrnuougn.
U In
. . .
Puisque d # 0, n e N', 1 < ““"H;" 'rnquEn s
ce qui contredit (sx). (x) est alors démontrée.
(An-kan)(un—yn) = (An—xBn)yn+(x-An)Bnyn
car u, est un vecteur propre de (An’Bn) associé a A

(*) entraine que :

dy < CCa=a |l Bnynll,:nJrH(An*ABn)ynﬂ Fn) 5
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c'est-a-dire :

(=N
f

< C(JA-r| + max [|(A -AB n)r ullF )
ucN
lluul

in

eV

(ii)
Soit {x veesx™ une base normalisée de M et {y!,...,y M} sa base
adjointe : y e Met <x ,yJ> = 6 j? pour i,§ = 1,2,.

Pour n assez grand, les m vecteurs x _4? rn x s pour i = 1,2,...,m forment
une base de fl

Désignons par S la restriction a ﬁL de 1'opérateur Vinéaire
4 X
(rnP) = p* (rnfM) : n %Ln + M. Nous montrons que S est continu, inver-
sible, d'inverse Sn uniformément borné en n.

En effet, si S"1 n‘est pas uniformément borné en n, on peut trouver
une sous-suite N' ¢ ll et v, e?un avec ]lv | = 1 tels quellsnvnll—ﬁT-> 0.
Donc :

<x,Snvn> > O, pour tout x ¢ E.

c'est-a-dire PSPV > —m—> 0, pour tout x ¢ E.
D*oi [{v || ——> 0, ce qui contredit I'hypothésellvn“ = 1. Donc "Sgllls C.
Ce resu]tat implique 1'existence de y ehz solution de (r P) y yi,
lly | < C, pour i =1,2,.

De plus on a :

ii ® iJ
< > < >
Xn’yn 5~nrnx ’yn

<x‘,y']>
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LI T . . b [ul m
Donc <xn,yn> = Gi i pour i,j = 1,2,...,m ; et {yn,...,yn} est la base

3
adjointe de {xé,...,xﬁ}.

Considérons 1'opérateur 7 =T, M- M->M; T est continu, inversible
~_ o
et 771 est continu. De méme 1'inverse de G, = ?§h r@g : WZn +”%% existe
et est uniformément borné en n. Nous avons alors : n

L . e i
m(k~zo) =Tr(T 7) = ifl <r T 7 x Y 3
n(-z ) = Tre Ty = 3 <871 i
n "o “n j=1 m "n’n" 2
d'ou M
R =1 =10 i i,
m(A-2.) = 151 <(r,T 2?n ) np)% 2¥y>
= [;<2;\3“1 (© r-r T Ly
- j=p M nn o n Yy
Donc N
[A-2 | < €. max (& r-r ). <C.c
n XeM,“X'k=1 nnon En n

Pour démontrer la derniére majoration, nous considérons un vecteur x e M
avecl[xHE = 1.

dist(rx, %) < lirx-& r x|
n

s[l(rnP-iGhrn)xlk

n

< € max |[(r.T-Tr )x||s C.e
£ n nn n

Xe
lIx[lg=1

Donc
a(rnM,Qﬁn) < Ge,
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Comve e 0, dim r M = dim I, et

1
1-6(r M, 7 )

S orM) < S(r M, U, n)s

pour n assez grand, d'aprés une propriété sur les ouvertures démontrée par
s .- "

T. Kato [131 . D'oi 6(Aén’rnM) < Cen, .

D'aprés les bornes d'erreur établies, les valeurs propres et les
vecteurs propres sont en général du méme ordre. Nous allons voir que si le
probléme adjoint converge ponctuellement, le quotient de Rayleigh généralisé
est une approximation des valeurs propres d'ordre supérieur.

2 - LE QUOTIENT DE RAYLEIGH GENERALISE ASSOCIE A L'APPROXIMATION DISCRETE

Dans cette partie nous faisons en plus de (H1)-(H3) 1'hypothase :

(H4) rn e‘iiE,En), pour tout n ¢ N.

Puisque rn'est Tinéaire, 1'hypothése (H2) se réduit alors 3 :
S, asymptotiquement linéaire.

De plus on a :
”rn“ s C°

L'hypothése (H4), qui peut paraitre assez restrictive au premier
abord, ne 1'est pas en pratique od E se trouve étre &gal a D le domaine
de définition de 1'opérateur différentiel. Les opérateurs de restriction
utilisés en pratique sont linéaires sur D,
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2.1 - L'opérateur prolongement et 1'approximation associée

Nous allons introduire une suite d'opératéurs (pn) ne N, telle
que : p, : En ~+ E soit linéaire continu et vérifie les hypothéses suivantes

(H5) - Iyl < constante
(H6) roPy = IE
n
(H7) PpfpX > X »  pour tout x ¢ E.

Py est alors 1'opérateur de prolongement associé & FE et (En,rn).

Considérons 1'opérateur Tn défini par :

(5) Tn = pn?_,’f’nr‘n.

T, est linaire, continu de E dans E. Soit le probléme :

(P;) Tnxn =uX, » O0F# Xq € E
En utilisant (4) et la relation :
(6) Tn-T = pn(' nrn-rnT)+(pnrn-1)T,

nous avons immédiatement la proposition suivante :
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Proposition 2.1

Sous les hypothéses (H1) — (H7) on a :

(i) T,x > Tx, pour tout x ¢ E.
(i) Les opérateurs Tn et t?n ont les mémes valeurs propres.
(i1i) Xn est un vecteur propre de‘t?n associé a H, si et

seulement si ¥, = PnX, €St un vecteur propre de Tn
associé a Mo

~

Soit Q la projection spectrale associée 3 Hpo valeur propre de
T Nous exp]1c1tons 1a relation entre Q et 5 )] 6? o Si M est le
sous espace invariant associé a T, 7 Mn My M Pn %Z .

]

3

THEOREME 2.2.

Sous les hypothéses (H1)-(H7), on a les propriétés :

(1) Pn = gty

(ii) . ﬁnx + Px, pour tout x ¢ E.

(iii) u (?n-P)B est relativement compact, si B est la boule
n=1

unité de E.

Les propriétés (ii) et (iii) définissant 1a convergence collectivement compac-
te de P vers P (P.M. Anselone [1]). (ii) et (ii1) sont encore vraies si
P est remplace par Q
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Démonstration :

- " -

I1 suffit de voir que pour tout t p(i§5)

-1 ~ o -1
(Tn-t I) Pptp = pn(‘gfn t In) e
En effet,

it

(T, T NPt 1)7hr, = (9, 29,-t0, ) @&0,-t1) 7,

]

pﬂrn’
et
-1
P(Bpt1,) T (T-tL) = pry.

D'ol le résultat (i) par intégration sur t.

L R e T T )

(?n-P)x = pn(ﬁanrn~rnP)x+(pnrn~1)Px,

N(P,-P)xlg ~0 . quand n e

P T T T T T

X T T o S .
11 suffit de voir que PnE = pn.SnrnE = pnlwgn donc dim

n assez grand dim ﬁnE = dim PE = m, qui est finie. Comm
convergence est alors collectivement compacte {1}..

= dim QZ“ et pour

Pﬂg
e Pn + P, la

Remarque : La convergence collectivement compacte de Pn vers P entraine
que :
1°)  JT-T )R N >0 s

20)  {I(P-P )P Il +o.
A 1'aide des hypothéses plus restrictives (H4)-(H7) nous allons pouvoir

établir des bornes d'erreur a postériori. C'est-d-dire faisant intervenir
des éléments propres de Tn'
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2.2. - Bornes d'erreur

Nous donnons les bornes d'erreur de 1'approximation dans E,; associée
a Py> des vecteurs propres et du sous-espace invariant M en fonction de
€, défini précédemment et de :

[

e, = max ||(p r ~1)x||
n XM nn E
I x]lg=1

THEOREME 2.3

Pour n assez grand, on a :

. . .
W 1294 dist(p,x;» N(A-B)) < C(en/ +e))

(i1) 8(M, M) < C(e +e)

La démonstration de ce résultat est inmédiate en remarquant que pour tout
Xne?‘énetXEM,

llPpxy-xllg < Clhn“rnXHgn Py ry-1)x]lg.

Le théoréme 2.1 donne alors les bornes ci-dessus. °

Nous établissons maintenant les bornes a postériori en fonction de 1a
quantite :

- - - '
n, = max  [j(A A,B)y,-B Wn'k s
Ynety

Ikl ~1
od ¢, est T'unique élément de M, associé & ¢ et vérifiant :
(Ag= 2B )T, ), = B,rnY - En effet, nous avons Uy = PPy e M, et

u; = un(‘(fn-unln)un € -?’(n., Comme M, = 'X;:-'l% # 0, 1a restriction de %’n

a W&n, &, P, N, +“W% est inversible ; i1 existe alors u e7Zn unique,

tel que 16, Up = Up.
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Un utilisant 1'identita (2), nous avons :
I TLE T R - = i
tfnun = Uy <= (A Aan)un Bnun

LIPS TR IR Viima ~d 44 9= )
D'od 1'existence et 1'unicite de&fn Ppln-

THEOREME 2.4,

Pour n assez grand, on a :

(1) ll-inl <Cn

(i) e(’)@n,rnM) scn s

(iii) e(Mn,M) <C Ny
Démonstration :

(i) L'opérateur(@nrn restreint a M, dn ={pnrnfM : M~>M, est continu
et inversible ; son inverse ng est continu et uniformément borné en n.
Nous avons alors :

= S
mA-A) = Tr (3 T 9, =T
oa 77! eti§;1 sont respectivement les inverses de T = TFM : M Met

€n=ﬁ;r%m :m&n*%n'_

Soit {x;,.:.,xﬁ} une base normalisée de %Zn et {y;,...,yﬁ} sa
base adjointe ||y |l < C pour i = 1,2,...,m.
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- m . u
1,1 2-1004 i
m(A-A, ) ifl (AT 9,7-C XY >

m

_ -1 "]. e .“/"1 'i ‘i
i ifl <r"T Iy (C’n rnTpn)t?n *n*¥n”
d’olii R
-2 | = C. . ?2§ H(tfn-rnTpn)unlkn
o Il =
u =1
n En

Cette derniére quantité est majorée par Cnn.
En effet, pour tout u e ?[n, “un”En =1,

"(rnTpn_zj;)un'kn ® C.|KTpn-panh)un|k.

1]

(TP, G )Yy R(Zo)(Bpn—(A'ZoB)pnt’)n)"'n

(PP &), = R(zg) (B (1, - T )-(A-X B)p, 15, )u,

R(z,)(Bp,, 52n(zo)(An—Ath)un-(A~AnB)pn%?nun).

(TP, G by
Siup e est tel que (A AgBpuy, = Bour, c'est-a-dire

8, (z2g) (A=A B, )u. =% ut, alors :

(7). (PP & v, = R(20)(Bp, & up-(A-X B)p, T, u, )

donc
||(TPn'Pn'G’n)unllE sCn..
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(11)
80rga ) < |l (rpPp=® )9 |

< Clr,Tp =B )8 Il < ¢

(ii1)
6(M,M )

A

”(P-pn)pn”= H(Ppn-pnﬁan)gpnrn“

A

Cli(Toy-p, )@ I

IA

Cnn..

2.3 - Quotient de Rayleigh

Soit {xl,x2 CaXp ™} une _base normalisée de %Z et {y y seresy™}
n* n

sa base adJo1nte dans %é Hy Il < C. L'opérateur r Tp g n est de rang fini
donc :
@ n i i
Tr(r,Tp, &) = izl TP XY >
m . .
. LI
B izl <Tpnxn’rnyn>

i_ i 'i=*1 J
Posons (Fn Pn¥n et Wn roYn <(fn,W <X
i.d = 1,2,....m

{L?;,(p;,...,qJﬂ} est une base de Mn et {¥;,...,Wﬂ} est une base de

* pa kK
ry ?Z n = M
Donc :

Tr(r,Tp, % ) = Tr(TP ) = Tr(10,).

Posons :

1
Pp = q Tr(r Tp n)



- 67 -

Introduisons la quantiteé n; définie par :

* X = % o
Ny = max (A -1 B)v, -8 Wé"
WnGMn

e k1

ou Wﬁ est 1'unique élément de M; associé a ?n et vérifiant

(A

*_ 3 onhy ke _ * K
n Aan)ann Bnpnwn'

*
n.

. . vk . . LTI vo oMyt
Donc i1 existe v| ¥ . unique, tel que R AR O M

\ * " * T ok, *
e = <m=> - B = R
Nous avons aussi t?nvn vo (An A n)vn ann

= p* o9 * L ey :
En effet, v P Y, €%, et Vi un(cgn un) V€ mn

THEOREME 2.5.

Sous les hypothéses (H1)-(H7) pour n assez grand, on a :

*
lu~onl <Cn .

Démonstration :

Puisque Tnx + Tx et que 1a convergence de Qn vers P est collectivement
compacte, le théoréme 2.6 de [ 5 ] s‘applique. Donc pour n assez grand :

lu=o, | < CIT-T QI IT*-Th)a,
=T, = 1T-T )P I s € s

et
Tl = HT*-ThFill < ¢ .
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Remarque :
Le résultat ci-dessus n'est intéressant du point de vue numérique que
si n; tend vers 0. Nous en donnons une condition suffisante.
]

Lemme 2.6.
Si en plus des hypothéses (H1)-(H7), on suppose :

(H;) (E;,p;) est une approximation de E*

(Hy) (p,r,)"y > ¥, pour tout y e E.
*

(H;) R AP )5 .5 | pour tout z < A.

Alors :

sz > T*y , pour tout y ¢ E*. -

Démonstration :

Soit y « E*, 1}T;y~"r*yn < [HRepr-1)Thy|J |2 (ppT*= B ppR )Y
comme{lr;u =|ir Il < C5 les hypothéses (H§) et (Hg) entrainent que

I!T;y-"f*y j| +0.

THEOREME 2.7,

Sous les hypothéses (H1)-(H7) et (Hi)»(ﬂg), on a :
n;»ﬂ.
Démonstration :

Puisque Try + T%y, pour tout y e E°, [[(T"-T)Pyll -0.

En utilisant (7), nous avons : n; < CH(T*~T;)3;U ; donc n; > 0,
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Remarque :
L'hypothése (Hg) est vérifie dés que :

* *
AQ*EB; —Lﬂ-ifmla»ﬂliB*g pour tout z ¢ A.

2.4. - Calculabilité de o, dans le cas d'une valéur propre simple

Nous supposons m = 1. Xq € En et Yy € F; sont des vecteurs de norme
1 tels que :

< >
Ir'nTpnxn’yn

p, =
n *
<xn’(An zan) Yo’

Si les hypothéses du théoréme 2.7 sont vérifides, pé = p;1+20 est une
approximation de A meilleure que An = A,

Dans le cas de 1'approximation du probléme différentiel (P) par des dif-
férences finies En = Fn = GN et An’ Bn sont des matrices. Pour calculer
p;, il faut :

1°) résoudre (Pn) et calculer un vecteur propre de (Pn*)’ ou (Pn)
et (Pn*) sont des problémes matriciels de tailie N.

2°) Calculer ‘fh = PoXye

i

3°) Calculer ¥, Tpnxn, ce qui revient a& résoudre 1'équation

(A-z B}y = BY,s ¥, < E. Aet B sont des opérateurs différentiels.

t

[ *'- *
4°) Calculer Vp = (An zan)yn'
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_ <X 4V >
5°) Calculer p 1o __n'n qui est le rapport de deux produits
) T
scalaires de vecteurs dans €N. pa = p;I +zo.

La difficulté du calcul de pa vient du 3°) ol il faut résoudre un
systéme différentiel. Dans le chapitre suivant nous proposons une autre
approximation de A, Te quotient de Rayleigh discret,‘qui est de méme
ordre que pa et dont le calcul ne nécessite pas la résolution d'un systéme
différentiel.
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~

CHAPITRE 5

QUOTIENT DE RAYLEIGH DISCRET ET APPLICATION A LA

METHODE DES DIFFEREMCES FINIES

Dans cette derniére partie nous construisons & partir de (P ) et
de (P ,) une approximation de ), valeur propre isolée simple de (P) d'ordre
superleur a celui des vecteurs propres. C'est le quotient de Rayleigh dis-
cret. A la fin de ce chapitre nous donnons des applications numériques.

Nous gardons toujours les mémes notations :

A,B

n
Pn "n
F
E 7> "
n An,Bn

Nous supposons les hypothéses (H1)- (H7) du chapitre 2 vérifiges.

A est une valeur propre simple de (A, B), donc pour n assez grand, A, est
une valeur propre simple de (A B )

1. QUOTIENT DE RAYLEIGH DISCRET

Soient (56) et (ré) des opérateurs de restriction vérifiant le schéma :

Kk
*

F* E

rd
s! '
* f *
¥ T 7 En
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Considérons un sous-espace F' de F* et une suite de sous- espaces F‘ de
F tels que :

M cFlet W cF
- T,F' < F' et g7 F! cF!
Nous rappelons que Z, ¢ p(An,Bn), pour n assez grand, et que

T, =R(z,)B" & (F¥)
et

Z‘l,’l* =§2n*(20)82 € z(F;)

Nous allons donner des hypothéses sur le probléme adjoint.

1.1, - ypothéses

Nous supposons F' et F' normés et les injections i : F' + F* et
: F' F .continues.,

Considérons alors les opérateurs suivants :

-2

* = T*TF' : FY > F*

8,

n* n*an n n
Y et . f

Nous supposons que les hypothéses :

(ﬁl) ][Eny”F. > [I¥ller 5 pour tout y ¢ F
n

(H2) sp < Z(F'F)

(H3) Th < Q(FY) et T G (F)

(H4) Ths~t ——> T _-t, pour tout t ¢ A®,
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sont vérifiées. C'est-d-dire que (F°,s )} est une approx1mat10n de F' et
tf —t est une approximation de T -t. L hypothese (H4) est verifiée des que

(An-an)“,;l {5rl) (W28

Remarque :
Dans le cas ol 2 est un ouvert borné, F = L2(Q) et E le domaine

d'un opérateur différentiel A. Si B est 1'injection canonique de E dans F,

F' est le domaine de A,, 1'adjoint de A par rapport au produit scalaire de
L2(Q). E, et F sont des discrétisations de E et F. (voir exemples plus loin).
F& est une d1scretlsat1on de F'. L'hypothése (H4) est vérifiée si 1'adjoint
An*’ par rapport au produit scalaire discret de F“, de An converge vers A*.

Lemme 1.1,
Sous les hypothéses (H1)-(H7) et (H1)-(H4) on a :

Tt 5] 5§ ¢

reg . » pour tout t € A',

Démonstration :

Soit t € A', c'est-d~dire t = E{%-avec zehet z # zZ,- Si
z ¢ p(A,B) alors : 0

(t;’n*--t)'1 —11:- ‘ﬁ (z)( ~z B* ), pour n assez grand

Donc : ~
N | o % S T _%
e, B li<c et -t ke T.-t
Comme ﬁzn* = F;, M, < F' et dim e = dimM,_=1 1la convergence est

réguliére pour tout t ¢ A°.

Sous les hypothéses du lemme 1.1., on a donc 1a’ convergence des vecteurs
propres de ‘Z,‘;‘* vers ceux de T .
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Nous désignons par v un vecteur propre de norme 1, de iz et par i
un vecteur propre de ?j;*.

Nous allons introduire un opérateur de prolongement de Fé dans F' que
nous appelons 9 Nous supposons alors que an €¢Q:(F5,F') et que

(Ha) lla,ll < ¢
(H5) ST
n
(Hi6) an;nv >V pour tout v ¢ F'.

Nous donnons les bornes d'erreurs sur les vecteurs propres en fonction
de

g = max {{(A*~in8*)anv flg
V. e n
n N
vllg=t

THEOREME 1.2

Sous les hypothéses (H1)-(H5) et (H1)-(H6) on a :

(1) g > 0

. . *
(1) (Isav—v"jké < Cnp
(i11) Hapv,~vils < Cng

Démonstration :

(1) X BN av,ll = 15,2, | Nl (A2 B) (%, ,a,v,~T a v )|

In

C'n??n*qnvn“T*qnvnnF;

N

C “t;%qnvn-y*qnvniké + 0
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-

Les bornes (i) et (ii) sont analogues d celles du théoreme 2.4, du
chapitre 2. o

1.2. - Quotient de Rayleigh discret

Soit n e N fixé. Nous définissons le quotient de Rayleigh discret
construit sur ‘fn et ¥ par :

<ANrN(fn’sﬁwn>
NN oo ShTn

Yo(N) =

ol ({n = PpXp et v = Q.- X, €tant un vectsur*propre de (An,Bn) et v,
un vecteur propre de tfh*, c'est-a-dire de (An’Bn)'

En fonction de n; définie précedemient et de n, = max ll(A-AnB)pnxn'k
X e

nous donnons une majoration delAN-yn(N)lv l'n } n
x_|l=1
n

THEOREME 1.3,

Sous les hypothéses (H1)-(H7) et (ﬁl)-(ﬁS) pour n assez grand
11 existe N(n) tel que :

v (M < oo
pour tout N > N(n).

Démonstration :

. o _ -1 LF-Pave o
Considérons p,(N) = (yn(N)—zo) . pn(N) va s'écrire :
k= ook g
o (M) = Try Bno (Ay-ZoBy) syt >
n X = ke,
<rN€Pn,(AN—zoBN)sN Y >
d'od
<(t§N_“N)rN‘fn’(AE-ioBﬁ)sﬁwn>
Dn(N)'NN =

* = k.
N Vn’(AN—_zoBN)SNWn>
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Nous commengons par montrer que :
X = ok, - * =
a(n,N) = <rN\fn,(AN-zoBN)sNWn> <Xy (K ZOE)V> > 0

quand n, N + «
En effet, on a :

a(n,N) = <(AN'ZoBN)rN(q’n'x)’sﬁwn>
+ <(AN'ZoBN)rNX’S&(Wn'V)>
o+ <(AN-zoBN)rNx-sN(A-zoB)x,s&?n>

+ <FN(A‘ZOB)XaSNV>-<(A-ZOB)X,v>

Donc :
()] < CCllpyxllg, -vif 4l (28 sy (A28l )

+l<sN(A—zoB)x,s&v>-<(A-zoB) X,v>|.

Soit € > 0, i1 existe N, tel que :

€ [

- pour n =, |lx-(fn”E st et llwn-vHF. <

- pour N = n_, Il(AN'ZOBN)rNX_SN(A-ZoB)X'L; %
et l<sN(A-zoB)x,sﬁv>—<(A-zoB)x,v>l <€

Donc, pour n, N = Ny [a(n,N)] < 4e et on a a(n,N) >~ 0, quand n, N + o _
C'est -a-dire : :
Uy (ArZ BY)sMY > ey (K -z B")v>
N¥n*YUN"%0°N/>N*n N~oo ? )
N->oo
D'autre part, on a :
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I
[<( i) vy P (A ZoBy) st |

< C(H?%*X!k*ﬂrNX‘XNHEN) G{SQV-VNHFQ WY, Villes)
Donc
lep(M)-uyl < Clnpmy)(nping)
Puisque ny > 0 et na + 0, quand N » o, pour n fixé, il existe N(n) tel que :
I et n;‘ < "3 pour N > N(n)

1P, (N)-uyl < Cnont

}
o
fros

'Yn(N)"AN‘ < Caynge o

De ce résultat nous déduisons immédiatement le corollaire suivant :

CoruIYaire :
Sous les hypothéses du théoréme 1.3., pour n assez grand, il
existe un entier N(n) tel que

A=A (N)] < Cnon’ 5 pour tout N > N(n).
n nn ‘

Pour n fixé, le quotient pn(N) est en fait une approximation de

* *x
<T&fn,(A —zOB )Wn>
<qn,(A*-zoB*)‘}‘n>
de T construit sur les vecteurs ¢ et (A"»zOB*)‘Pn qui sont respectivement
des approximations des vecteurs propres de T et T*.

-1 <A€fn’lyn>
S Yn :pﬂ +Z alors "{n = w

s qui est le quotient de Rayleigh généralisé

Pn =

o et on montre le résultat suivant :
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THEOREME 1.4,

Sous les hypothése du théoréme 1.3., pour n assez grand, on a :
*
ll-yn[ < Cnnnn.

Remarque :

Pour une méthode de différences finies il est plus facile de calcule
yn(N) que v, : en effet Y, = Uy, et ¥, = qﬁvn sont des polynbmes par
morceaux, et si on appelle N' la taf]ie des matrices AN et BN, les res-
trictions par ry et s& sont dans CN
CN’ a calculer.

. On a donc deux produits scalaires de

2 - EXEMPLES NUMERIQUES

Nous donnons quelques exemp]es de problémes différentiels aux limites,
discrétisés par des différences finies et vérifiant les hypothéses du
premier paragraphe.

‘ Nous commengons par introduire les espaces qui serviront dans ces
exemples. Soit Q un ouvert borné de nz"‘(n = 1,2). L3(Q) est 1'espace des
fonctions a carré intégrable muni de la norme || Il, associge au produit
scalaire (f,g) = ~/; f(t)g(t)dt.

Hm(Q) est 1'espace des fonctions de carré intégrable dont les dérivées Jus~-
qu‘a 1'ordre m sont dans L2(Q).

La norme sur Hm(ﬂ) est ||f]l, = ( 2 IIDTfué)l/Z oii D est 1'opérateur de
dérivation. |]<m

3 et 5 désignent les opérateurs de discrétisation :

i+ i i -1
_ UN UN UN u

(auN)i e et (§uN)1 = __E""ﬂ" » définis pour i = 1,2,...,N-1

Uy est un vecteur de I%N+1 de composantes uﬁ, j=0,1,...,Net h>0.
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2.1 - Exemple 1
Soit @ = (0,1)

-x"+2x'-x = Ax

(P)

x(0) = x(1) =0

Les valeurs propres de (P) sont réelles A(k) = k2u2 oi k = 1,2,...
Le probléme adjoint de (P) est

-y"-2yt-y =y

(P9

]
e}

y(0) = y(1)

1

Soient n ¢ N et h = 7 n

x La discrétisation en h- de (P) est :

_xi+1+2Xi_xi-1 xi+1;xi-4 ]
n nn_ ., ’n N o d
(Pn) pour i = 1,2,...,n-1
n
x9=x' =0
n n 2_h2 h"'l \
, : 1 -1-h YN\
dont 1a matrice associée est An = - .
h2 N \
\ AN
\ A . h-l
~1-h 2-h2

qui est de taille n-1. An n'est pas symétrique.

Q, = {tpstyse.ut 1} od t; = ih, i =0,2,...

’nc
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* La discrétisation en h” de (P*) est :

. +1 , 1 i-1 itl 1.4
A A
1 - =y
h2 h nn
(P;) pour i = 1,2,...,n-1
LR {
Yp =¥y =0
ﬁ-h"— ~-1-h )
\
) 5 1 h-1 © \
dont la matrice associée est B, = — A
h \ \ \
\ N 'l“h

qui est de taille n-1 et on a Bn = A .

1°) Interpolation par une fonction Cl

Soient E = {f ¢ H?(0,1), f(0) = f(1) = 0} et F = L2(0,1) alors
A ¢ %(E,F).
n+1

i = = (u?, ! 0 = "=
Soit Fn {un (un,un /un U 0}

n-1 .
F, est muni de 1a norme “unlh o= h(z (u:])z)ll2 qui est associée au produi:
-1 i=1
; = h2 1,1
scalaire (un,vn) = h ifl gV, -

,...,Ug) € C

En est le méme ensemble que Fn, mais muni de la norme

= 172
lunlle = Aluyll2glou,ll, 21 3au, [},20) /2.

Soit A 1 operateur linéaire de E dans F » associé & la matrice An'

¢ éf(E F

a) L'opérateur de restriction rp ¢ B En est défini par:

rau = (u(ti))051<n’ siueE.

On a alors :
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- Py € og(E,En)
vyl > lal,

Soit Sy ¢ F - Fn

- 1 n-1
ursus= (O,Un,...,un »0)

u(td)  siou e $(0,1)

N i
( i u(t)dt sinon
- h
i ?
Alors :

s - S, est asymptotiquement linéaire

( . HsnullFn +||u|h, pour tout u € F.

b) La convergence de An vers A est réguliére.

c) L'opérateur de prolongement P,, est une interpolation polynomiale par
morceaux. Si u e En, u(") = Ppu, est un polyndme de degré 3 sur
[ti’ti+1] défini par

u(n)(tj) = U;];

j+1_uj—1 pour j = i, i+l,

u
n

(n)' _.n
u (tj) 5
i=1,2,....n-1

Comne les vecteurs propres sont dans H'(0,1) et pour x ¢ H*(0,1)
H(l—pnrn)xllE < Ch?, ona donc n, aui est d‘ordre h&

d) En prenant F' = E, F; = E

* °
A =p,0na n, qui est
d’ordre h;
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Donc : 1A~An[ = O(ﬁj et |a-y ()] = O(hé)
(Ayryp, U, sryp, v, )
avec : Yn(&) - (erNun 2 pan)n ,
N'n"n? Nn'n
- T, =
Anun = Anun et Anvn = Anv

Nous prenons N = n.j, pour j = 2,3,...

Sij=1,N=net Yn(N) = A,
en(J) = A~yn(N) et en(l) = AN

Caleul de A, = 472

n = 10
J en3) N
1| 1.47075 | 1.47075
2 1 0.34988 | 0.37192
4 | 0.05650 | 0.09321
6 | 0.00158 | 0.04119
7 1-0.01009 | 0.03061
30 [-0.07286
100}-0.07431
n= 30
J e l3)] gy
i 0.16536 | 0.16536
2 0.04413 | 0.04119
3 0.01817 | 0.01891
5 0.00628 | 0.00351
10 0.00062
12 0.00075
15 0.00034
18 0.00011
20 0.000016
21 |-0.000022
50 |{-0.00091

Tableau 1

n=20

J En(j) EN

1 0.37199 | 0.37199
2 0.09232 | 0.09321
6 0.00823 | 0.00789
8 0.00362 | 0.001385
10 | 0.00148

12 | 0.00032

13 |-0.00007

14 1-0.00037
20 {-0.00136
30 [-0.00189
50 {-0.00482
100{-0.00509

Notations :
ey = A~RN,~

enld) = A=y (W)

N=nj.
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2°) Interpolation par une fonction C°

Soient E = Hé(o,l) = {f ¢ H'(0,1)/f(0) = f(1) = O)et F = H'I(O,l)
1'espace dual de Hé(O,l) par rapport a la norme de L2(0,1). On peut considérer
que 1'opérateur A ¢ (E,F).

Pour u,v ¢ Hé(O,l), <Au,v> = (u',v')42(u’,v)-(u,v)

Les espaces En et Fn sont alors les suivants :

= = LTY n 0:": )
E, [un (un,un,.“,un)/un Uy 0} wuni de la norme

- 2, 2 y1/2
IIU,,II,;n = (gl glouy L2 )

Fo est 1'espace dual de E par rapport a|| . “n,O

A, GJZ(En’Fn) PoeBgugsvp>= (3,0 142(0u V)= (up LY )

a) ry E > En

u > (u(t5))gci<n
" e~8:(E,En) et ||ranEn + Il

Sn:F+Fn

n-1

n »0)

- 1
u-+sus= (O,un,...,u
u(t;) siu < GY(0,1)

h
t.+
%/‘ 4 u(t)dt sinon
h
2

S, @st asymptotiquement linéaire et on a :

llsnxlkn +I]XHF, pour tout x ¢ F.
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b) L'opérateur P, * E, = E est tel que si U, e En’ P U, est un
polyndme de degré 2 par morceaux, défini pour t ¢ [ti’ti+l[’ par

Pptn(t;) = u i=1,2;
RSN P

' - n n

(Pau,) ' () = =h

pour i = 0,1,2,...,n-1

2
Pour x e H%(0,1), {}(1—pnrn)xH1 Ch.

Donc n, est d'ordre h%

|74

~ ~

* .
s S r, et q, =p.,ona Ny, qui

c) En prenant F' = E, Fé = E
est d'ordre h%
Donc :

i H

A2l = 0(R)
A=y, (N)[ = o(n¥)
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Calcul de A! = g2

Tableau 2

n =10 n =20
i | e,(2) €N J e 3] N
1 ]0.01491 | 0.01414 1 ]0.03180 0.03180
4 10.00874 | 0.00794 3 10.00359 0.00327
5 ]0.00588 | 0.00503 10 {0.00037
6 10.00433 | 0.00327 30 10.000085
50 {0.00085 100} 0.000053
100§0.00081 150{0.000051
200{0.00080 250]0.000050
n=30
J En(j) EN
1 ]0.01442 0.01442
3 10.00159 0.00029
4 10.00090 0.00003
50 |0.000015
100]0.000011
200{0.000010
Notations : N = nj,
ea(3) = Al-y (N)
ey = A‘—A&
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Tableau 3

n = 10 n =20
3 e, (3) EN J £,03) eN
1 1.47075 | 1.47075 1 | 0.37199 | 0.37199
2 0.32088 | 0.37199 2 | 0.00398 | 0.09321
4 0.02483 | 0.09321 8 | 0.00069 | 0.01385
5 | -0.01090 | 0.06021 9 }-0.00055 | 0.00549
6 | -0.03038 | 0.04119 10 |-0.00091
10 | -0.05869 | 0.01258 15 |-0.00260
50 | -0.07400 20 [-0.00425
80 | -0.07439 50 |-0.00509
100{ -0.07440 : 80 |-0.00518
n= 30
J e, (3} | ey
1 0.16536 | 0.16536
2 0.04073 | 0.04119
5 0.00564 | 0.00351
10 | 0.00062
13 | -0.00006
14 | -0.00018
20 | -0.00063
50 | -0.00098
80 | -0.001026
100{ -0.001035
Notations :
N =nj
ea(d) = A%-y (N)
ey = AP-A
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. - Exemple 2 Q= (0,1) x (0,1)

-AU = AU dans ©
u(l,y) = u(0,y)
(P) u(x,1) = u(x,0) = 0
a0 - (@)
5} (OSY) =0
0 <x,y=1

Les valeurs propres de (P) sont A(p,k) = (4p2+k?)n?

k =1,2,...

a) La discrétisation de (P) en h est donnée par :

h?
]’j = 1,-«-,""1
(°,)
ul,j = uo,j = unj J=0,1,...,n
ui’n=ui0=0 1=0,1,..;,n

Dont 1a matrice associée est

1 . )
= (U padty gptugg gty e tuygle

s P = 0:132,-..

Auij

(CLn)

sont de taille (n-1).

- ™
N
[ \
1 \ , 2
A = L )
N2 \ qui est de taille (n-1) ,
-1
-1 \B")
\_ n on
(2o )
4 \ AN
-1 N \
" B \ _ \
ol Bn— \\ \4_1 et In = N
[y A N\
-1 -1 3 L Y
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Le probléme adjoint de (P) est

-Av = )y dans ©
(P*) v(l,y) =0
v(x,0) = v(x,1) =0 (CLx)
oV av
'55( (Osy) ='§5("(1’y)
dont la discrétisation en h est :
-Jé {v V. . FV. L .4V ~4y..} =
h 41,7 .3+ %4,3-1 i-1,3 T74j
pour ij = 1,2,...,n-1
(P¥) R :
n v(1,3) = v(0,3)-v(n-1,3)
(Clnx)
v(i,0) = v(i,n) =0
vin,j) = 0
La matrice associée 3 (P;) est
. *
( B -1,
-In\\ N
A = L oo
n h2 \ AN \\
\
\ -In
) 1 g
~ “n n
(3 -1 -1
..1\ r: h N
od B! = SRR = 8!
\\ \%_1
L "]. )
coav o oal
donc : An = An“
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b) E = {u ¢ H*(Q)/ u vérifiant (CL)}
muni de la norme dc H?(Q) est un espace de Hilbert.F = L2(q) .

Soit E, = {u=(u / u vérifiant (CLn)}.

i,i)0<i,j<n

muni de 1a norme :

172
lulle = hC 2 Jugl® 2 j(au)g51%+ £ [(Gau); 1)
E, 7S IR S R A
= z 172
Fp = lu = (u; )/ I<1,j<n-1} muni de 1a norme "ulk h(zu,

Soit An eqéf(Eng,Fn), 1'opérateur associé a An'

V‘nZE+En
u - (uij)Osi,jsn / b = u(ti,tj) silc<i,j<n-l

alors :
o Fn € Q’;(E,En)
Alrpulle > lull
n
Sp ¢ F Fn est défini par :
uek, SpU = (u(t.,t.)1<i jsn
t + 2- +-g
udeE snu= j[ ) u(x’y)dXdy)lsi,jsn
i 7
On a :

Myl = llulg

- S, est asymtotiquepent linéaire et Sn[‘EESt linéaire
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L'opérateur de prolongement Py, ¢ En - E est défini sur chaque triangle’
de Q par un polyndme de degré 9 : si u e E, Pprpy est 1'interpol€ de
Hermite par morceaux sur chaque triangle Ti'

Ti est un triangle ayant pour sommets des noeuds de discrétisation

de @ .

Fl

]

{v e H*(Q) / v vérifie (CLx)} muni de 1a norme || Il5-

€ Cn+3 /v

H]

Fo = v, p Veérifie (CLnx)} muni de la rorme || l!n,Z'

~

F! Cnget F;x C9Fn' Sy = san. € G(F‘,F;‘) et alors

t‘;* Ao T* et g est d'ordre h

En calculant An’ un, Vn’ on aura :

(M) = <ANernun,ernvn>
n “"NPnUn2"NPy V0>
]A~kn] = 0(h)

A=y, (N)|= O(h?)

En prenant N = nj pour j = 2,3,..., on a les résultats :
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Tableau 4

Calcul de X = %?
n==6 n=10
J enld) J e, (J)
1 0.223433 1 0.080908
2 0.045939 2 0.018891
3 0.011885 5 0.001275
4 -0.000119 6 0.000245
6 -0.008711 7 -0.000375
10 -0.013131 10 -0.000125
20 | -0.014993 20 -0.001683
= 16
J e,(3)
1 0.031668
2 0.007711
3 0.003250
5 0.001687
6 0.000570
7 0.000333
9 0.000073
10 -0.000006
12 -0.000099
Notations :
N=nj; En(j) = A= Yn(N)
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3. CONCLUSIONS
D'autres exemples numériques ont été faits et on a constaté deux cas :

- soit en(j) = A-yn(N), N = nj, décroit toujours en gardant le méme signe
(cas 1 du schéma 1)

- Soit en(j) décroit en gardant un signe constant pour j variant entre 2

et jo’ puis en(j) change de signe et commence a croitre trés lentement
tout en restant assez petit (cas 2 du schéma 1). ’

D'un autre c8té, on remarque que pour des valeurs de j relativement
petites, yn(N) est du méme ordre que Ay valeur propre d'une matrice de taille
N, N trés grand (schéma 2).

Enfin, les opérateurs de prolongement qui sont des interpolations
polyndmiales par morceaux doivent étre suffisamment lisses pour ne pas
diminuer 1'ordre de 1'erreur sur les vecteurs propres.

Yo (N)
Cas n° 1 : p—
7 B2y
n n
Cas n° 2 : . Vp(N)
Las n” 2 [ =
A Wy

Schéma 1
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1
15|
‘.&‘N,
1. : 102‘“(])
0.5}
0 P 093.0 N °:°1 S . ® o s e A _a .
12 10 20 30

Variation dz2 | éN’ et de |T (i) en fonction de j .

Vaileurs dutableau 1, n- 10 ,Nz=nj

Schéma 2

ey
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