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Résumé

Modélisation multi-échelle de I’endommagement et de la rupture dans les milieux (quasi-) fragiles

Dans la premiere partie de ce manuscrit, nous développons un nouveau procédé pour obtenir des mo-
deles d’endommagement pour les solides, pour lesquels la loi d’évolution d’endommagement est déduite
par homogénéisation, a partir d’une analyse microstructurale. La nouvelle approche est illustrée dans le
cas des matériaux fragiles. L’outil principal est une analyse énergétique macroscopique sur une cellule
de taille finie, qui meéne, par homogénéisation, a une équation macroscopique d’évolution d’endomma-
gement. Dans cette équation, la longueur des microfissures apparait comme variable d’endommagement
et la taille de la cellule de périodicité represente un parametre de longueur interne du matériau. La dissi-
pation, liée au frottement sur les lévres des microfissures, est également prise en compte.

Dans la deuxieéme partie, nous étudions les comportements instables des milieux granulaires modéli-
sés par des grains élastiques, en grandes déformations, et des microfissures inter-granulaires. On emploie
une méthode d’éléments finis a deux échelles. Les frontieres entre les grains sont modélisées avec des
lois cohésives, frottement et contact unilatéral. Nous prouvons que la décohésion entre les grains est a
I’origine des macro-instabilités, indiquées par la perte d’ellipticité du probleéme d’équilibre. On étudie
I’influence des conditions aux frontieres, des parametres de la loi cohésive et du frottement. Nous don-
nons des exemples de bifurcation et nous montrons que la réponse macroscopique dépend de la taille de
VER.

Mots clés : endommagement, micro-fissures, homogénéisation asymptotique et numérique, microstruc-
ture granulaire, interfaces cohésives, effet de taille et effet d’échelle, instabilité et localisation, éléments
finis et X-FEM

Abstract

Multiscale modelling of damage and fracture in (quasi-) brittle media

In the first part of the manuscript we develop a new method to obtain damage models for solids,
by homogenisation, starting from a micro-structural analysis. The new approach is illustrated for brittle
materials. The main ingredient is an energy analysis on a periodicity cell of finite length leading, through
homogenisation, to a macroscopic damage evolution law. In this equation, the size of the periodicity cell
is an internal material length. The model is then extended to take into account friction on micro-cracks.

In the second part, we study unstable behaviours of granular media consisting elastic grains, in the
framework of large strain, and inter-granular micro-cracks. We use a computational homogenization
scheme with two-level finite elements. For inter-granular interfaces we consider cohesive laws with fric-
tion and unilateral contact. We prove that inter-granular decohesion is the origin of macro-instabilities,
indicated by the loss of ellipticity of the equilibrium problem. The influence of microscopic boundary
conditions, cohesive law parameters and friction is pointed out. We give examples of bifurcated solutions
and we show the dependence of the macroscopic response on the size of the representative elementary
volume.

Keywords : damage, micro-cracks, asymptotic and numerical homogenization, granular micro-structure,
cohesive zone models, size effect, instability and localization, finite elements and X-FEM
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1 Rupture et endommagement

La mécanique de la rupture est utilisée pour 1’étude et la prédiction de la propagation de fissures
dans les matériaux solides, en fonction du chargement auquel elle est soumise. Le cadre de la mécanique

de la rupture (quasi-)fragile se limite a I’étude de la fissuration des milieux continus, supposés élastiques.

En 1920, partant du premier principe de la thermodynamique, Griffith [44] a établi la premie¢re théo-
rie de la rupture, basée sur un formalisme énergétique. Il s’agit d’une relation directe entre la taille du
défaut (la fissure) et la contrainte de la rupture, dans un milieu élastique. Le défaut devient instable
et conduit a la rupture lorsque la quantité d’énergie disponible, en pointe du défaut, atteint une valeur
critique spécifique du matériau. Cette théorie est, parfaitement, adaptée aux matériaux fragiles. Son do-
maine d’application ne s’étend pas aux matériaux ductiles. En effet, la dissipation d’énergie, liée au

mécanisme de plastification, est en dehors des hypotheses de cette théorie.

Irwin [54], en 1948, étend la théorie de Griffith, en incluant un terme de dissipation d’énergie, dii a
I’écoulement plastique pres des extrémités d’une fissure, afin que cette théorie puisse &tre applicable aux
matériaux ductiles. En 1956, il développe la notion de taux de restitution d’énergie. En 1957, a I’aide
des travaux de Westergaard [119], sur les champs de déplacements et des contraintes élastiques pres de
I’extrémité d’une fissure, sous un chargement donné, Irwin établit que les déplacements et les contraintes
peuvent étre décrits, a 1’aide des seuls parametres caractérisant 1’état de sollicitation de la région dans
laquelle la rupture se produit : les facteurs d’intensités des contraintes, parametres reliés au taux de
restitution d’énergie. Paris utilise ce concept de facteurs d’intensités des contraintes pour formuler des
lois de vitesse de propagation de fissure de fatigue, utilisées pour la prédiction des durées de vie des
structures.

Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, Irwin, Dugdale et Barenblatt [4], et d’autres cher-
cheurs proposent des formulations, qui prennent en compte 1’existence d’une zone plastifique sur les
champs des contraintes et des déplacements, a I’extrémité d’une fissure, en proposant le concept d’une

correction de zone plastique. En 1968, Rice [93] et Bui [11] introduisent la notion d’intégrales indépen-
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dantes du contour, dont le concept est toujours utilisé, surtout dans les modélisations numériques.

Plus récemment, le probleme difficile de I’initiation de la rupture a été considéré (e.g. Francfort et Marigo
[40], Del Piero et Truskinovsky [29], Charlotte et al. [20]) par une approche variationnelle.

Dans I’annexe A.1, nous allons détailler les différents concepts qui ont jalonné le développement
des outils, tels que les modes de rupture, le taux de restitution d’énergie, les facteurs d’intensité des

contraintes et les intégrales indépendantes de contour.

La mécanique de la rupture considere I’existence des fissures, en modifiant les conditions aux limites
de la structure. En revanche, la mécanique de I’endommagement ne fait intervenir les défauts qu’au
travers d’un concept d’homogénéisation. En méme temps, elle décrit leur évolution de facon macrosco-
pique, tout en restant dans le cadre de la mécanique de milieux continus.

Apres années 70, la mécanique de I’endommagement continu s’est largement développée, a partir des
concepts introduits initialement par Kachanov [56], qui a introduit une variable continue d’endommage-
ment dans le cadre de la rupture, par fluage des métaux, sous sollicitation unidimensionnelle. Cette idée
a été reprise pas Rabotnov [90]. La théorie de I’endommagement permet, dans le cadre de la thermody-
namique des processus irréversibles, de rendre compte de la dégradation progressive des matériaux. Son
domaine d’application couvre aussi bien le domaine des premieres détériorations, que la prise en compte
des effets de cumul non-linéaire du dommage, ainsi que la prévision de I’amorcage d’une macro-fissure.
A la suite des travaux de 1’école russe, la mécanique de I’endommagement s’est d’abord développée
en Europe, essentiellement pour des applications au fluage des matériaux métalliques. L’école anglaise,
avec entre autre les travaux de Leckie et Hayhurst [64] a apporté une contribution remarquable au début
des années 70. Sur le plan théorique, les concepts de base de la mécanique de I’endommagement ont
été énoncé par Chaboche [16], Lemaitre [68]. Ils ont recherché aussi d’autres types d’endommagement
(fatigue, rupture ductile) [15], [67].

Au début des années 80, la mécanique d’endommagement a été reconnue aux Etats-Unis, avec les tra-

vaux de Krajcinovic [62], de Ortiz [82] et beaucoup d’autres.

Un des problemes actuels de la théorie de I’endommagement est la relation entre les lois phénomé-
nologiques et les aspects de micro-fissuration a petite échelle. Les modélisations de I’endommagement
peuvent étre rangées en deux catégories : modeles macroscopiques et approches micro-mécaniques. Dans
I’approche macroscopique, particulierement efficace pour le calcul de structures, I’endommagement est
pris en compte a I’aide de variables internes. Il s’agit souvent d’une variable scalaire pour I’endomma-
gement isotrope ou de variables tensorielles d’ordre 2, pour un endommagement anisotrope. Les travaux
actuellement, les plus avancés dans cette catégorie, tentent assoir les divers éléments de la modélisation
macroscopique sur des considérations issues de I’analyse micromécanique des milieux multifissurés. 1l

est clair que ces modélisations doivent &tre soutenues par des travaux relevant de démarches microméca-
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niques. En effet, celles-ci visent a apporter un éclairage plus physique, sur I’étude des phénomenes en jeu,
en essayant de relier le comportement macroscopique aux évolutions microstructurales des matériaux.

Cette these se propose de donner quelques éléments de réponse a cette question.

2 Effets d’échelles

Leffet d’échelle est une question importante, pour I’analyse de grandes structures étudiées et exami-
nées sur des échantillons plus petits, dans le laboratoire. En mécanique du solide, le probleme de I’effet
d’échelle, qui présente le plus grand intérét, est celui de 1’effet de taille de la micro-structure sur la ré-
sistance a la rupture de la structure. Ce probleme est tres ancien, car il est antérieur a la mécanique des
matériaux et des structures.

L analyse d’effet d’échelle peut étre observée des le XV I€ME sizcle, lorsque Leonardo da Vinci
affirmait que parmi des cordes de méme épaisseur, la plus longue est la moins résistante et qu’une
corde est d’autant plus résistante... qu’elle est courte. Cette régle est la premicre affirmation sur 1’effet
d’échelle, bien que la proportionnalité entre la longueur de la corde et la résistance nominale ait été un
peu exagérée.

En 1683, dans son ouvrage ou il fonda les bases de la mécanique des matériaux, Galileo rejetait la loi
proposée par da Vinci. Ainsi il remarqua que les animaux de grande taille ont des os relativement plus
massifs que ceux de petit taille. Ce qu’il appela la faiblesse des géants.

En 1686, Mariotte fit plusieurs essais avec des cordes. Il observa qu’une longue corde et une plus
courte peuvent toujours reprendre la méme charge, a moins qu’il n’y ait une imperfection dans la plus
longue, laquelle viendrait alors a céder avant la courte. 11 proposa que cela résultait du principe de la
variabilité de la matiéere dont la résistance absolue n’est pas la méme en tout point. A ce moment-l1a,
les mathématiques n’étaient pas assez avancées pour énoncer correctement I’explication statistique de
I’effet d’échelle, donnée deux siecles plus tard par Weibull.

En 1921, Griffith fondait la théorie de la mécanique de la rupture et il introduisait, également, cela
dans 1’étude de I’effet d’échelle. Il concluait que la fragilité des matériaux isotropes ... est due a la
présence de discontinuités ou de défauts... La résistance effective des matériaux manufacturés pourrait
étre multipliée au moins par 10 ou 20 si ces défauts pouvaient étre éliminés. Cette affirmation est basée
sur des expériences faites sur des fibres de verre avec différents défauts microscopiques.

En 1939, Weibull a cloturé la discussion sur la théorie de I’effet d’échelle statistique, initiée par
Mariotte, en récapitulant des résultats de plusieurs chercheurs. Il proposa alors, une loi de puissance avec
un seuil. Avec la théorie de Weibull, le cadre de la théorie statistique de 1’effet d’échelle devient complet.
Jusqu’aux années 80, il n’y a pas de nouvelles explications sur les effets d’échelle. Seulement, des ana-
lyses probabilistes ont été faites. Pendant les deux dernieres décennies, 1’analyse d’effet d’échelle, di a

la zone de processus de rupture en matériau, a été étudiée et mathématiquement énoncée.



Introduction générale

Le probleme d’effet d’échelle le plus complexe est posé pour les matériaux quasi-fragiles, parce
que ces matériaux sont incapables de présenter des déformations plastiques. Ils cédent selon une rupture,
caractérisée par une zone d’élaboration de la fissuration (située en fond de la fissure), relativement impor-
tante (Hillerborg et al. [53] ; Bazant [5]), dans laquelle, le matériau subit de I’endommagement distribué,
lié a un adoucissement, sous la forme de micro-fissuration et de frottement de glissement. Autrement dit,
la rupture de ces matériaux n’apparait pas des I’amorcage de la fissuration, comme c’est le cas pour les
matériaux fragiles. En outre, la taille de cette zone semble étre indépendante de la taille de la structure.
En effet, d’apres les observations expérimentales effectuées par Pijaudier-Cabot et Bazant [88], cette
taille serait liée a celle de la plus grosse hétérogénéité du matériau.

A I’échelle macroscopique, deux types d’effet d’échelle sont observés dans les matériaux quasi-fragiles :
I’effet de volume qui se situe a 1’échelle de 1’éprouvette du laboratoire et I’effet d’échelle de structure se
situant a 1’échelle de la structure.

L’effet d’échelle de volume est souvent li€ a I’existence de défauts dans les matériaux. En effet, a cause
de I’hétérogénéité du matériau, la résistance locale des éléments de matiere n’est pas uniforme. Elle
suit une distribution aléatoire. Par conséquent, la probabilité de trouver des éléments de faible résistance
(des défauts) croit si la taille de I’éprouvette augmente. Cependant, il semble que cet effet devienne
négligeable a partir d’un certain volume de 1’éprouvette d’essai.

Comme les performances mécaniques des structures réelles ne sont pas forcement identiques a celles des
éprouvettes du laboratoire, le passage a 1’échelle de la structure nécessite de prendre en compte les effets

d’échelles.

Un autre effet d’échelle, se situant a une échelle inférieure mésoscopique,et il caractérise la dépen-
dance des performances mécaniques des matériaux de la taille de leur microstructure. Ce phénomene
est connu souvent sous le nom d’effet de taille. En effet, une amélioration significative de ces perfor-
mances, notamment au voisinage de la rupture (résistance en traction/compression, etc.) a été observée
dans plusieurs types de matériaux, lorsqu’on diminue la taille de leur microstructure hétérogenes, tout en
gardant les mémes fractions volumiques des constituantes. Autrement dit, ces performances mécaniques

subissent un effet de taille négatif de I’augmentation de la taille de la microstructure de ces matériaux.

3 Meéthodes d’homogénéisation

Les matériaux comprenant un grand nombre d’hétérogénéités représentent une classe importante
parmi les autres. La description des processus physiques qui les concernent devient délicate, voir impos-
sible, si toutes les hétérogénéités sont prises en compte. L’idée - trés ancienne et classique - est donc de
découvrir, si possible, un matériau macroscopiquement équivalent. L’étude des relations entre les des-
criptions locales et macroscopiques est d’un tres grand intérét. La description macroscopique peut étre

obtenue soit par une étude phénoménologique ou expérimentale, directement a 1’échelle macroscopique,



3. Méthodes d’homogénéisation

soit par une technique d’homogénéisation, c’est-a-dire par passage de la description microscopique a la

description macroscopique. Dans ce qui suivit, nous allons poursuivre cette deuxi¢me voie.

Par extension du cas de I’élasticité linéaire, on décrit suivant le comportement macroscopique par des

modules effectifs ou homogénéisés.

La méthode la plus simple de calcul des coefficients homogénéisés est la méthode de moyenne sur
les composantes hétérogenes, pondérées par leur fraction volumique. Une méthode plus complexe a été
proposée par Eshelby [37] et encore développée par plusieurs auteurs (voir, par exemple, Mori et Ta-
naka [77]). Les propriétés du matériau équivalent sont obtenues, en utilisant des solutions analytiques
(ou semi-analytiques) d’un probléme aux limites pour une hétérogénéité, dans une matrice infinie. Une
extension de cette méthode, I’approche auto-cohérent, a été réalisée par Hill [51], Christensen et Lo [23].

Par cette méthode, on ne peut pas représenter de facon raisonnable le cas de I’hétérogénéité tres contrasté.

Une autre méthode d’homogénéisation est celle basée sur des développements asymptotiques (Bens-
sousan et al. [10], Sanchez-Palencia [103], Bakhvalov et Panasenko [3]). La méthode utilise des déve-
loppements asymptotiques par rapport a un parametre, de dimension microscopique, qui reste petit par
rapport a la taille de la macrostructure. Cette méthode fournit les modules du comportement effectifs,
ainsi que les champs locaux des contraintes et des déformations. Dans sa forme classique, cette méthode
n’est effective que pour des géométries simples de la microstructure. Cette difficulté peut-tre dépassée

par des enrichissements numériques (Guedes et Kikuchi [47], Terada et Kikuchi [111], Ghosh et al. [42]).

Une autre approche, particulierement intéressante, dans le cas des grandes déformations, est la tech-
nique d’homogénéisation purement numérique. Cette technique a été beaucoup développée dans les der-
niers années (Smit et al [104] ,Feyel et Chaboche [38], Terada et Kikuchi [112], Kouznetsova et al. [59],
[60] Miehe et Koch [73], Miehe [74]. Dans ce cas, nons n’avons aucune forme analytique de compor-
tement macroscopique, mais on calcule numériquement la réponse contrainte-déformation en chaque
point d’intérét au niveau macroscopique. Ce calcul fait appel a des solutions numériques de problemes
microscopiques sur un VER (Volume Elémentaire Représentatif). Cette faiblesse, au niveau de la loi

macroscopique, donnée par I’absence d’une loi analogique, est compensée par une grande liberté sur :

(a) la modélisation en grandes déformations
(b) I'incorporation de non-linéarité et d’indépendance du temps

(c) la prise en compte des aspects physiques et géométriques complexes de la microstructure.

Les calculs a deux échelles faits par homogénéisation sont, généralement, coliteux en temps et nécessitent

une implémentation de calcul parall¢le.
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4 Modélisation des discontinuités

La méthode des éléments finis est considérée comme robuste pour la simulation numérique d’une
grande partie des problemes en mécanique des solides. Cependant, certaines applications restent particu-
lierement difficiles, comme la modélisation des surfaces de discontinuité (fissures, interfaces matérielles,
...). Si I’on considere la méthode standard des éléments finis, le maillage doit se conformer et respecter
les surfaces de discontinuités, ce qui rend sa construction délicate. L’ approximation d’éléments finis est,
en effet, classiquement trés réguliere a ’intérieur des éléments. De plus, la modélisation des disconti-
nuités dans la solution ne peut se faire qu’en bordure des éléments, donc les surfaces de discontinuité
ne peuvent couper les éléments. Comme la position de la fissure pouvant évoluer dans le temps (propa-
gation, bifurcation, croissance de cavités,...), un remaillage et un raffinement du maillage, en pointe de

fissure, a chaque pas de temps, devient indispensable.

4.1 Modéeles utilisant le re-maillage

Les méthodes, utilisant le re-maillage, ont été les premieres utilisées pour modéliser les discontinui-
tés. Basé sur la méthode des é1éments finis classique, le maillage du modele est reconstruit a chaque pas
de temps, ainsi que les bords des éléments correspondent aux discontinuités. Les noeuds localisés sur ces
bords sont dédoublés et répartis de part et d’autre de la discontinuité. Les développements les plus récents
limitent le re-maillage a la zone proche de la discontinuité. Compte-tenu de sa simplicité (un code de cal-
cul EF standard et un algorithme de re-maillage sont suffisants), différentes versions de cette technique
ont été implémentées dans des codes commerciaux, pour 1’analyse quasistatique. Pourtant, plusieurs in-
convénients majeurs demeurent : la sensibilité au maillage de 1’évolution de la discontinuité est I’un
d’entre eux. En fait, I’utilisateur doit connaitre, "a priori", la réponse du modele pour choisir les zones
de raffinement ; de plus, la direction de propagation de la discontinuité sera trés sensible a 1’alignement
des noeuds. Une autre difficulté est liée a la gestion des données de sortie pour les points géométriques,
autour de la discontinuité, en raison des différents maillages. M&me si ces techniques sont parvenues a
un assez haut degré de maturité, elles restent difficiles a appliquer pour I’analyse des propagation des
discontinuités.

Pour remédier aux problémes de raffinement du maillage en pointe de fissure et au cotit de calculs éle-
vés, plusieurs hypotheses simplificatrices ont été utilisées dans différentes études, comme les méthodes
basées sur le déplacement du maillage ou des nceuds, la méthode de reldichement de nceuds, la méthode

de remaillage interactif.

Pour résoudre le probleme d’adaptation de maillage, par éléments finis avec I’évolution de la géo-
métrie du modele, due a la propagation d’une discontinuité, de nombreuses techniques ont vu le jour ces
dernieres années. Ces méthodes essayent de modéliser une fissure ou la propagation d’une fissure sans

remaillage. Nous présenterons, succinctement, dans la suite quelques unes d’entre elles.
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4.2 Modeles d’interface

Les modeles des interfaces s’appuient sur une loi de comportement, faisant intervenir la force et le
saut du déplacement entre deux parties d’'un domaine. D’un point de vue élément fini, ces dernieres sont
représentées par des éléments d’interface, correspondant a des quadrangles d’épaisseur nulle (dégénérées
en segment). Ces éléments sont utilisés pour modéliser des fissures, dont on connait, a priori, le trajet de
propagation, ou pour modéliser les interfaces dans un milieu granulaire. Pour tenir compte de plusieurs
possibilités de propagation de la fissure, Xu et Needleman ([120]) ont proposé un modele avec des
potentiels des interfaces cohésives entre tous les éléments finis adjacents. La discrétisation est basée sur
une formulation d’éléments finis avec des éléments classiques, en volume, encadrés pas des éléments
cohésifs. Cette approche a été suivie par Camacho, Ortiz et leurs collaborateurs [[83], [14], [85]], ainsi
que par Remmers, De Borst et Needleman plus récemment [92]. Son efficacité a été prouvée pour la
simulation dynamique de la fissuration multiple et pour la fragmentation. Mais, la direction des fissures
est limitée aux bords des éléments, tandis que le chemin de propagation est toujours influencé par le
maillage. La densité de maillage joue, aussi, un rdle important pour la dissipation d’énergie dans la zone
de discontinuité. Ainsi, des lois d’échelle pour lier les parametres du modele a la taille du maillage ont
été implémentées. Le concept de potentiel cohésif a été, d’ailleurs, repris dans certains développements,
qui ont suivi pour compléter les modeles d’évolution des discontinuités.

L utilisation des éléments d’interface a le gros avantage de représenter une discontinuité, sans sortir du

cadre classique de la théorie des éléments finis.

4.3 Modeles sans maillage

Une autre famille de méthodes développées, en ces dernieres années, sont dites sans maillage parce
que I’approximation ne repose pas sur un maillage, mais sur un ensemble de points. Dans ces méthodes,
sont consideres des points répartis de maniere arbitraire sur le domaine étudié. Ce qui suggere que la
totalité des points peut étre régénérée, si nécessaire. En chaque point, des degrés de liberté sont définis.
Ils agissent sur des fonctions de base, a support compact autour du point. Différentes méthodes ont été
proposées pour la construction des fonctions de base, par exemple, les éléments diffus ([78]), la méthode
"Element Free Galerkin" ([9]). Ces approches dites "meshless" ou "meshfree" permettent, en principe, de
se débarrasser de toutes les difficultés associées au maillage. Ces particularités les rendent assez attrac-
tives pour résoudre des problemes de la mécanique de la rupture. En utilisant une méthode sans maillage,
on peut ajouter ou enlever des points, en utilisant un estimateur d’erreur. Cependant, 1’état actuel de mo-
délisation des problemes de propagation de fissures, par cette méthode, reste a un niveau élémentaire. La
difficulté majeure de cette méthode consiste en I’estimation des erreurs locales et globales d’une maniere
consistante et a développer un générateur de points robuste pour controler cette erreur estimée en chaque
pas de propagation [65]. Une bonne estimation d’erreur et une bonne distribution des points choisis sont

trés importantes pour une modélisation de ce type. Aussi, des opérations triviales dans le cadre d’élé-
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ments finis comme 1’évaluation d’une fonction de forme en un point, I’intégration des formes bilinéaires
et linéaires ou la prise en compte des conditions aux limites des type Dirichlet ne sont pas triviales et sont
méme colteuses. Donc, cette méthode nécessite des développements numériques importants. De plus,
pour la propagation de la fissure,on a besoin d’un outil de réarrangement des points, ce qui ne change

pas la nature de la difficulté de remaillage, du probleme.

4.4 Modéeles basés sur la partition de I’unité

D’autres méthodes ont été développées pour prendre en compte, numériquement, une discontinuité
du champ de déplacement. Ces méthodes sont basées sur la méthode de la partition de I'unité (PUM),
proposée par Melenk et Babuska [72]. La prise en compte de la discontinuité est effectuée en enrichissant
I’interpolation des champs de déplacement sur chaque nceud ,dont le support est traversé par une surface
de discontinuité. Dans leurs travaux, Wells et Sluys [118] choisissent I’interpolation du déplacement

suivante :
u ~ Nd + HrNu (D

ou N désigne 1’opérateur des fonctions de forme classique, d les déplacements nodaux, u le saut de dé-
placement et Hr la fonction de Heaviside sur la surface de discontinuité I'. Notons que I’interpolation du
saut de déplacement est identique a celle du déplacement. Le saut en déplacement est considéré comme
un degré de liberté supplémentaire du probléme global. Cette approche conduit a une augmentation du
nombre de degrés de liberté (sur les noeuds, dont le support est traversé par une discontinuité) au fur et a

mesure que la fissure évolue. Ainsi, au cours du calcul, la taille du probleme évolue.

D’autres approches, proches de celle de Wells, sont basées sur la partition d’unité. Une des plus im-
portante est la méthode des éléments finis étendus, développée a Northwestern University par Belytschko
et Black [7]. Le terme original de X-FEM (eXtended Finite Element Method) est introduit et utilisé pour
développer la modélisation complete de fissures, par Moés et al. [76]. Cette méthode permet de prendre
en compte des évolutions de fissures partout dans le domaine et dans toutes les directions indépendem-
ment du maillage. Cette flexibilité a le gros avantage de pouvoir modéliser n’importe quelle évolution
géométrique de fissure sans remaillage. Dans les articles cités précédemment, la fissure est considérée
comme une surface de discontinuité sans interaction entre les levres de la fissure. Pour cette méthode,
un type d’enrichissement particulier est introduit pour modéliser la pointe de fissure. L’approximation
correspond a (1) avec un terme supplémentaire, qui enrichit les nceuds des éléments contenant une pointe
de fissure. Le choix des fonctions de forme, en pointe de fissure, est établi, a partir de développements
asymptotiques de la solution, en élasticité linéaire du champ de déplacement.

Depuis, la méthode a été continuellement améliorée et développée, pour I’analyse de la bifurcation de la
fissure [27], pour la modélisation tri-dimensionnelle [106], pour I’analyse dynamique [8]. Plus récem-

ment Dolbow et al. [33] ont permis de coupler la méthode de X-FEM avec une loi de contact frottement

12



5. Apercu du contenu de la these

pour simuler la propagation de fissure en compression. Par ailleurs, Moé&s et Belyschko [75] ont étendu
cette méthode en introduisant une loi de cohésion entre les lévres de la fissure. Notons, aussi, que la
modélisation de la fissures cohésives en s’appuyant sur les propriétés de la partition de 1’unité des é1é-
ments finis a fait I’objet de travaux présentés par Wells et al. [118]. Une description de I’implémentation
numérique de la méthode des éléments finis étendus, pour le cas statique, a été également publiée par

Sukumar et Prévost [56].

Un des meilleurs attributs de la méthode de X-FEM est que I’on maintient la matrice de résolution
creuse et symétrique, dans le cadre de la méthode classique des éléments finis. Cette technique apporte
une méthode numérique robuste et assez précise pour la modélisation des discontinuités fortes (dépla-
cement) (Dolbow [32], Zi et Belytschko [122], Zi et al. [123]), ainsi que pour des discontinuités faibles
(déformations) (Chessa et al. [21] et Chessa et al. [22]).

5 Apercu du contenu de la thése

La these est organisée en deux parties : la premiere décrit une approche d’homogénéisation des mi-
lieux micro-fissurés par des développements asymptotiques, tandis que la deuxieme partie considere une
méthode d’homogénéisation numérique pour des micro-structures granulaires, avec des fissures d’inter-

face cohésives et frottantes.

Dans la premiere partie, nous développons un nouveau procédé pour obtenir des modeles micro-

mécaniques d’endommagement pour les solides. Pour ce faire, la loi d’évolution d’endommagement est
completement déduite d’une analyse micro-structurale. La nouvelle approche est illustrée dans le cas des
matériaux fragiles.
L’ outil principal est une analyse énergétique microscopique sur une cellule de taille finie, qui mene, par
homogénéisation, a une équation macroscopique d’évolution de I’endommagement. Dans cette équation,
la longueur normalisée des micro-fissures apparait comme variable d’endommagement et la taille de
cellule comme parametre de longueur interne du matériau. La présence de cette longueur interne dans la
loi résultante d’endommagement conduit, de fagon naturelle, a la prédiction des effets de taille.

Dans le Chapitre 1, le modele est formulé dans des conditions générales aux bords des micro-
fissures. Afin d’illustrer sa capacité a décrire des comportements expérimentaux connus d’endommage-
ment, quelques exemples numériques sont donnés dans le cas des micro-fissures avec contact unilatéral.

Dans le Chapitre 2, nous allons introduire, dans le schéma de calcul incrémental en éléments fi-
nis, des discontinuités en déplacement, correspondant aux macro-fissures. Ceci, dans chaque élément
du maillage macroscopique, pour lequel la cellule micro correspondante est traversée en quasi-totalité
par une micro-fissure. Parmi plusieurs méthodes, qui permettent d’introduire une discontinuité dans le

maillage, nous avons choisi la méthode X-FEM.
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Pour parvenir a un véritable modele de comportement, susceptible de rendre compte des phénomenes
observés expérimentalement par exemple dans les géomatériaux, il est nécessaire de prendre en compte
la dissipation liée au frottement sur les levres des micro-fissures. Cette démarche sera présentée dans le
Chapitre 3, o nous allons prendre en compte les conditions de Signorini avec le frottement de Coulomb

sur des fissures rectilignes.

Dans la deuxiéme partie, nous allons considérer un milieu granulaire, contenant des micro-fissures
inter-granulaires. Notre objectif est d’établir un lien entre I’initiation des macro-instabilités et le compor-
tement de cohésion sur les micro-fissures inter-granulaires. La méthode d’homogénéisation employée,
dans cette partie, est la méthode numérique des éléments finis a deux échelles.

Dans le Chapitre 4, nous présentons une courte étude bibliographique, précisant le cadre et les outils
sur lesquels nous nous sommes appuyés pour développer notre modélisation.

La méthode d’homogénéisation numérique, pour le passage micro-macro, est décrite dans le Cha-
pitre 5. Apres un court passage en revue des hypotheses de base et des concepts généraux, nous présen-
tons le probleme sur un volume élémentaire représentatif (VER), avec des interfaces cohésives et deux
types de conditions sur la frontiere extérieure (soit en déformations linéaires, soit avec des conditions
périodiques). Enfin, nous présentons une analyse de perte d’ellipticité macroscopique et on définit le
concept de I’instabilité adopté dans cette partie.

Les détails de résolution numérique du probleme mécanique sur le VER sont décrits dans le Chapitre

Dans le Chapitre 7, nous donnons des résultats numériques pour différentes géométries particulieres
du VER. D’abord, nous considérons un VER composé de deux grains séparés par une interface cohésive.
Cette géométrie simple fournit un mode élémentaire de déformation, qui sera reproduit dans des géome-
tries plus complexes. L’influence des conditions aux frontieres, des parametres de la loi cohésive et du
frottement est, également, étudiée dans ce chapitre. Pour des distributions périodiques des microstruc-

tures granulaires, nous montrons que la réponse macroscopique dépend de la taille de la microstructure.
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Chapitre 1

Microfissures avec contact unilateral sans

frottement
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1.1 Introduction

Les modeles continus d’endommagement sont généralement phénoménologiques, la micro-fissuration,
étant représentée comme une dégradation des modules élastiques, par une variable d’endommagement,
pour laquelle les lois d’évolution sont postulées. Durant ces derniéres années, des efforts considérables
ont été faits, afin d’établir un lien entre les phénomenes micro-structuraux de rupture et les comporte-

ments macroscopiques correspondants.
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

En dépit d’un grand nombre de recherches dans ce domaine (voir par exemple Nemat-Nasser et le
Hori [80] pour une présentation synthétique), la modélisation micro-mécanique de I’évolution de I’en-
dommagement des corps solides reste une question ouverte. Presque tous les travaux consacrés au sujet
sont confinés au cas de fissures stationnaires. Comme exception, on peut citer les travaux de Prat et
Bazant [89] ou Caiazzo et Constanzo [13], qui tiennent compte de I’évolution de micro-fissures. En
général, 1’analyse micro-mécanique des fissures stationnaires est complétée par des hypotheses phéno-

ménologiques sur 1’évolution de I’endommagement.

Dans cette premiere partie, nous développons un nouveau procédé pour obtenir des modeles micro-
mécaniques d’endommagement pour les solides, pour lesquels la loi d’évolution d’endommagement est
completement déduite d’une analyse micro-structurale. La méthode de changement d’échelle est I’homo-
généisation périodique, basée sur des développements asymptotiques ([10], [103], [3]). Cette méthode
mathématique rigoureuse a été utilisée, pour des milieux élastiques avec des micro-fissures stationnaires,
dans Sanchez [103], Leguillon et Sanchez-Palencia [66], et en combination avec des hypotheses phéno-
ménologiques, en ce qui concerne la loi d’évolution d’endommagement dans Lene [69], Gosh ef al.[43],
Raghavan et Gosh [91].

Notre objectif est de déduire une loi de I’évolution d’endommagement, qui est complétement obte-
nue par homogénéisation, sans hypotheses phénoménologiques supplémentaires. L outil principal est une
analyse énergétique microscopique sur une cellule de taille finie, qui mene, par homogénéisation, a une
équation macroscopique d’évolution de I’endommagement. Dans cette équation, la longueur normalisée
des micro-fissures apparait comme variable d’endommagement et la taille de cellule comme parametre
de longueur interne du matériau. La présence de cette longueur interne dans la loi résultante d’endom-

magement conduit, de fagon naturelle, a la prédiction des effets de taille.

Dans les dernieres décades, beaucoup de tentatives ont été faites pour produire des modeles méca-

niques, dans lesquels la réponse dépend de 1’échelle spatiale des micro-hétérogénéités. Les formulations,
de type milieux continus généralisés, introduisent, au niveau macroscopique, une longueur interne du
matériau. Aussi, elles resolvent le probleme de dépendance des solutions au maillage, obtenu avec les
formulations classiques. La plupart de ces modeles sont phénoménologiques, sans lien précis avec la
microstructure. De plus, beaucoup de questions demeurent ouvertes, en ce qui concerne les aspects de
bases de tels modeles, comme par exemple la formulation de conditions limites d’ordre supérieur.
Des contributions intéressantes sont données par Smyshlyaev et Cherednichenko [105] et Peerlings et
Lleck [86], qui ont proposé une méthode rigoureuse, pour obtenir des équations homogénéisées, par
gradient de contrainte, a partir des descriptions microstructurales, pour des médias biphasés périodiques.
La taille d’une cellule de périodicité apparait, dans leur modele, comme une longueur interne avec une
signification claire, au niveau de la microstructure.

Notre formulation demeure dans le cadre des formulations classiques de milieux continus, mais
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présente un parametre de longueur interne dans la loi d’évolution d’endommagement, comme consé-
quence du bilan microscopique d’énergie et d’un critére de propagation du type Griffith pour les micro-
fissures. Nous prouvons que la présence de cette longueur matérielle évite une dépendance significative

du maillage des solutions en éléments finis pour des phénomenes de localisation de I’endommagement.

L’analyse énergétique est fait sur une cellule de périodicité de dimension finie, contenant une seule
micro-fissure, pour des trajectoires arbitraires régulieres de la micro-fissure, a priori connues. Nous dé-
veloppons, ensuite, un procédé numérique basé sur les solutions élémentaires homogénéisées, corres-
pondant aux différentes trajectoires de la fissure, afin de permettre différentes orientations possibles de
la fissure. Les coefficients homogénéisés sont calculés, en debut du calcul macroscopique, pour chaque
orientation et longueur de la micro-fissure. Nous proposons un schéma incrémental, ou a chaque incré-
ment nous résolvons une équation d’endommagement différente, pour calculer la longueur de la micro-
fissure. Si I’endommagement a I’incrément précédent n’était pas encore initié, nous calculons la longueur
de la micro-fissure pour toutes les orientations, puis nous choisissons 1’orientation, donnant la longueur
la plus importante, son orientation étant maintenue pendant les incréments ultérieurs. L’irréversibilité
de I’endommagement est assurée en cherchant seulement les solutions croissantes en longueur. Le mo-
dele peut décrire I'initialisation de la fissure, quand I’état initial est intact, c’est-a-dire la loi d’évolution

d’endommagement peut modéliser I’initiation et la croissance des micro-fissures.

Le modele est formulé dans des conditions générales aux bords de la micro-fissure. Afin d’illustrer sa
capacité a décrire des comportements expérimentaux connus d’endommagement, quelques exemples nu-
mériques sont donnés dans le cas des micro-fissures avec contact unilatéral. Au niveau macroscopique,
le switch entre les comportements homogénéisés, correspondant a 1I’ouverture ou a la fermeture de la
fissure, est réalisé numériquement. De cette facon, un modele unilatéral d’endommagement est obtenu.
Les différentes orientations locales des micro-fissures sont fournies par la loi d’endommagement, une ré-
ponse macroscopique non isotrope et hétérogene. Le modele tient compte, également, du comportement

différent, avec différentes énergies de rupture, en traction et en compression.

Ce chapitre est composé de sept sections organisées de la maniére suivante :apres la premiere section
donnée par I’introduction qui précede, dans la deuxieéme section, nous présenterons le probleme étudié.
La troisieme section est consacrée a I’application de la méthode d’homogénéisation, pour déduire les
équations d’équilibre macroscopique. Le matériau équivalent obtenu est un matériau élastique, non iso-
trope et hétérogeéne. L’équation homogénéisée d’énergie est obtenue sous forme d’équation d’évolution
pour I’endommagement dans la quatriéme section. Dans la 5éme section, nous donnons I’analyse éner-
gétique menant a la loi macroscopique d’endommagement. Le cas particulier du contact unilatéral sans
frottement est détaillé dans la section six et les illustrations numériques correspondantes sont présentées

dans la section sept de ce chapitre.
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

1.2 Position du probléme

Nous considérons un milieu élastique isotrope comprenant un grand nombre de microfissures. On
suppose que cette structure présente une distribution de fissures localement périodique. Le domaine peut
donc étre recouvert par un ensemble de cellules périodiques, contenant une fissure (voir Fig. 1.1). On
suppose que les microfissures sont lisses et de longueur d°. La longueur d° est dépendante du temps ¢ et
elle peut étre différente d’une fissure a 1’ autre.

Soit B le domaine ouvert de R?, de frontiere réguliere, contenant A" microfissures C,,n = 1,...,A et
la partie occupée par le matériau est B; = B\C, ou C = uﬁzlcn. Dans la parte solide B, nous avons les
équations d’équilibre

80%

B, =0, dans B (L.1)

et les relations constitutives de I’élasticité linéaire anisotrope
05 = Qijkieaki(U°), (1.2)

ol u‘ et o€ sont les champs de déplacements et de contraintes. On définit e.;; le tenseur de déformation

dans I’hypothese de petites déformations

. 1 6uz 8Uj
Czij = 5 (8,2] * 822> ' (13)

ou I'indice z indique que les dérivées sont prises par rapport a z. Dans le cas particulier d’un matériau

isotrope, les coefficients €lastiques a;jx; sont donnés par
@ijrr = NOijOky + (0051 + 6510k ), (1.4)

avec A et i les constantes de Lamé.

</
X

2277

FI1G. 1.1 — Milieu fissuré avec une microstructure locale périodique.
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Nous supposons que les bords de la fissure sont libres de contraintes, si la fissure est ouverte, et en contact

unilatéral, si la fissure est fermée. Ces deux solutions sont exprimées par les deux jeux de formules :
o°N=0; [u"-N| >0 (1.5)

[0°N]=0;N-0°N<0; T-0°N=0; [u-N] =0 (1.6)

ol N est le vecteur normale unitaire, T le vecteur tangent unitaire a la fissure et [ - | le saut a travers les
levres de la fissures. Nous considérons que chaque microfissure est caractérisée, en totalité, par une des
deux conditions. Le fait que chaque microfissure soit complétement ouverte ou fermée, est une hypothése
valable pour de petites longueurs de fissures. Le passage d’un état a 1’autre sera décrit ultérieurement, au
niveau des solutions homogénéisées.

La propagation d’une micro-fissure est décrite par la théorie de Griffith [44], ol toute fissure a une
énergie proportionnelle a sa longueur. Il postule qu’il y aura propagation et donc augmentation de 1’éner-
gie, si cette derniere est parfaitement compensée par la restitution de 1’énergie élastique causée par 1’avan-
cée de la fissure. Dans le cas des problemes quasi-statiques, ce critére peut se formuler en terme de taux
de restitution d’énergie élastique exprimé comme :

Gg° = liH(l) e-b(u®)nds (1.7)
r—0 Jp,.

ou I'; est le cercle d’un rayon infinitésimal, entourant I’extrémité de la fissure, n est le vecteur normal au

cercle I',, e est le vecteur unitaire dans la direction de propagation (voir Fig. 1.2 ) et

1
bij (us) = iamnklexkl(us)ezmn (ue)(si' — O';ku;i

est le tenseur de contrainte Eshelby.

Le critere de Griffith stipule que la propagation a lieu quand une limite critique d’énergie, G, est attendue

G- =G, (1.8)

tandis qu’il n’y a aucune évolution de la fissure G < G, ou G, désigne le taux de restitution d’énergie

critique et correspond a la ténacité du matériau.

1.3 Homogénéisation

La microstructure locale périodique est construite a partir d’une cellule unitaire Y = [0, 1] x [0, 1]
mise a I’échelle par un petit parameétre £, afin que la période du matériau soit €Y, comme dans la Fig.
1.2. De cette fagon, le parametre € apparait, naturellement, comme une longueur caractéristique de la
microstructure. Nous supposons que cette longueur est assez petite par rapport aux dimensions du mi-

lieu, afin que 1’on puisse distinguer deux variables d’espace physique, macro- et microscopique, notées
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TN |
C
X, €

Y2

F1G. 1.2 — Mise a I’échelle de la cellule unitaire a la période spaciale microstructuralle du matériau.

respectivement x et y. La variable x est la variable macroscopique ou lente et'y, la variable microsco-
pique ou rapide. La variable rapide y décrit les interactions a courte distance, alors que la variable lente x
décrit les interactions a longue distance. Du fait de la séparation d’échelles, chaque grandeur ¢ apparait

comme une fonction de ces deux variables et on obtient deux écritures équivalentes :

X
@Z@@J%y:g

qui est le point de vue macroscopique et
® =(x,y), x=c¢y

qui est le point de vue microscopique.
Remarquons que du fait des deux variables d’espace, la dérivation spatiale prend la forme suivante :

d _ 0 19
dl‘i_axi 63%‘

La cellule unitaire Y contient une fissure C'Y" et on note la partie solide par Ys = Y\C'Y. La longueur
CYestd=d/e.

Pour étudier le comportement de u® lorsque € est petit par rapport a 1, on peut rechercher (cf. Bakhvalov
N. and Panasenko G. [3], Benssousan et al. [10]) un développement asymptotique de u® et o° sous la

forme

u®(x,t) = u® (x,y,t) + su(l)(x, y,t) + e2u® (X,y,t)+... (1.9)
. L) (0) ()
a (Xat): gO’ (X7Y7t)+o- (XaY7t)+5o- (X’yat)+ (110)
ot u(x,y,t),c®(x,y,t), x € B,, y € Y sont fonctions périodiques en y, de période Y .
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Substituant les expressions (1.9) et (1.10) dans 1’équation (1.1), nous obtenons pour différentes puis-

sances de ¢
oY F PSR () 059 9sD
Y —, Y Y —, Yo Y —. (1.11)
ayj 89@ 6yj 8;10]- Oyj

De plus, la relation constitutive (1.2) et la condition (1.3) utilisant les équations (1.9) et (1.10), donnent
-1
aﬁj ) = aijkleykl(u(o))a
0
Ufj) = aijri(ea (@) + ey (a?)), (1.12)
1
Ufj) = ajjri(eam(@?) + ey (u?)),
En ce qui concerne les conditions sur la frontiere de fissure, pour les fissures ouvertes, nous obtenons

oUN; =0, oN;=0, oVN;=0, sur CY* (1.13)

et pour les fissures en compression la condition du contact unilatéral se traduit pour I’ordre m en ¢,

(m = —1,0,1) par les relations :

N =0 N <o, Tl o e

Nous introduisons, ensuite, 1’espace ﬁ(Ys) des vecteurs de déplacement définis sur Y périodique, de

moyenne nulle sur Y :

D(Y;) = {V\ v € [H(Y;)]?, Y — périodique en y, / vdy = O} :

Ys

Les relations (1.11a) et (1.13a) donnent un probleme aux limites, en traction, pour u®

0

— (aij; ©y) =

8yj (awkleykl(u )) 0, dans Ys (1.15)
(aijkleykl(u(o))) ,Z\[‘7 = 07 sur C‘I,i (116)

A partir de ce systéme, on peut montrer que la fonction u(®) = u()(x,#) est indépendante de la variable
microscopique ([102]), représentant un champ de déplacement macroscopique. Cela montre que u®(x, t)
est une fonction u(®) (x,t) a laquelle s’ajoute des termes rapidement oscillants.

Le probléme pour la fonction u¥) € D est obtenu 2 partir des équations (1.11b) et (1.13b) pour u® (x,t)

donné, sous la forme suivante :

d

9 (. 1Y) —

6yj (amkleykl(u )) 0, dans Y:g (1.17)
aijriey (WYN; = ;e (0O N; sur CY* (1.18)

ol nous avons tenu compte des conditions de périodicité sur la frontiere extérieure de la cellule.
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

Si nous considérons que la géométrie de la fissure est donnée par une ligne droite, nous proposons
une méthode pour faire la distinction entre les états microscopiques d’ouverture et de contact. La relation
(1.18) indique que sur les bords de la fissure, dans la cellule unitaire, la solution macroscopique peut
étre considérée comme une "force superficielle - £ ", appliquées sur les levres de la fissure (Fig. 1.3).
L’ orientation de ce vecteur force par rapport a la direction normale la fissure, c’est-a-dire la tendance de
cette force a ouvrir ou fermer la fissure, peut étre considérée comme un indicateur de 1’état d’ouverture
ou de fermeture. Au niveau macroscopique, ces deux états induisent une séparation de 1’espace R des

variables e;11, €212, €222, €n deux sous-domaines R définies par :

R* — {ex| Niaijuean(@ )N, = 0} (1.19)

ou les signes + et — correspondent respectivement a la traction et la compression. De cette facon, le
passage entre les deux comportements homogénéisées élémentaires, correspondant a la traction et la
compression, est réalisé au niveau macroscopique, en fonction du champ global de déformation.

Sur chaque sous-domaine, la solution de ce probléme est une fonction vectorielle linéaire de e, (u(?)).
Si nous choisissons un systeéme de générateurs £P? des déformations macroscopiques fondamentales
dans chaque sous-domaine, nous écrivons la déformation macroscopique em-j(u(o)) comme une combi-

naison linéaire de ces éléments. Un choix élémentaire est de considérer :

EP = 8ipdjq, dans R™

EZQ = —0ipdjq, dans R~ (1.20)

pour p, q fixés.
Ainsi, si le vecteur £€P9 est la solution particuliére, correspondant a emj(u(o)) = Egg avec p et q fixés, la
solution de (1.11b) - (1.13b) s’écrit :

uM (x,y,1) = £P9(y)eapg (D) (x, 1), £eD (1.21)

ou £(y) est la fonction caractéristique représentant les modes de déformations élémentaires de la cellule

unitaire [3], [2].

FI1G. 1.3 — Application d’une "force superficielle" sur la fissure
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1.3. Homogénéisation

Le probleme (1.17)-(1.18) est équivalent au probleme sur la cellule écrit en €29, o1 ’on tient compte de

la condition de périodicité, sur la frontiere extérieure de la cellule

0
—— (aijreyr (&P?)) =0, dans Y, (1.22)
Oyj
aijkneykn(EPY)N;j = —aijpgN; sur CY* (1.23)

pour tous p et g fixés et ex(ul®)) € R*.

Le troisieme probleme cellulaire s’obtient a partir du (1.11c) - (1.13c)

I — d Y, 1.24
ot Nj =0, sur  CY=*. (1.25)

Nous introduisons I’opérateur moyenne sur la période

1
) :\Y\/Y - dy, (1.26)

ou |Y'| désigne la mesure de Y. Si on applique I’opérateur moyenne a 1’équation (1.24), nous obtenons

8?6],@?)) =0 (1.27)
et
EE?) = <U§?)> = Cijprear(u?) (1.28)
ol
{ C:h(d), ex € RT
Cijri(d, ex) = Y (1.29)
Ciiri(d), ex € R™
avec
Ciin(d) = |31/| ys(aij“ + aijmneymn(€5)) dy (1.30)

sont les coefficients homogénéisés du matériau considéré.
Si nous combinons les équations (1.27) et (1.28), nous pouvons obtenir I’équation d’équilibre homogé-

néisé
0

o (Ciuean @) = 0. (131)
J

Remarque : Sur la symétrie du tenseur Cj

Soit E*! un systeme de générateurs dans 1’espace de e,. Dans 1’hypothése que Ezkjl = +0y,0;5, nous
montrons que les coefficients Cj;j; sont symétriques en i et j, k et [ et ce, par rapport aux couples (i, 7)
et (k,1).
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

Par construction, une partie de la symétrie est vérifiée :
Cijkt = Cjirt = Cijik

Pour démontrer que
Cijkt = Chuij
considérons la relation

0

% (aijkl(exkl (@) + €ykl(u(1)))> =0.
J

En multipliant cette relation par o € D et par intégration sur Y, on obtient

/ Qijki <€xkz(u(0)) + eykl(u(l)) (o) Njds, —/ aijriear(W®)eyij (@) dy =
cYy Y.

s

1
/ aijrieyr (W) eyij (@) dy (1.32)
Ys
Nous remplacons, dans cette relation, successivement
Cxkl = 5kp5lq et a= €mn

puis

exkl = OxmOin et o = &P

La symétrie du produit scalaire et du tenseur d’élasticité permet d’écrire :

/ aijrieykl(€7)eyij (§™")dy =

s

/C aijl (Orpoiq + eyr (€P9)) [&7" | Njds, — / apgrreyk (§M")dy =
Y

El

/C ijt (OkmOtm + ey (€™")) [EP]N;dsy — / amnkieyk (§P7)dy =
Y Y.

La derniere égalité démontre la symétrie de Cjjy,;. Si on tient compte de cette symétrie, nous pouvons

écrire les coefficients dans un tableau, rangé sous la forme

= Ciir Cinz Cnize ez11(u(?)
29 =] Ciz Gz Cuna 2e,12(u@) | (1.33)
20 Crizz Cinz Oz ex22(u?)

1.4 Bilan d’énergie

Dans cette section, nous construisons des lois d’endommagement, basées sur une méthode de bilan
énergétique micro-mécanique, dans un volume élémentaire, contenant une micro-fissure en évolution. On

suppose que la trajectoire de la micro-fissure est réguli¢re et a priori connue. Plus tard, on considérera
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1.4. Bilan d’énergie

A
—
v

F1G. 1.4 — Cellule unitaire avec une fissure

plusieurs directions possibles de fissuration. Pour une propagation symétrique des pointes de la fissure
par rapport au point central, I’évolution de la fissure est complétement décrite par la variation de sa
longueur.

L’analyse dans cette section sera faite, pour des conditions, sur la fissure, dans la cellule unitaire plus

générales que les conditions données par les relations (1.5-1.6). Nous considérons que :
[cON] =0 (1.34)

Nous démontrons le résultat suivant :
Proposition : Dans les conditions de continuité (1.34), le bilan énergétique, pendant 1’évolution, s’écrit

sous la forme suivante :

d 1 : .
—_ faijkleykl(u(l))eyij (u(l))dy + de = / aijkleykl (u(l))Nj [uz(»l)]dsy (1.35)
dt Y, 2 CcY
avec
G,=1lim [ e-buY)nds, (1.36)
r—0 FYT
ou
o (1)
by (W) = U@D)53; — o () 2k
y;
1
Uu) = §aijkl€ykl(“(l))€yij (uh) (1.37)

i) = aigimeyim (@)
Preuve : Soit Y, C Y la partie solide définie par Y, = Y\{CY,7 UCY,” UT'Y;Y UTY,%} avec la propriété
limY, =Y.

r—0

En multipliant (1.17) par u§” et en intégrant sur Y,., on aboutit a :

d (1 o
il P N - (g™ _ N 1)y, (1) _
/Yr a <2az]kleykl(u )eyw(ll )> dy /YT 8yj <awkleykl(u )uZ )dy 0 (1.38)
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

La premiere intégrale, dans 1’expression précédente, est évaluée, en utilisant le théoréme de transport

(voir [113], eqn (81.4)) de la manieére suivante
d (1 d 1
/ % < ajueyi (0)eyi; (u(”)) dy = — / Saijuey(ut))eyy; (uD)dy +
1 d
aMNe,... (@)= d
/I“YguFYd QGZJkleykl( Jeyij(u )anep Sy
La deuxieme intégrale, en utilisant une intégration par parties et en tenant compte de la périodicité de

u® sur la frontiére extérieure ainsi que de la condition sur la fissure requise par cette proposition, s’écrit

sous la forme
0
A @i YoM dy = y Wy N+ 1, D1 s,
/T 8yj (azjkleykl(u )UZ )dy_/cyj a@]kleykl(u )Nj [uz ]dsy

/Fyguryd a”kleykl(u( )>n3 ¥ )dsy

ot N est la normale 2 la fissure sur la frontiére positive.
Si on remplace les deux intégrales en (1.38), nous pouvons écrire

d 1
dt/ “agmeyg(@M)ey;; (w)dy +

1 d '
/I"Yguryd <2aijkleykl (u®)eyi; (“(1))5%% + aijrieyk (u(l))nju§1)> ds, —

/C’Y+ az]kleykl(u( ))NJr[ El)]dsy =0

Par passage a la limite » — 0, on aboutit a

d

1
dt/ sagmeya(u)ey;(w)dy + 5 (gg+gd) /C @iy (WD) N; i ]ds, = 0
Y

Supposant que g gd Gy, nous déduisons la relation (1.35).

Ceci nous permet de formuler le résultat principal de cette section :

Théoréme : Pour [ag-)) Nj] = 0 sur les frontieres de fissure CY de longueur d(t) en évolution, nous avons

1 .dCijni Oy, ((0) ;
2d dd emkl(u )exlj (ll ) + gyd
d L O g® (OF VO I
+dt - 5 Nju,’]ds, — Cyaij Njla, ’]dsy = (1.39)

Preuve : Multipliant 1’équation

0
N ) =
8yj (azj kl€Cxkl (ll )) 0

par o

; »etenintegrant sur Y avec la propriét€ de périodicité en y de uY sur le bord extérieur, on obtient

/CY aijpreart (0O N; [0V ds,, —/ aijrar (e (@) dy (1.40)

S
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En additionnant (1.35) avec (1.40) et en regroupant ce résultat, on aboutit a :
/ (aijklexkl(u(o)) + aijkleykl(u(l))) N; [i%(-l)} dsy — Gyd =
oYy

d 1 .
dt/ 2aijkleykl(u(l))eyij(u(l))dy+/ asjrenn(0®)e @) dy
Ys

E]

0)

Si on utilise la formule de transport et que I’on tient compte que u® ne depend pas de la variable y, la

deuxie¢me intégrale dans le membre de droite devient

/ aijrresn(0)e (@) dy =

s

d .
7 / aijriear(u®)eyi; (M) dy — / aijrean(0)ey; (M) dy
Y,

Ys

En remplagant ces expressions dans la relation précédente et en regroupant les termes nous obtenons
1 (1 7
/ <aijklexkl(u(0)) + ajjpieyn (u ))) N;[al"] ds, — Gyd —
cy

1d
- . (0) (1) (D —
5 dt/y Qijkl (exkl(u ) + eykzl(u )) Eyij (ll )dy

B

1d .
2dt/ aijkle:pkl(u(o))eyij(u(l))dy_/ agjrieak(0)ey; (M) dy  (1.41)
Ys

E]

La derniere intégrale, dans le membre de gauche, s’obtient en multipliant

0
— <aijkl€xkl (@) + aijkleykl(u(l))> =0.
dy;
par ugl) et en intégrant sur Y avec la condition (1.34), sous la forme

/ (aijk:lexkl(u(o))+aijkleykl(u(l)))eyz’j(u(l))dy—/

: (aijklecckl(u(o)> + aijkleykl(u(l))> N; [uﬁl)] dsy
g %

Cette relation dans (1.41) donne

/c (aijklexkl(u(o)) + aijkleykl(u(l))> N;j [111(-1)] dsy —
Y

1d

24 J oy (aijklexkl(u(o)) + aijkleykl(u(l))> N;[ulM] dsy, — Gyd =

1d )
2dt/ aijklea:kl(u(o))eyij(u(l))dy_/ agrear(0)ey; (M) dy  (1.42)
Ys

Ys
Ensuite, nous calculons le membre de droite. Pour cela, nous développons I’expression du u®, en fonc-

tion de u(”) dans (1.21) et utilisant I’expression (1.30). D&s hors, nous prouvons facilement 1’égalité

/ (aijuey@M))dy = (Cijr — aiji) e (0®) (1.43)

En utilisant cette égalité et en tenant compte de la symétrie de Cj;;, on obtient
1d '
Sdt / agjriean(0?)eyi; () dy — / aijurear (0@)eys; (M) dy =
Ys
1dCijpl
2 dd

Ys

der(0)e; (u®) (1.44)
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Remplacant ces deux résultats en 1.41, nous avons

/ (az‘jklexkl(u(o)) +aijkleykl(u(1))) N;[afM] ds, — Gyd
oy

1d
1d y ON. OV N D7 g —
2 dt cy (aljklel‘kl (ll ) + aukleykl(“ )) NJ [uz ] dSy
LdCiikl i aOe
2 dd dexk:l(u )em] (ll )

forme équivalente avec (1.39).

1.5 Loi d’évolution de ’endommagement

Dans cette section, nous construisons une loi d’évolution de I’endommagement a partir de la relation
(1.39), en utilisant les propriétés de la solution homogénéisée et la relation entre les taux de restitution
d’énergie a différentes échelles.

Pour équation (1.39), nous pouvons exprimer les intégrales en termes des fonctions caractéristiques &

par :
jt cy ;UEJ)N][ z(l)]dsy =
g (5 ] 0 s+ ey (€) NS, ) (0 () +
L st B+ e €7) N6 (0 ey () (1.45)
et

o ds, -
cYy

/CY @it (Ot + eyrt(€™)) Nj (€0 dsy €mn(u®)erpq (0) +

/C ijkt (OmkOnt + ey (™)) N; [éipq]dsyexmn(“(o))equ (“(0)) (1.46)
Y

En remplacant ces relations en (1.39), on obtient

- (1dCjk
d <2dcjlexkl (u(o))emj (u(o)) + gy+

d (1
07 / @it (Omknt + ey (§™")) N5 €] ] dsy exmn(“(o))equ(“(o))) -
dd \2 Joy

mn d&;" 0) 0)
/ aijkl (5mk6nl + Bykl(f )) Nj W dsyexmn (ll )empq(u )) =0 (] .47)
cY

De fait, nous allons montrer, ultérieurement, que G, peut étre exprimé avec G° et que, si le critere de
propagation (1.8) est utilisé dans la relation d’énergie, nous obtenons une loi d’endommagement sous la

forme

./1d i c
d <2 3ékl €xkl (u(o))e:m]( © )) + % + Imnpqegcmn(u(o))erpq (u(()))> =0 (1.48)
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ou

d (1

Lrnpg = — / @ijkl (OmiOnt + €yt (™)) N; (€2 dsy | —
dd \2 Joy
d&;
/ aijkt (OmkOnt + eyrr(€"")) N; [dd] dsy (1.49)
oY

Remarques :

(1) Dans la relation (1.48), nous avons utilisé la propriété de symétrie de I’intégrale I;;;; en i et j,
k et [, mais aussi la symétrie par rapport au couple (i,j) et (k,l). Cette propriété est valable dans les
mémes hypotheéses que celles de la symétrie du Cj;;. Elle peut étre prouvée par une technique analogue.
(2) L’équation (1.48) est, en totalité, exprimée en fonction de la solution homogénéisée u®. Les
coefficients homogénéisés (1.30) et les intégrales (1.49) peuvent étre calculés, a priori, en utilisant la

solution sur la cellule unitaire pour différentes longueurs et trajectoires de la fissure.

Dans (1.48), nous avons utilisé la relation entre les taux de restitution d’énergie :
G-=¢eg, (1.50)

Cette relation introduit un parametre de longueur de la microstructure € dans la loi d’évolution d’endom-
magement.

Pour obtenir la relation (1.50), nous utilisons dans 1’expression (1.7) du taux de restitution d’énergie
initial, le développement a deux-échelles (1.9) de u®(x,t). Dans le développement de e, (u®) et a?k

nous prenons les termes  1’ordre <°

k1 (0°) = epp (0®) + ey (u)

0% = Gt (Camn (00) + €y (D))

Donc, la relation (1.7) devient :

. 1
ga = lim € <amnkl (exkl (u(())) + eykl(u(l))> (emmn (u(())) + eymn(u(l))) (51']'_

r—0 Fr 2
8u(0) 3’&(1)
, (0) (1) k k .
Qikmn | €Ezxmn (W + eymn(U + n;dS (1.51)
tonn (Camn(0®) + €y >><an G ) |

Nous effectuons dans I’intégrale (1.51) la transformation de variable y = x /¢, avec dS = eds,, en tenant

compte de la singularité de u®) aux extrémités de fissure (voir [41]), nous obtenons que :

ouV
G° =¢elim e; lamnkleykl(u(l))eymn(u(l))éij - aikmneymn(u(l)) Yk ) | njds,
r—0 Ty, 2 ayj

Par conséquent, on a I’identité recherchée G = € G,,.
Nous remarquons qu’écrire 1’équilibre de 1’énergie d’un volume élémentaire de taille £ sur une cel-

lule unitaire fait apparaitre la longueur € dans la loi d’endommagement. La dépendance de taille du taux
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de restitution d’énergie rend inadéquat le procédé classique d’homogénéisation asymptotique, qui étudie
le comportement de champs a la limite € — 0. Pour des quantités dépendantes de taille, comme le taux de
restitution d’énergie, ’analyse adéquate est celle dans laquelle € demeure fini. Nous notons que I’analyse
dans [105] et [86] est également faite pour une taille finie de cellules, qui apparait dans les équations ho-
mogénéisées comme longueur interne. Dans ce qui suit, nous montrons comment cette longueur interne

influence la réponse macroscopique du matériau.

1.6 Endommagement fragile unilatéral. Implémentation numérique.

La loi générale d’endommagement, obtenue dans la section précédente, sera utilisée dans ce para-
graphe dans le cas particulier de I’endommagement fragile unilatéral. Sur la frontiere des micro-fissures
fermées, nous considérons le contact unilatéral sans frottement. Apres avoir passé en revue le systeme

d’équations décrivant ce modele, nous proposons un schéma d’intégration numérique en éléments finis.

1.6.1 Le modele constitutif utilisé

Pour la géométrie des microfissures, nous supposons qu’elles sont droites et que la propagation est
symétrique par rapport au point central. Plusieurs orientations de la fissure sont possibles (voir Figs. 1.7,
1.8) et nous proposons un algorithme numérique pour choisir la bonne orientation ainsi que pour calculer
la longueur de la fissure.

Les équations, dans la section précédente, sont écrites sous la forme :

— I’équation d’équilibre homogénéisée :

0
. Oy) =
52 (Cim(@eaia(@®)) =0 (1.52)
— loi d’évolution d’endommagement :
1dCijri(d) (0) Oy 4 e i _
<2dd€xkl(u )emj (ll ) + ? d=0 (153)

— condition d’irréversibilité de I’endommagement
d>0 (1.54)

Nous remarquons que la loi d’endommagement tient compte de 1’initialisation des micro-fissures, quand
on commence a partir d’un premier état initial intact. Pour I’évolution de I’endommagement nous avons
la condition d # 0, donc la parenthese (1.53) doit étre nulle. Pour e,; (u(o)) donné, cette relation est une
équation algébrique en d. Ceci suggere un schéma numérique dans lequel I’équation d’endommagement
et I’équation d’équilibre ne sont pas résolues simultanément. Dans le cas ol nous n’avons pas trouvé
une solution d pour laquelle la parenthese (1.53) est nulle, on tire la conclusion que I’endommagement

n’évolue pas, c’est-a-dire d = 0.
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La derniere condition (1.54) exprime le fait que les microfissures ne peuvent qu’augmenter en longueur
pendant la déformation du corps. Dans une résolution incrémentale, la condition d’irréversibilité est as-

surée en cherchant de nouvelles solutions d, plus grandes que les précédentes .

Maintenant, nous décrivons 1’algorithme numérique pour résoudre le systeme (1.52 - 1.54). Les coef-
ficients homogénéisés sont fonctions de la variable d’endommagement d, qui represent la longueur de
la microfissure normalisée. Donc, nous pouvons, calculer, au début, une seule fois les coefficients, pour
chaque orientation, en traction, ou en compression, pour un grand nombre de d € [0, 1], obtenant de cette
fagon, par une méthode d’interpolation, les fonctions numériques Cj ;i (d).

Remarque :

Dans I’hypothese d € [0, 1] - longueur de la microfissure normalisée, la relation (1.53), pour des fissures

de type oblique (Fig. 1.8 (c) et (d)), s’écrit :

(;W%M(u(o))em(u(“)) n g;/§> d=0 (1.55)

1.6.2 Algorithme du code d’éléments finis

Le systeme (1.52 - 1.54) est résolu par une méthode incrémentale, dans laquelle le déplacement ma-
croscopique est calculé, approximativement, par la méthode d’éléments finis. Le calcul de la variable
d’endommagement est fait en chaque point d’intégration, par la résolution numérique de 1’équation d’en-
dommagement. Pour le calcul numérique nous avons utilisé des é1éments bilinéaires quadrilatéraux, avec
quatre points de Gauss, pour calculer les déplacements. Mais, 1’évolution de la micro-fissure (d) et du
module tangent Cj;x; ne sont calculés qu’en un seul point de Gauss.

Pour les essais simulés, dans la section suivante, nous utilisons I’algorithme numérique suivant :
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Algorithme du code d’éléments finis

1. Début

2. Initialisation des données et calcul des coefficients homogénéisés :
en=1
e en chaque élément nous considérons un point de Gauss, oi nous initialisons dé, e=1,
nelem

o calcul des Cj (dl)

3. Calcul incrémental des déplacements (u"') et des déformations avec les coefficients ho-
mogénéisés du pas précédent C;jp (dy).
4. Résolution de I’équation d’endommagement pour obtenir d**1 en chaque élément
o S’il y a déja une fissure, nous gardons [’orientation :
— vérification de I’état de traction/compression (R ou R™) de la fissure (condition
(1.19))
— calcul de d™* € [d?, 1], en résolvant I’équation (1.53), pour les coefficients homogé-
néisés en tension/compression, par la méthode de dichotomie
e Sinon, boucle sur toutes les orientations considérées
— vérification de I’état de traction/compression de la fissure (condition (1.19))
— calcul de d?*1 € [d?, 1] en fonction de chaque orientation de la fissure
— choix de la longueur la plus importante de la fissure avec le maintient de son orienta-

tion pour les étapes ulterieures

5. Calcul des coefficients homogénéisés C’ijkl(dgﬂ) et calcul des contraintes
n+1 __ n+1\ _n+1
X5 =Cijul (de™ ) e

6. Sin < Npmaz, 0 =n+ 1 retour au point 3, sinon aller en 7.

7. Fin
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1.7 Applications numériques

Les applications traitées, dans cette section, correspondent au cas d’un matériau élastique, isotrope de
module d’Young E = 2¢9 Pa et de coefficient de Poisson v = 0.3. Pour la simplicité, nous considérons
quatre orientations possibles des microfissures, comme dans les Figs 1.7 et 1.8. Comme nous 1’avons
mentionné dans les sections précédentes, la premiere étape est de calculer la solution £% (y) du probleme
(1.22-1.23), nécessaire pour calculer les coefficients homogénéisés, C;;i;. Ensuite nous présentons le
comportement macroscopique local et, a la fin de cette partie, nous donnons des résultats numériques

pour des tests, respectivement, en traction et en compression.

1.7.1 Calcul des fonctions £ (y)

D’abord, nous avons vu dans la section 1.3 que ’espace R des variables e, doit étre séparé en
deux sous-domaines R*, en fonction de 1’état du chargement appliqué. Nous pouvons choisir le jeu
E* des déformations macroscopiques fondamentales sous la forme Eikjl = 014015, qui est un systeme de
générateurs dans R™, ou sous la forme El-kjl = —01i0y5, qui représente un systeme de générateurs dans
R™.

En résolvant les six problemes bidimensionnels d’élasticité, avec conditions de périodicité sur la période
de base et les forces "sources" sur la fissure, nous obtenons deux jeux des fonctions £ correspondant 2
la traction et a la compression. La résolution numérique du probleme bidimensionnel en & a été réalisé
par la méthode des éléments finis, programmée en Matlab [71], avec I’utilisation du code Femlab. Nous
avons utilisé des éléments isoparamétriques a 6 noeuds. Les conditions de périodicité sont satisfaites
avec les multiplicateurs de Lagrange. La condition de contact unilatéral est réalisée par une méthode
de pénalisation. Sur une cellule, nous avons réalisé plusieurs calculs pour différents maillages, avant de

retenir, pour tous les calculs, un maillage a 1500 éléments.

t —

«— g1 > E22 E!2
l T (a)

l <

y —

— gl | E22 T E!2 l

(b)

T —

FI1G. 1.5 — L’application de la déformation macroscopique fondamentale sur la cellule unitaire

35



Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

Dans la Fig. 1.5 nous montrons les six déformations macroscopiques fondamentales qui caractérisent
la force appliquée sur la fissure.
Ensuite, nous montrons dans la Fig. 1.6(a), la période de base unitaire avec une fissure oblique de type

(d) (Fig. 1.8), de longueur d = 0.6, servant au calcul des fonctions £*!, ainsi que le maillage utilisé. Dans

la méme figure, on représente le déplacement total (£ = /&7 + £3, ou &1, & sont les déplacements dans
la direction ;1 et z2 respectivement) sur la cellule unitaire, aprés déformation.

1.7.2  Calcul des fonctions C;;;(d)

Une fois que nous avons calculé toutes les fonctions £ (y), pour 30 valeurs de longueurs d, nous
avons déterminé, par une interpolation, pour chaque orientation de la fissure, les deux jeux des coeffi-
cients. Les coefficients sont donnés sous forme des fonctions Cjj;(d) d’ordre 10. Dans les Figs. 1.7 et
1.8, nous avons représenté les composantes non-nulles des coefficients effectifs, calculés en fonction de

différentes longueurs de la fissure, pour les orientations (a) et (d).

Par une rotation de 7/2, nous obtenons que le probléme avec une fissure verticale est identique au

probléme avec une fissure horizontale. Donc nous pouvons en déduire que Cﬁ)n = 53%2, C’fg)lz = Cfg)lz
() _ ~a)
et Cyz90 = C1111-

S AVANANAY AV
K u»??,g%ﬁ
RO

iy

&
&
5:

A
A

bR

vl
s

o

13
Ok

DRSS

K
S0

2o

o0

EH/

FI1G. 1.6 — Maillage de la cellule unitaire avec une fissure ; (a-b) le déplacement total sur la configuration
déformée (amplifiée par 0.5)
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Aussi on obtient une correspondance entre les coefficients calculés pour les orientations (c) et (d), ou
I’on obtient les mémes coefficients. Le seul changeant de signe est Cﬁ)lz = —Cﬁl)m
Remarques :

La présence de la microfissure meéne a I’anisotropie induite dans la réponse globale.

X 10901111(d) X 10801122(d)
. 15
Y
cY
X 10801212(d) (a)
Y
6 .
tension
""" compression
4 P cY
2
0 0.5 1 (b)
F1G. 1.7 — Les coefficients effectifs pour une fissure d’orientation (a)
Y/
cY
(c)
Y
m— tension
----- compression
cY
(d)

F1G. 1.8 — Les coefficients effectifs pour une fissure d’orientation (c)
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

X, (Pa)
X,;(Pa)

F1G. 1.9 — L’évolution de la limite d’initiation de I’endommagement en fonction de la taille de la cellule

de périodicité € pour un chargement uniaxial : (a) traction, (b) compression

1.7.3 Le comportement macroscopique local

Apres avoir calculé les coefficients effectifs, nous nous sommes intéressé a 1’effet de taille sur le
comportement homogénéisé. Pour réaliser cette étude, nous imposons une déformation ey, puis nous
analysons la réponse constitutive qui résulte, en utilisant I’algorithme numérique présenté dans la section
1.6. La Fig. 1.9 montre la dépendance du seuil d’initialisation de I’endommagement en fonction de la
taille de cellule €. Les essais sont faits dans le cadre des sollicitations uniaxiales, ol on applique une
déformation e;11, pour chaque valeur de £. Les différentes courbes correspondent au chargement en
traction et en compression, respectivement. Nous observons que pour des valeurs plus faibles de la taille

de la cellule, on obtenons un seuil d’initiation de I’endommagement plus élevé.

Dans la Fig. 1.10, nous pouvons voir I’influence de la taille de la cellule, au début de I’endommage-
ment, pour des sollicitations macroscopiques biaxiales. Nous avons considéré trois valeurs différentes de
€, pour lesquelles nous avons tracé le domaine élastique, en déformations planes macroscopiques, quand
(a) ez22 = 0 et (b) ez12 = 0. On constate que pour les plus failbes valeurs de ¢ le domaine élastique est
beaucoup plus important, Donc, on trouve un résultat similaire a celui obtenu dans le cas du chargement

uniaxial.

Nous constatons que ce résultat correspond a ce que Griffith a démontré avec ses expériences sur
les fibres de verre (voir [44] et ou il est arrivé a la conclusion que "la résistance effective des matériaux

manufacturés pourrait &tre multipliée, au moins par 10 ou 20, si ces défauts pouvaient étre élimines".
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FIG. 1.10 — Domaine d’élasticité en déformation macroscopique plane pour trois valeurs de € quand (a)

ez22 =0et(b) ez12=0

1.7.4 Le comportement macroscopique global

Nous considérons, ensuite, deux essais en déformations planes pour une configuration donnée sur

la Fig. 1.11. En ce qui concerne les conditions aux limites, les plateaux supérieurs et inférieurs sont

supposés rigides et restent horizontaux. De plus, le plateau inférieur est fixé en un point, ce qui empéche

tout déplacement de corps rigide. Une pression P est appliquée sur les frontieres latérales.

Ll llw

P P
L
u,=0

Ty

Ty
>
L’ L/2

FI1G. 1.11 — Géométrie et chargement pour un essai biaxial
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

1.7.4.1 Essais en traction uniaxiale

Le premier essai considéré est un essai en traction uniaxiale, avec les fronti¢res latérales libres de
contraintes (P = 0). La dimension de I’échantillon est donnée par L = 0.1m (cf. Fig. 1.11). Un déplace-
ment vertical us = u est imposé sur la téte de 1I’échantillon (2 = 0.1) et sur le plateau bas (x5 = 0). Nous
imposons un déplacement nul uy = 0. Les propriétés du matériau sont données par les mémes constantes
élastiques, utilisées antérieurement, et I’énergie de la rupture est G, = 1.J/m?.

Pour cet essai, nous initialisons 1I’endommagement, en considérant 6 éléments, contenant des micro-
fissures horizontales préexistantes (avec d = 1, fissures traversant la cellule), positionnées a mi-hauteur
et de part et d’autre de I’échantillon (Fig. 1.12-1). La Fig. 1.12 représente une séquence d’évolution de
la zone endommagée, pendant un chargement en traction.

La Fig. 1.13 nous montre la courbe globale de la contrainte en fonction du déplacement imposé. Les
points présentés sur cette courbe correspondent a chaque étape d’endommagement dans la Fig. 1.12,
ou le dernier point est choisi une fois que la largeur de la zone d’endommagement n’évolue plus. Nous
observons alors que la courbe globale de comportement possede un fort radoucissement, correspondant
a la propagation de nouvelles micro-fissures.

Maintenant nous nous intéressons a I’'influence du maillage. Nous avons utilisé deux types de maillage,
I’un a 20 x 41 éléments, et 'autre a 30 x 61 éléments. La distribution d’endommagement est donnée en
Fig.1.14 et la courbe globale contrainte-déplacement en Fig. 1.15. Les deux zones d’endommagement
et les courbes contrainte-déplacement correspondantes sont a peu pres identiques. Les premiers tests in-
diquent que la largeur de la bande de localisation de I’endommagement ne montre pas une dépendance
classique importante du maillage. Ce résultat est une conséquence de I’introduction, dans le modele,

d’une longueur interne par la loi d’endommagement.

A présent, nous analysons 1’influence de la taille de la microstructure sur la réponse structurale de
I’échantillon. Dans la Fig. 1.16 nous présentons la courbe globale contrainte - déplacement pour trois
calculs, ou seule la taille de la cellule ¢ est changée. On trouve que le comportement global du matériau
(Fig. 1.16) est influencé de la méme maniere que le comportement obtenu dans 1’analyse locale : pour
des petites dimensions de la microstructure, on obtient la rupture avec des chargements plus importants.

Finalement, nous montrons que la zone d’endommagement est sensible au processus d’initialisation
de la rupture. Sur la Fig. 1.17, nous avons représenté trois zones d’endommagement différentes. Elles
correspondent a I’initiation avec des micro-fissures, préexistantes, de longueur différente (d=0.8, d=0.5 et
d=0.2, respectivement), dans 6 éléments, situés a mi-hauteur de I’échantillon. En soit, nous faisons trois
tests pour voir I'influence de la micro-fissure préexistante. Sur la configuration initiale, nous considérons
6 éléments a micro-fissures de longueur d=0.8, d=0.5, d=0.2 respectivement et on constate que dans
les trois cas les zones sont différentes. Les longueurs plus importantes des micro-fissures préexistantes,
donnent une évolution d’endommagement mieux dirigée et nous obtenons une zone d’endommagement

mieux localisée. Pour des micro-fissures initiales plus petites, I’évolution de I’endommagement n’est pas
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(1)

FIG. 1.12 — Evolution de la zone d’endommagement, en traction, pour une configuration initiale repré-

sentée dans la figure (1) (configuration réel)

F1G. 1.13 — Courbe de comportement global contrainte - déplacement, en traction
aussi bien orientée et la zone est plus diffuse.

1.7.4.2 Essai en compression biaxiale

Nous présentons, désormais, pour le méme matériau, deux essais en compression biaxiale. La géomé-
trie est décrite en Fig. 1.11, avec L = 0.1m. Une pression de confinement est appliquée, initialement, sur
les frontieres latérales de I’échantillon. Ensuite, elle est maintenue de maniere constante pendant qu’un
déplacement vertical uo = u de compression est appliqué. Pour une valeur de 1’énergie de la rupture de
G.=28J/ m? et une taille de la microstructure de £ = 8¢ — 5m, nous considérons deux échantillons,
ou ’on initie, différemment, la zone endommagée (Fig.1.18-(1), Fig. 1.20-(1) respectivement). Pour les
deux configurations nous représentons plusieurs états de propagation de la zone d’endommagement.
Les deux tests difféerent entre eux par la zone ot on initialise I’endommagement avant le chargement. La

configuration initiale et I’évolution de I’endommagement correspondant sont représentées dans la Fig.
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

0.6

0.4

(a) (b)

F1G. 1.14 — Dépendance de maillage en traction : zone d’endommagement, pour deux maillages diffé-

rents (a) 820 éléments, (b) 1830 éléments.

X, (Pa)

FI1G. 1.15 — Dépendance de maillage en traction : courbes de comportement global (contrainte - dépla-

cement) identiques pour les deux maillages présentés en fig. 1.14.
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0.5, (c) d
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FIG. 1.16 — L’influence de la taille de cellule en traction : Courbes de comportement global contrainte -

déplacement pour différentes valeurs de €.

0.8, (b) d

FIG. 1.17 — Influence de la longueur des micro-fissures préexistantes (a) d

la zone de distribution de I’endommagement



Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

(1)

F1G. 1.18 — Formation d’une bande localisée d’endommagement en compression : initialisation centrale

(configuration déformée amplifiée par 10)

-X,, (Pa)

F1G. 1.19 — Courbe de comportement globale contrainte - déplacement pour une initialisation centrale,

en compression (cas Fig. 1.18)

1.18 et la Fig. 1.20, respectivement. Les deux cas meénent au comportement de localisation de I’endom-
magement. Les courbes globales correspondantes, contrainte-déplacement sont données sur la Fig.1.19

et Fig. 1.21.

Maintenant, nous étudions la dépendance du maillage de la solution de I’élément fini. Nous considé-
rons trois maillages différents : 10 x 20 éléments, 15 x 31 éléments et 20 x 40 éléments, pour le méme
échantillon (c’est-a-dire que dans les trois cas, nous avons le méme mode d’initialisation et la longueur
de défaut préexistant est identique). Les distributions localisées d’endommagement sont montrées dans
la Fig. 1.22 et les courbes contrainte-déplacement sont données dans la Fig. 1.23. Il est évident que ni la
largeur de la bande, ni la courbe de réponse globale ne present une dependence importante du maillage.

Nous avons effectué une deuxieéme analyse sur la dépendance de maillage, en utilisant, trois maillages
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(b)

(1)

F1G. 1.20 — Formation d’une bande localisée d’endommagement en compression : initialisation dans la

partie basse de 1’échantillon (configuration déformée amplifiée par 10)
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FI1G. 1.21 — Courbe de comportement globale contrainte - déplacement dans le cas d’initialisation au

bord inférieur, en compression (cas Fig. 1.20)
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Chapitre 1. Microfissures avec contact unilatéral sans frottement

F1G. 1.22 — Dépendance de maillage en compression : zone d’endommagement, pour trois maillages uni-
formes différents (a) 200, (b) 455, (c) 800 éléments et deux maillages non-uniformes (d-e) (configuration

déformée amplifiée par 10).

avec 800 éléments, distribués uniforme ou non-uniforme (Fig. 1.22(c-e)). Nous pouvons constater, en-
core une fois, que la largeur de la bande ne presente pas une dépendance significative du maillage. Une

analyse plus détaillée est nécessaire, avant de tirer une conclusion sur la dépendance de maillage.

Les effets de taille sont, également, présents en compression. La dépendance de la réponse globale
en fonction de la longueur microstructurale € est présentée sur la Fig. 1.24. Ces courbes correspondent
a I’initiation avec des macro-fissures, au centre de I’échantillon, décrit antérieurement (Figs. 1.18 and
1.19).

De fagon similaire qu’au test en traction, on étudie la sensibilité de la bande localisée, en fonction de
la distribution initiale de I’endommagement. Sur la Fig. 1.25 nous montrons I’état initial pour trois essais,
pour lesquels, en chaque élément, nous avons supposé d = 1. D’un essai a I’autre, le nombre d’éléments
qui composent la "fissure" initiale change. Dans ces conditions, nous obtenons différentes largeurs de la
bande. Nous avons obtenu un effet similaire a celui en traction : plus nous orientons I’évolution initiale

d’endommagement, plus la bande obtenue est localisée.

Nous observons, également, une dépendance importante du mode de déclenchement, lorsque, pour la
méme longueur de la "macro-fissure" initiale, nous considérons que celle-ci est formée de micro-fissures
de différentes longueurs. En effet, sur la Fig. 1.26 nous pouvons voir différents modes de localisation, qui
correspondent aux longueurs initiales ( (a) d(0) = 1, (b) d(0) = 0.9, (c) d(0) = 0.8, (d) d(0) = 0.6). La
signification physique de ce résultat numérique est identique au précedent. Si on oriente la propagation,
la distribution d’endommagement sera plus localisée. Dans ce cas-ci, nous notons le passage d’une bande

a ’autre et également la formation d’une bande réfléchie.

46



1.7. Applications numériques

x 10

~ - ¥
,
J |
3 -ttt T T wwﬁw wwwwwww [ I
1 | | | | | |
EE E[ -t bomoooo H
¥ ¥ ! ! ! !
o > ol ! ! !
S &gl ! ! !
R A ! ! | |
© @ o ! ! ! !
Y [EE. ,\
o _ 1 _ ” ” ” ” :
S ! ! ! ,
x T 1 L 1 1
© [ © < — ©
N N ~— — o
(ed) ¥ -

FIG. 1.23 — Dépendance de maillage en compression : courbes de comportement globales (contrainte -

déplacement) pour les maillages présentés en fig. 1.22.
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FIG. 1.24 — L’influence de la taille de cellule en compression : courbes de comportement global contrainte

- déplacement pour différents valeurs du €.
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(a) (b) (©)

FI1G. 1.25 — Influence de la zone "fissure" sur la largeur de la bande de localisation d’endommagement

(configuration déformée amplifiée par 10)

(@)

FIG. 1.26 — Influence de la longueur des micro-fissures préexistantes : (a) d(0) = 1, (b) d(0) = 0.9, (¢)
d(0) =0.8,(d) d(0) = 0.6, dans la méme "macro-fissure", sur le mode de localisation d’endommagement

(configuration déformée amplifiée par 10)
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1.8 Conclusions

Nous avons présenté, dans ce chapitre, une nouvelle méthode pour construire les modeles micro-
mécaniques d’endommagement. La technique d’homogénéisation asymptotique a été utilisée pour dé-
duire la réponse globale d’un corps élastique micro-fissuré. Pour les micro-fissures en évolution, a partir
du bilan énergétique microscopique, nous avons obtenu, sans aucune hypothése phénoménologique, une
loi d’évolution d’endommagement. Pour le traitement de la loi d’endommagement, la méthode classique
d’homogénéisation avec des développements asymptotiques a été adoptée pour 1’analyse énergétique sur
une cellule de taille finie.

Le modele d’endommagement résultant décrit la dégradation du matériau, 1’effet de taille, les com-
portements différents de rupture en traction / compression, 1’ anisotropie induite. L’ effet d’échelle est bien
mise en évidence par |’apparition, dans la loi homogénéisée d’endommagement, d’une longueur interne
microstructurale. Pour illustrer cette nouvelle approche, le cas de ’endommagement fragile unilatéral a
été analysé en détail.

Un schéma numérique, basé sur des approximations d’éléments finis, a été considéré, ainsi que des
résultats numériques, en traction uniaxiale et en compression biaxiale, ont été présentés. Des comporte-
ments expérimentaux connus, comme la localisation de I’endommagement et la réponse dépendante de la
taille de la micro-structure, ont été reproduits avec ce nouveau modele. Basé sur une description micro-
mécanique correcte de la dissipation d’énergie, le modele ne présente pas une dépendance significative

de maillage pour les solutions numériques, localisées, en éléments finis.
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Chapitre 2

Modélisation de la macrofissure avec
X-FEM
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2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons choisi de nous placer dans le cadre de la mécanique linéaire
élastique de la rupture. Dans ce cadre, nous allons développé un modele d’endommagement fragile uni-
latéral, grace a une approche d’homogénéisation asymptotique.

Dans la section 1.6, nous avons présenté une méthode incrémentale de résolution du probleme ho-
mogénéisé, dans lequel le déplacement macroscopique est calculé, approximativement, par la méthode
des éléments finis. Comme il a été déja mentionné, la loi d’endommagement permet ’initialisation des
micro-fissures du moment ol I’on part d’un état initial sans défaut.

Dans ce chapitre, nous allons introduire, dans le schéma de calcul incrémental, des discontinuités en
déplacement, correspondant aux macro-fissures de chaque élément du maillage macroscopique, pour le-
quel la cellule micro correspondante est traversée, en quasi-totalité, par une micro-fissure (soit d > 0.95).
Parmi plusieurs méthodes qui permettent d’introduire une discontinuité dans le maillage (présentées dans

la section 4) de I’introduction, nous avons choisi la méthode X-FEM.
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Chapitre 2. Modélisation de la macro-fissuration avec X-FEM

Cette méthode, d’introduire une macro-fissure, a 1I’endroit de localisation micro, par I’approche X-FEM
a été utilisé déja par plusieurs auteurs (voir Comi et al. [25], de Borst et al. [28], Hettich et Ramm [48]).

Ce chapitre est dédié a la présentation de ce travail. Il est organisé de la maniere suivante : dans
la section 2.2 nous présentons les concepts théoriques de la méthode de X-FEM. I’application de la
méthode pour le modele d’endommagement unilatéral fragile fait 1’objet de la section suivante. Enfin,

dans la derniere section, nous donnons quelques exemples numériques.

2.2 Concept théorique de la méthode d’éléments finis étendus (X-FEM)

La méthode des éléments finis étendus, connue sous 1’acronyme X-FEM (pour eXtended Finite Ele-
ment Method), est appliquée aux problémes de mécanique de la rupture, depuis 1999, grace aux travaux
de Moés et al. [76]. C’est une extension de la méthode des éléments finis, qui permet de modéliser la
présence d’un défaut (fissure ou autre) sans le mailler explicitement. Seul le maillage de la structure sans
défaut (non fissurée) est nécessaire. Ensuite, la méthode de partition de 1’unité, introduite par Melenk
et Babuska [72], est utilisée afin d’enrichir 1I’approximation de 1’élément fini standard, par des fonctions
additionnelles. Un choix pertinent de 1’enrichissement permet de libérer le maillage de son obligation de
se conformer aux discontinuités. Cette approche permet de représenter un champ de déplacement dis-
continu d’une part et d’autre d’une fissure et de prendre en compte le comportement asymptotique du
champ des contraintes a sa pointe.

Cette méthode a plusieurs avantages :

e clle est générale et non liée a un comportement particulier du matériau (élastique, plastique, ...)

e |’enrichissement reste valable quelle que soit la dimension du probléme et quel que soit le type des

éléments utilisés

e la croissance de la fissure ne nécessite aucun remaillage, seule la géométrie de la fissure est néces-

saire pour définir les éléments a enrichir.

En quelque sorte, X-FEM étend les possibilités de la méthode éléments finis sans perdre les avantages.

Concretement, la présence de fissures dans un corps est associée a :

(i) un champ de déplacement discontinu le long de la fissure

(ii) un champ de contraintes présentant une singularité en 1/1/r en pointe de fissure.
Par conséquent, la méthode de X-FEM enrichit I’approximation standard élément fini par des fonctions
additionnelles :

(i) discontinues pour modéliser les discontinuités du champ de déplacement

(i1) d’autres fonctions pour caractériser le champ asymptotique en pointe de fissure.

Le champ de déplacement est donc considéré comme la somme des deux champs : un champ continu

et un discontinu, ou I’enrichissement X-FEM se fait localement, prés de la fissure. Dans le cadre d’une
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2.2. Concept théorique de la méthode d’éléments finis étendus (X-FEM)

* nceuds du maillage (ensemble E;)

O nceuds de I'ensemble E,

J)“\O ©® © Lot 1ol
/ 7
® ® O\{\ ® (\y’f] B [0 nceuds de I'ensemble E,
'\/ —_— i
issure
@) () ) (&
v O U I

FIG. 2.1 — Description des ensembles E, F;, E'x de 1’approximation du champ de déplacement élément

fini enrichi

FIG. 2.2 —Illustration du choix de la valeur de H ()

fissure avec un front ponctuel, I’approximation X-FEM du champ de déplacement est la suivante :

4
uP(2) = Y wiNi(x) + Y a;Nj()H(x)+ > Ni(x) <me(r, 9)) 2.1
=1

1€ET JjeEE; k€EF K

1 2 3

— le terme 1 correspond a I’approximation élément fini standard avec E; I’ensemble des nceuds du
maillage, u; et N; respectivement, les degrés de liberté et le la fonction de forme associée au nceud
?

— le terme 2 est un enrichissement lié a la discontinuité de la fissure, avec £y C E; I’ensemble des
nceuds enrichis par la discontinuité, comme indiqué sur la Fig. 2.1, et les coefficients a; les de-
grés de liberté supplémentaires, associés a 1’utilisation de la fonction discontinue H (z), fonction
d’Heaviside généralisée. Les nceuds de E/; sont tels que leur support coupe la fissure mais sans
contenir le front.

En considérant I'c comme une courbe paramétrique, pour chaque point x du domaine, nous pou-
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Chapitre 2. Modélisation de la macro-fissuration avec X-FEM

vons trouver, sur ['¢, le point le plus proche z* de x. En ce point, les vecteurs respectivement
normal, e,, et tangentiel, e;, a la courbe sont construits, tel que e; X e, = €., ol e, pointant vers
I’extérieur de la page, comme c’est indiqué sur la Fig. 2.2. La fonction H(x) est alors donnée par
I’expression suivante :

H(z) = 2.2)

+1, si (z—2a%)e, >0
-1, si (x—2%)e, <0

— le terme 3 traduit la singularité des contraintes le long du front. E'xr C E est le sous-ensemble de
nceuds dont le support contient ce front, comme indiqué sur la Fig. 2.1, et bfk, l=1,...,4,les degrés
de liberté correspondants. Les fonctions Fj(r,6), [ = 1,...,4, modélisant le fond de la fissure, sont

données en élasticité par :

{F(r,0)} = {\/Fsing, \/Fcosg, \/;singsine,\/;cosgsine} (2.3)

ot (r, 0) sont les coordonnées polaires, dans un repére local, 1ié a la pointe de la fissure.

2.3 Application de la méthode de X-FEM pour le modele d’endomma-
gement fragile unilatéral. Stratégie de résolution du probleme incré-

mental

Dans la section 1.6.2, nous avons présenté un algorithme incrémental de résolution du probleme,
dans lequel le champ de déplacement macroscopique est calculé, approximativement, par la méthode
d’éléments finis. Ensuite, le calcul d’endommagement est fait, en chaque point d’intégration, par la
résolution numérique de I’équation d’endommagement.

Quand la variable d’endommagement, d, calculée préalablement, devient, approximativement, égale
a 1, nous proposons d’introduire dans ces éléments une fissure macroscopique. En s’inspirant des tech-
niques de la méthode de X-FEM, nous allons enrichir les degrés de liberté des nceuds, qui forment ces
éléments par des fonctions contenant des discontinuités.

Lalgorithme présenté dans la section 1.6.2 reste valable, a I’exception du pas no. 3 ("Calcul incré-
mental des déplacements (u" ') et des déformations avec les coefficients homogénéisés du pas précédent
Cijri(dy) par la méthode de Newton™), qui sera remplacé par I’'implémentation numérique de la méthode

de X-FEM dans I’algorithme suivant :
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2.4. Illustrations numériques

Implémentation numérique de la méthode de X-FEM

3.1. Sélection des éléments a enrichir (éléments qui ont (d}) > 0.95)

3.2. Sélection des neeuds a enrichir et de la direction d’enrichissement (donnée par [’ orientation
de la micro-fissure)

3.3. Augmentation du nombre des degrés de liberté par nceuds concernés

3.4. Analyse géométrique de la discontinuité, partition d’éléments, détermination des coordon-
nées des nouveaux points d’intégration, enrichissement des fonctions de forme

3.5. Calcul de la matrice de rigidité et du vecteur des forces en utilisant les coefficients homogé-
néisés du pas précédent C;jp (d™)

3.6 Résolution du probléme (u?“, 1€ Ef et a;”rl, jEEy)

3.7 Calcul des déformations e+

Par la suite nous considérons des chargements simples, qui conduisent a des rupture en Mode 1. Le

comportement dans un élément est donné par les calculs effectués dans la cellule associée a un seul point

de Gauss. Une fois que cette cellule est traversée par une micro-fissure, nous considérerons une macro-

fissure qui traverse I’élément macro correspondant. Le seul type d’enrichissement utilisé, ici, se fait par

la discontinuité, avec des fonction de type Heaviside, c’est a dire que dans la fonction de déplacement

donnée par la relation 2.1 nous considérons seulement les deux premiers termes.

Notre objectif est, uniquement, d’illustrer I’approche qui meéne jusqu’a la rupture macroscopique, sans

entrer dans les détails d’implémentation X-FEM. Une telle étude sera 1’objet de futures recherches.

2.4 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe nous présentons trois exemples numériques qui montrent 1’apparition et la pro-

pagation des fissures macroscopiques.

-u, ug
] —
b
o
-« >
-« >
2
0.3 0.3

T,

F1G. 2.3 — Géométrie et chargement pour I’essai de traction uniaxiale
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F1G. 2.5 — Configuration déformée (amplifiée par 10) pour différentes étapes de rupture en traction

uniaxiale.

Le premier modele numérique utilisé est illustré dans la Fig. 2.3. Il représente une structure simple
avec une micro-fissure initialisée dans un élément situé a la frontiere latérale, & mi-longueur d’échan-

tillon. Un chargement de traction uniaxiale est appliqué sur les bords latéraux, de maniere a favoriser
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2.4. Illustrations numériques

I’ouverture des micro-fissures en Mode I, ce qui a pour consequence 1’évolution d’endommagement.
L’ état de déformations planes est considéré et les principaux parametres du modele sont :

dimensions : 0.6 x 0.3 m

les constantes de matériau élastique : £ = 2e9 Pa, v = 0.3

— I’énergie de la rupture 100 J/m?

la taille de cellule élémentaire ¢ = 8¢ — 4 m

— le chargement appliqué est un déplacement, u;, imposé incrémental dans la direction x;.

le maillage possede 21 éléments dans la direction x; et 11 éléments dans la direction x5.
Dans la Fig. 2.4, nous avons représenté la contrainte globale sur I’échantillon, en fonction du déplace-
ment appliqué. On remarque un adoucissement brutal, correspondant au caractere fragile de I’endomma-
gement.
Dans la Fig. 2.5, nous avons représenté la configuration déformée, amplifiée par 10, pour plusieurs états
successives de la rupture. Sur cette figure, on peut voir, clairement, la propagation de la discontinuité du
champ de déplacement, au niveau de la macro-fissure.

Le deuxieme exemple proposé est un test de flexion en trois points. La géométrie, les conditions aux
limites considérés et le maillage utilisé sont donnés dans la Fig. 2.6. Les parametres de matériau sont les

mémes que pour le test en traction.

0.3

:i u,

0.15

8
>
o

2

\
y

Y
)

0.1 0.4 0.1

F1G. 2.6 — Géométrie et chargement pour un essai en flexion

Une observation importante est que, dans cet exemple nous partons d’un état initial sans micro-fissures,
ni défaut macroscopique. Des lors, on peut voir que le modele d’endommagement est capable de décrire
I’initialisation des micro-fissures. Ensuite, I’endommagement évolue et conduit a 1’apparition (si la lon-
gueur de la micro-fissure est plus grande que 0.95) et la propagation d’une macro-fissure. Comme pour
le premier exemple, nous présentons une série d’états successifs de rupture et leurs positions correspon-
dantes sur la courbe contrainte-déplacement.

Le troisieme exemple considéré est donnée dans la Fig. 2.9, ot nous avons choisi un échantillon

z

contenant une macro-fissure centrale, de longueur 0.012m et d’épaisseur 1e — 5m, orientée a 45°. L’éner-
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F1G. 2.7 — Contrainte globale vs. déplacement appliquée, en flexion.

F1G. 2.8 — Configuration déformée (amplifiée par 10) pour différentes étapes de rupture en flexion

gie de rupture est G. = 28 .J/m? et la taille de cellule élémentaire ¢ = 2.7e — 4 m.

Le chargement donne naissance a une rupture de type "wing", qui se développe, a partir des pointes
de la macro-fissure existante. Comme précédemment, dans ce cas, il s’agit d’un mode d’ouverture. La

succession des états de propagation des deux macro-fissures est présentée dans les Figs. 2.10 et 2.11.

Nous avons, également, effectué des premiers tests en compression uniaxiale sur la direction x».
Dans le cas present, nous avons retrouvé un mode en "wing", similaire a celui en traction sur x;. Cette

implémentation est en cours et sera continuée apres la rédaction de ce manuscrit.
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FIG. 2.9 — Echantillon avec macro-fissure et chargement pour une essai de traction uniaxiale
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F1G. 2.10 — Contrainte globale vs. déplacement appliquée

2.5 Conclusion

Nous avons montré, dans ce chapitre, comment introduire les discontinuités de rupture macrosco-
pique, a partir de I’information micro-structurale, transmise par le modele d’endommagement.

Ainsi, nous avons construit un modele, qui permet la description du processus de détérioration d’un
matériau sain en passant par les phases :

(a) apparition des micro-fissures
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F1G. 2.11 — Configuration déformée (amplifiée par 10) pour différentes étapes de rupture, de I’échantillon

avec une macro-fissure, en traction uniaxial

(b) évolution de la zone endommagée

(c) initiation de la macro-rupture

La méthode X-FEM s’est montrée un outil puissant et adapté pour la modélisation numérique de la
phase (c).

Notre objectif était, seulement, I’illustration de la méthode sans entrer dans les details complexes

d’implémentation numérique. Cela fera 1’objet de recherches futures.
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Chapitre 3

Microfissures avec contact unilatéral et

frottement de Coulomb
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3.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons présenté une loi d’évolution d’endommagement pour un maté-
riau fragile, avec contact unilatéral et sans prise en considération du frottement. Le modele analytique a
été formulé dans des conditions générales sur les bords des microfissures. Les exemples numériques ont

été considérés en prenant en compte quatre orientations pour des microfissures rectilignes.

Pour parvenir a un véritable modele de comportement, susceptible de rendre compte des phénomenes

observés expérimentalement, il semble nécessaire de prendre en compte la dissipation liée au frottement
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Chapitre 3. Microfissures avec contact unilatéral et frottement de Coulomb

sur les Ievres des microfissures, ainsi que I’endommagement lié a la propagation de ces fissures.

Un modele d’homogénéisation, dans le cas du contact unilatéral avec du frottement, a été proposé
par Andrieux et al. [1] pour modéliser le comportement des matériaux, tels que les bétons et les roches.
Une hypothese importante, faite par ces auteurs, au niveau du probleme local, est qu'une fissure est rec-
tiligne et petite, en comparaison avec les dimensions de la cellule de base. Dans ce cas, en utilisant une
méthode de moyenne, ils mettent en ceuvre un modele d’endommagement pour retrouver des résultats
expérimentaux sur des essais en traction et en compression, sur du béton. Les auteurs proposent une ap-
proche par homogénéisation pour le calcul des modules effectifs. Ils obtiennent un lien entre le parametre

d’endommagement et la microstructure.

Un modele similaire au modele d’ Andrieux et al. a été proposé par Leguillon D. et Sanchez-Palencia E.

[66], mais sans propagation des micro-fissures.

Un autre modele d’homogénéisation d’un solide hyperélastique, contenant des micro-fissures a distribu-

tion périodique, en présence de conditions de Signorini, avec frottement, est proposé par Telega [109].

Dans ce chapitre, nous allons reprendre le modele présenté, au premier chapitre, en prenant en compte
les conditions de Signorini, avec frottement de Coulomb sur des fissures rectilignes. Apres la descrip-
tion du probleme, nous déduisons par homogénéisation une loi de comportement macroscopique et une
loi d’évolution d’endommagement. Dans le dernier paragraphe, nous présentons la réponse locale du

matériau homogene, obtenu pour des sollicitations "simples" imposées.

3.2 Formulation du probleme avec des conditions de contact unilatéral et

de frottement de Coulomb

Nous allons considérer un milieu élastique isotrope, comprenant un grand nombre de micro-fissures
a distribution localement périodique. Le domaine peut donc €tre recouvert par un ensemble de cellules
périodiques, contenant chacune une fissure (voir Fig. 1.1). Nous supposons que les microfissures sont
lisses et de longueur d°. La longueur d® est dépendante du temps t et elle peut étre différente d’une

fissure a I’autre.

Nous notons avec B le domaine ouvert de R2, de frontiere réguliere, contenant N microfissures C,,,n =
1,...,N. La partie occupée par le matériau est Bs = B\C, ot C = Ufl\lecn. Avec les notations utilisées
au Chapitre 1, en repere orthonormé, les champs de contrainte o°, de déformation e, et de déplacement
u® vérifient en tout point de B, les relations (1.1) - (1.4). Sur la fissure, si elle est ouverte, on a la
condition de contrainte nulle, donnée par la relation (1.5). Lorsque la fissure est fermée, nous adoptons

des conditions de contact unilatéral et de frottement de Coulomb.
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3.3. Loi de comportement homogénéisée

La condition de contact unilatéral est exprimée par les relations suivantes :
[0°N]=0; N-6°N<0; [u"-N]=0 (3.1)

ot N est le vecteur normal unitaire, T le vecteur tangent unitaire a la fissure et | - | le saut a travers les
1evres de la fissure.

En notant ¢ le coefficient du frottement, les conditions de frottement de Coulomb sont :

Si |T-o0°N| < —pusN-0°N alors  d[u°T]/dt =0
Si |T-0°N|=—uN-o°N alors 3 A > 0tel que d[u°T]/dt = A sign(T - 0°N).(3.2)

Cette condition représente deux situations physiques, qui sont le collement ou 1’adhérence ("stik") quand
d[u®T]/dt = 0 et le glissement ("slip"), quand d[u*T]/dt # 0.

3.3 Loi de comportement homogénéisée

Le volume élémentaire représentatif du matériau est constitué d’une cellule carrée unitaire Y avec
une fissure C'Y. Ainsi, nous notons par Y5 = Y \ CY la partie solide, comme dans la section 1.3 (voir
Fig. 1.2).

Dans la section 1.3 nous avons traité le cas de la fissure ouverte ; dans ce paragraphe nous supposons
que la fissure est fermée. En utilisant les développements asymptotiques de u® et o, donnés par (1.9) et
(1.10), on obtient les équations d’équilibre et les relations constitutives pour différentes puissances de ¢

sous la forme (1.11), (1.12) respectivement. Les conditions sur la fissure pour différentes puissances de

g, (m=—-—1,00ul)sont:
Lol N;] =0 3.3)
Si [T N; | <~ NNy alors dlu™T;] fdt =0 (3.4)
Si Tioi(;n)Nj‘ = —upNio""N;  alors d[u{™Ti]/dt #0 (3.5)

En utilisant les relations précédentes pour 1’ordre (-1) de €, nous obtenons le probleme (1.15) - (1.16)

aux limites pour u® . L’ordre (0) donne, alors, le probleéme suivant, pour la fonction ull

0
By (asmesm (™)) =o, dans Y, (3.6)
j
[aijkleykl(ll(l))Nj] = —[aijklexkl(u(o))]\fj], sur CY 3.7)
Niaijkl(eykl(u(l)) + emkl(u(o)))Nj <0, sur CY (3.8)
Tiaijui(eya(0™) + ea(u))N; =
quiaijkl(eykl(u(l)) + emkl(u(o)))stign([ugl)Ti]) sur CY (3.9)
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F1G. 3.1 — Domaine de linéarité

La relation (3.9) n’est possible que si on vérifie les conditions de Coulomb (3.2). De plus, la présence

de sign([u(l)Ti]) dans la relation (3.9), implique que la solution n’a pas une dépendance linéaire en u(®).

7

Nous déduisons ainsi 1’existence des trois domaines convexes de linéarité de I’espace ex définis par :

R = {ex| Niaijuean(@@)N; > 0} (3.10)
Dd = {ex] Niaijklexkl(u(o))Nj <0 et ﬂaijklexkl(u(o))]\fj > 0} (3.11)
DY = {ex] Niaijklexkl(ll(o))Nj <0 et Tiaijklemkl(ll(o))Nj < O} (3.12)

dont le point ex ne peut pas sortir. Pour faire plus facilement référence a chaque sous-domaine, on les
appellera par :

e R le domaine de linéarité pour une fissure ouverte

e D? le domaine de glissement a droite

e DY le domaine de glissement a gauche

e A C D?UDY le domaine d’adhérence, pour le cas des fissures fermées.
A= {ex\ Niajjren@O)N; <0 et |Taijmem®)N;| < _HfNiaijklecckl(u(O))Nj}

Ces différentes situations sont illustrées dans la Fig. 3.1. Dans chaque domaine, la solution u() peut étre

écrite comme une fonction linéaire de ex. On peut remarquer que les trois domaines, ainsi définis, ne font
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3.3. Loi de comportement homogénéisée

intervenir que des grandeurs macroscopiques. Ce qui nous permet de décrire le comportement sur une
micro-fissure, seulement, par la déformation macroscopique ex (u(o)).

Si on choisit un systeme de générateurs EP? des déformations macroscopiques fondamentales pour
chaque domaine, alors la déformation macroscopique ex s’écrit comme une combinaison linéaire de

ces €léments sous la forme :
ex(u?) = ay, (u®)EP (3.13)

ol g, avec p et g fixés, sont fonctions linéaires de u©. Si le vecteur 1?9 est la solution particuliere,

correspondant 2 e,;;(u(?)) = E%q, p et g fixés, la solution de (3.6)-(3.8) s’écrit :

uW(x,y,t) = nP(y)apq(x, 1) (3.14)

Le probleme (3.6) - (3.9) est équivalent au probleme sur la cellule, écrit en P9, sous la forme

0
- (aijkleykl(nm)) = O, dans Ytg (3.15)
Ay,
[aijkleykl(npq)]\fj] = _[aijklEZINj], sur CY (316)
Niaijui(eyr(n™?) + Ef)N; <0, sur CY (3.17)
Tiagri(eyu (™) + B )Nj =

:l:quiaijkl(eykl(’l’]pq) —l—Ei?)Nj sur CY (3.18)

ou les signes + en relation (3.18) sont associés avec le sens de glissement respectivement + quand
EP? ¢ D? et — pour EP? € DY,

Dans la section 1.3 nous avons que la loi de comportement macroscopique s’obtient, en appliquant,

(0)

ij -

I’opérateur de moyenne (1.26) pour o

0) _ , _(0)
Zij =(0;;")

)

Oou encore
Eg.)) = / (az‘jklexkl(ll(o))+az‘jkleykl(u(1))) dy

S

Lorsque la fissure est fermée, il faut analyser séparément, I’adhérence et le glissement.
Dans le cas du glissement, nous avons vu que nous pouvons choisir des déformations macroscopiques

fondamentales, dans chaque domaine de linéarité (3.13), tel que la solution u®) soit de la forme (3.14)

et donc :
Ez('?) = /Y (@i B + aijrega(m™)) dy omn(u®) (3.19)
ou écrit sous la forme b
2 = Cfimnttmn () (3.20)
ou
i :/Y (aijr B + aijriey(n™)) dy (3.21)

S
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Chapitre 3. Microfissures avec contact unilatéral et frottement de Coulomb

En regroupant les termes, nous pouvons écrire (3.20)

= = Cijmneamn(u®) (3.22)

ol Cjjmy sont obtenus comme une combinaison de Cy%,,,,. Nous devons remarquer que les valeurs de
C'ijmn dépendent des domaines D¢ DI et RT.
Dans le cas d’adhérence, la condition d[u°T]/dt = 0 indique que nous n’avons plus d’évolution sur la

micro-fissure. On peut, alors, voir, facilement, que

1
/ azjkleykl(u(l)) dy = 2aijkl/ ([u,(cl)]Nl + [Ul(l)]Nk) dSy
s CcYy
Si on tient compte que [u,%) Ny,| = 0, cela implique que [u,(:)] = [u,%)Tm]T k- De fait, on obtient la loi de
comportement dans le cas d’adhérence
2 = agja(earn (@) + b, (D)) (3.23)
avec
P gDy = 1 (M
ey () = 3 (T N1 + T1Ny,) Cy[um Ton) dsy (3.24)

ou on rappelle que N et T désignent les vecteurs unitaires, respectivement normal et tangent a la fissure.
Cette derniere composante de la déformation représente la partie non élastique.
Remarques :

(1) Le premier terme dans 1’expression du ZC]“ 1, I est pas symétrique dans tous les cas. La symétrie
dépend du systeme de générateurs choisi. Cette propriété est transmise aussi pour Cjjx;, quand ils
sont considérés sur un seul sous-domaine. Cependant, les coefficients globaux, comprenant ceux
calculés sur D¢, D9 et RT, restent symétriques.

(2) Dans le domaine a fissure ouverte, nous avons un comportement élastique, réversible, tant que
la fissure ne se propage pas.

(3) Lorsque la fissure est en adhérence, aprés une propagation, le comportement homogénéisé inclut

un glissement permanent au long de la fissure.

3.4 Loi d’évolution de I’endommagement

Nous distinguons le cas de la fissure ouverte de celui de la fissure fermée.
Dans le cas des fissures ouvertes, nous avons vu que la loi d’évolution d’endommagement est donné

par la relation (1.53)

1dCijri(d) O, a2 Fe) i
<2 Tem (u )em” (u ) + ? d =0 (325)

ol Cijkl(d) sont les coefficients symétriques, calculés en traction (voir section 1.3).
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3.4. Loi d’évolution de I’endommagement

Pour le cas des fissures fermées, si nous tenons compte des conditions de frottement de Coulomb, on
doit faire la différence entre 1’adhérence et le glissement. Quand le seuil de glissement n’est pas atteint,
sur une fissure pré-existante, alors il n’y a pas de glissement ou d’endommagement.

Dans le cas avec glissement, nous pouvons avoir une propagation de la fissure. Il est donc nécessaire que
le glissement évolue pour que I’endommagement s’ accroisse.

La loi d’évolution d’endommagement, en section 1.5, a été déduite, en utilisant la condition générale
(1.34) et les déformations macroscopiques fondamentales, écrites sous la forme Efjg = 0;p0;4- Dans ce
cas de glissement, 1’égalité (1.42), écrite en termes de e, et ut!), est encore valable. Si on exprime en
cette relation ey et u(!) en termes de EPY, et les solutions caractéristiques 7P?, nous pouvons déterminer la
loi d’endommagement. De plus, comme les déformations E”? sont choisies dans un domaine de linéarité,
on tient compte, de cette facon, des deux sens de glissement.

On réécrit 1’égalité (1.42) sous une forme équivalente :

1d .

5 / aijraeari(0)eyij(0)dy - / asjraeor(0?)eyi; () dy +
2dt Jy,

ld
2dt Joy

/C (aijklemkl(u(o)) + QjjklCykl (ll(l))) Nj [uz(l)] dsy + de =0 (3.26)
Y

Y

(aijklemkl(ll(o)) + ajjkieykl (u(l))) N; [ugl)] dsy —

Nous allons exprimer chaque intégrale de la relation (3.26), en fonction des EP? et P9, tout en utilisant
3.13 et 3.14, respectivement.
Les deux premiéres intégrales donnent :
1d .
T / aijrieart(0®)eyi; (wh)dy — / aijkiear (0)eyi; (@) dy =
YS S
1d
2dt
1

5 / @i B eyig (077) dy (mn (0 g (1) = g (0@ g (@) (3.27)

/Y Qi B i (17) dy o (0 )tpg (®) —

Dans cette relation, nous allons exprimer I’intégrale fY aijkley,-j(npq) dy en deux modes différents.
D’abord, si on tient compte de la symétrie du tenseur élastique, 1’expression (3.21) implique la forme

équivalente suivante :
_ o Pq
/Y agtijeyij (M) dy = Cklpq - aklijEij

S

comme le seul terme dépendant de ¢ est ,?‘lp - la premiere intégrale du membre de droite devient

1d
2dt

/yaz‘jszzz”eyiﬂnP% dy (1) (0®) = - prmng, (@) oy, (@), (3.28)

La deuxieéme intégrale, peut étre transformée en une intégrale sur la frontiere. On peut voir facilement
que si on tient compte de la symétrie du tenseur élastique et des conditions de périodicité sur la frontiere

extérieure que
/ aiijeyi;(n™) dy = / aijkilr; I Njdsy
Y, cy
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d’ou I’on obtient

1 . .
2/ aijii B eyij (nP9)dy (O‘mn(u(o))am(u(o)) - amn(u(o))apq(u(o))) =
1 . .
9 /CY aij By ;| Njdsy (O‘mn(u(o))apq(u(o)) - O‘mn(u(o))apq(u(o))) (3.29)

La troisieme intégrale devient :

1d L
24t J oy (aijklexm(u(o) )+ aijkleykl(u(l))> N;[ulM] ds, =
1d
Sd /CY (i B + aggrieya (™) Njnf?] dsy amn (@@ )apg (u®) + (3.30)
1

) /CY (aijklEIZrlm + aijk’leyk:l(nmn)) N; [mpq] dsy (mn (ﬁ(o))apq(u(o)) + Omn (u(o))apq (1-1(0)))

La quatrieme intégrale peut étre évaluée sous la forme :
/ (aijklexkl(u(o)) + aijkleykl(u(l))> N; [%(1)] dsy =
cy
/c y (aijk BR™ + aijrege(n™) NP dsy cann (0©)apg (0@) +
/Cy (@iji B + aijrieg (m™)) Nj '] dsy oumn (“(0))0‘pq(u(0)) (3.31)
Les expressions obtenues (3.28), (3.29), (3.30) et (3.31) en (3.26) donnent :

<1dcglpq Em 4 1d

2 dt M T aog /cY (asjmBR" + aijrieyr (™)) Nj[n??] ds,—

/C (g B + aigieyi (™) Ny [77] d8y> A (1) g (0 +

1 mn : :
2 /cy aijrieyrt(n™")N; [nfq] dsy (O‘mn(u(o))apq(“(o)) - amn(“(o))apq(“(o))) +

G,d=0 (3.32)

Des hors, nous avons obtenu une loi d’évolution d’endommagement écrite sous la forme générale :

1 dC%
(3 B + F ) o (0 (0 +

2 dt
S8 mpq (Cmn () g (0O) = (1) g (1)) + Gyd = 0 (3.33)
ou
« 1 d mn mn pq
Lnpg = 5774 - (aijer B + aijrieyr(n™)) Njlng "] dsy —
/C (aijr B + aijrieya(n™)) Nj[i;?) dsy (3.34)

Y
1

Sg’mpq = / aijkleykl(nmn)Nj [nfq] dsy (335)
2 Jey
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3.4. Loi d’évolution de I’endommagement

Remarque :
Nous allons, a présent, donner un résultat concernant la symétrie du tenseur Sz, .

Il est évident qu’une partie de la symétrie est vérifiée :

Srnpa = Smmpa = S

Intéressons-nous a la démonstration de
S()f — SO[

mnpq — ~pgmn

(67

L’idée est de transformer les expressions du .Sy, de maniére a obtenir une formule symétrique. Nous

allons considérer, successivement,
0
73 (aijkleykl(nmn)) =0 dans YS
Yj

en multipliant par 1772 et en intégrant par parties, on aboutit a

/CY aijrieykt(n™") N[0 dsy Z/ agjrieyki(M™")eyij () dy (3.36)

S

puis, on multiplie par """ 1’expression

0
— (ajjpeyr(n’)) =0 dans Y
dy;
et I'intégration par parties donne
/cy aijrieykl (NP N; ™" dsy Z/ aijrieyi(MP?)eyi;(n™") dy (3.37)

La symétrie du produit scalaire et du tenseur d’élasticité permet d’écrire :

2S%npq = QSz?qmn = /Y aijkleyk’l(npq)eyij(nmn) dy.

Ceci achéve la démonstration de la symétrie du tenseur Sp,, ..
Ce résultat indique que le deuxieme terme dans la loi d’évolution d’endommagement, donné par (3.33),

s’annule, et la loi devient :

) 1dC%
d (<2C;“;WE,’;;" + dlffmpq> (W) g (1) + gy> =0 (3.38)
ou dIy,, ., est donné par
«@ 1 d mn mn pq
dImnpq = 3 dd oy (aijklEkz + az‘jkleykl(n ))Nj [77i ] dsy —
"
/C (aijklE]?lm + aijkleykl(nmn)) Nj |:C?l761l] dsy (3.39)
Y

Nous remarquons que cette forme met en évidence la contribution du frottement, par rapport a la loi

d’evolution d’endommagement, donnée par (1.48-1.49), en section 1.5.
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Chapitre 3. Microfissures avec contact unilatéral et frottement de Coulomb

3.5 Implémentation numérique

Dans cette section, nous allons présenter la résolution numérique du probleme homogénéisé, avec
frottement, par la méthode d’élément fini. Dans le paragraphe 3.5.1 nous réécrirons le modele constitutif,
développé dans les sections 3.3 - 3.4, suivi d’un algorithme d’élément fini, pour résoudre ce systeme.
Pour un matériau élastique et isotrope, défini par les constantes de Lamé (le module d’Young, £ =
2e9 MPa, et le coefficient de Poisson, v = 0.3 ), contenant un grand nombre de microfissures, nous
faisons une analyse pour différentes valeurs du coefficient de frottement py = 0, py = 0.3, uy = 0.5,
respectivement.

Dans le paragraphe 3.5.3, nous présentons le chemin analytique du calcul des coefficients et des inté-
grales. Ensuite, nous illustrerons, comparativement, les fonctions Cijkl(d) et Iijkl(d), pour différentes
valeurs de coefficient de frottement. Ces fonctions sont utilisées, ultérieurement, dans le paragraphe
3.5.4, dans la loi de comportement homogénéisé, utilisée pour étudier la réponse d’une cellule unitaire,

soumise a des chargements "simples".

3.5.1 Le modéele constitutif utilisé

Nous avons vu, dans la section précédente, que le probleme homogénéisé que nous cherchons a résoudre,

est donné par le systeme d’équations :

e laloi de comportement homogénéisé :

— sion se trouve dans le domaine de la fissure ouverte ou dans le cas de glissement de la fissure

Yij = ClimnQmn  avec Ci, = / (asjmER" + asjriegu(n™)) dy (3.40)
Y,

s

ou, en regroupant les termes, on a :
Eij = Cijmnexmn avec Cijmn = / (aijmn + aijkleykl(gmn)) dy (3.41)
Ys

ou £™" sont déterminés en fonction de n™".

— sila fissure est dans le domaine d’adhérence

2 = aijules(@®) + by (D))
avee o (uM)) = %(TkNl A /C T s, (3.42)
e |’équation d’équilibre
div Sy =0 (3.43)

e loi d’évolution d’endommagement

. 1dC%
d ((2 dlzlpq B+ dI%npq) O‘m"(“(o))apq (u(o)) + gy> =0 (3.44)
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sous une forme équivalente, en regroupant les termes, nous avons :

d <<; dik:tlpq + dIman) exmn(u(O))equ (u(O)) + gy> =0 (3'45)

— Condition d’irréversibilité par endommagement
d>0 (3.46)

Remarque : Comme on est intéressé par le comportement macroscopique local en appliquant des défor-
mations simples, pour avoir une écriture simplifiée au niveau macroscopique, on avons choisi de calculer

Cijmn €t d1ijmn, plutot que de calculer CF, et dI

ymn ymn*

3.5.2 Algorithme du code d’éléments finis

Pour résoudre le systeme (3.40 - 3.46) nous utiliserons comme, dans le premier chapitre, la méthode
des éléments finis pour déterminer les déplacements macroscopiques. Le principe de calcul est le méme,
nous utilisons des éléments bilinéaires quadrilatéraux, a un seul point de Gauss, pour le calcul de I’en-

dommagement.
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72

Algorithme du code d’éléments finis

1. Début

2. Initialisation des données et calcul des coefficients homogénéisés :
en=1
e dans chaque élément on considere un point de gauss ot on initialise d., e=1, nelem

o calcul de C;ji (dg)

3. Calcul incrémental des déplacements (u" 1) et de déformations e ' avec les coefficients

homogénéisés du pas précédent Cji, (d) par la méthode de Newton.

4. Résolution de I’équation d’endommagement pour obtenir d2' en chaque élément
e Siily adéja une fissure, on garde l’orientation :

— vérification de [’état de traction/ adhérence/ glissement a droite/ glissement a gauche
(ex € RT ou A ou D% ou D9 respectivement)

— calcul de d2F € [d?, 1] en résolvant I’équation (3.45) par la méthode de dichotomie,
avec les coefficients homogénéisés calculés dans le domaine correspondant, si ex € R™
ou D¢ ou DY

— d"t! = d7 et €P est calculé avec [u(l)]g si la fissure se trouve dans I’état d’adhérence

e Sinon, boucle sur toutes les orientations considérées

— vérification de I’ état de traction/adhérence/glissement a droite ou a gauche de la fissure

— calcul de d?* € [d?, 1] si on se trouve dans un état oii la fissure peut évoluer; en
fonction de chaque orientation de la fissure

— d"! = 0 si la fissure se trouve dans I’état d’adhérence

— choix de la longueur plus importante de la fissure et on maintient son orientation

5. Calcul des coefficients homogénéisés C’ijkl(dzﬂ) et calcul des contraintes (formule (3.41)

si on a une évolution possible de la fissure, ou formule (3.42) si la fissure est collée).

6. Sin < Npmaz, 0 =n+ 1 et retour au point 3, sinon aller a 7.

7. Fin
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3.5.3 Calcul des fonctions C;j;; et des intégrales dI; ;i

Dans ce paragraphe, nous présentons les calculs pour obtenir les coefficients homogénéisés C; i
et les intégrales dI;;;;, nécessaires pour déterminer la loi de comportement macroscopique et 1’évolu-
tion d’endommagement. On voit, facilement, que pour une longueur d de la microfissure donnée, les
coefficients et les intégrales dépendent, uniquement, des solutions des problémes élémentaires.

Comme dans le premier chapitre, nous considérerons quatre orientations différentes pour la microfissure
et nous calculerons Cj;; et dI; ji; dans le cas de glissement a droite ou a gauche, pour plusieurs longueurs
normalisées de la fissure d € [0, 1].

Ensuite, nous présenterons en détail, le calcul de la solution u(l), au niveau d’une cellule élémentaire,
avec une fissure orientée a 45° (Fig. 3.2(d)). Pour les autres orientations, nous avons résolu les problemes
de facon similaire.

Dans ce cas, les trois sous-domaines de linéarité deviennent :

R = {ex| (A4 p)(ext1 + exn2) + pregia > 0}
D = {ex] (A +p)(ex11 + €x22) + pez2 < 0 et p(ep11 — ega2) > 0} (3.47)
DI = {ex\ ()\ + ,u)(exn + 63322) + peg12 <0 et N(eazll — 63022) < 0}

Le cas en traction a été présenté dans la section 1.7. Maintenant, on s’intéresse aux résolutions des
problémes en compression dans les deux sens de glissement.

D’abord, nous allons considérer le glissement a droite. Soit (YE*!) € D?, les déformations macrosco-
piques fondamentales pour lesquelles ey s’écrit comme une combinaison linéaire de (“E*!). Nous choi-

sirons cette base sous la forme :

dgll _ -1/2 0 . dg12 _d g2l _ 10 -1 . dg22 0 0 (3.48)
0 -1 2\ -1 0 0 -1
En fonction de cette base, ey (u")) devient :
ex(u®) = dakldEkl avec
Yy = —2e,11; Yarg = Y01 = —ep12; Tonn = 2411 — 2€422 (3.49)

. kl . 14 . . . N L
Si 4n"™ sont les solutions élémentaires obtenues quand on applique “E*, 1a solution du probleme, écrit

sur la cellule unitaire, u(*) est donnée par
ulV = am* (3.50)

avec les solutions n*! calculées, ultérieurement.
En regroupant les termes, nous obtenons la forme équivalente

1 d kl
ul = ¢ %

11 11 22 12 21 12
oud¢ =-2Mn 42In7; dg T =0T = 1

—dp' " 4T = iy (3.51)
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En mode similaire, pour le glissement a gauche, nous définissons la base “E*! € D9

gEll — -1 0 : !]E12 -9 E21 f— 1 0 -1 ; gE22 = -1 0 (352)
0 0 2\ -1 o0 0 —1/2

et on obtient
I = —2e511 + 2e222; Jaie =901 = —ez12; I = —2e420 (3.53)

et

g€11 — 79,,711; g£12 — g£21 — 7g,rll2; g£22 — 2gn12 . 2g,r,22 (354)

Dans les fonctions des bases choisies, dans les deux sens de glissement, nous avons a résoudre 5 pro-
bleémes élémentaires, qui donnent les solutions : dnn ; dn12 = dn21 =9pl2 =92l = pl2, an ;Iptt
et 9n*2, respectivement.

Pour I'implémentation numérique avec une méthode de pénalisation pour le contact unilatéral (k, -

constante de pénalité), les 5 problemes s’écrivent :

0 d, 11 _
Tyj (amkleykl( n )) =0

D Niagreya @™ )N; = 302+ W) N N1+ (3M/2 + 2u) NaNa + i [I! LN ([ N
Tiaijaey('n' )N = (372 + ) NiTh + (3M/2 + 2u) No Ty — puprin [T V] ([0} L]

<0)
<0)

0
3 (aijmeym(n'?)) =0
J

(D) Nidisnieqa(m'2)N; = 21N1 Ny + 1o [112 N3] ([n12N;] < 0)
Tiaijrieyu(n'?)Nj = uN1 T + uNoTy — ppkin [0} 2 Ny ([nf2N;) < 0)
0
E (aijkleykl(dn22)) =0
J
(TIT) 0 Niagme u(M22)N; = ANL Ny + (A + 20) Na Ny + i [S22 N} (9022 N3] < 0)
22
Tiaikieyi ("0 )N = AN1T1 4 (A + 20) NoTo — ppkn ["nZ2N) (['n22 Ny] < 0)
( 0
dy; (aijreyu(®n')) =0
J
(V) Niagmeya ("' )N; = (A+ 2u) Ny Ny + ANoNo + [P N;) (99! N;] < 0)
Tiaimey (90 YN = (A4 20) N1 Ty + pNoTo — pprn[9ntN;]([9n} 1 N;]) < 0)

0
dy; (aijmey(‘n*)) =0
J

Niaijregr(In*)Nj = (3M/2 + 2p) N1 N1 + (3X/2 + 1) NaNp + i [I072 N ([9972 V] < 0)

(V) <
Tiaijrieye(Un°*)Nj = (3X/2 + 2u) N1 Ty + (3N/2 4 p) NoTo — prprin [I022N;] (9072 N3] < 0)
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Une fois les solutions 1*! calculées, nous déterminons &€*' et nous pouvons calculer gdCij pi(d) et9edI ijkl(d),

pour plusieurs longueurs d connues, avec les relations :

gdCijmn = / Aijmn + QijklCykl (gdsmn) dy (3.55)
d-[mnpq = 5@ Cy(aijmn + aijkleykl( E ))N][ fz } dSy -
dgd ipq
/ (aijmn + aijkleykl(gdgpq))Nj |:d§i:| dSy (3.56)
cY

Remarque : La définition des vecteurs normal et tangent est donnée dans I’annexe A.3.

Dans les Figs. 3.2 et 3.3 nous représentons les composantes non-nulles des coefficients homogénéisés
et des intégrales dl;;i;, qui correspondent a I’orientation (d), dans les deux sens de glissement, pour
différentes valeurs du coefficient de frottement. La figure de droite correspond au glissement a droite, et
la figure a gauche au glissement dans I’autre direction. On peut voir, facilement, que les coefficients et les
intégrales ne sont pas symétriques dans chaque sous-domaine de linéarité. En revanche, nous pouvons
retrouver la symétrie, démontrée, analytiquement, dans la section 3.4 pour S;;x; = Cjjr + dl;jp.

Pour I’orientation (¢) nous choisirons le systeéme des générateurs des déformations fondamentales simi-
laires avec I’orientation (d), telle que la relation trouvée, dans le cas de traction entre les coefficients,

reste encore valable, indépendamment du sens de glissement.

x 10 1111 x 10 Crizf(D)

d) ,

x 10 1111( x 10 lez(d)

<10 C,yp(d) 9 C,(d)

0.5 1 0 0.5 1
x 10’ Cuus(® x 10° Cranal @ x 107 Cruuo(@) x 10° Crai(D)
1 7.7 1 7.7
0 Y 0
7.65 7.65
7.6 7.6
2 <Y 2
(d)
K -3 7.55
% 05 7% 0.5 0 0.5 0 0.5 1

F1G. 3.2 — Les coefficients effectifs pour une fissure d’orientation (d) dans les deux sens de glissement

Dans le cas d’une fissure horizontale ou verticale nous choisirons E'! et E?2 (voir Annexe A.2), tel qu’au

niveau de cellule, les forces soient perpendiculaires aux levres de la fissure. Cette condition implique une
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FIG. 3.3 — Les intégrales d;;; pour une fissure d’orientation (d) dans les deux sens de glissement

fermeture de la fissure sans glissement. Donc, dans cette situation, le matériau se comporte comme un
matériau sans fissure, d’ol on va obtenir C'1111 = a1111, C2200 = a2222 et C1122 = a1122, respectivement.
Le seul coefficient qui évolue et qui dépend aussi du coefficient de frottement, est C'1212. Ainsi, la seule
intégrale non nulle est d/1212. Dans la Fig. 3.4, nous représentons le coefficient Cj212(d), 1’intégrale
dI1212(d) pour trois valeurs différentes du coefficient de frottement (117 = 0, p1y = 0.3, puf = 0.5). Nous
constatons que le coefficient homogénéisé Co12 approche ai1212, lorsque le coefficient de frottement
augmente. On peut dire que le matériau se "raidit" puisque d’une part on a une fissure fermée, et d’autre
part le glissement est "freiné" par le frottement. Consequence, nous n’avons pas beaucoup d’évolution
de la fissure.

En outre, nous pouvons voir facilement que, dans ce cas, il n’y a pas de différence entre les coefficients

et les intégrales obtenus, pour les deux sens de glissement.

3.5.4 Réponse élémentaire. Etude de la loi homogénéisée

Dans ce paragraphe, nous utilisons les lois de comportement obtenues, pour étudier la réponse d’une
cellule unitaire, a des chargements "simples". Les résultats demeurent valables pour un matériau a fissu-
ration "homogene", dont toutes les fissures ont la méme taille et la méme orientation.
Le premier cas présenté est le chargement en compression uniaxiale, sans ou avec frottement (p1 5 =
0, pyr = 0.3, py = 0.5), sans fissures pré-existantes.
Les principaux aspects du comportement en compression uniaxiale avec le modele sont les suivants (Fig.
3.5):
— le comportement est élastique endommageable
— les fissures horizontales et verticales ne sont pas activées (le chargement en compression simple
est transmis sur la microfissure par les "sources", qui sont perpendiculaires a la microfissure et
orientées, de telle sort que la fissure soit fermée)

— dans le cas d’une microfissure oblique (orientation (c) ou (d)), deux situations sont possibles en
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3.5. Implémentation numérique

fonctions du coefficient de frottement. Nous montrons, facilement, que pour un coefficient de frot-

tement inférieur a 0.4 nous nous trouvons toujours dans le domaine d’une possibilité de glissement

DY. Donc, une initialisation/ propagation de la microfissure est possible.

— en cours d’un cycle charge/décharge, on peut voir que le comportement est réversible pour des

valeurs pip < 0.4

— pour un coefficient de frottement 11 > 0.4, le seuil de glissement n’est jamais atteint. Nous n’avons

pas la possibilité d’initialiser une fissure, ou, si elle existe, elle ne peut pas évoluer. Par conse-

quence, le matériau garde ses propriétés initiales, pendant le cycle complet charge / décharge.

Remarque : Dans le cas de chargement en compression uniaxial (e;1; <0), pour une fissure orientée a

45° ou —45° 1a condition d’adhérence devient :

|Tiaiji1ez11N| < —prNiagjii1eq11N;

avec T;, N; donnés dans le tableau A.1 et

D’ou, nous obtenons que pour des valeurs

ikt = MOy + p(dirdjs + 6udjn)

Hy >

A+2p
L

en compression uniaxiale le seuil de glissement n’est jamais atteint.

(a)

cy

x 10 dl ,,,(d)
"”’ ------
o ””
0 0.5
Y
(b)
cY

(3.57)

FI1G. 3.4 — Le coefficient C212 et I’intégrale dl1212 pour une fissure d’orientation (a) ou (d) dans les

deux sens de glissement
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0
7z
/,,/
//
ol // 7
4
//

& st 7 1
W
1

0 L L L L L L L L L
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
= €11

F1G. 3.5 — Courbe contrainte - déformation en compression uniaxiale, avec ou sans frottement

Pour le cas sans frottement et le cas avec un coefficient de frottement de py = 0.3, nous représentons,
dans la Fig. 3.6 (droite), le seuil d’initialisation d’endommagement, en fonction de la taille de la cellule €.
Nous avons vu déja que dans le cas sans frottement, pour des cellules plus petites nous avons une limite
d’initialisation plus €levée. Avec un coefficient de frottement (1 = 0.3), nous retrouvons le méme com-
portement. Aussi, la limite commence a étre assez élevée pour des cellules plus grandes que dans le cas
sans frottement. De plus, comme nous 1’avons déja vu, pour le coefficient de frottement py = 0.5, dans
le cas de la compression uniaxiale, indifféremment de la taille de cellule, il n’est pas possible d’avoir une

initialisation d’endommagement.

Ensuite, pour une cellule de dimension € = 8e — 4 m, pour les trois valeurs du coefficient de frottement,
nous sommes intéressé a déterminer le début de la zone d’endommagement pour des sollicitation macro-
scopiques biaxiales. Pour cela, nous considérons deux situations (Fig. 3.7 : (a) ez22 = 0 et (b) ez12 = 0.
Dans les deux cas, on trace les domaines d’élasticité.

Dans la Fig. 3.7(a), ou I’on applique un chargement dans une direction combinée avec un cisaillement,
nous observons que pour des valeurs faibles du coefficient de frottement, nous trouvons un domaine non-
endommagé fermé. Nous avons donc, dans toutes les directions, une propagation possible de la fissure.
Ce domaine est plus grand si le coefficient de frottement est plus élevé. En revanche, pour des valeurs plus
importantes relative au coefficient de frottement, on se trouve dans la zone de fissure fermée et collée. En
cette zone, nous ne pouvons pas avoir une initialisation ou une évolution de la fissure (domaine ouvert).
Aussi, dans le cas de compression biaxiale, dans le plan (e;11 — ez22), méme pour jy = 0.3 nous avons

une zone treés importante, dans laquelle il n’y a ni endommagement, ni rupture.
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FIG. 3.6 — Evolution du seuil d’initialisation d’endommagement en fonction de la taille de cellule £ pour

une chargement (droite) de compression uniaxiale ; (gauche) compression biaxiale
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FIG. 3.7 — Domaine d’élasticité en déformations macroscopiques planes pour trois valeurs de y ¢ quand

(@) eg22 = 0et(b) ez12 =0

Pour un chargement uniforme mixte (e;11 — e;12), dans les deux directions, nous représentons la limite
d’endommagement en fonction de la dimension de la cellule (Fig. 3.6).

Enfin, nous allons donner quelques exemples de chargement biaxial, pour lesquels nous trouvons des

déformations résiduelles a la fin d’un cycle charge / décharge.
Nous considérerons un échantillon représenté par une cellule de taille € = 8e — 4m, avec une micro-

fissure horizontale pré-existante. Le coefficient du frottement est p.y = 0.6.
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45

FIG. 3.8 — Courbe contrainte - déformation calculée pour deux valeurs de confinement différentes

10°
351

pyr =03
— py =05

F1G. 3.9 — Courbe contrainte - déformation calculée. Influence du coefficient de frottement

Nous réalisons, tout d’abord, une montée en charge dans la direction perpendiculaire a la fissure, jus-
qu'a ey11 = —0.004, dans laquelle aucun glissement n’apparait, puisque le cisaillement est nul dans
I’éprouvette. La micro-fissure est fermée dans cette phase.

Nous effectuons, alors, un cycle sur la charge en cisaillement. La figure 3.8 illustre les courbes contrainte
de cisaillement - déformation appliquée obtenues, ainsi que 5 étapes de I’essai :

e entre les points 1 — 2 le comportement est élastique, on a un blocage de glissement par le confi-
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3.6. Conclusion

nement (la pente est donnée par les coefficients élastiques a). Le matériau, dans cette étape, se
comporte comme un matériau sans fissure.
e I’étape 2 — 3 quand le glissement apparait (la pente est donnée par les coefficients homogénéisés
C(d1), dy la longueur de la fissure). Cette étape se finit pas une propagation de la fissure.
e étape 3 — 4 nous montons encore en charge (avec la pente C'(dz), do la nouvelle longueur de la
fissure)
e le décharge débute par le point 5 et la premiere partie de décharge (étape 5 — 6) est élastique avec
la pente C'(d2).
e ¢étape 7 — 8 blocage du glissement par le frottement.
Nous arrivons dans une état de contrainte nulle dans I’éprouvette, alors qu’en terme de déformation, nous
voyons qu’il subsiste une déformation résiduelle.
Dans la Fig. 3.8, nous pouvons voir que le domaine élastique, au début de chargement, est plus grand

quand le confinement est plus important.

L’influence du coefficient de frottement est illustrée dans la Fig. 3.9. Nous remarquons, alors, qu'un
coefficient du frottement plus important augmente le seuil de glissement et, également, celui de rupture.
L origine de ce comportement se trouve dans la dissipation d’énergie par frottement sur les levres de la

fissure.

3.6 Conclusion

Nous avons étendu, dans ce chapitre, le modele d’endommagement fragile au cas des micro-fissures
frottantes.

Des comportement irréversibles, qui correspondent aux glissements bloqués sur les micro-fissures
ont été mis en évidence.

La loi d’endommagement obtenue tient compte de la dissipation par frottement sur les levres des
micro-fissures.

D’autres investigations sont nécessaires pour caractériser le résultat obtenu dans ce cas. Comme pour

le chapitre précédent, des recherches sur ce sujet sont en cours et continueront apres la these.
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Deuxieme partie

Micro/macro instabilités et effets d’échelle
dans les milieux granulaires : analyse par

homogénéisation numérique
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Introduction

Dans cette partie, nous allons considérer un milieu granulaire contenant des micro-fissures inter-
granulaires. Des lors notre objectif est d’établir un lien entre I'initiation de la macro-instabilité et la
micro-fissuration inter-granulaires. La méthode d’homogénéisation employée dans cette partie est la mé-

thode numérique des éléments finis a deux échelles.

Le principe de base de ’homogénéisation numérique a été€ défini par Suquet [108] comme étant constitué
de quatre phrases :
e définition d’un volume élémentaire représentatif (VER) dont on assume que le comportement
constitutif est connu,
e formulation des conditions a la frontiere de la microstructure en fonction des variables macrosco-
piques et de leurs applications sur le VER,
e calcul des variables macroscopiques en fonction des variables microscopiques,
e obtention d’une loi numérique au niveau macroscopique.
Les idées principales de ’homogénéisation numérique ont été établies par Suquet [108], Guedes et Ki-
kuchi [47], Terada et Kikuchi [111], Ghosh et al. [42], puis développées et améliorées dans les travaux
plus récents de Feyel et Chaboche [38], Kouznetsova et al. [59], Miehe et Koch [73], Miehe [74].
Quelques caractéristiques importantes de la méthode de I’homogénéisation numériques sont :

e comme la réponse macroscopique est obtenue en totalité par des échanges avec le VER, aucune
hypotheése explicite n’est a faire sur le format de la réponse constitutive macroscopique,

e le module tangente constitutif macroscopique est obtenu numériquement a partir de la microstruc-
ture,

e la méthode est valable dans le cadre des grandes déformations, si les constituants micro-structurels
sont modélisés dans un cadre géométriquement non linéaire. En plus, au niveau de la microstruc-
ture, on peut considérer des modeles constitutifs non linéaires arbitraires.

Le probleme sur le VER est un probléme classique avec des conditions aux limites, qui peut étre résolu
par la méthode des éléments finis. La technique micro-macro, entierement couplée, est toujours cofiteuse
d’un point de vue de temps de calcul. Ceci peut étre surmonté par la mise en place du calcul parallele

(Feyel et Chaboche, [38]).

Comme notre objectif est d’établir un lien entre 1’apparition des macro-instabilités et les micro-fissures,
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nous allons considérer des analyses locales, au niveau d’un seul point macroscopique, en imposant un
gradient de déformation. Les échanges entre la macro-structure et le VER seront assurés par deux types
de conditions aux limites :
e déformations linéaires pour un volume élémentaire représentatif composé d’un matériau hétéro-
gene irrégulier,
e déformations périodiques et tractions anti-périodiques sur les bords pour un VER a géométrie
périodique.
La microstructure est composée de grains déformables séparés par des interfaces cohésives. On se si-
tue dans I’hypothese des grandes déformations et, pour caractériser les grains, on utilise le matériau
hyper-élastique Saint Venant-Kirchhoff. Au niveau des interfaces inter-granulaires, on considere des lois
cohésives de traction - déplacement de type Tvergaard [116]. Une loi de frottement de type Coulomb sim-
plifiée est également définie pour ces interfaces. En considérant que 1’équation d’équilibre, a I’intérieur
des grains, reste elliptique, nous prouvons que la perte d’ellipticité de 1’équation d’équilibre homogénéi-

sée, peut étre donnée par la décohésion inter-granulaire.

Dans le Chapitre 4, on présente une courte étude bibliographique, précisant les informations, le cadre
et les outils, sur lesquels nous nous sommes appuyés pour développer le modele.

La méthode d’homogénéisation numérique, par le passage micro-macro, donneé dans le Chapitre 5, est
ensuite utilisée pour faire 1’analyse de perte d’ellipticité.

Quelques details de la résolution numérique du probleme mécanique sur le VER sont décrit dans le
Chapitre 6.

Dans le Chapitre 7, on présente des résultats numériques pour différentes géométries particulieres du
VER. D’abord, nous considérons un VER composé de deux grains séparés par une interface cohésive.
Cette géométrie simple fournie un modele élémentaire de déformation qui sera reproduit dans des géo-
métries plus complexes. L’influence des conditions aux frontieres est également donnée dans ce chapitre.
Nous avons effectué pour le cas d’'un VER périodique une analyse de perte d’unicité, ainsi que des
recherches directionnelles, afin de tracer des enveloppes réponses, permettant de comparer la réponse
incrémentale.

Enfin, nous considérons les modeles granulaires, qui sont, périodiquement, reproduit dans le VER. Dans
ce cas, la réponse est obtenue numériquement pour différentes configurations (nombres des cellules de
périodicité considérée pour décrire le VER, coefficients de frottement et parametres de la loi cohésive).
Nous donnons des solutions numériques différentes pour un VER unicellulaire. De plus, nous montrons
des solutions supplémentaires pour un VER comprenant plusieurs cellules, ayant une distribution pério-
dique. Pour une taille de la cellule donnée, nous trouvons que la réponse macroscopique dépend de la

taille de la microstructure.
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Chapitre 4

Quelques rappels
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4.1 Introduction

Cette étude bibliographique se décompose en trois parties principales. Celles-¢i présentent les infor-
mations, le cadre et les outils sur lesquels nous nous sommes appuyés pour développer le modele dans
cette partie.

Ensuite, nous présenterons un rappel des notions caractéristiques de problemes de grandes déformations
et la maniere de formuler les lois de comportement de milieux hyperélastiques. En deuxi¢me section,
nous donnerons quelques lois d’interfaces des modeles de force cohésive, existantes dans la littérature.
Dans la troisieme section, nous présentons les principaux travaux concernant 1’unicité de solution d’un

probléme aux limites.
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4.2 Grandes déformations et hyperélasticité

Nous considérons une structure B qui occupe, a 1’état initial un domaine Vy € R2, supposé étre un
état naturel, c’est a dire libre d’efforts. Cette configuration 1 sera, par la suite, nommée configuration
de référence.

Soumise 2 des sollicitations, la structure B va se déformer et occuper un nouveau domaine V € R2. Ce
domaine V est li€ a la configuration déformée, qui ensuite nous définirons comme un cadre dans lequel

cette déformation peut étre décrite, puis simulée.

4.2.1 Cinématique des milieux continus

Une particule de la structure B occupe dans la configuration de référence V), le point My de coordon-
nées X = (X1, X»), exprimées dans un repere d’espace orthonormé R = (0, e;, e3). Les coordonnées
de My sont dites coordonnées lagrangiennes et la configuration initiale est également nommée configu-
ration lagrangienne.

Cette méme particule occupe dans la configuration déformée V, le point M de coordonnées x = (x1, x2).
Les coordonnées de M sont dites eulériennes. Aussi ) est la méme configuration eulérienne ou physique,
car c’est cette configuration qui traduit la déformation réelle de la structure B, lorsque celle-ci est sou-
mise a des sollicitations (voir Fig. 4.1).

La relation permettant de relier la configuration de référence 1 et la configuration déformée ) est donnée

par :

x = p(X) @.1)

FIG. 4.1 — Configurations eulérienne et lagrangienne
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Des lors, la fonction vectorielle ¢, qui permet de passer de Vy a V), est une fonction inversible.

En différenciant I’expression (4.1), nous avons :

6¢i

en respectant la convention de sommation sur les indices répétés.

Ainsi, soient dMy = (d X7, dX32) un vecteur infinitésimal au point My et dM = (dx1, dx2) un vecteur

infinitésimal au point M, il devient :
dM = F dM, (4.3)

F est le tenseur gradient de déformation au point M.

0 o)
F= % — 3;11 3;12 (4.4)
) Gl ’
0X1 0Xo

Il traduit la déformation de la structure B qui, soumise a une sollicitation donnée, est passée d’un état
initial V a un état déformé ).

De méme, si nous introduisons le vecteur déplacement u d’une particule, de My a M, défini par :
u= MM 4.5)
ce qui se traduit par :
VM eV, OM = O0M,+ u(Mp) ouencore X=X -+u (4.6)

alors le tenseur de gradient de déformation F est donné par :

oui oui

_ _ 0X1 0Xo
F=1+D, avec D = s O “4.7)

0X1 0Xo

ou I est le tenseur identité d’ordre 2 et D est le gradient de déplacement.

Nous notons par J le déterminant de F qui représente le jacobien de la transformation V), dans V :
J =detF 4.8)

Enfin, a partir de ce tenseur des déformations, nous introduisons classiquement des tenseurs dérivés
qui, entre autres, sont utilisés pour formuler les lois de comportement, comme par exemple le tenseur

symétrique des dilatations (ou le tenseur de Cauchy-Green droit) C, défini par :
C=F'.F 4.9)

F7 est alors la matrice transposée de F, ainsi que ses invariants Iy, I, I donnés par :

1122 det C
I = % (det(C?) — (det C)?) (4.10)
Is=trC
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avec tr Cla trace de C (tr C = Cj;0;5).

En autre, nous définissons, le tenseur de déformation de Green, E, sous la forme

(C—I):%((I+D)T-(I+D)—I)

(D+DT)+%D-DT 4.11)

E:

N =N

ou encore sous la forme d’une notation vectorielle :

2
l ouq Oug
En s 2 <3X1> + <6X1>
E-= = Ouy 2 2
E Es X + ! <g;t(12> + (g;g) (4.12)
E Jug + Juy
12 0X1 0Xo Ou1 Ouy Ous Ous

X5 0X1 0X2 0X1

Pour plus de précisions sur la définition de ces quantités cinématiques, voir par exemple Ciarlet [24]

4.2.2 Equations d’équilibre

Une fois les grandeurs cinématiques définies, il convient de préciser les grandeurs mécaniques, tra-
duisant la notion d’effort.
Comme nous venons de le voir précédemment, la déformation de la structure B peut étre représentée
dans les deux configurations : de référence V) et actuelle V), respectivement. On va écrire les équations

d’équilibre dans chacune d’entre elles.

a) Configuration eulérienne

En introduisant le tenseur de contrainte de Cauchy o, définit dans la configuration courante par :
oc-n=t (4.13)

ou n est la normale extérieure unitaire a 9V et t les efforts imposées sur le bord 9V de V.

On a I’équation :

/de+/ tdS:/de+/ ondS =0 (4.14)
1% oV 1% oV
En appliquant le théoreme de divergence, on obtenons
/ (divxo +b)dV =0 (4.15)
1%
d’ou
divio +b =0 (4.16)
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ou b sont les forces volumiques imposées a I’ensemble de ) et divy est I’opérateur divergence par rapport
aux variables eulériennes (z1, x2).

L’équation de bilan de moment induit la symétrie du tenseur de contrainte de Cauchy o.

O'ZO'T

L’inconvénient majeur de I’équation (4.14) est qu’elle est exprimée dans la configuration eulérienne, qui
est a priori inconnue. Cette équation est donc tres difficilement exploitable. Par conséquent, il semble

plus simple de I’exprimer dans une configuration connue, par exemple la configuration initiale.
a) Configuration lagrangienne

Etant donné, les relations qui existent entre la configuration lagrangienne V) et la configuration eulé-

rienne V, on montre aisément (Ciarlet [24] ; Duvaut [35]) que I’équation (4.14) est équivalente a :
/mw+/1mm5: lﬂ&@+/ o JFTNdSy =0 4.17)
v oV Vo Mo
ot F~7 I’inverse de la transposée de F.
En introduisant le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff défini par :
P=JoF " (4.18)
nous avons donc :
/ (DivxP +bJ)dVy =0 (4.19)
Vo
qui peut étre également écrit sous la forme locale :
DivxP 4+ bx = 0, avec bx = bJ. (4.20)

Toutefois, nous remarquons que, contrairement au tenseur des contraintes de Cauchy o, le premier ten-
seur de contrainte de Piola-Kirchhoff n’est pas symétrique. De fait, on peut lui préférer le second tenseur

de Piola-Kirchhoff S, qui, lui, est symétrique et est définit par :
S=F'.P. (4.21)

Signalons, enfin, que dans le cadre de 1’hypothese des petites déformations, ces trois tenseurs de contraintes
s’identifient au premier ordre.

On constate que la relation (4.19) est de facon évidente, puisque V) est connue, comme beaucoup plus
simple a manipuler que la précédente, a savoir (4.15). Par conséquent, c’est cette relation, exprimée dans

la configuration lagrangienne, ou de référence, que dorénavant nous utiliserons.

A présent, que les équations d’équilibre (4.15) et (4.19) ont été définies, nous allons donner quelques

détails, sur la modélisation du comportement des matériaux que nous utiliserons par la suite.
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4.2.3 Lois de comportement hyperélastique

Les matériaux considérés sont des matériaux de comportement hyperélastique. C’est a dire que,
comme tous matériaux élastiques, apres avoir été soumis a une sollicitation, ces matériaux reviennent a
leur configuration de référence, instantanément et sans aucune dissipation (DivxP = 0).

Le comportement de tels matériaux est défini a partir de la densité d’énergie du matériau, notée W, sous
la forme :

_ 0Y(X, F)
- OF

Dans le cas ou les matériaux étudiés sont isotropes dans leur configuration de référence et qu’ils satisfont

P (4.22)

le principe de I’indifférence matérielle, on montre ( Rivlin [98] ; Ciarlet [24]) que leurs densités d’énergie
ne sont fonction que des invariants du tenseur de Cauchy-Green droit C définit par (4.9). On a, ainsi, sous

ces hypotheses :

U(X, F)=¥(X, I, I, I3) (4.23)
On obtient alors :
oU (0L, OV [0\ O [0l
P=— (=)t =5 )+ | o 4.24
611(8F)+812<8F>+813<8F> 4.24)
avece
15)8
o = F
15)0)
— =2(IF - F 4.2
F (I C) (4.25)
ol o
> = 9I4F
OF 3

Comportement hyperélastique linéarisé en hypothése des petites déformations

Dans le cadre de petites déformations,les tenseurs de contraintes sont équivalents au premier ordre.

Examinons, par exemple, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S. Par définition on a :

A
S=F'P=F"'"— 4.26
5F (4.26)
Cauchy PKno.1 | PKno.2
o P S
1 T 1 T
P Jo -F T — F-S
S| JFl.eo-FT ]| F1Ll.p -

TAB. 4.1 — Relations entre les tenseurs de contraintes
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Ensuite, en utilisant I’équation (4.24), il devient :

oV 0l;
—F 1 = 4.27
S d1; OF 27
Ainsi
o O o oV,

D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, C est racine de son polyndme caractéristique, c’est a dire que :
C°—LC?°+L,C+131=0 (4.29)
Alors
LC ' =C*-LC+ LI (4.30)
On en déduit une nouvelle expression de S, sous la forme :
S =ag(Iy, Iy, )+ g (I, Iy, I3)C + as(Iy, Iy, I3)C? (4.31)

ol les coefficients «; sont donnés par :

oU  oU O
ao:2<+h+b>

ov ov
a = -2 <612Hl(913> (4.32)
ov
ay = 28713

Par la suite, en linéarisant cette expression au premier ordre du voisinage de E = 0 (ol E est le tenseur de
déformation de Green (4.11)), et en tenant compte du fait que I’état initial est un état libre de contraintes,

on obtient :
S=AtrE)+2uE+ O(E) (4.33)

Les caractéristiques A et 1 sont les coefficients de Lamé, classiquement utilisés en hypothese de petites

déformations et sont définis par :

(o, ov
=2 on o) g,
528\ S 2\ S 22 / 0% 0%V 0%V
A= =2 4 4 4 4 2
o <3112 + Ol,2 + 8132 * 01,015 + 15) 0Y0) B + 311813>

(4.34)

E=0
La loi constitutive linéarisée (4.33) est souvent utilisée en grandes déformations. Ce modele de compor-

tement est appelé Saint-Venant Kirchhoff.
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4.3 Lois d’interface des modeles de force cohésive

Nous appelons loi d’interface une relation entre le déplacement relatif et la force d’interaction entre
les levres d’une fissure. Dans cette section, nous présenterons quelques unes d’entre elles, basées sur
la notion de force cohésive. Cette derniere s’appuie sur des observations expérimentales en pointe de
fissure, telles que I’apparition de micro fissures, la croissance de cavité ou le développement de zones de
plastification. Cela correspond a une zone de transition entre le milieu sain et une vraie fissure (voir Fig.

4.2)

Interaction (forces cohésives)

fissure zone cohésive

F1G. 4.2 — Schéma de la fissure et de la zone cohésive

Tant que la taille de cette zone est petite devant 1’échelle de la structure, les principes de la mécanique de
la rupture linéaire peuvent étre appliqués. Dans le cas contraire, cette zone doit étre prise en compte. Les
premiers modeles furent introduits par Dugdale [34] et Barenblatt [4] au début des années soixante. Pre-
nant acte du fait que les contraintes infinies en pointe de fissure, prédites par le modele élastique, n’ont
pas de signification physique, ces derniers ont émis 1’hypothese de 1’existence d’une "zone cohésive"
(Fracture Process Zone dans la littérature), dans laquelle des forces s’exercent entre les futures levres de
la fissure. Dans les années soixante-dix, Hillerborg et al. [53] ont introduit le concept d’énergie de rup-
ture dans les modeles de force cohésive, et proposé quelques relations de comportement entre la traction
et le saut de déplacement pour le béton. De nombreux modeles ont été développés depuis. Ensuite on va

citer quelques uns :

Modele de Dugdale et Barenblatt(1960 - 1962) [34, 4]

Ce modele décrit I’évolution des forces de traction T, en fonction du saut de déplacement normal A,,.
Le saut reste nul, tant que la force n’atteint pas une valeur critique 7. Puis le comportement utilisé est

celui d’un solide rigide parfait jusqu’a un seuil d’ouverture d,, au-dela duquel I’interaction des leévres
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devient nulle (voir Fig. 4.3)

VA

F1G. 4.3 — Lois d’interface de Dugdale et Barenblatt dans la direction normale

Modele de Needleman (1987)[79]

Ce modele décrit I’évolution des forces cohésives normale 7T;, et tangentielle 7; en fonction des compo-
santes normale et tangentielle du saut de déplacement A, et A;. On représente sur la Fig. 4.4 1’évolution
de la force normale en fonction du saut normal lorsque le saut tangent est nul.

La force normale et tangentielle dérivent, respectivement, d’un potentiel U :

ov ov

Tn:i@An’ Tt:TAt

Ce potentiel est choisi comme une fonction polynomiale, faisant intervenir les parametres : T, contrainte
critique du matériau en ouverture, J. saut critique au-dela duquel I’interaction entre les levres de fissure
devient nulle, ainsi que la part de résistance au glissement par rapport a la résistance normale. On note que

lorsque A, la valeur de la contrainte normale dérivant du potentiel, joue le rdle d’une pénalisation, afin

Tn
Te

3

pénalisation
du contact 0 ) An
__zone R

3 &
> <

= cohésive rupture

F1G. 4.4 — Lois d’interface de Needleman dans la direction normale
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de tenir compte de la condition de non interpénétration des levres de la fissure. Aucune autre hypothese
n’intervient pour prendre en compte cette condition. Notons que ce modele fut repris et modifié par de
nombreux auteurs. Citons par exemple Rice et Wang [97] qui ont proposé une expression exponentielle
du potentiel. La différence avec le modele précédent tient au fait que la force tend, asymptotiquement,

vers zéro quand le saut de déplacement augmente. Ce modeéle ne fait donc pas intervenir le paramétre J..

Modéle de Tvergaard (1990) [114]

Ce modele reprend le modele de Needleman datant de 1987. Il introduit une notion d’irréversibilité
du comportement : la décharge s’effectue linéairement, ainsi qu’un frottement de Coulomb post décohé-
sion. On représente sur la Fig. 4.5 I’allure de la force tangentielle, en fonction du saut tangentiel, lorsque

le saut normal est nul.

>

| T
T,

décharge

/charge \ y

zone 5t At

cohésive ~  frottement

FIG. 4.5 — Evolution de la force tangentielle en fonction du saut tangent

On note que le modele formulé initialement, par I’auteur, s’appuie sur un indicateur de décohésion, va-
riant de zéro a un. Ainsi, il fait intervenir le saut normé par le saut critique, qui fait office de variable
d’endommagement, dont dépendent les forces d’interaction. A partir de ce modele, d’autres modeles ont
été développés. Par exemple, Chaboche et al. [17] (1997), pour modéliser la décohésion interfaciale dans
les composites a matrice métallique, proposent d’activer le frottement de Coulomb, des le début de la
décohésion. Aussi, une loi trapézoidale a été utilisée par Tvergaard et Hutchinson (1993) [115], Roy-

chowdhury et Narasimhan (2000) [99] dans divers calculs numériques.

Modele de Camacho, Ortiz et Pandolfi (1996-1999) [14, 83]

Une autre modele a été proposé par Camacho, Ortiz et Pandolfi [14], en utilisant une relation linéaire
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avec une pente négative, entre la traction d’interface et la séparation, dans leurs simulations d’endomma-

gement d’impacts sur solides fragiles.

Tn A
Te

décharge

/charge \ /

S

Z

0 A,

r
3

3

zone b
~ cohésive ~  rupture

F1G. 4.6 — Lois d’interface de Camacho et Ortiz dans la direction normale

4.4 Bifurcation pour des modeles usuels

Dans cette section, nous présentons les principaux travaux concernant 1’unicité de solution d’un
probleme aux limites. Notons qu’il n’y a pas (ou peu) de résultats théoriques généraux sur la perte
d’unicité de solution d’un probléme aux limites, pour un probleme d’évolution. La notion de bifurcation
est définie comme la transition d’un chemin fondamental de comportement vers un chemin alternatif, au
cours de I’évolution d’un processus physique.

Plusieurs approches ont été effectuées pour détecter la bifurcation dans un probléme aux limites. Elles
peuvent se diviser en deux grands groupes : le groupe des résultats globaux et celui des résultats partiels.

e Le premier groupe est basé sur les travaux de Hill [49], qui a établi un critere suffisant d’unicité
d’un probleme aux limites formulé en vitesse. Le critére est valable pour des modeles élasto-
plastiques standards, puis non standards, avec un mécanisme plastique, mais aussi avec les modeles
d’endommagement et les modeles hypoplastiques (Chambon [18])

e [autre grand groupe concerne des résultats partiels, pour lesquels un mode de bifurcation, homo-
gene ou non, est spécifié. Ces résultats, sur une bifurcation moins générale, permettent de donner
des criteres plus précis et adaptés a plus de lois constitutives. Le mode de bifurcation qui nous in-
téresse est la bifurcation en bande de cisaillement, autrement dit la localisation des déformations.
Dans ce mode de bifurcation, nous supposons que le probleme aux limites admet une solution
homogene, et nous essayons de savoir si une autre solution, présentant une bande de cisaillement,

est une solution possible du probleme. Les travaux de Rice [94] ont alors permis de formuler un
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critere de localisation bien connu basé sur 1’annulation du déterminant de tenseur acoustique.
Nous présenterons ce phénomene, dans les études de bifurcation, impliquant une localisation des dé-
formations, a la suite des travaux de Rice. L’étude de bifurcation en localisation des déformations ne
constitue pas une étude générale de bifurcation, mais postule plutét pour un mode particulier de défor-

mation. Il est ainsi possible qu’un autre mode de bifurcation, précede celui qui nous intéresse ici.

4.4.1 Critere de localisation - théorie de Rice, 1976

Le développement effectué par Rice [94] suppose que le milieu étudié soit infini et homogene, vis
a vis des variables d’état (contrainte, déformation,...) ; et que le probléme se limite aux solides non vis-
queux. Ces hypotheses permettent d’étudier la localisation de la déformation comme un probléme de
bifurcation et de supposer I’existence d’une solution homogene au probleme formulé en vitesse. Ayant
ainsi défini le cadre de 1’étude, I’objectif de Rice est de rechercher si une déformation, suivant un mode

localisé, peut constituer une autre solution que le mode homogene. (voir Fig. 4.7)
Condition cinématique

- 0 . : e N . )4 .
Nous notons par F ' le gradient de vitesse dans le milieu homogene, en tout point de 1’échantillon.
. . . -1 . ..
Nous supposons qu’il existe une autre solution F , qui présente une bande de cisaillement, pour laquelle
s . NETIPI s 0 . . . .
la cinématique a I’extérieure de la bande correspond a F . La relation, liant les gradients de vitesse dans

la bande et a I’extérieur de la bande, dans un repere global du milieu, s’écrit de la facon suivante :
-1 -0
F =F +q®n (4.35)

n est la normale a la bande et q un vecteur quelconque qui définit le mode de localisation (voir Fig. 4.7).

Condition statique

Fo

(a) Solution homogéne (b) Solution avec une bande de cisaillement

FI1G. 4.7 — Principe de I’analyse de bifurcation en bande de cisaillement
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Nous notons par &' la dérivée temporelle (par rapport a un repére fixe) de la contrainte de Cauchy,

0

dans la bande de cisaillement, et nous considerons que o se situe a 1’extérieur de la bande. Alors, tout

au long des frontieres de cisaillement, les équations d’équilibre imposent qu’il y ont la continuité du

vecteur de contrainte :

6l -n=6"n (4.36)
Condition de bifurcation
Apres avoir décrit les conditions cinématiques et statiques du probleme, il faut définir les équations

constitutives, décrivant le comportement du matériaux. La loi de comportement peut étre présentée sous

la forme suivante :
o =G(F) (4.37)

Dans le cas présent, o représente la dérivée de la contrainte de Cauchy par rapport a un repere fixe et G
est une fonction tensorielle dépendant de I’état a priori inconnu.

En remplacant la condition cinématique (4.35) et la loi de comportement (4.37) dans la condition statique
(4.36), on obtient qu’une bifurcation en bande est possible si’l existe une normale n et un vecteur q # 0

tel que :
(g(F°+q®n) —g(F°)> n=0 (4.38)

Il est important de préciser la nature de la loi constitutive employée.

On va, maintenant, présenter ’influence de la loi utilisée sur le critere de bifurcation général, exprimé
par (4.38).

4.4.2 Lois linéaires en vitesse

Si la loi de comportement est linéaire en vitesse, alors la fonction G est une fonction linéaire. On peut

alors définir un tenseur constitutif B;;; du quatrieme ordre tel que :
&ij = BijuFu (4.39)
D’ou, la condition de bifurcation générale (4.38) devient apres simplification :
det(n;Bijrmn;) =0 (4.40)

Remarque : Le critere (4.40) est également appelé critere d’ellipticité, car il correspond, dans le cas
d’une analyse linéaire, a la perte d’éllipticité du systeme d’équations aux dérivées partielles, gouvernant

I’équilibre local.
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4.4.3 Lois multi-linéaires en vitesse

Rudnicki et Rice [100] ont été les premiers a étudier les lois multi-linéaires. Dans un cadre plus général,
Chambon [19] a établi un théoreme fondamental, permettant 1’analyse de la bifurcation pour les lois
multi-linéaires. Les hypotheses sont les suivantes :

(a) La loi de comportement 4.37 est divisée en v relations linéaires liant F a &, de telle sorte que chaque
relation linéaire soit valable pour des valeurs de F, appartenant a un hypercone noté H“. La loi s’exprime

donc par :
FeHY = 6;j=Bylu pour o € {0,1,....,n —1}. (4.41)

(b) L’ensemble de n hypercones forme une partition de I’espace des valeurs de F.
(c) Finalement, pour qu’il n’y ait pas de discontinuité dans la réponse, on suppose que, sur la frontiere
commune de deux hypercénes H et H”, la réponse obtenue avec les tenseurs B et B? est identique.

D’ou,
(B — Blw) Fia =0 (4.42)
La surface entre deux hypercones H® et H? est donc un hyperplan, qui doit vérifier I’équation

a7 By =0, (4.43)

ol a,jla\’@ ~ est la normale de I’hyperplan. Comme tous les champs de vitesses FEy,, vérifiant (4.42),

doivent également vérifier (4.43), nous en déduisons la relation :
8 a  _ p<a\B> <a\B>
B — Bijr =b;; " ay (4.44)
Cette définition est trés générale pour toutes les catégories de modeles élasto-plastiques.
Apres avoir donné une définition de ces modeles multi-linéaires, il est possible d’en écrire la condition
de bifurcation.
Supposant, maintenant, que FOetF' +q®n appartiennent, respectivement, aux hypercones H" et H',

en utilisant la relation (4.41), le critere de bifurcation s’écrit :
((Biljkl — Biw) F + B’iljqu’cnl) nj =0 (4.45)

Un cas particulier de cette condition consiste a supposer, que le comportement a I’intérieur de la bande
et a 'extérieur de la bande sont décrits par les mémes équations constitutives,. Alors, FO et KO + q®n
appartiennent au méme hypercone, ce qui permet de retrouver un critere de bifurcation semblable a celui

obtenu pour une loi linéaire :
det(BZ»ljklnmj) =0 (4.46)
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Pour les lois multi-linéaires, Chambon [19] a réalisé une étude générale de la localisation en bande de
cisaillement. Il en déduit le théoréme suivant :
Au cours d’un chargement monotone repéré par le parameétre strictement croissant A\, la valeur critique
A (valeur minimale de )\ pour laquelle la bifurcation est possible), correspond au moins a une solution
non triviale (FO +q® n), telle que cette solution :

e appartienne a une frontiere de zone,

e ou bien telle que q ait des composantes infinies.
A partir de ce théoreme, il a établi une méthode générale de résolution du probleme complet de localisa-
tion pour les modeles multi-linéaires. Par exemple, en appliquant cette méthode aux lois élasto-plastiques

a deux zones, il a pu retrouver les résultats de Rice et Rudnicki [96].

4.4.4 Lois incrémentalements non linéaires

Des modeles, basés sur une formulation entierement non linéaire, ont été développés pour décrire le
comportement des géomatériaux. Pour cette famille de lois, se pose aussi le probleme de la bifurcation
continue et de la bifurcation discontinue. La plupart du temps, ces modeles admettent une linéarisation

directionnelle au voisinage d’une direction F* :

&z’j = Bijkl (dZTF*> Fkl + tij 4.47)
ou
. F*
dirF* = — (4.48)
[
et
t
(4.49)

m =
dirf—dirk* ||F — F*||
La plupart des études, réalisées sur ces modeles, ne sont pas completes (cf. Desrues et Chambon [30].

Elles sont simplifiées par des hypotheses assez restrictives comme :

o [’intensité du gradient de vitesse a l'intérieur de la bande est négligeable devant celle du milieu homo-

gene :
qon < F (4.50)
alors :
F'=F'+qon~F° (4.51)
donc
det (Bijkl (dirF"O) nmj) —0 (4.52)

qui est une forme similaire au critere classique de localisation pour les modeles linéaires. Etant adopté

par Rudnicki et Rice [100] et Vardoulakis [117], cette approche est la plus utilisée. Cependant, cette
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hypothese semble peu réaliste, au vue des résultats expérimentaux qui montrent une intensité tres impor-

tante de la déformation a I’intérieur de la bande par rapport a celle en-dehors de la bande.

o 'intensité du gradient de vitesse a l'intérieur de la bande est largement supérieure a celle du milieu
homogene :

qon> F° (4.53)

d’ou :
Fl=F'+q@®n~q®n (4.54)

On obtient donc un critere non linéaire qui s’écrit :

Gij(q@n)n; =0 (4.55)

e la réponse fondamentale a la forme d’un cisaillement parallele a la bande est
q®n=~F° (4.56)

alors
Fl = (1+~)F° (4.57)

Nous supposons par ailleurs que dz’r(Fl) = dir(FO). Nous obtenons alors, le critere classique de bifur-
cation.

Pourtant, il n’existe aucune méthode générale permettant de résoudre théoriquement le probléme complet
de localisation, avec des modeles incrémentalement non linéaires. Des études numériques sont alors

indispensables pour conclure.
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Probléeme micro/macro
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode d’homogénéisation numérique par le passage micro-
macro. Les hypotheéses de base et les concepts généraux sont récapitulés dans la section 5.2. Dans la
section 5.3, nous présentons le probléme sur un Volume Elémentaire Représentatif (VER), avec des in-
terfaces cohésives et deux types de conditions sur la frontiere extérieure (soit en déformations linéaires,
soit avec des conditions périodiques). Ensuite, nous donnons le couplage entre la microstructure et la
macrostructure. Parallelement, nous montrons la construction numérique de la loi constitutive macrosco-
pique, utilisée ultérieurement. Enfin, on présentera une analyse de perte d’ellipticité macroscopique et

on définira le concept de I’instabilité adoptée.

5.2 Les hypotheses de base

On assume que la configuration du matériau au niveau macroscopique est suffisamment homogene.

Seulement, au niveau microscopique, elle est hétérogeéne (la morphologie est composée par des grains,
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Chapitre 5. Probléme micro/macro

FIG. 5.1 — Schéma de localisation/homogénéisation. On impose un gradient de déformation F et on

récupere le premier tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff P.

des interfaces, des cavités). Cela est schématiquement illustré en Fig. 5.1. La dimension de la longueur
macroscopique est beaucoup plus grande que les dimensions microscopiques, de sorte qu’une approche

de continuum soit justifiée pour chaque constituant.

La méthode d’homogénéisation numérique implique que le tenseur du gradient de déformation ma-
croscopique F soit calculé, pour chaque point matériel de la macrostructure (par exemple, les points de
gauss du maillage macroscopique dans le cadre de la méthode d’éléments finis). Le tenseur du gradient
de déformation F est, ensuite, utilisé pour formuler les conditions aux limites du VER, qui est assigné
a ce point. Apres avoir calculé la solution du probleme sur le VER, le tenseur de contrainte de Piola
Kirchhoff no. 1 macroscopique P est obtenu en faisant la moyenne de la contrainte dans le VER. En
conséquence, on a obtenu une relation entre la contrainte et la déformation macroscopique dans le point
macroscopique. De plus, le module tangent macroscopique local est calculé a partir du module tangent

de la microstructure. Ce schéma d’homogénéisation est représenté dans la Fig. 5.1.

Le procédé micro-macro, décrit ici, est un procédé "contrdlé en déformation”. C’est-a-dire qu’au
niveau macroscopique, le probléme est formulé de la fagon suivante : pour un gradient de déformation
macroscopique donné, F, nous déterminons la contrainte P et le module tangent macroscopique, basé sur
la réponse de la microstructure. Un procédé "contrdlé en tension" (donné une contrainte macroscopique
locale, on obtient la déformation) est également possible. Cependant, une méthode de ce type ne s’adapte
pas directement dans le cadre standard d’éléments finis, qui est habituellement utilisé pour trouver la
solution du probléme avec des conditions aux limites. D’autre part, en cas de grandes déformations, les
effets de rotation macroscopique doivent étre ajoutés au tenseur de contrainte pour déterminer, en mode
unique, le tenseur de gradient de déformation. Ce phénomene complique 1’implémentation numérique.
De fait, I’approche "contrdlé en contrainte" n’est ,généralement, pas adoptée dans I’homogénéisation

numérique micro-macro couplée.
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5.3 Position du probléme sur un VER

Les propriétés physiques et géométriques de la microstructure sont identifiées par un VER. Pour
toutes les analyses, on considere que la cellule élémentaire contient des microstructures granulaires. Le
choix du VER n’est pas toujours évident. Le VER doit étre assez grand pour représenter la microstruc-
ture et, en méme temps, il doit étre suffisamment petit pour permettre de modéliser, correctement, le

comportement. Plusieurs exemples de VER sont donnés, ultérieurement, dans la section 1.7.4.

X2

F1G. 5.2 — La configuration de référence d’une cellule unitaire périodique

Alors, le probléme, au niveau du VER, peut étre formulé comme un probleme standard en mécanique
de solides quasistatiques.
Nous considérons Vy C R? un volume représentatif bidimensionnel de la configuration non-déformée du
corps (Fig. 5.2). On dénote par By C V) la partie solide du corps et par Hy C V) les cavités existantes
dans la microstructure. Aussi, nous avons Vy = By U Hg et 9By = 0Vy U OH, ot )V, qui représente la
frontiére extérieure du VER. OH représente, alors, la réunion des frontiéres intérieures et 913 la frontiére
du corps solide.
On dénote par X le vecteur de position initiale pour un point (dans le domaine de référence 1)), et sa
position actuelle est donnée par x = (X, t), oll ¢ : By x R — N2 qui est I’application non-linéaire de
déformation. Nous décrivons par F(X) = E)goé);,t) le tenseur de gradient de déformation de la micro-
structure.
Le VER est dans un état d’équilibre. Ceci est, mathématiquement, donné par 1’équation d’équilibre écrite

en terme de contrainte de Piola Kirchhoff numéro 1, P(X)
DivP(X) =0 en By avec (PFT)T = PFT (5.1

Les caractéristiques mécaniques des composantes de la microstructure sont décrites par certaines lois
constitutives, d’oll nous aurons des relations contrainte-déformation, qui dépendent du temps et de I’his-

toire de chaque constituant microstructural :

P (t) = F"{F™ (1), T €0, t]} 5.2)
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ou ¢ dénote le temps courant, m = 1, N, avec /N nombre de composantes différentes de la microstructure

(grains, interfaces, cavités).

5.3.1 Conditions sur la frontiére extérieure du VER

La transition de 1’échelle micro a 1’échelle macro est réalisée en imposant le tenseur de gradient de
déformation macroscopique F par différentes méthodes. En général, sont utilisées trois types de condi-
tions sur le bord. Il y a des déformations linéaires, des tensions uniformes si le matériau du VER est
hétérogene, et des conditions de périodicité en déformation et d’anti-périodicité en tension, si le VER est
périodique.

Dans le cas de déformations linéaires appliquées sur le bord, le vecteur position du point, situé sur la

frontiere extérieure du VER dans un état déformé, est donné par

o(X,t) =F()X sur 0V (5.3)

Pour des conditions en tension nous donnons

t(X,t) = P(¢t)N(X) sur OV (5.4)

Ces conditions sont écrites en termes de contrainte de Piola Kirchhoff P, avec N la normale extérieure

sur V. Cependant, les conditions en tension sur les bords données par (5.4) ne définissent pas com-

pletement le probleme micro. C’est ce que nous avons affirmé dans le paragraphe 5.2, les conditions ne

sont pas facilement utilisables pour les calculs a deux échelles. Par conséquence, dans notre étude, les
conditions en tension ne sont pas utilisées. Elles ont été présentées ici, seulement pour la généralité.

Pour les matériaux hétérogeénes périodiques on peut imposer des conditions périodiques sur le bord.

Ces conditions s’écrivent dans la forme générale :

p(XTt) — (X7, 1) = F(1)(X" - X7) (5.5)
t(Xt,t) = —t(X",t), avec t(X*) =PN* (5.6)

ol les signes + et — sont associés pour les frontieres opposées, V" = IV, UV, et dVy = 9V, U
OV, respectivement, et on dénote par N = —N~ la normale extérieure dans le point correspondant sur
IVE.

La périodicité du matériau peut étre définie dans la configuration lagrangienne par deux vecteurs de

périodicité {LP},_1 o avec I’origine en X® € R2.
o(XP +LP t) — o(XP,t) = F(t)LP (5.7
t(XP + L7, 1) = —t(X”,1), avec t(X)=PN (5.8)

ou N est la normale extérieure.
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On peut voir que ces conditions périodiques, données par les formules (5.7-5.8), conservent la périodicité
du VER dans son état déformé.

En autre, on doit mentionner que (voir aussi Miehe [74] ; Terada et al. [110]) les conditions de périodicité
fournissent une meilleure évaluation des propriétés globales que le déplacement prescrit ou les conditions

en tension (voir également la section 1.7.4).

5.3.2 Conditions sur la frontiére intérieure du VER

Nous avons deux types de frontieres internes : interfaces cohésives entre les grains et des frontieres
libres de contraintes, au tour de 1’intersection des interfaces ou a I’intersection d’une interface avec une
frontiere externe. (Fig. 5.3)

Dans le premier cas, nous utiliserons une lois de traction-séparation sur I’interface (voir [116] et
[121]). Nous considérons deux points matériels, situés en pointe de fissure, dans deux grains voisins,
notés par A et B, respectivement. Dans la configuration de référence, les deux points coincident, X4 =
X5 (Fig. 5.3). Les vecteurs de position dans la configuration courante sont x* = x”, d’o1 les vecteurs

de déplacement sont donnés par :

u? =xP —XxP (5.9)
Le vecteur de déplacement relatif entre les points A et B est donné par :
AutP =u? —uP. (5.10)

Nous considérons (T?,N?), un repére local sur I’interface, avec N” un vecteur unitaire normal et T® un

vecteur tangent a celui-ci. Nous pouvons écrire les composantes normale et tangentielle, du vecteur de

e
B

N9 D

0
p E "
Xy Jaigrete®
2 B

.

. T

Ny
X1

(a) (b)

FI1G. 5.3 — Schéma de la zone cohésive dans la configuration (a) non-déformée et (b) déformée
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déplacement relative :

A; = Au?B . T0
A, = Au?B . N (5.11)

Avec ces notations, nous définissons la loi de traction-separation sur I’interface :
PN’ =PxN° =, ' =t%(A) (5.12)
avec la composante normale et la composante tangentielle
tp =1t 71"
t9 =¢°.NY (5.13)

La loi d’interface est donnée par les formules :

tg = ft(Athn)
t9 = fu(Ar, Ap). (5.14)

Ensuite, nous considérons les fonction f; et f,, qui définissent une loi cohesive. Pour obtenir cette loi,

nous définissons, aussi, un parametre effectif non-dimensional A, sous la forme :

JETEY. s
A

2
O¢

P
I

(5.15)
b An S 0?

Dans la configuration non-déformée, X est égal a zéro, puisque les points A et B coincident. Pendant la
séparation sur I’interface, A augmente et atteint la valeur 1 quand la séparation est complete. Nous avons
noté par d,, et J;, le saut critique, respectivement normal et tangentiel, au-dela duquel I’intéraction entre
les Ievres de fissures devient nulle, ainsi que la partie de résistance au glissement.

Nous considérons une fonction f(\) définie par

) =

27 2
2 Tas(1 =204+ 22), 0< A <1
{ 4 ( ) (5.16)

0, A>1

Pour une histoire de la cinématique

t— Ap(t), A(t)

on définit A(t) par
A(t) = sup ()

T<t

qui represent un parametre d’endommagement sur I’interface.
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TA

Tmax

bv

5

N

FI1G. 5.4 — Evolution des force tangentielle et normale avec contact unilateral en fonction de saut respec-

tivement tangent et normal. Pour la courbe en trait plein, on a pris en compte le frottement de Coulomb

Alors, la loi de comportement s’écrit :

= FA0) A0 Ay >0

(X)) = (5.17)
Knln, A, <0
1
5 (M)A, A, >0,
0x)={ , t (5.18)
5 (A@) Ay — sign(Ay)psTn, A, <O.
t
avec A
MOM A< 17
py = Ot (5.19)
1o, sinon

Le contact unilatéral est implementé par une méthode de pénalisation, avec la constante ,,. Dans la Fig.
5.4, nous avons représenté les forces tangentielle et normale.

Le frottement de Coulomb est activé progressivement, au début de la décohésion, et completement, apres
la décohesion totale, avec jiq le coefficient de frottement. Cette loi de frottement décrit un comportement

réversible, au niveau des interfaces, avec la possibilité de glissement pendant la décharge.

5.4 Couplage entre la microstructure et la macrostructure

Le couplage entre les niveaux macroscopique et microscopique est basé sur le calcul de la moyenne

des théoremes. Le calcul de la moyenne pour des expressions, en utilisant 1’intégration, a été réalisé
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initialement par Hill (1963) [50] pour des petites déformations, et plus tard prolongé par Hill (1984) [52]
et Nemat-Nasser (1999) [81].

Nous avons noté par P le tenseur de la premiére contrainte macroscopique de Piola Kirchhoff et le
gradient de la macro-déformation par F. On postule que le tenseur macroscopique F est la moyenne
en volume du tenseur microstructural F du gradient de déformation, et on peut calculer, en utilisant le

théoréme de divergence, cette intégrale comme une intégrale de surface (voir aussi [74]) :

le/ F dA ds (5.20)
Vol /B

Une relation similaire est obtenue entre la contrainte macroscopique et la contrainte microscopique :

— 1
P:/ PdA (5.21)
Vol /B

De cette fagon, nous obtenons la réponse macroscopique de VER, sous forme d’une loi constitutive

numérique.

5.5 Construction de la loi constitutive macroscopique

D’une maniere générale, le procédé numérique d’homogénéisation nous conduit a une loi constitutive
macroscopique de la forme :
P(t) = F'{F(r),7 € [0,]} (5.22)

qui donne le tenseur de contrainte Piola-Kirchhoff no.1, P au moment ¢ en fonction de I’histoire du
gradient de déformation macroscopique F (F(T); T €0, t])
Pour toute histoire de F, nous supposons que P admet 2 tout moment ¢ une dérivée a droite P, par rapport

au temps ¢

Fe lm P(t+dt) — P(t)

2
§t—0, 5t>0 ot (5.23)

Nous supposons, également, qu’une histoire de F étant donnée, la dérivée temporelle i droite P, dépend

seulement de la dérivée a droite Fde F :
P = G(F) (5.24)

ou la fonction G est, généralement, non-linéaire par rapport a 1’argument F et peut dépendre aussi de
I’histoire (F(T); T € [0, t]) . Puisqu’il n’y a pas de viscosité dans le modele, G est positivement homogene
de degré I par rapport a son argument.

Conformément a I’intégration numérique en temps de 1’équation constitutive (5.22), la fonction G
peut étre calculée de la fagon suivante. Supposons que I’on a fait n incréments pour une histoire donnée

de F, jusqu’au pas n et que 1’on ait obtenu ainsi la valeur P,, du tenseur de contrainte Piola-Kirchhoff I.
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5.6. Analyse d’instabilité macroscopique

Considérons I’'incrément fAt du gradient de déformation F, sur I’intérvale At, qui conduit a la valeur
numérique P” du tenseur de Piola-Kirchhoff I. La dérivée a droite de P* peut étre approchée par :

.

P= AL (5.25)
1l est évident que la dépendance de P sur F donne (implicitement) la fonction G.
Dans ce qui suit nous nous restreignons au cas oti I’histoire de F est donnée par F = I+ aG°. G° est un
tenseur donné et o est le parametre de chargement qui joue le rdle de ¢ variant de maniere monotone de
Oal.

Sur ce chemin, le tenseur de Piola Kirchhoff I est une fonction de « :
P="P(a) (5.26)

En I’absence des effets de viscosité, il est convenable de prendre ¢ = .
En dérivant par rapport a «, on déduit que F = G sur le chemin donné. La définition de la fonction G
nous conduit a la formule approchée suivante :

Pla+ Aa) —P(a)

Aoy (5.27)

Q(GO) ~

5.6 Analyse d’instabilité macroscopique

Nous considérons un processus de déformation quasi-statique 2 I’échelle macroscopique. Si X repré-
sente la position d’un point matériel dans la configuration de référence, le probleme consiste a déterminer
1’application de transformation, Z;(X 7, ) ol X est la position 4 I’instant ¢ du point matériel X. L’ équation

d’équilibre s’écrit :

0Pis _ (5.28)

0X y

La relation constitutive (5.22) est obtenue par homogénéisation de F. Le gradient de la déformation
macroscopique est défini par F;, = %

Consig%’r'ons maintenant le probleme incrémental, correspondant. L’ inconnu du probleme est la vitesse

i

v = 5 , dans 1’équation
3ﬁu _0
0X

obtenue par dérivation, par rapport au temps ¢ du (5.28), I’équation constitutive incrémentale (5.24) et

(5.29)

les conditions aux limites incrémentales.
La perte d’unicité du probléme incrémental est étudiée par la méthode de Rice [94]. On cherche F
discontinue sur la frontiere d’une bande de localisation. On démontre que cette discontinuité doit étre

telle que

Flyp = FO + qx Ny, (5.30)
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ot N est la normale (]|N|| = 1) a I'interface, F' Iincrément du gradient de déformation de méme coté

que N et FO d’autre coté de I'interface. Le vecteur contrainte doit étre continu a travers I'interface :
(ﬁu—ﬁu) Ny=0 (5.31)

Comme P! et PY sont liées a F! et FV, respectivement par 1’équation (5.24). Les inconnus q et N doivent

satisfaire les équations
(66 (FO + q© N) — Goy (F0) ) N = 0 (5.32)

pour FO donnée.

I1 est clair que pour chaque N, q = 0 est une solution. La perte d’unicité a lieu si, il y a une solution
q # 0 pour ’equation(5.32).

Pour le processus de déformation macroscopique quasi-statique, la question de perte d’éllipticité revient
a la determination d’une valeur «, pour laquelle I’équation (5.32) a une solution non triviale q # 0.
L’équation (5.32) est non linéaire et son étude est en générale difficile, en particulier, dans notre cas,
ou la fonction G est obtenue sous forme numérique. Dans ce cas, nous restreignons la recherche d’une
solution (5.32) au cas ou le tenseur ﬁ est proche de ﬁ. C’est le mode de bifurcation continu dans le
sens proposé par Rice ([94]).

Pour G differentiable par rapport & FO, I’équation (5.32) devient apres linéarisation :
Bk (F)qeNLN; =0 (5.33)

ou BZ'JkL (ﬁ) = agw

OFyr F=F0
Il est clair que 1’équation (5.33) a une solution non triviale, si et seulement si, le tenseur acoustique Q,

défini par Q;x = B; k. N1, IN;, est singulier :
detQ = 0. (5.34)

Pour des VER sans interfaces, le comportement homogénéisé est hyperélastique et la condition précé-

dente revient a la condition de perte d’ellipticité, telle qu’elle est définie dans [58]. Dans ce sens, notre

analyse généralise celle de Knowles et Sternberg [58], en reliant la perte d’ellipticité a la non unicité de

probléme incremental.

Pour le processus quasistatique particulier, considéré avec F = I + oG, nous avons F constant et égal a

G, ainsi que la fonction G (GO) qui peut étre approchée par (5.27).

Quand a la differentiation numérique de G, nous pouvons employer une formule en differences finies

Gis(GY +eAM) — G, ,(GY)
€

Bk = (5.35)
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ot AFL est un tenseur d’ordre 2 donné par la relation suivante :

(AFL);; = { Lo (kD)= (), (5.36)
0, sinon

La perte d’ellipticité exprimée par (5.34) est le concept d’instabilité adopté dans cette étude. D’autre
modes d’instabilité peuvent apparaitre notamment a cause du frottement, cela nécessite des études plus
approfondites.
Dans ce qui suit, on vérifiera la condition (5.34) pour la loi constitutive homogénéisée comme un indica-
teur de I’apparition de comportement instable macroscopique (par exemple, une bande de localisation).
La question de la stabilité peut étre également formulée au niveau microscopique. On peut montrer (e.g.
[58]) que, pour N + 24/ > 0, i/ > 0, (ot X et u’ sont les coefficients de Lamé) les relations (5.17-
5.18) assurent I’ellipticité forte du probléme d’équilibre macroscopique. Ceci montre que les instabilités
macroscopiques sont exclusivement les résultats de la rupture par decohésion sur les interfaces inter-

granulaires.
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Chapitre 6

Implémentation numérique
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6.1 Introduction

Les details de résolution numérique du probléme mécanique sur un VER, présenté dans le chapitre

5, sont donnés dans ce chapitre.

Pour commencer, nous présentons la formulation forte du probléme sur un VER, suivie par la for-
mulation faible. Dans la section 6.4, nous donnons la discrétisation en temps en utilisant une méthode
incrémentale. Ensuite, nous appliquons la méthode de Newton-Raphson, pour résoudre le probleme sur

un pas. Les conditions sur le bord, sont, soit en déformations linéaires, soit avec des conditions pério-

diques.
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6.2 Formulation forte du probléeme sur un VER

Nous avons vu dans la section précédente, que le probleme mécanique sur un VER que nous cher-
chons a résoudre, est donné par le systeme d’équations :

o le gradient de déformation

_ 09(X)
F=—0 6.1)

e la loi de comportement d’un matériau hyperélastique de Saint-Venant Kirchhoff donnée par
S=Ntr(E)I+24E (6.2)

ot S = F~!P est le tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff numéro 2 et E = } (FTF — 1) est le
tenseur de déformation de Green-Lagrange.

e I’équation d’équilibre écrite en termes de contrainte de Piola Kirchhoff numéro 1, P(X)
Vx -P(X)=0 en By avec (PFT)T = PFT (6.3)

ou I’opérateur Vx dénote la différentielle dans la configuration de référence.
e les conditions sur la frontiere extérieure du VER

a) déformations linéaires

o(X)=F-X sur 0V (6.4)

b) déformations périodiques
(X)) —p(X7)=F- (X" -X") sur 9V (6.5)
t(X1) = —t(X7), out(X*)=PN* (6.6)

e les conditions sur les interfaces cohésives
P4N? = PpN° = t°; ' =t%(A) sur OH, (6.7)

ou tO = [t 9] et A =[A; A,], ot A, et A, sont les composantes normale et tangentielle, res-

pectivement, du saut de déplacement sur I’interface.

Ces équations représentent la forme forte du probléeme mécanique associé a un comportement d’un milieu
hyper-élastique granulaire. Les formes variationnelles, qui sont présentées dans la section 6.3, ont pour
objet de reécrire ce probleme mécanique, sous une forme intégrale (non-locale), de maniere a mettre en

ceuvre une méthode de discrétisation.
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6.3 Principe des travaux virtuels sur un VER

La formulation du principe des travaux virtuels est obtenue en multipliant 1’équation (6.3) par un
champ cinématiquement admissible u*. Ensuit,cette relation est integré sur le volume de reference V.
Apres une intégration par parties sur le domaine V) et en utilisant le théoreme de divergence, nous

obtenons pour tout champ u* cinématiquement admissible :

Vxu*:PdVy — / P-N%u* dsg =0 (6.8)

Vo aBO

Puisque nous avons supposé des conditions aux limites en déplacement sur toute la frontiere, 1’intégrale

sur la frontiere extérieure s’annule et le deuxiéme term devient :

- / P-Nou* dsg = / (tOAx +t)AY) dsg (6.9)
0B OHo

2\' — AU*AB . TO

A% = Au4B . NO (6.10)
Au*AB — u*A _ u*B

Nous introduisons le résidu :

R(u,u*)= [ Vxu*:PdVy —i—/ (tO A% + 1) AY) dsg (6.11)
Vo 87‘[0
et le probléme peut maintenant s’écrire :
Trouver une fonction u telle que

R(u,u*) =0 (6.12)

pour tout champ de déplacement w* cinématiquement admissible.

Pour ce qui suive, nous allons utiliser les notations suivantes :

R(u,u*) = RY (u,u*) + R! (u,u*) (6.13)
avec
RY (u,u*) = [ Vxu*:PdV (6.14)
Vo
Rl (u,u*) = / (tO A% +tIAY) dsg (6.15)
OHo
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6.4 Discrétisation du temps - méthode incrémentale

Ne pouvant écrire les équations (6.12) a tout instant, nous faisons le choix que ces équations soient
vérifiées pour des valeurs discrétes du temps, formant une suite croissante de Nin valeurs. Comme nous
avons vu dans le paragraphe précédent, en absence d’effet visqueux, le role du temps est joué par un
paramétre de chargement o , o° = 0,a!, 02, ...,aV™ = a avec (F' =1+ a”G"). Nous chercherons
donc les champs u’™ qui satisfont les équations suivantes :

Vn €{0,1,...,Nin}

Vxu* : P" dVy + / (O AX 19" A¥) dsy = 0 (6.16)

V() 87'(O

pour tout champ de déplacement virtuel u* cinématiquement admissible, de maniere a ce que la loi de

comportement :
P"(a) = F {F"(7), T €0, o} (6.17)

soit satisfaite.
Si nous supposons le probleme résolu jusqu’a I’incrément n, nous pouvons faire une hypothese cinéma-

tique, permettant de passer des champs u', ..., u” connu au champ u”*! inconnu.

6.5 Application de la méthode de Newton-Raphson au probleme incré-

mental

Nous allons, maintenant, étudier la méthode de résolution du couple d’équations (6.16-6.17), par la
méthode de Newton-Raphson (Fig. 6.1). On se place dans le cas ot une configuration V" ! est com-
plétement connue. Nous supposons connaitre une estimation de la configuration inconnue V", que 1’on
notera par V', Puis, nous chercherons une "meilleure approximation" V' de la configuration V.
Nous supposons, donc, étre dans la boucle ¢ d’itération de la méthode de Newton-Raphson. Partant de

I’approximation u™ de la solution, on cherche une correction éu telle que :

R +du,u*) =0 (6.18)
' =u" 4 Su (6.19)

D’ou on trouve
0=R(u" ,u")+ Bu (u" ,u*) du + ||du||e(ou, u*) (6.20)

Négligeant le terme ||0u||e(du, u*) nous devons, maintenant, résoudre le probleme linéaire suivant :

oR
Ou

7

(u"i,u*> du=—R(u" ,u*); (6.21)
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Nous pouvons calculer le résidu et la matrice tangente comme une somme du résidu et de la matrice
tangente calculés, en volume et sur les interfaces cohésives. En utilisant les formules suivantes, nous

avons le résidu sous la forme :

R@u” ,u*) =RV ", u) + R (", u") (6.22)
avec
T\’,V(u"i,u*): qu*:P(u"i) dVg:/ sym (FT(u"i)-VXu*) :S(u"i)dvo (6.23)
Vo VO
RI(u" ) = / O(u™) - A* dso (6.24)
OHo
Ainsi, en tenant compte de P = F - S, nous avons la matrice tangente :
OR /i N\ ORV/ i N ORY/ i ,
() =5y () + 5 () (2%
ou
ORY i d . dF ds
" = — :(F-S)dVy = i —-S+F-— | dVp (6.26
Ou (u ,u) du VOqu (F-8) dVo VOVX“ (du N du) Vo (6:26)
oR! P d 0/ i at’
— (u" =— t'(u” ) A*dsy= —(")-A*d 6.27
Ou (u ,u) d“/Ho (u™) %0 /Ho du(u ) *0 627

La solution est, a priori, cherchée dans un espace de fonctions vectorielles de dimension infinie. Nous

allons, en fait, le résoudre dans un sous espace de dimension finie de cet espace.

6.6 Discrétisation d’éléments finis

Ensuite, nous appliquons la discrétisation d’éléments finis aux équations variationnelles, 6.21. Nous

considérons que le volume V) contient nelV des éléments en volume et nell des éléments sur I’interface

R,

FIG. 6.1 — La méthode de Newton-Raphson sur un increment
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cohésive (Fig. 6.2). Nous avons noté par U le vecteur global de déplacement des noeuds et par U le
vecteur de déplacement des noeuds correspondants a chaque élément.
Apres la discrétisation, nous avons obtenu le probléme suivent :

Trouver une fonction U™ telle que

R nt 9 % o s
o (u U )5u - R, UY) (6.28)

pour tout champ de déplacement U* cinématiquement admissible.

Les expressions pour le résidu et pour la matrice tangente sont données par :

nelV nell
RU™ U =D RV (U™, U+ > R(U", UM, en Vg et OHg (6.29)
e=1 e=1

% (ww) - %V [?UV (U”i,U*)] + Ti” [%1:; (U”i,U*)] (6.30)
e=1 € e=1 e

ot RV et R représentent le résidu élémentaire sur les éléments de volume et d’interface respectivement,
ORYV  OR! : . : I ’
o0 et 90 constituent la matrice de rigidité élémentaire sur les éléments de volume et d’interface

respectivement.

6.6.1 Calcul du résidu élémentaire et de la matrice de rigidité élémentaire sur un élément

de volume

a) Calcul du résidu élémentaire
Nous considérons en volume, uniquement, des éléments quadrilatéraux. Sur un élément de volume,

noté wY’, le résidu élémentaire est évalué par la formule suivante :
RY(U",U*) = (Z BZISJXW> U* (6.31)
pg

pour tout champ de déplacement virtuelle U* cinématiquement admissible. L’intégrale a été calculée en

utilisant la méthode de Gauss, ou pg désigne les point de Gauss que nous avons considéré en chaque

F1G. 6.2 — Discrétisation d’éléments finis
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élément. Nous avons noté par S est le tenseur de contrainte de Piola Kirchhoff no.2 écrit sous la forme
vectorielle.
Pour obtenir cette relation, nous avons exprimé, dans I’équation (6.23), les quantités qui contient u”' et

u*, en utilisant les fonctions de forme N et 1’opérateur de déformation B,,;, sous la forme :

i 7

u" = NU" (6.32)

Lsym(FT - Vxu*) = B, U* (6.33)

ou U et U* représentent les vecteurs de déplacement dans les nceuds d’un élément, pour le champ de
déplacement inconnu, ainsi que pour le champ de déplacement virtuel.
Pour calculer B,,; nous avons remplacé F = 1+ D, et Vxu* = D*, ou D représente le gradient de dépla-

cement, dans 1’équation (6.33). Nous obtenons, alors :

B,,U* = Lsym((D+I)T-D¥)

= Lsym(D*)+ L sym (DT - D)
— B,U*+B,U* (6.34)

ou B; est I’opérateur qui calcule les composantes linéaires du tenseur de déformation de Green dans
la forme vectorielle. Ainsi, B,, est I’opérateur qui calcule les composantes non-linéaires du tenseur de
déformation de Green dans la forme vectorielle (voir equation 4.12).

Le tenseur de déformation de Green sous la forme vectorielle est calculé d’apres la formule :

_ 1
E = Lsym(D)+L gsym((DT -D)

i1 i i
= B;U" +§BnUn =B, U" (6.35)

b) Calcul de la matrice de rigidité élémentaire

|4

Apres discrétisation en éléments finis, pour la matrice de rigidité sur I’élément de volume w, , nous
avons obtenu :
oRY nt p1x T s TQ *
U (U U ) = | 2 Bl =Bu +GSG| wix | U (6.36)
P9
pour tout champ de déplacement virtuel U* cinématiquement admissible.
Pour obtenir cette relation, nous avons utilisé :
dS dSJE dS
= (6.37)

w—ﬁm:ﬁ nl
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et
T = g [LomD)+ L SmDT D)
— B,+B,=B, (6.38)
et
dF = d(D +1) = dD (6.39)
et
D*: (D-S) = U*'GTSGU™ (6.40)

ou G est I’opérateur qui transforme le gradient de déplacement dans une forme vectorielle :
D =GU" (6.41)

et
. [s 0] . [0 0]
S= ol 0= (6.42)

Remarques :
1) Dans la matrice de rigidité, on peut distinguer deux parties. La premiere contient une information de

non-linéarité matérielle, liée au modele de comportement choisi :

ORY /i _ T dS
= (U ,U*) - (%: {BnldE nl} wa> U

ou
et la deuxieéme partie contient les non-linéarités géométriques (dans I’hypothese des petites déformations

mat

cette partie est nulle).

o (U0)

_ (Z 675G wa> iy

geom pg

2) Pour 1I’élément isoparamétrique a quatre noeuds, le calcul des opérateurs est donné en Annexe B.1

6.6.2 Calcul du résidu élémentaire et de la matrice de rigidité élémentaire sur un élément

de Pinterface

Maintenant, nous considérons un élément de I’interface notée w!, représenté par un quadrangle a
quatre nceuds dégénéré en segment (i.e. les noeuds I - J et I + 1 - J + 1 ont les mémes coordonnées).
Nous le représentons sur la Fig. 6.3 par un rectangle dont I’ orientation des grands cotés définit le repere
local a I’élément (N°, TV), avec N un vecteur unitaire normal au grand coté et T un vecteur tangent a

celui-ci.
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Nous allons considerer, comme dans la section 5.3.2, un point A, qui se trouve d’un c6té de I’interface,
et son correspondant, B, situé de I’autre co6té. Les vecteurs de position dans la configuration courante

sont x4 = xZ, d’o les vecteurs de déplacement sont donnés par :

u? =xP X8 (6.43)

Le vecteur de déplacement relatif entre les points A et B est donné par :

Au?B =u? —uP. (6.44)
ou écrit sous une forme matricelle :
ug! ug!
Aui'B 10 -1 0 u u
= =H (6.45)
Aus'B 01 0 -1 ul u
Us U2B

Et ses composantes normal et tangentielle sont :
Ay = AutP .10
A, = Au?P . N° (6.46)

ot T et N° sont définis sur I’élément d’interface dans la configuration de référence. Ils peuvent étre

calculés en fonction des coordonnées nodales de cet élément, X/, X’*1 par la formule :

:[ cos(f) sin(6)
—sin(f) cos(6)

TO

=Q (6.47)
NO

Avec ces notations, nous pouvons réécrire le déplacement relatif aux directions normales et tangents sous

la forme :

Ay
Ay

AB
Aug

(6.48)
Au?B

J+1

I+1

F1G. 6.3 — Schéma de 1’élément d’interface cohésive
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Dans la section 5.3.2, nous avons défini les composantes normal et tangentielle du vecteur de tension en

fonction des variables A, et Ay, tels que :

ty = fi(Ar, Ap)

9 = f.(As, Ap) (6.49)

Avec ces notation établies, nous allons calculer le résidu élémentaire et la matrice de rigidité pour un
élément de ce type.
a) Calcul du résidu élémentaire

D’apres I’équation (6.11), le résidu sur un élément d’interface cohésive peut étre écrit sous une forme

matricielle :

(6.50)

i AY

R/ (U™, U") = / tYAF +1OA% dw = / (O] | dw
wl wl A%

Cette intégrale est calculée sur un élément parent (représenté par I'intervale [—1, 1]), en utilisant (6.45)

et (6.48) apres la relation :

R/(U" U*) = / 6.51)

T Q H([uf us uf ul1)T Jx dwP™
wéaﬂ‘
Sur I’élément cohésif typique donné en Fig. 6.3 on peut exprimer le vecteur de déplacement par interpo-

lation, en utilisant les fonctions de forme N = [IN; N»| de dimension 1 (voir B.1) et les déplacements de

noeuds I, I +1, J, J+1

uf
ug
- % r -
uf N; 0 Njyy O 0 0 0 0 uf
A J+1
U 0 N 0 N 0 0 0 0 U —
2 | d T+l 2 =NU* (6.52)
u® 0 0 0 0 Ny 0 Nigi 0 ul
u¥ 0 0 0 0 0 N 0 Np ud
u{ﬂ
[yt
OleJ:N]:Nl etNJ+1:N]+1 = Ny
Par une méthode d’intégration numérique de type Gauss (voir Annexe B.1) on obtient :
R (U™, U*) = (ZT QH NwJX> u* (6.53)
Pg

pour tout champ de déplacement virtuel U* cinématiquement admissible.

b) Calcul de la matrice de rigidité élémentaire
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Pour calculer la matrice de rigidité sur un élément d’interface, nous partons des équations (6.27) et

nous obtenons :

OR! i d A A
e L G e A R I / dat? at] | =t | d 6.54
GU( ’ dU/wg[tn] A% w wg[t n) A% w (6.54)
ou
dt? oh O dA dA
o | = | o o - (059
dt,, A DA dA, dA,
Utilisant (6.44), (6.48), (6.52) en (6.54) nous avons :
OR! — —
il (U” ,U*) _ / N'HTQ"MTQHN dw | U* (6.56)
ou wl
Et cette intégrale est calculée par la méthode de Gauss en dimension 1 sous la forme :
OR' iy INZAR": (PR YR A IN{ *
8U(U”,U>_<ZNH Q"M’QHNwJx | U (6.57)
Pg
pour tout champ de déplacement virtuel U* cinématiquement admissible.
6.6.3 Résolution du probléme sur un pas
Maintenant nous avons a résoudre une équation de type :
K" ou =~ [R"] (6.58)

N . T i L, . @ . . T
ou la matrice de rigidité K™ et le vecteur résidu R™ sont obtenus par sommation des matrices de rigidité

élémentaires et des vecteurs élémentaires respectivement par la formule :

) nelemV neleml
[an] > (ZBflsmx) + Zl (ZT QHNwJX> (6.59)

e=1 pg P9

nelemV o neleml
e=l \pg e e=1 \pg .

Nous allons nous placer dans le cas ou les conditions aux limites aux fronti¢res sont des conditions en
a) déformations linéaires
b) déformations uniformes périodiques.
Dans les deux cas, tous les noeuds ont le méme type de conditions. Pour simplifier le calcul, nous allons,
d’abord, séparer les nceuds en deux categories. Il y a les nceuds situés a I’intérieur du VER et les nceuds

situés sur la frontiere extérieure du VER. Soit, N le nombre total de nceuds du maillage et M le nombre
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de nceuds situés sur la frontiere extérieure, avec la condition M < N. Alors, nous pouvons construire
deux matrices de permutation P, € M(2N —2M, 2N) et P, € M(2M, 2N ), qui permettent de séparer

les nceuds et de réécrire le vecteur de déplacement ainsi que le vecteur résidu sous la forme :

Lo ur P U™
u = i = i
uy PyU"

ou les indices a et b sont associés avec les nceuds intérieurs et les noeuds sur la frontiere extérieure du

P,R"™
P,R"™

nt

Ra
nt

Rb

et [R”Z} _ - 6.61)

VER. Similairement, au point (6.61), la matrice globale de rigidité est partitionée en
K] =

a) Déformations linéaires sur la frontiere du VER

nt n’
K ab

aa

n? n?
Kba Kbb

(6.62)

P,K"PI P,K"PL
P,K"PI P,K" P!

Nous allons nous placer dans le cas le plus simple, ou les conditions limites aux frontieres du volume re-
présentatif sont des conditions en déformations linéaires. Chaque nceud ¢, situé sur la fronti¢re extérieure

al’incrément n + 1, a un déplacement imposé par la relation (6.4), écrit sous la forme discrete :

X = FX, g=1,... M, F'' =14 atGo (6.63)
ou écrite en déplacement
Ut = a"GX,, qg=1,...M, (6.64)
et
AU, =UT — U] = AaG Xy, g=1,..., M, (6.65)

Nous en deduisons donc que, sur un pas itératif, la condition imposée sur la fronticre est

i+1

Ut —ur =, o U, =0, g=1,... M, (6.66)

La prise en compte des valeurs imposées sur la frontiere du champ inconnu est fait par la méthode de
suppression des équations, c’est-a-dire dans le systeme final [K"l} ou = {R”l} oul’ on ne va garder
que les composantes de U, qui ne sont pas données. Si on tient compte de la répartition du systéme, en

fonction des positions des nceuds du maillage, le systéme s’écrit :

Kr, K7 || U, R
¢l = — . (6.67)
Kg‘a K{jb Uy Rg

Nous pouvons donc extraire un sous systeme correspondant a 2N — 2M inconnus, en supprimant les

lignes et les colonnes b de la matrice [K”l} , écrite sous la forme

a

[Kg;} Uy = — [R"’} (6.68)
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Des hors, nous obtenons les déplacements aux nceuds situés a intérieur du VER.
ni -1 ni
U, = — [Kaa} [Ra } (6.69)
b) Déformations uniformes périodiques sur la frontiere du VER
Pour implémenter les conditions périodiques nous avons besoin de grouper les nceuds situés sur les

frontieres opposées (OVT, V™) en P paires (X;F, X )g=1,...,P-

Avant de définir les conditions périodiques, introduisons quelques notations :

GO =" [GY, GY, GY, GY,]T (6.70)
et
X; 0 X7 0
0 X 0 X,
D = 2 D, = 2 6.71)
XS 0 X5 0
0 X 0 X
L Ly L Ly
avec
QF =} -D, et Q' =[0f, QI .., QF] (6.72)
et
XF = [XF X357 (6.73)

Pour faire le lien entre les nceuds appartenant a la méme paire, on peut construire une matrice P €

M(P, 2M), qui contient comme éléments {0, 1, —1} sous la forme
P = [Py, Po, ..., Pp] (6.74)
ou

+

(g

—x, ) =Pyxyp (6.75)

avec Xy, le vecteur des nceuds situés sur la frontiere extérieure.

La condition des déformations périodiques implique

ou écrite en déplacement
+ - _
U Uttt ="YX - X)), g=1,..,P (6.77)
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voir encore sous une forme plus compacte
1 I R ~0
Pxp !l = QTF T, équivalenta  PUMH! = QTGO (6.78)

Pour résoudre le systeme (6.58) avec la condition (6.78) nous allons introduire les multiplicateurs de
Lagrange w € M (2M, 1), qui représentent le vecteur force extérieure, associé aux paires des nceuds.

En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, le systeme d’équation algébrique non-linéaire s’écrit :

i+1

R =0
Ry =T (6.79)
Pup = QTGO

i+1

U =U" + U et 7 =7 + o

Apres la linéarisation nous obtenons :

K 0U, + K2 0U, + R =0
K} U, + K} Uy, + Ry —PTre —PTom =0 (6.80)
PUY + Py, — QTGO =0

La solution est obtenue, dans les étapes suivantes, par une méthode d’élimination. Nous déterminerons

dans la premiere équation du systeme (6.80); 0U, tel que :
Uy = —(K2) Y (R + K7, 6Uy) (6.81)

on le remplace dans la deuxieéme équation du systeme (6.80)2, apres nous obtenons le systeme réduit :

Kt Fom il o)
PoU +PU™ —QTGY =0
ou
Ry =Ry — K, (K2%,) 'R (6.83)
Ky, =K}, — KL (K!,)"'K?, (6.84)

Pour (6.82); nous obtenons la correction 0l des déplacements des noeuds de la frontiere extérieur du

VER donnée par :
Uy = —(K)'(RY — P n™ — Pom) (6.85)
Cette relation introduite en (6.82)2 nous avons la correction des multiplicateurs de Lagrange :
o= — [P(ﬁ;},j)—lpT] - [(Pu;;" — QTG — P(KE) MR — PTw”")} (6.86)
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Avec une notation plus compacte de forme

nous avons

™' = [Py - Q76 - P(Kj,) (R — PP (6.87)
K' - [P(ii;},j)—lpﬂ (6.88)
o = — [R5 (6.89)

Nous pouvons, alors, calculer successivement 6l et U ,, en utilisant les équation (6.85) et (6.81).
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Chapitre 7

Exemples numériques
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7.1 Introduction

Les tests numériques, que nous présentons ici, ont pour but d’établir un lien entre la décohésion inter-
granulaire, la perte d’ellipticité et la bifurcation de la réponse homogénéisée pour une micro-structure
granulaire. Comme on a vu dans le paragraphe 5.6, pour détecter les seuils de bifurcations, nous avons
considéré le critere de Rice (5.34). La notion d’instabilité adoptée, dans ce chapitre, est liée a la perte
d’ellipticité.

Nous nous attachons, ici, a I’étude du comportement homogénéisé, au lien entre 1’instabilité au ni-
veau des interfaces de la micro-structure et a I’instabilité macroscopique, ou a I’apparition de différents
modes de rupture, en fonction de plusieurs parametres de la loi cohésive. Un r6le important sur le com-
portement macroscopique est joué par les conditions aux limites du VER.

Dans cette section nous allons considérer différents types de géométrie de la microstructure. Dans
un premier cas, nous considérons pour le VER une structure hétérogeéne non-périodique avec deux ou
plusieurs grains séparés par des interfaces cohésives. Ensuite, nous prenons des VER composés par une

ou plusieurs cellules périodiques (Fig. 7.1).

131



Chapitre 7. Exemples numériques

(a)

F1G. 7.1 — (a) VER non-périodique avec 2 et 15 grains ; (b) VER périodique avec 9 grains

Pour tous les tests effectués, nous avons considéré que chaque sous-domaine de grain est composé
d’un matériau St-Venant Kirchhoff, avec comme paramétres, les constantes de Lamé \' = 1442.3 MPa,
p' = 961.5 MPa.

Touts les calculs présentés, ici, ont été effectués avec I’hypothese des grandes déformations, en uti-
lisant un algorithme d’éléments finis formulé en Lagrangian total (c’est-a-dire sur la configuration de
référence). Les interfaces entre les grains sont modélisées en utilisant les éléments finis cohésifs (voir,
par exemple [83], [120]).

Les conditions sur le bord, en déformations linéaires ou périodiques, sont appliquées, en utilisant un
gradient de déformation macroscopique de la forme : F = I + aG° ot G est une charge macroscopique

fixe et « est un indice de chargement courant qui vade 0 a 1.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Le premier cas traité est I’analyse de perte d’ellipticité, fait
sur les VER, représentés dans la Fig. 7.1(a), avec des déformations linéaires. Ensuite, nous analysons
I’influence des conditions limites sur le comportement homogénéisé. Enfin, nous finirons par le cas
périodique, en prenant une cellule périodique comme le montre la Fig. 7.1(b). La réponse constitutive
macroscopique est obtenue, numériquement, pour des VER comprenant un nombre différent des cellules
périodiques et de valeurs différentes pour le coefficient de frottement et de parametres de la loi cohésive,

qui caractérise les interfaces.

7.2 Tests numériques avec des déformations linéaires imposées sur le bord

Dans cette section, nous consideérons deux exemples des géométries non-périodiques, avec des condi-

tions sur le bord en déformations linéaires.

La premiere géométrie utilisée est une structure simple carré de 1.0 mm, composée de deux grains sé-

parés par une interface (Fig. 7.1(a)). Tous les calculs sont faits en compression, en appliquant un gradient
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_ 0 O
de déformation F = I+ aG?, ou G¥ = . La Fig. 7.2 est obtenue pour les parametres de la

0 —-0.1
loi cohésive, d, = o = 0.01 mm et T,,,,, = 10 MPa et montre la hiérarchie de comportement instable
pour notre modele. Sous la courbe globale de comportement, en fonction du facteur de chargement «,
nous observons un retard entre le moment ou les premiers points situés sur I’interface se trouvent dans
la zone d’adoucissement (étape (1)) et la perte de macro-ellipticité (étape (2)). Le point marqué (3), dans
la Fig. 7.2, correspond a la premie¢re occurrence de décohésion totale, au niveau micro. Nous pouvons
remarquer que la perte d’unicité de la solution macroscopique correspond a une certaine longueur, qui
se trouve dans la zone d’adoucissement de 1’interface. Ce résultat est similaire a celui obtenu en [26], ou
ils ont montré qu’une longueur critique de la région, située en zone d’adoucissement, est nécessaire pour
activer des modes d’instabilités. Considérons, maintenant, la question de la dépendance du maillage sur
nos résultats. Nous avons considéré trois maillages différents avec 156 éléments, 600 éléments et 2352
éléments, respectivement. On peut facilement voir, dans la Fig. 7.2(gauche) que les trois points critiques,
obtenus avec les trois maillages différents correspondent au méme chargement. Nous avons également
représenté, dans Fig. 7.2, le profil sur I’interface obtenu avec les trois maillages, pour I’instant de charge-
ment correspondant a la perte d’ellipticité (2). On peut remarquer que les trois régions coincident. Nous
croyons que I’'indépendance du maillage est due a la stabilité a I’intérieur des grains, ainsi qu’au fait
de I’adoucissement des comportements microscopiques. Ces derniers se produisent, seulement, sur des

ensembles de mesure zéro.

Nous donnons, ensuite, plusieurs résultats numériques, pour montrer la dépendance de I’instant de la

0.5

671

.......... 156 elem 7]
66| 600 elem ] 0.35 . 0.45 _.H""'\‘

—— 2852 elem . . - v/ N 7
651 A ] < oal J < 04 p .

kIR / o b
64l 0.35
63l 0.25
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
aQ 62 b X (1) X (2)
\Q" 61 5
60 1 e
1) (1) premier incrément avec des o "
g élements d’interface en zone 0.8 o w
59 d'adoucissement q . LN
. s < o <
(2) instant de perte d’ellipticité 0.6

581 macroscopique 1

(3) premier ingcrément avec des 0.4
571 7 elements d'interface en 1

décohésion total
f . . . . . . . . .
019 0195 0.2 0205 021 0215 022 0225 023 0.235 02 04 06 08 1 02 04 06 08
« X (3) x (b)

FI1G. 7.2 — Gauche : Courbe de comportement macroscopique, contrainte (MPa), en fonction du facteur
de chargement «, pour 3 maillages différents. Droite : La valeur de A , qui correspond aux chargements
de pas choisis pour le maillage. Pour I’instant (2), nous avons représenté dans la figure (b) le profil
sur I'interface de A pour les trois maillages - les points situés en zone d’adoucissement corespondent a

A > 1/3 et ce en zone de décohésion complete a A > 1
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perte d’ellipticité au niveau macroscopique, en fonction des différents parametres de la loi cohésive.

Pour la représentation dans la Fig. 7.3, nous avons considéré le méme chargement compressif,
Tz = 30 MPa, sans frottement et différentes valeurs de §,, = J;. Le résultat numérique prouve que
la perte d’ellipticité correspond aux longueurs différentes de la zone d’interface, qui se trouve en régime
adouci. Ces longueurs dépendent des parametres de la loi cohésive. Un lien similaire entre les instabi-
lités micro-macro est illustré dans Fig. 7.4, pour différentes valeurs de 7;,,.. Pour des valeurs grandes
de T},q2, seulement quelques éléments instables d’interface sont nécessaires pour la perte d’ellipticité au
niveau macro. Alors que pour des valeurs petites de T},,4., tous les éléments d’interface doivent étre dans
le régime adoucissant.

L’influence du parametre de frottement, po est analysée dans la Fig. 7.5. Nous pouvons voir que
la présence du frottement a un effet d’empéchement sur le déclenchement des macro-instabilités. Dans
la Fig. 7.6, nous avons représenté les régions d’ellipticité/non-ellipticité dans le plan de chargement
macroscopique F11 — F99, avec et sans le frottement sur 1’interface. On peut remarquer la différence
entre la traction et la compression, en ce qui concerne le domaine de macro-ellipticité. Mais aussi, le
fait que dans quelques directions, nous n’avons pas constaté de perte d’ellipticité. La courbe complete
de décohésion, correspondant a la rupture totale du volume élémentaire, est également représentée. La
comparaison entre les deux cas confirme que le frottement a un effet de retard sur le début de macro-

instabilité.

La deuxieme géométrie de VER est une structure granulaire illustrée dans Fig. 7.1. Nous considé-

—0.1 . L
rons G = accompagné de différentes variations pour les parametres 15,44, 0n = 64, €t L0,
0 O

. 5,=8,0.01 | os, 5,-5,-0.015
< 04 . ’ < 04 N b
By gttty o

03] ma . 03

02 0.2
5 10 15 20 5 10 15 20

nie (@) nie  (b)

0.4
<

03

06 0.2

F1G. 7.3 — Gauche : Courbe de comportement global, contrainte (MPa) en fonction du facteur de char-
gement «, pour différentes valeurs de d,, = d;. Droite : La valeur du parametre de décohésion A sur
I’interface (nie = nombre des éléments sur I'interface). Les points situées en zone d’adoucissement cor-

respondent & A > 1/3 (la ligne horizontale).
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160 T

1501 | . T =40 A T =30
140} 1 \
< 04 < 04(m® »
130+ 1 ’
\ / . o
1201 | 03 03 "sssssssmant
10y 1 02 5 10 15 20 02 5 10 15 20
N .
|Q:] 100} 1 nie  (a) nie  (p)
| 90 05 05
r 1 : = : T =1
0.45 Tmax_zo 045 max 0
80} 1 i / ' = e
047} / 0.4 -~ .‘l
\ / \ -/
701 ] <= 035 " e LT P Sl <= oss| """ =
60t 4 03 03
(d) 0.25 025
50- 1
' ; ' ; ' y ; 02 5 10 15 20 02 5 10 15 20
0.15 02 025 0.3 035 04 045 05 ; ;
nie nie
« (c) (d)

FI1G. 7.4 — Courbes globales de comportement, contrainte (MPa) fonction du facteur de chargement «,

pour différentes valeurs de 7;,,,, et la valeur correspondante du parametre de décohesion A
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FI1G. 7.5 — Courbes globales de comportement, contrainte (MPa), fonction du facteur de chargement
a, pour différentes valeurs du coefficient de frottement g et la valeur correspondant du parametre de

décohesion \.

comme il est décrit dans la légende de Fig. 7.7. Nous retrouvons, dans ce test, les ruptures successives,
du type décrit précédemment. Ceci est illustré par les trois configurations de VER en Fig. 7.7. Cette dé-
cohésion, par étapes, meéne a une combinaison de zones stables/instables dans la réponse macroscopique.
L’influence des différents parametres précisés auparavant peut étre observée ici. Dans ce cas-ci, les déco-
hésions successives ont lieu sur un grand nombre d’interfaces, menant a une région de macro-instabilité,
dans la réponse homogénéisée. Les influences des parametres de cohésion et de frottement, illustrées
dans le cas simple, considéré en cette section, demeureront vraies pour des géométries microstructurales

plus complexes.
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0.03r
Décohésion total,
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w=0.1 Décohésion total,
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0.0 w ‘ ‘ ‘
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aG?l

FI1G. 7.6 — Zones de (non) ellipticité dans le plan de chargement macroscopique, avec ou sans
frottement(o = 0.1). Nous représentons les courbes de perte d’ellipticité et de décohésion totale dans

tous les points d’interfaces.

F1G. 7.7 — Courbes globales de comportement, contrainte P;; (MPa) en fonction du facteur de char-
gement « pour différents jeux de parametres 1) Thq. = 20, 0, = 0 = 0.01, jyug = 0 2) Thae = 20,
0n = 0 = 0.015, g = 0; 3) Thnaz = 30, 6, = 6 = 0.01, o = 0. Dans le cas 3), nous montrons trois
configurations successives de VER ainsi que les zones correspondantes de decohesion complete sur des

frontieres intergranulaires
7.3 Déformations linéaires - déformations périodiques. Comparaison

Pour mettre en évidence I’influence des conditions sur le bord, nous allons considérer un premier

exemple avec une géométrie périodique tres simple, représentées par une carré de dimension 1.0 mm,
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composé de deux grains séparés par une interface verticale cohésive. Une analyse complete, sur la perte

d’ellipticité, sera faite dans les deux cas.
0.05 o
) et le VER est réalisé

Le lien entre la déformation macroscopique (F = I + aG® ou G =

par des déformations linéaires et par des conditions uniformes périodiques, respectivement.

Convention : Dans ce paragraphe, toutes les courbes obtenues avec des conditions linéaires sont tracées

avec des lignes en pointillé. Par ailleurs, la ligne continue est utilisée pour les courbes en conditions

périodiques.

Dans la Fig. 7.8, nous représentons la contrainte globale, dans la direction de chargement, en fonction
du facteur de chargement «, et ce, dans les deux types de conditions. Nous pouvons voir une grande diffé-
rence entre les deux courbes. Le comportement en configuration linéaire est approximativement linéaire.
En revanche, la courbe en conditions périodiques s’adoucit. Les conditions périodiques dans le cas de
traction uniaxiale impliquent, au niveau de I’interface, le méme comportement de chaque élément. Cela

va déterminer un comportement global, dans la direction de chargement similaire, avec le comportement

. . . N P . —-—_max
de I’interface (voir Fig. 5.4). Des hors, la courbe présente un maximum Py; = Taz-
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F1G. 7.8 — Courbes globales de comportement contrainte (MPa) en fonction du facteur de chargement a.

Comparaison entre déformations linéaires sur les bords et déformations périodiques.

Dans la Fig. 7.9, nous représentons le min(det(Q)) dans les deux cas en fonction du parametre
a. Nous pouvons voir que les deux courbes sont approximativement similaires. Toutefois, la courbe en
déformations linéaires ne devient jamais négative. Donc, le critére de Rice n’est pas vérifié, en ce cas. En
revanche, dans le cas des conditions périodiques, le critere de Rice est vérifié pour tous les o > 0.098.
Aussi, dans la Fig. 7.9 (droite), nous avons représenté le profile de det(Q) en fonction de 6 € [—, 7]
pour trois valeurs differentes du facteur o (o« = 0.04, 0.098, 0.15).
Comme nous avons constaté, les conditions linéaires sont trop restrictives et elles influencent beau-

coup le comportement, au niveau de I’interface. Ensuite, nous considérons un deuxiéme exemple, ol
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FIG. 7.9 — Minimum de det(Q) en fonction du facteur de chargement «v. Evolution du déterminant pour

différentes orientations de bande, a trois états de chargement «

nous avons choisi un VER contenant plusieurs grains, de dimension 1.0 mm, avec les propriétés des in-

terfaces cohésives, données par T}, = 1 MPa, §,, = §; = 0.01 et le coefficient de frottement po = 0.3.

0.01 0.05
Le chargement appliqué est G = . Dans la Fig. 7.10 on peut, également, voir que, dans

0 0
ce cas, le comportement peut étre tres different entre les conditions linéaires et les conditions périodiques.

Déformations linéaires

. == Décohésion total
45l \. Zone d’adoucissement

o

Déformations périodiques

0 005 01 015 02 025 03 035

a

F1G. 7.10 — Courbe globale de comportement contrainte (MPa) en fonction du facteur de chargement c.

Comparaison entre déformations linéaires sur les bords et déformations périodiques.
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7.4 Déformations périodiques

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser une structure granulaire périodique. Les grains sont carac-
térisés par les mémes constantes de matériau que dans les paragraphes antérieurs. La premicre analyse
est faite sur un VER, contenant une cellule périodique. Elle montre la possibilité d’avoir une bifurcation
de la solution. Ensuite, nous allons évoquer un VER, contenant plusieurs cellules. Puis, nous allons pré-
senter 1’apparition de nouvelles solutions pour cette situation. L’influence du nombre des cellules sur la

réponse macroscopique est, aussi, donnée.

7.4.1 VER a une cellule

Sur un VER contenant une cellule unitaire périodique, nous appliquons un chargement fixe G =
0.01 0.05

0 0
totale. Nous nous intéressons, également, a faire une recherche directionnelle, pour tracer des enveloppes,

. Nous étudierons, alors, la perte d’ellipticité et I’apparition des fissures par la décohésion

qui permetteront de comparer la réponse incrémentale.

7.4.1.1 Perte d’ellipticité

La Fig. 7.11 représente le comportement global des différentes solutions obtenues, en appliquant un
chargement fixe G°, par des conditions périodiques. Nous considérons les parametres cohésifs 6,, = §; =
0.01 mm, T}, = 1 MPa et le coefficient de frottement, 1y = 0.3.

Une analyse sur la perte d’ellipticité a été, également, effectuée dans le cas présent. Nous en avons
établi une hiérarchie entre les points de passage de la zone stable a la zone instable (soit au niveau
macroscopique, soit au niveau de I’interface), puis le moment de la décohésion totale. Cette hiérarchie
est marquée sur la courbe globale contrainte - facteur de chargement par les points (1) — (4).

Une fois que le critere de Rice a été vérifié, on observe qu’il y a clairement une bifurcation de la solu-
tion du probleme macroscopique, en obtenant deux solutions distinctes. Les différentes solutions ont été
obtenues en changeant le pas de 1’incrément (Ac«) ou la valeur de critere de convergence (er). L’instant
de bifurcation est placé avant 1’apparition des points en déchoésion totale au niveau de I’interface.

Nous présentons, dans la Fig. 7.11 (droite), le profil du parametre de décohésion sur les interfaces,
pour les deux solutions. Cela se déroule a différents instants, en spécifiant le nombre d’itérations (N17),
dans I’'incrément nécessaires pour trouver la solution. Nous constatons que pour les premiers incréments
(Ie facteur de chargement o < 0.219), nous avons une treés bonne convergence (3-4 itérations), indiffé-
rente du critere de convergence ou du pas d’incrément utilisé. Une fois le critere de bifurcation vérifié,
pour le facteur de chargement o = 0.219, il semble que I’algorithme numérique oscille entre deux solu-
tions.

Nous donnons, dans la Fig. 7.12, le profil de convergence sur I’incrément correspondant au facteur

de chargement a = 0.219. On s’apercoit, tres bien, que 1’erreur est importante et qu’elle ne diminue pas
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FI1G. 7.11 — Gauche : Courbes de comportement macroscopique, contrainte (MPa) en fonction du facteur
de chargement o, pour les parametres de la loi cohésive §,, = §; = 0.01 mm, T, = 1 MPa, le coefficient
de frottement ug = 0.3, et pour différentes valeurs de I’incrément (Acq) et du critéere de convergence (er).
Les points sur la courbe correspondent a : (1) - le premier incrément pour lequel, au niveau de I’interface,
il y a des points situés dans la zone d’adoucissement. (2) - 'instant de bifurcation (le critere de Rice est
satisfait), (3) qui est associé avec les premiers points de I’interface qui sont en décohésion complete, et

(4)- VER fissuré. Droite : Le parametre de décohésion A sur les interfaces.
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FI1G. 7.12 — Profil de convergence pour I’incrément correspondant au facteur de chargement o = 0.219 :

I’erreur numérique, Ne, en fonction de nombre d’iteration, Ni.

rapidement, comme pour les autres incréments (méme si les premieres itérations des autres pas ont a peu
pres la méme erreur). L’algorithme est, en fait, en train de "chercher" la bonne solution. Apres plusieurs
itérations, I’algorithme diverge, puis revient sur la premiere solution, avant de converger trés rapidement

(4 itérations) définitivement.
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A cet instant, en fonction du critére de convergence, nous retrouvons soit une solution avec plus de points
de I’interface situés dans la zone adoucissante, soit une solution qui a déja des points en décohésion totale.
Remarquons qu’avec un critére de convergence classique de 1073, le calcul n’aurait pas convergé vers

les méme solutions.

Nous avons repris, ensuite, les parametres utilisés pour obtenir la premiere solution.Par la suite, nous
nous sommes intéressés a étudier I’influence de la décharge partielle, pendant un chemin charge-décharge
partielle- charge. Dans la Fig. 7.13, on met en évidence, qu’apres la décharge partielle, le matériau revient

au méme état de contrainte que celui qu’il a subi précédemment.

7.4.1.2 La simulation des recherches directionnelles

Gudehus [46], en 1979, a défini la notion de recherche directionnelle, pour tracer des enveloppes
réponses, qui permettent de comparer, de maniere géométrique, la réponse incrémentale unitaire de dif-

férentes relations constitutives.

Nous présentons une analyse directionnelle, en considérant la solution du probléme obtenue avec le
critere de convergent er = le — 8 et un facteur de chargement Ao = le — 3.
—0.1

0
choix est de faire une recherche directionnelle dans ce plan la. Cette recherche est faite a partir d’un état

Comme la charge appliquée est donnée par G = , donc dans le plane (Fn, Fm), notre

contrainte - déformation qualifié d’état initial en appliquant, toujours a partir de ce méme état, plusieurs
. = = = = =2 =2 . .
incréments de chargement dF = (dF11, dF2), de norme ||dF| = \/dF; 4+ dF,, indentique pour

09r 1 1
0.8} 5 :
07" 1
0.6
05 1
0.4f .
03} |
02} |

01 4

FI1G. 7.13 — Courbe global contrainte de cisaillement vs. facteur de chargement avec charge-décharge

partielle
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chaque incrément. L’incrément de charge est défini par :

dF11 = ||dF|| cosf
dF1s = ||dF| sinf (7.1)

En faisant varier 6 de 0° a 360°, chaque direction en déformations est inspectée.
Pour chaque incrément de chargement dF’, un vecteur réponse dP = (dﬁll, dﬁlg) est associé.
Pour effectuer cette recherche directionnelle, on doit fixer deux parametres : le nombre de directions (6)
et la taille de I'incrément de chargement (||dF])).
Nous avons considéré 36 directions, soit une sollicitation tout les 10°. En revanche, la taille de la

norme de I’incrément de chargement est plus difficile a prendre. Bien que le choix d’une valeur de ||dF||

< 10* ||dF|| = 10 <10° |IdF[| =10 ||dF|| = 10
2 2 0.02
C\l1 ... T ..0. ™ (.....'030. ™ ‘......'.:o
. i | —ol e e
I, O -teg ot R e el LI | ..
® . % ® . ! .'. = ® e : .0.
- * e, S e, K] e, 3
® o000 | ® o 00° l ® o000
2 2 | 0.02 |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -0.04 -0.02 g 0.02 0.04
dPyy x 10 dP1; x 10° dPqq

FI1G. 7.14 — Enveloppes réponse pour des recherches directionnelles a partir d’'un méme état initial (o =

0.150) et pour ||dF|| = 10~%, 107>, 1076

||dF|| =10-° x 10° ||dF|| = 107° x10* |[dF||=10"*
0.02 2 2
: 1 "00. ., :
% ‘ .0 o o
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‘qu .""......... ‘Qﬂo T es . ‘qu ..:. o...
= ® e 0o = : o.....’ "@_1 : 'oo...’
0.02 o2 | 2 |
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 4 -2 6 2 4 4 2 6 2 4
dP11 dﬁll x 10 dill X 10_4

F1G. 7.15 — Enveloppes réponse pour des recherche directionnelles a partir d’un méme état initial (o =

0.283) et pour ||dF|| = 104, 107°, 1076
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FI1G. 7.16 — Envelopes réponses pour des recherches directionnelles a partir de plusieurs états initiaux

soit quelque peut arbitraire, nous nous sommes basés sur le fait que I'incrément de chargement doit
permettre de caractériser le comportement mécanique du matériau a 1’état de contrainte - déformation
considérée. Comme notre modele présente des déformations ponctuelles au niveau de I’interface, au
cours de la sollicitation, nous risquons de ne prendre pas en compte le comportement, sur 1’interface,
pour des valeurs trop faibles de ||dF|| (cf. Figs. 7.14 et 7.15). Nous avons donc opté pour une valeur
||dF|| = 1072, qui permet de rester au plus prés de I’état initial, tout en prenant en compte, a la vue de

Fig. 7.15, des processus induits par la non-linéarité de la loi cohésive.
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Chapitre 7. Exemples numériques

La Fig. 7.16 montre les enveloppes réponses pour des recherches directionnelles effectuées a partir
des différents états initiaux, marqués sur la Fig. 7.13, avec les nombres 1 — 6. Pour o < 0.219 (voir
les figures correspondant aux points 1 et 2), les enveloppes réponses sont des ellipses, qui au debut
sont centrées sur 1’origine du repere. Ensuite, pour des chargements plus importants, les ellipses sont
légerement perturbées. On peut affirmer que ces enveloppes réponses sont typiques d’un comportement
incrémentalement linéaire isotrope. Plus on s’éloigne d’un état isotrope, en augmentant la valeur de «,

plus les enveloppes réponses s’allongent pour finalement dégénérer en une droite.

7.4.2 VER contenant plusieurs cellules

Considérons maintenant que le VER est composé de plusieurs cellules de périodicité. Nous prouvons

I’existence de nouvelles solutions, qui ne peuvent pas étre obtenues par la reproduction périodique des
solutions obtenues sur la cellule unitaire.
Dans les Figs. 7.17 et 7.18, nous représentons la contrainte globale de cisaillement en fonction du facteur
de chargement «, pour un VER composé d’une, de 4 ou de 9 cellules périodiques. Le mé&me criteére de
convergence est utilisé pour les solutions numériques. Ainsi, nous recherchons la méme hiérarchie, pour
les différents moments d’instabilités précedente.

Des calculs numériques sont faits pour les mémes parametres, sauf la valeur du coefficient de frotte-
ment. Les résultats sont montrés dans les Figs. 7.17 et 7.18.

On remarque que la présence du frottement induit un nouveau mode de rupture, qui ne respecte
plus la périodicité. Néanmoins, pour les interfaces sans frottement, la rupture reste toujours périodique.
On peut voir facilement que pour le mode de rupture périodique, la réponse globale est indépendante
du nombre des cellules choisies. Quand la rupture ne respecte plus la périodicité, étant dépendante du
nombre des cellules considérées dans le VER, le comportement homogénéisé passe alors dans un régime
adoucissant. Donc, pour une taille de grain donnée, ceci montre une dépendance de la réponse globale
sur la taille du VER.

7.5 Conclusions

Nous avons considéré une méthode d’homogénéisation numérique pour un milieu granulaire. Au
niveau de la micro-structure, nous avons considéré une morphologie avec des grains élastiques, sépa-
rés par des interfaces cohésives et frottements. Notre analyse s’est concentrée sur la relation entre le
comportement instable aux différents niveaux : micro et macro.

Au niveau micro, I'instabilité était indiquée par le régime adoucissant de la loi cohésive inter-
granulaire. Tandis qu’au niveau macroscopique, le comportement instable est caractérisé par la perte
d’ellipticité du probleme d’équilibre. Ceci entraine des conséquences sur la pertinence du comportement

homogénéisé.
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FI1G. 7.17 — Rupture non-périodique : Courbes de comportement macroscopique, contrainte (MPa) en
fonction du facteur de chargement «, pour les parametres de la loi cohésive d,, = 6; = 0.01 mm, T}, = 1
MPa, et le coefficient frottement o = 0.5, pour différents VERs a 1, 4 ou 9 cellules périodiques. Les
points sur la courbe correspondent a : (1) le premier incrément pour lequel au niveau d’interface il y a
des points situés dans la zone d’adoucissement, (2) instant de bifurcation (critere de Rice est satisfait),
(3) VER a9 cellules fissuré.
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et sans frottement, pour différents VERs a 1, 4 ou 9 cellules périodiques.
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Chapitre 7. Exemples numériques

Dans un premier temps, nous avons considéré un VER a géométrie simple (deux grains séparés par
une interface) et nous avons établi, dans ce cas, une hiérarchie du comportement de détérioration. Le
lien avec I’instabilité macroscopique a été mis en évidence. Nous avons montré que ce lien est fortement
dépendant des parametres de cohésion et de frottement.

Ensuite, nous avons considéré des structures granulaires périodiques plus complexes. Nous avons
identifié différents modes de rupture microscopique. Des hors, nous avons montré la non unicité de la
solution sur une cellule de périodicité. Puis, nous avons prouvé que pour un VER a plusieurs cellules de
périodicité, les modes de micro-ruptures peuvent respecter ou non la périodicité. Dans le premier cas,
il n’y a pas d’effet de taille (échelle) dans la réponse homogénéisée ; cette réponse est indépendente du
nombre de cellules dans le VER, méme quand 1’ellipticité macroscopique est perdue. Dans le deuxieme
cas, quand la rupture ne respecte pas la micro-périodicité, la réponse macroscopique devient dépendante
du nombre de cellules de périodicité dans le VER. Dans ce cas, cette réponse fait intervenir des effets

d’échelle (taille de la micro-structure).
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Dans ce travail, nous avons présenté des résultats concernant la modélisation a deux échelles des
phénomenes de détérioration dans les matériaux fragiles et quasi-fragiles.

Dans la premiere partie, la technique d’homogénéisation asymptotique a été utilisée pour déduire la
réponse globale d’un corps élastique micro-fissuré. Pour les micro-fissures en évolution, a partir du bilan
énergétique microscopique, on a obtenu, sans faire d’hypotheses phénoménologiques, une loi d’évolution
d’endommagement. Pour 1’obtention de la loi d’endommagement, la méthode classique d’homogénéi-
sation, basée sur des développements asymptotiques, a été adaptée pour I’analyse énergétique sur une

cellule de taille finie.

Le modele d’endommagement résultant décrit la dégradation du matériau, des effets de taille, des
différentes possibilités de comportements de rupture en traction / compression et 1’anisotropie induite.
Leffet d’échelle est bien mis en évidence part I’apparition, dans la loi homogénéisée d’endommagement,
d’une longueur interne microstructurale. Pour illustrer cette nouvelle approche, le cas de I’endommage-
ment fragile unilatral a été analysé en détail.

Un schéma numérique, basé sur des approximations d’éléments finis, a été considéré. Aussi, des
résultats numériques ont été obtenus pour des tests standard, en traction uniaxiale ou en compression
biaxiale. Des comportements expérimentaux connus, tels que la localisation de I’endommagement et la
réponse dépendante de la taille de la micro-structure, ont été reproduits avec ce nouveau modele. Basé sur
une description micro-mécanique correcte de la dissipation d’énergie, le modele assure I’indépendance
de maillage pour les solutions numériques localisées en éléments finis.

De plus, dans la premiere partie, nous avons, également, donné une méthode, pour introduire les
discontinuités de rupture macroscopique, a partir de 1’information micro-structurale, transmise par le
modele d’endommagement.

La modélisation numérique de I’initiation des discontinuités a été faite par la méthode des éléments
finis étendus (X-FEM). La méthode X-FEM s’est montrée un outil puissant et adapté pour la modélisation
numérique de 1’apparition des macro-fissures.

Ainsi, nous avons construit un modele, qui permet la description du processus de détérioration d’un
matériau sain, en passant par les phases : d’apparition des micro-fissures, d’évolution de la zone endom-

magée, d’initiation de la macro-rupture.
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Notre objectif a été, seulement, d’illustrer la méthode, sans considérer des cas complexes, nécessitant
beaucoup d’effort d’implémentation numérique. Cela fera 1’objet de recherches futures.

Nous avons, ensuite, étendu le modele d’endommagement fragile au cas des micro-fissures frottantes.
Des comportements irréversibles, qui correspondent aux glissements bloqués sur les micro-fissures, ont
été mis en évidence, dans ce cas. La loi d’endommagement obtenue tient compte de la dissipation par

frottement sur les levres des micro-fissures.

Dans la deuxieme partie, nous avons considéré une méthode d’homogénéisation numérique pour
un milieu granulaire. Au niveau de la micro-structure, nous avons considéré une morphologie avec des
grains élastiques, séparés par des interfaces cohésives et frottantes. Notre analyse s’est concentrée sur la
relation entre le comportement instable aux différents niveaux : micro et macro.

Au niveau microscopique, I’instabilité est indiquée par le régime adoucissant de la loi cohésive inter-
granulaire, tandis qu’au niveau macroscopique, le comportement instable est caractérisé par la perte
d’ellipticité du probleme d’équilibre. Ceci entraine des conséquences sur la pertinence du comportement
obtenu par homogénéisation.

Dans un premier temps, nous avons considéré un VER a géométrie simple (deux grains séparés
par une interface). Puis, nous avons établi une hiérarchie du comportement de détérioration. Le lien avec
I’instabilité macroscopique a été mis en évidence. Nous avons montré que ce lien est fortement dépendant
des parametres de cohésion et de frottement.

Ensuite, nous avons considéré des structures granulaires périodiques plus complexes et nous avons
identifié les différents modes de rupture microscopiques. Nous avons montré la non unicité de la solu-
tion sur une cellule de périodicité. Cela pourrait €tre interprété en lien avec la non-reproductibilité des
résultats expérimentaux.

Nous avons, ensuite, considéré le cas d’un VER a plusieurs cellules de périodicité. Par la suite, nous
avons prouvé que les modes de micro-rupture peuvent respecter ou non la périodicité. Dans le premier
cas, il n’y a pas d’effet de taille (échelle) dans la réponse homogénéisée ; cette réponse est indépendante
du nombre des cellules dans le VER. Cela se vérifie, méme quand 1’ellipticité macroscopique est perdue.
Dans le deuxieme cas, la réponse macroscopique devient dépendante du nombre de cellules de périodi-
cité dans le VER, lorsque la rupture ne respecte pas la micro-périodicité. Dans ce cas, la réponse obtenue

par homogénéisation fait intervenir des effets d’échelle (taille de la micro-structure).

Perspectives
Pour finir ce travail, nous pouvons évoquer quelques perspectives qui pourraient etre envisageables a
court terme :
— Une extension, des modeles d’endommagement présents dans la premiere partie, au cas 3D serait
motivée par son intérét pour certaines applications

— L’implémentation avec X-FEM de I’initiation de la macro-fissuration mérite d’étre développée
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dans des cas plus complexes, tels que des fissures en compression, avec frottement, en bifurcation
etc.

— L analyse locale, faite dans la deuxieme partie, sera intégrée dans un schéma de type EF?2, pour
I’étude du comportement global

— Les difficultés de modélisation de la réponse homogénéisée nécessite une régularisation. Une so-
lution possible est de considérer une méthode d’homogénéisation de second ordre (par exemple

Kouznetsova [60]).
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Annexe A

A.1 Les outils de la mécanique élastique linéaire de la rupture

Dans cette annexe, nous présentons le comportement asymptotique des champs mécaniques, au voi-
sinage du front d’une fissure, dans les milieux élastiques. Nous définissons les modes fondamentaux de
rupture et les facteurs d’intensité des contraintes correspondants. Nous effectuons une analyse énergé-
tique de la rupture et nous introduisons le taux de restitution d’énergie ainsi que I’intégrale indépendante
de contour J.

Nos références principales sont Kanninen M.F. and Popelar C.H. [57], Broberg [12], Freund [41],
Leblond [63].

A.1.1 Comportement asymptotique des champs mécaniques

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement asymptotique des champs de contrainte
et du déplacement, au voisinage du front d’une fissure.

Nous considérons la déformation statique d’un corps élastique linéaire, homogene et isotrope, qui
subit de petites déformations. Il occupe un domaine B, dont nous notons la frontiere extérieure par 955.
11 contient une fissure C' libre de contraintes. En absence des forces volumiques, le corps est soumis aux
forces de surfaces f(t) sur OB; et le déplacement u?(t) imposé sur OB, (avec 9By N OB, = @) (voir
Fig. A.1). Le probleme d’équilibre, avec les conditions aux limites, a chaque instant de temps ¢, peut &tre

écrit sous la forme :

aijaij = (0 dans B (A.1)
0ij = Qjjki€ dans B (A.2)
0N = fz sur 88]0 (A?’)
w; = u;-i sur 9B, (A.4)

ol u est le champ vectoriel de déplacement, €;; = %(uw + uﬂ) sont les composantes du champ tensoriel

symétrique de déformation, o est le champ tensoriel symétrique de contrainte de Cauchy et n represente
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FIG. A.1 — Zone autour de la pointe d’une fissure

la normale extérieure a la frontiere 055. Pour un matériau homogene, élastique et isotrope, les coefficients
élastiques a;ji,; sont donnés par a;jk = A0k + 11(dir051 + ;1051 ), avec A et pu les constantes de Lamé.

la fissure est considérée libre de contrainte :
_ +
o;inj = 0 sur C (A.5)

Nous avons dénoté par C* les deux frontieres de la fissure.

A un moment donné du temps, le probleme aux limites, élasto-statique est linéaire. On peut, alors,
établir (voir Grisvard [45]) que le champ de contrainte, au voisinage du front de fissure, peut &tre décrit
comme une superposition de modes de déformations élémentaire.

Nous considérons un systeme local de coordonnées (Fig. A.2), ol 1 est la direction tangentielle a la
fissure, dans le voisinage du front d’une fissure, et x2 est la direction normale a la fissure.

Nous nous intéressons au champ de contraintes au voisinage du front de fissure. Ces contraintes
dépendent de la longueur de la fissure, des forces appliquées et de la configuration géométrique. Le
premier a avoir déterminé et résolu les équations de ces champs, pour le cas statique, a été Irwin [54], en
1957, en s’appuyant sur les travaux de Griffith [44]. Il a montré que les contraintes, au voisinage de la

pointe de la fissure, ont la forme :

Kr g Kir g Kirr uprr (1) 1
75 = T O o O b O ko oy o

ou r et 6 (Fig. A.2) sont les coordonnées polaires, centrées sur la pointe de la fissure, (x = rcosf, y =

rsinf, € [—m,x]). Les fonctions,

filj_] I sont des fonctions angulaires, connues pour chaque mode.

FI1G. A.2 — System local de coordonnées en pointe d’une fissure
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A.l. Les outils de la mécanique élastique linéaire de la rupture

Ty

Mode 1 Mode II Mode III

Ty

F1G. A.3 — Les modes fondamentaux de la mécanique de la rupture

Les expressions de ces fonctions vont étre données ultérieurement, dans cette section. K7_yrr sont les

facteurs d’intensité de contraintes pour les trois modes fondamentaux de la rupture. Les fonctions, O'Z(} )
sont les contraintes appliquées au front de la fissure, des termes non-singuliers.
Les expressions analytiques des trois facteurs d’intensité de contraintes dépendent, dans le cas de la
rupture statique, de la longueur de la fissure, de la géométrie et du chargement. IlIs déterminent, a eux
seuls, les champs asymptotiques de contraintes et de déplacements. Pour cette raison, ce sont ces facteurs
qui interviendront dans les criteres de fissuration.
Les trois modes fondamentaux de rupture, correspondant aux déplacements relatifs des frontieres de la
fissure (Fig. A.3), sont les suivantes :

— Mode I : mode d’ouverture (traction), ou les levres s’écartent I’une de 1’autre, suivant la direction

T2, suite au chargement o92. Le facteur d’intensité de contrainte du mode I est défini par :
K= lirr(l) V2mroga(r,0) (A7)
r—

En cas de compression, il ne peut étre négatif, car cela signifierait que les levres se pénétrent et il
faut alors tenir compte du contact entre les levres.

— Mode II : : mode de glissement (cisaillement plane), ou les Ievres glissent ’une sur 1’autre selon la
direction z1, perpendiculaire au front de fissure, qui apparait lors d’un cisaillement o15. Le facteur

d’intensité de contrainte du mode II est défini par :
K= hH(l) V2rroia(r,0) (A.8)
rT—

— Mode III : mode de déchirement (cisaillement hors plane), ou les levres se déplacent I’une par
rapport a ’autre selon la direction x3, parallele au front de la fissure, qui apparait lors d’un ci-

saillement o93. Le facteur d’intensité de contrainte du mode III est défini par :

K= limo V2mrogs(r,0) (A.9)
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La superposition des trois modes est suffisante pour décrire le cas, le plus général, de déplacement des
Ievres de la fissure.

Dans les corps isotropes, élastiques, linéaires, les terms dominants dans les contraintes et les déplace-
ments asymptotiques, dans le voisinage du front d’une fissure, pour chaque mode fondamentale, peuvent
étre déterminés (Kanninen et Popelar, [57]) apres les formules :

In isotropic linear elastic bodies the dominant stress terms and the asymptotic displacements near the

crack tip, for each fundamental mode, can be deduced (e.g. Kanninen and Popelar 1985) as :

En mode I :
K 0 0 30
o1 = ﬁcosi (1 —sin g sin 2> (A.10)
0 3
Oon = \/Q%c;osi (1+Sin251n2> (A.11)
K 0 0 30
o120 = \/21? cos 3 sin 3 sin > (A.12)
” v(o11 + 022), en déformations planes (A13)
33 = .
0, en contraintes planes
En mode II :
K 0 0 36
o1 = T:r (—sim2 (2+c052c08 2)) (A.14)
K . 0 30
_ Z z o A.15
092 e sin 5 cos 5 cos (A.15)
K 0 0 30
o1o = —2L cos - (1 — sin - sin ) (A.16)
\V2mr 2 2 2
v(o11 + 022), en déformations planes (ALT)
033 = .
0, en contraintes planes
En mode III :
Kirr < . 9)
013 = — | —sin— A.18
13 o 2 ( )
_ K G0 (A.19)

093 = c
2 Vonr 2

A partir des relations obtenues pour le champ de contraintes, pour chaque mode pur de rupture, les

équations de 1’élasticité permettent d’obtenir les composantes du champ de déplacement :

up = 2/1,”27r <C082 (H—1+2SID 2>> (A.20)
Ky fr (.0 50
Uy = o\ 27 <Sln2 </<a+ 1 —2cos 2>> (A21)

En mode I :
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En mode II :
K | 0 0
Uy = 2—5 % (sin 3 </<; + 1+ 2cos? 2)> (A.22)
K 0 0
Uy = 7111 /L —cos— | k—1—2sin®= (A.23)
2p V27 2 2
En mode III :

wy = B [0 (A.24)
2u 27 2

ou « est la constante de Kosolov. Elle est définie, différemment, selon le cas considéré : état plan de

contraintes ou état plan de déformations :

3 — 4v, en déformations planes
K= (A.25)
(3 —v)/(1+v), en contraintes planes

Si le corps élastique a une géométrie simple, nous pouvons déterminer des valeurs exactes pour Ky, Ky
et Kyrr. Nous considérons un plan infinie, qui contient une fissure centrée, de longueur 2a. Cette fissure
est subite a une charge infinie, donnée par les contraintes de traction 055 et de cisaillement, o5 et 055.
La solution analytique de ce probleme peut étre obtenue, en utilisant les fonctions complexes (Broberg,

[12]). Ensuite, les facteurs d’intensité sont déduites sous la forme :
Kr=+raoss; Kip =+maols; Kriir = /ma o5 (A.26)

Nous notons que les facteurs d’intensité dépendent de la longueur et du chargement de la fissure.

A.1.2 Taux de restitution d’énergie

Les origines des méthodes énergétiques dans 1’étude de la rupture sont dans le travail de Griffith
[44], qui a compris I'importance de I’évaluation de la variation de I’énergie, pendant I’avancement de
la fissure fragile. Il a associé la dissipation de I’énergie, pendant la propagation de fissure a I’énergie de
création des nouvelles surfaces de discontinuité.

Dans cette section, nous introduisons le concept de taux de restitution d’énergie, noté G. Par sa
définition, G représente ainsi la quantité d’énergie, par unité de longueur de fissure, qui est fournie par
I’énergie élastique du corps et du chargement externe pour la création des nouvelles surfaces de la fissure.
Soit B, C B la partie solide définie par B, = B\{C+ UC_ UT',.} (voir Fig. A.4), avec la propriété

lim B, = B.

r—0
La solution quasi-statique de déplacement est une fonction de la position et du temps u; = u;(x,t). Nous
notons par U la densité d’énergie de déformation :

1
U= EUZ'jé‘ij. (A.27)
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Considérons une éventuelle évolution d’un front de la fissure, dans la direction donnée par le vecteur
unitaire e(t), avec la vitesse ¢(¢). En multipliant A.1 par 4; et en integrant sur 3,., on obtient une relation

globale :

d 0
/BT o (0ijeij) dx /Br oz, (0ijU;) dr =0 (A.28)

La premiere intégrale est exprimée en utilisant le théoréme de transport (voir [113], eqn (81.4)) et pour

la deuxieme nous utiliserons une integration par parties et nous obtenons :

d
— U dx +/ Ucepng ds — fit; ds +/ O’ijnj'lli ds=0 (A.29)
dt Jg, . oB; I,

ou n est la normale unitaire extérieure, qui correspont au contour du I',. autour de la pointe de Ia fissure.
Des expressions particulieres, pour les termes asymptotiques dans le voisinage du front de la fissure,

permettent de supposer que :

iLi N —CU; ke (A.30)
d’ol1 nous avons
d .
— Udxr—+c erbrin; ds = fit; ds (A.31)
dt - Iy 8Bf
avec
brj = Udyj — oijus ke (A.32)

est le tenseur de contrainte Eshelby.

Par passage a la limite » — 0, on aboutit a :

d
— Udzr+cG = fit; ds (A.33)
dt Js oB;
ol
g= lin% erbrin; ds (A.34)
T— F'r

Nous pouvons observer que I’équation d’énergie (A.33-A.34) tient compte de la dissipation d’éner-
gie, causée par ’extension de la fissure. La quantité G est appelé le taux de restitution d’énergie. 11
représente le taux potentiel d’énergie dissipée, au cours d’une extension virtuel d’une fissure unitaire sur
une trajectoire prévue. Donc, dans le cas des problémes quasi-statiques, le critére de propagation de fis-
sure, peut étre formulé en termes de taux de restitution d’énergie. Ce critére stipule que la propagation a
lieu quand une limite critique d’énergie, G, est attendue, tandis qu’il n’y a aucune évolution de la fissure

si le taux de restitution d’énergie est inférieur a cette limite.
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F1G. A.4 — Les contours pour I'intégrale .J

A.1.3 Intégrales indépendantes du contour

Une autre avancée importante dans I’étude de la mécanique de la rupture a été apportée par 1’intro-
duction de I’intégrale indépendante du contour J de Eshelby [37] et Rice [93].

L’intégrale J est donnée, en notation indicielle, par

J = / €Lk (U(Skj - O'Z'jui’k) n; dl’ (A35)
r

dans laquelle U est la densité d’énergie élastique de déformation.
La propriété d’indépendance du chemin peut étre montrée en considérant un domaine fermé A, autour de

la pointe de la fissure, avec la frontiere 0A =1y U Cy UT'y U C_ (voir Fig. A.4). On peut voir facilement

que
0

—br; =0 A.36
8.%']' kj ( )

et en intégrant sur le domaine A, on obtient

0
€L~ (U(Sk] — Uijui’k) ds =0. (A.37)
A Oz

Une intégration par partie donne
/ €L (Uékj — Uiju@k) n; ds — / €L (U(;k)j — aijui,k) n; ds +
Fl F2
/ er (Ung — o4jui ) nj ds =0 (A.38)
C+UC_

Comme les fissures sont considérées libres de contraintes, nous avons o;;n; = 0 sur C* et aussi exng =0
sur la fissure. D’ou, nous obtenons Jr, = Jr,.

Tenant compte de ce résultat, nous pouvons voir que cette intégrale .J présente trois caractéristiques,
qui I’ont rendue incontournable lors de I’élaboration des modeles numériques, développées, ensuite, pour
la simulation de la rupture :

— elle a la signification physique d’un taux de restitution de I’énergie

— elle a une valeur unique pour tout contour arbitraire autour de la pointe de la fissure
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— elle peut étre rapportée au facteur d’intensité de contraintes, en approchant le contour d’évaluation

a la pointe de la fissure.

A.2 Bases fondamentales des déformations macroscopiques pour une fis-

sure horizontale
e Les sous-domaines de linéarité :

R = {ey] Aexi1+ (A4 2u)esn >0}
DY = {ey| Aewi1+ (A +2u)eq <0 et 2pueg1 > 0} (A.39)
DI = {ex| )\6111 + ()\ + 2#)63;22 <0 et 2,[1469612 < 0}

c . . kl
e les déformations macroscopiques fondamentales “E” € D? et 9E* € D9

agii— [ 7V O ) gz _agn J L[ TE L) g (000 ) U4
0o 0 ) 2\ 1 0 )’ 0 —1

gRll — —1.0 . 9E!12 —9 g2l = -t - . IER = 00 A4l)
0 0 2 -1 0 0 -1

e les coefficients %y, et Yoy :

d _ . d _d _ . d _
Q11 = —€z11 — €125 "2 = "1 = €x12; (22 = —€4922 (A42)

o) = —egp11 +eg12; ara =9an1 = —eg12; T = —ez0 (A.43)

e les solutions écrites en &

11 11 12 21 1 11 12 22 22
dg = —dpy, g7 =17 = _§d’7 +0n% T = Iy (A.44)
1
9511 _gnll; 9512 _ 9521 _ 5gnn _97712; g€22 _gn22 (A.45)
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A.3. Definition des vecteurs unitaires normal et tangent sur la microfissure pour les quatre orientations

A.3 Definition des vecteurs unitaires normal et tangent sur la microfis-

sure pour les quatre orientations

-

lN T T N

T N N

(@) (b) (©) (d)

FIG. A.5 — Vecteurs unitaires normal et tangent a la microfissure

Dans la Fig. A.5, nous avons représenté schématiquement les vecteurs unitaires normal et tangent pour
les quatre fissures orientées différemment. Les valeurs numériques de ces vecteurs sont données dans le
tableau A.1.

Les vecteurs unitaires normal et tangent

orientation [N1, No (T, T3]
(a) [0, 1] 1, 0]
(b) [1, 0] [0, 1]
© |[1V3/2 33| 132, V3
@) | Va2 Vel | VR A

TAB. A.1 — Vecteurs unitaires normal et tangent a la microfissure orientée différemment
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Annexe B

B.1 Quelques précisions sur la mise en oeuvre numérique

B.1.1 Transformation géométrique isoparamétrique en dimension 2D. Calcul d’opéra-

teurs

4 1 3

-1 1 5
&1

1 -1 2

X1, Xl

FIG. B.1 — Transformation géométrique de 1’élément parent carré a 1’élément courant ou a I’élément de

référence

L’ élément parent considéré est un carré [—1 1], oll on construit une base de type 1, &1, &, £1&2. En

utilisant cette base, on peut écrire :

X = [XIN(¢) ®.1)



Annexe B.

Polynémes de Lagrange (2D)

Neeud Ni(&1,62) ON;/0& ON; /0,
1 (1-&)A-&)/A4 | -(1-&)/4 | —(1-&)/4
2 | (A+&)A-&)/4 ] 1-&)/4 | -(1+&)/4
31 A+&)A+&)/4 ] A+&)/4 | (1+&)/4
4 1 (1-6)A+&)/4 | —(1+&)/4| (1-&)/4

TAB. B.1 — Fonctions d’interpolation sur I’élément parent 2D

ou [X] est la matrice des coordonnées de noeuds dans la configuration de référence, écrite sous la forme

_ | X ox X3P Xy

X] = 1 2 3 4
Xy X5 X5 X,

(B.2)

ol X! représente la coordonnée 7 du nceud j dans la configuration de référence, et N est la matrice avec

les fonctions de forme

N=[N; Ny N3 N (B.3)

Dans la configuration courante, nous avons une écriture similaire :
_ T
x = [x|N" (¢) (B.4)

ol [x] est la matrice des coordonnées de nceuds dans la configuration courante écrite sous la forme

1 .2 .3 .4
Ly I X1 Iy
[X] - [ 1 2 3 4 ] (B.5)
Ly Ty Ty Ty
Le gradient de déformation est calculé par la formule
ox -1
F = __ = ([x)DN7) ([X]DNT) (B.6)
oX
et le gradient de déplacement s’écrit :
811 T T -1 T
D= & ([UIDN") (X]DN") = [UDNx (B.7)

ou DN est la matrice avec les dérivées de fonctions de forme

ONi 9Nz 9Nz O9Na
_ | ea @& & o
DNI=1 o on om oM, ] B.8)
02 05 06 0L
et [U] est la matrice des nceuds de déplacements
ut U ui U
u=| L L (B.9)
Uy Uy Uy Uy
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B.1. Quelques précisions sur la mise en oeuvre numérique

et DNx est la matrice qui contient les dérivées de fonctions de forme en fonction de coordonnées lagran-

giennes

ON1 9Ny ON3 9Ny
_ 0X1 0X1 0X1 0X1

DN =1 omy on: ony ong (B.10)
0Xo 0Xo 0Xo 0Xo

et on calcule par
DNx = ([X]DN7) "' DN = Jx "DN (B.11)

Le gradient de déplacement peut étre calculé sous une forme vectorielle :

ON; ONy ON3 ONy
Dy X, 0 09X, 0 X, 0 X, 0
ON, HNs AN ANy
n_ D12 _ | x5 0 0X2 0 0X> 0 9X> 0 _
D= = o, ON, ONs ON U=GU (B.12)
Do 0 X, 0 09X, 0 0X, 0 X,
ON1 ONo ON3 ONy
| D2 | | 0 5 0 5 0 ox 0 x|

Dans I’équation (6.34) I’opérateur linéaire B; appliqué au vecteur de déplacement nodal U donné :

Dy
B;U =L sym(D) = Doy (B.13)
D12+ Doy

Si on donne en facteur U dans I’équation (B.13), en utilisant 1’équation (B.12), nous obtenons I’expres-

sion pour B; de forme

ON1 ONo ON3 ONy
0X1 0 0X1 0 0X1 0 0X1 0
— ON1 ON2 ON3 ONy
B, = 0 o 0 &5x 0 55 0 &x (B.14)
ON1 ON1 ONo ONo ON3 ON3 ONy ONy
0Xo 0X1 0X2 0X1 0Xs 0X1 0Xe 0X3

Pour I’équation (6.34), nous avons utilisé I’opérateur non-linéaire B,, appliqué au vecteur de déplacement

U qui est définie par :

D11D11 4 Da1 Doy
B,U =L sym(D'D) = D12D12 + D23 D22 (B.15)
D11D12 + D1 Dss + D12D11 + D2z Doy

Par la factorisation de U de I’équation (B.15) et en utilisant (B.12), nous obtenons

Digxi D1} Duigx; D15
B, = Do gNl Das §§; Dso §§§ Do g%
Dn% + D12 g% Do, gﬁ; + Do aNl D1y §§2 + D2 aN2 D21gf)]\g + D222%
Dug—ﬁ}’j Dngg‘l‘
Dol el ®16
Dl + Dl Dulfl + Dlfls
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‘ Polynomes de Lagrange (1D) ‘

Neeud | N;(€) ON,/0¢
1 (1-¢)/2 -1/2
2 | (1+8/2] 1/2

TAB. B.2 — Fonctions d’interpolation sur I’élément parent 1D

Remarque : En dimension 1, I’élément parent considéré est I’intervalle [—1, 1], et 1a base de mondme est
constituée des polynomes 1 et £. Les fonctions d’interpolation associées au nceud ¢ sont données dans le
tableau B.2.

B.1.2 Méthode d’intégration numérique

Pour intégrer les différentes composantes des matrices et des vecteurs élémentaires, une méthode
d’intégration numérique, de type Gauss, est utilisée ( Dhatt and Touzot [31], Zienkiewicz and Taylor
[124]) pour des éléments parents 1D ou 2D.

a) En dimension 1D
Dans le paragraphe précédent, on a vu que 1’élément parent choisi en 1D est I'intervalle [—1, 1], donc

nous allons évaluer 1’intégrale I, de toute fonction f, sur cet intervalle, grace a la formule suivante :
1 nG ‘
1= [ e~ wif(€) B.17)
-1 i=1

o £ est la coordonnée d’un point d’intégration, 7 dans le repere de 1I’élément parent et w; le poids qui
est associé a chacun de ces points d’intégration. Dans le code, les intégrales sur les é1éments d’interfaces
sont calculées en utilisant 1 jusqu’a 4 points d’intégration, pour lesquels nous donnons les valeurs de
leurs coordonnées et leur poids respectif, dans le tableau B.3.

b) En dimension 2D

Dans le cas 2D, on a choisi comme élément parent le carré [—1, 1]2, pour calculer I'intégrale I de toutes

fonctions f, il suffit de constater que :

1 1 1 ng . ne na o
=/ </f (51’52”&) &= | (izlwif @752)) a6 =33 wwif(6.6)  (B.I8)

-1 i=1 j=1

Donc pour calculer I’intégrale numérique en dimension 2 sur le carré [—1, 1]?, cela consiste a utiliser les

méme valeurs (tableau B.3) qu’en 1D pour chacune des variables.
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Quadrature de Gauss (1D)

ng | Points d’intégration ¢! | Poids d’intégration w;

1 0 2
2 | =0.577350269189626 1
+0.577350269189626 1
3 | —0.774596669241483 | 0.555555555555556
0.0 0.888888888888889

+0.774596669241483 | 0.555555555555556
4 | —0.861134311594053 | 0.347854845137454
—0.339981043584856 | 0.652145154862546
+0.339981043584856 | 0.652145154862546
+0.861134311594053 | 0.347854845137454

TAB. B.3 — Intégration numérique sur I’intervalle parent [—1, 1]
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