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INTRODUCTION

A un nowent ol le calculformel apparait comme un outil trés prometteur pour
les problémes de type algébrique et pour certains problémes abordés de
fagon plus analytique par le biais de 1'Analyse Niunéri.que, on peut se
demander quelles sont les limitations de celui-ci en ce qui concerne les
problémes de calcul avec polyndmes a plusieurs variables. Fn effet, si le
calcul formellmanipule des objets et des structures de complexité sans cesse
accrue, les calculs polyndmiaux ne sont pas sans poser quelques problémes.
Les difficultés tiennent d'abord au grand nombre de termes que peuvent
présenter des polyndmes 3 plusieurs variablés, méme de degré modéré. Lors
d'un produit le nombre de terme obtenu est de 1'ordre du produit du
nombre de termes des opérandes ; a cet égard la symétrie par rapport a
certaines variables, si elle n'est pas utilisée, est wn cas défavorable,
qui présente en outre une grande redondance. I1 parait alors intéressant
de développer des algorithmes spécifiques pour les polyndmes symétriques
ou antisymétrique, dans le but d'accroitre la possibilité de calcul, et
1'exploitation des résultats, car d'une part certains probldmes de type
polyndmiaux peuvent présenter des symétries, que 1'on pourrait alors
exploiter. D'autre part, les polyndmes symétriques apparaissent conme des
outils dans des domaines trés divers comme la théorie des groupes [321,

1a combinatoire [361, [12], [48] et 1la théorie des invariants [321. Le but
de ce travail est donc de présenter un certain nombre de propriétés des
polyndmes synétriques et antisymétriques, sous différents aspects, ainsi
qué quelques algorithmes de calcul formel de ceux-ci.

Dans le premier chapitre, apré@s avoir rappelé quelques définitions nous
mettons en 6vidence un ordre sur le n-uple des éxposants caractérisant les
pelyndimes symétriques monomiaux, que nous appelons ordre ''sommes partielles',
qui sera ensuite utilisé systématiquement, puis nous nous intéressons aux
bases de polyndmes symétriques et aux algorithmes de changement de bases,
nous terminons ce chapitre par 1'étude de certaines fonctions génératrices

de polyndmes symétriques, qui sera poursuivie dans le troisiéme chapitre.



Nous consacrons le deuxigme chapitre & un algorithme de multiplication de
polynbmes symétriques et antisymétriques, ainsi qu'a un algorithme de pas-
sage de la base monomiale & la base somme de puissances semblables. Nous
présentons de facon détaillée la structure de données utilisée pour ceux-ci,
en vue d'en améliorer les performances.

Dans le troisiéme chapitre, nous abordons une classe particuliére de
polyndmes symétriques, les polynSmes de Schur, ceux-ci ont &té initialement
définis et &tudiés dans le cadre de la thdorie des groupes [321, [41, (441,
mais leur étude peut se faire pour 1l'essentiel sans références a celle-ci.
Nous devrons cependant admettre que les coefficients des polyndmes de Schur
dans la base monomiale, s'expriment au moyen des tableaux d'Young, ce qui

ne peut se montrer, 4 ma connaissance que dans le cadre de la combinatoire,
en utilisant la correspondance de Schensted Robinson, généralisée par

Knuth [273, 1291, [51], ou de la théorie du groupe symétrique [321. En outre,
nous ne pourrons montrer que les coefficients de ces polynfmes dans la base
somme de puissances semblabes sont les caractéres du groupe symétrique,
cl'est-a-dire les traces des représentations irréductibles de celui-ci,[4]
[321, [581, mais nous montrerons de facon simple 1'orthogonalité de ces coef-
ficients, 1'identité de Frobenius, et la régle de Murnaghan pour leur calcul.
Pour plus de détails entre les relations entre les polyndmes de Schur, la
théorie des groupes et la combinatoire on pourra se reporter a [41, [21],
[2631, [401, [411, [431, [121, [501, (481, [581, [301.

Nous préséntons bridvement dans le demier chapitre quelques utilisations
des polyndmes de Schur dans des domaines divers, tels que le calcul des
puissances de matrices, 1'interpolation et les approximants de Padé.



I POLYNOMES SYMETRIQUES

Ce chapitre est consacré aux définitions et propriétés générales des poly-
ndmes symétriques. Aprés quelques rappéls dans le premier paragraphe, nous
mettons en &vidence dans le deuxiéme paragraphe un ordre qui joue wn réle
privilégié lors de la multiplication de deux polyndmes monomiaux, puis nous
donnons une décomposition des polyndmes symétriques monomiaux 3 n variables
en fonction des polyndmes symétriques monomiaux en k et (n-k) variables, qui
sera utilisée pour définir wun algorithme de multiplication, nous utilisons
ensuite celle-ci pour caractériser 1'évolution des coefficients d'un produit
avec le nombre des variables. Nous donnons ensuite les théor&mes classiques
sur les bases de polyndmes symétriques, ainsi que des algorithmes de change-
ment de base.

Dans le quatriéme paragraphe, nous étudions deux fonctions pénératrices de
polyndmes symdtriques dont on déduit les lois de symétrie de Macmahon ainsi
que d'autres propriétés qui seront utilisées dans le chapitre III.



1. NOTATIONS ET RAPPELS

Nous noterons LN le groupe des permutations de {1,...,n},
soit o € L tj une transposition, on peut écrire ¢ sous la forme de produi

de transpositions, cela de facon non unique, mais si o = t1,...,tp le nombr

€5 = (-HP appelé signature de o est bien défini.

Définition 1 :

Une k-partition (1) de u e IN est un k-uple d'entiers

k
ordonnés x1 > AZ,..., 2 & 2 0 tels que i§1 Aj = u.

Nous noterons |X| = & Ay,
i=1
a;
si (A) = (blaT,..,,prp) ou b, 1 signifie que b; apparait a;
fois dans (1) avec b1 >byyeen, bp 20
Notons (A) ! = a1!a2!,..,,ap!
Définition 2 :
Un polynbme P en les indéterminées XqsenesX, €St symétrique
(respectivement antisymétrique) si quelque soit la permutation
oe o .-P (X0(1)""’Xo(n)) = P(x1,...,xn)
(respectivment P(XG(U"“’XO(II)) =€y P(x],...,xn)
Soit (m) une n-partition de k ¢ IN définissons
m_¢
S gy, @) = £ x,"0), L, x/B®
Oe T,
m
x"O), . O
1 >t

S(Xq5e005X, 5 (M) = T

Oe'n'n

z' signifiant que la somme est prise sur toutes les permutations donnant des

mondmes différents. 0 n
. - (1) o(n)

A(x1,...,xn ; (m)) = ggﬂi €5 Xy ooy X

n



Nous appellerons s(x1,...,xn ; (m)) ; polyndme symétrique
monomial, de degré u, et de multidegré (m), A(x1,...,xn ; (m)) alternant

ou polyndme antisymétrique monomial de degré y et de multidegré (m).

*
s (x],...,xn s (m)), 5(x1,...;xn ; (M) et A(x‘,...,xn ; ()
seront notés respectivement s (m), s(m), A(m), lorsque aucune confusion sur

les variables et leur nombre ne sera a craindre.

. a1 a P
Soit (m) =(b1 ""’bp p) bk 20 iE] a; =n
Nous avons s*(m) = (m)!s(m)
Exemples :
s(2 02) = x," + X 2, X 2
3 2 % 3 2
s(207) = X7 XU XU+ Xy
2
s (20%) =25s(200)
s (10% =315s(2000)
Xy Xy 1
A2 1 0) = det Xy X 1
2
Xg X 1

Soit A le corps des fractions rationnelles en les indéterminées

Notons AE 1'espace vectoriel des polyndmes symétriques, homogéne
de degré k, en les n indéterminées A STRRRYS S a coefficients dans A(O ¢ AE).

Notons P(k,n) le nombre de n partitions (A) de k telles que
A, * 0, et P(k) = P(k,1). '
i=1
P(k) est lc nombre de partitions de k, sa fonction génératrice ainsi que
des formules de récurrences sont données dans [ 14].

Notons AK 1'ensemble des n-partitions de k, nous avons alors le théorcme :

Aﬂ admet comme base la famille {s(1)} () « A
-k
n
et dim AE = '21 P(k,j).

J’—'



Démonstration voir [6]

s o 2 - s S

o o i o 2 o o o o

Nous appellerons

a) i“™ polyndme symétrique élémentaire le polyndme s(1%,0" 1)

ngté a; ;
b) °me polyndme symétrique complétement homogéne le polyndme
hi = Z s(m) ((m) est une n-partition)
m| =i
<) iéme polyndme somme des puissances semblables le polynOme
s(1,0°7) nots S,

A toute n-partition (A) = (A1,.°,,An) : Ak z 0, Ak+1 =0
Associons un diagramme d'Young de la facon suivante :

. eseesaas A1 noeuds

D, = . . . AZ noeuds

Ak noeuds

- oy b -

A la 5 partition (A) = (3 1 03) correspond le diagramme d'Young

DA =

Définition 5 :
Soi?m(x) une n-partition d'un entier N. Nous appellerons parti-
tion conjuguée (1) la A1 partition de u dont le diagramme d'Young est le

symétrique de DA par rapport a la diagonale.

ex. : W =G 1.0%



Définition 6 :

puipuipptqrapndpuipuipSqpinpg

Soit A (aij) i
j

1,...,n un tableau carré.

Iyeea,

de A est 1? quantité_perm (A = '3 (n)

X
gl Mo(1) 7T
n

Le permanent

2. PREMIERES PROPRIETES DES POLYNOMES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

Soit (m) une n-partitionde , Vk <nona

s*(m) = L s*(m

R T )
1<ig<...ip<n 1 1k

s (m,
( 1k+1""’min)

. 1k+1< .. .<]rl

s(m) = Lt s(m; ,...,m. ) s(m; yeea M)
1<i<i,~<iksn 4 1y k1 in
172
i<y
1...n
A(m) = m]qz?”qkm e(i ...in) A(mi1,...,mik) A(mim,,
1

iy, 4. .<1
k+1 n

s(mil...mik) et A(mi1...mik) sont des polynfmes en XyseeesXy

et s(m; ..,...m; ) ainsi que A(m; ...m; ) en x coeyX 3
( it 1n) q ( iy 1“) k120 Xp 0
t...n

et e ) est le signe de la permutation o: o(j) = ij
iqe..d ;

1°**"n

Démonstration :

prpuipiipuipdbgedialuigub g

m
1 "
Xp e Xy
m
_ 1 M
A= X e, X
m
1 M
X e, X

ey My )

(2.1)

(2.2)

(2.3
n

(2.3) résulte immédiatement du développement par la



(2.1) se montre de la méme facon en développant par la formule de Laplace
le permanent de A.

B} : by bp, P
Démonstration de (2.2) posons (m) = (a1 soeoy 8 %) Z bj =n

P i=1
1

s(m) = % T SK(M; ,eeeyM: ) Sk(M,  ,ou.,m, )

Isi<... ip=n . 1 K k1 "n

1sik+1<ik+2<...sin 0
D'aprés (2.1) c

- o c

pour i,...,i iy yqs+--»i, fixés posons (mii’°"’m?k) = (a, 1,...ap Py
g c. =k, le terme s*(m m, ) s*ﬁn : 5 ) =
j=1 p Y 1],9.:’ 1k lk_‘_'!,..', 1n

c1!...cp!(b1—c1)!...(bp-cp)! X s(mij,...,mik) S(mik+1""’min)

donc s(m) = ! s(m; ,...,m; ) s(m, ses Mz )
i<iyciy 10 T e

1y 4<e..<d
T+ 1n

R N ci!...cp! (b1~c1)!...(bp~cp)! / m)! =1

)] p

Soit H un sous-groupe de I, notons aH (a € sn), les éléments
de la forme ah, h ¢H. Hn étant fini, il existe an, a1,.,.,ap tels que :

a, = Iet Vbeﬂn, ]i ; O€ aiH. Ce que 1'on note
(a) Hn + H + a]H + ...+ apH . (2.1) et (2.3) sont alors équivalentes
a (a) avec respectivement H = e xI ,etH=1t x tx

ol t; est le groupe des permutations paires de {1,...,k}
t,_x le groupe des permutations paires de {k+1,...,n}.

On peut munir 1'ensemble des n-partitions de 1'ordre lexicogra-
phique, mais il existe une autre structure d'ordre qui semble plus approprii
d la multiplication des polynSmes symétriques ou antisymétriques, c'est

1'ordre ''sommes partielles'.



Définition 6 : Ordre "somnes partielles" (S.P)

o e - o o o e o T e a1

Soient (m) et (L) deux n-partitions. Nous dirons que (m) est
inférieur ou égal a (L), (m) < (L) pour 1'ordre sommes partielles si et

seulement si @

L. (2.4)

1o
=
A

Yk e {1,...,n} .
i
Cet ordre n'est pas total, par exemple (5 2 2) et (4 4 2) ne sont
pas comparables.
Nous employerons également 1'ordre lexicographique si (m) est inférieur a
(L) pour cet ordre nous le noterons :

(m) < (L) (lex)

Si on impose en plus de 1'inégalité (2.4) la condition

n
my = X Li) (2.4 bis)
1 i=1

Imf = JL] {

II.M.':‘

1

on a le résultat suivant :

pepnputeatpetuiyul ud

Une condition nécessaire et suffisante pour queles nombres

m,, Li satisfassent (2.4) et (2.4 bis) est que :
n
l.lk= .E aki]“j_ k=1’ 2,.--,“
i=1
ou
a) g 2 0
n
b) a, =1
g=1 KL
n

}
—

c) L a. =
k=1 Ki



Démonstration [471

. T T W S 0 o

- Note. Les matrices (aij) vérifiant (a), (b), (c) sont appelées doublement
stochastiques., ,

- Soient s(m) et s(L) deux polynbmes symétriques en les indéterminées
XppeeeaXy Leur produit s'exprime d'une maniére unique comme combinaison
linéaire de s(v) a coefficients positifs ou nuls (v) parcourant 1'ensemble
des n-partitions de |m| + |L|.

11 est possible de caractériser les termes dont le coefficient
peut €tre non nul de la facon suivante :
Scient (L) et (m) deux n-partitions, s(L) s(m
On a a, = 0 si (v) n'est pas inférieur ou égal 4 (L+m) pour 1'ordre
S.P (L+m) est la n-partition d'éléments Li tmpog
Cela s'obtient directement en substituant tXl, th,..,,tXn a X?"“’Xk dans

[}

Xa.vs(\))°

A(X1,...Xn) dont le degré (én t) est d= my + L1 LIEETIR Lk, si dans
les termes de droite figurait (v) tel que (v) < (L+m) aprés substitution
nous aurions un terme de degré supériéur ou égal a d (k étant bien choisi)
car les a sont = O ; ce qui est impossible.

a. s(v) (2.5)

En résumé s(A) s(u) = v

z
(=)

Si a la n-partition (A) nous faisons correspondre la fonction FA linéaire
par morceaux telle que : '

1
Fk(i} = L A:, et FA(O) =0, FA est concave croissante. Si 1'on pose

j=1
o 2 AL L .
F(x) = . X, les n-partitions (u) vérifiant (2.4) et (2.4 bis) sont
n
telles que F(x) < Fu(x) < FX{X) x € [O,n]
Lemme 2.3

o s i

Si (U) et (V) sont des n-partitions non comparaﬁles pour 1*ordre
S.P, il existe une n-partition (W) telle que, soit (W) < (u), soit (W) < (V.
si |u] = |V| on peut choisir (W) telle que |W| = |u].



Démonstration

(u) et (v) ne sont pas comparables donc leurs graphes se
coupent, soient k et i, tels que :

F () = F,(3) §=0,....k
F,G) < F () j=K,..,i-1 et B (0) > F (5)

Choisissons G linéaire par morceau de la fagon suivante :

GG = F,G) . §=0,...,i-1
G(3) = F, () j = i,...n
G() = F,() j=0,...m

I1 suffit de montrer que G est concave croissante.

Appelons uJ, VJ, w) les pentes de Fu’ Fv et G dans [j-1,J) par construction :

i i i+1 i+l
; > W

w T u 2u > >0
it2 i+2 i+ i+l
et w =y <V <

Soient (v) une n-partition, et T(v) 1'ensemble des n-partitions
() telles que (p) < (v).

est aussi minimum pour 1'ordre lexicographique.

Démonstration

S'il n'existe qu'un €l&ment minimal (g) c'est le minimum sinon
soient (y) et (B) deux €léments minimaux, ils ne sont pas comparables, donc
d'aprés le lemme (2.3), on peut trouver (y) dans T(v) tel que par exemple
(vy) < (), (a) n'est donc pas minimal, ce qui contredit 1'hypothése.

Soit (§) le minimum pour 1'ordre lexicographique, et (y), le
minimum pour 1'ordre sommes partielles.

(8) < (@) lex = a4 < ()

(8) < (a) = ay 2 (a) —> 61 = oy

supposons Gi = oy i=1,...,k-1 ; alors :
(8) 2 (a) Lex = 6k < oy

k k
) 2 () ’->20122001= X (Si+0k-—-> ork-rSk
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Les deux inégalités impliquant op = &
I1 est possible de préciser la caract8risation (2.5) en faisant

la remarque suivante.

Soit s(A) s(u) = & avS(v), si a, O c'est qu'il existe
o e I, telle que (v) soit égale (3 une permutation prés pour 1'ordonner)
a (;\1 + “a(l)’ cony An + uc(n))l (2.6), En effet le terme général du pro-
duit est de la forme : '
A_rqyTH A A
1 1 - +H +H

X, W GI@TY@ L T, y, en
par symétrie si g = t_ |
A
1

Y on trouve le terme :

y
X; 1 e (D) .

A Lu
.. X X 0N et toujours par symétrie

N jours par sym
S(A]+u0(1), ceny Anf“c(n)) - Si (A1+“c(1)’ ceay An+uc(n)) n'est pas ordon-
né en 1l'ordonnant il devient (v') = (A] + k], beas Xn + kn) or d'aprés
(2.5) W) s+ = (k]; coey kn) < (p], voey pn) cet ordre se

conservant une fois (k) ordonné.

Les (v) ; a, = O sont donc de la forme (A+k)
(k) < (W) 2.7
par symétrie (v) = (p+L)
(L) < ) (2.8).
il existe une interprétation combinatoire des coefficients du produit {361,
mais elle n'est d'aucune utilité pour les calculer. On procdde en général

dans 1'autre sens.

Notons que (2.6), (2.7) et (2.8) sont valables pour des produits
de 1a forme

A(A) AQW)
AQQ) s(u)

]

Z b, s(v)
Icy,AM).

]

A ma connaissance (2.6), (2.7), (2.8) ne figurent pas explici-
tement de 1'abondante littérature sur les polyndmes symétriques, des inéga-
lités de ce type ont &té montrée par Van der Corput [54] pour la multipli-
cation des polyndmes symétriques élémentaires, et cela en utilisant des
opérateurs différentiels. Cela découle simplement de (2.6). Ces relations
seront utilisées systématiquement par la suite, et seront 4 la base d'autre:

résultats moins connus.
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Nous appelerons longueur de la n-partition (m), 1'entier (i)
tel que mz{m) z 0 et mg(n)+] =0 (2.9)

Notons (m%k) la n+k partition obtenue en bordant (n) de k zéros
et (m}y)la (-k)-partition restriction de (m) 4 ses n-k premiers éléments.

Appliquées a un polyndme symétrique monomial, ces opérations

ont le sens suivant d'aprés (2.2)

s(m) = 5()(1) teey Xll ; (m)
S(mfk) = S(Xl’ cees Xy oeee ) S (m*k)) (2.10)

#

35()(1, cees X g ("!+k)) si k < n-2(m)

s(m, )
vk 0  si non 2.11)

(i.e E(m+k) = s(X1, cees Xn~k’ 0 ... 0, n).

Soient (m) et (P) fixés ; CQ le coefficient de S(Q) dans le produit

S(m) S(P), il est intéressant d'étudier le comportement de CQ commpe fonc-
tion du nombre de variables, on a alors le théoréme suivant qui peut se
résumer ainsi, "'infini pour le produit de polyndmes symétrique est atteint
pour N = g(m) + 2(P)."

Théoreme  (2.5)
Soient (m) et (P) deux n-partitions telles que n s 2(m) + &(P)
et u = |m + |P| N =2(m) + &(P)

si S(l‘!t(N—n)) . s(l)f(N—n)) =T CQ s(Q

. -

Sikz2n S(m+(k~n)) S(P+(k~n)) =1 CQ S(Q*(N_k) (2.13)
La somre est prise sur les N partitions de P.
Siks<netkzMx@m, L0P)).

s(m.}k) s(P@k) =L CQ S(Q+(N—n+k)) 2.18)
La somre est prise sur les n-partitions de P de longueur inférieure ou

égale a4 n-k.
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Démonstration :

e e o B et W ke e W 0

D'aprés (2.7) la partition de longueur maximum figurant dans
(2.12) est (m], sens mg[m), Pl’ ceny PQ(P)’ 0N-£0n)-2(?)) dont la longueur
est 2(m) + &(P), donc si k est supérieur a L(m) + 2(P) le produit (2.11) ne
comporte que des Eléments de la forme S(Q+(k-n)); il reste & vérifier que
les coefficients ne changent pas.
Soit donc W un entier positif, posons sﬂn%w)-s(P4“@ =1L a, s(v)
si W=z2N

sty aw-ny) SCanvw-ny) = T3y sV, w-ny)
d'aprés (2.11) et (2.2) d'autre part les polynOmes symétriques monomiaux
de degré p forment une base de AN, la décomposition précédente est unique,
elle coincide donc avec (2.12) d'ol ay = CV, ce qui montre (2.13) si
k>N, Sin <k <N en posant W= N-n et en considérant S(H¢N-n¢N*k)

S(P+N~n%N~k) on termine la démonstration de (2.13).

Quant 3 (2.14) il suffit d'appliquer le méme raisonnement et
de remarquer que si Q est une N partition de longueur supérieure 2 n-k
$(Q (N-neiy) =0

(m) = (5,3) (P) = (2,1)
s(5,3) s(2,1) = s(74) + s(65)
s(530) s(210) = s(740) + s(731) + s(650) + s(632) + 5(551) + 554

#

il

$(5300) s(2100) = s(7400) + s(7310) + s(6500) + s(6320)
+5(5510) + s(5420) + s(5321)

s(53000) s(21000) = s(74000) + 's(73100) + s(65000) + 5(63200)
+s(55100) + s(54200) + s(53210)

Signalons une méthode de calcul du coefficient d'un polyndme symétrique
monomial dans le produit de deux polyndmes exprimés dans cette base, elle
est due a MACMAHON [ 351, {361 qui introduit un opérateur D, k ¢ IN
tel que :

0 si Yj Lj = k

Dk ,S(L.i ‘os LP) =

5(111, seay Lj’_]s Lj+-}, s e e LP) Si Lj = k.
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cet opérateur est en fait un opérateur différentiel qui peut s'exprimer

au moyen des polyndmes symétriques élémentaires a;, en posant aj = 1.

e =

- voir par exemple [36]) ou [54].

aau

b, = a
Kok MK

ces opérateurs ont été généralisés par Van der Corput [547 qui a définit
un anneau d'opérateurs différentiels, isomorphe 3 1'anneau des polyndmes
symétriques, aux propriétés trés intéressantes. Dans ce qui suit, nous
nous bornerons a la présentation par MACMAIION de 1'opérateur D(m)'

Définition

e -

il est alors évident que D(m) s(L) s(P) est égal au coefficient de s(m)
dans ce produit.
Tout polyndme symétrique P, pouvant s'écrire :

. : 2 u
P = P0 P+ X‘ D] P+ X1 D2 P+ ...+ X] Du P

Le produit P1 P2 s'écrit :

il

P1 P DO P, D Pz + X1(D0 P1 D1 PZ + D0 PZ D1 P1) + ...

2 1

+ X{ (

S

i M O

) Dy Py D, P+ ...

' 3 F—4 = J »
et aussi P, P, = Dy (Py Py) + X Dy(Py D)) + ...t X; Dy(Py Py) + ...

en comparant les coefficients de X1J nous avons 1'identité :
J

D(P, P,) = sfo Dg Py.D,_ P,

3 . BASES DE POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit (A) une n-partition de k, définissons 1‘opérateur C par

C(A) = (A "')\ ce ey Ai—Ai"'], s oy An_TAn, An)

1722
n

si () = C(A) (o) vérifie 7y iai = k
i=1

c ck

. L. 1
si (A) s'écrit (A) = (bl’ ceey bk) bk, ¢ >0
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Nous avons C(A) = (a}, cees an) avec
a; = 0 si i= C}, ceos Ck
Cicj = bj b bj+-‘ ) (3»1)
"
soit (A) la partition conjuguée de (i)

— s . 3008

= (. 3.2
en effet
b X b
C L C;
1 1 fo1 1 k
b C < c b b
2 P
2 2 j=q 1 k-1 "k
}
be c o !
m = ; => (A = i
}
D1 | G-t Cy#Cy  |bybg
b G Cy | bydy
Posons a5y = a?3,.,. a’n si (o) = CQ\)
= 81 Bk i = N
S(k) Sl evne Sk si . (B) = C(A)

que nous noterons aussi S(g)

:h .“"h
1 A Ay

h en posant ho =1

() A

— - o

Soit Aﬁ 1'espace vectoriel des polynOmes symétriques homogénes

de d° k, en les n indéterminées Xip eves X0
Si Ag est 1'ensemble des ne=partitions de k

Alors . La famille {a(k)} o €St une base de A§ et plus si (1) € A?
Ae My -
: A
sw= £ cla. ,Fez, =1 (3.3)
W= * W7 :
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Démonstration :

(A) s () <= (1) < (1) Lexicographique
donc si les n=partitions sont ordonnées lexicographiquement (3.3) est
équivalente d 1'assertion ; la matrice de passage entre les familles
{s(A)} et {a(A)} est triangulaire, a diagonale 1. ce qui implique que
la famille {: t base de AJ.
a famille {d(x))(k)€ Az est une base de Ag

Montrons donc que aeyy = (u)E(A) dﬁ s(n) ce qui est équivalent a (3.3).

En effet si (A) = (k, On—]), a, = a k, par application de (2.6) le terme
A 1

de plus haut degré est S(k, 0,..., 0). Supposons que :

- Ap_q-A
a?’ A2 cae aL5;1~ L - X eﬁ S(u) 1<L<k
D L

D) = Oy =2, s A=)
alors
A=A A, =) A A
311 2 .. a]E;‘ L L7+l - L GB s(u)
(u) SDL+ " L+ 1

par application de (2.6)
d'autre part, a chaque étape le coefficient du terme de plus haut degré

est 1.

U
Di

Cette démonstration fournit 1'algorithme (parfois attribué i

Remarquons que les e, sont > O.

Gauss) permettant d'écrire un polyndme P = 1 u, s(A) dans la base a(x)
[311, (491, [56].

Initialisons Q 3 zéro, et P = uy s(2)
a) Si (AO) est la n-partition maximum pour 1'ordre lexicogra-
phique des () ; uy ® O posons :

PePvng "og Koo X

QeQrug yag

d'aprés (3.3) le multidegré de p diminue.
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b) si P n'est pas identiquement nul alley, en (a).
Cet algorithme nécessite le calcul des ar)) pour (M) e A 2 qui peut se
faire itérativement dés que 1'on sait effectuer des produits du type aJS(u)

PERBERER SIS

Soient j un entier inférieur ou égal a n K

(1) une n=partition ; () = (bf} U ) °z:i~ c; =n
v lz

-~ -

A
aj s(u} = L eu’J s(A)

La somme est prise sur les n=partitions (1) différentes
obtenues en réordonnant les n.-uples de la forme :

(.51, +ory O, b€ L @iy, v, @geyas

_ s
bi% 9%, ..., bik) di>0 I d,=]j

' u=i

1sivwu={i, ..., S} b+l =b _
et & j= { ’ v u-1 (3.4)
Ha a.b . sinon
b+1=b ,etd =0
ou a=T(c, q+d,) --r (6 uq*D) U 3 u el
u et si du+1 z 0, bu+1+1 ® bu

_ 'du*_ bu’*‘1 = bu_~§ (du * 0)
b7 Ceidurdany A cb e @, 2 0)
u - utl utl

Démonstration

i o o K S e o e S P s it

st 0%, 0 = n St yrig gy e Hitig )

'GE‘R‘n
11 s ij = 1
ij,*_“ . .s in = 0

chaque neuple (J) formé de Jeun et{n-j)zéros est obtenu j!(n-j)! fois donc

1

| B ,
— 1 srstal, o =1t sfogy, s Ay
Ji(n-j)! n
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La somme est prise sur tous les n.uples (I) = (J'_1 ces in) différents ;

parmi ces n-uples ,H1 Cgi donnent le terme
’ i= 1
dj d]

c_-d
s'{1, ..., myn-di, pii-di, L (b +1-d%, bS S,...,bEK)

-dg
y

C . Ci~dj 1 i -
or s*(by1, ..., (Y, b, L (D%, bs , bgK) =

- . €C:-d: c.~-d
d s(b§1, ey (b1+1)d1, LA, L, (b5+1)d5, bsS °S,...,bfk)

avec d = chj!) Q}Jj!(cj‘dj)! (E(Cj_1+dj)...(€j+1+1))

X (Cj—1+dj)! (Cj-dj+dj+1)! (Cj+1-dj+1)!

];j+1 = bj_‘l
- 13 o} e di = . b dj-1 =0
ot I={ief{l-n} ;di=0},JF={je {1-n}; dij et .1 < dJ+1¢O f
bj+1+1zbJ
Djaq = bjg
J={Je{1,...,n} ; dij et dj—1 =0
et si dj+1xO, bj+1+1:bj
b. = b,
K= {je{t...n} dj, dj+1¢0 et J-1 j+1 z
bj+1+1 = b)'
d'ol le coefficient du terme s(bS1 ... (bj+1)* i, cl-d e bR
dans s () §*(17, 0"y = —— 5 0 5 (], ")
(u)"'(n iR -
p « 1 dj
est égal a X H C*xd
i=t ©i

!jln-j)!

Remarque :

En cas de calcul systématique des a(x) (A) €A E , on pourra
se servir de (4.1).

Les produits SJS(u) s'expriment encore plus facilement.
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Soient (u) une n.partition, j un entier

3 ) .
si (W) = (b%1 oo bkk)
_ A

La somme est prise sur les n-partitions (A) différentes obtenue:

en réordonnant les n-uples de la forme (bc1,...,b£+j,b§ «1,..a,b§k)

\ 1 si Vu b, # b+
et d = 3.5

L | | (3.5)

Cu+l si b, = b;#j

La démonstration est identique a la précédente.
Ces deux propositions fournissent deux algorithmes, 1'un permettant d'ex-
rimer s(p) dans la base des a(x), 1'autre s(u) comme combinaison linéaire

des S(A)'

PREIRES & DERERASRE A

Soit (u) une n partition de k (W) = (uy - My, 0" %

——— o

s =5 Gy=1, -enp w1, O"7F) 4 - R

avec R somme de polynOmes symétriques monomiaux de multidegré inférieur
a (u.

Algorithme (3.6) (Van der Waerden [561).

PURGRAG & S acphai-S oyt

Soit (u) une n partition de kK @ = (u1 cee Uy OH"Q)

£
alors
Hy=Hoq n-L+1
= @ .. P
s (W) SQS s(Ugseees My g5 O ) S, * R
avec R = X e“1_“2‘1 s (Y)

M)z Yoo
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en itérant le procédé définit par (3.6) on arrive a la formule :

- Y
Wt W) e

C.
le terme de plus bas degré étant Sbl ces Sﬁk si
1

c
(W = (b11 ces bﬁk) b >0 ie S(U) d'aprés (3.2)

dot le :

Soit Al 1'espace vectoriel des polyndmes symétriques homogénes

k
de d°k, en n indétemminfes X ,...,X, ;

A

La famille [S(Y)} est une base de AE ; plus précisément

n
()\);‘-A k
on a (3.6) avec eﬁ z 0.

11 est a noter que si (A) = (A1,...,AK, On-k) et S(;)= I d&.s(u)
(=)

ona (> (A) et L(p) < k.
Un autre algorithme de passage de la base monomiale & la base
des S(A) a été proposé par A. BOOKER (51 pour des polyndmes d n indetermi-

nées, de depré k, avec la restriction k < n, il est aisé de voir que celle-

ci ne tient qu'd sa démonstration, et qu'elle peut &tre levée trés facilemen!

P=7Fu s(A
initialisons Q a zéro ;

a) soit (Ao) 1a plus petite n.partition pour 1'ordre lexicographique de P.

u
Q«Q+ —% S(k) ou c; est le coefficient de s()) dans le
UA produit S(A)’
A

D -
P« P~ =3 S0,
)
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d'aprés (3.6) le multidegré de P augmente, mais son degré total est
constant.

b) si P n'est pas identiquement nul, aller en (a)

" — - 1 - o s+ e e

Le théoréme suivant est 1'analogue des théorémes (3.1) et (3.7)
pour la famille h(k)’ nous nous bornons & 1'énoncer, il sera démontré dans
le chapitre III.

s o e i g

Soient A" 1'espace vectoriel des polyndmes symétriques, homo-
k P polynomes sym q
énes, en les n indéterminées X, ..., X ,44_n 1'ensemble des n.partitions
8 1 n k P
de k.

La famille {h(A)} est une base de Aﬂ.

n
(Ae A’k
Il convient de remarquer que 1'on a une formule Mexplicite"

. o= L]
pour les a(u) ; S(A) ﬁ_1a(“) s(u).
En effet si () = (k, 0" ') d'aprés le théoréme multinomial

Soy = B MOk s() M) = —X
(uwn part de k “1!“‘“n!
dans le cas général si c(;) = (0,B,Y...)
Siy = (I Ma,u) s@) (L MEB,v) si) ...
ol X B! x Y! X ..

a1!a2!a3!... 61!82!83!... Y]!y2!73!°..

Lo T ZBizB EYi=Y

La somme est prise sur tous les choix de ai,Bj tels que :

- _— : . _ n-k
a; * 28 ¥ 3y r .o = i=10.k si(u) = (Hyseeenig 077,
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Pour terminer, mentionons une théorie combinatoire des
polynbmes symétriques utilisant le treillis des partitions d'un ensemble
[13], [34]. Les auteurs étudient toutes les relations entre ces différentes
bases, ainsi que 1'interprétation des coefficients. On pourra aussi consul-

ter [35] ol sont établies d'autres propriétés des polyndmes symétriques.

4 . FONCTIONS GENERATRICES

Soient f(x) = H (1-a;x) - et F(x) = 1/f(x)
i=1

f(~x) et F(x) sont respectivement les fonctions génératrices des a; et hj

£(-x)

IH
o~
=
>
o3

1}

a.1)

F(x)

it

™~

g
"

hy, = 1 (4.2)

clles permettent d'exprimer facilement certaines relations bien connues
entre les aj, hj, S;.
I'n effet de 1'identité f(+x) F(x) = 1

on déduit aoho =1, aoh1~a1ho = o, aohz—a1h1+azho =0 ..o

ce qui peut s'exprimer par le fait que les matrices :

- 1331
ho h3 oo hj—1 a, a, Ay aeens ( 1]aj—1

hd ¢ - . ° > .

l] = ) » " : A_ = M * i ° :
J . e L j S .
- » . ® ° o L]

0 . h1 ¢ » 87

" 0 : )

hg %
\ ° l'a(_]

sij>nja; =0 | (4.3)
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sont inverses 1l'une de 1l'autre, chaque élément de 1'une est donc le

cofacteur de 1'autre d'oill :

hD\ h1 h2 ..... hk
N AN et réciproquement
= dét N AN
\\ ~
0 N \‘\ 4.3)
N N
R By
? o
deméme de la relation ik )y S.HXJ
F  j=o J

nh =S, h ,+S h ,+ ...+ Sp-1 g & Sy (Brioschi)

£
Ja, = («])J S, a. -+ (..1):3-"i S.a. .+ -§ a. + 8. <n
J 1 35-1 2 35-2 j-1 %41 7 23 3=
= r_1yhtl 13\ .
o= (-1) SJ~n a -1 Sj-n+}'an-1 ene F SJ i>n

(Newton)

elles ont €té€ utilisées, en particulier par Murnaghan [43] pour exprimer

h: et a; en fonction des S, i,j,kelIN, c'est-a~-dire pour résoudre les égua-
. Kk 2] po q

i j ‘
tions précédentes. Dans ce qui suit, nous montrons qu'il est possible d'en

tirer des relations plus générales.

Un simple calcul montre que :

n o
I Fxj) = I (Z hgy s'(8)) 4.4)
im0 T ey @ | (

(6) parcourant 1'ensemble des n-partitionsde p, il est # remarquer que
dans (4.4) s'(8) est le polyndme monomial en X1, ceesy Xr alors que

h(e) = he] ..... est un polyndme en Ogs soes O

r n
Effectuons le changement de variable Xi + t Xi i=1...rdans (4.4)
et posons G(t) = _ﬁ F(x;it)

i=1

G{t) = I x } '(8 (4.5)
(t) peo (|6!=p 1(9) s'(8))



n
- Log (11 H - oy X t)
i=1 j=1

i

Log G(t)

n T
L I Log (1 - o5 X.t)
'::] j=1 'l J

[}
i

n T

=+ 3 1 ¢ oixth
i=1  j=1 u=l J v

= g ; ol S Eﬁ
i=t u=t * Yu
o u

- 1 s s -

u
u=1
u u u u
en posant S5, = a, + + ,S’=X1+”.+%
d'ol 1'on déduit que :
t2
|
. S'ti - P iBj;
= [1 e’i"i, =1 (L 1 g B [
-1 (& L x— s81...s8psifl. s fp o)
p=o (8)2(81'°'°’Bp) 81!.¢.Bp! 161.262’“po
I i
A J . = p
=1 7

B; ¢ IN (4.6)
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Y
si (1) est unc p.partition de p posons {B) = c(A) et notons :

N
lc)| = ! B 7 que nous noterons aussi c(B).
S]So,.Bp!T ...p°P
(4.6) s'écrit alors :
= I z S, .St P . .
G(t) ( (o) (@ (a))t 4.7)

p=0 (u):Ziai=p

Notons {a, X; p} le coefficient de tP dans (4.7).
La comparaison de (4.5) et (4.7) donne 1'égalité

. = S
ou (8) parcourt les r.partitions de P.

Si (A\) est une p.partition de p, nous avons

avec la restriction

- H g
SEA) B (u)g(k) m St (#) est une r.partition de p
et si L(A) > r m% =0

c'est évident en considérant Stk) comme un polyndme en les £(1) variables
Xi5 «ees XQ(A) aprés application de (3.6), posons Xppgs oo XQ(A) = o, d'aprés
{(2.1) on trouve le résultat annoncé.

Remplagons Stk) par sa valeur dans {a, X; p!}

{a, X5 p} = I (c(@$ o omhSt(w)
(@) @ 2y - A

#

Z ( % mc(e)S, | )S'
W @ * 0 @ W

dans ces deux €galités (uw)=(d) signifie (u) (A) avec (A) ; (A) = C(a)

et m* = n"

A C—~1 (o) ’
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(1) parcourt les r.partitions de p, {(A) les p.partitions de p. La comparaison

u coefficient de S(0) dans les deux membres de 1'égalité (4.8) domne :

_ 0
h(0 = ~§ mkc(a)S(a) (4.9)
(@) ;C " (a)<(0)
si (0) = (p, " D) (4.9) se réduit a
hp = (i) C(a) S(Ci) (4 .10)
donnée par Murnaghan dans [431.
Remarques : si p >r () < (8) signifie (M) = (0,,,)
si psr ) < () signifie (A4r— ) < (9)
P
dans ce dernier cas les décompositions de h(e) et hp sont uniques
(les S(A) sont indépendants).
Procédons de la méme fagon avec la fonction :
T ™
ey = I £(-tX) = I (Fagy s (6))tP @.11)
i=1 p=0

(6) parcourant les r-partitions de p dont le premier terme (61) est inférieur

ou égal & n.

) Y P N '

Posons {a, X; 1V} (i) |c(x)|el S(A) S N p/2 (4.12)
r B,
., 21 N

(1) parcourt les p.partitions de p, €y = (--1)1'1 si c(A) = (B)

on obtient {a, X; 10} = & ac S (4 .13)

ce qui donne

si 6] <n
_ 8
a(gb = 2—1 c(u)ekmxs(a) : (4.14)
() ;C " (a)<6
107 5 0 4.15)
( S, =0 “4.
0 L)@
et si (0 = (p, ") psn
a I c(a)exmgS(a) (4.16)

Y |
(@) i€ “(a)<(8)
avec les mémes conventions que précédemment.
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D'autre part, si r = n, par symétrie H(t) et G(t) peuvent s'écrire :

Gt = T @ higy s6))tP 4.17)
p=0
m

H) = 3 @ ap s@))tP (4.18)
p=0

comparons (4.5) et (4.17)
h! =5 h ' ' .
L higy s@) =1 hyy s'6) (4.19)
exprinons h( g) comme conbinaison linéaire des S(u)

= H
h(e) b3 Uy S(u) , portons dans (4.19)

iy s6) = 2 ouMs@) s = I (5 u¥ s'E) )

L
8 0,u G @)

Identifions les coefficients de s(u), cela donne :

h'(w) = ¢ ué‘ s'(8) en comparant avec h(e), nous avons :
8

[P WD

Si s()) est le polyndme monomial en les r indéterminées
X5 oeey X associ€é 4 la r.partition ()), soit (p) une autre r.partition de
IAf-
Alors Le coefficient de g()) dans le produit h(u) est €gal au coefficient de

-

s(y) dans le produit 11.()\).
De méme en comparant les deux écritures de H(t), nous avons :

e e e I o e

Si () et () sont deux r.partitions de u ¢ N

..... le coefficient de s()) dans le produit a (’é’) est égal au coefficient
de s(y) dans a(’}\:).
Ce sont les premiéres et deuxiémes lois de symétrie de Macmahon

{361 ; (on pourra voir aussi [51], [157).
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Terminons par les remarques suivantes :

1} si 1'on exprime que a(t) H({-t) = |, on retrouve les relations

(4.3) en remplagant ay par {a, X; 1k} et hy par {o, X; J}.

2) si (A) est une p.partitiondeue N P > r, le polyndme S

)
en les variables X., gon .,)(r s'exprime de maniére unique sous la forme :
S(}‘ = L WA S( ) ou (v) est une r-partition de u.
Vw0
en effet S = L M S (y) (1) estune r-partition, de fagon unique
W g2y AW !

et s(p) = r k¥s
(V)=

" de fagon vnique d'oll

S v [

= It L ks = ) ( ztf Ky
) (u)z(kg o= M W ms(u}s&b V)
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11 ALGORITHMES DE MULTIPLICATION

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la multiplication de deux polyndmes
symétriques ou antisymétriques exprimés dans la base nonomiale. Apré&s avoir
fornulé 1le probléme, et mis en évidence les difficultés de celui-ci, qui
sont, la taille des listes 3 manipuler, et, un double réordonnement, nous
présentons wn algorithme de muidtiplication de polyndmes symétriques db a

3. LAUER [31], puis nous en proposons un autre, qui, tout en reprenant
1'idée de [31], étendue aux produits de polynSmes antisymétriques ou de
polyndme symétrique par wn polyndime antisymétrique, permet de réduire le

cotit du double réordonnement.

Dans le second paragraphe, nous présentons brig&vement le systéme de calcul
formel REDUCE, sur lequel seront programmds les algorithmes définis précé-
demment, puis nous passons 3 la mise en oeuvre de 1'algorithme de produit
que nous proposons aprés avoir défini we structure de données qui sera
utilisée systématiquement, en vue de réduire le nombre de tests et la taille
des listes & stocker.

A ce stade, il eut été intéressant d'avoir des bornes théoriques pour le
cofit de la multiplication de deux polynSmes symétriques ou antisymétriques,
mais, la complexité de la structure mise en oeuvre ne nous a permis qu'wn

Tésultat partiel sur la somme de polyndnmes symétriques ou antisymétriques.
~ Nous présenterons donc essentiellement des résultats expé@rimentaux.

- Le quatriéme paragraphe est consacré d la description d'un algorithme de
passage de la base monomiale & la base somme des puissances semblables,
qui est issu de la proposition 1 @.1).

1 - ALGORITHMES DE MULTIPLICATION -

Soient deux polyndmes P et Q, symétriques ou antisymétriques, exprimés dans
la base monomiale s leur multiplication "'se réduit" 3 la multiplication de
polyndmes symétriques ou antisymétriques monomiaux. Soit donc a multiplier
s(m) par s(L), nous avons vu dans le chapitre précédent I1(2.1), que cette

multiplication se réduit aux 3 &tapes suivantes :
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a) generer les n_.uples (]ni'i- 0_(1),aee,m '*ﬁvo,( )) ou

(21 I @ .,!Lnﬂ% (n)) quelque soit 0 € L
)

réordonner chacun de ces n-uples,

c) ordonner la liste de n partitions et ajouter celles qui sont
identiques.

Ce schéma correspond i celui utilisé dans [ 311, en utilisant la notion de
pseudo-permanent.

Définition 1 - Soit la matrice A d'éléments a; j ; le pseudo-permanent de A

, .
est L'expression 2 (3 g1y 4 o ()
n

- ce pseudo-permanent peut se calculer de maniére analogue a wn permanent,
en développant par lignes ou par colonnes.

- 11 est immédiat de vérifier, que si a,ij = mi+£. le calcul de ce pseudo
permanent réalise 1'étape (a) de (s), en un nombre minimum d‘additions de
type !Lj+mi, avec 1'avantage sxpplémént_airé de permettre de tenir compte
facilement lors du calcul d'éventuelles r1épétitions sur les n-partitions
définissant les deux polyndmes, répétitions qui se traduisent par des lignes
ou des colonnes identiques, ce qui dans certains cas diminue beaucowp 1le
travail b), c).

Notons qu'il est aisé d'étendre cette définition 2 la multiplication de
polyndnes aﬁtismétriques, ou d'un polyndme symétrique par wn polyndme
antisymétriqué mais cette approche a 1'inconvénient de dissocier les trois
Etapes de constmctlon du resultat l'experlence montrant que les deux
dermeres sont les plus coliteuses, il est donc intéressant ' accomplir ces
trois &tapes simultanément afin de réduire le nombre de tests nécessaires
au double réordonnement, c'est le but de l'algorlthme que nous proposons.

DEfinition - opération x
s(m) si i=1
Soit (m) un n-uple posons Ui m = A(m) si i=2

et définissons 1l'opération * par :
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b U. (m))

> alUi(Q’))*( z Vi
Le

Dk e Dn— Kk

= L oab U (L,m)
£,m £ m1

ou D est un ensenble de k-uples, D _x

Proposition (1.1) -

s* (m)s* ®) = is” (mi -
1<i, <. o<1, 50 1
1 k .
Vs . {s (m.
151k+1<...<1n5n g
1j:c1u si uzj
s* (MAQR) = [s* (m; .
183, <. .. <i <N 1
1 k .
. [s (m,
151k+1<...<1nm 1k+1

i.#21 si u=j
i"tu J

*
= } € LA, ;o000 )s (M, ,00.,m ) 1x
i <. 7Ty Tk 1 &
*
. . AR, o0, )s (0 yeossm )] (1.4)
1Slk+1<' .o <1nsn 1k+1 1 nk+1 n
iz#i  si uzj
Jou . 12 3....
ou e _ = signe de la permutation i, i, ia

A(mIA(R) = - o eo[l\(mi s
1511<. . .<1ksn i
; . *[A(m,
151k+1<°..<1nsn L
ijziu si u=j
DEmonstration

Nous savons qué les n-uples obtenus dans n quelconque des trois produits

ST DU CRTRNE

(1.1

w ensenble de (n-k)-uples.

*
..,mik)s (Ryseme sty dn

(1.2)

*
TN A )s
n

prgre ot

. ,mik)A(!Li,. .. ,!Lk) Ix

(1.3)

...,mik)A(zi,...,lk)]

,,,.,min)A(zk+1,...,nn)J (1.5)

sont de la forme (11|1+}l,U (1" ’mnﬂo(n)) ou (2,1+m0(1) gooe ”Lnﬂ“o (n))

g e .
n

n

1
n
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Or d'aprés I(2.1) s*(m) =3 s"‘(mi se oMl )s*(m:.L seeeally ), multiplions
1 k k+1 n

* * * ' o
s” (m) sous cette forme, par s (Qi,,..,ﬁk)s (Qkﬂ,“,,ﬁn), ce produit n'est
évidemment pas symétrique, mais il suffit d'observer que :
- *
A=s (miT(i)ﬂi,..,,mi +!Lk)s*(mi +£k+1’”°”mi +2 ) est un terme
(k) ¥ (k+1) y(n)
. * * * *
du produit [s (m_ii,. oe ,mik)s (2,1,. .s ,Rk)]o[s (mikﬂ“ - ,min)s (21,, .o ,zn)]
m, +£ ) est wn terme

+£J LR )
+1°°7 7T
k y(n)

donc : s™ (m, L, ye e,y +£, M.
Y T e e

du produit s*(ms*(2), et réciproquement.

- La premiére assertion est vraie par symétrie.

Montrons la réciproque. Si s* (w) est wn terme de s (m) s (®), alors
u = (mc(i)ﬂ’i"”’mc(n)ﬂn) soit a e m, telle que :

a(0(1)) <a(o(2)) <. . . <a (o (K))
a(o(k+1))<eeeereas.<a(o(n))

posons a(a(j)) = ij, (1,6) et définissons
T la péxmutation de {1,...,k} telle que iT(j)m(j)
j=1‘t.k

vy 1a permutation de {k+1,...,n} telle que iY (j)=o(j)

j=k+1, LR ] ,n
m, m,

Par construction, le terme )(1 ..,.Xk

+1 T n
qui figure dans s™ (u) ,.-donne, par symétrie par rapport a Xi"' - Xq et

Xk+1’“' ’Xn’ le terme A qui est obtenu en effectuant :

[s*(nai,...,mik)s*(li,...,Zk)]'[s*(mi ,...,min)s*(2k+1,,.a,2n)]

k+1
ij étant d&finit par (1.6).

Montrons maintenant (1.4) ; utilisons pour cela la décomposition I(2.3)

A(Ryy-e-s2) = % e0A(2, ,...,R,ik)A(slik+1,...,£i )

1 1 n

2 +L,  m, 2, o, M. +
1,{(1) 1 i ) k i (k+1) k+1 X i )
.). L3

2

n
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et multiplions par s*(ml,...,mk)s*(mk+1,...,nh), de la nméme facon que précédem-
mentydans le produit :

50[5*(m1""’mk)A(21 ,...,zik)]-[s*(mk+1,,.q,nh)A(Qi "‘“’Qi )]

1 k+1 n
figure : ¢_e_ e A(L; Yy eeeyts +m JA(R, +mk,..,,£. +mh)
Y g K by () by (n)
donc e _e_e_ A(L; N, 00, L. +my L. + P +m )
o T Y 11(1) 1 ’ lT(k)‘ k 1y(k+1) Me+q lY(n) n
dans s*(m)A(k) ; il suffit de montrer que si o € L et :
N j<k
=i .
a(3) = 15
N =i sk
ol =iy P |
- o 3 p iAo
€y = Eg Er & qui résulte de 1'dientité a =u B o
j. §**% 00000 j » i LI I ) i_
en posant 8 = 1 ke Tkt n

ir(i)”"’it(k)’ ik+1""’in

11,000,11(’ 1k+1,0'000051n

fpeeerdyo 1y(k%1)""’iy(n)

le fait que 1'expression (1.4) est égale a (1.3) découle immédiatement de
1'identité a = u 8 0.

Nous omettrons la dénonstration de (1.5) qui est analogue aux précédentes.

Les identités (1.2) et (1.3) donnent immédiatement le corollaire suivant,

trés intéressant dans la pratique.

Corollaire (1.2)

i . * *
sms() = T}jj- [s (2,000, )M, ,.00,m )Ixls (2 cee,l)
L): 1sii<...<iksn 1’ "k 11’ ' 1x k+d? T
1sik+1<...<insn S(mik+1"°"min)]' (.7
ljxlu u=j

et
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s(mA(L) = z [S(My yaeosi: JA(L, joue, )3
1Si1<°” ikn 11’ ’ 1y 1 >k

ee.<1i_<n

1$lk+1< n

i.#1 u#j
lJ u J

s (m; ,.,a,nﬁn)A(£k+1,ooa,2n)3 (1.8)

k+1

%' signifiant que la somme est prise sur les indices i ..oin qui donnent des

1
termes s(mi ol ) différents.
1

Le résultat de (1.7) doit &tre interprété comme un s*.

Démonstration

Montrons seulement (1.7) d'apres (1.3)
1 1 * . *
sms(R) = TIs (m ,eeeym. JS (R,5000,80) 0%
m) T )7 11’ ? 1 1? k

* *
s (m. cee,: )s (R S AN
1k+1, ] 1n k+.1’ ? n
ce qui d'aprés 1(2.2) est égal a :

oy .
L' [s(m; ,eee,m. )S (R, ,000,8,) 0%
1 » >

m? 1, 1) 1? ’k)

| {Zs_(mikﬁ,...,min)s* (ﬁkﬂ,...,gn)]

ce résultat permet, si 1'on sait effectuer la décomposition 1(2.2), d'adapter
la multiplication aux répétitions des 61éments des n partitions qui définis-
sent les polynSmes monomiaux, ce qui a comme conséquences, de réduire la
longueur de la liste manipuléé, et le nombre d'additions de polynSmes mono-
miaux, qui sont tres coliteuses car elles nécessitent la comparaison de tous
les entiers définissant le polynﬁmé monomial. Nous verrons par la suite que
la longueur de 1a liste résultante est le facteur de coit le plus important

dans la multiplication de polyndmes symétriques ou antisymétriques.

Exemple : soient a multiplier deux polynﬁmés symétriques 3 4 variables

P=s(5300) +s(5321) par
Qrs(6431)
d'aprés (1.6) cela se 1éduit 2 :
CIs(53) 56 HIIsO 0)s* (3 1) + s Ns (3 NI
+ [S(0 0)s (6 4) + s(2 s (6 NIx[s(5 Bs (3 1]
+ [s(5 2)s*(6 4) I+ls(3 Ns*(3 1) +[s(5 1)s*(6 4)1+[s(3 2)s" (3 D]
+ [s(3 2)s (6 4)1+Ls(5 1)s* (3 DI+Is(3 1s (6 ) I[s(S 2)s (3 D]

1

3
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("1 7 + s YILs (5 2) +s" (4 3) + s (3 1]
+ 08" (@ 5) +5 (76 +s (6 )M (B4 + s (66)]
+ 05" (116) +s (9 ) MLs (62) + s (4 4)]

+ 057115 +s°(9 NIs“ (6 3) + s (5 4)]
+05(96) +s (8 NILs (8 2) + s (6 4)7
+{s"(95) +s"(7 NS (8 3) + 5" (6 5)]

("M 752 +s" 1743+ 11731 +5°©952) +s°(994 3
+s7 (993 1D) +

(s"(8854)+s" 8665 +5"(8764) +5° (7666 +5s (864 4)
+5°(6 6 64)} +

i

- oot o

(s*(9853) +s* (96585 +s (8773 +s5°(7765)

it

s(11752) +s(11743) +s(11731) +25(11662) +s(116573)
2s(11 6 4 4) + 2s(11 5 54) + 2s(9 9 5 2) +25(9 94 3

25(0931) +2s(9862) +s(98523)+ 2s(9844)
5(9763)+s(9?54)+25(9664)+28(9655)

2s(8 87 2) +2s(B854) +2s(8764) +25(8773) +25(8665) +
2s(8 64 4) + 25(7 765

6s(7 6 6 6) + 65(6 6 6 4)

-

-

+-

-

+

Remarquons que :

- les listes entre crochets sont partiellémént ordonnées, -

- la multiplication “classique' aurait donné 410 mondmes différents, a
raison de 5 mondmes par 2 lignes cela fait 160 lignes de résultat.

Ltalgorithme précédent peut suggérer la multiplication de P par le terme
dominant de Q soit Xg Xg Xg Xu, en utilisant wn algorithme de multipli-
cation rapide, ce qui donne tous les n-uples puissances. Il resterait
alors réordonner chacun de ces n-uples, puis ordonner la liste de n parti-
tions ainsi obtenue (il faut remarquer que dans ce cas deux mondmes dif-
férents peuvent donner la méme n partition, exemple : ){i Xg Xg X, et

Xi’ Xg Xg Xu)° Ce qui revient de nouveau a effectuer les étapes b) et c)

séparément, et qui représente 1'essentiel du travail.
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Donnons maintenant wn algorithme pour effectuer les décompositions 1(2.2)
et 1(2.3).

Lemme (1.3) si k1>k2> >kn
ki » * 0 kn

le signe de la permutation est sg(w (ia-ie)) (1.9)
i ... i j<o J
1 n

"Démonstration COMTET [ 143

Algorithme COMB

k, n, (m) = (m‘, v ooy mn) fiXéS.
COMB est une procédure récursive qui utilise 7 paramétres, son but est de
construire & partir de (m) tous les triplets de k-uples, (n-k)-uples et
signe, qui figurent dans I(2.1).

Description des paramétres :

Le premier, m est la partie du k-uple déja construite.

Le deuxiéme& % est la partie du (n-k)-uple construite.

Le troisiéme, R le reste de la liste initiale (m).

Le quatriéme sera k-|m|.

Le cinqui&me sera n-|%].

Le sixieme et le septiéme servirons a construire le signe.
Note : le signe final est construit par étape, ce qui évite de réinspecter
chaque k-uple et son (n-k)-uple associé pour appliquer (1.7).

- COMB est initialisée par COMB(#,8, (m),k,n,0,1)

* COMB(IH, %, R, k: n, ni’ €)
m= (M, oy MY, L=2, e, £, R= (R, ..., R, INT = .
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1-si k=0 résultat = (€, m, 2) et aller en 14
2 -1=1

—— 3 -3s5ii>n-k alleren 14

4 -mi =mURi, SLi = £ U INT,

§ - INT = INT UR' , n} =n,+i-1, R* = R-R,

1 1 1
6 - n, =n-i
ol
-7 - €; = sg(E‘,‘ -0
\ 8 - si T ® i aller en 11 cette boucle permet de ne
) :

9 - i =i+1 : INT = INT U R pas reconstruire wn k-uple

. - S ) s
! et wn (n-k)-wple ayant les

10 - si R=¢ alleren 8 mbmes &1léments.

M-8 =in

12 - tésultat = résultat U COMB(n, &%, R', k-1, n; ni, €;)

e 13 - aller en 3
14 - retum (résultat)
15 - Fin

Supposons qu'au jeme appel de comb nous ayons la propriété suivante :

WMt
®) J i1 J J+1’ 101\), m, = m, sij<p
e=sg (n (i, —1u)) avec i, tel que 3 J
u<j J m = % si>p, <+

- J i
alors m'<m'~ , 21"14&1, R'c 1 1 , d'aprés 4, 5, 6 et 9 et el = sgle (-1)“1),

or ni est la longueur de 1, donc

¥ , .
sg((~1) 1) = sg( T (:1-1*)) w (ri—rv)) et ¢! vérifie
Jo1yeeas T v~1,...,1 1

donc (1.

I1 est facile de vérifier que le résultat final est ordonné lexicographi-
quement, en ordre décroissant pour les k-uples, croissant pour les (n-k)-
wples. Cette propriété sera utilisée lors de la progranmation.
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2 - REDUCE -

Dans ce paragraphe nous donnons une description sommaire du systéme Réduce,
et non exhaustive quant a ses propriétés, nous réservant de présenter
celles qui sont nécessaires pour la suite de notre exposé.

R8duce (251, ‘est un systéme de calcul formel interactif organisé en deux
niveaux appelés "modes" :

- le mode algébrique,
- le mode symbolique.

La commnication entre ces deux niveaux €tant faite automatiquement par

1t'&évaluateur algébrique.
MDIE ALGEBRIQUE

évaluateur algébrique

MOIE SYMBOLIQUE

I1 convient de distinguer deux types de représentations des données. La
représentation inteme qui est la représentation de travail, et la repré-
sentation de surface de type algébrique classique, utilisée pour les
entrées sorties uniquement en mode algébrique. Le passage entre les deux
se faisant par 1'évaluateur algébrique.

Le mode algébrique - c'est le mode naturel d'utilisation de REduce (et le
plus simple !), 1'évaluateur algébrique se chargeant de 1'essentiel du
travail, simplification, appel des procédures appropriées,‘,.., en tenant
conpte d'un "contexte" définit par 1'utilisateur. Le langage de program-
mation est de typé algol.

Le contexte est formé par les déclarations, les options et enfin les régles
opératoires ou les relations entre &léments.

- les déclarations - entiers, scalaires, tableaux, matrices ... scalaire
étant le type par défaut.

Les options sont 3 'on' ou '"off" (actives ou inactives) ; par exemple si
1'option pgcd est active un calcul de pgcd sera fait automatiquement par
le systéme dés que 1'on manipulera wne fraction rationnelle.
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Les régles opératoires permettent de définir de nouvelles opérations, de

donner des propriétés a un opérateur ou a des variables.

Lxemple : les lignes précédées de + sont des entrées, celles précédées de O

sont des réponses du systime :
+ Matrix A2, 2), B(2, 2), C(2, 2);

+ A = Mat((5, ¥}, (1, 1))
0 MAT(1, 1) =5

0 MAT(1, 2) =&
0 MAT(2, 1) =1
0 MAT(2, 2) =1

+ B = Mat((2, 0), (0, 1)) ;
0 MAT(1, 1) =1

*+ @

* »

0 MAT(2, 2)

it

1

A et B étant des matrices, le systéme interpréte *

+ C 1= A«B comme la procédure de multiplication matricielle

0 MAT(1, 1) = 5

0 MAT(2, 2) = 1

+C = A -1) (on affecte & C 1'inverse de A)
+ OFF GCD ;

+ (Xxx3 + BrXKk2 + BrX + 2)/(3(2-*3) H

0 %+ ux® + 5x + 2)/ (4-1)

+ P = (xrl)ax2

0 )(2 + 2X+1

+ Jet x = y+i

+ 15 (denmndé d'impression du contenu de P évalug)
0 ¥2 + oy + oy

+Q = Px(x+1) ;

0 y3 royl v 12y + 8

+ clear x ; (efface la propriété x = y+1)
+ P

Ox2+2x+1

+Q
0 y3 + 1|.y2 + 12y +8

i
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le mode symbolique

On y programme en R 1lisp qui est wne extension de lisp.

. Avantages - c'est le niveau ou est écrit le systéme, on ne passe pas par
1'évaluateur algébrique, et on peut utiliser toutes les procédures de
Réduce, en exploitant les propriétés de lisp pour le traitement de listes.

. O Gt B Wy T it W e

patibles, représentés sous forme 'mteme, ce qui suppose une trés bonne
connaissance du systéme. En outre les données sont difficiles a lire en
représentation inteme.

L'évaluateur algébrique

C'est 1le lien entre les deux modes ; en mode symbolique il faut 1'appeler
explicitement, en mode algébrique il est appelé automatiquement lorsqu'on
entre une chaine de caractéres au terminal.

L'évaluateur analyse alors cette chaine, reconnait son type, 1lfexprime sous
forme préfix€e, la simplifie et 1'évalue en tenant compte du contexte, la
stocke (si nécessaire) sous forme inteme et la retourmne au terminal sous
la forme de surface. ‘

Remarque : la représentation interne d'un polyndme par exemple, ne varie
pas lorsqu'on change le contexte, # moins d'affecter le résultat de
1'évaluation.

Lisp est un langage de traitement de listes utilisé pour 1'1nplantat10n de
R-lisp ~ 1lisp gere un espace de travail divisé "'en cellules', composées
de deux champs, le CAR et le CDR - wne cellule sera schématisée par

ERENE

A 1'origine les cellules disponibles forment 1a liste libre dans laquelle
on puise lorsqu'on a besoin de memlxe, et que 1l'on reconstruit, lorsqu'elle
est vide avec le programme rammasse miettes (r.m.), qui chaine les cellules
qui ne sont plus actives. Si apreés exécution du ramasse mlettes, la liste
libre est encore vide, 1'ex€cution du programme s ‘arréte avec w message
d'erreur.
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On trouvera en annexe wne description de quelques fonctions de lisp, qui

seront utilisées dans le paragraphe suivant pour décrire des programmes.

Représentation interne des polyndmes dans réduce -

Comme dans la plupart des systémes de calcul formel les polyndmes sont
cods sous forme récursive :

PX,...,X) = ¢ )(J P X,,...,X ), en ne représentant que
1 n JED 2 n

les puissances dont le coefficient est différent de zéro.

Exemple : A0+ A% 4+ oA+ B2 est représenté par la liste

(((A-10)+1) ((A-2)-3) ((A-1) ((B-2)-1)) ((B-2)-1))
cette représentation récursive définit wn arbre, dont le noeud de niveau
z€10 est 1'identificateur du polyndme, les noeuds de premier niveau repré-

sentent les teimes 3 ajouter, ....
Pour we description plus compléte de réduce on pourra se référer a [25],

et pour lisp a (331, (341, [381.

3 - MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME -~

Comme il a 6été montré dans le § 1 1'algorithme de multiplication que nous
proposons, se ''réduit" 3 des manipulations de listes ; il est alors naturel

(et nécessaire) de le progranmer avec un langage de type lisp. Nous utiliserons
le langage Rlisp de réduce. Cependant afin d'en rendre 1l'utilisation plus
aisée, et, d'utiliser les possibilités de réduce, nous avons réalisé une
interface avec le mode algebrlque de réduce, de telle facon que 1'algorithme
adnette comme arguments et retoume comme résultat, des polyndmes au sens

de réduce ; on dispose ainsi de toutes les facilités dec celui-ci pour des
manipulations }nltérieures, (ou préliminaires) sur ces polynOmes.

La programmation a été faite avec trois idées directrices :

a) -~ une seule procédure pour les trois types de produits possibles, qui

ne se différencie que si le nombre de variables est deux, et pour 1l'opéra-
tion étoile.

b) - minimiser la place mémoire du résultat, qui, dans le cas le plus général

comporte n! n-partitions (pour un produit de type s(2)s(m)). Pour cela on
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tiendra compte de la propriété suivante : dans le cas du produit s(m)s(R)
des n-partitions sont construites a partir de n? nombres.

c) - d&finir we structure de données, qui permette de r€aliser cet algorithme
avec le moins de tests possibles.

Au vu de ce qui précéde, il apparait que la meilleure structure de données
est de type représentation récursive. Il semblerait alors naturel d'utiliser
celle de réduce, mais, elle est redondante pour notre probléme car nous
devons savoir a priori quelles sont les variables de symétrie. Dans notre
cas cela entraine, outre une perte de place une difficulté supplémentaire
dans le cas de poiynﬁmes synétriqués a coefficients polynomiaux, car les
variables des coefficients peuvént &tre choisies par le systéme comme
variables principales, et wn colit plus €levé du réordonnement. Supposons
par exemple avoir obtenu 3 wne &tape du produit de deux polynOmes symé-
triques, le polyndme :

(a) = X X X3 Xq )(1 X2 Xg Xq, qui représente le polyndme

s(852 1) +s(8252) ; il faut donc réordonner le 4-uple(8 2 5 2).Ce qui
donne en schématisant la représentation récursive de réduce, le passage de
1'arbre (a).

(a) = = y X, 8)
L (X,, 5)
Xy 2) X, 2)
%, 1)

X, (&, 2)

Le passage de (a) a (b) nécessite 1‘e>q310rat10n de tous les noeuds de (a),
a chaque noeud on doit tester 1'exposant, et l'echanger avec le précédent
s'il lui est inférieur, les variables &tant fixes.

Nous avons donc créé notre propre structure récursive qui ne garde que les

exposants.
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Exenple : le polyndme s(8 52 1) + 35(8 52 2) +s(77 6 4) sera représenté

par 1'arbre :

8 7
5 17
2 >6
2./ 1 14
/

/ H '

! ' '

/ ' !
3. i1 11

Ce qui donne sous forme de liste :
P=(8 (5@ @@311D)706ED))

on peut donc définir un niveau dans cet arbre par le nombre de parenthéses

qu'il faut traverser (en omettant les blocs) pour sortir de la liste.

Par exenple : 8 et le premier 7 sont au premier niveau
5 et le deuxiéme 7 sont au deuxiéme niveau

Les nombres soulignés étant les coefficients des polyndmes monomiaux.

En représentation interne P s'écrit :

8 7 )
I T g g | C——CAa
5 . 7 '
CT1—C L—us s
2 CT T2
[ TTT T
2 3 i 1

L*addition de deux polyndmes symétriques ou antisymétrique représentés sous
cette fomré, peut donc se faire sous forme de tests des é1éments du premier
niveau, ce qui correspond & la fusion de deux listes ordonnées, on se passe
au niveau inférieur que s'il y a coincidence de deux éléments d'wn niveau
ce qui donne une procédure de nature récursive, bien adaptée au langage

Rlisp.
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Ltudions mintenant bridvement le nonmbre de cellules nécessaires pour le
stockage d'une liste linéaire de n! (n+1)-uples et d'une liste récursive

de nl-(n+1)-uples vérifiant 1'hypothdse H .

“n chaque noeud de niveau p a np 4 Successeurs sur le niveau

ptt i p=20,1, ..., n-2.

e ok e B e e v tod o W

La liste principale comporte n! cellules, le CAR de chacune d'elle
pointe sur wne liste de (n*1) nombres, si 1'on suppose que chacun des nombres
stockés, y compris les coefficients sont des entiers courts, on peut
négliger la place qu'ils occupént on obtient donc n! (n+1) cellules
= (n+1)! cellules.

A A o o i T A s Bt e PO W A A o o - e - —

Au niveau n, chaque noeud est composé de deux cellules. La premiére

icme : .
-~ terme du n-uple puissance, la seconde sur le coef-

pointant sur le n
ficient, de mbme qué précédemment négligeons la place qu'ils occupent en
mémoire et posons f(n). Le nombre de cellules d'une liste de n! (n+1) ~uples,
vérifiant Hn. Le premier niveau comporte 2n, cellules, une sur deux pointe

sur un atome, 1'autre sur une liste i n- niveaux vérifiant ”n— 4 donc :

f@) =n, (2 + £0-1))

=n"'1 LY n = 2
L ? 1n

posons : n, =n, N -1

1

nous avons les valeurs suivantes @

2

n 1121 3 . 4 5 6

fmy.j2./8|30(.128]650| 3912

remarquons que dés que nz la représentation récursive est (dans ce cas) plus

€conomique que, la représentation linaire.

.L‘obtent:i.on d'ine borne pour le nombre de tests nécessaires lors de 1'ad-
dition de decux polyndmes représentés récursivement étant trop difficile a
obtenir dans le cas général, donnons le nombre de tests et we bome de
celui-ci lorsque 1'arbre des deux polynSmes vérifie la propriété H, avec en

outre mo= nt.
i
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Notons g(nl,...,nn ; n) ou g(n) le nombre de tésts.
Le pire cas au premier niveau est celui ou tous les noeuds sont €gaux
deux a deux, dans ce cas :

gn) =n, (1+ gln-1))

Au demnier niveau, nous avons chaque fois deux listes ordonnées de m_4
é1éments chacune 3 fusiomner en wne seule liste ordonnée, ce qui se

fait en 2n _, tests au maximum.

Donc g(n) =n, +n, n, + ... + 2r11n?,.,.,nn__1 et on vérifie que :

1 172
max g(n) = p.nl!
ni?o, - nn__1>Q
LA n!
i
ce max est atteint pour n, = nl,n, =...=n,_, = 1 c'est le cas ou les

premidres composantes de chaque n-uple sont différentes deux a deux ; les

représentations linéaires et récursives coincident.

Remarquons cependant que lors des additions effectufes pendant une multipli-
cation de deux polynSmes monomiaux, ce cas ne se présente jamais.

Réalisation de 1'opération 'étoile' -

Soit 2 effectuer P Q, et P et Q étant représentés sous forme récursive,
notons &tm la procédure réalisant 1'opération 'étoile" et décrivons la
si P et Q sont symétriques sur un exenmple.

el
f

661706 3))
8 (7 (31) 52 3)

~
i}

e <o
[ —
[9v]

R

U= o
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Premiére étuape :

9A 8
g |
7 7 5
8!
' * 7 5 5 * 3 2
' [] ] H
1 ! ! !
3y 2 3 1 1
[}
! !
) 1 3
et enfin S -
P + Q = g 8
8 7
8 7 5
7 5 5 5
3 V2 34' 2
' ¥
: 1 | !
1 i 3 3

Remarquons que le cas antisymétrique est essentiellement le méme, au signe
prés lorsqu‘on permutte P et Q, et un test supplémentairé car P = car Q.
Par rapport @ une opération Etoile réalisée sur wne structure lindaire nous
gagnons de nombreux tests nécessaires aux fusions de multilistes ordonndes.
En effet dans le cas d'wne structure lindaire posons

P= (X, X, «onr X)) X; > X0
Q= (0, «eny YY) Y5 % Yin
X; et Y, sont des k-uples, (respectivement (n-k) -wples) ordonnées.

Notons (Xi’ Y j) le n-uple forné des €léments de X; et Yj ‘ordonnés , nous

ayons .
Ky Y0 > (%, X)) een > (X, Y)

(yp Y > (s Yp) een > (K, Y

(Ko Vo) > (X Yp) oee > (X, Y)
on obtient donc m listes ordonnées de n-uples qu'il faut fusiomner en wne

seule liste ordonnée de n-uples.
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Factorisations "'droites' et ''gauches' -

Soit wn polyndme symétrique, ou antisymétrique P dont tous les polynémes
monomiaux sont décomposés suivant I1(2.2), on obtient une nouvelle expres-
sion P' que 1'on peut "factoriser" 3 droite ou a gauche, dans le but
d'éviter des sommes de polyndmes lors de la remontée de 1'algorithme, ainsi
que des multiplications de polynSmes 3 une ou deux variables qui sont les
€tapes terminales du processus récursif. Cette factorisation est faite par
comparaison des termes droits et gauches de chaque expression donnée par
I{(2.2), avec ceux de la partie d&&ja factoris€e du polyndme. Il y a avantage
a tirer parti de la propriété de 1'algorithme COMB, de donner la décompo-
sition I(2.2) sous forme ordonnée (voir exemple au paragraphe 1). Cette
factorisation n'é€tant susceptible d'efficacité que si elle est peu coliteuse,
ce qui en pratique sera toujours le cas.

Test numériques -

Nous avons programmé deux algorithmes de produit :

- le premier ASS limité au produit d'un pélynﬁme symétrique par un polyndme
antisymétrique ; ASS est une transcription de l'algorithmé proposé dans
{311, pour le cas symétrique par antisymétrique ; en cas de répétitions

dans le n-uple exposant du polynOme symétrique, ASS ne développe qu'une

fois les mineurs identiques induits par ces répétitions. Les polynfmes i
multiplier sont donnés sous forme linéaire, le résultat est aussi une liste
linéaire.

- le second MSP directement issu de 1a proposition (1.1) effectue le produit
de deux polyndmes symétriques ou antisymétriques, en décomposant son prémier
argunent en somme de produits de polyndmes symétriques ou antisymétriques en
k et (n-k) variables suivant 1(2.2), le résultat est ensuite '"factorisé'" a

droite et a gauche.

~ MSP demande des arguments stockés sous forme linéaire, et construit le
résultat sous forme récursive.

- Choix de k (pour MSP) expérimentalement le meilleur choix est k = ln/ 2}.

- La vérification du résultat peut se faire soit en évaluant chacun des opé-
randes et le résultat en utilisant une procédure “gvalue" direcitémentpro-«
gramnée d'aprés I(2.1) ou (et) en comparant les résultats aprés permutation
des opérandes, ainsi qu'en effectuant des produits dont le résultat est

connu 4 1'avance.
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- Les algorithmes ASS et MSP sont programmés en utilisant la partie Rlisp
de réduce, implanté sur un IBM (360-67), les procédures utilisent les fonc-
tions de multiplication et d'additions de polynSmes de réduce.
Taille de 1'espace de travail 14000 cellules.
Le temps est exprimé en secondes.
Le choix du paramétre k dans la décomposition donnée par la proposition
(1.1) est k = l%J, c'est toujours le meilleur expérimentalement.
Conventions :

tt est le temps total

tmn le temps d'exécution du ramasse miettes (estimé)

tp 1le temps propre a la pmce’duré ; tp = tt - trm

+ = d&passement de capacité mémoire.

A - comparaison de ASS et MSP sur des polynSmes monomiaux tels que 1le
produit comporte n! polyndmes monomiaux :

P

2A(1on, 10(n-1), ..., 10)

n
(2[1 = 3S(n, l'l"‘l pe ey 1)
ASS MsP
Exemple tp ton tt é tp | tm tt
ars Pu‘Q yw | 0,25 0 0,25 5 0,3 0 0,3
‘ z
Ps'Qs 1,1 0,6 | 1,7 21,1 0,6 | 1,7
P_B'QG + + + 5,31 3,6 | 8,9
MSP

| Exemple | tp | tmm | tt

QP -[-0,27 | 0 |.0,27

QsoPs 0,77 | 0,0 | 0,77

...

Qg-P, | 2,8 | 1,8 | u,6

La comparaison entre A1 et A2 est wn bon exemple de non commutativitéd du
produit (en temps).
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En régle générale soient a multiplier deux polynSmes P et Q de complexité
équivalente, si P est de degré total grand par rapport a Q, il est plus
rapide de faire msp(Q, P), cela s'explique au vu de la proposition (1.1)
car 1'opération "gtoile" sera peu coliteuse dans ce cas. L'algorithme ASS
étant quant 3 lui trés peu sensible a l'ordre des opérandes.

Remarque : A titre indicatif ASS(PG, Qe) a été effectuvd avec un espace de
travail de 70 000 cellules (il suffirait probablement de 16 a 17 000 cellules
pour exécuter la multiplication avec ASS). Le temps est le suivant :

tp=12,1 - tm=1,1 - tt=13, 2
B - Comparaison de ASS et MSP sur trois exemples ou les composantes d&s
partitions dfinissant les polyndmes symétriques comportent des répétitions

ex. n® 1 -3s(6 6 6 3310) x 2A(70 60 50 40 30 20 10)

n® 2-3s(77775533) x 2A(80 70 60 50 40 30 20 10)

n° 3-3s(111111 0 0 0) x 2A(90 80 70 60 50 40 30 20 10)
ASS et MSP tiennent compte des répétitions pour sinplifier le calcul ; dans
le cas de MSP le polynSme dont on veut tenir compte des répétitions doit

&tre placé comme premier argument.

ASS MSP

Exenple .| tp trm tt tp | trm tt

n° 1 7,1 5,4 [12,5 1,81 0,6 | 2,4

n® 2 | 7,6 | 6,6 |14,2 1,91 1,2 | 3,1

ATV TATAL W AW

n® 3 | 1,8 1,2 | 3,0 0,95} © 0,95
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C - Comparaisoil de ASS et MSP sur des polynSmes sommes de polyndmes nonomiaux

4. (3.s(5432) +3.s5(3210)) x 2.AKB432)+2.A4310)
5. (3.5(4 32 1)) x (2.A(40 30 20 10) + 4.A(20 15 72))
6. P=3A(5432)+4.A(6431) +5A8631)+6.A(107471) +
7.A(12 852) + 8.A(14 74 3)
Q=3s5(5432) +4,s(6481) +5.s(8631) +6.5(10741) +
7.5(12 8 52) + 8.s(14 74 3)
exemple 6 = P xQ '
7.P=P+9AM0876) + 10.A954 1) + 12.A(11 6 5 4) +
MA(1392 1) + 16,A(832 1)
Q=Q+9.5(9876) +10,A(954 1) +12.5s(11654) +
M.s(i392 1) +16.AB8321)
exemple 7 = P xQ

Les exemples 4, 5, 6, 7 sont d 4 variables.

8. 3.5(54 32 1) x (2.A(50 40 30 20 10) + 2.A(20 15 10 5 3))
9. (3.5(10 8 6 2 1) + 3.5(54 32 1)) (2.A(50 40 30 20 10) +
2.A20 15 10 5 3))

Ces deux exemples sont & 5 variables.

10. 3.5(6 54321 x2.A2010 654 3
1. 3.5(6 5432 1) x2.A(30 20 158 5 2)
12, 3.5(6 54 32 1) x 2.A(40 30 20 15 8 2)

Les 3 demniers exenples sont & 6 variables.

ASS MSP

Exemple tp trm | tt Z tp trm | tt
I 0,7 0,0 | 0,7 2 0,63 | 0,0 {0,63
5 | o,ue’ | 0,0 { O,u6H .0,u..| 0,0 {0,n
.6 | 6,8 3,6 .{10,1 5,6 3,0 |8,6
7 56,0 {21,6 |77,6 E20,4 [15,6 {36,0
8 2,7 1,2 | 3,9 é 1,2 0,6 {1,8
9 5,1 2,4 | 7,5 g 2,6 1,2 |3,8
10 By 2,4 | 6,5 g 2,7 | 1,8 |u,5
11 9,2 6,0 [15,2 g 2,6 1;2 3,8
12 12,0 10,0 |22,0 % 2,7 | 1,8 |u,5
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C' - Valeurs moyennes pour MSP

Dans chacun des exemple les coefficients sont majorés en valeur absolue par

28,

Exemple 1 - polynOmes symétriques
(4 44 4) ; les polyndmes sont

3 4 variables de degré inférieur a
3 mitié dense environ 30
a 35 polynSmes monomiaux chacun.

5 variables de degré inférieur 3
28 polyndmes

Exemple 2 - polynSmes symétriques 3
(3333 3), amitié dense, environ 25 i
monomiaux chacun.

Lixemple 3 ~ polynfmes symétriques
(33333 3) environ 25 3 28 polynSmes monomiaux chacim.

a 6 variables de degré inférieur 3

Exemple tp trm tt
1 43,0.] 30,0 73,0
2 80,0 | 70,0 | 150,0
3 153,0 1132,0 | 285,0

En régle générale il faut développer par rapport au polynSme dans lequel le
plus de simplification auront lieu, soit du fait de répétitions d'indices,
soit par 'factorisation".

Donnons maintenant un exemple illustrant 1'intérét de la structure recur—-
sive ; MSPP est la procédure MSP dans laquelle on stocke les résultats de
1'opération "€toile" sur les produits i k et (n-k) variables, pour ne les
sommer qu'aprés avoir effectué toutes les opérations “etoﬂes", alors que
dans MSP on somme au fur et 3 mesure. L'exemple que nous prendrons est
Pg.Qs dont nous savons que le résultat comporte 6! polyndmes monomiaux,

donc les additions ne diminuent pas le nombre de ceux-ci.

Nombre de ijSPP(Pﬁ’Qﬁ) tp = 6,2s = 4,8s = 11,0 s
cellules 7 _

i4 000 L MP o

12 000 + MSPR 4wmmt

: +
10 000 - . +
. +
8 000 4 +
+ +
6 000 L | +
4 000 ! | i I L g " — >

«....
) .,,.L...‘
-

-

-

-

Appels au ramasse miettes
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Mentionnons enfin les nombreuses versions de MSP que nous avons essayées,
en particulier nous avons testé des versions moins récursives dc pmef et
etm, ou le nombre d'appel est &gal au nombre de variables, ce qui n'est
pas le cas dans les versions que nous avons présentées. Le temps propre
n'a pas évolué de fagon significative, alors que le temps de garbage col-
lection a augmenté ; en particulier nous ne pouvions faire le produit

l‘ﬁ, Q6 avec les versions peu récursives. I1 semblerait qu'avec une version
peu récursive, les listes restent actives plus longtemps, en conséquence
le ramasse miettes ne peut les récwpérer, ce qui peut aboutir & wn dépas-
sement de capacité. Ians certains cas d'ailleurs le garbage collector ne
réussit pas a rendre 3 la liste libre des cellules non actives ; il semble
que cela provienne du grand nombre de paramétre utilisé par certaines pro-
cédures de MSP, ceux-ci ne sont pas récupérés aprés la dernidre ex€cution
de ces procédures. On peut y remédier en déclarant et activant wne procé-
dure ayant w grand nombre d'arguments, ceux-ci &tant mis a NIL (#) lors
de 1'activation. Ces exemples montrent que le temps propre aux algorithmes
est parfois important, et en tout état de cause ne permeitra sans doute
pas de faire des produits de routine de tr@s gros polyndmes. Mais néannoins
nous pensons que ces algorithmes représentent un bon outil dont la limita-
tion la plus importante est la place mémoire nécessaire & la construction
et au stockage du résultat. La structure récursive bien que meilleure
qu'une structure linéaire ne résout pas tous les problémes. Il convient
cependant de remarquer que la taille de 1'espace de travail utilisé de
1'ordre de 100 k octets est relativement faible.

4 - PASSAGE DE J.A BASE MONOMIALE A LA BASE SOMME D PUISSANCES SEMBLABLES -

Soit A = Q[Y], les S(R)' ) = (Xi,-..,)tn) NP P k sont une base de

k 4, . ~ ae s < s s .
An 1'espace vectoriel des polyndmes symétriques en les indé€terminées
Xl, ceo ’Xn
dans A.

, et de degré total (par rapport & Xi"“’)gx) k, & coefficients
Dans ce paragraphe, nous décrivons un algorithme de passage de la base

monomiale A la base somme de puissances semblables (s.p) basé sur la propo-
sition I1(3.8).
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Tout d'abord il faut calculer les S(A)’ ce qui sera fait itérativement par
des produits de la forme S Ca SGW)) Pour ces produits on peut ev1demment
utiliser 1'algorithme MSP decrlt dans le paragraphe précédent, mais cela
présente deux inconvénients :

a) - Cet algorithme bien que tenant compte des particularités des opérandes
ne saurait étre aussi efficace qu'un algorithme concu pour ce type de mul-
tiplication.

b) - Lors du passage de la base monomiale A la base S.p nous aurons i cal-
culer de nombreux S(A) donc de nombreux produits, or la procédure MSP
telle que nous 1'avons écrite demande, en entrée, les polynbmes 3 multi-
plier sous forme linéaire, et donne le résultat sous forme récursive, il
faut donc une procédure de passage de la forme récursive & la forme
linéaire ; cette procédure bien que trés rapide et négligeable devant le
colit de MSP dans le cas général, devient cause d'une perté de temps trop
importante lorsqu'on 1l'utilise systémﬂtiquément avec ce type d'arguments.

Nous avons donc &crit un algorithme de multiplication d'un polyndme symétrique
ou antisymétrique sous forme réqursive, par wn Sk ; sur la base de la
proposition I(3.4). La procédure étant &crite de telle facon 3 tirer parti

au maximum de la structure récursive. Cette procédure peut se décrire de

la facon suivante donnés P un polyndme sous forme récursive, K wn entier

a) - ajouter K a tous les noeuds de niveau j de P, j=1,...,n ce qui domne
1'arbre Pj‘

b) ~Réordomner tous les arbres résultants, avec la convention : si wn noeud
J, de niveau j, modifié dans l'etape a) est égal 4 un noeud N de ni-
veau j-1, S1 le polyndme est symétrique, multiplier 1'arbre dont le noeud

de niveau j est N. par C. (ce qui suppose de stocker lors de la

J j*1 ’
descente, les nombres CJ et de pouvoir 'marquer' les noeuds modifiés), si
le polyndme est antisymétrique, enlever 1'arbre passant par Nj’

¢) - Additionner tous les arbres résultants.

En pratique il est naturel de ne pas dissocier les trois &tapes, on commence
par les noeuds de niveau n, et on effectue simultanément b) et c) avec la
remontée dans 1'arbre et 1'opération a). On y gagne, en tests nécessaires
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pour 1'étape c¢) car il est moins cofiteux d'ajouter deux arbres ayant n-j
niveaux, que deux arbres dont les j premiers niveaux sont identiques, et
en place car les arbres sont plus vite sous forme réduite ce qui induit
aussi un gain pour 1l'€tape b).

- (A) ~ Notons que pour des raisons d'efficacité, il faut effectuer le

produit Stk)’ en commengant par Sn’ puis S__.,..., (on &vite des

“n-1
remontées dans 1'arbre). o,
On pourrait aussi envisager de calculer Sn par la formule monomiale

cela n'a pas été fait.

Donnons simplement quelques résultats sur le calcul des S(A) qui suffisent
a donner une idée du temps nécessaire au changement de base, en effet

nous savons que le nombre de S(A) 4 calculer pour exprimer dans cette

base un polyndme symétrique homogéne de d°k est égal, en général, au
nombre de n-partitions de k supérieures a la plus petite partition
présente dans le polyndme, 3 cet égard on remarquera que pour la transfor-
mation des polyndmes symétriques dans la base des polyndmes symétriques
élémentaires la situation est inversce.

A- (o) = (005 o) = 3°

B- () = (202) M =0G311
C- (@=03201 =322
A B C

ex tp. [tom] tt ex | tp {tmm| tr {jex | tp tmm) tt

n=410,160{ 0 {0,16]|n=4|0,11} 0 {0,11}|n=4{0,9}0,6}1,5
n=5/0,180| 0 {0,18]|n=5/0,12| 0 |0,12||n=5/1,2{0,6{1,8
=6{0,21 | 0 {0,21}{n=6]0,14] 0.}0,14}In=6/1,4{0,6/2,0
n=7/0,23 | 0 |0,23{{n=7{0,16] .0.{0,16]|n=7]1,6/0,6{2,2}
0.

n=8{0,26 | 0 {0,26||n=8|0,18| 0,18} {n=8{1,8}1,2|3,0

<

n=9]0,29 | 0 40,29} |n=9/0,2 0,2 |in=9]2,0{1,2|3,2

temps en secondes - espace de travail 9 000 cellules.
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ITI - POLYNOMES DE SCHUR

Les polyndmes de Schur, définis par ce dernier ont 6té trés largement
étudiés par D.E Littlewood et F.D. Murnaghan dans le cadre de la théorie
des représentations du groupe symétrique. Paradoxalement ce n'est que

par la relation entre celles-ci et les représentations du groupe linéaire
qu'ils acquidrent leur caractére de polyndme symétrique. Le but de ce
chapitre est de les présenter sous ce point de vue sans utiliser le forma-
lisme de la théorie des groupes. Nous montrons que la plupart de leurs
propriétés peuvent s'obtenir de facon simple en termes de polyndmes symé-
triques. Cependant cette approche ne nous permet ni de démontrer que leurs
coefficients s'expriment en termes de tableaux d'Young, ni de montrer com-
plétement leur expression en termes des caractéres du groupe symétrique ;
ces deux démonstrations ne pouvant &tre faites qu'en utilisant la dite
théorie, ou bien pour le premier, la combinatoire. Nous les admettrons
donc, bien que nous démontrions d'une maniére élémentaire que les coeffi-
cients des polyndmes de Schur dans la base somme de puissances semblables
forment une matrice orthogonale. Nous décrivons d'abord les propriétés de
leurs coefficients et la maniére de les calculer, puis aprés avoir donné
leur expression en termes des asy hi’ et s, nous montrons qu'ils forment
une base de I\}i, 1'espace vectoriel des polynOmes symétriques de degré Kk,
et en déduisons que les h()‘) forment wne base du méme espace. Nous établi-
rons dans le troisidme paragraphe d'autres de leurs propriétés qui nous
conduiront au calcul des caractéres du groupe symétrique, puis aux thdorémes
de multiplication et de décomposition qui sont &troitements relids, aprés
avoir étudié dans le quatri®me paragraphe une fonction génératrice des ces

polyndmes et ses conséquences.

1 - IEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES -

Soit (A) une n-partition d'un entier k.

DEfinition 1 ~ Le polynSme de Schur associé @ la n-partition (1), en les

variables X1’ ey Xn est le polyndme :



L L
1
Xl peroy X1
X1 X"
det 2 gosoy 5
L L
1 n
& 3 owvay &
X wevy X, 2} = L (1.1
D NG
det . .
-1 )
Xrl y ve ’Xn’ 1
ou Li=li+n"‘i i=1,cc”n

On vérifie que c'est un polyndme en rémarquant que le dénominateur est le

déterminant de Vandermonde (Xi—Xj) et le numérateur est divisible par
- i<j

X Xj).

Avec les notations du chapitre I {X1

| A(Li’ cee, Ln)
{X1’ trey xn’ >\} hA(n"1, te sy 0)

»oeees X A} s'écrit :

c¢e polyndme est symétrique, homogene, de degré k ; cherchons donc sa décom-
position dans la base monomiale,pour cela remarquons qué le polynSme de
plus haut degré pour 1'ordre lexicographiqué figurant dans '

{Xi, vee, Xﬁ ; A} est s(Ai, ceny An), nous pouvons donc entamer le processus
de division de la facon suivante :

Ally, voes T =A@, veey 0) 5 (), +ovy &) - R
= I M
ou R - }\A A(p1+n~1, sy un) (102)
<™ |

cela d'aprés I (2.7)
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k k

Rappelons que (A) = (») o> Yk = 1, «oey,n L )‘i 2 I ouy
- R
(les n-partitions y figurant duns R vérifient &videmment vl = X

Le processus de division donne donc a la premiére €tape :

(X, voey X 3 A =50, ceey A) - £ K {X,...,X 5w (1.3
1 )Sx S[:l n) G< ) )\ X_l )91 u (1.3)

ce qui assure que la division va se terminer et que :

r N sm) (1.4)
msey "

#

'{Xi, vons X A}

Exenple :
n=4, ) = (5310

A(3210) +s(5310 =AB520 -A(8430)

-A(B 42 1) -A(7620) +2A(7431) ~-A(6540)

- A(6 4 3 2)
donc {X1’ XQ, XB*. Xu s A} =s(5310) +£A(8430) +A(B421)

*A(7620) -2A07431) +A(6540) + A(6432)N/AB210)
et finalement

{x XZ’XS’ Xu;k}=s(5310)+s(5220)+23(5211)

+5(4410) +2s(4320) +4s(4311) +55(4221)

+35(3330)+75(332 1) +9s(3222)

1’

On voit immédiatement que la méthode de division de A(L g2 tee Ln) par
An-1, ..., 0) qui aboutit & (1.4) peut se généraliser au cas suivant :

soit () wne n-partition de q telle que Vi = 1,..., n
By < Ay posons bi =yt n-i, de la méme fagon que précédemment on trouve :

{Xip ona’x ;.A} \’ {X1, ooe,X ;\)}

T - _ - - n )
T)(ls teey X ; u} S(Ai vl’ s ey An ‘%,l) (V)E(A) MA’]J Txi’ N ‘Xll ; u] (1 S)

n




I1 est aisé de vérifier que les n-partitions (v) intervenant dans la
somme vérifient encore v i 2 ¥ i=1,...,n on peut donc continuver 1la divi-
sion et arriver i : '

X, vou, X3 A}
: n’ L W H s ) (1.6)

{Xi’ vou, Xn ; u} WM< Vo

Remarquons que 1'on peut exprimer (1.5) de la facon suivante :

syl o= )3 Y .
5(81’ 82’ LY en) {Xl’ ey XTL 3 u} (\))S(e+u) }46’}} {Xi, LI Xn > \)}

avec 6 = (\~y) 1.7

Définition 2 - Soit (M) wne n-partition, D(A) le diagramme qui lui est
associé ; un tableau standard d'Young est un tableau obtenu en mettant wn
entier a chaque noeud du diagramme D o) de telle facon que :

1 - les &léments soient non décroissants en ligne,
2 - strictement croissants en colonnes.

Exemples :
si (A) = (31
D = - * .
A

11223

Le tableau T =4 4 5 n'‘est pas wn tableau standard d'Young
2
11223 11345

mais T1 =4 45 , T2 =344 sont des tableaux
5 4

standards d'Young.

Un des intér€ts de la notion de tableau standard d'Young tient 3 la propo-
sition suivante :
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Théoréme (1.1) -

Le coefficient de s(u) dans {Xl; cen, Xn ; A} est le nombre de tableaux

standards d'Young que 1'on peut construire sur le diagramme D(A) avec

vy 1, My 2, coay u, M.

Ixemple : =210
{Xi’ Xy X5 5 Ab =s(210 +2s(1 11
et on vérifie que 1'on peut construire, un seul tableau standard a partir
de DA et 21,12 12
2
deux A partir de D, et 11, 12, 13 12 13
3 2

I1 existe deux démonstrations de cé théoréme 3 ma connaissance, la démons-
tration originale de D.E. Littlewood [32] utilisant la théorie des groupes,
et une démonstration combinatoire de Stanley [511, utilisant wme construc-
tion de Schensted Robinson généralisée par Knuth [29].
Nous allons utiliser ce théoreme afin de préciser la décomposition (1.4)
soit d20 et €1 1'application de 1'ensemble des n-partitions de k, de
premier é1ément plus grand que d, dans 1'ensemble des n-partitions de
k-d telle que : .

(A A
ed()‘) -

Qs oes Negr Megmd s Ay oeny A,0) si
A<d et A Peaq

1 p vaoy n_1 ’ )\“"d) S1 and

Lemme (1.3)
Soient (1) et (V) deux n-partitions de k telles que (v)<(\) alors

e, M = e, v) (1.8)
n n
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Démonstration -

1

t =
Posons (v') evn(v) (PR Yn-1, o

i

() =e, ™
n

sik; &= Ake% -v,20et M =V, <O nous avons

2
I A; sig <k

g, \j=2 7

.il AT k2 L+1

J T A+ &L A+ 8 si & =2 k-1 (en posant A__. = 0)
j=t ek o

si k-1 < 2 par hypothése

J'a £
L oAl =2 T owvs
j:i J jzl J

k-2 PAS] £4+1

sik-124, & A, + & A;+8= L A~V
j:j_ J j::k J j:i

or par hypothése :

=t gm ) gm
ce qui donne :
L+1 L
L A;-v 2 L vV
j:13 n 5313

Remarque - Le résultat précédent est encore vrai si 1'on remplace v, par

vj ¥i=1, ..., n,

Théoréme (1.4) - Soient (1) et (y) deux n-partitions de k, telles que

=M
Alors on peut construire i partir de Dl wm tableau
standard d'Young ayant %ﬂ,lﬁﬁ soes Ho T
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Démonstration -

Le lemwe (1.3) nous assure qu'il est possible de construiré la suite de -
n-partitions (A\%) = ()

Iy s @ (.. e, (V...) j=1,...,n
”j uj+1 n

placons donc les uj j dans :

D()\n—J - )\n—J +1)

Les nombres j sont donc placés aprés les j+k dans le tableau.

I1 suffit de remarquer qu'id droite d'un bloc de j il ne peut y avoir que
des j+k, et qu'en dessous d'wn j on ne peut trouver que des j+k, k>0 ;
car le mode de remplissage du tableau se fait de bas en haut et de droite
a gauche, on ne monte sur la ligne k-1 que si le nombre de j disponible

est supérieur i )‘k+1’

Y,

(e théoréme a &té démontré de maniére indépendante par R. Merris [39] en
utilisant le théoréme de Littlewood - Ridcharson de mulfiplication de poly-
nomes de Schur [321. On pourra aussi consulter [17] et (18] pour une
dEmonstration de la positivité des coefficients de {Xi’ ooy X5 A

Corollaire (1.5) - Une NS pour que le coefficient de S(u) dans {\} soit
non nul est que (u) < ().

Démonstration - D'aprés (1.3) si (n) n'est pas inférieur & (A) pour 1'ordre
"sommes partielles" le coefficient de S(v) dans {Xl,..., X, s A} est nul ;
s (W) < () le coefficient de s(u) est le nombre de tableaux standards

d'Young construits A partir de D()‘) et (1) (théoréme (1.1)), or le théoréme

(1.4) nous assure que 1'on peut en construire au moins wn.
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Proposition 1.6 - (dimension du sous-espace invariant par DA)

n (L, - L.)
e i j
. = 1<]
{},V LI P ”; ¥ A} ’H' (i - j)
1>J

Démonstration [4]

Posons )(§L = e(n"l)ts le numérateur est alors le produit des différences

eLZtt - eL3 t, le nubrateur des différences elt - elt ; calculons la limite
At - ebt lorsque t » O pour cela dévéloppons en série de t,
et - ebt = {a-b) t+0(t2) donc le mubrateur = tP 1 (Li - Lj) et le dénomi-

i<j
nateur = tp.n.(i - 3)
1<)

Les identités (1.2) et (1.3) suggdrent de calculer {Xl,} ceey X3 A} en
utilisant les algorithmes de multiplication de polynSmes symétriques et
antisymétriques, c'est ce qui a été fait dans [231-, la difficultd viendra
alors du grand nombre de termes a manipuler si n et |A] sont grands. On
trouvera dans [501, une méthode de calcul des coefficients de

{Xi, eres Xn 3 Al qui est suscéptible d'€tre plus efficace.

2 - D'AUTRES EXPRESSIONS DES POLYNOMES DE SCHUR -

Dans ce paragraphe nous allons donner 1l'expression des polyndmes de Schur
dans les bases classiques des polyndmes symétriques ; tout d'abord énoncons
deux résultats préliminaires.

Lemme (2.1) ~ hi(}(l, aees Xn) étant définit par 1(4.2), nous avons :

2.1 hj (Xﬂ.’ “"Xnﬂ):(hjﬂ{x ”“’xn-&’xnﬂ)"hjﬂ(xi" os ’Xn—i’xn))/(xn-xmi)

2.2) ‘ h}.(xi,...,xn) ZO hm~k(xn-k""’Xn)hj-n&k(xi’”"Xn-k) Y.



Démonstration - Elles se font sur la fonction génératrice des h_.1 montrons
seulement (2.1) ; pour (2.2) on pourra consulter [421, [43].

x -x )X t — = ! - !
n n+i n n+i n
n (1-x.t) I (1-x.t) I (1-x.t)
i=1 =1 ) j=t J
j#n

en développant en série cette identité on trouve :

o0 .+1 o] .
(X, %01) jEO hj(xl,o..,xn)tj jzo (hj(xl,...,xn_i,xmi)—hj(xi,...,xn))tJ

et on obtient (2.1) en identifiant. )

Théorcme (2.2) -

- g‘ pe e ,2:
Soient A une matrice d'ordre n, A 1 son inverse désignons par A{.i .p]
31""!Jp

)

le mineur construit sur les lignes Qi et les colonnes jk’ si j:'t""’jn—p

sont les indices des (n-k) lignes négligées et IL;,..,,}L'_ celles des

n-p
(n-p) colonnes négligées.
Alors
= ngp(.l 19)
.t L0 J.+ .
a T Jqsecesda N B | : S 2

det A 1{ lo'» 9 r:p] = (-0 t det A[.i ‘p

Qi,pno,ln_p 31"“‘}3

(2.3)

det A
Démonstration ~ [241 page 21.

Donnons maintenant trois théorémes classiques sur les polyndmes de Schur.

Théoréme (2.3) Jacobi [32], [441, [42]?

h «eosh _
RO U

. = 2.4
{)(1,,..,38_l : A} = det . (2.4)

]w\ RN Y
- 19 9 A
APt p

oip =2 (ie (W) = (xl,.,,,)\p, 0n~p)) et avec la convention hi = 0

si i< 0;les hy étant définis par I1(1.2).
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Dénonstration -

Calculons {Xi"“’xn ; A}, pour cela retranchons dans le déterminant du

nunérateur la derniére colonne aux précédentes en position (i,j) on a :

L. L.
1 1 — . ° - =
Xj - X = hLi (xJ) - hLi(xn) = hLi__:1 (xJ,xﬂ) (xj Xn) dfaprés (2.1)

Aprés division des lignes 1 & n-1 par (xj—xn) (2.1) stécrit :
hL 1(xl,x ]’””hL 1( - 1,)() (331)
det | . [T (x-%)
. j<k J K
hL “1(x1,xn),.., ]Ln 4 (0%, ), (x) k=n
n

~

retranchons maintenant la (n__neme colonne aux précédentes, appliquons
(2.1) et recommencons ce processus jusqu'd retrancher la colomne 2.
(2.1 devient :

hL o K ’°°"xn)"°"L1~1( 10X By (x)
det . = det A

th-n+1( ,...,X),..., L 1()( 1,x)h (x)

posons B = (}lj_i(xi)“'"‘xi))i:"’,.,,n

j=1,...,n

B est triangulaire supérieure a éléments diagonaux 1. I1 est alors facile

de vérifier en utilisant (2.2) que :

}ji(xi xn.)’oatb-a-tao, h}‘\ - 1(X1’. %;)

AB = | .

h, (X eensX)yeeehy (XeyeeniX)
A g o Xy A o

et det AB = det A, en outre si kp = 0, Ap+1= ces = }‘n = 0. La ligne p+J

est conposée de z€ros en positions 1 a k+j-1, et 1 en (k+j, k+J) ce qui

achéve la démonstration du théoréme.
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Théoréme (2.4) - [5] (71

Si a; est défini par 1(3), et (ﬁ) est la partition conjuguée de (1)

Alors

a a ) srey @ _
LR by ket

L4

(XpeenX 3 Ab= | o ' (2.5)

apk_k_’_i, aeo e, apk

avec la convention a; = Osii>noui<0.

Démonstration -

D'aprés le théoréme (2.1} x oo X, 3 s'exprime conme un déterminant
en hy, ce déterminant étant un mineur d'oxdre p de HA1+p’ nous allons
appliquer 1e théoréme (1.1). A

Le mineur hlt hk1+p-1 est obtenu en prenant
]el DOOh
S L S
p T %

les colonnes M1, A +2,...,A4p, et les ligies 1, (A1—12+2),,(11—A3+3)
.5 (A:l-lp"‘l)) de *lx1+p (bnc :

1’2’.‘.’A 1
,Xn $ )\} = € det f\}‘l*_p ( ) X'aéwt—ri;——»—

a.’i ,ooo,ap 14_13

{Xi’ﬂoﬁ

D'aprés le théoréme (1.1) avec Ak et HA définis par 1(4.3).
p i+p



ou a

1’
(}1—)\13+p) de ﬁ?xii'p ol :
i
[ ¥
Lii e
e = (-1

puisque Rp>0. La derniére colonne est prise, le mineur de A

et
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dét H

A 1*l—p

..,ap sont les colomnes complémentaires de 1,

=1

*

(Al b

)&+p

12+2) vee

étant

d'ordre k . L¥indice de 1'élément (A A ) est p. En comptant a partlr de la

dernigre colonne du mineur de Ay P la premiére colonne enlevée est la

colonne Ap+? donc les Ap derniers &léments diagonaux sont (-1)p

-

Ap-2

p-1

A

-
p_

P’

Qfgi?u Ai?kp+p~1 ai%kp+p A1+y

Cap, Ehmn

§Qr4!~~'...-‘.... —nd e - ——

équ

RP v e e

fq\, S—

la seconde colonne omise est la Ap

+2

suivants sont (~1) 1a .ou Py =P moins le nombre de A

-pi

, donc les &léments diagonaux

lp en

nombre AJ Ap ol J est 1‘1nélce minimm ; h G > Ap en continuant on voit
0 .

que les é1éments diagonaux du mineur constituent la partition (u) conjuguée

de (0.
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n,tn
. 01
- le signe -~ € = (-1)
ol n, est ie nombre de lignes de numéro impair du mineur, n, le nombre de
colonnes de numéro impair du mineur.

Enlevons maintenant les signes moins du mineur, 2 cas se présentent :

a) - 1'€lément (1.1) du mineur a wn signe + (ie =azk) on multiplie les
colonnes puis les lignes dont le premier indice est impair, par -1,
ily a li—nl de ces colomnes et Al-no de ces lignes, le signe est

nO+A —n0+>\1—n1

1

donc (-1) = 1,

b) - 1'€lément (1.1) du mineur a w indice impair, on multiplie les lignes
dont 1'indice est impair par -1, et les colonnes dont 1'indice est
pair par -1, il y a n, de ces lignes et n de ces colonnes.

Le signe est donc :

n0+n1+no+n1

("1) =+10
Théorcme (2.5) -
Soit (A) une n-partitions de k.
Alors
DX A = £ o, XM g (2.6)
A I Ky ©@ 7@ 7@

La somme est prise sur tous les (o) = (ai,.oa,ak) tels que o € N et
k

Y 1g. = k.
i=1 1
~ k!
‘W~ o o, oy 2.7
a1!’°°°’ak!_1 2 oook
Les XE&% sont appelés caractéres du groupe synétrique ils vérifient les
identités :
e XAy gy
(;) (@) ") “(a) (2,

(2.8)
5 x®) O k!

———

- 8
v) (@) “(B) c () (o,8)
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avec S(a’g) =1 si (@) = (B) et O sinon
Ok

AT - O
rappel Sﬁi) S1 ,c.a,Sk

Démonstration - voir [41, [321, (431,

L'identité (2.8) donne la d8composition de {Xi’“”xn A} (sur 1la base
{n} sinsk, sin>kles S( ) de (2.8) ne sont pas indépendants ; dans

ce dernier cas il n'existe pas de decomp051t10n explicite de

{Xi’ ..,Xn ; A} sur la base des S( ) de degre correspondant.

L'identité (2.8) est &quivalente 3 1'identité matricielle

XX x=p (2.9)

ol D est la matrice diagonale k! /c( %)

X la matrice (X% 3)(3) . Aﬁ
(@) < A

Dans le paragraphe 4 nous verrons comment 1°'identité (2.7) peut &tre

o)

utilisée pour calculer les X( )
Remarque -~

Soit F = E h x* h, = 1, les théorémes (2.3), (2.4) et (2.5) permettent

0
i=0
de définir le polynSme de Schur {2} en les indéterminées hy, (th.(2.3))

a;, (th. 2.4)) ou S; (th. (2.5)). {X 1""’Xn ; A} sera obtenu lorsque

1
L —
T (1-X; X)
i=1

Théoréme (2.6) - Littlewood [ 32]

Soit (A) wne partition de longueur p > n
Alors {Xi,,.n,Xh i Al 20

R STz ——
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Démonstration -

x1,..., xne
Montrons e dans le cas ou p = n+1 ; i ’ i 1 .
Considérons le polyndme {Xl,.,.,Xh+1 ; A} = det . ‘ . ggj(xi«xj)
et posons Xn+1 =0 si les Xi (i<n) ne Xhii’ ceey thii

sont pas nuls et différents le dénomina-
teur ne s'annule pas, et il est facile de
vérifier que {Xl,o,a,Xn, 0; A} = {X1’°"’Xn y A}

donc {Xi""’xn i A} 20 si les X; 20, et X; » Xj' J,i=1,...,n d'ot

{X1""’Xn ; Al =0

Remarques -

1) - Jusqu'a présent nous avons &fini le polyndme de Schur {Xl,...,Xh 3 A}
dans le cas ou (A) est wne n-partition de k, le théoréme (2.6) permet de
définir {Xi,o,a,Xh ; A} dans le cas ou (A) est une partition quelconque
en convenant de poser Ak+1= A An =0, si (A) = (Ai,...,lk) k<n
en outre on peut s'affranchir de la condition A 2 Ai+1 en étendant la
définition 4 wn n-uple (1) par :

—{Xi,-cc’xll ; ui,.'°’ui-}’ui"’1+3’pi+2,.."un} Si ui"" >ui
{X seeesX 3 A} = 2.10)

0 si W, <0

2)  h, = {i}, a; = (1)
Donnons maintenant dans le dernier théordme de ce paragraphe wne autre
expression de {X,,...,X ; A} due & D.E. Littlewood. Auparavant une

définition.

Définition 2 -

Le rang d'we partition () est le plus grand entier i tel que li 2 1.
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La notation de Frobenius d'ume partition ()) est :

CIPRR:

p ‘
ou p est le rang de (1)
byy.essb
et ay = Akl bj = w-j ou W=
Exenples : () = (531) est de rang 2, en notation
de Frobenius () s'écrit 4 1. '
20 410
(2) = (533) est de rang 3 et s'écrit
210
5 4
(M) = (§ 1°) est de rang 1 et s'écrit ( )
1

Théoréme (2.7) -

. - a- ’ a0 e ’
si () est wne partition de rang p, s'écrivant (3) = ( 3

b * 80 b
de Frobenius. = P

Alors : b b
: 1
{aj+1, 17} ... {a+1, 1 P}

(A} = det | . . (2.12)

. b v ,
ta +1,1 S S {ap+1, 1 P}

Démonstration - Newell [46]

Si8(A) =n soitnz=ret )(1 ~ee X, m indéterminées

{)?&} = {Xi""’xn 3 A =A(L1 ces Ln)/é ol L, = Ai + n-i

L L
i 1 -1 -1
X eee X L xﬁ
{}L} = det * » - o (2:;13)
L L
.xi" .. xnn 1 1

» ) en notation
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L'inverse de la matrice de Van der monde étant :

(("Uhj A, .)/A ou

j,i

-1 n-1 n-1 n-i
L TR TS

X )
- -j-1
Aji det x’l‘
x .

Le terme (m,k) du produit est & Xg.m(—‘l)

= A (n-1,..., n-k+1, Ly, n-k-1,..., 1, 0)/A =
k-1
M

sim<p )\m-m+1 =z 1.

Ay 01,-.ey nokelyens, 00/8 = (D520 -met, 1572, 0™H

11(--1

Sinon, -m+i < )\m—mﬂ <0 {)\m—mﬂ, } =0

sauf si k ; k = m-2A {Am—mﬂ, 1k_1) = (o™ = 1.

Remarquons que pour m > r le 1 est en position (m m) le déterminant se
réduit donc & wn Jdéterminant d'ordre r, dont r-p lignes n'ont qu'un &lément

non nul (=1) en position p*+1 - )‘p41 < p+2 - )\p+2,°.o, <r-AL < T,si 1'on

développe suivant ces lignes, on obtient undéterminant pxp dont les lignes
sont les p premiéres du déterminant initial quant aux cqlonnesi)\r > 0 donc

r—)«r<r = b1+1 donc la (b1+’l)eme colonne n‘est pas enlevée de méme que les

colonnes b2+1,...,bx +1 car i < J\r bi+’l =b+1 - (i-1) =71 - (i-1) > r-)\r

T
T de méme pour b)‘r—iﬂ = r-—1-)\r
b T car r-A, > 1"--1—)\r > r-1->\1__1
1 b2 z b3 et ainsi de suite.
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b b b b
donc a, 1P 0 P a1, 18 et

*

{A} = ¢ det . .

p 1
I b. + -fp(p-’f)

g 12 GO Py tart, 171 ()

£ = («-1)J=1 » en renversant 1l'ordre des colonnes et en sortant

b.
les (-1) 33 on obtient le résultat annoncé.

Exempl (M) = (32 ¢ {2} 5,1% (5,1
xXe es - = -+ Al =
21 142,1%} 2,1}
43210
_ 10
M =673 g6

{5,1% 5,1% 15,1% 15,1% (5,15

14,19 14,1%) 14,1%) 14,15 14,1
0F = ase | 3170 3,1% (3,1% 13,1% (3,19
£2,1% (2,1% 2,1% 12,1% 12,15
o 0% 6% o0 0%

3 - PROPRIETES DES COEFFICIENTS DE {Xl""’xn ; Al

(2.11)

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que les coefficients de
{xi,..‘,x ; A} exprimé dans la base monomiale s'interprétent comme le

n

nombre de tableaux standards d'Young que 1'on peut construire sur le diagram-
me DA’ dans ce paragraphe nous en donnons une interprétation due 2 Kosta

et Littlewood en fonction du développement de

det (h}" ) ,)
=14 i=1,...,n

j=l,...,n

Bt RV P —



posons s() = I K\ X,...,X 5w (3.1
(W=
et 0y =z via : (3.2)
v '
1
oll = .
h ) hu1 h , - h“n
. g Bad M A
caractérisons K)\ et \!u
multiplions (3.1) par A(n-1,...,1,0) cela donne
SA(M-1,...,1,0) = L x‘i Afugn=1,e0,u)

(=)
calculons le membre de gauche,

S(A)A(n"l, o6 0’1,0) =U€TZ[_ A(n“'l"‘lg(i) grer ,Ac(n))
n

ki v % . : -
ou Il est 1'ensemble des pemutathns donnant des n-uples (7\cI )y’ ,7\6 (n))
différents ; il faut maintenant réordonner les n~up1e§ n-1 + }‘0 (1),...,30 (n)) H
pour o fixé, soit Teﬁn, La permutation, wmique, telle que '

m-t(1) + )‘o (1) ,n-t(n) + )«0 (x (n))) soit ordonnée,

posons T(u) = {(0,7) ; oell , Tell 3 n-t(j) + Aa{r(j)) = uj} j=1,..4,0

Nous avons k;’ = I €
teT
(W

Calculons Vi : en développant le déterminant (h)\._j +
i

T

+

jL) nous trouvons

(A= % e hy . © wee ® My _sipiy o eee ® By
vell_ v A, -1-v(1) A j*v(j) Rnn’fr(}w)

La comparaison avec (3.2) donne
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ou T(U) = {Veﬂn tels que : 1B ¢ HD ; )\j-J+\) J=1;000,n

@ = !

ce qui s'écrit encore :

T(p) = {\)EHn » ]OLEHn ’ )\j_j+\)(J) = OL(\)(J)) ,.u,n}

remarquons maintenant que si veﬂn est tel qu'il existe aeHn vérifiant

}‘j-j+\>(J) = Y @) J=1,...,n si 1'on prend a' ; U,s = H,, NOus avons
A

J-J+v (J) = U (v (J)),et réciproquement s'il existe a' tel que
)‘j—j () - Mo w(@) Mo = My ceci permet de donner une forme équivalente
pour T(H) .

—

T(U) {(v,a) vell 0’ aeﬂn H }\j~J+T(J) = Y (r(3)) J=1,...,n}

il est alors évident que Ttu) = T(u) donc que K‘}: = Vﬁ

Nous avons donc montré le théoréme suivant :

Théorame (3.1) - Kosta , [321, [45]

it

si s r k¥ X500 X 5 1)

W=y *
alors

{1}

i}

Kt

w0y M 0D -

Note : La démonstration du th€oréme (3.1) que nous donnons reprend celle
de Newe11[45] en la précisant, car sa démonstration, assez vague, n'était
valable que si (A) et (u) avaient tous leurs lemmes différents.

11 peut néanmoins subsister une ambiguité sur le choix de n, il suffit en
fait de le choisir assez grand, i.e n = |A] et de prolonger (}) 2 ume
n-partition en lui ajoutant des z&ros ; remarquons ensuite que le
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théoréme (3.1) reste vrai si n < |A| car dans ce cas si une partition ()

intervenant dans (3.3) est de longueur supérieure a n {Xi,... ’X'n i A} =20

cela permet d'affirmer que le coefficient K&* ne change pas avec le nombre

de variable (le coefficient de S(u) dans {Xi”“’xn ; A} ne dépend non

plus pas de n d'aprés sa Jdéfinition en termes de tableau standard d'Y'mmg).

Posons A = (K)‘)

u k
et
ou Aﬁ est 1'ensemble des n-partitions de k ; nous avons donc :

(= Al o (3.4)

avec {A} le vecteur de {A} pour (A)e A::

k
It 1le vecteur des h(u) (W) € An

les n-partitions &tant ordonnées suivant 1'ordre lexicographique, et

Ki=0si (W O
et N = A A 3.5
si (A) est le vecteur des S(A), (A) ¢ A:: nous avons donc montré

les deux théorémes suivants :

Théoréme (3.2) -
Soient n et k fixés, A}l( 1'espace vectoriel des polyndmes symétriques,

homogénes, en les variables )(1,° oo ,)g_l

. .. ~ k k
Alors la famille ({Xl,.u,)(n i A (A) € I\} est wne base An°
Théoréme (3.3) -

Avec les né€mes notations que précédemment la famille {h(k)} (A) e 1\31(

est une base de A}iu :

Remarquons que le théoréme de Kosta peut se généraliscw. En effet d'apres

(1.7

. . - v .
$(0) {X,,--»X, 5 1} (v)s%aw) My DX eee, X 5 V)



posons ¢

i}

{(A/u} = dthy_ .. . .)
Priopgg-i i=1,...,n

j’:"!’ﬂﬁa’n

{2/u}

z hﬁu v}

par les mémes arguments que pour le théoréme (3.1) nous obtenons

Théoréme (3.4) - Newell[45]

si $(0) {X,...,X_ ;ut= % {X,,00e,X 5 v}
R AL FEC S
Alors
, A
(M} =2 M h (3.6)
5 8 (@)

Notons N& les &léments de Afi

(3.3) est équivalent 3
Tt ’
h(u) i NA {2} G.7D
substituons (3.7) dans (3.6) cela donne :
- A By
{3/u} 5 (g Mﬁu N v}

calculons maintenant {u} {v}= {u} ¢ N; s(08) et d'aprés le théoréme précédent
0

fu} =& N M) (o}
@ o 6 Bu

Le coefficient de {A} dans {u} {v} est &gal au coefficient de {v} dans
{/ub

posons {n} ) =3¢ {a} (3.8)
a Y

nous avons donc montré le théorame.
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Théoreme (3.5) - £351, £45)
si v u} == gﬁv {a}
Alors
- A .
vy} =1 gw {v} (3.9)
Remag]ues -

1 - L'identité (1.4) permet d'obtenir la décomposition de s()\) dans la
base h(\)) en développant les {)(1,...,)(n ; u} intervenant dans le membre

de droite. In utilisant le théoréme (2.4) qui s'écrit
{)(1,,‘..‘,,,)gl ; u}h = {Xl,...,)(n ; u}a on peut aussi avec (1.4) obtenir les

coefficients de s(A) dans 1a base a(\)), c'est ce qui a été fait dans [8 1,
cependant cette méthode pour obtenir la décomposition de s(\) dans la base
a(v) n'est pas trés performante ; comme il est montré dans [31] il est
beaucoup plus rapide d'utiliser un algorithme de multiplication pour des
produits du type a; s(o) et d'utiliser 1'algorithme de Gauss I(3.2).

2 - Les coefficients Méu ont une interprétation combinatoire analogue aux
Ng, en termes de tableaux ''gauches" d'Young [511.

4 - FONCTIONS GENERATRICES ~

Dans [ 321 Littlewood donne de nombreuses fonctions génératrices pour les
polyndmes de Schur, ou bien pour certaines classes pammi ceux-ci ; il en
déduit ensuite de nombreuses propriétés des S polyndmes. Dans ce para-
graphe nous nous bornerons 3 présenter les deux plus importantes, et en
donnerons wuie démonstration différente de celle de Littl‘ewood. Ensuite nous
montrerons 1l'orthogonalité de la matrice des coefficients des

{Xi,...,Xn s Al 3 Q) € 1\2 dans 1a base S()\) et le classique théoréme de

déconposition.



n
posons H(xl,...,xn) = I F(x;)

n
GXyrreenxy) = T=I £x;)
ou F et f sont les fonctions génératrices des a; et hi définies en I.§4.

Théoréme (4.1) - [32]

[+ +]

H(X ,e0e,x) = I pX {o yeenso. 3 A} {X ,0..,X 3 A}
Xn. =0 ()\):])\'w n 1 n
“.1)
(] P ~
G(x ’°‘°’Xx) = % (-1) T {a, 000,00 3 AHX ,..a,Xn ; A)
1 X 1 1
p=0 O\):P‘lﬂ) n (4.2)
Démonstration -
D'aprés 1(4.4) HGxj,eoepx) =L I hy 5140)

p (6):6]=p

ou h porte sur les Xi’ S' sur les Q.

Nous avons d'aprés le théoréme (3.1) :

- 8 - .
h(e) = i NA {2} {A} = {Xl,eou,xn ; A}
X
s'(6) = § Ky {2} = {ayseee0, 5 2}
Nous avons donc : o -
HOx,ee0X) = £ T N KO (b
p=0 6,2,u
5 S 0 LB
et d'aprés le théoreme (3.1) g Nk K6 = alu
d'od H(x ,...,x)) = I X {2} {xy
p=0 (M):]Al=p

Pour (4.2) remarquons que le coefficient de a(é) dans {1} est égal au coef-
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ficient de h(e) dans {A}, donc nous pouvons appliquer le méme raisonnement
a G(xi,...,xn) qui est égal d'aprés 1(4.5) a
n

r (-l x az s'(0)
=0 ©:loj=p °

Posons G(t) = H(txi,”.,txn) et remplacons {A} et {A}' par leur expression

en fonction des S
(@)

o B ) L) ¢ 4P
6w - 2 5@ e @ e fw T e

C
: I ()
avec C @ = ﬂ...ﬁ.‘;._
- () (A
Posons u = L X x X
(1,8 (l)ip (G) (B)
- - > ] 1 - ¥ p
G(v) = pE() (GI:B ¢ (a)c ® Yo,8 S(u) S(B))t
or d'aprés I(4.6)
-1 ) s NN |
(@ : 2 idi=15
1=1

en comparant le coefficient de t? nous obtenons :

Lo W@ v S STy T 5 @ S Y

%

choisissons n assez grand (n2p). Les S (@) s! (@) forment une base de

Ag, donc, nous pouvons identifier le coefficient de S(a)

I . q = Gt
o @ e e
donc sia=8 Uyg = 1/c(®) = 1/c(®

inon u, =0
5 of
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Nous avons donc montré le théoréme :

Théoreéme (4.2) -
Soit (A) une partition de n.

1

Si XyeenX 5 AL

it
E.I.a

M)

Alors si X est la matrice X(d) pour (i) e-ﬁg et (o) parcourant les n-uples
— n ,
d'entiers tels que £ i =n

. Os
= yTx=p

Cette démonstration est originale (3 ma connaissance). Cependant nous

()

n'avons pas montré que les X( ) sont les caractdres du groupe symetrlque,

on peut se demander s'il est possible de le montrer a partir de ce
théoréme et d'en déduire 1'orthogonalité des caractéres. La réponse est
positive, en effet ce théoréme implique 1'identité de Frobénius, (para-
graphe 6) qui exprime S(a) en fonction des Xgi% et {2}, or il est possible

~

d'arriver a cette méme identité de Frobenius, avec les caractéres du groupe
symétrique, sans utiliser 1'orthogonalité de ces derniers, [41 3 .
les {Xi,...,X s A} Q) € Ag formant une base de Ag on peut identifier, il

n 3
en résulte, que les XE % sont les caractéres du groupe symétrique, et

1'orthogonalité de ceux-ci.
Remarque - si (A) est une partition de ken

XX 0,004,0 5 AF = X500 X 5 AY et
k_—l’l :

S(a) (Xl,...,xn, O’ooo,O) = S(a) (Xi,on,xn) donC

=1 0Y) . . o
XseeosX) 3 A = gr Z C(ﬁ) X( ) S( y maisla décomposition
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k
r ia =k ne forment pas un systame

n'est pas unique car les S( ) (@) ;
o i=t i

libre. -
Inongons maintenant une autre conséquence du théoréme (4.1).

Théoréme (4.3) - (321 , [45]

. - A . .
{Xl,ooo’xll 9 A} = E gu\) {X1,...,Xk » u} {xk+1,ooo,xn ’ V} (402)
Démonstration -
n k n .
1 F(xi) = 1 F(xi) e T F(xj) , nhotons {\A} le polyndme
i=1 i=1 j=k+1 :

{a PRI Al

Nous avons alors d'aprés le théoréme (4.1)

n hed ©o .
EOFGG) = I (E (MK, X s WDF E (K geeesX 5 uD)
EE C R ITR =0 "))y KR

effectuons le produit

n oo
HFx) =L I {v){y {Xi"”’xk ; \J){)(k”,...,)g1 s ul
- P=0 p=|v]+|y]

et posons : {vi{y} = I g)\ {2}

)
n oo 2
Ij I-:(xi) = L T gy (x1’”°'xk ; v} {Xk+1"‘“’xn‘ ¢ u} {(a}
1= p=0 p=|v|+|y|
SHEEY

en comparant d (4.1) on obtient le théoréme.
D'aprés le théoréme (4.1) ¢

-~ )\ .
SO X 5 ) =gl DX ud Xy e nX 5 ) (4.3)
L Ao ,
ce qui implique que B3 = g (4.9
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Nous pouvons en déduire le théoréme d'Aitken.

Théoréme (4.4) - £321 , [451, 1513

~~ — )\ ~ — -

{Miut =1t & ¥} = dét (ali-uj+j-i) (4.5)
Démonstration -

~

pX géﬁ {®} qui est &gal d'aprés (4.4)

D'aprés le théoréme (3.5) O/}

dét (a

iz gA {¥} or si 1'on note {v}, vi+i-i

) .) d'aprés le théoréme

{8} = {v1, donc /i =1 gﬁv‘{v}a qui toujours par le théoréme (3.5) est

égal a {W/u}, = det CO)
ihj

I1 est possible de montrer un théoréme analogue au theoreme (4.3) pour les
polynSmes {)/u} (X1’°°"X ) dont ce dernier apparait comme un cas parti-
culier.

Théoréme (4.5) - soient (}) et (u) deux n-partitions telles que

J\iZui Yi=1,...,n
Alors  {n/y} =(§){A/a}"{a/p}" (4.6)
(8) variant de (ui,...,un) a (Ai,.o.,ln)

Démonstration -

a) h(ﬁfuux)-J;}HJ&yuogﬁlxﬁhvnom)

il suffit d'écrire F(t) = F'(t) F'(t)

1 . 1
ol F(t) = F(t) = p—o—— F'(1) =
m (1-xit) I (1-xit) n (1-xit)
i=1 i=1 ‘ i=k+1
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b) - pour simplifier posons hi = hi(xi"°"xk) hy = h(xk+1,...,xn) de
méme pour {o/B}' et {a/B}".

Notons A la matrice d'é1ément (i, j) hx nti-i 1'idée est d'écrire
i
A= A" A" et d'utiliser le théoréme de Binet Cauchy (421, si A'(ij,...,in),
resp A”(j1""'jn) est le mineur extrait de A' en prenant les colonnes

il""’in’ resp les lignes ji"“"jn'

- det A = I det A'(ii;...,in)det A"(i1’°"’in) (Binet Cauchy)
iy ooy dg
1sil< oo in
posons donc :
__________________________ t
hé hxl-un+n~1
[y — Oih! ~——mmm e h!
hg M- -2
A' =
O mmmmmmmm e O h! ---- h!
0 )\nﬂun
18 ] "
h11~u1”° °? h& W,y -2 hki~un+n—1
i
' |
! !
| .
| |
| l
A" = ho |
o |
' \J l
| l%)
o |
| | |
l
i ‘ '
I . I:l"
I
0— ——— - 0 ————0 0

Nous avons bien A = A' A" d'aprgs a).



- 84 -

h

L'élément (i de A esth L = . .
(,3) ~{x ~Ai+1) Ai-liﬂ-l

1818 1 3 " 1]
L*€lément (i,j) de A" est hll‘uj*j'-i

L'€1ément (i,k) de A* (ii""”in) est h ) ﬂ“k

ik varie de k a Aiwpni-k posons 1{( = ik-k
. . o oa L ‘ i
:11‘(v::n~1edreO:stAlun donc Ailkzunz()

donc notons (8) = (A, =i',...,A —:’L:'i

17 n
det A'(ig"“’in) est €gal a {A/8}' et 1'élément (k,j) de

A"(i ,...,1) est : h" = h"’ =Ry s
1’ >n nJ+3 11( 1 k ~Hj +j-k 61( uj+3 k d'ol
dét A“(ii,.,..,in) = {§/u}"

Le théoréme de Binet Cauchy donne donc :
{3y} = .;: {x/8} {&/ul¢

(8) variant de 01""’)‘1) a (L&I,eoosiﬁl)

mais si ‘Si > }\i “‘alors {A/8}* =0
de méme si ﬁi <y alors {s/uitr =0

d'oll le théoréme.

Le théoréme (4.3) est alors obtenu lorsque (1) = (0) car (4.6) devient
alors :

{A} = & {x/6&}* {8}¢ 4.7
(6)
mais {3/6}' = T gy v}

A _
donc {x} = ¢ {v}* {8}
§,v gG“

k]

A T
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Un examen attentif de (4.7) dans le cas ou (A) = (k, 1%) donne

Proposition (4.6) -

1% = & (1"} {k-r’]S—V]: T {14, 1Y) ke, 157V e
T=O,k"1 =1, k-1
v=0, s v=0:s—1
(4.8)

5 - CALCUL DES CARACTERES -

Théoréme (5.1) - Frobenius (321 , (451 , (4]

A)
S = z X( X LA N 4 ) M A 5’1
@ " iy @ CrhE Y ¢-0
% q'p P
oul S( est le polyndme S,7, ..., S L ia. = p, en les n variables
o) 1 P j=p 1 =
Xy eoey X

DEmonstration - Soit (A) une partition de p, k 2 p

_ 1 M) g
{X gnco,x ; A} = l' x C(a) X
1 k P (u):ziai-p () ( )

multiplions par X%gg et sommons sur tous les (1) ¢ Ag, nous avons

x( =
(B) {Xl’ . k y Al 'I')T (i)

(th.(4.2) ou th.(2.5)) le temme de droite se réduit a S(B)

C(o) S )( L Xglg X%Sg) par orthogonalité

donc Sigy KpernoX) = 2 X x50
® ™ ® ® Tk
posons maintenant Kgg = o0e T X T 0

{xl,...,xn, 0,...,0 ; A} ='{x1,...,xn s Al
0 si 2(M)>n d'oll le résultat

or {xl,...,)S] ; A}
car S(B) (Xl”"’xn’ 0,...,0) = S(ﬁ) (Xl,...,)g‘)
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C'est ce théoréme qui permet de calculer les ng . Etendons la définition

de X?% au cas ol (A) n'est pas wne partition de 1a méme facon que pour {1}

(A feoadip mT A1 A ., \
5.2 x =
0 si <O
sidjok g Ay = A -k+j )
j> ,Aj-—}\k ktj  cela entraine X() 0

Théoréme (5.2) - "Régle de Murnaghan" £41, [£321, [43]

si upst 0
X()‘) ()\ pa“'vk) (1:0“’3)‘3 p»‘“"’s)\ )+ ()&13°'°,}* p)
(o) Gx‘) GX°) et Gx°)

(5.3)
ou (a') = (ai,..-,dp_i, aﬁi’ ap+1,.o-,(ln)

Démonstration -

Soit donc p ; ap 20

=5 xM .
S(a) Z X(a) ’oao,Xn 9 A}
= L .
et S(a S(a') Sp - Sp A:j X(ai)-.{xl,.oe’xn 3 u}

d'autre part, il est facile de voir que :

Sp {Xl,..., G b p = 21 {X ,,.Q,Xh ; pl,.;.,pj+p, soas Upl
j=

(ui,...,uj+p,.'..,un) n'est pas ordonné réordonnons {X ; ”1’“"“;]*?”'“’“ }

par la régle (2.10) cela donne * {X ; p}

donc X ; B}

- T
Sn 5 = u,p * X |

identifions nous obtenons :
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XMooy . xw

- - [
(o) NEIR (“1 ’!:?°2’”j+l)’ oo ,|1n)+(A)
Il est clair que les (u) en question sont de la forme :

(Al,...,AJ'P,.°.,A )

j I

Remarque ~ D'aprés cette régle :

<) . 08 si ) = @18
©0,...,0,1) 0 sinon
en outre Xg:(g = 1 )‘(8 B = (-1
(2,0 - 2z0
(2,0 = on = 7
en posant X((g);O) = 1
Exemple - n .= 5 M=0221 @=0011n
choisissons p=3 @) - ©omn
@221 i 121 2-1 1
Xo11 = Xpo Y Xo
(2)
O - X(O N
221 B _
donc X(O 1 1) = 1

Posons CE,\) le coefficient de {)(1,«”,&1 : p} dans le produit

OO’X

S(B) {Xi” - v}, on peut poursuivre la récurrence.

Théoréme (5.3) -

) . W) A
@) 5 X %,v 5-4)

ot (8) + (B) = (o).



dem
den. - p ) a
. -5 x® :
@ " %@ fm I e S Tk

[}

z(zx X 3 A)

(©) g, v) RYTISEIR N

en identifiant on trouve le r&sultat annoncé.

On pourrait aussi utiliser :

- (v} (1) .
S(e) S(B) b (Z X(e) {Xi’ on s ,Xn' » \)}) (X X(B) {X:L’ L ,Xn > u})

- ™ () A .

b X X(e) X(B) g {X ,tan,xxl 3 A}s

.en identifiant on obtient.:

Théorame (5.4) -

Moy x®) g0 A
o © L e Y s -5

Notons qu'il existe d'autres algorithmes de calcul des caractéres du groupe
symétrique, qui permettent de calculer tous les caractéres associés 3 wne
n-partition [111, Quant & la r&gle de Mumnaghan, il est possible de
1'interpréter en termes de diagrammes d'Young [ 41, [323 on peut montrer

que si (3) est la partition con)uguee de ) X%A% + % % suivant la

parité de (o), ce qui limite le nombre de caractéres 3 calculer, il est en
outre possible d'avoir 1'expression de certains de ceux-ci [ 41, [43] ;
cependant le calcul de la table des caractéres peut difficilement &tre
entrepris pour n>20. On pourra trouver une méthode ainsi que des tables de
caractéres pour n<20 en consultant [13]..0n pdurra, aussi consulter {211, [261.

6 - MULTIPLICATION DES POLYNOMES DE SCHUR -

I1 existe deux méthodes pour multiplier les polyndmes de Schur.
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1 - La régle de Murnaghan, Newell [447], [45].
2 - La régle de Littlewood Richardson [ 32}

Cette demiére est purement combinatoire et basée sur les diagrammes
d'Young, nous n'en citerons qu'un cas particulier, la multiplication de

{1} par hr"

Théoréme (6.1) - 1321

Les polyndmes de Schur obtenus dans le produit hr{)\} sont ceux qui corres-
pondent aux diagramnes d'Young qui peuvent &tre construits en ajoutant r
noeuds au diagramme D()0 de telle fagon qu'aucun des noeuds ajoutés

n'apparaisse dans la méme colonne.

Nous allons en donner wne démonstration basée sur la multiplication de
{2} par a;, que 1'on sait effectuer en temmes de polyndmes symdtriques.

Théoreme (6.2) -

Les termes du produit a; {1} sont de 1la forme :

{Ai,...,x. +1, A A

J1 » j1+1’.°.’ +1,-.-,x--‘+1,x-i+1,--o,Ak_’_i}

j2 ji j

en prolongeant (\) = ()‘1"”’)\]() par i zéros. lLeur coefficient est 1.

Démonstration - si (A) = ()\1, sooy M) €crivons le (A) = (7\1, voosAys050 00 ,0)
i

— ° 3 » » '
Posons Lj = Aj+(k+1)—J et multiplions A(L1’°"”Lk+i) pFr a; dloll le

résultat.

La dmonstration du théoréme (6.1) est maintenant &vidente en utilisant

le fait que si :

G ) = £ gy, ) alors
O (0 = £ gy O

et en remarquant que 1'opération consistant a placer un noeud sur certaines
lignes de D(‘}*‘) est identique a placer des noeuds sur D(A) suivant la régle

du théoréme (6.1).
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Etablissons les préliminaires du théoréme de Murnaghan Newell. I1 nous
faut d'abord une méthode pour déterminer le coefficient du polynSme mono-
mial en les variables xl,.,.,.,,xk de multidegré (0) dans {Xl,,»u,){n : Al
oun > L(1).

Nous avons donc {Xi,”.,xn : A} = £ s'(0) A"(6) ou comme précédémnt s?
porte sur les variables 1 a k Ag sur les {(n-k) restantes.
: ’ , |
Définissons 1'action d'un mondme £, " ... ;Ep sur {A} (p=f(X)) par
n .

m
1 p =' - - 2o 2 A P
g ,.“,E;P {?x} y-m ..o :\B mp} par 1linéarité nous avons donc défini

1taction de h (£) A} = I {x -k, ,...;A -k 1.

les S polynﬁmés figurant a droite doivent &tre rEordonnés, um certain
nombre s'annulent.

Posons h(e) (&) = heiohezg .o ‘.?‘oh n{g)

Théoréme (6.3) -

A"(e) =1 h(e} (&) (12} | (6.2)

dans le terme de droite le résultat de h(e) (£){1} doit &tre considéré
comne un polyndme en les variables Xk+ 400 ,Xn.

Démonstration -

Commencons par k = 1.

A
)= 21 z gk Ay O
iz 1 1Y)

J

d'aprés le théoréme (4.3). Si k=1, {J} = Xi mais {J} est aussi égal a

hy et gtJ est égal au coefficient de {A} dans le produit {u} hy, qui

d'aprés le théoreme (6.1) est égal 3 1, et toujours d'aprés ce théoreme
(u) est de la forme :

(K, een W, k) avec Tk.=J
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onc A:I' = L {2
(k) :|k|=j

c'est par définition h;(£) (A}

1,_k1’o o ,An_kn}

- Cas général - remarquons que le coefficient de s'(6) est le méme que
0 0 '

celui de Xli,u.,,ka qui est donné par application successive de he' ; donc

1

N gy = higy ® W)

Ce théoréme est di & Newell [45], nous n'avons pas reproduit sa démonstra-

tion qui est assez imprécise.

Notons maintenant {£;p} 1'opérateur L kg h(é) d'aprés le théoréme de Kosta
c'est bien 1'opérateur associé a {p}, et c'est aussi le coefficient de

X Ké s'(0) = {u}® dans {A}.

Exeaple : soit (\) = (22 1) et n26
écrivons {)(1,,”,,,&1 ; A} = L s1(8) A'g ou s'(8) est un polyndme en

X;» X,, X;. Par application de la définition de hj (&) {A} nous avons :

h, (221) = 2%} + 2 1%
W (221 = 2021} + (13

1
hi 2z1n = 202} + 30112} .
h, (221 = (21
hg 221 = (1}

hh (221 = 1%} + {2}

2 o
h2h, {221} =1
hzhi {221} =21
h, {221 ={22 1)
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donc

X, X, 5221

[}

StZ2N+s8' @220 (1 +25@2 11 {1}

+

S'(210) L2+ {111 +5°(200) {2 1}
S'(1 1 1) [202¥ + 3{1%11 + 511 1 0)r2{2 1" + {13
+ST(100) 2%+ {2 1271 + (22 1y

o

Notons que la restriction n>2(}) n'est imposée que pour qu'aucun des S
polyndmes {u}'" ne soit identiquement nul.

Remarquons que le coefficient de s'(6) est aussi le conjugué du résultat

obtenu en opérant avec a(g) SUC 3.

0

Théordme (6.3 ) - Rgle de Murnaghan Newell [441 , [45]1 soient (A) et ()
deux partitions de longueur met k k=m

{X} =2 s'(8) A" ol s'(8) porte sur les k premiéres
— (8) -

variables.

Alors $1(6) A'(L.)
{a} {u} =% ¢ 5 H) % Av

ol A'(L) = A'(u*k-T,e ) et A = A'(k1,..0,0).

(0) (6.4)

L'opération &toile étant définie au chapitre II.

Démonstration

Pour trouver {A} {u} nous devons construire tous les S polynbmes {v} tels
que {£:A} {v} contienne {u}.

En effet si {2} {u} = g\;u {v}, g}iu est le coefficient de {p}" dans
{g:2} {vl}.

5 . = ' "
Ecrivons : {x} =12 8 8 A (6)

si {€ A} {v} contient {u}" celui~ci est obtenu dans un terme du type
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(s'(9) {vk}) * (A"e[vN_k}) oil 1'on considére s'(0) et A"y conme opérateurs

sur les k premiers temmes de (V), respectivement les (N-k) restants.
donc

{v} est obtenu dans 1'expression (s'(0) {u}) * A'(e),

il suffit alors de remarquer que s'(0) {u} = s'(0) A(Lu)/Ak

Exemple : Calculons {3 1} {7 2}.

écrivons :

B1=sGBN+ "GO (1 +s@22)+2 @1 (1"

+5120) L)+ (%17 + s (1 1) 2021 + (1))

+57(10) L3I + {2 1171 + (3 1)

A (8 2)
2

et multiplions chacun des s‘ par , puis effectuons C*, cela donne

pour le second terme :

(s' (3 0) x A'(8 2))

B

(A(11 2) + A(8 5))d'od

n

(5"(30) x A*(8 2))/4] {16 2}* + {7 5}

donc le second terme contribue pour :

({10 2} + {7 51) « ({1} {1021} + (75 1}

en faisant de méme pour chacun des termes nous trouvons

(313 (72)={1031+ {85} + {1021} +{751}+{94)+2(931)
+ 208411+ {922+ (742} + (9212} + {74 1%
+2(832}+ {8312} + {823)+ {73%)

+ {82213+ {73211+ {7231}

Les termes soulignés s'annulent.

Remarques
1) - Pour obtenir le produit {X1"“’)S1 5 Al {X1"“’Xn y ul il suffit

d'interpréter les polyndmes figurant dans le produit {A} {u} comme des
{)(1,...,)gl 3 vl sin>2(A) + 2(n) cela ne change pas le résultat - sinon

certains des temmes sont identiquement nuls.
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2) - La d8composition du théoréme (6.1} demande d'agir sur {A} par les
(9) (&) ou (&) sont en nombre 2(x) - cela pose deux problémes a) générer
les hJ puis effectuer hJ{A} ce qui signifie des tests tré&s nombreux. Ces
deux opérations deviement trds vite difficile lorsque £(A) ou (et} |A|
sont grands car hJ(E) a pour nombre de variables 2(1) et les termes (6) de
{(6.2) sont tels que (61’“"9}9 < ()‘1"‘°’;\k)° Dioll 1%idée d'utiliser le

méme procédé qu'en II1(1.3), ce qui améne d reformuler la ré&gle de M.N.
de maniére plus générale.

Théoréme (6.4) -

Soient (A) et (1) deux partitions de longueur M et k&, et 'ki <k, si
S'(8) et A"e désignent le polynSme monomial en les variables 1 é.k'i’.et
A‘*e une somme de polyndmes de Schur en les (m+k—-k1) variables restantes

Alors
] ki k—k:1
51 {u } = {ﬂigc-o,uk } {11-: } = {uk +19°°°3pk}
1
| 5'(6) A @) kky
) w =32 X -+ A"y lw 7D (6.5)
3
Démonstration

11 suffit de remarquer que la division par Ak dans (6.4), si 1'on exprime

le résultat en termes de polynbmes de Schur est 1'opération

A(L 1,;. "Lk) > {Li“kﬂ"“”‘k}‘ Nous pouvons effectuer cette transformation
méme si (Li”“’l'k) n'est pas ordonné il suffira d'ordonner

{L,-k+1,...,L, } suivant la régle (2.10) ce qui revient au méme ; donc
écrivons : ‘

K
S1(B, ,...,0: JATAL YY)  (s'(s, sy )A Lo )
A (LS (©) I T ‘ 1}<11’ ...... uk-k,
— s % A * A
K k, k—ki

d*aprés I1(1.4) et la remarque précédente.
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Ecrivons : k1 ~ k-k1
] 1] ] ]
50 () s (BJ)A (Lu' S (_QJ)A (L” )
A ul = L * A"
e O A , B, _ (0)
0,J (11,...,1](1) k, k-k,
k1

s (@A (L ") -

(A} {u} = U kk

L _ LI
() 3 Akj_ ) * ({)l 1B (a))

car 621 S'(GI) A"(B) est B”(el) le coefficient de s'(8y) dans {1}, car
H

la décomposition est unique.

Cette régle de produit réunit les m@mes avantages que pour les polynfmes

symétriques, avec le suivant : il est plus facile de générer h(e) {A} si

0 a k termes, et dans la multiplication 3 droite de x on peut tenir
k-k
compte des particularités de {p 1} cf. th. (6.1) et (6.2)

Réalisation de la multiplication MSQHUR

{2} et {u} donnés, on teste si {A\} ou (u} est wn hj ou a, si oui on
effectue directément, sinon nouveau test £(1) ou £(u) = 2, si c'est le
cas on développe le déterminant en (h) et on multiplie par h(e)

0 = (619 62) - sinon ‘

a) - on calcule tous les (0) de longueur k1 inférieurs 2 (Al,..a,}\k ),
que 1’'on stocke sous forme arborescente. 1

b) - on applique L h 0 a {1} ot 3 wme somme de S polyndmes

(B)S(A1y.q.,xk1)
représentés récursivement (on fait agir la liste récursive issue de a)

sur cette liste représentant la somme de S polynOmes suivant la régle (6.3)).
On obtient une liste de 1la forme (s’(G)N"O,‘..o) ou 1\"6 est stocké sous

forme récursive.

¢) - pour chacun des termes de cette liste on effectue MSP(s' (6}, A(L“1 M,
k-k

et MSCHUR ({n 1}, A"e) qui sont obtenus sous forme récursive, donc on

peut utiliser LTM.
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d) - on ajoute les résultats partiels (sous forme récursive) par PMEL.

On verra en annexe quelques résultats.
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IV D'AUTRES ASPECTS DES POLYNOMES DG SCHUR

Dans ce chapitre un peu fourre tout nous décrivons quelques propriétés des
polyndmes de Schur qui ne se situent pas dans le cadre de 1'étude des poly-

ndmes symétriques.

Nous présentons d'abord deux méthodes de calcul numérique de ceux-ci, puis
dans 1le second paragraphe nous montrons comment les polyndmes de Schur du
type {a, 1b} interviennent dans le calcul des puissances d'une matrice ;
ensuite aprés wne bréve incursion dans la convexité au sens de Schur, nous
montrons comment les utiliser pour calculer un polyndme d'lnterpolation,

en particulier en cas d'instabilités numériques, et enfin dans le cinuiéme
paragraphe, nous explicitons la relation entre-ceux-ci et les approximants
de Padé, et tentons d'en déduire quelques bornes.

1 - CALCUL NUIMERIQUE DiS POLYNOMES DE SCIUR -

Donnons tout d'abord un théoréme qui servira de base pour les relations

entre polyndmes de Schur.

Théoréme (1.1} -

11’000’1

Soit A wne matrice n x n A(j j ) le mineur extrait de A, en enlevant
19005’ k
les lignes il,...,ik et les colonnes ji,.,;,jk.
Alors
1,1, iy L A i
(1.1) det Adet A (,” .7) =det A (") det A(;)-dBt A(;) det A(L)
I3, Iy Js Iy s

Ce théoréme est wn cas particulier d'un énoncé plus général liant le produit
du détemminant d'une matrice, avec un de ses mineurs, aux produits d'autres

mineurs le contenant [42]. Mais cette version nous suffira.

Nous allons appliquer deux fois ce théoréme, d'abord au déterminant
A(Ly,...,L)) puis au déterminant {X/u}.
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Proposition (1.2) =~

i,,i .
Notons {)\}ji,.2 le polyndme de Schur basé sur

1032

Xi,oo.,xi_‘i ’,Xiid;l"‘co,xiz-‘is X12+190 L) ’Xn et

o i
(l1’°'°’Aj1—1’lj1f1’f“°’Aj2—1’ka+1”°°’xn) de méme pour {A}j
Alors
i i i i i i
1272 : 1 2 1 2
A A « . = 9\ ° A * - A 2 A = 2 A 02
O Dl 57 = (@002 - 0057007/ 05 %) (1.2)
Démonstration -

Appliquons le théoréme (1.1) é.A(Li,g..,Ln) que nous noterons A
i i

Aj%jz aura la méme signification relativement 3 A que la notation
i-2
ii’i2
{A}.” .“ relativement a {)A} ; nous avons
31)32
i, ,i i, i i, i
MY 2=A A2 - AT A2
k. ,k
Notons : A = N (x,-x.) Ak = I (x.-x:) Ao, (x;~-x.)
P B . i i<j] Y1y
<3 1<§ i.dzk
i,j#k S
1,37k,
k,,k i, i
Nous avons : ' 2=pty 2(x1,~xi )

172

i i
donc en divisant 1'identité précédente par AA 12 nous trouvons 1e
résultat annoncé.
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Proposition (1.3)

Soient (A) et (p) deux partitions, posons :

(B) = (x ’o."Ail“l’Ail"‘l_l,...,Ai

(0 = (u:l: o ;1151_1’Vj1+1"1) ":qu__i'l)uJQ_,_i-?: )UH"Q)
1, _ -
(B ) - (A'l' .,Al -—1,Ai1+1 1,0... oooooooooooooooooo 13 A 1)
6% = A A -t A -1)
1’......‘. ........ "‘.., i —1, i +1 ,.'...’ 11
2 2
1y _ - -
(G) (Ui, .‘,uJ 1,‘lj +1 1, ----- te v s sasss sy un 1) .
1 i
@) = (u -1 L -1)
‘1,'.'.'.. ............ ° ,quhi’uj2+1 ,....’ ‘n
Alors
D/ {8/a} = {al/8") (02787 - {a?/8%) 1o?/8Y) (1.3)

Démonstration - I1 suffit d'appliquer le théoréme (1.1) et de vérifier

que les déterminants sont de la forme indiquée.

Corollaire (1.4) -
O Dgeeesd b= Dgpeee, A3 Dgpeee,d 01 = gty A1 Oget, ey 1)
(1.4)

Dénonstration - Prenons py = 0 i, = j1 = 1 j2 = i2 =n

Appliquons le théoréme précédent et remarquons que :
i
B = (1,0000m1) (B = (0,400,0)  (@) = Oym1,enn, ) 1)

2 1,01y =
(0) (Ai,o.e,lnﬂl) et que {a”/B'} = {AQ,.an,xn}

1

{o?/81) D4, +1)

n-1

Note : En régle générale une relation entre S-polyndmes donne la mé€me

relation entre les conjugués.
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2 - PUISSANCE DE MATRICES -

n . .
Soit A une matrice nxn, P(\) = ¢ (-t a - At, son polynfme.caractéristique,
i=1 o

il est bien connu que P(A) = Ojdonc: Yk 2 n Ak s'exprime comme combinaison
lindaire des A*  i=0,...,n-1.—
n-1 _ .
A=y iKW @2.1)
j=0 ™

Les L;( sont parfois appelés "polyndmes généralisés de Lucas' [571. Nous
allons montrer que ce sont des S polyndmes de 1a forme {n-k+1, 1°7J 1y au
signe prés.

Relation de récurrence entre les {a, ‘lb}.

I1 est immédiat que :

(a,1° = hy(1} - fa+1,1°7) @2.2)
=k = (-py-j-1 kK
Posons : Ln-j -1 Ln-j
~ ko™t oneje1 kL
2.1 stécrit A= L (-1) <~ L. A (2.2)
L n-j
3=0
no = (177
Nous avons L _ = % {177}
e n=i-1 L <k
Supposons que : L . = {k-g+1,1"37%)
n=J k2n

n-1 il .
A =g eItk o pin

j=0 ~J
n-1 , i
= 1 [(-n"I? Llé_j_i + 1K Ly G A
j=1
k+1 _ _ny-j-1 k¥t1 ,j kn
et A L(-1) INERY RS H R

si le polyndme minimal est €gal au polyndme caractéristique les
At i=0,...,n-1 sont indépendants et nous pouvons identifier.
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-1 ket o Lon-j-2 k _xn=j-1 .k .n
d'old (-1) 1h-j (-1 Ln_j_1 + (-1) Ly lh-j
ce qui domne :
k1 _  k.n _ k .
L]'\“‘j = Ll I.ln_j Lll.-j..i J"'1 gr e ,n
d'aprés les hypothéses
k _ e n_ ,n-j k - Lo n-j-2
L1 - {k Il"1} Ln"j = {1 } IJn_j_l = {k n+1,1 }

ce qui donne :

Ik+1

hojy ey qm=j=2
n-j (17 7Y - {k-n+1,1 }

h

k-n+1
donc

k+1 n-j-1
I.lrl_j = (k"'n"‘z, 1 }

11 suffit de remarquer pour lever 1'hypothdse de l'indépehdance des A"
1=0,...,n-1 que 1'ensemble des matrices simples pour lequel 1'identité

est valable est dense dans Mn(R)o

Théoreme (2.1) -

n-1 . ..n-j-1
si kzn ,Ak = L -1
j=0

{k-n+1 ,ln—jni}l\j

3 - CONVEXITE AU SENS DE SCHUR -

Soit f(Xl, ces ,Xn) une fonction. symétrique en )(1, ooy X

n
Définition - f est diteconvexe au sens de Schur sur I = I ]ai, bi[

i=1
si et seulement si quelque soit (x) et (y) dans I ; (x) < (y) (ordre S.7.)

£ < £(y)
de mCme { est diteconcave au sens de Schur si pour (x) et (y) dans I

tels que :

= s £f(x) 2 £(y)
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Une condition nécessaire et suffisante a été donnée par Ostrowski [47]
pour qu'une fonction symétrique soit convexe au sens de Schur.

Théoréme (3.1) -

Soit F(xl,...,xn) une fonction symétrique continue et douée des dérivés
partielles continues du premier ordre dans D = Ml a, bl |

Alors une CNS pour que F soit convexe au sens de Schur dans D, est que
V(xl,,..,xn) eD

9F  _ oF
Cox) (g ~ax; ) 20

une CNS pour que F soit concave au sens de Schur dans D est que
V(xi,...,xn} eD

aF oF
o) (g ~ax ) =0
2 1
Lemme (3.2) -
3 5 . p-2
( 'g‘i‘; - ‘3’5’(;‘ ) hp(x1"°°sxn) = (XQ:«""-xi) JEO hj (X1»X2)hp.j.,.2(x1y°°°a)%l)
(3.1)
3 3 = -
{ -53(-2- - —5;1- ) ap(xl,...,xn) (x1 x2) ap_z(xa,“.,,xn) (3.2)
Démonstration -
B(t) =t = § h.(x )td
) = o Py,
11 (1“Xit)
i=1
appliquons 5—?—;—- - 5—%—- aux deux membres de 1'égalité
2 1
9 d 1 1
GGz - 5 F(B) = tF(t) G - 79
SOXy A%y ot it
, ©  p-2 +2
- (x - h, . tP
(XQ xl) pio (350 J(Xlsxz)hp._].,2 (x18 ’}&l))

en identifiant on trouve le résultat annoncé.
(3.2) se montre de la méme fagon.
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Proposition (3.3) -

. + .
Si X; € R ,.hj(xl,...,xn)~est crolssant et convexe au sens de Schur, et

aj(x1"°°’xn) est croissant et concave au sens de Schur.

La dénonstration est immédiate.

En outre nous avons d‘apreés I1I1(3.3)

w0
hegy = Ny ()

(6)

et si les x; sont positifs

3 2 :
(XQ_XI) (—8')?; - _a—fj'-) h((,))2 0 .

donc ¥ Ni {1} est convexe au sens de Schur sur R? de mtme

o) = F Ng {}} est concave au sens de Schur sur R¥°

De méme en utilisant 1'identité de Frobenius nous avons,

. )
si Ting = k S = X4 W

A
Il est facile de vérifier que sur Rf Sﬁi) est aussi convexe au sens de

Schur donc § Xgag {2} 1'est aussi or Xé;% =t Xg;% {41, avec le signe

plus si L 0, est pair et moins sinon.
k

Ce qui domne 2 I’ X%é% ((A} + {A)) cette dernidre somme est prise sur
oy ’

1'ensemble A+, tel que si A" est 1'ensemble des partitions conjuguées de

celles de A

NMoAh =get A" uA” =7 1'ensemble des partitions de k.

Ceci suggeére que les S polynOmes présentent aussi des propriétés de conca-
vité au sens de Schur, et plus particulidrement, du type suivant
si (A) > (i) alors {A} est convexe au sens de Schur sur R? et

concave au sens de Schur sur R?, ce qui est vrai pour (A) = (n), et

A = (M.
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4 - INTERPOLATION -

Soient %

aux points XJ les valeurs Yj par un polyndme de la forme I ay
i=1
I1 faut résoudre le systéme At

P.
x 9

,tou,ﬂl

T le vecteur des coefficients aj,

n-1 n entiers ; zi < Rj 21 s

=b ou A est la matrice

= 0 ; cherchons & interpoler

Li

X4

b le vecteur des Yy

Posons b[k] Aﬁk] les vecteurs et matrices obtenus de b et A au k™™ pas

du processus de triangularisation, nous avons le théoréme.

Théoréme (4.1)

£
j

bt 2]
1

[k]
3 »J

[k-1]
b
b[k]

i

{551

= {Xl, X-l ; Lj"}
bi -b

X x1

= {Xi’aoo,xk_i,xi ; 21, 2' Ej""“}

2"°°’2k-2’

1,552, .0.5m

i=2’oo£’n

i,3=K, 000,50

k=3,00.,0

k 11
{Xl,u.o,)(k 19 19005, k 2} b[ {Xi,”«,xk 2,x1,21 9o ”,ﬁk 2}

(X xk 1) {xinnoogxk 2, 1,eoo,£]k 3}

i=3,.96n’ k=3,000’n

La matrice triangulaire supérieure s'écrit :

X21 xgz xgn—i
1 1 1
{xl’ 22%33 1’9’ }
{X, ,00e,X 28

1: R (LR E AR

L 1}

4.9




Démonstration -

11 suffit d'utiliser le théorcme (1.1).

On sait en outre que si les x; sont > 0, tous les termes diagonaux le

seront car {X1’ . "Xj : A} est une combinaison linéaire @ coefficients
positifs de s(u) qui sont positifs.

Cette méthode est intéressante i utiliser si 1'on a des formules de
récurrences pour les {)(i > A} stables, on pourra en trouver une dans [55].
Une autre méthode est la suivante renumérotons les Li de telle fagon-qu'ils
soient en ordre décroissant L; > Liﬂ. Posons de nouveau A et 7 les matrices
correspondantes. Nous savons que det A = {X’-l""’xn ; A} ou Ay = Li-nti,
Lors de la démonstration du théoréme ITI(2.7) nous avons montré que si B

est la matrice de Van der Monde, et p le rang de (1) et
al’“”’ap

™ =" P

preneeby

-1

T

AB = V est la matrice (mxn) composée d'un bloc pxp dont les

éléments sont {aiﬂ, 17} et @'wn bloc (n-p) (n-p) qui est 1'identité
p

b,
j
et 7} ©

V= ' ‘ (4.2)

P {a

n-p

. Twi
Posons donc B Z =S

Théortme (4.2) -

Résoudre A Z = b est équivalent & résoudre V S = b puis effectuer B'l S (4.3)

Les €léments {a, 1 3y peuvent se calculer par les formules III(4.8) ou

14‘19'
(2.2).
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5 - APPROXIMANTS DE PADE ET S POLYNOMES -

Soit une fonction H(t) développable en série au voisinage de zéro

i
hi t

™~ 8

H(t) =
i=1

[}

pour tout couple d'entier L, M 1'approximant de Padé [L, Ml est 1a fraction
rationnelle :

[L, M] = PM / L telle que

, M= Pp / Qy q
H(t) - [L, M = oM,
o L L _
L Pﬁ <L d QM <M et QM(O) =1

On montre [11, [9] que 1'approximant de Padé, s'il existe est 1'wmique
solution de (P).

Dans [32] Littlewood propose une généralisation des approximants de Padg,
qui permet d'annuler i coefficients du numérateur. I1 est ensuite facile
de se donner la méme liberté pour les coefficients du dénominateur ; le
cas des approximants de Padé €tant celui ou on choisit d'annuler les coef-
ficients de plus haut degré des mumérateurs et numérateurs. Cette
"généralisation' bien que de peu d'utilité dans la pratique a le mérite
d'étre "fermée' pour la multiplication.

Notons {A/u} le déterminant de la matrice {h } et supposons que

)\i'u‘,}+j "i
H(o) = 1. Choisissons wn (it+1)-uple d'entiers ordonnés :

() = (ugs++-s05_4,0) et un i-uple ordonné

(A) = (Ai,oa-,}\i) tel que Aj 2 ].lj__i
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et posons :
u_+i p, +i~-1 H: L+l
x © , x 1 x 171 , 1
h h . h . .
MPmT AT T Ay #E2 R
68‘3 = det (5.1)
h . h,
Ai—uo—l’ Ai
A +i-1
Posons : P%K% = § {n-1, Al,..., Ai/uo, ceey ui_l,o} X (5.2)
n=0
Théoréme (5.1)
) » M - pw - 3 i
H(t) G(U) P(A) nﬁl {n, Al,..., Ai/uo,...,ui_l,o} X (5.3)
1
et si G%S% (o) 20
G(A) p(U)
) - et R CS sont les solutions wniques du
() oY)
Gy © ) ()

probléme (P7).

Trouver P et Q de degré P1+i-1, u0+i tels que les coefficients
) de Q de degré différent de uj +i-j  j=o0,...,1 (en posant
P’

“i=°) et ceux de P de degré A1+i~1, A2+i-2, ceny Ai soient
nuls et

) Ayas
H(t) - %5 = O(x 1“) avec q(o) = 1

Démonstration -

Pour montrer (5.3) il suffit de vérifier en développant‘G(A) par rapport

()

a la premiére ligne et en effectuant H G(A) que le coefficient de X' est

()

{n-i, Al’ sevy Ai / Hys ooeo u , o}

i-1
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Démontrons maintenant le reste du théoréme ; tout d'abord, il est évident
d'aprés la définition de ‘383 que les coefficients de d° = u .+i-j sont
nuls. Pour ng on remarquera que si n-j = Aj_.' In-1,0 5000, X350 ,my,,0

J
est nul car la matrice correspondante a deux lignes égales.

Dfautre part si q(o) = o

(5.4) H - g = 0(Xk1+i ) est équivalent 3
%1+i . ps o s
HQ - P =0(x" 7), compte tenu des conditions sur les coefficients,
nous avons a résoudre un systéme
Bt
k2=21 QY hj-—k = -h  pour k = )\j—j et j=1,...,1

Les Q. étant nuls si k = pj+i-j nous avons a résoudre 131) systéme linéaire

de i équations 2 i inconnues dont le déterminant est G(u) ©) ;i celui-ci

est non nul nous pouvons résoudre, les Q) sont identiques aux coefficients

de degré correspondant de Ggg (par la régle de Cramer), il faut maintenant
u0+1

vérifier que les coefficients de P donnés par kﬁo Qe hj-k = Pk peuvent

étre choisis nuls pour cela prenons q(o) = 68‘3 (0), 1les Pk sont alors

donnés par (5.2) et vérifient bien la condition imposée.
G(S) (0) = q(0) est différent de zéro ; nous pouvons diviser par celui-ci

(
P et Q, 1e quotient ne change pas, donc (5.4) est vérifié par P/Q(0),

Q/Q(0) dont le coefficient de df O est 1 et d'aprés la construction faite
il est unique, puisque le seul degré de liberté &tait le choix de Q).

Si Wy = === = U, _, = o on retrouve la généralisation de Littlewood ; si
A

en outre A1
{r, 1], ce choix annulant les coefficients de P de degré supérieure a .

--= = X; = r+1, on retrouve 1‘approximant de Padé
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i=2 n, o= 2, n o=
Ai =3 A2 =
o2y
() _
GOO det 1 h2 lm
0 1 h

OV
Gy (© (D)

..

Nous avons P

T
=t (h2 hq) t h2 + 1

. 2
1+ hy t+ (hy-hy h)t® + (h - hy hy + h (h2-h))t°

1+ hit + (hy-h, hl)t3+ ot' c'est wn polyntme de degré 4

ayant ses coefficients de degré 4 = A1+i—1 et A2+i—2 nuls

et le coefficient de x3 est det

celui de x5 est det

1

h

Dans ce qui suit nous nous limiterons

dire au cas :

m = )

Posons

Nous avons

et

h2
h1
1

By,

= Ai = r+]
() _ pi
et P A Pr

(-1)k xi7k {r+1)i_k, !

H e (5.5)

3
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Les fonctions {A} et {A/u} dfinies dans ce paragraphe sont les S-polynSmes
associ€s a H(t), nous allons maintenant montrer qu'ils ont les mémes pro-

-~

priétés que ceux associés 2 :
- 1
RO = 1wy -

c'est-a-dire qu'ils s’expriment de la méme facon en fonction des coefficients
de 1/H(t), H'(t)/H(t), des S-polyndmes de rang 1 {a, 1b}, et des racines
d'un polynOme convenablement choisi.

Remarquons avec Littlewood qu'il existe toujours un polyndme Q de degré
n; nz r+i+l et vérifiant

QGH-1=00M

n
posons Q = I (1~xit).
i=1
Les coefficients des approximants de Padé de H (et aussi des approximants
de Padé "'généralisés') de degré inférieur ou &gal i r+i, sont construits
a partir des r+i+1 premiers termes de H, donc de 1/Q, ils s'expriment
donc sous la forme d'un quotient de deux déterminants en les X5 5 de méme
Q coincide avec 1/H jusqu'a 1'ordre n donc si 1'on &crit :
n-1 . .
Io s enta, ¢l +o0e®
H i
les a; peuvent s'interpréter comme les polynOmes symétriques élémentaires
en les X;y le théoreme III(2.3) est donc valable.

Pour montrer que le th€oréme III(2.5) 1'est aussi, i1 faut vérifier

que si (o) = (ai,...,a k) k=sresttelquedjz21;a =0

Ti+ T+it+]

i
alors : Xgi}’kj = 0, en effet
Q'/Q ne coincide avec H'/H qu'a 1'ordre n-1 et 1'identité III(2.5)
utilise pour {r',k} les coefficients de Q'/Q jusqu'a 1'ordre rit+k, il
faut que leur contribution soit nulle.

L'identité (5.6) se vérifie immédiatement en utilisant la régle de
Murnaghan pour le calcul des caractéres. Nous avons donc montré que les
polyndmes de Schur associés & H ont les mémes propriétés que ceux cons-

truits & partir de F.
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Utilisons le théoréme ITI(2.5) pour donner une majoration de {\}.

Proposition (5.2) -

Si (A) est une partition de la forme (rl, k) ou (u,ri) ou encore
((r+1)1—k, rk) et si [A] =n

Alors
I[MlskSMm]Swﬂ (5.7
(@)=(a,,..0,0,)
s
Tia. =n
j=q 3
ou
kg = @ Ic@)l?
(o)
s
ri o; =n
r+i si  (A) = (r +k) ksr
et 5 = p+ i osi (A) = (u, rl) u2r

(VK ke

i

r+i si  (A)

Nous avons {A} = %T L c(o) Xgig S(a) et si (a) est tel que aj z 0,

j>s Xgég =0 donc 2} = %T % c(a) Xgi% S(o)
ou £° signifie que 1'on somme sur les (o) de la forme :

: s
() = (a1’°"’as” 0, ¢e030).1 I dio.=n

et d'apres 1'inégalité de Schwartz, (les c(n) étant positifs).
1/2

2 1/2
1 s (A s 2
10} s L @ e X(a% ) 0% e ST
d'aprés le théoréme I11(2.5) le premier terme :
n 1/2
@@ xNy = a2 gone

(o)
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) 1/2
[0} < (1”2 % e(@) S{y)
Posons 'S(MAX)I = Max | S(a).l
(a)=(a1,,..,as,o,“o,o)
s
Ziog;=n

Les c(0) sont positifs donc :

1/2
a2 65 c@ 20 = Somo I

. s . A «
Cherchons maintenant 3 majorer k, soit X%a% un caractére, nous avons

2
ITI(2.5) ou ITI1(4.2), I c(o) ng =n! prenons (A) = (n) il est

(@
immédiat d'aprés la régle de Murnaghan que ng = 1 V(d) » €€ qui donne
(g) c(@) =n!. Les c(a) sont positifs donc
1 5S
oT cl@) <1 (5.8)

C'est une premi&€re majoration pour k 2 mais elle ne tient pas compte de
la différence n-s. Si par exemple (1) =(r1+1) avecr =5, 1i=4

la somme &° c(a) est prise sur moins de 1000 (&) au lieu de 1958 pour
I c(a).

Les kS dépendent de § mais aussi de n, notons les kS (n) et cherchons leur
fonction génératrice, pour cela calculons le développement en série de :

2 s
tefl .8
G(t) = e S
-Ei ® tkj‘fl
6ty =mnel =1 I
i k=0 itk.!
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PO "0 Kyyeeenkg s T e S ,k
1 ’7s
S
I i, i=n
=1 K
qui s'écrit encore :
6y = & K@t (5.9)
p=o
G(t) est donc la fonction génératrice cherchée.
Théoréme (5.3) -
p-1 1/2
Gy < 3L 512 x T (s9d)
sP) = 5T k=s+1
Démonstration
' } .
Nous avons G(o) = 1, et %— =14t 4o ... et et nous savons que les

S-polyndmes associés d G s'expriment en fonction des coefficients de G'/G

i
n »
=1

de la méme fagon que ceux de Q = pour n assez grand) en

fonction de Q'/Q. Le S polyndme qui nous intéresse est k§ p) = {P}G

S5iQ= 1 h; t., nous avons donc {P}G = hp, or il est bien connu (on
i=g '

peut le montrer facilement 3 partir de 1(4.10)) que :

s, -1
s, -2 0
ho=todse (5.10)
pop -pt+i
s S, S,

Si Q est de degré plus grand que s, nous avons : Si =1 i=1,...,s-1,
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donc :
1 -1
0
2 Y
k() = 5y det T
..p-{n"
0 1 "

Appelons A la matrice qui figure dans le second membre, on vérifie
facilement que B = A AT est définie positive. Nous pouvons donc utiliser

le théoréme de Hadamard [37].

det(AAD) sTb,,
i(i*1) si  isS

. _ 2 . .
Les b.. sont donnés par b,, = s + . si  s<i<p
S si i=p
2 p-1 2
I bii = (s1)® (s*Ds n [s+ 1]
i=s+1
p-1 9 1/2
donc det A = st (st+)s I [s+i®]
' i=s+1
p-1 1/2
et X p) < sl (stD)s T fs+i’]
s p ji=s+1

Une autre méthode pour améliorer cette bome serait d'utiliser les majora-
tions données par Marcus E371 et Freese [ 22] pour les fonctions généralisées
de matrices, qui sont des polyndmes de Schur, pour un choix convenable de la
matrice.



Cas d'une fonction méromorphe -

Lorsque H est méromorphe ayant un nombre fini p de pdles on connait ume
majoration asymptotique des coefficients de Q§ lorsque i>p et i>r [17.
Dans ce qui suit nous établissons une majoration pour les coefficients
de Q{, et ceux du reste (i.e. de Q{H—Pi), en fonction des pbles de H,

dans le cas ol ceux-ci sont simples.

Lemme 5.4 -

Si (A) et () sont deux partitions de longueur inférieure ou égale a n

Alors
S tesoay O .
L1+L1 - L1+L n
det
' S tresey S ,
(X5 X AHX oo X ) = Lytly Lyt (5.11)
S2n-2’9...°.li’ Sn—j
det
Sn—l’ﬁ--ﬁtv.lfoo—"so
R
avec S, = I X<
A

IJ! = . 1 n’-i
i u

Démonstration

C'est €évident, il suffit de se reporter 3 la définition et de multiplier

les matrices intervenant au nuwérateur et au dénominateur.
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Proposition (5.5) -

Soit (A) une n-partition de k

Alors

[y X5 s Max |X, Po) | X “(n)[ﬂ,a.,, ;A} (5.12)
g € H
P)=(

Démonstration

Nous savons que {Xl,“.,)(n;)\} = I a S(p) avec ap >0

@s P

1 p
ISP)]| ¢ Max [XG() e chf(n)! xk(p)

ceH

ol k(p) =s(1,...,1; )

- P ()
donc !{Xi,...,)(n;}\}l < Max ]X a() . chn (p) 0 ap° (P)

g e Hn
@<

d'ou le résultat.

- Théoréme (5.6) -

Si (A) est ume partition de longueur j telle que Ajzj

Alors
p A
| (0} <sra®My MO, 0,0) £ P A L {1,000, 1381, 000, 157)
2=0 osk1.<.,,.<k253-1 (a_),(y)
°‘k£+§'°"<k3 Jm1 i <e..<ipgj-1 (5.12)
k.
sz j

oll R est le max des produits des résidus, A le max du produit des différences
ui-uj,M()\,c,p) explicité dans la démonstration ne dépend que de la série

A
Zb, x"etdep, M| =Max  Max Max 5 (%) q't(ﬁl)'

Y n,eeany (9),®) o,teM xun"(i) Tm"“"“ng

p<é
qsy
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Il est analytique sur le disque |x| < % et nous pouvons 1'écrire :

T T,
- 1
[(x) m LR 4 .(1—"5;;0 + g(x)
- i
oll gx) = L bi X
i=o
> i P i
donc H() = ¥ c¢. x avec c. = L u, +b,
. i k i
1=0 =1
en outre |b.| < op' avec p<lu, |
I1 faut donc majorer :
Cy jocovecanoane »Cy il
Ai A1+J i
{A} = det
C * 0 P oo C
As-j+ar ",
;™ j
p
[ J— =
posons Sk iil ry Y ’ <k bk + Sk
développons {1} en sommc de Jdéterminants
S' 90000004 S' Ob ’HDGOGOO’b
A1+k1 A YK, . AR eq )\1+kj
j
{(A)=1 I ¢ det o
Ra=0 o<k1<oeo<kg’SJ—1 °
"S' e 9:.095' o4 °b - ‘ ,o--,b e
>‘j _-;+:1+1<1 xj 3+k,“_1 )‘j J+1+k“1 J\J. 3+1+kj

avec € = + 1§
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Notons [A1+k1,,..,A1+kgzll+k£+1,..,,A1+kjl le déterminant de droite,

et développons le suivant la régle de Laplace.

[A1+k1,..,,A1+k£211+k2+1,,.,,Ai+kjl =

Sq - V.GC’S' -°
Ap migrk PTG -1 vk

1 “1

I Ei"””i° det

T I A 1 J

< eea<l.<i~
o 1'Q'+1< 13 J 1 Ss o ’ c o8 s &Se e
ki;12+k1 *iz‘lz+ki

b. -c DOQO’bO -'
Lor tar Koy Lori g "

det

b

Boooooan’bi

175 75"

majorons les déterminants en b, par :

o .
Gt T o, K)
k=¢+1 "k 'k -

posons = xik_ik, les déterminants en S&.s‘écrivent :

S' ’OO"S'
kg Motk

det qui est égal 2 O

S' SOGQ’SE-
Hotky Motk

si & > p, sinon ce déterminant s'écrit :
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u1+k1 u1+k

L
Ug(g) pereeeeeetes Yoy

o€l

L rc(i)""’rb(l) det (5.13)
p .

u“z+k1 u”z+km
0(1) ’...".0.." O(R’)

ce qui peut encore s'écrire :

u”1+k1 u“1+k1
’.0'00.".",
t(n,) t(n,)
L L I det (5.14)
lsn1<..,<nRSj 1 2 TeHl
Hotk +k
L1 L7

u ’GO'.D.QQOO,U g
T(nl) T(nﬂ,)

(5.15)
(5.15) est égal a :
Snlﬁﬂ.ng' Sniﬁi'ngl
. ’nﬁbtivﬁo",
Mty Hitky,
N, ,e.s 01 L
det ou Sk1 L. pX Uﬁ
_ i=1 Vi
S“i"'“ﬁ Snl...nl
'QOGDQQOOO,
Wtk MKy,

ce dernier déteminant s'écrit d'aprés le lemme (5.4)

t {8} {y} Ai ou {&} et {y} désignent les polyndmes de Schur en les indéter-

minées W opeee,U Azle vandermonde en ces mémes indétemminées

1 g
et (6) = (Ai ’ii_g+1,.nooooo¢loo’xi 'ig)
1 L
(Y) = (k2-2+1’0000000000053 k2~19 kl)

ces termes sont positifs car :

Af oM o > e Aj-j 2 0 par hypothése

=12k, > >k, k2 0



- 120 -
dbnc (5.15) en valeur absolue est majoré par :

2' p,Y {190;591 ; 6}‘{1’00031 ; Y}

[

L
ou M(s

b P q
) = Max | oW oW | Max | uT® ... "nzml

OEH n ’605’1;‘11 %

9 1 £ Tell 9 4

I

Max [0 @, L Po@ ™)
L

O‘,Teﬂx ny n
®)=(8)
@=()
. 2 .
Posons MA le maximum des MQS,Y) sur tous les choix de MyoeeesDy, de £ ,
et de (8), (v) qui interviennent'dans le développement de {\}.

k
R= Max n r.

k=1,...,p i=1 ™ .

T k.tAi,-i,
s 0) = j= j=t?
M(A,p,0) = i Max o Max g
: 2:=O,oo.,p' il,noe’iﬁe{o,j"l}

Kyyooo ,kge{O,j-i}

A = Max Max I (u -u )
2 ng,e..,n, i<jst uni ny

(5.14) est majoré en valeur absolue par :
CQ 2 :
o Re A%eM, {1,...,1,6} {1,...,1,7} donc

![Ai*rki,...,A1+k2:li+k£+1,...,k1+kj}ls

c; R 82 M, M(%,0,0) © - o 0158 (15 1)
11-11 4 ? 12~12

(-2+1,00. k)

1

i

)

1<i1<’o e ,<izsj-1
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donc
p
| (03[R &% M, M(),0,0) X c; r L ., 158H0,..,156)
2=0 k1<k2<...<k2 (6),(7),11,...,1j
k9,+1<""<kj

Passons pour tenminer en revue quelques conséquences des relations connues
sur les polynOmes de Schur.

Le théoréme II1(2.3) permet de lier les coefficients des approximants de
Padé au zéro du Padéd [0, N1, le théoréme (2.4) exprime la relation bien
commue, (et trés simple 3 montrer directement) entre les Padés de H et de
1/H, elle a aussi comme conséquence : toute relation entre coefficients des
approximants de Padé, est encore valable si on prend les conjugués des
polyndmes de Schur y figurant (pour de telles relations on pourra voir(101).
L'expression donnée par le théoréme 1II(2.5) ne semble pas pouvoir €tre
utilisée telle quelle, & cause du nombre de caractéres a calculer. Par
contre le théoreme I11(2.6) relie les approximants [r, il aux coefficients

n -+
13t

du reste de Qi H—P;: = L f{a, 1 et si r est trés différent de i,

a=nt+i
permet de réduire la taille du déterminant 3 calculer, en outre elle ne

nécessite pas 1'hypothése Qi(O) 2z 0.
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ANNEXE 1

QUELQUES FONCTIONS DE LISP

Lisp est wn langage de traitement de listes, qui gére un espace de travail
divisé en '"'c¢llules' composées de deux champs, le CAR et 1e CDR, wne cellule
est schématisée par |_ [ _|. Al'origine les cellules forment 1la liste libre
dans laquelle on puise lorsqu'on a besoin de mémoire.

Il y a trois opérations €lémentaires CAR, CDR, CONS.

Le CAR - Le CAR d'une liste est la liste pointée par le CAR de la premiére
cellule conposant la liste. '

Exemple - (U (XV)) est représenté par :
AN
l' L — 1 1
u
X v

son CAR est U

(X V) U) est représentée par :

\
1L 1]
U
I
X A

son CAR est (X V) :

Le CDR - le CDR d'une liste est la liste pointée par le CDR de la premiére
cellule.

(X))
)

Exemple - CDR (U (X V))
CDR ((X V) U)
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Le CONS -~ Le CONS de deux listes construit une liste dont le CAR de la
- premiére cellule est la prémiére liste, le CDR de la premiére
cellule est 1a seconde liste.
CONS (X, UV) = XUV
CONS (AB), X (CD)) =(AB) x (CH)

™
r17"_
CONS L.-I.L-..J L';L.J"‘—"L_JA
! :
{ [T +—-_{ 1A
C D
(13— 1=
A B

Notons qu'avec le CONS, il n'y a pas copie des deux opérantes, puis liaison ;
mais une liaison directe ; le CONS permet donc de construire des listes
qui ont des éléments commms.

Exemple - CONS ((A B), CONS ((A B), (X (C D)))) est 1la liste

e
T e
A e ™ B e B
i X
!
B N S [T+ 1A
A B C D

CONS (L, NIL) qui se note LeNIL crée une liste dont le CAR est L.

A partir de ces fonctions de base sont construites d'autres fonctions plus
élaborées, dont nous ne citerons que deux d'entres-elles.

NCONC c'eét 1'union de deux listes

NCONC ((5), 3 2 D) = (53 (2 1)
NCONC ((54), (32)) = (54 32)
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APPEND1  insére son second argument comme &lément du premier :

APPENDI ((5 4), 3)
APPENDI ((5 4), 3))

(54 3)
(G4 (3)

ces deux fonctions ne créent pas de copie de leurs arguments.

Les programnes décrits précédemment utilisent au maximun ce type de fonc-
tion qui permettent d'avoir des listes ayant des sous-listes commmes, ce
qui économise de la place, c'est ainsi que le résultat de MSP (P6, Q6)

occupe seulement 2 000 cellules au lieu des plus de 4 000 comptées.

Nous avons vu que certaines opérations (le CONS) prennent des cellules dans
la liste libre. Lorsque celle-ci est vide, un programme, le ramasse-miettes
recherche dans 1'espace de travail des listes qui ne sont plus actives, et
les chaine de nouveau dans la liste libre, si aprés exécution de ce program~
me, celle-ci est encore vide, 1'exécution est arrétée. Le tenps d'exécution
d'w programme a donc deux conposantes, le temps d'exécution propre a la
procédure, et le temps du ramasse miettes ; on ne peut évaluer exactement

le temps d'exécution du ramasse-miettes lors d'un programme, il est seule-
ment possible de compter le nombre d'appels et ensuite d'estimer ce temps,
par multiplication du nombre d'appel par un temps moyen, qui peut étre
obtenu par des appels au ramasse-miettes dans diverses configurations de
mémoire, avec 1'espace de travail que nous avons testé environ 14 000 cellules
ce temps d'exécution variait de 0,58 3 0,75 secondes.

Pour une description compléte de LISP on pourra consulter (331, £341, (381,






ANNEXE 2

RESULTATS NUMERIQUES DE LA
MULTIPLICATION DES POLYNOMES DE SCHUR

L'algorithme MSCIIUR présenté dans le chapitre III est beaucoup plus compliqué
que MSP, auquel il se raméne en partie. Il nécessite de nombreuses €tapes
intermédiaires, qui peuvent donner de nombreux termes. La représentation'
récursive des résultats permet wn gain de place important, méme aux &tapes
NI ,)\1) soit k<n, le nombre de
k-partitions (p) = (”1”””"1() telles que uis}\i est supérieur 4 ( -

(J\i-)\Q)! (A2~A3)! ...(lk_i-)\k)!., Les k-uples (y) du type précédent définis-
sent un opérateur h(u) (£ X ,£n) qu*il faut appliquer 4 (A g7 .,An) . Nous

intermédiaires, par exemple si (A) = (A

avons donc 3 calculer.:
E ll(u) (81"..,511){A}’
(U) ;uis)‘i
ce qui se raméne au calcul de hu (51’ o..,En]{A}v qui est effectué en dévelop-
My .
pant hui(gl, cos ,gn) = jEO hnifj (51, coe ’gz)]‘j (F’(ﬂ,ﬂ) gaes ,gn) et en appliquant
chacun des opérateurs 3 {A} de la fagon suivante :
vi

hy, (6 5een) O = I [y 5 (Egree o) Ogyeendyd] o

P CPRIEN S TONPPRISYT W p

I1 est alors naturel, a la fois pour des questions de place mémoire que de
temps d'exécution, de stocker 1'opérateur L h(’u‘) sous forme récursive, ce

(0

qui permet d'éviter les répétitions par exemple hshzﬂxshi se représente sous
la forme (hs(hz(hg,‘i) hi(hi’ﬂ)] ce qui est équivalent a :

hS
112/ \h
hg/ Klli

1 BN
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I1 est &vident d'aprés ce qui precede que 1'utilisation de cet algorithme
va poser des problémes de place mémoire et de temps d'exécution beaucoup
plus importants que la multiplication de polynSmes symétriques ; & cet
&gard on peut se poser la question du calcul du pléthysm de deux S polyndmes,
définie dans [321, qul peut s 'effectuer en se "réduisant" 3 des multiplica~-
tions de S polynomes,

Un autre probléme se pose ; ; la vérification de cet algorithme. Nous avons
utilisé trois tests. Le premler est la positivité des coeff1c1ents, le second
1'égalité de g5~ avec guv“ Le dernier est la permutation des arguments, ou
1'adjonction de zéros aux partltlons définissant les § polynomes, ce qui
inmplique des calculs différents qu1 doivent évidemment donner le méme résul-
tat.

- RESULTATS NUMERIQUES -

Les temps sont donnés en secondes, les procddures &tant compilées. L*espace
de travail est de 14 000 cellules.

Nous avons choisi k = {#/27 od £ = min(n,m) avec (A) = (Al,,cg,ln)s
(W = (pl"")vm)'

Exegglés -

1 -{31} x {31} 2y ~ {32 1} x {321}
-2 x21%) 4) - {421 x {421}
5 -{432}x1{521} 6) - {52 1} x {432}
7 - {522} x {432} 8) - {541} x1{442)

9) - {5413t x{532} 10) -{442}x{431}
M - {442} x421% 12) - 442t x{621)
13) - {6 2 1%} x (3%2% 14) - 322 1%x 322 1

H

15) - {52 4 32 1} x (4% 3 2%y
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Ex tp tm tt
1 0,7 0 0,7
2 1,3 0 1,3
3 0 0 0,9
4 2,0 0,6 2,6
5 6,7 3,6 10,3
6 Z,1 0,6 2,7 .
7 4,9 2,4 7,3
8 3,0 1,2 4,2
9 5,7 3,0 8,7
10| 11,4 6,6 18,0
T 10,4 6,6 17,0
12 16,0 9,0 25,0
13 3,3 1,2 4,5
14| 14,0 7,8 21,8
1 5 4+ + +

+ dépassement de capacité mémoires
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