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INTRODUCTION

Nous avons réuni sous le titre "Travaux de Statistique Mathématique"
une recherche sur la décision statistique séquentielle et une autre recherche
sur les chaines de Markov et défauts de pages en programmation.

Ces deux publications n'ont apparemment aucun point commun,
la premiére étant trés théorique et la seconde pouvant s'appliquer a un
certain nambre de problémes & caractére pratique.

Dans la premiére partie, nous avons voulu donner un exposé mathé-
matique, aussi rigoureux que possible, de la statistique séquentielle telle

qu'elle est exposée dans le livre de T.S. Ferguson : Mathematic Statistics
Decision Theoric, qui constitue la premiére référence du sujet.

Dans le chapitre I de cette premiére partie, nous avons, par souci
de clarté de 1'exposé, regroupé les outils mathématiques, classiques pour la
plupart, et auxguels il sera fait constamment appel par la suite. Nous avons
&galeament situé le probléme de décision' séquentielle par rapport & la déci-
sion statistique plus courante avant de le formaliser au maximum, en déga-
geant les deux &léments essentiels qui constituent une stratégie : la régle
d'arrét et la régle de décision terminale.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la théorie séquentielle propre-
ment dite, notre préoccupation principale étant 13, de trouver des stratégies
de Bayes, c'est-d-dire des stratégies qui minimisent le risque bayésien.

Nous montrons qu'on peut obtenir des stratégies de Bayes en deux étapes :
d'abord nous recherchons une régle de décision terminale de Bayes, puis
ensuite, et c'est 1'étape la plus délicate, nous donnons des conditions
pemmettant de trouver une régle d'arrédt de Bayes en tronquant le probléme

en une étape fixée a l'avance.



Dans le chapitre III, nous'donnons des conditions permettant
d'approcher le probléme général par une suite de problémes tronqués.
L'exemple que nous avons traité a ce sujet, sur les variables de Bernouilli
illustre la théorie : le probléme tronqué a 1'étape 5 est solution du probléme
général. Nous avons pu noter 13 encore, que dans certains cas, une régle de
Bayes pour le probléme général est une régle de Bayes pour un probléme
tronqué, ce qui permet ainsi d'cbtenir le minimum d'cbservations a faire.

Quant au chapitre IV, il est consacré a la recherche de stratégies
minimax, de classes de stratégies essentiellement camplétes pour des struc-
tures statistiques ayant des propriétés simples : exhaustivité et transi-
tivité notamment.

Nous montrons d'abord comment cobtenir des stratégies minimax a partir
de stratégies de Bayes. Nous montrons ensuite dans ce chapitre qui est le
plus développé du point de vue mathématique que, moyennant des hypothéses
d'exhaustivité et de transitivité pour certaines structures statistiques
utilisées, les classes de stratégies bas@es sur ces statistiques sont

essentiellement camplétes.

Dans la deuxi&me publication "Chaines de Markov et défauts de pages
en programmation", notre but est de simuler les instants des défauts de
pages, par les instants de retour en.l'un ou l'autre de deux états (choisis

a 1l'avance) d'une chaine de Markov.

Ainsi, aprés avoir rappelé rapidement ce qu'est un défaut de page
en programmation et une chaine de Markov, nous avons montré, en faisant
largement appel & la méthode des fonctions génératrices, camment on peut
calculer successivement la loi de retour en O et 1, et le coefficient de
corrélation entre deux intervalles successifs ; nous avons ensuite traité un
exemple dont les résultats nous permettent d'espérer que nous sammes sur

la bonne voie.

Le prabléme de 1l'adéquation d'une chaine de Markov a un exemple de
défaut de page reste toutefois posé.



DECISION SEQUENTIELLE

D. Nianeco






I - INTRODUCTION

La notion de décision statistique est une notion assez récente, et de ce
fait, en dépit de la rigueur des théories mathématiques €laborées a ce sujet,
elle reste encore une notion contreversée. La notion de décision séquentiel-

le souffre encore plus de cette incompréhension.
Nous nous assignons la tache redoutable d'essayer d'y faire la lumiére.

Mais avant d'en arriver 13, il nous semble indispensable de rappeler
certains concepts utilisés en statistique mathématique.

I.1 - RAPPELS DE QUELQUES NOTIONS DE STATISTIQUE MATHEMATIQUE

On appelle structure statistique, le triplet [2,Q ,$1 ol o est 1'espace
fondamental ou espace des observations,@ la tribu des parties de Q et % une
famille de lois de probabilités ; la famille 8 dépendra en général d'un para-
métre 6 , élément de @ ensemble des paramétres et on &crira
8 - {Pe, 6 € (0,8)} ol ¥est la tribu des parties de @.

Une telle structure sera notée

(2,6, (P, 0 € (0,8)}

Probabilité de transition

Soient [9,&1 et [A,® 1 deux espaces probabilités ; on appelle
probabilité de transition, une fonction Pw(D) sur @ x & telle que :

a) Yo € Q,Pw(D) comme fonction de D est une loi de probabilité sur [A,@]



b) ¥D ¢ , PmED) est une fonction a4 -mesurable de w.

Définition : On appelle distribution a priori sur
[e,@ , {P,,0 & (@ ,©)}1 toute loi de probabilité Q sur (6,%).

L'introduction d'une distribution & priori dans un probléme de statistique
est 3 1a base de ce que 1'on appelle le point_de_vue bayesien ; ume distri-
bution 3 priori &tant destinée a représenter 1'information avant toute expé-
rience ou observation du paramétre 0; elle est parfois concrétement justifiable

parfois d'usage arbitraire.

Nous désignons par BQ 1'image de Q : elle est définie par :

VAeQ  8,(A) = J@ P (A) dQ(e)

c'est comme on le voit, une loi de probabilité sur [Q,G.]

-

Distribution 3

Avant de donner une définition générale de la distribution & postériori,
nous donnons une définition de ce concept dans le cas discontinu suivant :

Théoréme et définition :

Soient C1 yeoes Ci""’ CN, N causes incompatibles dont chacune donne un
ré résultat R ;

P1 seees Pioseney PN, les probabilités i priori de chaque cause et

Ay seves G seces Gy les probabilités respectives de R sous chacune des

causes (q; =P {R/C;}). Alors les probabilités a postériori des causes
Cismn:



En effet :
P{Ci n R}
P{Ci/R} = e
P{R}
et
P{Ci N R} = P{Ci} P{R/Ci} = p;q;
N
P{R} = 121 P{C; N R} = Ip;q;
et P(C, N R}
P{Ci/R} = ————e

P{R}

P{C, N R} = P{C;} PIR/Ci} = p;a;

N N
PR} = I P{C; NR}= %

P:q.
i=1 j=1 11

d'od le résultat.

-

Généralisons a un cas quelconque.

Définition

Considérons 8a structure [e,&, P,, 0 ¢ (0,91 et supposons qu'il existe
une probabilité de transition Pw(T) sur @ x% telle que 1'on ait :

VAeG, VT e®€

[A.Pw(T)dBQ = JT P, (A)dQ(6)

c'est-a~-dire que Pw(T) et 1'image BQ de Q d'une part et Pe(A) et Q d'autre
part engendrent la méme loi w sur (@ x ©, G. ® ®W) alors pour tout w € 9,
on appelle distribution 3 postériori, la loi de probabilité Pw sur (8,8).



Dans la plupart des cas, Py admet une densité p,(w), G. ® % -mesurable ;
on retrouve dans ce cas les formules de Bayes

de_ Py (w)
aq- ]“W@ o w)dQ '

Par définition m®me de la loi v on a :

VAgQ VI g® (T xA) = L\ Pm(T)dBQ = J Pe(A)dQ(B)
T

On remarque que cette notion de distribution 3 postériori ne joue pas le méme
r8le mathématique que la distribution 3 priori ; en effet, la probabilité de
transition P (T) sur @ x& apparalt comme 1'inverse de la probabilité de tran-
sition P,(A) sur @ x C..

PRODUITS DE STRUCTURES

DEFINITION : Soient [2,& ,F1et [ ', R &' 1 deux structures statistiques ;
on appelle produit de ces 2 structures et on note [0,6,f10 [0 ',&', P
la structure (2 x 2', @ @ &', £08%) o2 8% = (P.P', P e %, P! £

DEFINITION : Soient [2,&, (P, 0 e (6,%)}1 et [2',Q), P! , 6 € (8,%)}]
2 structures statistiques ayant le méme espace de paramétre et le méme para:
métre. On appelle produit restreint de ces 2 structures et on note

(2,6, {Py, 0 & (6,8)}] x [2',&], P}, 0 ¢ (0,8)}] la structure :

o xqo, @8 a’ s {Pe x Pé » 0 €(0,%)}]1 en particulier la structure

[e,@,®1" = Qn,(:t.n, P ,Pef 1] est appelé échantillon empirique :
c'est le produit restreint d'un nombre fini d'exemplaires d'une méme
structure.



NOTION D'EXHAUSTIVITE
TRIBUS ET STATISTIQUES EXHAUSTIVES

DEFINITIONS : Soit [,G ,%’] une structure statistique ; une sous-tribu @
de @ est dite exhaustive si VA € & . il exlsts-.une détermination de P{A/®}
comune 3 toutes les lois P de ¥ ; autrement dit, pour toute statistique

sommable T il existe une détermination de Ep(T/®) commmne & toutes les
lois P d&e® .

DEFINITION : On dit que la statistique T définie sur la structure statis-
tique [9,& ,%1 3 valeurs dans (X, ) est exhaustive si la tribu T_1(.'f)
engendrée par T est exhaustive.

Si dans la pratique, la notion de statistique exhaustive est plus utilisée
que la notion de tribu exhaustive, celle-ci est plus commode, en théorie,
- que la premiére. C'est pourquoi, nous rédigerons notre exposé presque exclu-
sivement en termes de tribus ; notons d'autre part qu'il peut exister une
valeurs dans un espace mesurable donné ; concrétement la notion de statis-
tique exhaustive ou de tribu exhaustive signifie que la statistique ou la
sous-tribu considérée est aussi bon renseignement sur le paramétre que toutes
les observations effectuées ou toute la tribu initiale.

Exemple : Si la structure considérée est de la forme :
(X X’j ,6 0 ®,%) dire que la statistique (x,y) - y est exhaustive,
c'est dire que la loi de x conditionnelle 4 y ne dépend plus du paramétre ;
lorsqu'on connait y, la valeur de x est sans intérét statistique ; y contien
toute 1'information contenue dans la structure et constitue de ce fait un

résumé équivalent aux observations initiales.



1.2 - RELATIONS ENTRE TRIBUS ET SOUS-TRIBUS

Considérons wne structure statistique [,@ , {Pe’ 6 e (032)1}]
- une fonction f définie sur Q sera notée 'f Q,-Pe- intégrable'.
si f est mesurable par rapport 3Q et intégrable par rapport 3 Py

c'est-a-dire si 1'intégrale a fd Pe existe. C\;’Pe e®

- Pour tout w @ & soit w(w) une proposition concernant w .
Nous écrirons

m(w) [@,8] Yo €0

Si la proposition w(w) est vraie excepté sur un &lément de Q de Pe—mesure
nulle ¥ 6 ¢ 0.

Relations entre tribus et sous-tribus
Soit

Q< a

Proposition 1 : une mesure m surQ est aussi une mesure sur (xo

Proposition 2 : une fonction O.O—m—intégrable est O.-m-intégrable et on a

((:\.O) Ifdm= (@) J fdm
Q Y
ol comme le suggérent les notations, les intégrales de gauche et de droite
sont prises sur les espaces (Q ,(Lo,m) et (2 ,a4 ,m).
Soient m et n deux mesures sur & :

1) sim=n sur@ alors m = n sur GLO.

2) si m << n sur G, alors m << n sur Cz.o (si n est absolument continue

par rapport 3 m sur @ alors n est absolument continue par rapport i
m sur Q.



3) Si § est complet sur & alors ® est complet sur (ko.

4) Sin est o-finie sur G  alors n est o-finie sur @. La réciproque de
quatre propositions précédentes est fausse en général.

Soient 6\1 et &2 des sous-tribus de & et soit L. {Pe,e e (6 ,))
un ensemble de mesures sur G .
Nous écrirons 5.1_c_ C\z [G.,6] ¥ 6 ¢ ® si correspondant 3 chaque

Ace C\1 il existe B ¢ &’2 tels que x,(w) = xg(w) [@,0] Yo @ ©

(ou ¥ A ©st la fonction caractéristique de A).

Nous &crirons également ﬁ1 =5~2 [G.,0] Vo @ ® sion a i la fois
G, c G,etQ, c@ [@,0] Vo ¢ ©

Rappelons enfin quelques propriétés de 1'espérance mathématique condition

nelle 4 une sous-tribu.

¢y Soit la structure statistique [q,& % = {P,,0e¢ (6,%)1]1.

Définition

Soit 6 wne sous-tribu quelconque de & et f une fonction 6~-p6-int<‘agrab1e.

Alors d'aprds le théoréme de Radon-Nykodym pour les mesures il existe une
fonction g G;,'—pe—intégrable, telle que, pour tout

A' e @’ f g(w)dp, = f £(w)dp,
Al A
et g est presque partout unique, car si g1t satisfait 4 la mme condition, on :
*
g (w) = glw) [@,8] VYo ¢ o

Nous écrirons g(w) = Eq[£(w)/ G’ 1, et nous 1'appelerons par définition,
1'espérance mathématique conditionnelle de f 3 la sous-tribu G .



@)

Par conséquent, pour chaque pg e © pour toute fonction f GL«pewintégrable
et pour toute sous-tribu G' de & la quantité Eg [f(w)/ @ 1 est une fonction
définie, 6f~pe=intégrable et telle que pour chaque A' & el

JA' Ee[f(w)/&f Idp,. = L\' glw)dp, = IA' £(w)dp,

Si f(w) = XA(w), on peut remplacer 1'espérance mathématique de f par la
probabilité conditionnelle de A.

1°)  si f est Ck—pe—intégrable, alors J Ee[f(m)/Ckp ]dpe =J g(w)dpeo
Q

Q
2°)  si f est (n-py-intégrable et si C < f(w) < d
[G.,6] Y6 ¢ O
avec
-=00<C§d<+oo
alors

¢ < B lf(w)/6 1 = dlG 0] ¥o e O.

3°)  si {f}

nlng N €St une suite de fonctions inté€grables telle que

fn(w) < fn+1(w) [G,6] ¥6 ¢ ® pourn = 1,2,...

et si Sup fn(m) est Cx—pe—intégrabie, alors
n
Sup (B [£ ()/G' 1 = B,[Sup(£, (2)/G )1 14,81 Vo e@
n n
4°y  si f(w) est @J—pemintégrable alors

By[h(w) .£()/G 1 = Eg[h(w)/@ 1£(w) 10,61 Vo & O

pour toute fonction h telle que h(w) et h(w) f(w) soit @G -p -intégrable.



En particulier

Bo[f(w)/G'1 = £(w) [G,6] Vo € @

5°) Si f est une fonction @L—pe-intégrable et si & et G sont deux
sous-tribus de @ si &' < &' [@ ,6] ¥o e O .

Si n est o-finie sur Cto alors n est o-finie sur & .

I-3 - DEFINITION DE LA DECISION STATISTIQUE SEQUENTIELLE
\a

Afin de bien comprendre le probléme de décision séquentielle, il convient
de bien le situer par rapport au probléme de "décision statistique', notion
plus familiére au statisticien.

Un probléme de décision statistique, consiste en la donnée d'une structure

statistiqe[q,&, {P_, 6 ¢ (0,¥)}] et d'un espace mesurable( A,@ ) appelé

>
espace des décisions? Au vu d'une observation w € @, 1l'expérimentateur prend
une décision d(w) de A suivant une stratégie Sw(D) , qui est une probabilité
de transition sur @ x«. Une stratégie est dite déteministe si Sw est
pour tout w € Q@ , la mesure de Dirac au point s(w) de A . Sinon, elle est
dite stochastique ou aléatoire. Une stratégie détemministe consiste donc

a prendre la décision d(w).

Une décision statistique fait intervenir d'autres &léments dont nous
donnons, ci-dessous, les définitions.

1 - Image d'une stratégie S
C'est la probabilité de transition ‘S’E sur @ x& composée de Pe'et S
définie par :
VD e {P?(D) = J Sw(D) dPe(m) ; 1'efficacité pratique
Q

d'une stratégie est définie par son image.
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La fonction de perte est une quantité aléatoire notée L(6,d(w))
application mesurable L de

(0,%) x (4,9) dans(R, Bgp)

L(6,d) est la perte encourue quand on prend la décision d alors que la
vraie valeur du paramétre est 6 . La fonction de perte est une fonction
qu'on suppose positive.

O

3 - La_perte_moyenne

C'est une fonction sur @x Q définie par :

LS(e,w) = JAL(G,d) d(Sw(d)).

Le risque est une fonction sur @ définie par

R(®) = |

_ S
L(6,0) Py - jAL(e,d) a@ S(@).

Exemple de décision statistique (trés schématisée).

Dans une usine, une machine fabrique des pi&ces par série de 1000 dont
une proportion h est composée de pi&ces défectueuses. Cette proportion,
n'est pas connue, mais elle peut prendre six valeurs :

0,01, 0,02, 0,05, 0,10, 0,20, 0,25

Chaque pieéce défectueuse est 3 rectifier et le cofit unitaire de
1'opération est 300 francs CFA. I1 est cependant possible d'éliminer les
rebuts en procédant 4 un réglage complet de la machine avant mise en marche,

ce réglage colite 14000 francs CFA. Quelle décision est-il raisonnable de
prendre ?
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Ici 1'ensemble des décisions est
s = {d, ,d,3 od

d1 : ne rien faire
d, : procéder au réglage

Voici le tableau donnant le cofit dans chaque cas.

N de 91_5192 _________________

¥ d, d,

0,01 3 000 14 000
0,02 6 000 14 000
0,05 15 000 .14 000
0,10 30 000 14 000
0,20 60 000 14 000
0,25 75 000 . 14 000

CQOMMENTAIRE DU TABLEAU

Le probléme précédent est un brobléme de décision en présence d'in-
certitude puisque la valeur prise par h n'est pas connue, on voit, d'aprés
ce tableau, que suivant que 1'on est 6ptimiste ou prudent, on prendra la
décision d1 ou d2'

Quant aux problémes de décision séquentielle, ils différent des pro-
blémes de "décision statistique" dont nous venons de parler par le fait
qu'ici, l'expérimentation s'arr8te ou se poursuit en fonction du résultat
obtenu. '

On veut, par exemple, estimer un paramétre inconnu 6. Pour cela, le
statisticien peut observer successivement une suite de variables aléa-
toires X15 Xz yeoey Xj »+++ dont la loi dépend de 6, et qui sont obser-
vables en des temps notés 1, 2, ... j, ...
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A chaque étape le statisticien observe les résultats obtenus ainsi au
temps j, 11 connait les valeurs X1s Xy yeee, Xj prises respectivement par
Xp5 X5 peeey Xj‘ I1 décide alors soit de continuer et d'observer Xj+1 R
soit d'arréter. S'il s'arréte il prend une décision terminale concernant
le paramétre 6 . Ce faisant, il doit envisager deux types de coflit :

- un cofit di a4 1'observation des variables

- wn colit attaché 3 la décision terminale

Notons également, & la différence avec les problémes de ''décision
statistique classique', que 1'expérimentateur est libre de choisir 1le
nombre d'expérienceset que 1l'ordre des variables aléatoires est donné
a 1'avance et ne dépend pas du statisticien.

Indiquons enfin qu'il existe des modéles plus compliqués (Wald) ol

le statisticien décide en outre, des variables aléatoires qu'il va

observer.

I.4 - ELEMENTS MATHEMATIQUES DU PROBLEME DE DECISION SEQUENTIEL

Un probléme de décision séquentielle comporte les éléments suivants :
a) (6,%) : espace des paramétres

b) (1,9) : espace des décisions teyminales ; nous noterons § g A

une décision i prendre.

c) Une fonction réelle L définie sur (8,%€) x (A,9) a valeurs dans
(ﬁi, Gﬁﬁ) ; cette fonction sera appelée fonction de perte ; L(6,y)
sera la perte encourue par 1l'expérimentateur si 6 est la vwaie valeur
du paramétre et y la décision terminale prise par 1'observateur.
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d) Nous avons dsigné par X;, X;, .- Xj ,... les variables aléatoires associées

aux observations X;, X, ,- ..,xj ,-.. respectivement ; ces variables alSatoires

seront dans toute la suite des variables indépendantes, de sorte que nous

avons les structures statlbthues .

[2,,G, ,(p;(65dx;),0 e (8,8)11,...,005, (e dx) 6 ¢(6,W)}e-s

Posant 9§ = Q1x ...XQJ. Xeuo

a = & .
1 8 ... @QJ e
O X .. . .
nous pouvons cansidérer la structure statlstique produit, unique :
(2,0, (P, 0€(0,@)}] od Py = 1 p;(6; dx)
J
Le vecteur aléatoire associé a 1'observation

X = (x],x2 ,eee3X:,...)  sera noté

J*

X = (X Xy seees X5 pees)

et le vecteur aléatoire associé a 1'observation (x1,...,x-)

yj = (x1,...,xj) € x.,,ij:;

sa loi sera définie par

J
.(0;d¥.) = 1 - (85 ).
p;(8;d¥;) 2 p; (05 dx;)

e) C (e, Xqye ..,x.) j =1,2,... le colit relatif a 1'observation de Xy ,xz,..xj,
une suite de fonctlons réelles définies sur

(6,%) x (91,&1) X eeaX (Q]’a'])

Le nombre Cj'(e,x1 ,...,xj) représente le cofit de 1'expérimentateur en f.isam;
les observations X1 = X5 Xy = X5 peeey Xj = xj et en arrétant 1‘'expéri-



_14_

mentation lorsque 6 est la vraie valeur du paramétre.

Avec ces cing éléments le statisticien doit observer 1la suite des valeurs
X; et décider a quelle &tape il doit arréter 1'expérimentation et quelle
décision (décision temminale) il doit prendre en fonction du résultat obtenu.

Son but est aussi de minimiser la valeur moyenne du cofit ainsi que la
fonction de perte, sachant que si une expérimentation plus courte colite moins
cher, elle entraine une perte moyenne plus grande. Ce qui pose d'énormes

problemes.

O

Nous allons décrire maintenant la stratégie que 1'on doit utiliser en

décision séquentielle.

Examinons d'abord la stratégie al8atoire, la stratégie déterministe &tant

un cas particulier.
La stratégie aléatoire comporte deux parties :

* la régle d'arrét
x la régle de décision terminale.

-

Une régle d'arrét est une suite de fonctions mesurables

(P(X) = (({’Osqﬁ(xﬂ ,"',(‘Pj(x‘l’ XZ ""’Xj)’°")
ol
\PJ : (SZ.I XaooX Qj,ﬁ.1@...®aj)+[0,1]

La fonction mesurable(fj(x1,...,xj) représente la probabilité conditionnelle
d'arréter 1'expérimentation sachant que 1'on a fait j observations :

X1 = Xqs eees Xj = Xj (Lfo étan? une constante représentant la probabilité
de faire les observations ou non) ; parall&lement, nous devons définir

une régle d'arrét par la suite des fonctions :
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¥(X) = (\yo, w1(x1),..., \yj(x1,...,xj),...)

ol Wj(X1,...,Xj) représente la probabilité conditionnelle de ne pas s'arréter
aprés les j-1 premiéres observations et d'arréter 1'expérimentation 3 la jiéme
 €tape sachant que 1'on a : X1 = Xq een, Xj = X5

I1 découle des définitions de ij et ¥. que 1'on a :

J
vy =Y, qﬁaﬂ“u;ﬁ)= U—?&(Fvﬂ.“fhﬁ_ﬂtﬁ(&,“.xﬂ (T
G =1,2,...).

La prob@ilité d'arréter 3 1'étape n est alors
Eol¥ (Xy5e-+,X )]

Par conséquent la probabilité d'arr€ter éventuellement (ou ce qui est équi-
Valent, d'un nombre fini d'observations) est :

r E [y X,,...,X 1
n___06n1’ >

z

I Ee[\vn(x1,...,xn)] <1 car'

o]

) nio e X)) s 1 Yo e (0,8)

(cela se démontre pour une somme finie, en utilisant des propriétés de
barycentre) .

Nous ferons 1'hypothése que = Ee[wn(X1,...,Xn)] =1 Vo
n=0
ceci afin que le colit moyen soit de valeur finie.

Le temps d'arr€ter peut &tre défini comme une variable aléatoire N :



g
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PB{N n/X = x} = \yn(XP..,)Sl) n=0,1,2,...

et

w/X=x}=1- 1 v, ('x1,...,xj)

P{N o ¥

Remarquons que si

‘io Ee[\yj(x1,...,xj)] = 1
J
ona “7_

I w.(x1,...,x.) =1 [&,0] Yo ¢ @®

j=0 J O J
C'est une remarque essentielle et nous supposerons cette condition
réalisée.

VS e oo o ) O o s M e o e Bl S e e Y e A o S e e e T

Une régle de décision terminale est ume suite de fonctions
§(X) = (8,, 51(X1),...,aj(X1,...,XJ.))

ol pour tout j ‘Sj (x1 ye++,X:) est une mesure de transition définie sur
(91,(x1) XaooX (Qj,&j) x (80,9) et est telle que 1'espérance mathématique
de 1la fonction de perte correspondante Ee[L(e ,Y)] existe et est finie
pour tout 6 ¢ (®,%) ; concrétement § a la signification suivante : si
1'on décide d'arr@ter 1'expérimentation aprés avoir observé )(1 = Xy seeey
XJ:\= X;, on choisira un point y de (4,9) don? la variable aléatoire
associée est Y de loi de probabilité 55 (xj ,...,xj;D) D ¢<? . Pour une
régle d'arrét donnée ((J. , les 6j sont définies uniquement pour |
(x1,...,xj) pour lesquels \Pj (x1,...,xj) > 0. I1 sera cependant utile de
définir une r&gle de décision terminale qui soit indépendante, comme nous
le verrons, de la régle d'arrét.

Enfin pour simplifier nous supposons que Qj est pour tout j, R mmi de

sa tribu borélienne que nous notons encore & je

Une stratégie séquentielle sera donc, un couple (tf,8) ol ¢ est la ragle
d'arrét et § la régle de décision terminale.
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La fonction de risque d'une stratégie séquentielle est :

o

R[6,(6,4)] = J:EO I]RJ ‘yj (X1 s ’Xj) {IAL(S »Y) Gj (x] y  dy) +Cj (e ox1 ’re pxj) }Pj (O;d%j)

ou encore

RB,(6,9)] = Jﬁo Bg (¥ 0Ky X5) [Eg (L(8,Y)+C; (6,Xy - X1}

Naous noterons d = (do’ d1,...,dj ,...j avec dj définie sur
(H1,61) x +oux (R ,e;j) x (4, @) toute régle de décision terminale qui ne
sera pas aléatoire ; c'est un cas particulier du cas général.

Notons enfin, que par définition, nous dirons qu'une r&gle d'arrét 4

est déterministe si (fj (X1,...,Xj) est €gale 3 O ou 2 1 pour tout j-uple
(X1,...,Xj) de variables aléatoires. Nous n'adopterons aucune notation parti-
culiére pour désigner les régles d'arrét déterministe.
)
L'étude d'une décision séquentielle requiert des hypothéses supplémentaires
sur certains des concepts que nous venons de définir.

Hypothéses supplémentaires

L(e,y) sera une fonction bornée inférieurement, de plus on supposera
L(e,y) = 0.

Ferguson suppose que

X

Cﬁ (e,x1,...,Xj) 20 V¥j, 6, X 3

T
enfin

t Cj (a,X1,...,Xj) < Cj+1 (e,X1,...,Xj+1)
e

Cj (G,X.I,...,Xj)-"—“)wvx, Ve

Jree
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En particulier, le cofit d'un nombre fini d'observations est infini.

Si donc pour une stratégie, le colit est fini c'est que

=]

pX w.(x1,...,x.) = 1[G ,6] Vo ¢ ®
j=0 J J

Exenple :
Dans la plupart des cas on prendra, Cj (8 ,X1 ,...,Xj) = jC ou C est une’

constante indépendante de X1 yoos X 3

I.5 - COMPARAISON DES REGLES DE DECISION

Soit of 1'ensemble des stratégies, supposé mmi d'une relation de préordre

- (8,9) est aussi bonne que ( 5, 9"
si
R[6,(8,9)1 < Rl0,(s',¢")] Vo ¢ ©

que l'on peut noter sifiplement (s A = (s, '),

- (s,tp) est strictement meilleure que ( &', q'), si elle est aussi bonne que
(s', ¢') et si de plus, il existe 6¢ @ tel que R[6,(5,4¢)] < R[e,(s',gf')}

J

- (6,9) est équivalente a ( §',¢') si (G,LF) est aussi bonne que (6',?')
et réciproquement (6,%) est admissible s'il n'existe aucune régle de
décision (s' > ') strictement meilleure.

Classe_compléte : soit & une partie de ¥ ; 8 est compléte si

o > man o s e s 03 e dn o wn v

V(9o e [ s, ¢) eb tel que (s5,9) » ', 9"
3
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Une partie & de  est dite essentiellement compléte si
Vig',s) e [ &, 2 (5,) el tel que (5,4) = (8',¢p")
3

Soit t une probabilité 3 priori sur (6,¥). On appelle risque de Bayes
correspondant, la quantité

]

RIt, (5,9 )] j@R[e,(s,«p)ld(rce)a

Une régle (6,¢f)_ est dite de Bayes relativement 3 T si

R[T,(G,(f )1 =(6%n‘i;')€rR[r,(a' , ,_f,t)]

e-Stratégie_de Bayes O

Une stratégie (8,tp) est dite e- stratégie de Bayes relativement 3 t si

Rlt(s,4)] < inf RiT,(8',¢@")]+e -
{ (8",¢")ey ¥ -
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IT - THEORIE DE LA DECISION SEQUENTIELLE

IT.1 - DETERMINATION DES REGLES DE BAYES ; DETERMINATION DE LA
REGLE DE DECISION TERMINALE '

Soit t une mesure sur (0,¥).
On suppose que les risques Bayé&siens considérés sont finis. La recherche
d'wne stratégie relativement 2 ¢ se divise en deux parties :

- on fixe Y et on détermine § minimisant Rlt,(s,¢)]

’

- ensuite on cherche @ minimisant inf Rlt,(s,¢) 1.
§

Cette deuxiéme partie, comme nous le verrons, &tant plus difficile & réaliser.
Soit donc Y fixé ; minimiser R[t »(8,¢)lpar rapport 3 § revient & minimiser

IR CRCRILICOR [, o Bt e X TR (LU0 5 (1Y MG ()
o

= Eg{RIT,(s,¢p) 1}

ol T est une variable aléatoire sur (6,%) de loi de probabilité t .
A

Comme “’j = 0 ainsi que L(e,y) ¥j, il suffit, pour chaque valeur de i,
de minimiser 1'expression :

E . .
I@ jio e{\vj(>(1, ,XJ) Ee(L(T,Y)}dr(e)

= I@ jE-O LRJ' wj(x1,..,xj) IAL(e,y)aj(xP..,xj,dy_)pj(e,xj)d(rce))

’ mE j ¢ 1 3 . - %
J@ jEOB[WJ(XV ’XJ)L\ L(e,y)sJ(X1, »XJ,d)')]}dr(e)
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Cj (T,)(1 ,...,Xj) étant indépendant de Gj;on minimisera simplement

Eolty 0y X)) [ LTI 85000, 5 )

= By CEDRY] LTy OE 5 50/l ])

Par conséquent, s'il existe, pour chaque valeur de j un 8 noté 63 minimisant
B L0 5 /0, X))

la suite {63} minimisera le risque bay€sien (pour  fixé).

D'otl le lemme 1

Si 65’ (X1,...,Xj) est une régle de Bayes basée 519 X1,...,XJ- avec la loi
de probabilité a priori t alors pour toute ragle d'arrét donnée ¢,

1(7,(8,¢)) est minimisé par §0 = (68,60,...).

Remarqgue : Dans les conditions du lemme précédent, {65’} ne dépend pas de ¢,

ce qui facilitera les calculs. Si la régle d'arrét a déja été choisie, 1'étude

-

du probléme revient 3 1'étude d'un &chantillon donné.

Une reégle 65-’, si elle existe (Férguson 1'appelle régle de Rayes, mais
)
c'est un abus de langage) est une régle de Bayes pour 1'échantillon fixe
X1,...,Xj, la réciproque étant fausse.

e e s = o e S — — - - ——— - o —— —— e v b -

Si Pj (8; d.!j) et v définissent une mesure u sur R} x ® et si u

se désintégre en P(dij) et P(xj ; de) alors, on appliquera la formule de
Fubini 3 1'intégrale

J@ jzo Ee{‘i’j (Xj ye o ’Xj) JEL(T,y) Gj (%j ;dy)nd((8))

et on est ramené 3 essayer de minimiser 1'intégrale
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[ Py s aof ransay s

donc si la distribution 3 postériori de 6 existe, cette méthode doit &tre assez

efficace. Nous le verrons dans un exemple.

Si de plus ® = R d'aprés le théoréme de Jirina (livre de Hennequin Tortrat sur
la théorie de probabilités et quelques applications p. 233 a 235), la distri-
bution 3 postériori existe et

¥e > O Vjaagz

-. . _ O;
Ee{[A L(T,y)csj(l j;dy)/)(1,..,Xj)} <eg+ §nf EG{IAL(T,y)Gj( j,dy)/x1,...,)(j}
J

d'oll en multipliant par \Pj (X1 yoen ,Xj) et en intégrant

Ee[wj(%j) J L(T,y)sg] < e(‘Pj (Xj)) + inf Ee{\PjJ
J

L(T,y) Gj}

A A

Soit en additionnant :
RI7,(8%,4)1 < e+ inf Rlt,(s,4)] ou §0 = {ag}
)

On peut ainsi déterminer des e-stratégies de Bayes.

I1.2 - DETERMINATION DE LA REGLE D'ARRET POUR UN PROBLEME TRONQUE

Nous abordons ainsi la deuxiéme &tape de la procédure.

On tronque le probléme a 1'étape J et on cherche une stratégie de Bayes

pour le probléme tronqué. La troisiéme &tape consistera 3 approcher le probléme
général par un probléme tronqué.

On s'arréte donc systématiquement en J.



- 23 -

PrXqpeeesXp) = 1 ¥(Xy,ene,X))

ce qui entraine d'ailleurs

J
zw(x eee,X:) =1
j=0 J J
Supposons qu'existe {63} j = 0,1,...,J déterminée dans la premiére &tape. Si on

s'arréte en j, on utilise la régle 63

Montrons comment on peut déterminer une suite ﬂfo} telle que {69,<p°} soit une
stratégie de Bayes pour le probléme tronqué.

Posons :
¥53=0,1,2,...,J

U.(X;,...,X.) = In; . .3 .
0 meeXy) = TRECEL|  LCEY)8 (30 /Xy Xy
J

+

EG[Cj (T,X1 LR ’Xj)/()h‘),‘ o ’X])]

E O(x% .; oo, X2)Y . . X

Pour toute stratégie (§,¢) = {Gj,(Pj}j, on a :

J

LT, (6,901 = 2 By (308 DEL[  LCTY)6 (X 550y 5 D)
j=

- Jd

+ E E X - . - L3N - L I ] -3
o Bl 06 XPEGIG TN e X/ 0G50 X))
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J

il
[

RU (5,901 = T o005 (g, X B L LCLY)85 (% i)

j=0

+

Ee{Cj (T,X1 yeee ,XJ-)}] }

J
Rit,(8,4p)] = j-EO Ee[\yj(x1,...,xj)uj(x1,...,xj)] = Rlv,(s%,¢)]

Cette inégalité est valable pour toute stratégie (G,Lf) mais elle n'a de sens
que si Uj (X1,...,XJ.) est mesurable.!D'ailleurs, le probléme n'aura d'intérét

que si Uj ()(1 yoese ,XJ.) est intégrable.

Il reste 3 minimiser par rapport ?Hfj la quantité

J
jio EqLY; (x1,...,xj)uj(x1,...,xj)].

On déterminera les ij dans le sens de J vers O car on remarque que LPJ__1 ne
figure en fait que dans deux termes de la somme, les deux derniers

©
¥t Xpaee X ) = (=) (=@ (X))o (1= P (Xyeen X )
Y Xpaee X)) = (-0 e (45 ) (@ 5(Xp,ee0,Xp) = 1)

La somme des deux derniers termes s'écrit :

Egt(1-9) .- (1-¢_)) Iy;_4 Xpsee e Xy U Xy 500 »X3_1)

+ (1—qJ_1) B, ( UJ(X1,...,XJ)/(X1,...,XJ_1)]}.

On minimise donc le terme relatif 4 1'étape J-1 si on détermine ¢ ;.1 minimisant
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LPJ..‘] (X1 s ,XJ_1)UJ_1 (X1 3 sXJ_1)+(1" ('PJ_1)E6[UJ(X1 3 ,XJ)/(X-l PR ’XJ_1)]

on prendra alors la régle optimale, évidente suivante :

(1 Up (05X ) < BglUp/(Xy,een Xy )]

[
P11 XqseerXg ) = 1 0 si Uy 1 (Xp5e5X59) > EglU/(Xy,een,Xg_ )]

\ * (quelconque) si Uy ;(X;,.+,X5_ 1) = B [U}/(X;,.., X511

Commentaire :

- — - ——a

On arrétera 4 1'étape J-1 si 1'espérance conditionnelle du colit & 1'étape J-1,

apres avoir observé X1 =X, .0. X = Xj_y est inférieure a 1'espérance condi-

1 J-1
tionnelle du colit de faire une expérience supplémentaire aprés observation de

X1 = Xp seee, XJ_1 =Xy 45 sinon, on continue 1'expérimentation.

Posons alors :

. | Ugoq (Xqseee X5 )
3-1Xq5e X5 () = Min
Bo (U3 (X« X)) /X =y 5 o X513

On a immédiatement :

a1 Ko s X g DU (XX D+ 0O (X, X )

B (U3 (X5, X0) / (Xy e X5_)}

> v

J-1%q500 X5 )

On peut alors écrire :
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J-2

R[T;(qu’)] 2 JEO E [WJ (X‘],"‘sxj)uj(x1"‘)xj)]

* B L= Q) oo (1= 15 Xy Xy )IVT_ Xy, ee X )]

et on recommence avec les deux derniers termes qui sont les seuls ol figure
qg;z(x1,...,xJ_2), soit :

(- -5 s(X,.- VEIDAL S TLCPITIN CIPY 11 IPY 0 TR S3PY

+ (1" LPJ_Z)EG[V;_1 (X1 s ’XJ_1)/(X1 s ’XJ-Z}]} v

ce qui entraine

1siUp, < BV /(X,, X5 )1

Wy p (X ,en Xy ) = 0 si U, > Ee[vj_z/(x1,..,xJ__2)]

u (quelconque) s'il y a égalité

et ainsi de suite.

On définira la suite Vﬁrpar :

vj(xv..,xJ) = Us(X,..,Xy)

U X
vﬂ_1(x1,..,xk_1) = Min

Bo Vi (Xy 5+ X0/ (Xy -

10Xy
(D

Xe_q)]

. 1 si U < E [VJ(X ,X]()/(x19"’xk_1)]
i1 XKoo eaXy ) =

0 Uk 1 > Ee[Vﬂ(X1,..,Xk)/(XP--,xkq)]

quelconque s'il y a &galité.

Ce procédé épuise 1le probléme et conduit d'ailleurs 3 :
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- tfoUo + (1—tfo) Ee[V1(J) (X1)] dont le minimum est V‘g par définition
d'od
R[T,(SQ,LPO)] = V‘g, minimum qui est atteint.

La constante Vg désigne le minimm du risque de Bayes pour le probléme tronqué en
J. La régle d'arrét de Bayes est alors

Y 0 = (Lfg,\”,...,tpg) ol Lpﬁ est définie par la derniére des relations (1

on arréte 1'expérimentation 3 1'étape j-1 si 1l'espérance mathématique condition-
nelle du colit aprés avoir observé X; = :>c1,...,)(j_1 = X4 est inférieure 3 1'es-
pérance mathématique conditionnelle du cofit de faire une observation supplémen-

taire et d'utiliser la régle qg, “es ,q’&

Si g0 = (58,5?,...,53()(1,...,)(].),...) est une régle de décision terminale
de Bayes (au sens du lemre 1) et si‘p? est une régle d'arrét, déterminée
par les relations (I), alors ((qo,ao ) est une stratégie de Bayes pour
le probléme tronqué enJ.

Démonstration :

I1 suffira de prouver que

V(Lf ’6) r(T’((fO’GO)) < r(T,((P ,5))

pour toute mesure i priori donnée 1 sur (04).
On a, par définition

CHTERDISIRINe )1

L(T,Y)Gg(ﬁj ydy) }
J=

A

+ oy Ee[w3(x1,..,xj)cj('r,%j)]

3=0
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Posons :
b

0 (X1 yoo ,Xj) gnf ‘EG{JAL(T,)’) ‘Sj (13. ,dy)/)(1=x1 oo ,Xj_-.xj}

"J

L}

?:f EG{JAL(T’)’) 6j (xj;dY)/X1=X1 3o :Xj=xj}-

Nous supposerons que oj (X1,...,Xj) est intégrable.
On a donc :

J

Or
EQLY30K ;) [ TL(T,y) 850K 5,01

= 0 0 i
Ee{wj(x1,.-,xj)Ee[fAL(T,y)sj(>cJ,dy)/x1, X1

de méme
0 =
Ee[wj(x1,..,Xj)Cj(T,X1,..,Xj)] =

Ee{wj(X1,..,Xj)Ee[Cj(T,X1,..,Xj)/(X1,..,Xj)]}

Le second membre de 1'avant-derni&re égalité n'est autre que :

0
Ee[‘i‘j (X1 ye e ,Xj)pj (X1 . ,Xj) 1 et 1la somme donne
0
E&gﬁxP.MXﬂfo1v.”xﬂ]
Mais par définition méme de Uj (X1 yes ’Xj) on a :

Uj(X1"‘an) = EG[JAL(T’Y)G:](X'l""Xj;dY)/X1’..’Xj] +

Ee[cj(T,x1,..,xj)/x1,..,x5]

U5 0500 X,) = 050X+ X 4B LG (T, Xy 5+, X3) /Xy 5 o,

Xj =Xj ]

3
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en multipliant les 2 membres par Ee[w3(x1 yoo ,Xj)] et en additionnant :

0
ji Ee[‘PJ-(X1,..,Xj)Uj(X1 X)1 <

E E [w)_,(xp..,x )1E f [L(T,y)dj(Ij;dy)/(X1,--,

=0

0
+ JEO Ee[‘y (X1,oo,Xj)]Ee[Cj(T,X1 ,oo,Xj)/X1,--,Xj]

Le second membre de cette inégalité est encore égale 3 :

had 0
B [v.(X,,..,X.)| ~ ) 0 .)C. oo, Xs

= r(T’(LPO,G))

Le premier membre est &gal a r(t,(lf 0.50y)).
On a donc montré que

r(7,(°,69) s r(r,(y °,8))

Ceci achéve la démonstration si 1'on tient compte du lemme 1.

Définition

Nous dirons qu'une régle d'arrét qio = ((fg,l.f%’,...) donnée par les
relations (I) est une r&gle de Bayes (suivant une loi w ) pour le probléme tronqué
en J, s'il existe une régle terminale de loi v . En général les régles d'arrét
de Bayes pour les problémes de décision tronqués existent.
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i

III-APPROXIMATION DU PROBLEME .GENERAL PAR UNE SUITE DE PROBLEMES

TRONQUES

Pour compléter 1'étude, il reste & dégager des conditions sous lesquelles,
on peut approcher le probléme général par la suite des problémes tronqués.

Supposons qu'a partir d'un certain rang Vg soit fini (Vg < ™),

La suite {Vg} est monotone décroissante, donc convergente.

Démonstration :

- o e B - - o e A - .

De Uy 1 (XgseensXg )

Eg V3 (Xyse e X)Wy e e Xy ]

et
-1 .
fo Uy1(X;5e,X) ) on déduit
-1
vj_1(x1,...,xj_1) < Vi1 (X, X))
Puis de
Uy p(Xp5eeeiXy )
Vj—z - mn
o7 6
RCLAA S 1S STRES SIPVS CRPRYS SUPY
et

U o Keyee Xa o )
1 _ J-2Kq00 X,
Vj—z(x1"°"xJ-2)=m“ g
Ee[vj_1(x1,...,xJ_1)/x1,...,xJ_Z]

I1 résulte que :

vj_zcxz,..,xJ_z) < v (X15-X55) WX = (X 2 TTTI SRR
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en continuant le raisonnement, on obtient :
...1'
Vg < vg ¥X
et puisque Vg 20 ¥X le lemme est établi.

I1 reste 3 donner les conditions sous lesquelles cette limite est €égale a V, ;
minimm du risque Bayésien.

On a de fagon évidente

vgzvo vJ

=

Si Vz <wet si Ee[pJ(X1,..,Xj)] tend vers O quand j»+~ ou si L est
bornée la suite {Vg} converge vers VZ .

Démonstration

oo

Si V) <=, ona jzo wj(xo,...,xj) =1 [Q,6] Ve

Désignons par (tfe,ée) une stratégie de Bayes pour le probléme général
(une telle stratégie existe toujours) et modifions si nécessaire, 6% de manidre
que 6§ soit une régle de Bayes pour le probléme basé sur X1,..,X- au sens du

]
lemme 1.

Désignons par kfe’J la régle({E pour le probléme tronquéenJ ; autrement
dit

€,J . o o_
¢35’ =q§f Vi < J-1et¢it =1

alors
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r(r, (¢ 5*35%)-1(0, (¢ ©,6%))

> € . € Y €
- 5 g0+ X (L0500 X5 LVIO5CK 5,0 D

+ ng EB{WE(X1,..,X5)[CJ(T,X1,..,XJ)~Ej(T,X1,gf,Xj) 1}
d'od
r(T,ofE’J;ae))-r(T,afE,se))sﬁe[w§’J(x1,..,xJ)JAL(T,y)ajcx1,..,xJ;dy)]
si Ee[pJ(X1,.. ,XJ) -+ 0 quand J tend vers « ou si L ‘es:t vbomée,le second membre de
cette inégalité peut &tre rendu inférieur 3 2e pour J suffisamment grand (puis-

que

f [L(T,Y) 850K 5o X380 T & Bglo 50Xy 00, X)) %e]
\ Xysee

Ay

Alors puisqué :
I’(T,(.')E,cSE )) sv"o" + €

nous avons pour J suffisamment grand
v*OT < I‘(T,(LrE’J,(SE)) < V43 .

Comme e est arbitraire ceci achdve la démonstration.

Exemple : Nous supposerons que ® = [0,1] = A
L(8,y) = K(e-y)2 , cj(e,x1,..,xj) = jC

ou C est une constante.

S1 6 est la valeur du paramétre Xqsee ,Xj » sont des variables aléatoires de
Bernouilli indépendantes : P(Xi =1/6) =8 .
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On veut trouver une stéatégie de Bayes pour la distribution uniforme
sur [0,1]. ‘
Nous utilisons la procédure exposée.
Déterminons la loi de X = (X4,X,,..) et de T. J

/ L i

) ,,="'xe2 Uternene UK x;/T = 6) =£(6)

et si la densité de T est g(8) on a :

Si P(X1 =X uX

0
P(X1=x1 u X2=x2 U...u Xj=Xj U{0<Tz<x<ol}= 10 f(t)y(t)dt

Or P(X1=x1 UX=xy o UXj=xj /T = 8)

P(X1=x1/T = 0). P(X2=x2/T = e)...P(Xj=xj/T = 9)

j

ij X _ j
6 < (1-8 ) o X3 = i§1 X; = Xq¥X, et X3

Ici, on aura :

._)—(.

1T x. j _ _
td-v) I = B(x;*1, j=X;+1)

P(X1=x1 uU...U Xj=Xj) = JO

I1 s'agit 12 d'une fonction eulérienne, de dauxidme espéce
On a donc :

1 . j-X. T(X;+1) (=X +1)
J tI(1-t)" I at = —1 s
r(j+2)

Déterminons la loi 3 postériori

o X j-X.
r(j+2)[ td (1-t)” I dt
S PR L

P[T< s /X1=X1 U...u Xj=xj] =

r(i'cj+1)r(j->'cj+1)

La loi 3 postériori a donc pour densité

r(j+2) 0 (1-6) 3

T(xX.+1)T(-X.+1
(XJ )r@j X3 )




C'est donc la loi B(;cj+1, j-)-(j+1) puisque B(a,b) a pour densité

Tatb) a1 gb-1 sur 10,13
r(a)r(b)

On sait qu'une telle loi a pour moyemne :

X.+1

3‘1‘2—"'5(1‘)

variance : (ij 1) (j-)_cj +1)

e = 02(T)
(3+2)° (j*+3)

- o o S Sl S B G B G G S o 2 o e (el Uk i e S e - > S e A = e i S T e VO T Pt et B

1 x; j=x.
I o J(1-6" J)(e-y)2de
0

p:(X;,00,X,) = inf —L0*2) K
] Iy PO (-X;+1)

(6-y)? = 82 -2y 6+y?2 et E(T2)-E2(T) = o2(T)

d'on

inf (x+1) (G-x:+1)  (%x:+1)2 X+l
D-(X ,-.,X-) = N4 J J + l - zy-'%_-‘- yz
] 1 J . 37 . 2 J+
(3+2) °(§+3) (j+2)

il suffit donc de minimiser

X.+1
y? -2y 337 = hO)
on aura :
X;+1 X5+
h'(Y) = 2y-2 J+Z = 0 => y = J+Z
X +1
et y = —l+—2— est un €lément de [0,1]
J
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autrement dit, la régle terminale est une régle non aléatoire

. X +1
o= (49, & ,...) od d?(x,,...,xj) "3‘-%2'

On aura alors :

(§j+1) +.(%j+1)(jwij+1) 4'(§5T1)2]
(G+2)2  (G+2)%(j+3) (3+2)2

U
~
—

Uj(x1,-.,xj) - + jC
G GG

(3+2)2(5+3)

+jC

Pour déterminer la régle d'arrét pour le probléme tronqué en J il faut calculer

E [Uj (X1 seoe ,)(j)/)(1=x1 yo e ’Xj-1=xj—¢]

I1 faut donc connaitre la loi de Xj conditionnelle 3 X 15 X1 sy Xj-] = %59 ;
On a :

I‘(S'cj+1)1‘(j->_ci+1)r‘(j+1)

PIX.=X: /X=X, 00, X:_ =X, ] = ~ -
e A
’ j-1 J=1
; X. = X P( X X } 3%
si xj =0 xJ. = xj_1 et Xj = Xj / 1—x1 SRRFLE I = xj_1 = —:F+_
- ) _ X;_4*1
S1 Xj = 1 Xj = 1 + xj_.l et P{Xj=Xj/x1=x1,oo,Xj_1=Xj_1} = "%'_’__T—

en utilisant cette loi, nous devons calculer 1'espérance conditionnelle :

(J) = -
Ee[Vj (x1,..,x:j_1,X.j)/X1--x1,..,Xj_l xj_1]

nécessaire pour le calcul de Vg.



Nous explicitons les calculs dans un.exemple précis od J =5, K= 200 et C = 1,

c'est-a-dire L(6,y) = 200 (6-y)? et le colit constant &gal 3 1. Le tableau
suivant résume les calculs.

Enfin, puisque L(6,y) est bornée, les solutions des problémes tronqués conver-
gent vers la solution du probléme général.

I1 arrive fréquemment qu'une régle de Bayes pour le probléme général soit une
régle de Bayes pour un probléme tronqué. Le théoréme suivant donne une condi-
tion suffisante pour ce cas et aussi pour un nombreminimum d'observations
requises par la régle de Bayes.

Théoreme
Si V‘g > V°o° quand J -+~ et si pour tout j > J0
pj_1(X1,..,Xj_1)—Ee{pj(X1,..,Xj_],Xj)/ X, =X, ,..,>(j_1=xj_1 = xj_1} <

B, (Cj ("r,><1,..,><j)-cj_1(T,x1,..,><j_1)/x1=x1 peesXsiq = X5_q}G .01 Vo €@

alors

v o=y
(o] 0

DEmonstration

Soit J > J o €t considérons le probléme de décision séquentielle tronqué en J.
L'inégalité précédente s'écrit encore :

Uj-1 (X1 e ’Xj—1) = Ee[Uj (XZ" . ’Xj)/X2=X1 se e s Xs

5 ]

17 %51

pour j > J  avec la probabilité 1. Donc V§_1 = Uy, (avec la probabilité 1) et

par conséquent VJ U:| pour j = J ,...J (avec la probabilité 1) ; cela

entraine que VJ VJ pour tout J > J o (avec la probabilité 1) donc
J o

vOo=v?

0 o’
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% Qo coflit U, = V2
5 5 C Pg 5 5|

- 5

0 1/7 5 3,06 12 8,06 12

1 2/7 "5 5,10 20 | 10,10 20

2 3/7 5 6,12 24 | 11,12 24

3 a/7 5 6,12 24 | 11,12 24

4 5/7 5 5,10 20 | 10,10 20

5 6/7 5 3,06 12 8,00 12

= - " o )
4

0 1/6 4 5,96 89 7,96 83 8,40 13 7,96 83 | 1

1 2/6 ou 1/3 4 6,34 92 | 10,34 92 10,44 21 10,34 92 | 1

2 3/6 ou 1/2 4 7,14 29 | 11,14 29 11,12 24 11,12 24| O

3 4/6 ou 2/3 4 6,34 92 | 10,34 92 10,44 21 10,34 92 | 1

4 5/6 4 3,96 83 7,96 83 8,40 13 7,96 83 | 1

v (o} PN g ﬁ.5 (¢
3

0 1/5 5 5,33 33 8,33 33 8,44 45 8,33 33 | 1

1 2/5 3 8,00 00 | 11,00 00 10,65 85 10,65 85 | O

2 3/5 3 8,00 00 | 11,00 00 10,65 85 10,65 85 | O

3 4/5 3 5,33 33 8,33 33 8,44 45 8,33 33 | 1

= 0 o~ 5 5 )

X, dg cofit oy u, |El/x . %] v T
2

0 1/4 2 7,50 00 9,50 00 9,00 00 9,0000 | O

1 1/2 2 10,00 00 | 12,00 00 10,00 00 10,00 00 | O

2 3/4 7,50 00 9,50 00 9,00 00 9,00 00 | O

v (s} ~ g g 0

X, d3 c&():ut o1 U, E]_v2 / x1] V] ¢S
1

0 1/3 1 11,11 11 12,11 1 10,33 33 10,33 33 | O

1 2/3 1 11,11 11 12,11 N 10,33 33 10,33 33 | O

v O ~ ' g— g (o}

XO do cgut 00 U0 E LV1 V0 0
(o]

0 1/2 0 16,66 66 | 16,66 66 11,33 33 11,33 33 | O
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Remarque : La quantité

= X. 4}

Bg (C; (T,X;,- X;)=C;q (T, X500 X5 007X = X0y X i-1

LA j-1
est 1'espérance conditionnelle du cofit de faire une observation supplémentaire

sachant que 1'on a observé X1 = Xy e X. . La quantité

-1 = Xiq
pj—l(XI”"Xj-1) - Ee{pj(X1,..,Xj)/%1 = x1J,.., Xj-1 = xj_1}

représente 1'espérance conditionnelle de la réduction de la perte réalisée en
faisant une observatlon supplémentaire sachant que X1 = x1,..,Xj_1 = xj_1 a Eté
observé. La canc1u51on Vg = Vz signifie que nous pouvons obtenir les mémes
résultats en utilisant des régles tronquées en Jo qu'en utilisant des regles non
tronquées, en ce sens que le risque de Bayes est le méme. Autrement dit, le théo-
réme signifie ceci si Vi > V_ quand J + = et si pour tout j = J, 1'espérance
conditiomnelle en "économisant la perte' est inférieure a 1'espérance condition-
nelle du colit en faisant une observation supplémentaire sachant que 1'on a
observé X1 = x1,..,Xj_1 = Xj—1’ alors une régle de Bayes pour le probléme tronqué

en JO est aussi une régle de Bayes pour le probléme général.

Revenons 3 1'exemple. Ici

‘ K
E [p:(Xyyee,X:)/Xi=Xq,..,X: =X, = — - X
ole; Xy /%= §-17%4-17 STTTI Bol (X5+1) G-X3+1) /Xy, - Xy 4]
K(ltij'1) G+1) (G=x5_4+1) (5-2%._,-1) KOy 07-0)
= J+ ]—X-_ + J- x._ - = ¥ %
(3+1) (3+2)2(5+3) - - G0+
Donc
pj-1(x1’..’Xj‘T)_ES[pj(X‘]""Xj—-'] ,Xj)/X1—x1,..,Xj_1=xj_1]
_ K(;(j"1+1)(j_;(j—1)
(3+12(j+2)2
Cette quantité est maximum pour x 17— Ponc

K(1+x. 1)(J x 1) K'lf— 'lZ‘ K

(3+1)? (J+2)2 T (GHN2GH2 4G+?
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fonction décroissante de j = 1,2,00.,
Par conséquent, il existe J  (le pluspetit entier j) tel que

._._...!(._....... < C

4Gz T

Pour K = 200 et C = 1 nous trouvons JO = 5, Alors la régle de Bayes que nous
calculons pour le probléme tronqué en Jj, = 5 est la régle de Bayes pour le
probléme général.

00

Approximation de V.

Avant de considérer la régle de Bayes pour le probléme tronqué comme ume
méthode de calcul pour le probléme général, il nous reste 3 &clairir un point

en effet pour savoir si un entier J est, pour le probléme tronqué assez grand
pour réaliser 1'approximation désirée, il est nécessaire de trouver le nombre
V°0° ou tout au moins de 1'approcher aussi prés que possible. Nous disposons
déja d'une suite décroissante {VCJ)} convergeant vers V: . Montrons maintenant

que nous pouvons construire une suite croissante Mg} qui converge vers V;.

Considérons une suite de problémes tronqués identiques avec la seule modi -
fication suivante : si le probléme est tronqué en J et si J est atteint on ne
tient pas compte de la perte due au choix d'une décision terminale. les W‘]

(v
représentent le risque de Bayes minimum dans ce probléme.

Théoréme

les Wg ainsi construits vérifient :

1 2 ®

W _<_WO < ees iVo

Si de plus, Ee[pJ(XZ,..,XJ.)] +~ Oquand J + « ou si L est bornée, alors
W) > V7 quand J > e

Démonstration :

o rarn o . G o, e e i

11 est facile de voir, dans ce probléme, que toute régle utilisée pour le
probléme tronqué en J+1 donne un risque plus petit lorsque cette méme régle est
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utilisée dans le probléme tronqué en J avec arrét obligatoire si J est atteint.

Donc Wg.i Wg+1 - De m8me Wg<i V; (la premiére assertion du théoréme est

démontrée) .

Pour montrer la deuxiéme, supposons que rj(r» (Lg,é)) représente le risque de
Bayes pour le probléme tronqué modifié en J.

J-1
aﬂru%,ﬂ)zj;)Egg#xpowxy[JLano%c%%uwyl}

+ Cj(T9X1»°.,Xj) }+Ee[wJ(x],on,xj)cJ(T,xi,oust)]

Si (&? JABG J ) est une e-stratégie de Bayes pour le probléme tronqué modifié
5 J
g T sy cwle e

et

oo J g J J
Vo-*ng_r(T,(Lﬁ” 56 ))_Y'J(Ty(««? 58 ))+ €
= Bg(¥(X,,. ., X)L(T,67 (X, .. X0+

G At ERRE A | 0 it ARt A

Or 1'hypothése EB[@J(XZ,OQ,Xj)] + 0 quand J -+~ entraine immédiatement que
Bl (e X0 1nerys T ool x. )1} 0 dJ
A o A quand J + .

Pour achever la démonstration Supposons maintenant que L soit bornée en B, de sorte
que

VEW < BP N =) ok e
0O 0 — t? J

I1 reste a prouver que P g IN=J} > 0 quand J + «

$oit B' un nombre arbitrairement grand et soit



SJ = {(T,X1,..,XJ) 3 CJ.(T,)(1 ,XJ) < B"y
alors

Vo ez Wg o2 rJ(T,(Lf(J).a(J))
2 B yy(Xp,e  XPCy(T,X 400 ,X0) )
= B'E {y;(X),..,X)) XSJ(T,X1 »e0sXy)}
> B! [PLP(J) (N=J }-Ee{‘ifJ(X1 s e5Xy) XSJ(T,X1 »eesXp) ]

> B! [I:-f(‘n {N=J}+P(SJ) ]

Xg désigne la fonction caractéristique de Sy) -
J
Donc
V +€

-J} < .0
P‘f(J){N—J}_ PGSy

comme Sy tend vers 1'ensemble vide quand J tend vers 1'infini , ON a
lim P(SJ) = 0 ; par suite :
Jroo
V0+€
~»00
Ceci achéve la démonstration puisque B' est arbitraire. Nous disposons donc
d'un moyen d'encadrer Vg.

- Pour calculer Wg, nous pouvons définir W‘} par
wg = By (Cr(T,X 5 X /Xy 50X )
- < .
et pour j ~ J :

W;q = min{W‘jJ_1 E[W‘:'.I/)(1ﬂx1,..,)(J_1 = xj_1]
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IV-1 - RECHERCHE DE STRATEGIES MINIMAX A PARTIR DE STRATEGIES DE
BAYES

Soit {Tj]‘ une suite de probabilités sur (6,92) et {(Gj,cfj)} une suite de
stratégies de Bayes pour Tj' Si

R[Tj ,(sj ,ij) ]—JT;-._;K

et si ¥6 ¢ (0,2), il existe (60,?0) telle que R[6, (50, (ro)] = K alors
(80, ..fo) est minimax.

Démonstration

Si (Go,lfo) n'est pas minimax, il existé (61,?1) telle que

Sup R[6,(s!,1)1 < K
fe®

i1 existe donc J € N tel que ¥j > J, on ait

Rls, (81, p! Rlt.,(8:,\.

;:1% [, (85,11 < [75, (85 \f;)]

Soit

1 pl 1 4p1
Rlts, (8%, D1 < J@ Sup RI6, (87,4 1) 1d(r 3(8))

__<_ R[Tj ’(Gj ’Lrj)]

I1 y a donc contradiction avec le fait que (Gj s kfj) est une stratégie de Bayes
pour Ty Le théoréme est alors démontré.

Remarque : Ce résultat reste encore valable si R[e,(ao,qo)] < K ou
R[6, (80, ?0)] = Ket (&9, ‘PO) est e-stratégie de Bayes pour une certaine
distribution.
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Iv-2 - CLASSES DE STRATEGIES ESSENTIELLEMENT COMPLETES
~

Rappel : Inégalité de Jessen

Soit une fonction f convexe définie sur une partie convexe p de R7.
P est une mesure de probabilité sur A de moyenne finie alors
£(z) dP(z) = £(| z dP(z)) ou encore E[£(Z)] = f[E(Z)] (Z étant une variable
A A

aléatoire associée 3 z).

Ici nous essayons d'étendre au cas séquentiél des résultats connus de la décision
statistique classique.

Propriété de convexité

Si A est une partie convexe de ]Rk et si pour chaque valeur de 6¢ O,
L(6,y) est une fonction convexe de y, si on ne considére que la classe des
stratégies (G,Lf) pour lesquelles

¥j, VX1’°"Xj fA ‘Sj(Xj;dY) <t e

alors la classe des stratégies dont les décisions terminales ne sont pas
aléatoires est essentiellement compléte.

Démonstration

Soit la stratégie (6,0.{)) ol § = {Gj} ; montrons que la stratégie (6',4p) avec
§1(X;) = ¥ & (X 55dy) est aussi bonne que. (5,4).
v %3 P A |

En effet ¥j, V%j » on peut appliquer 1'inégalité de Jessen
| L8530 = 16,] v 08 3a0)
A J J A J J

et en tenant compte de 1'expression de R[6,(S ,L{)], on a bien
RIO, (5", )] < RI6,(5,¢)].

Ce résultat s'applique 3 1l'exemple traité, la propriété ayant été vérifiée
directement.
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IV-3 - EXHAUSTIVITE ET DECISION SEQUENTIELLE

Dans 1'exemple que nous avons étudié dans la section III.3, nous avons
introduit la statistique £X; qui est une statistique exhaustive des observations.
Nous allons ici, &tudier le lien entre 1'exhaustivité et le probléme de décision
séquentielle.

B ]

Soit la structure statistique
[IRJ,G,J-, (p;(0,d%), 6 ¢ (8,8)1}] ethl! c G
avec G\,J! exhaustive, alors, nous avons

a) pour toute fonction f aj-p j-intégrable, il existe une fonction g @
intégrable telle que :

1-p .-
iP5

8(%;) = E,[£(%,)/G})

b) pour toute mesure de transition u(Ij,D) sur (RJ,&.) et (]Rk,é.k), il
existe une mesure de transition v(lj,D) sur R x&k et telle que :

v(¥;,D) =Ee[u(xj,D)/af] [G;,6] YDel, Vo e@

Démonstration :

Pour simplifier les notations, nous notons : (.'IRJ ,G.j)
(2,a) et G, &
et nous désignons par 5, 1'ensemble des fonctions &-p.-intégrables telles que a)

soit satisfaite pour wn g G'-p j~intégrab1es J # 9 car K contient les fonctions
indicatrices. Donc & contient aussi les fonctions étagées.

Soit une fonction positive f mesurable : elle est limite simple d'une suite
croissante {fj} de fonctions étagées.
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O
Bgl£5/6.'] > E([€/G']

f. > £ =>
! [@,0] Vo ¢®

Or :

E{{gj} a_'-pj—intégrable telle que

g.

5.7 Ee[fj/ 6'l donc g > 8 et a) est satisfait

Or % contenant les fonctions positives et négatives contient toutes les fonctions
intégrables (f intégrable : f = £ -f ). .

Pour établir la condition b), nous allons prendre k = 1 et remplacer (R ,G.k)
rar (R,®).

Soit I,. = J-=,r[ posons f(r,z) = u(z,Ir).

Considérons q € Q, d'aprés a)

g"(q,2) = Ejlf(q,2)/G.']1 [@,6] ¥o e @

Soit Q15955+ 50, Une suite d'éléments de Q.
On a :
fMin(a,,q,),2) < fMax(q,,q ) ,z)
d'ol Vo g @
g (Min(q,q,) ,2) < gxmaX(qn,qm),Z) [@ ,0]

donc gjE est une fonction croissante de q € Q

¥l e N soit Uy = Min(q1 ,qz;...,ql)

On a donc .

U, 2u, = ... 22U, =2u oo €t 1lim u, = -o

15 % 1% Y14 e
Puisque H(z,R) est p.-intégrable ¥ ¢ ® on a : yu(z,R) < + » (sauf sur un
ensenmble de Q. de mesure nulle pour cheque 6 ).
Or

Iu >5I > DI OI1 D...

| 1 % U1 Uy

et u(z,Iu) <+ o V1

1
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) et “(Z’Iu )—>0

d'ou u(z,I_) = u(z,I
bl U4 1 1+

(car la mesure u est finie).

d'ol
f(ul,z) = f(u1+1,z) ¥l
lim f(ul,z) = 0 [a]
donc L
lim g%(u,,z) = 0 6]
1>
or

1lim gx(ul,z) inf gx (9:52) =0 [@]
1o j J
le méme raisonnement permet d'en déduire que

Lim g¥(vy,2) = swp g*(a;,2) <+ = [@] (u(z,I,) < +)
1

1o

on_posera
vy = Max(q1 oo ,ql) .

Donc, sauf pour A & @ ' de mesure nulle pour chaque 6 on a :

gx(q,z) fonction croissante de q e Q
¥z ¢ Q
x . x
sup g(q,z) < +=, inf g (q,z) = O
qeQ . qeQ

En définissant g(q,z) par :

* A
g(a,z) Vze CQ

g(q,z) = '
0 ¥z € A.

g(q,z) a les propriétés de gx pour toute valeur de y, et pour chaque q ¢ Q, est
mesurable par rapport 4 Q.

Enfin g(q,z) = E,[f(q,2)] [G,8]
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Soit r ¢ R et {r.} une suite croissante d'éléments de R convergeant vers r
(R est dense dans R). Définissons h(r,z) par

h(r,z) = lim g(rj;z) (ce qui a un sens)
Jeo
et

h(r,z) est ainsi définie ¥r ¢ R

¥z ¢ @ h(r,z) est croissante par rapport a r, continue a gauche par construction,

et inf h(r,z) = 0, sup h(r,z) < + « .
T T

De plus f(r1,z) if(rz,z) < e < f(rj,z) < e Yz
D'ou d'aprés b) V¥r, ¥6 ¢ O
h(r,z) = lim Ee[f(rj;z)/ﬁ'] = B [£(xr,2)/a."] [G&,0].

J—>oo
Nous définissons pour chaque z € B, v(B,z) la mesure unique finie sur R telle que
v(I,2) = h(r,2)
h est mesurable pour chaque B, par rapport 3 &' ; on montre (cf. H. Robbins :

mixture of distributions Annales of Mathematic Statistics Vol. 19 1948 p. 360 & 369
que v est @'-mesurable VB.

Soit alors 6 fixé et A, ¢ G fixé : posons

n® =, @2 PE am - v 26
(5] J A J
o)
m et n sont deux mesures finies sur R

n(1,) JAO nr Ry = [ etop© = [ oy

O (o]

[A By [u(2, T &) b (o) = JA'u(Z,Ir)Pj(G)

(o} (o}
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@,

d'ou n(Ir) = m(Ir) Vr e Q = n(Ir) = m(Ir) ¥r e R
=> n(B) = m(B) ¥Be®
d'ol puisque 6 et A, sont arbitraires

j u(EB2P;0) = [ vBP ) A e &,Beo, se6
A, J A, J °

or pour chaque B ¢ 8 v est @ '-mesurable et uniqué (Radon-Niky) ; on en déduit :
v(z,B) = Eglu(z,B)/&']1 [G,01 V6 ¢ ®@ VB¢ @

et il est clair que v est @'-intégrable VB
ClQlF‘D.

Revenons au cas séquentiel

Définition
Une suite {Tj} de statistiques (j=1,2,...) est dite exhaustive si, pour

chaque valeur de j, Tj est exhaustive relativement 3 RJ.

' Ici donc,nous reconsidérons [IROO,O.Oo , {P'e, 6 ¢ (6,¥)}]1 que nous notons
encore [ @ , G, {Pe’ 6 ¢ (6,%)1}] alors que [ Qj’ G'j’ {Pj(e),(e € 0,%)1]
désignera la structure statistique []Rj, Brj» {Pj (8), 6 €(6,%)1}1.

On a évidemment :

G'j c aj+1 C...c @

si Tj est exhaustive, nous notons &J! la tribu engendrée par Tj ( ﬁ,J'. c G.j).

Gg:'j est exhaustive par définition.
Supposons que (A,%) soit un espace du type (]Rk, BR k).
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Si {Tj} est exhaustive et si {Gj, ?j} est une stratégie, basée sur {T.1,

il existe une stratégie {GJ! > 4§ j} telle que GJ! est une fonction di-n\esurable
et

[mej(xj)ajoej;‘D)apj[e,dle vy

= Jﬁo \yj(xj)aé(xj;A) pj[e,dxj] VDed Vo ¢ @

Définition

On dira que GJ! est basée sur G ! ou Tj

Démonstration

‘i‘j(xj)dj(xj;D) est
.Y Xj € ]Rj une mesure sur (4,9)

. YD €ad) une fonction de xj aj-intégrablé vo
puisque majorée par 1.

On peut alors appliquer le théoréme 2 précédent :

il existe Aj (%j,D) telle que
V'IJ. xj est une mesure sur (A/2D)

VD e )‘j est une fonction de ‘,’(j G_J!-intégrable'Ve
et

A (@D) = BlY (X )65 (X ;3D)/G11 16 ,0] (M

VA €0 Vo € ©
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U

| Posons ). (x .,D)

_H'—J_T‘ si As(¥;,A) >0
)\j ij,A J J

" (mesure quelconque) si Aj(}j,A) =0

GJ! (’IJ,D) =

fﬁo Vi (% )53 ;3D0p; (630%;) = j]ﬁ, ByL¥, (X 5)/@ 1630 53D)
Pj(G;dxj)
si on utilise 1'égalité (1) avec D = A

Aj(xj;A) = Ee[wj(xj)/&§]
d'ou

wakj(%j;A)éj!({j;D)pj (e;dlj) = J]R°° As (xj ,D)pj(e;dxj)

et d'aprés (1) cette intégrale est égale a :

p

Bol¥; (X 3)8;(X 53D)/6 J1p;(6;dX )

= ¥, L) 8. ;D)p.(0;d k.
R J(JQJ) J(XJ )pJ( BEJ)
d'ot .
Théoréme 3

Si {T.} est une suite de statistiques exhaustives pour 6 la classe des

stratégies (Gj,(.pj) ou Gj, ¥j, est basée sur Tj est essentiellement compléte.

Démonstration

-t . A e o o S

Si on utilise &' définie au lemme 1 précédent, il suffit de montrer que V¥j,

j]Ro;vj(xj)JA L(o,3)85 (X 559) - []Rm wjoaj)jA L(0,7)83 (% 53)

L'égalité est évidente si L(6,y) est, ¥o , une fonction é&lémentaire
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k
Loy = 3 L ) GO e D

1'intégrale s'écrit en effet :
k
¥, .) © L.(8)s. .3C.
[ij(zj) ERAOLIC S

et il suffit d'appliquer le lemme 1.

Si L(e,y) est une fonction quelconque, on réalisera une approximation définie
par :

k
- L. ‘
|L(e,y) Z 1(63Xci(e)‘ <

ce qui est pessible car IWj| < 1 et s, est une probabilité donc une mesure

.. J
finie.

Mais nous utiliserons dans la section suivante, une méthode faisant intervenir
le théoréme de Lebesgue pour les fonctions L positives, la propriété s'étendant

ensuite aux fonctions de signe quelconque.

Nous allons maintenant étudier des stratégies entidrement basées sur {Tj}
c'est-a-dire des stratégies Bj’(fﬁ} telles que (pj, donc Wj , est pour tout j,
Gij-mesurable. Mais avant d'en arriver 13, il est nécessaire d'introduire la

notion de transitivité.

IV-4 - TRANSITIVITE ET DECISION SEQUENTIELLE

DEéfinition

Une suite {Tj} de statistiques est dite transitive si
¥j Ee[Tj+1(X1,--,Xj+1)/X1,--,Xj)] = Ee[Tj+1(X1,--,Xj+1)/Tj(X1,--,Xj)]
[G,0] V0o ¢ @
Nous noterons, pour simplifier Tj au lieu de Tj(X1,..,Xj).

La transitivité signifie donc, en clair que Tj est aussi bon renseignement sur

Tj+1 que xj = (x1,..,xj).
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La transitivité traduite en termes de tribus s'exprimera par {(xj} étant
une suite de sous-tribus de G (&_j c 6‘j+1) et &J! c G.j-

On dira que {ﬁ;'j} est une suite transitive de tribus si ¥j, VA e &J!+1
Yo ¢ @

Blxy/G ;1 = Egly/@ll  [6,0]

[RERERmEE==

La suite {6\.3} est transitive si ¥j, ¥Age 61 Yo ¢ ®
Ee[XA/aJ!H] = Ee[Ee{XA/C‘J!}/a‘_—}H] [& ,0]

Démonstration

3 1]
Soit A € G‘j et B ¢ é\j+1

On aura :
[A Byl & jI0y(50% ) = | 5, py(6,4%;)

par définition méme de 1'espérance conditionnelle).

- | xuxp pyCo.0X ) = R NCEESE || Eobu/a fq oy (0,0 (1

D'autre part, grace aux mémes techniques.:
E 'Tp. (6,d¥ .) = E 'Ip. (6,d X%.
[ Bob/a i co,0x ) RS NIRES

= JA Ee[xA-Ee(xB/ijf)/é.J!]pj(G,dxj) = JAEG[XB/_&J!]-Ee[xA/G.:;]PJ- (6,def%

|| BOwapy0,a%)  or e @y,

donc pour la méme raison :

[ Bt/ o 0,0, - [ B Gya /e w0 ) @)
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Tenant compte des 2 relations (1) et (2), on a :
[ B/ ;00,05 = [, Eolxg/a 1oy 0, ) (3)
= | B g/a 00,0 - [IRACKON NI O RO

or quand on a (3) pour tout A, on a :
= '
Ee[xA/G.j] Ee[XB/&,j] [& ,6]
il en est de méme pour la relation (4) et on a donc bien :

Eglxp/65,q] = BglEy (/G 1)/ 3, ]

c.q.f.d.

Corollaire :

Pour toute fonction Cij-intégrablé, on a :
Ee[f/&jﬂl = Ee[Ee(f/ﬁj)/@'jﬂ.] [&,8] ¥6 € ©

La démonstration de ce corollaire se fait d'ure manidre classique

D'aprés le théoréme 4, le corollaire est vrai pour les fonctions indi-
catrices.

I1 est donc vrai pour les fonctions en escalier.

Par suite vral pour les fonctions positives qui sont limites croissantes
de fonctions en escalier.

Enfin, il est vrai pour une fonction f de signe quelconque car
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Remarques
1) I1 arrive parfois que le corollaire soit pris pour une définition.
2) D'aprés la définition, on a, pour la méme raisonet pour toute fonction g

G,:'j+1#-intégrab1e, on a :
Egle/6.51 = Eglg/@}] [@,6] Vo

En considérant CxJ! comme engendrée par Tj , ces résultats se tradiisent en termes
de statistiques.

IV-5 - TRANSITIVITE EXHAUSTIVITE ET DECISION SEQUENTIELLE

Nous étudions maintenant le cas d'une suite {Tj} de statistiques 3 la
fois transitive et exhaustive.

Si {Tj} est une suite de statistiques exhaustive et transitive, a4 toute
reégle d'arrét {ij}, on peut associer une régle d'arrét {ij!} basée

sur Tj et telle que :

¥j Ee[‘l‘j/Tj] = Ee[‘Pj/Tj] [@,0] ¥6 ¢ O

ol en termes de tribus : si {G_J!} est une suite de tribus exhaustive
et transitive, alors

' = ]
Ee[wj/aj] Ee[\vj/&J'-] [&,0] V6 e ® (5)

(et (fJ' est &,:'i—mesurable) .
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DEmonstration

5= 090 o 09 D@,

-
[}

posons

Ay = 04 ... (-,

D'aprés le théoréme 2 de la section IV, G J' étant exhaustive, il existe
telles que :

= E[v./G! 6] Vo
j e[ J/&J] [G ,6] € 0
f. = E . ! ,0 Yo
j e[AJ/&J] [G,0] € 0
commne 0<\11.<A.ona:0<f’.t<f.
Y e | - J— )
Posons
* .
£f/f. f. 0
o i’ T
3

1 (par exemple) si fj =0

x

alors (.f:'] est C\j-mesurable. Montrons que la relation (5) est satisfaite.

Soit {‘P:'i} et {A;'j} associées a (fJ'
On va montrer que

Ee[Aj/aj] Ee[Aj/&j] [G,0] Vo, Vj

En effet (6) => (5)

1

Eewj/@‘j] E [y 5 -AJ!/QJ!]

' E [A/G] = ! /&l =@, = £¥
F1 Folhj/@ 1 =45 Bolhy/& 1 =585 = &5

Ee[\yj/e\J!].

Si f. = O on a alors f’; = 0 et le résultat est évident.
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Nous allons établir (6) par récurrence sur j-
Pour j = 1 la relation (6) est vrale car A1 =1= A1' et évidemment la relation
(5) est également vraie.

Supposons (6) vraie donc (5) vraie au rang j et montrons que (5) est
vraie au rang j+1, pour toute valeur de 6 .
On a :

Ee[Aj""‘l/&:;*“]] Ee [(AJ“PJ-)/@L3+1]

En appliquant le corollaire i Aj et ¥ ; et grice 3 la transitivité
Byl¥5/6-,q1 = E,[E, (¥5/G1)/& 1,

et donc

Ee[Ee(Ajf/&:%)/fiJ!H I-E4[E, (‘PJ!/&j)/EL:'iH]

en utilisant de nouveau le corollaire, il vient :

Ee[AJ!H/&';'iH]

c.q.f.d.
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Si {Tj} est une suite de statistiques exhaustive et transitive , 3
chaque stratégie {Gj, tfj}, on peut associer une stratégie {63!""5}
basée sur {TJ-} telle que :

fﬁw.cxj)ajc%j;mpj(e; a%)

- j]ﬁo YK )83 5Dpy (030X,) VD Vo e @

On a donc
quj;D) , VD e est &:!,-mesurable
\Pé ()(j) est C\:;-mesurable

Démonstration

Comme G\J! est exhaustive (d'aprés le lemme 1 de la section IV), il
existe {6:'1} basée sur &5 telle que :

J]R“’ Y5 (¥ 5)85(X 53:D0p; (034X 5) = J]waj (X 5)83(X 5:00p5(0,d X;)

D'autre part, G 5 €tant exhaustive et transitive, d'aprés le théoréme 5 de la
section IV il existe ‘1’3 telle que :

' = ] 1 '
Ee[‘”j/&j] Bewj/aj] [G,6]1 Voe®

Or
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IEREBEe FUNCIE DR IEXTHCEIC DY NOLE®

jﬁmﬁe[wj/ajz]sjz(xj;D)pj(e;dxj)
= meﬁe[\vj&/aJz]sjs(xj;D)pj(e;dxj) = fmmﬁewjzcxj)a]!(xj;D)/aJ!]pj(e;dxj)

- ijwJ!czj)aJ!(xj;D)pj(e;dxj)
c.q.f.d.

Le résultat le plus important fait 1'objet du théoréme suivant :

Si {T:} est une suite exhaustive et transitive et si Cj (e;xj) dépend,
en fait, de fj = (X1,..,Xj) par 1'intermédiaire de Tj pour tout j,
alors la classe des stratégies basées sur {Tj} est essentiellement
compléte.

Démonstration :

Considérons une stratégie (Gj,(fj) . En dég:omposant le cofit on a :

Colit relatif aux Cj

: [IERZIC DAACH PENCELI

]
™~

[ - 5TE, 5 0 G (o, X 5)/6 1105 (o, )

s

1]
™

[ 5 Cilo X B0; O /@ p5 00,0 %)

e

]
™~

IREICE LRI BUSPNIRE S
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- ?LRJ’ V30 G5 (0, )P (0,45

Cofittrelatif aux Gj (di a la décision terminale)

[; e ST RCRAINE MEAPNCEE 3
Si L(8,y) =:E(e)XD(9) D(6) €D .
alors [ALce,y)aj({j;dy) =8 (8)5; (¢ 3D)

et d'aprds le théoréme 5 de la section IV

[ 3 1P s; GE Dp; (3%

- jmj ¥1(X 58] CE D) B(E0p; (0, 6))

Nous venons donc de démontrer le th€oreme 7 pour
L(8,y) de la forme aZ(G)XD(e)

i1 est facile alors de voir que le résultat est vral pour toute fonction L(8,Yy)
de la forme :

k
L(G,Y) = 121 agl(e)XDl(G)

le théoréme sera encore vrai pour une fonction L(6,y) 3 valeurs positives et
mesurable, car pour une telle fonction, on sait qu'il existe, pour chaque valeur
de 6 , une suite {Lj(e,y)} du type précédent et telle que L(6,y) soit limite
simple des Li(e,y) (pour o fixe).

Alors :

I IPRNC SERACRUICIEREACED

- []Rj wjr(xj){jALice,y)aJ!cxj;dy)pj(e,dxj)
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et d'aprés le théoréme de Lebesgue relatif 3 la convergence monotone :
[ 1ms;OEpsan—s[ Loms B j20 Vg € B
A 3] i JA

on en déduit, puisque Wj =0

v. (% . L.(0,y)6.(% .;dy) —»v. (X .)| L(e,y)s.(%:3
SO 15085 0% 530 — 4 06 | L0805
appliquant a4 nouveau le théoréme de Lebesgué, pour 8 fixé, il vient :

[ %501 1y O gsanms (oia ) —

1->00

[ . wj(kj){[ALce,y)ajcxj;dy)}pjce,dxj)

De méme relativement a Wi et 65, on aura :

IR e BURNCRET FESLNCEE Bl

s
[ 5 %01 L sk santeso.axy)

et par conséquent, en utilisant 1'€galité (7)

jmjwj(xj){jALce,y)sjcxj;dy) i3 (0,0 )

- | " wJ!(xj){]AL(e,y)aJ!(xj;dy)}pj(e,dxj) Voeeo

Nous avons ainsi €tabli le théoréme pour les fonctions positives. Si L(8,y) est
intégrale et de signe quelconque, pour chaque 6 € ®, nous &crirons

L(s,y) = L'(8,y) - L (8,y)

ce qui nous permettra d'appliquer le résultat précédent.
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Iv-9 - TRIBUS EXHAUSTIVES MINIMALES

Considérons la structure I[Q, & , {Pe’ o ¢ (0,%)1]1.

Définition
Une.tribu &1 de G est une tribu exhaustive minimale si toute tribu
exhaustive G.' de G.est telle que :

&1 c Q' [@&, 0] Yo ¢ Q.
Une notion identique pour les statistiques peut €galement €tre définie :

Si G1c G, [G,6] ¥ 0.

- 4 toute fonction f &1—mesurab1e et telle que c < £ <d ((c,d) ¢ R x R),
on peut associer une fonction g G\z-mesurable, telle que c < g < d et
g=fI[G,0] Vo ¢ 0.

- 3 toute probabilité ou mesure de transition u &1-mesurab1e, on peut associer
une probabilité de transition v &z—mesurable, telle que :

w(z,A) = v(z,A) YA [&,0] Vo ¢ @.
La démonstration de ce théoréme se fait comme celle du théoréme de IV .7.
DEfinition

 La structure statistique [ @ , @, '{pe, 0 ¢ (0,2)}] est dite réguliére

s'il existe une suite {Ckg?} de sous-tribus de & vérifiant C\é? c &J et telle que
G\é’, pour tout j, soit exhaustive, minimale et transitive.
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o e S e T ot e e
mEmSESTTmER=

Si 1a structure [, &, {pe, 6 ¢ (0,1) ] est régulidre et si {G\’}
est une suite exhaustive, la classe des stratégies basées sur {Qj}
est essentiellement compléte.

Démonstration

Soit {&3} la suite exhaustive minimale définissant la régularité de
la structure [92,&., {pe, 0 e (6,8)1}1. '

Nous supposons, de plus, que les CJ (6,X%; ) sont C{O-mesurables Soit donc une
stratégie {6, ,tf .}, d'aprés le théoréme 4 de III 11 existe une stratégie
(85,95} basee sur 6.0 et &quivalente & {85,431

Or puisque &3? est exhaustive minimale, on a :

0 '
@j c G\j [a'J »61 Yo ¢ @

d'aprés le lemme 2 ci-dessus, il existe {q"} telle que (f" soit a'-nlesurable
et il existe {65‘} (G‘J' basée sur G.J') telles que :

qa'j'=q:J! ’ [aj,e] Vo €@
sj(xj,D)=6j(xj,D) VD, € D [aj,e] ¥o € @

On a d'une part :

I IRTe HIICE RO D

IERERLACE ROICRED

D'autre part :
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Vi Imi Wj(xj){fAL(.e,dY)c?:‘i(*j:d}’)}Pj(e;d%j)
= I]Rj wg{JAL(e’Y)G'j'(xj »dy) }pj(e;dx,j)

En effet les mesures 65 et G'j' sont les mémes sauf sur un ensemble de RI de

mesure nulle, pour tout o .

Les deux stratégies sont donc équivalentes.



- 64 -

T.S. FERGUSON Mathematic Statistics Decision Theoric.

BAHADUR Sufficiency and Statistical Decision Functions
J.R. BARRA Notions fondamentales de statistique mathématiques

Dunod Paris 1971

J.R. BARRA et A. BAILLE - Probl&mes de statistiques mathématiques
Dunod Paris 1969

J.R. BARRA Contributions & 1'étude des lois de probabilité empiriques
Gap Imp. Louis Jean 1961 (Théses Sciences Appliquées
Paris 1961 n° 3768)

C. FOURGEAUD et A. FUCHS - Statistique
Dunod Paris 1967

P,L. HENNEQUIN et A. TORTRAT - Théorie des probabilités et quelques applications
Masson, Paris 1965 Inc 8 VIII.

H. ROBBIN Mixture of distributions
Annals of mathematic statistic Volume 19 - 1948



DEFAUTS DE PAGE EN PROGRAMMATION

ET CHAINES DE MARKQOV

D. NIANGO






INTRODUCTION

L'étude statistique de la succession des caractéres utilisés pour
camposer un texte dans un langage particulier a suggéré a Markov, un schéma
d'enchainement aléatoire avec liaison (par exemple en anglais, la fréquence
de la lettre h aprés un t est trés supérieure a ce qu'elle est aprés un d).

De nambreux autres problémes statistiques peuvent également &tre
traités par la méthode des chaines de Markov.

Nous essaierons, ici, d'appliquer cette méthode a 1'étude des

défauts de page en programmation.

Rappelons rapidement qu'un défaut de page se définit de la fagon
suivante :

Un programme d'une taille importante est décamposé en un certain
nambre de morceaux appelés pages ; si une instruction a exécuter n'est pas
présente en mémoire réelle (par opposition a la méoire virtuelle de la
machine) et si aucune page réelle n'est libre, le probléme est de sacrifier
une page du programme qui est dans la mémoire réelle. lLe choix le plus
judicieux est celui qui consiste a remplacer la page la plus anciennement
utilisée par une nouvelle. Tel est le mécanisme du défaut de page dl en
général A& plusieurs paramétres : la machine elle-méme, le rapport taille
mémoire réelle 3 la taille mé&mwoire virtuelle, taille d'une page, le langage

utilisé, le programmeur, etc...).

Madame Martins dans un rapport publié en 1977 a &tudié le probléme de
la simulation des instants de défaut de page par les instants de retour a
1'&tat O d'une chaine de Markov dont les états sont notés O, 1,...,r.

Ces travaux n'ont pas été concluants.



Nous nous proposons, dans cet exposé, d'effectuer la méme démarche
mais en simulant par les instants de retour en O ou 1.

Nous diviserons 1l'exposé en trois paragraphes :

1°) Etude de 1l'intervalle entre deux réalisations (passage & 1'état
Ooul).
2°) Corrélation entre deux intervalles successifs.

3°) Etude d'un exemple simple.



I - ETUDE DE L'INTERVALLE ENTRE DEUX REALISATIONS

— . ———— " —— = — s A e O s S e R M oy G A G Gt s G VES e il T Gk W o

I.1 ~ Définition d'une chaine de Markov

Processus de Markov discret

Soit Xo' Xl’ .ee ’Xn’ ... une suite de variables aléatoires prenant les
valeurs O, 1,...,n,... Xn représentant 1'état d'un systéme a l'instant n.
Cette suite constitue un processus de Markov discret si la probabilité con~
ditionnelle de Xn' connaissant Xo’ Xl’ .o 'Xn-l est égale 3 la probabilité

conditionnelle de X connaissant X ., c'est-a-dire :

P{X) / X,s Xy eeer X} =P{X /X _ )

Chaine de Markov

Une chaine de Markov est un processus de Markov discret ne prenant
qu'un nambre fini de valeurs.

Nous étudions ici une chaine i r+1 états notés O, 1,...,r.

Pour simplifier, nous supposerons que la chaine de Markov est hamogéne,
c'est-a-dire que la probabilité d'aller de 1'état i & 1'état j en n &tapes
ne dépend que de i, j et n, soit pour tout k,

Pn

i,5 " Pl =37/ % =1k

ol pij est la probabilité d'aller de 1'état i a 1'état j en une étape,
prilj étant alors la probabilité d'aller de 1'état i & 1'état j en n étapes.
Nous rappelons au paragraphe suivant une méthode classique pour le calcul
n

des pij'



I.2 - Calcul des pf.Llj

Nous allons calculer les p? i par la méthode des fonctions génératrices.
Pour cela posons :
- Osii#3J
P,.(z) = & P2z avec Ppys =
1] n=0 I 1]

1sii=3)
Multiplions par Zp) i soit

zp, .P,.(z) = OZO pn L
Pritij 1m0 Pri Pij

et samons par rapport 4 1 (1 = 1,2,...,r)

SR
i=0 J i=0 nz0 ]
r
n n+l1
= I (z . P.s) Z =P .(z) - .
nso0 i=0pk1 ij kj kj

Si on fixe j et z, les P.lj (z) = z; sont solutions du systéme linéaire suivant :

r

- 0 =
(1.1) z iio Zp,; 25 = pkj k =0,1,...,r)

La matrice du systéme (1.1) est la matrice D(z) suivante :

l-ZpOO —zpol eess e s sscss e "'Zpor

—zplo l—zpll —zp12 csecscasss —zplr




qu'on peut mettre sous la forme

D(z) = I-zA
avec )
(g By eeeeeeeee Bo))
P15 Pyy  tececesese Py
A=
o By e P

On remargque que A est la matrice stochastique d'ordre r+1 (associée a la
chaine (matrice dont tous les termes sont positifs et tels que la samme

des élé&ments d'une ligne quelconque est &gale a 1).

On a done
D(z) = z(%Z I-a).

Calculons le détexminant A{z) de D(z).
A(z) = errl det (-;: I-a).
Introduisons pour cela le polyntme caractéristique

P(A) = det (A-AI).

Nous supposerons pour simplifier que les racines de P()\) sont toutes simples
et non nulles ; de sorte que :

r
P(A) = T (A.=2)
i=o *t

ce qui donne :



+
r+1 zr+l r+l Zr+l

A(z) = (1) PE) = (~1)

Sous les hypothéses faites, A(z) est un polynfme de degré r+l.

Revenons au systéme linéaire (1.1) dont le second nambre est, en notation

matricielle

(0

matrice colonne dont tous les termes sont nuls sauf celui
situé & la jiéme ligne, qui est égal a 1.

Qeer O = Qo

N/

Xl_ et les formules de Cramer
permettent d'écrire z, sous la forme du quo;fiientld'un polynéme de degré au
plus é&al a r, par A(z).

Soit

Ce systéme est de Cramer, si |z| < inf

si
|Z|<——ma§~|->\—i-r =1

En effet les valeurs propres de A sont toutes de modéle < 1 et la valeur propre
1 est évidente).

Par identification des développements, on a :

n

Py =

r .
i n
% . ()
i=0 Pg M1
On voit donc, que du point de vue pratique, il est nécessaire de calculer les
valeurs propres A i de A et les coefficients b]tj .



I.3 - Etude de 1'instant du premier. retour en O

On rappelle.ici la méthode utilisé par Madame Martins.
Le systéme &tant en O, & l'instant O, nous allons &tudier l'instant du

premier passage en O.

Désignons par fl; 3 la probabilité du premier passage au temps n en j
partant de i a 1l'instant O.
On doit déteminer la suite {fgo}n =1,2,..."
Ici encoure nous introduisons la fonction génératrice :

(o]

Viz) = ¢ £ 2"
o0
n=1
On a :
n -1 1 1 n-1
poo=fgo+fgo By teer + Eog Pog n=>1
D'ol
_ ¥ n n _ 1 2 1 1 2
Poo(z) = I Poo 2 —1+fooz+ (foo+foo poo)z
n=0
3 2 1 1 2.,.3
+ (£ + £ poo+f poo)z +.ae
p._(z) =1+ V(z) +pl z V{(z) +p2 22 v(z) +
=V (z) (1+zp1 +22p2 +...) + 1 =1+V(z) P_ (2)
D'ol :
P (z)-1
(1.2) V(z) = .



Si Poo(z) est connu on peut donc théoriquement détemminer V(z) qui est une
fraction rationnelle, et en déduire la suite {foo}n‘

Madame Martins & l'aide des formules déduites de (1.2) a tenté de déter—
miner des matrices A permettant d'obtenir des valeurs données par l'expérience
pour la suite {fgo }n' C'est sur ce travail de détemmination des chaines qu'elle
a achoppé.

I.4 - Etude du processus ponctuel des instants de passage en O et 1.

On désigne par T, 1l'instant du néme passage en O ou 1 du systéme régi par
A lorsque ce systéme @ est en O au temps O.

On note g?j la probabilité d'aller de i en j en n étapes sans passer
par i ou j, et par Gij les fonctions génératrices correspondantes.
On a :
n-1

Poo

n n n-1 1 n-2 2

1
00 p00+gOo poo+"'+goo

n-1 n-2 2 1

1 1 n-
+gol plo+gol p1o+"'+gol plo (n;l) d

_ 1 2 1 1 1 1 2
Poo(z) =1+ 9o0? * (goo + 900 Poo T 901 plo) z +
3 2 1 1 2 2.1 1l 2 3
+ (goo+goo poo+ goo poo+golplo +gol plo)z
+ - e &
Soit
P (z2) =1+G (z)+plzG (z)+222G (z) +
[00) 00 00~ 00 Poo 00

2 .2

1
+ P] o2 Gol(z) + ploz

Gol(z) + ...



Poo(z) =1+ Goo(z) Poo(z) + Gol(z) Plo(z) (2.1)
De méme

P,,(2) =1+G),(2) P ,(2) + Glo(z) P, (2) (2.2)

Py (z) = Gol(z) Pll(z) + GOO(Z) ’Pol(z) ' (2.3)

P, (2) =Gy (2) P, (2) + G, (2) P_ (2) (2.4)

Ies relations (2.1) et (2.3) donnent Goo et G
(2.2) et (2.4) donnent G11 et Glo‘

Dans les deux cas, le détemminant est le méme :

o1’ tandis que les relations

§(z) = Poo(z) Pll(z) - Pol(z) Plo(z)'

Or on a :

J POO(O) —Pll(O) =1

1 PlO(O) POl (0) =0

Ces relations montrent que § (0) # O, donc §(z) est non nul dans un voisinage

de l'origine.

On peut donc calculer les Gij (z) dans un voisinage de z = O ; en fait,
bien que les sz (z) ne soiént pas définis pour z = 1
i
r b
L
K A SV
Gij(z) pour {z|:< 1.

et 1 eat valeur propre de A), on doit obtenir les

On note Z(Tn) 1'état de r© au temps n.
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Soit
wn(i) = P{E(Tn) =i} (i =0,1)
On a "
P{TnJrl = Tn+k, z('I'n+l) =3/ z(Tn) =i} = gij
d'old
P{T =T +k, 2(T_,,) = 3) = kw (0) +gk‘1’ (1) =<1>k(j)
n+l n’ n+1 ] Jo3°n 1j'n n
soit
P{T . =T +k} = 6°(0) + ¢5(1) = h (k)
n+1 n n n n
+oo
k
y G) = = ¢._(3)
n+l k=1 n

On a donc un procé&dé récurrent pour calculer la suite {lyn} et les lois des

Tn+l—Tn'
On a :
ooy k k
¥ .10 = k;@ L0 = kil goown(O) + kzzl I0¥n (1)
¥ .00 = ¥ (0) G (1) + ¥ (1) G, (1)
Y1 O = ¥ 0) [6,,(1) =G, ()] + G, (1)
(S)

¥, ) = G, (1)

On a 0=G_ (1) =1,

<
0 sGlO(l) <1,
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et donc -1 < Goo(l) - Glo(l) <1

(si ¥i,3 p.lj >0, on a Goo(l) <1

Glo(l) <1).

Si -1 < Goo(l) - Glo(l) <1, ‘i’n tend vers une limite finie ¥ qui

correspond & un état stationnaire.

Si Goo(l) - Glo(l) = o # 1, la résolution de (S) donne :

v ©) - ¥ ©) = ol (0) - ¥ )

soit

Y (0) - ‘Pn(O)

n~-1
. o (e, (0)-¥, O)),

ou encore

l—an
¥, (0 - ¥ (0) = (¥,0-¥ () J=—

ntl

ce qui donne :

n n
_ 1-q o =0
¥ © = (o Goo(l)+Glo(l)) 1-a +Goo(1) 1-a
' n l—an
‘l‘n+l(0) = Goo(l).oc + Glo(l) =
si
1 _
a <1l ¥ (O GV 5 = ¥ (0)
et

Xk k k k
h (k) =g ¥ (O)+g; ¥ (1) + g5 ¥ (0 +gf, ¥ (1)

On peut donc calculer les hn k), ainsi la loi de T 41
g]j{_k et donc les Gij' Il est donc essentiel d'obtenir les Gi 5 (z).

—Tn, si on connait les
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Ici, encore, nous utiliserons la méthode des fonctions génératrices ;

la fonction génératrice des hh(k) est la suivante :

H (z) =¥_0) & & K. =3 nk 2
k=1 ka1 O

Dol

H (2) = ¥, 0) [G(2)4G,, ()G, (2)=G), (2) ] + G (2)4G , (2)

La résolution des équations (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) donne :

POO(Z) Pll(Z)—Pol(Z)Plo(Z)—P (z) _ §(z) - Pll(z)

— 11
Coo (8) = B (2)P, (z) - P, (2) P (2) B § (2)
P . (2) P . (2)
Go1 @) = T T T ) = 25
(o} 11 ‘0l z lo z 8 (2)
G (2 Poo(z) Pll(z) - Pol(z) Plo(z)~Poo(z) _ 6(2)—Poo(z)
11 Poo (2) Pil(z)—Pol(z) P, (2 - §(z)
G (z) = P10 _ P12
1o Poo(z) Pll(z) - Pol(z) Plo(z) 5 (2)



Rappelons que
P_(z) = —=
0o A (2)

P1o® =30y

1
P11 =55

1
Pol(z) T A(2)

]. —Zpol es oo e -zpor
© 1=2p, g
]
|
|
|
© TP T T T T 17y,
l--zpOo 1 —zpbz cevne
_Z'plo O —Zpl2 ses s
|
|
“Pro °© - - T -
1--zpOO 0] ~ZP 5 ceces
~ZP; 4 1 ~ZPy, sesns
I
1
|
~2P., 0o ~2P.., ceene
0] TZPLy - ke 2Py
1 1=2p)) “#P1y
o)
'
]
0 ~ZP.q cesne l—zprr

13

“#Por

“#P1r

1=2Pry

“#Por

TZPyy

l—zprr
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Ces formules permettent de calculer GOO(Z) ’ Gol(z), Glo(z) et Gll(z) et donc,
par l'intermédiaire de (S), d'abtenir Hn(z) . On dispose ainsi d'un moyen de

T

déterminer la loi pour tout n de T, he

+1

Dans le cas de l1'é&tude des retours en O les intervalles successifs
sont indépendants. Il n'en est plus de méme pour les retours en O ou 1.
On étudie ici la corrélation entre deux intervalles successifs dans ce

cas.
On a
—_— ] — —-— — —
PIT g =Ty 20 Ty =¥ Tppp = Tyt LT =k / E(Ty) =1}
= d
g?j - 93k
et
q q _ PG
o S ¥n @ + gh5-a5 ¥ (1) = 173G k)
D'ol
Pty = B0 Ty = Ty i) - B 0,00, 4B ,0

+129 (1,1) =h_(p,q)

On a donc :
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- q 4, P A q
by i) = 4,00 [95, 95, + 965 91 * 9oy Yo1 + Jou 91!

q qa | d
¥ () gy 93+ oh 9+ oF) 910 * 901 911

Introduisant la fonction génératrice de hn(p,q)

— q
Hn(zl,zz) = hn(p,q) zﬁ z3 ,

2
P.9
an a
H (21’22) =v_(0) (G (Zl)Goo(22)+Goo (zl)GOl (z?_)+GOl (zl)Glp(z?_)
* Co1 (2))G) {25) ¥, (DG (2))G (2,)4G, (2))G_, (2,)4G (2))G, ,(z))
+ Gll(zl)Gll(zz)]
Posons An+1 = Tn+l_Tn’ An+2 = Tn+2~Tn+l'

Le coefficient de corrélation de An+1 et An+2 est défini par :

S = E(An+1An+2

n o (A

) - E(A
) o(A

n+1)E(An+2) "n

n+l n+2) In+1%n+2

On a donc

§% H_(1,1)
E(d 182 = I pah (P, = ———o
+1 n+ !
n+l n+2 2,q n 6z1622

E(A 418040) = Wn(Q)[Géo(l)Géo(l)wéo(l)Gc')l(1)+G(')1(1)Gio(l)-iG(')l(1)Gil(l)]

+ Wn(l)[Gio(l)Géo(l)+Gio(l)Gél(l)+Gil(l)Gio(l)+Gil(l)Gil(l)]
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IT1 - EXEMPLE

L'exemple simple suivant illustre l'application des méthodes décrites
en 2 et 3.

Soit 1 1 2 0
1 1 2 1 (0]
A=~
4 1 6] 0] 3
2 1 0] 1
Ay Ao
Un calcul élémentaire montre que A a pour valeurs propres 1, %7 1%-, 1%
ol A1+A2 = -1 et Alxz = 3.
D'ol N N
- (1-3) (1- &) (1- L -2
- (1- 2% (3,2, 2
A(z) = (1-z) (1 4) (162 +4+1).
On a
Z Z
S S -Z 2z
o 1-% -z 0 2 4
A(z)P__(2) = 2 4 - = 0 1 ——2—z
o O 1 - = Z
4 -z o 1-2
-2 -2 4 4
o] 7 0] 1 i
(- Z zZ z3
z z
-z © -3 © z z
_E . _z g Y7 72 °
A(z)P,, (2) = 4 } 4 _Z , -3
z 3 4 T?
- - 0] 1 - Z
4 1 _z o 1-2Z
-2 -2 2 1
3 0 (6] 1 3

2
= (1- &2 - 22 14 2
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VA VA
l—z 1 "-2- .0 2
1 -2 o
Z 'z 4
AzZ)pP. (z) = | % ° "1 ° =2 3
10 P o 1 3 T4 1 1 -72
. - -=z
4 4 z
z 2 2 6] l—'ff
-5 o) o 1~z
=Zp1-2,2 2
—4[14+4(1+4z)]
=-Z—[1+—1%z2]
Z Z
o 'y ) 0 1 -z o)
1 1-+z -3 0 2 3
A(Z)P (Z)= 2 4 =E (o] 1 —'ZZ
ol 0 0 1 -3 4
) 1 o 1-2
o -2 o 1-% :
1 2
1 —-3- 0
=2 -3 -2, _.2,3 2
i 0 1 4Z '—4[1 Z+'§Z]
Z VA
D'ol
2
§(z) =[1- 3z + & - 3 1 2 2 2,352

2 _ 1 5.5 3. _2%2,. 5 oo
3716 27 33 271 - g+ 15 2°) (1- gz

=l%z+—§-zz—-(ls—§-z3 + (12)2 z! —§;§§§z
= (1- -—‘Z‘—) (1-z) (1+ —é— z2- -é%f z3)

= (- 92 (-2) (+ 2+ 75 22)

= (1~ 9) 4(2).
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On en déduit

2 2
(1- 22 = 22 (1+ 2 ) ZZ (14 2 z)
4 8 4 _Z 8 4
G (z) =1 - ==+
00 l__z_ 4 1....?.
4 4
z z 3z3
G,,(2) =1~ el A 64 _z,3 2
11 - - 2 2 641_3_
4 4
_z, 3 23
Go1 (2 'Z+_3_2'1_5
4
22 (1+ 5 2)
-2, 1
C10(® =7 * 16 Z
-7
D'ol
1 1l+251 7
%o =T*T 1716
]
1 3
0 4 l__1_ 8
]
_1,.31_9
G =2+ 3= 1%
q
1,3 1 _3
GV =73 +33-37773
et

- - =3
a =G_ (1) Glo(l) =76 *
D'autre part :

Hn(z) = ‘l'n(O) [Goo(z)+Gol(Z)—Glo(z)—Gll(Z) ]+Glo(z)+Gll(z)
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1 =L
Or Wn(0)~—777 3 Glo(l) T 13"
l—-_...
16
Par conséquent
5 5
H() _Z_[E+_z_il+zz+_+.§__z_::}__-.?_—.?_%.l:.-_zj—_-—3—z3
n'? T 1377 8 z 4732 _z 417716 z 2 16, 2
n 1- < 1- = 1- 2 1- %
4 4 2 4
5
21+"'"Z 3
Z Z 4 z 3 =z
"Itz 2Tz
4 )
5 5
1+ 5 z +2z
7 z , z? 4 3 z3 3 z2 4 3 23
RAra S S S U S R 7 S
4 4 4 7
H (2) —>l [~ 2+ 22 (1427) =17 + 3 2 4 22 (1427) —L
n n 13 4 16 z 4 16
1- 2 1- 2
! ]
H (z) —>2 (3__7_)+[(E'.2_+£?_).1.+_z_3:] 1+24+ 2 4 ]
n. n 4 13 16 :87 13 8 4 16 °°°
D'ou
_ 1,z z> 7 5.1 7 1.1 7 1 1,1
B @ 520139 7+ W3 * 2G5 v vs -3t 7+ 9

7 1
+ 2V (3 &= . :
13 ‘16 16 32 152 32
1 1
+ T ) + ...

On en déduit :
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h (2) =% 2+ 5h) = 22 = 0,09615

h(3) =15.3 G+) +5 G+ =3 x 3 . 2 =0,2163

h_(4) = -173- = @) 55 2 = 0,050

h (5) =15 1a5 & +) + 155 (G +1) = (1+ B x o35 (14 %) = 0,01352

Le camportement des premiers termes de la suite {hn (1) }i est de méme nature
que celui dbservé pour 1l'intervalle de temps entre deux défauts de page suc-

cessifs dans de nanbreux exemples.

2
L Fr3? 1 HFargo
G!' (Z)=z'+ Z +
1- = z, 2
4 (1 z)
et
G (1)=-§.
' _1 .3x3 =22 1 3 23
u =3t T - TET T 52
4 4
' =17
G, () =37
[ __l 9 22 1 3. Z3
Gol(z)—4+§3 z T T3 z. 2
-7 (- 7



22+ L2 22 22 (14 2 2)
G! (Z)=—l-+-l- 2 43 x e 2
lo 4716 z 716 ,,_2z2
- 7 (-3
4 4
C oy =0
et Glo(l) =57
On peut alors calculer Sn'
On a :
E(A_, A ) = I = 13 x 38
n+1"n+2 13
= 3,1455127
— 1 —_ [} 1 —_ ) ] L} L}
E(s ) =B (1) = v (0 [Goo(l)+Gol(l) Glo(l)—Gll(l)]+Glo(l)+ Gll(l)
= 1,7692.
(#! (1))2 = 3,1301753.
HY (1) = v _(0) [GZ (1H4GY, (1)-G] (1)-GY, (1) 4G} (1)+Gy, (1)
1,30 z, 1 15 0 2 (14 2
., /_4+322 14+32Z_‘l»22+4,z lz(1+42)
G" (2) = + = = i ——
00 - 2 4 (1z 2 2 32 (1- _z_)2 64 (1- 3_)3
4 4 4 4
et
G(';O(l) = 2,305
" = __9_ Z 9 z2 9 z2 '3 23
61, (@ =33 _z @ T6d Y * Ix6d - 52 ¥ 2%4x64 = 33
4 4 ) )
Gy, (1) =0,513.
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9 z 9 z2 9 z2 3 z3
G". (2) == + + +
ol 16 - Z 4x32 (1- 2 4 32 (1- 32 2x4x32 (- 33
4 4 4
G(;l(l) = 1,027.
1+ 15 Z 2z+ 1> z2 2z+ L z2 24 (1+ = 2
& (z) =1 s, 1 Z 1 4 1 4

n -
Glo(l) = 1,319.

D'ola
HY (1) = —1737 [2,305 + 1,027 - 1,319 - 0,513] + 1,319 + 0,513
= i% x 1,500 + 1,832 = 2,6397.
et
. 2 - " ] —_ 1 2
Lim o2, = H'(1) +H (1) - @ (1))
n-o
= 2,6397 + 1,7692 - 3,1302 = 1,2787
2 — : 2 —_
62, = lim o2, = 1,2787
n o> N0
D'ol
lim t_ =t =3,1955 - 1,1801 = 0,0654
N>
et
0,0654 _
Sp > 1,787 ~ 00512

ce qui est trés faible.
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En conclusion, nous voyons par l'exemple que nous venons de traiter,
que la méthode exposée laisse espérer une bonne adéquation du modéle a la
simulation des instants de défaut de pages. Il reste bien &videmment ici
aussi 3 traiter le difficile probléme de la détemmination d'une matrice A
pemettant de simuler un exemple concret.
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