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INTRODUCTION




Came 1'indique son nom, le probléme de ramassage scolaire est
posé par le transport des écoliers dans une région rurale. C'est aussi le
probléme de transport des personnels ou des marchandises d'une entreprise.
Il peut se formuler de la maniére suivante : un responsable posséde un cer-—
tain nambre de véhicules. Il doit assurer le transport d'un certain nambre
de personnes situ€es en des points 1, 2, ..., n-1 pour les ramener au point
n (1'école ou l'usine). Il est évident qu'il ne peut pas surcharger un véhi-
cule dont la capacité est limitée. Respectant cette contrainte, ce respon-—
sable souhaite soit minimiser le temps total passé par les usagers dans les
cars, soit minimiser la samne des trajets de tous les cars. I1 peut également
envisager un critére plus "souple", intermédiaire aux deux critéres de minimi-
sation précédents, que nous décrirons plus tard. D'une maniére treés naturelle,
ce probléme se divise en deux phases distinctes : d'abord, le responsable en
question doit essayer de regrouper les usagers, les personnes de méme groupe
sont affectées au méme véhicule(éventuellement il doit fixer les points de depart
de chaque car) ,ensuitell lui reste 3 déterminer les trajets des cars en satis-
faisant les critéres d'optimisation qu'il a choisis.

D'une maniére plus précise, ce probléme, connu aussi sous le nam

de probléme de tournée, est caractérisé par quatre concepts :

(i) - Données : Elles peuvent é&tre schématisées par un graphe G = (,V)
dans lequel chaque sammet ieQ = {1,2,...,n} représente une localité (ville,
comune ou zone) et chaque arc e = (1,j) de V représente le plus court trajet
(mesuré en kilamétres, en heures ou en francs) qui permet de passer de son
origine i 3 son extrémité j. Soit cij le coiit associé a ce trajet. Parmi les
samets de 2, un seul est spécifié. C'est le centre n cui représente soit

1'école, soit l'usine selon le cas.

(ii) - Contraintes : Les seules contraintes prises en campte ici sont les
contraintes de capacité des véhicules (contraintes d'effectifs). Si le narmbre
de personnes i ramasser est supérieur 3 la capacité d'un car, on est obligé de
partager ! enplusieurs secteurs dont le nombre de personnes aramasser ne dé-
passe pas la dite capacité. Ce partage est connu sous le nom de probléme de

sectorisation.

(iii) - Inconnues : Ce sont les parcours qui passent une et une seule

fois sur chaque sommet sauf le centre n (emplacement de 1'école ou de 1'usine)




ol ils peuvent passer plusieurs fois.

(iv) - Critéres d'optimisation : On peut en envisager deux :

a) Minimiser le temps total passé par les usagers dans les cars.
b) Minimiser la distance totale du transport.

Ces deux critéres pris indépendamment ne sont pas entiérement satis-
faisants. Dans le premier cas, on risque de trop pénaliser les usagers indi-
viduellement. On trouve par exemple qu'il est préférable de faire attendre
un usager isolé 50 minutes plutdt que de faire perdre 3 60 usagers chacun
une minute. Ceci n'est pas envisageable d'autant plus que les temps de par-
cours ne sont pas connus avec une précision suffisante. Ainsi, dans la figure 1,
on trouve que le chemin (1,2,3,4) est optimal alors qu'il conviendrait de
prendre le chemin (1,3,2,4)

1 personne

)

()

1 personne

©

60 personnes

FIGURE 1
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Dans le second cas, on risque de trop pénaliser les usagers en fai-
sant faire de trop grands détours aux personnes qui se trouvent déja dans le
car alors qu'un trajet un peu plus long permettrait de passer d'abord aux
points de ramassage oll attendent une ou deux personnes. Ainsi, dans la
figure 2, on trouve que le chemin (1,2,3,4) est optimal alors qu'il convien-
drait de prendre le chemin (1,3,2,4).

On verra plus tard comment on peut envisager un critére plus souple

qui tient campte des deux critéres précédents.

IL.e schéma constitué par les figures 3, 4,5 illustre bien les deux

vhases d'organisation des circuits de ramassage .




FIGURE 3
Premiére partie ; Sectorisation
P P - ~ N _ N
s N\ — ad -~ ~
/ \\ -7 N
/ \ ///. \
/ / \

—-—
- -
—— -
el A and

FIGURE 4




Deuxiéme partie : @ Détermination des meilleurs trajets

FIGURE 5

Le probléme que nous allons &tudier représente la deuxidme partie
(ou le probléme global si le nambre total des usagers ne dépasse pas la capa-
cité d'un véhicule). D'une maniére plus précise, un car part d'une origine
donnée, le point 1, doit ramasser un certain nawbre de personnes
Myp Myy eeey Mgy situées en des points 1, 2, ..., n-1. La distance entre
deux points i et j est donnée par Cij (qui peut étre différente de cji a cause
d'éventuels sens interdits). Le temps que met le car pour aller de i & j est
supposé proportionnel & cette distance. La figure 6 illustre bien un exemple
ol n = 5. Comme critére d'optimisation, nous nous proposons de prendre le

critére (iv)-a.

Si au lieu de prendre (iv)-a camme critére de minimisation, nous
nous intéressonsa déterminer une tournée qui minimise la distance totale du
parcours, nous retrouvons alors une version du célébre probléme du voyageur
de camnerce [2], [10].




9 IANOIS

Bien que le critére d'optimisation choisi soit (iv)-a, on verra au
chapitre I que, plus m, est grand, plus on s'approche du probléme du voyageur
de camerce, c'est a dire plus on a tendance 3 minimiser la longueur totale
du parcours. Par conséquent, m, peut aussi jouer le r8le de pondération entre

les deux critéres a et b de (iv).



Le travail que nous allons entreprendre pow résoudre le probléme posé
consiste & étudier un programme linéaire continu dont la solution optimale
constitue une borne inférieure de la tournée optimale et, ensuite, mettre en
oeuvre une procédure de Séparation et Evaluation Progressive (Branch and
Bound) pour déterminer complétement cette tournée optimale. Il conporte quatre
chapitres. Le premier sera consacré & la modélisation du probléme et a établir
son rapport avec le probléme du voyageur de cammerce. On construira ainsi un
programme linéaire continu (PC) dont les propriétés seront présentées au cha-
pitre II. Dans le chapitre III, on trouvera une camparaison des différentes
méthodes utilis@es pour résoudre (PC). La meilleure sera utilisée par le Branch

and Bound dont deux procédures différentes seront présentées dans le chapitre IV.

Pour décrire tout cela, nous avons besoin de quelques définitions et
résultats de la théorie des graphes. les lecteurs peu familiers avec ces notions

peuvent les trouver dans [1] ou [15].




CHAPITRE T

PRESENTATION

DU PROBLEME

ET

FORMULATION

MATHEMATIQUE
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§1 - PRESENTATION DU PROBLEME

Soient G = (X,E) un graphe sinmple, orienté, dont X = {1,2,...,n}
est 1'ensemble des sammets, E = {(1,) / 1 # 3, ie{2,...,n-1}, je {2,...,n-1}}
u{(1,3) / je (2,....n-1}} u {d,n /ie {2,...,n-1}} ; c un systéne de coit
réel sur les arcs. Sur chaque sommet ie {1,2,...,n-1} se trouvent I, personnes
(voir figure 6 de 1'Introduction).

Définition 1 : On appelle chemin hamiltonien du sammet 1 au sammet n, un che-

min de 1 & n qui passe une et une seule fois par tous les sammets 2,3, ..., n-1,

Remarque 1 : Il est facile de voir qu'un chemin hamiltonien de 1 3 n contient
n-1 arcs et qu'il existe une correspondance bijective entre 1'ensamble des
chemins hamiltoniens de 1 & n et 1'ensemnble 6[2,n-—1] des permutations de
1l'ensemble {2,3,...,n-1}. Au chemin hamiltonien H = (el,ez,...,en_l) de 1

a n correspond la pernutation g = (02,03,...,on_1)€ 6[2,n—1]’ ol o, est 1'ex-
trémité terminale de 1'arc e,_, et réciproquement.

Définition 2 : On appelle cofit d'un chemin hamiltonien H=(e1,.. . ,en_l) (la somme

n-1
~c(H) = L c(ei) des oolits des arcs de H.
i=]

Notations 1 : Dans toute la suite, sauf indications particuliéres, nous notons :
(i) c(e) ou cij le cofit de 1'arc e = (i,3)
(ii) c(H) le oot du chemin hamiltonien H de 1 i n.

(iii) # = {(H, c(H)) / He 1'ensenble des chemins hamiltoniens de 1 i n} et
tout élément de Hest appelé tout simplement chemin hamiltonien.

(iv) @[2,&-1] 1'ensamble des permutations de {2,3,...,n-1}.

Définition 3 : Un chemin hamiltonien (HO, c(Ho)) est dit optimal si

¥ (H, c(H))e H c(HO) < c(H).

Une version du célébre probléme du voyageur de cammerce est la
recherche d'un chemin hamiltonien optimal (21, (5], {61, [101, [17].C'est un
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probléme "difficile" du point de vue de complexité algorithmique, appartenant

d la classe des problémes dits NP-complets, c'est 3 dire i la classe des pro-
blémes tels que, si 1'on pouvait les résoudre par un algorithme polynomial,

tous les problémes cambinatoires classiques seraient résolus par des algorithmes
polynamiaux [8].

Définition 4 : Soit (m1 Moye.. ,mn_l)e Nn—l. On appelle tournée par rapport au

systéme (ml My peney mn—l) -ou tout simplement tournée si aucune confusion n'est
a craindre- le couple (T, c(T)) ol T est un chemin hamiltonien (el,ez,... ’en-l)
de 1 3 n et ol c¢(T) est donné par :

c(T) = m,.cle)) + (mlﬁnz).c(ez) oo+ (ml+m2+"'+mn—1)'c(en-l) (1)

Désignons par T l'ensemble des tournées.

Définition 5 : Une tournée TO est dite optimale si

¥ (T, c(T)) e, c(TO) < c(]).

Nous nous proposons d'étudier le probléme de recherche d'une tournée
optimale.

Remarque 2 : On peut toujours supposer que m, =1pour i=23, ..., n1,

sinon on remplace le sammet i en mi sommets il, 12, ceey im et 1'on pose :
i
c. . =0 pour k,SLs{l,Z,...,mi} et k #2

k 12

cik j = 44 Powr k e {1,2,...,mi} et 3 #1i, je{2,3,...,n}
De plus, on suppose que m; = m+l (un conducteur et m personnes éventuelle:
au départ). La relation (1) devient donc :

(2)

c(T) = (ml-l).c(el) + (mZ).c(eZ) + ... + (ml-n—-l).c(en_l)

-

C'est ainsi que nous sammes conduits 3 étudier le probléme

(P) : Cament déterminer une tournde optimale par rapport au systéme

M, 1, ..., 1)
N

(n—-1) camposantes
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Remarque 3 : 11 est facile de voir que la solution du probléme (P) ne change
pas si 1l'on ajoute une méme constante d tous les colts des arcs. On peut donc

supposer dans la suite que le cofit ¢ est non négatif.

RELATION AVEC LE PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE

Intuitivement, on sent bien que, plus la valeur de m augmente, plus
1'effet des n—2 personnes placées aux points 2, 3, ..., n-1 diminue. Donc, plus
m est grand, plus on se raméne au cas ol m = 1l et m, = Opour i =2, 3, ..., n-1
ou encore plus le probléme (P) se raméne au probléme du voyageur de camerce
(avec les colits multipliés par la constante m+1) . Le théor&me suivant confirme

cette intuition.

Théoréme 1 : Le probléme (P) est NP-camplet.

Démonstration : Pour simplifier la démonstration, on peut supposer que le

coiit ¢ est entier.

n(n-1)

Soit m entier= 1 + 5

. max c{e) et soient :
e B

(1) (HO, c(llo)) un chemin hamiltonien optimal.

(ii) (T, c(T)) la tournée qui correspond & (Ho, C(Ho)) , C'est adire que
Ho et T désignent le méme chemin hamiltonien de 1 a n.

(iii) (TO ' c(TO)) une tournée optimale.
(iv) (H, c(i)) le chemin hamiltonien qui correspond a (TO, c(To)) , c'est &

dire que T0 et H désignent le méme chemin hamitonien de 1 & n.

Remarquons que, si T1 = (el,ez,... 'en-l) désigne un chemin hamiltonien
quelconque de 1 & n (en tant que tournée) et H, désigne son correspondant en
tant que chemin hamiltonien tout simplement, nous avons :

C(Tl) = (MI).C(el) + (m+2).c(ez) + ...+ (mn-1) .c(en__l)

= m.c(Hl) + c' (Tl) (3)

ol c'(Tl) = cle,) + 2.c(e2) + ... + (1) .c(en__l)




C N T 0 0~ SO~ Sl it 2 RPN LI b P S~ S RS S L i

§3 -

- 13 -

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que le chemin
hamiltonien (H, c(H)) qui correspond a la tournée optimale (To, c(TO)) est

aussi optimal. Supposons le contraire, on aurait, puisque c est entier :

c(H) - c(HO) > 1

D'autre part

c(TO) - c(T) = c'(TO) + m.c(H) - c'(T) - m.c(Ho)
(c! (TO) -c'(T)) + m(C(H)-C(HO))

Le choix de m implique c(TO) - c(T) > 0, ce qui contredit a 1'opti-

malité de TO.

Donc, pour m assez grand, la solution du probleme (P) est aussi celle

du probléme du voyageur de cammerce.

Ce théorame fait perdre tout espoir de trouver un algorithme polynamial
pour résoudre le probléme (P) ; il montre clairement que le probléme (P) est au
moins aussi difficile -tant sur le plan de camplexité algorithmique que sur le
plan de résolution pratique- que le probléme du voyageur de cammerce. Nous verror
au chapitre IV que, en pratique, (P) est bien plus difficile que le probléme du

voyageur de commerce.

FORMULATION MATHEMATIQUE

Pour simplifier 1'exposé et les calculs pratiques, nous supposons
dans la suite que le graphe G = (X,E) est simple, orienté, camplet et posséde
des boucles, X = {1,2,...,n} et E = {(i,j)/ieX,jeX}. Nous mettons les coiits
infinis sur les boucles, sur les arcs (i,1) pour i = 2,3,...,n, sur les arcs
(n,i) pour i = 1,2,...,n~1 et aussi sur l'arc (1,n). La matrice des cofits

prend alors la forme suivante :
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3.1 - Formulation

Dans cette partie, on construit un programme linéaire en nombres
entiers admettant les tournées comme solutions réalisables. Ce programme posséde
2 catégories de variables, les variables yij dites de positions et les variables
X 13 dites de trafics.

Variables de positions : A chaque couple de samets (i,j), i = 2,3,...,n"1,

j =2,3,...,n-1, nous faisons correspondre une variable bivalente Yij égale a

Ooul ; yij = ] signifie que le sommet i est placé en jéme position yij =0

sinon. Le vecteur y dont les composantes sont Yij appartient donc & {0,1} (n=2)x (n-2
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Les contraintes :

n-1 '

fy..=1, i=2,3,...,n"1 (4)
j=2

n-1

I y..=1, 3=2,3,...,n-1 (5)
i=2

définissent ainsi une permutation des sammets 2,3,...,n-1. Une telle permutation
étant définie, le trafic total entrant dans le sammet i, c'est & dire le nambre
total de personnes entrant dans le sammet i avec le car est :

n-1

m+ £ (3-1).y,., i=2,3,...,n-1 (6)

. ij

J=2
le trafic total entrant dans le sommet n est min-l.

De méme, le trafic total sortant du sammet i est :

n—-1
m+ Z j.y.. , i=2,3,...,n-1 (7)
. ij
j=2
Ie trafic total sortant du sommet 1 est mtl.

Les trafics entrant dans le samet 1 et sortant du sammet n sont nuls.

Variables de trafics : A chacque arc (i,j) du graphe G, i = 1,2,...,n’.j =1,2,...,n

i

nous associons une variable entiére non négative xij qui représente le trafic pas-

sant du samet i au sommet j. Le vecteur x dont les camposantes sont xij appartient
X
donc a NI,

En termes de variables Xij’ le trafic total entrant dans le sommet j
est :

n
IX,., j=1,2,...,n (8)
i=1

Le trafic total sortant du sammet i est :
n

rx,., 1i=1,2,...,n (9)
j=1

Ces considérations nous conduisent au programne linéaire en nombres

entiers suivant :



) ryij=00u1 i=2,3,...,n1 i=2,3,...,n-1

ij=entier20 i=1,2,...,n i=1,2,...,n.
n-1
Ly =1 1=2,3,...,n1
j=2 1]
it j 2,3 1
ZY.:]_ J= § 37 ee N1
1= 13
n
z Xl' = mtl
j=1
n n—-1
Lx..=m+ I j.y.. i=2,3,...,n-1
j=1 2

PLE

{ )1 o
)X xn. =0
j=1 ™
n
ZX,, =0
=1 il
n n-1
IX,.=m+ I (i-1).y. j=2,3,...,n"1
i=p *J i=2 A
n
LI X, =mn-1
i=1

C...X.,. = z(min)
i,y
Remarque 4 :

I1 est évident que, pour une tournée donnée, la permutation des sonmets
2,3,...,n-1 qui lui correspond vérifie les contraintes (4) et (5). D'autre part,
les trafics sur les arcs correspondants i la méme tournée vérifient les autres

contraintes de (PLE). Donc une tournée est bien une solution réalisable de (PLE).

Remarque 5 :

Rappelons nous que le probléme du voyageur de commerce n'est autre que

le probléme de tournse par rapport au systéme (1,0,0,..u...... /0) . Dans ce cas ,

(n-1) cafposantes
puisqu'il n'y a personne sur les samets intermédiaires 2,3,...,n-1, les variables
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de positions yij servant a définir les trafics sortant et entrant dans les sommets
seront enlevées. D'autre part, puisque les trafics qui passent par tous les sam-
mets sont tous égaux & 1, la contrainte xeN ' sera remplacée par xe{O,l}an.

Le programme (PLE) devient alors :

’xij=Ooul i=1,2,...,n i=1,2,...n
n
L x.. =1 i=1,2,...,n-1
j=1
n
an.=0
j=1 ™
n
]
(PLE") 3 2 x =1 j=2,3,...,n
i=1 I
n
Lx,.=0
=1 11
I c,.%x.,. = z(min)
R I
\l,J

Bien qu'il s'agisse ici d'un chemin hamiltonien, on reconnait tout de suite la
formulation du probléme du voyageur de cammerce comme probléme d'affectation
utilisée dans [171.

Si on considére le graphe partiel défini par les arcs (i,j) tels que
xij = 1, ol x est une solution réalisable de (PLE'), on peut imaginer que ce graphe
peut ne pas étre connexe camne illustre la figure 1. Par contre, si x est une so-
lution réalisable de (PLE), le graphe partiel correspondant est nécessairement
connexe ; ceci vient du fait qu'on suppose que pour chaque sammet du graphe, le

trafic qui sort est supérieur d'une unité au trafic qui entre.

Notons enfin que (PLE) est un programme en nambres entiers et que
(PLE') est en variables bivalentes donc que (PLE) est plus difficile que (PLE').



FIGURE 1

3.2 - Towrn€es et solutions réalisables des programmes lin8aires

Si on remplace les contraintes yij =0oul et xijeN de (PLE) par
yij =0 et Xij 2 0, on obtient un programme linéaire continu appelé dans toute
la suite 1le programme (PC). Nous avons vu (Remarque 4) qu'une tournée est une
solution réalisable de (PLE), donc a fortiori, elle est une solution réalisable
de (PC). Par conséquent, la valeur de la solution de (PC) i 1'optimum constitue
une bome inférieure des colts de toutes les tournées. Cependant, les points
suivants méritent notre attention.

Remarque 6 :

Une solution réalisable de (PLE) n'est pas nécessairement une tournée

came le montre 1'exemple suivant (figure 2) :
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FIGURE 2
n=4,m=0,
cij = O sur les arcs marqués, cij = @ sur les arcs non marqués
Yoy = ¥33 = 1, yij = 0 ailleurs
K13 T X3 TXp =Xy =1, x5, =2

La solution (y,x) ainsi définie est réalisable (et aussi optimale) de
(PLE) , mais ce n'est pas une tournée 3 cause du circuit 2,3,2).

Remarque 7 :

La valeur de la solution optimale du programme (PC) peut étre diffe-
rente du colit de la tournée optimale. Reprenons le méme exemple (figure 2) dans
lequel le colt ¢ est modifié comme suit :

Ci3 = Cy3 = Coy = Cyy = 1, Cyy = 3, Cij = » sur les arcs non marqués.

I1 n'y a qu'une seule tournée de cofit non égal a », c'est TO = (1,3,2,4).

Elle est donc optimale et son coiit est c(To) =1.1 + 2.3 + 3.1 = 10.

D'autre part, la méme solution (y,x) que dans la remarque 6 est réalisable dans
(PC) et la valeur de la fonction objective correspondante est :
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z=1.1+1.3+1.1+2.1+1.1=8¢< 10

Donc la valeur de la solution optimale de (PC) est strictement inférieure au

colit de la tournée optimale .

Signalons enfin que (PC) peut admettre aussi des solutions optimales

non entiéres.

PRINCIPE DE RESOLUTION

Nous avons vu que le probléme (P) est NP-camplet et qu'il permet de
traiter en méme temps le probléme du voyadeur de commerce. Pour le résoudre, nous
considérons d'abord le programme linéaire en nonbres entiers (PLE) , puis en ou-
bliant les contraintes d'intégrité de (PLE) » le programme lingaire (PC) qui four-
nit une borne inférieure du coiit de la tournée optimale. Nous nous servons ensuite
de cette borme pour mettre en oeuvre une procédure de séparation et &valuation

progressive qui permet de résoudre camplétement le probléme (P).

Cette fagon de procéder constitue une des méthodes les plus efficaces
en optimisation cambinatoire et est fréquemment utilisée, surtout pour résoudre
les problémes NP-conplets.Held et Karp ont ainsi fait un grand pas dans 1'histoire
du probléme du voyageur de commerce [51, [61. Ils ont réussi 3 résoudre ce probléme
dont les tailles dépassent largement celles qu'on pouvait traiter i 1'époque de
Little [10]. Plus récemment, les travaux de Fargier (4] sur 1'implantation d'infra-
structure dans un probléme de transport, les travaux de Mukendi (111 sur le pro-

bléme de m-centre utilisent, eux aussi, cette technique de maniére trés efficace.

Le programme linéaire continu (PC) est en général de trés grande taille
(4n-4 contraintes et 2n2—2n+4 variables) et n'est guére passible de la méthode clas-
sique du simplexe. D'autre part, la structure méme de ce programme linéaire, ainsi
que quelques unes de ses propriétés que nous donnerons au Chapitre II, nous con-
duisent a recourir 3 des méthodes de décamposition du type Benders (31, ou plus
généralement & des méthodes de sous—gradient (6], [19].
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§1 - DUAL DU PROGRAMME LINEATRE

Puisque notre but principal est d'approcher inférieurement le coiit
de la tournée optimale par la valeur de la solution optimale du programme lindaire
continu (PC), et que la fonction objective de (PC) est i minimiser il est naturel
d'étudier,non pas (PC) lui-méme, mais son dual [14]. De cette maniére, méme si la
méhtode utilisée pour le résoudre n'est pas exacte, méme si 1'on arréte 1'opération
sans arriver d l'optimum, tant que 1'on a une solution réalisable du programme

dual, on awra toujours une borne inférieure du coit de la tournée optimale.

Rappelons d'abord que (PC) n'est autre que le programme (PLE) dans
lequel on remplace les contraintes d'intégrité de y et x par y 20 et x> 0. Sous
forme abrégée, le programme (PC) s'écrit :

[(y=o0
Xxz20
(c)4 ALy =1
-B.y + A2.x=M
. c.X = 2 (min)

(n-2). (n-2) , 1€R2. (n=2) n

oll yeR XeR 'n, M6R2°n, tCeRn'n,

Al d'ordre 2.(n-2) x (n-2) (matrice de 2.(n-2) lignes et de (n-2).(n-2)

colonnes) ,
B d'ordre 2.n x (n-2).(n-2),

A2 d'ordre 2.n X n.n

sont de forme :
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Y33
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La matrice A2 a exactement la mére forme que Al sauf dans le marquage

des dimensions, on a le nambre n partout au lieu de n-2 come dans Al. Ce sont

les matrice des contraintes du probléme d'affectation [17], de taille (n-2) et n.

Dans les copies des matrices Al et B, les éléments non écrits sont nuls.

Le dual du programme (PC) s'écrit :
V6R2. (n-2)

UFR2°n
{DC) v.Al —u.B <0

u.A2< ¢

v.1 + u.M = w(max)
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{u/ueRz‘n ; u.A2 < ¢}

Soit D

2.n . .
{u/uer ;ui+un+jscij ii=1,...mn; j=1,...,n}

Pour ueD, désignons par w(u) la valeur de la solution optimale du pro-
gramre linéaire (Dcu) défini par :

VERZ' (n—-2)
(DCu) v.Al < u.B

v.] + uM = wu) (max)

Nous appelons probléme (P'), le probléme :

(P') = max w(u)
ueD

Proposition 1 : Le probléme (P') est équivalent au programme linéaire (DC) en ce
sens que si u” est solution du probléme (P') et v est solution optimale du pro-
gramme (DCu ), alors (u" ,v*) est solution optimale du programme (DC).

Démonstration : Evidente.

Cette proposition nous conduit & étuider le probléme (P'). Pour caom—

mencer, voici quelques propriétés.

§2 - PROPRIETES DE LA FONCTION w

Signalons d'abord que dans la suite de 1'exposé, sauf indication con-
traire, les indices en haut sont réservés pour numéroter les vecteurs, les in—

dices en bas pour numéroter les scalaires .

2.1 ~ Probléme d'affectation

Définition 1 : Le probléme de transport particulier suivant [14] :

y 20
(PA) Al.y =1
n-1 n—-1
L I L..4.u,. = z(min)

i=2 3=2 4
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oit Al, y et | sont définis au paragraphe 1, et of {Qij} est un systéme de coiits
réels, est appelé probléme d'affectation de colit minimun .
Soit G = (Xl,X2 : E) un graphe biparti camplet et non orienté ;

x1 = X2 = {2,3,...,n~1} sont les deux ensembles des sammets, E = {(i,j)/ieXl, jeX2}

1'ensemble des arétes. Soit {2 ij} un systéme de colts réels sur les arétes. On ap-
pelle couplage dans G un sous-ensenble d'arétes de E tel que deux quelconques
d'entre elles ne sont pas adjacentes [15]. La some des colts des éléments du cou-
plage est appelée colit du couplage. Un couplage est parfait s'il sature tous les
sommets de Xl et de X2. Dans la suite ,nous nous intéresserons aux couplages par-—

faits seulement et nous les appellerons tout simplement couplages.

I1 est bien connu que toute solution de base yo du programme linéaire
(PA) est entier (y‘ij = 0,1) et que 1'ensenble des (n-2) arétes {(i,j)/y(i)j = 1}
forme un couplage dans G. Ie probléme d'affectation (PA) est donc exactement le
probléme de couplage de colGt minimum dans le graphe biparti G ; la matrice Al
étant la matrice d'incidence aux arétes. Le probléme de couplage dans un graphe
quelconque est polynomial et est facile d résoudre. Le probléme d'affectation
1'est davantage. Les deux lemmes suivants montrent que, certaines hypothéses

étant faites sur le systéme colt {!Lij} , ce probléme devient trés facile.

Ienme 1 : Soient (a2,a3,...,an_l) et (bz’b3""'bn—1) deux systémes de nombres

réels en bijection avec les ensembles X, et X, respectivement : le sammet i de

1 2
Xl est en bijection avec a 1 et le samet j de X2 est en bijection avec bj' Sup~
POSONS que a, 2 a3 2 ... 2 a8, 4y b2 < b3 < ... < bn-l et que le systéme coiit

{Qij} sur les arétes vérifie la relation gij = ai'bj pour i = 2,3,...,n-1 ;
j=2,3,...,n~1 ; alors la solution du probléme d'affectation (PA) est y* telle
que y;i =1 i=2,3,...,n~1 et y;j = 0 ailleurs. (C'est & dire que le samet i

de Xl est affecté au samet i de X2 pour i = 2,3,...,n"1).

Démonstration : Supposons que 1l‘affectation optimale n'est pas celle définie

par le lemme 1, il existe donc, dans cette solution optimale :

2<4i<j<nl, ai<aj (1)
2 <p<qg<n-l b <b

- -

tels que i soit affecté a p et j soit affecté a q.

Les relations (1) et (2) impliquent que ay (bq—bp) < aj (bq—bp) ou

a..b + a..b .b + a..b 3
i%g " %% 4% T &g (3)
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La relation (3) montre qu'on peut améliorer la solution obtenue en
affectant au lieude i apet jaq, i a g et j ap. Ce qui contredit 3 1'optima-
1lite.

Reprenons les m@mes notations que dans le lamme 1. Soit de plus J 1'en-
Soit

Laame 2 :
semble des sommets de Xl qui sont défendus d'étre affectés au sammet 2 de X2.
io le plus petit des i qui n'appartiennent pas & J, alors la solution optimale

s'obtient en affectant le sammet iO de Xl au sommet 2 de X2, le samet 2 de Xl

au somet 3 de X2, .e.p le samet (io—l) de X1 au samet io de X, le sammet
(io+1) de Xl au sammet (io+1) de Xy, ..., le samet (n-1) de Xl au samnet (n-1)
de X2.

Démonstration : Par convention, si J = Xl’ le coit de 1l'affectation sera
pris €gal a «. Supposons que J # Xl‘ Montrons d'abord que, dans 1'affectation
optimale, iO (= 4 dans le cas de la figure 1) doit &tre affecté au sommet 2 de

X2.

J:{2,3,5,n—

02 > Z2 a 2 “5 2 e 2 %3
X ¢—> @
v v
X ——> 5| ---- n-1
2
< < s e <
b2 < < b < b5 ~ ~ bn—l

FIGURE

1
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Supposons le contraire, il existe alors joexl, jo;(J ' jo > iO tel que j0 soit
affecté au somet 2 de X2. Soit 9, le samet de X2 auquel est affecté io’ alors
les couples (io,jo) et (2,q0) vérifient les relations de type (1) et (2) de la
démonstration du lemme 1 et, de la méme maniére, on peut améliorer 1'affectation.
Ce qui contredit a 1l'optimalité. Donc dans la solution optimale, io de Xl doit

étre affecté au sommet 2 de X2
Pour achever la démonstration, il suffit d'appliquer le lemme 1 au

. . Y ' r . v — _Is ' - -
graphe biparti complet G' = (X],X', ; E') ol X| = X, {10} et Xj = X, {2}. 0

2.2 ~ Nature de la fonction w

Théoréme 1 : Solent u = (ul’u2""'un’un+1’un+2""'un+n)€D et
g = (02'03"'"On-l)e(;[Z,n—l] tels que :

u +u >u. +u 2 ... 21 + 1 (4)

Oy MO, 93 gy n-1 M9

. -1 _ , -1 -1 1 . . g _2.n

Soient 0 © = (o2 ,03 ""’On—l)e(;[Z,n—l] la permutation inverse de ¢ et 0 ¢R
défini par :

o -1 -1 -1 -1

0 = (ml, mo,, m+03 ; evey mron__l, 0, O, mwz -1,

-1 -1
Mo, =1, ..., Mo _ -1, mn-1) (5)

alors w(u) = <u,60> (<,> désigne le produit scalaire).

Démonstration : Reprenons le programme linéaire (DCu)
VERZ. (n—-2)
(DCu) v.Al < u.B
v.] + uM = w(w) (max)
Son dual (PCu) s'écrit :

yzo0
(pc) § ALy =1
u.B.y + u.M = z(u) (1in)

Ce n'est autre que le probléme d'affectation décrit au 2-1 ol le sys-
téme cofit {Slij} = {(u.B) ij}' La forme de la matrice B décrite au §1 implique que :

(u.B)ij = (ui+un+i)°j W 2<i,j <n-1 (6)
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En portant cette valeur de (u.B) ij dans la fonction objective de
(PC ), on a :

n-1 n-1 n-1 n-1
u.B.y+uM= ¥ I (u+tu_ .).j.uy..—~- I Zu LWY.. + UM
i=2 §=2 i nti i3 4 =2 nti**ij
n-1 n-1 n~-1
= L I (u+u  .).j.y..- Zu .+ uM
i=2 =2 1 nti 1] i=2 n+i

En posant a; = (ui+un+i) ' bj = J et en appliquant le lemme 1, i 1'optimm de

(PCu), on a :

n-1 n

w(u) = z(uw) = I (u ‘+u ).i- Zu .+ u.M
i=2 ci n+c5i i=2 n+i

oli 0 = (02’03"”'Gn—l)eg[2,n—l] est telle que :

(u_ +u ) 2 (u_+u ) 2 ... 2 (u +u )
o, n+ o, 0y n+ 03 On—l n+cxn_1

I1 suffit alors de nous rappeler la forme de M décrite au §1 pour achever la
démonstration. 0

Notations 1 : Les deux notations suivantes seront adoptées dans toute la suite
de 1l'exposé :

(i) Soit Ue@[Z,n—l]’ nous notons pas 6° le 2.n-vecteur défini par la rela-
tion (5) du théoréme 1.

(ii) Soit ueD, nous désignons par S(u) 1'ensenble des permutations de
G[ 2 n-1] qui vérifient la relation (4) du théoréme 1. Il est clair que :
4

Gw) = {0/066[2 n_l],w(u) = <u,60>}.

Corollaire du théoréme 1 : Soient (51'52"‘°’Sn) et (tl, 2,...,tn) deux systémes

de nambres réels tels que :

sz+t2 > S 3+t3

v

= sn~l+tn—l (7)

Supposons que dans le probléme (P) de recherche d'une tournée optimale, le sys-
téme colt ¢ est défini par la relation :

cij=si+tj i=1,2,...,n j=1,2,...n (8)
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alors, la tournée ™ = (1,2,3,...,n-1,n) est solution optimale du probléme (P)

et u" = (51'52”"Sn’t1't2'°"'tn) est solution optimale du probléme (P').

Dénonstration : Il est clair que u"eD. De plus, d'aprés le théoréme 1,

on a :

i

w(u’) (m1).s; + (M2).s, + ... + (mn-1).s _ +

2 n-1
(rml).t2 + (m+2).t3 + ... + (mn-2) 'tn—l + (mtn-1) .trl

(mH1) (s)+t)) + (W2) (sy*ty) + ... + (mn-1) (s _;+t )

(ml—l).c12 + (m+2).c ee. + {mn-1).c

23t

(n-1)n
Soit w(u*) = c(T*) .
Or, on sait que ¥WueD, VIlel, w(u) < c(T).
Donc u” et T" sont respectivement solutions optimales de (P') et (P). O

Définition 2 : On dit qu'un syst@me colit c posséde la propriété c(F) s'il existe
deux systémes (51,52,... ,sn) et (tl'tz"" ,tn) de nambres réels tels que la rela-

tion (8) soit vérifiée.

Définition 3 : Soient ¢ et c1 deux systémes de colt quelconques, on dit que le

1 .y - ~ . .
colit ¢ est inférieur a ¢ et on écrit ol < c si vie{1,2,...,n}, ¥je{1,2,...,n},
1
C. .

. _ — . 1
Remarque 1 : Soit un vecteur u = (ul,uz,... 'un'l.l'n+1’un+2”" ’un+n) et soit ¢ le

coiit possédant la propriété c(F) défini par cij = u.tu i i=1,2,...,n
j=12,...,n. D'aprés le corollaire du théoréme 1, le probléme de recherche d'une
tournée optimale par rapport au coiit c1 est trés facile. Le fait que ueD implique
que c1 < ¢, donc que le cofit de la tournée optimale par rapport au coiit c1 constitue
une borne inférieure des cofits des tournées par rapport d c. C'est ainsi que le
probléme (P') est interprété comme la recherche d‘un cofit cl possédant la propriété
c(F), cl < ¢, par rapport auquel le cofit de la tourné optimale constitue la meil-

leure borne des cofits des tournées par rapport a c.

Remarque 2 : Il est facile de voir que le domaine D est convexe [9]. De plus,
d'aprés le théoréme 1, pour ucD, w(u) = min <u,60>.

OEg[2,n—1]
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Proposition 2 : La fonction w : R2'n —> R définie par :

- ® si ugD
w(u) = min <u,60> si ueD
0@y n-1]

est concave.

Démonstration : La fonction w!' : R2'n —> R définie par
w'(u) = min <u,0%> est concave came enveloppe inférieure d'une familile
Oeg[z,n-l]

d'applications linéaires. Ce qui implique la concavité de la fonction w.

2.3 - Caractérisation du maximm de w

Définition 4 : Soient keN et £ : R* + R une fonction concave quelconque. Soit

erRk tel que f(xo) # + <, Un vecteur Y de Rk sera dit appartenir au sous-

différentiel 3f (Xo) de la fonction f au point x S si la fonction x - f(x)—<x,y0>
atteint son maximum au point X, le vecteur Y, s'appelle aussi sous—gradient de

f au point X -

Un des résultats les plus importants concernant les fonctions concaves

ou convexes est le suivant :

Théoréme 2 [9] : Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

concave f atteigne son maximm en X, est que Oe¢ 8f(xo) .

Ce théoréme donne une caractérisation trés importante du maximm
d'unefonction concave et montre canbien il est nécessaire, dans notre cas
de connaitre le sous—-différentiel de la fonction w en un point u donné. Ceci
fait 1'objet de la proposition 3 suivante qui a été démontrée dans [11] dans
un cas particulier, le cas ol D est &gal a R2'n tout entier. Mais avant tout,

voici les deux notations que nous adopterons dans toute la suite.

Notations 2 :

(i) Soit ueD, a chaque couple (i,]j) tel que ui+un+j = cij’ nous associons

un 2.n-vecteur y = (Yl'Yz”"’Yn’ n+1’Yn+2""'Yn+n) défini par Yy = e =1
et v, = O pour k # 1 et k # j. Nous notons indifféremment pour T (u) 1'ensemble

{Yl,yz, eoe ,Yk} de tous les vecteurs 7y ainsi obtenus ou la matrice dont les co-

lonnes sont les vecteurs yl, YZ, ceey Yp.
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(ii) Soit ueD, nous notons indifféremment par O(u) = {tﬂ L8, ... ,Bq} 1'en—-

semble {6/w(u) = <u,6>} ou la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
1 .2 q
67, 6 )

’ g ecesg

Proposition 3 : Soit u®eD et supposons que I'(W°) = {Yl,yz,... AP} et

ow®) = {o,0%,...,69}, alors le sous-différentiel de w en u° est :

(o} i 9 i .
wu) = {v/v=-13 aj Y+ L A;.07 ;a2 Opour 1 =1,2,...,p;
i=1 i=1
q
A,> Opour i = 1,2,...,q et Z}\i=1}.
i=1

Démonstration : Dé&signons par 0 la matrice dont les vecteurs colonnes sont

les vecteurs 60, 059[2 n-11° D'aprés la définition 4, dire que vocaw(uo) équivaut
’

5 A o . . (e}
a dire que la fonction u + w(u)-<u,v > atteint son maximum en u~ ou encore que

le programme linéaire

u.A2 <

C
(PL) { p~-u.0 <O

P - <u,v0>

w(max) ,

olipe R, A2 connu au §1,0 d'ordre 2.n x (n-2)!, admet (po,uo) comme solution

optimale.
D'aprés le théoréme de dualité, le programme lin&aire dual
a: ((11'(12'...'(1“2) > O
A = (A 'A ]ooo,A ) 2 O
1772 n-2}!
(DL) { (n=2)
00 ... 111...1 o 1
| IR
A2 : -0 A ~v°
]
c. = z(min)

adiret une solution optimale (a,)). Le théoré&me des écarts complémentaires
affirme que :

(i) Pour les contraintes W+’

o sont nulles.

(i1) Pour les contraintes p < <u,8>, les composantes correspondantes de A

sont nulles.

15 < Cij’ les campoasantes correspondantes de
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I]1 existe donc deux systémes (0, ,0. ,...,0, ) et (AL ,A. ,...,2 )
1 b lp B I Jq
non négatifs tels que A. +A, +...+A. =1 et :
3 I Jq

q i q J
v =<7 a, .Ylk + X A, .0 k

i (9)
k=1 'k k=1 Jk

Donc voeaw(uo) implique que v° vérifie la relation (9).

La réciproque est immédiate.

Notation 3 : Soit ueD, nous notons par A(u) la matrice d'ordre (2.n+l) x (p+q)
définie par :

. | )
OO...OIlll...l

|

A(u) = I'(u) : -0 (u)
I

\ y
od T'(u) et 0(u) sont définis dans la notation 2.

Théoréme 3 : Soit ueD. Les deux propostions suivantes sont équivalentes :

(1) u n'est pas solution optimale du probléme (P').

2.n+1

(ii) Tl existe (p,d)eR {peR, deR?'n) tel que p > O et (p,d).A(u) < O.

Démonstration : Soit o = (al,az,...,ap)eRP et A = (AI,AZ,...,Aq)eRQ.

Considérons le systéme :

(a,A) =2 0O
1] 1
o Ol —
Au). =| :| &
)\ « | O
°) §

D'aprés le théoréme des alternatives [14] [18], 1'une et 1l'une seulement des deux

propositions suivantes est vraie :

(a) 3{a,)) = O tel que A(u). =

Q
Qs0eD =

2.nt+1

(b) 3(p,d)eR tel que (p,d).A(u) £ O et (p,4). >0

OOQIOH
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Le cas (a) équivaut aussi a dire que Ocdw(u).
Si u n'est pas solution optimale du probléme (P'), alors O£dow(u) et par conséquent,
on est dans le cas (b) ; ce qui démontre que (i) = (ii).
Réciproquement, si on est dans le cas (ii) ou (b), alors on n'est pas dans le
cas (a) et Ofow(u). ]

Ce théorémeg dont la démonstration est trés simple, donne une caracté-
risation particuliérement commode de 1'optimum de la fonction concave w.
De plus, cette démonstration fournit un principe trés important sur lequel se
basent toutes les méthodes de résolution du probléme (P') que nous développerons

dans le chapitre suivant.




CHAPITRE 1IT1I1

METHODES DE RESOLUTION
DU
PROBLEME (p')




§1 - METHODE ASCENDANTE

Dans cette partie, en plus des notations des chapitres précédents que

nous reprenons dans toute la suite, nous adoptons :

Notation 1 :

(i) Nous désignons par 0 la matrice dont 1'ensemble des colonnes est
o}
Oelh.
{8 / eéﬁj,n—lj}

(ii) Nous désignons par b le (2n+l)-vecteur défini par b1 =1 et bi =0

pour 1 = 2,3,...,2n+1.

Soit ue D, le théoréme 3 du chapitre II affirme que, si u n'est pas

solution optimale de (P'), alors il existe (p,d)eR?‘anrl (peR, deRz‘n) tel que :
p>0 (1)
(p,d).A(u) <O (2)

La relation (2) s' rime aussi en disant que
exp. qu

Wyel'(u), <d,y> <0 (3)

A

¥0eO (), <4d,6>

v

p
ou encore, puisque que p > O,
¥0eO(u), <d,6> >0 (4)
Pour un réel positif t suffisamment petit, le point utt.d posséde
les propriétés suivantes :
(i) wtt.d eD.

A s o i
En effet, d'aprés (3), pour le couple (i,j) tel que ui+un+j = C;qr
u, + un+j + t.di + t'dn+j =uy + un+j + t.<d,y> ol <«d,y> <0

{(ii) w(utt.d) > w(u)

En effet,
w(utt.d) = min (<u,0>+t.<d,0>)
B8e0 ()
=w(u) + t. min <4,6> (5)

8e0(u)

>w(u) , d'aprés la relation (4).
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Le vecteur d ainsi obtenu s'appelle une direction de montée de la
fonction w au point u. Un résultat analogue est &noncé camme théoréme 3 dans
[5] dans un cas particulier, le cas ol le damaine D est égal & Rz'n.

Soit ueD et supposons que u n'est pas une solution du probléme (P').
Soit d une direction de montée de w en u. Posons :

A{u,d) = min <4,6>
B8e0(u)

0(u,d) = {6/6e0(u) et <d,6> = A(u,d)}

alors, la relation (5) nous permet d'énoncer :

Proposition 1 : Pour un réel positif t suffisamment petit, on a :

O(utt.d) = 0(u,d) et wutt.d) = w(u) + t.A(u,d)

L'algorithme que nous allons proposer consiste a, partant d'un point
ueD, déterminer une direction de montée de w en u (ou prouver que u est une
solution optimale de (P') si d n'existe pas), déterminer le plus grand t tel
que O(utt.d) = O(u,d) et wtt.deD, poser u' = uwtt.d et recammencer la méme
opération si u' n'est toujours pas une solution optimale de (P').

Remarque 1 :
Considérons le programme linéaire maitre [3] :
[ x20, 20 (¢er P20
(n-2) !
(PLag) S
A2.x - 0.0 =0 (notation 1)
t Cc.x = z(min)
(n-2) ! i . . .
(0.¢ = i_El ¢;.67 o 1'indice i parcourt 1'ensemble des pernmtatlors@[z’n_l])
Son dual est
u.A2 <c
(DIM) { p - <u,8> <0 , 6eO
P = w(max)
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L'application de 1'algorithme dual révisé du simplexe [3], (143, [18]
sur le progranme (PLM) revient & déterminer d'abord une base duale réalisable
de (PLM) qui correspond & une variable duale (p,u) telle que ueD et p - <u,0> < O
pour tout 8¢0, ensuite a pivoter sur cette base pour obtenir une autre base
toujours duale réalisable de (PIM) et ainsi de suite pour aboutir finalement
d une base qui est a la fois duale et primale réalisable. Les développements
plus haut montre que la procédure que nous allons proposer n'est autre que
1'algorithme dual révisé du simplexeappliqué sur le programme-maitre (PLM) avec
une technique de génération de colonne, du type Benders [3].

A partir de cette remarque, nous nous contentons de décrire la procé-
dure en nous passant de certaines justifications, les lecteurs qui s'y intéres-

sent peuvent les trouver dans [3].

1.1 - Description de 1'‘'algorithme

Initialisations

Elles consistent a détemminer un meilleur point u de départ apparte-
nant d@ D. Nous en domnons deux, la premiére est nettement moins bonne que la
seconde mais elle permet de mieux comparer les méthodes de résolution du pro-
bléme (P') entre elles.

Initialisation (1)

Posons :
u? = min ci. y 1i=1,2,...,n
1<j<n I
o} .
U, = 0 r 1=1,2,...;n
Initialisation (2)
Posons :
W = min c i=1,2 n
i . ij ’ 1Sgpesey
]
u? . = min {c..-u.} i=1,2 n
L+ .. 1, ’ 12700e,

1<j<n

I1 est facile de voir que les deux pointsuO ainsi construits appartiennent

o174
S
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Construction d'une direction de montée

Soit ueD, considérons la matrice A(u) associée d u. Nous supposons que
1'hypothése de non dégénérescence est vérifié c'est 3 dire que le nombre de co-
lonnes de la matrice I'(u) est inférieur ou égal & 2n. De plus, nous pouvons Suppo-
ser que le nombre de colonnes de A(u) est inférieur ou &gal & 2nt+l (sinon, nous
remplagons u; par ui/t ot t est un réel convenablement choisi). Reprenons donc

le systeme :

(a,A) 20

o
A(u). =Db (notation 1)

A
ol A(u) est d'ordre (2nt+l) x k avec k < 2n+l. Soit A la matrice d'ordre
(2n+1) x (2nt+l) telle que A.A(u) = A(u). Par une permutation de lignes et de

-

colonnes de A(u), on peut supposer que A(u) posséde la forme suivante :

(4 N 4 4
1 0
4
Au) = o) )
1 v cé
-0
\ y v

Définition 1 : Nous disons que A est la matrice inverse de la base par rapport au

point u.
Soit b = A.b = premiére colonne de A.

lexr cas : 3dr, 1 <r <k tel que Er < 0, alors le vecteur

(p, ) = (0,...,0,-1,0,...,0). A, ol la canposante non nulle égale 3 -1 est de

rang r, vérifie les relations :

©,...,0,-1,0,...,0) .A.A(u)
©,...,0,-1,0,...,0).A(u) <0 (6)

(p,4d) .A(u)

(p.d) .b (,...,0,-1,0,...,00.b >0 (7)

Ie vecteur d ainsi déterminé est une direction de montée de w en u.

2&me cas : Vrell,2,...,k}, Br >0 et il existe r, k+1 < r < 2n+l tel que Er >0

(resp. Br < 0), alors on vérifie facilement que le vecteur
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(p, Q) = (0,...,0,+1,0,...,0).A (resp. (0,...,0,-1,0,...,0).3), od la camposante
non nulle &gale a +1 (resp. -1) est de rang r, vérifie les relations (6) et (7),

et d sera toujours une direction de montée de w en u.

e e 1 e e

3éme cas : vre{1,2,...,kl}, Er > 0 et Vre{k+1,k+2,...,2n+1}, Sr= 0. Dans ce cas,
le k-vecteur b' = (}3]',}32,. .. ,Ek) vérifie

b' >0 (8)

A .B' = a t.AAW).B

A AW .

=Db (9)

D'aprés le théoréme 3 du chapitre II, (8) et (9)exprimet bien que u
est une solution optimale du probléme (P').

Construction du plus grand pas t

Soit Il = {(;L,J)/ui+un+j < cij et di-!dm_j > 0}.

L — 1 — -

Posons t' = _ min (c:ij uy un+j) / (di+dn+j)
(1,3)511

D'autre part, pour simplifier 1'exposé, supposons que le point u

posséde la propriété suivante :

u2+u,=...=u. +u > s 21, +u = L0 = U

. . + u
nt2 11 n+11 lk rruk n-1 2n-1

De méme, supposons que la direction de montée d posséde la propriété suivante :

2

i nkik n-1 2n-1
Solt I, = {3/i=1.2,...k, & A4 o> d; +dyy b
] J ] J
Posons t" = min (u, +u_ . -u -, y/@, ,.+d_,. ,.-d, -d ).
. i. i, Ti.+H1l i+l i.+1 i .+l . ntig
jeg, 3 Mo MYy 3 s B Bl

Alors :

t = min{t',t"}

et u'=u+ t.d4d.
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Remarque 2 :
Si u n'est pas solution optimale du probléme (P'), d'aprés la construction

du vecteur d, on se trouve soit dans le ler cas, soit dans le 2&me cas. Si 1'on
est dans le ler cas on doit quitter la réme colonne de A(u) qui correspond 3
une colonne ¢F de la matrice des contraintes du programme maitre (PLM). Si 1'on
est dans le 2&me cas, aucune colonne de A(u) n'est abandonnée, c'est une colonne
correspondant d une variable artificielle de (PLM) qui est abandonnée-.

Remarque 3 :

Supposons toujours que u n'est pas une solution optimale du probléme (P')
et on a donc u' = wt.d. Si t = t', en suivant la direction d, on "se butte"
sur un hyperplan vertical et c'est une colonne de la matrice A2 qui entre dans
la base correspondant 3 u'. Si t = t", on "se butte" sur un hyperplan défini
par une colonne de O(u') et c'est une colonne de la matrice 0 qui entre dans la
base correspondant 3 u'. Dans tous les cas, c'est une colonne £° de la matrice
des contraintes de (PLM) qui entre dans la base. C'est i ce niveau qu'intervient
la technique de génération de colonne qui a été résolue par le lemme 1 du cha-
pitre IT et qui explique le calcul de t' et de t".

_Remarque 4 :
Supposons que, en passant du point u au point u', il existe une colonne &F
qui quitte la base relative 3 u et une colonne £~ qui entre dans la base relative

a u'. Il est clair qu'a 1'étape actuelle de l'algorithme, il faut considérer, non
pas 2°, mais 25 = .75,

; : (e )
1 0 |- g3
- 1
1
L] S
0 %

A = o) 25 = 2
- —— —_— o ae —— a— _l. :
L o) ;

Ir \ 2n+1 J

(Les &léments non écrits de la matrice A(u) sont nuls).
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Pour avoir la matrice A(u'), il suffit de remplacer la colonne ' de
A(u) par 25, et de multiplier & droite la matrice ainsi obtenue par la matrice

de pivotage (151 :

r 2? )
o5
2
r
1 .
1
Drs - JLS
r 1]
[
22+1 1
L
\ r v

La nouvelle matrice inverse de base par rapport a u' sera D .A Dans le cas ol
aucune colonne ne sort de 1'ancienne base, on choisit l'1nd1ce r arbitrairement

sSur une camposante Rr non nulle de 25 avec r # 1,2,...,k.

1.2 - Algorithme

A chaque étape i de 1'algorithme, la variable courante sera notée par
ul, le nombre de colonnes de la matrlce A(u ) par ki’ la matrice inverse de la
baseparl\ ’ levecteurA bparb ’ lepastpart » P par p; ,dpardi, i par
QstarSL SlparflietD parD. |
Pas (0) - Poser i := O ; définir u” par 1'initialisation (1) ; calculer la matrice

A(®) d'ordre (2ntl) x k_ i calculer la matrice inverse de base A° ainsi

queb

: =1 !
Pas (1) - 8i vre(1,2,...,k;}, b 20 et vre{k+1, ki+2, ..., 2nt1}, b_ =0,

terminer : la solution ul est optimale sinon :
ler cas : E{rif{l,z,...,ki}, 5; < 0, aller en (2)

2&me cas : Vre{l,Z,...,k.}, Bi > 0. Adr {ki+1, ki+2, ..., 2n+1},

b; > O (resp. b < 0), aller en (3)¢

Pas (2) : Poser (pi,dl) := (0,...,0,-1,0,...,0) .at ot la composante -1 est de
rang r ; calculer le pas ti ; faire ul+1 = ut, .4 . Calculer la co-

~ . ] . s
lomne & faire entrer dans la base & i faire Q’i

o

= Al.ii ; calculer
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. . i . ity i i _
la matrice de pivotage Drs ; faire A = Drs'A ’ ki 4 5= ki’
=i+ . i . .
bl 1 := premiére colonne de Al+1, i := i+l et aller en (1).

Pas (3) - Poser (pi,dl) = (0,...,0,4#1,0,...,0) .AY (resp. (p;,d) = (0,...,

0,-1,0,...,0) .Al) ou la campsante +1 (resp. -1) est de rang r ; calcu-

ler le pas ti ; faire uJ‘+l 1= ul+ti.dl ; calculer la colonne 3 faire

entrer dans la base 1> ; faire a*™! .= p A, ko= ko1, BETL =
i rs i+l i

1

premiére colonne de att ¢+ 1 := i+l et aller en (1).

1.3 - Efficacité pratique

L'inconvénient de la méthode ascendante provient d'une part de la
dégénérescence qui est liée i la nature du probléme et d'autre part des erreurs
de précision qui conduisent souvent la variable courante en dehors du domaine

En effet, dans le programme (PILM), les coiits correspondant aux variables
¢ sont nuls ; ce qui implique que le polyédre du programme (DLM) est trés dégé-
néré. Prenons par exemple un systéme de cofits ¢ > O. Ie point (p,u) ol p =0
et u = O appartient 3 au moins (n-2)! hyperplans : ce sont les hyperplans qui
correspondent aux colonnes de la matrice O.

Il nous semble que, en pratique, ce phénamdne de dégénérescence ne
constitue pas le principal inconvénient de la méthode, ce sont plutdt les erreurs
de précision qui posent de sérieux problémes. En effet, pour les programmes de
tailles assez grandes (n > 10), les erreurs de précisions entrainées par 1'in-
version d'une matrice d'ordre (2n+1) x (2n+1) accentuent nettement leurs effets.
Etant donné un point ueD, soit d la direction de montée calculée en u. Théorique-
ment, pour t suffisamment petit, utt.deD. En pratique, on avait souvent utt.d¢D
(figure 1).
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uHd (pratique)

utd (théorique)
utt.d (pratique) ——%

it .d (théorique)

§2 - METHODE DI PENALITE .

Les difficultés rencontrées dans la méthode ascendante, les erreurs
de précision qui conduisent souvent la variable courante u en dehors du domaine D
nous suggére d'envisager la suppression de ce domaine. Cette suppression néces-

site une légére modification de la formulation proposée.

2.1 -~ Modification de la fornmlation

Reprenons le programme linéaire continu (PC)

0 |

Y 2 |
X >0
(eC) | Al.y =1

-B.y + A2.x =M

c.X = z(min)

Nous avons vu que, une tournée étant donnée, les variables de positions
y et de trafics x qui lui correspondent constituent une solution réalisable de

(PC). D'autre part, il est clair que, pour cette méme tournée, la same totale |
des trafics sur les arcs est :
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I x.. = (2mn) (n-1)/2 (10)
i,j

que nous abrégeons par
A3.x = a (11)

Donc l'introduqtion de cette contrainte (10) ou (11) dans (PC) donne
un nouveau programmne (PCM) :

Y20
x2 0
(PcM) | Al.y =1
-B.y + A2.x =M
A3.x = a
Cc.X = z(min)

dont la valeur de la solution optimale reste toujours une borne inférieure des
colits des tournées. On peut penser que 1l'addition de cette contrainte supplémen-—
taire & (PC) reléve un peu la valeur de sa solution optimale, c'est & dire que
le programme (PCM) donne une borne plus serrée des coits des tournées. La propo-
sition suivante affirme le contraire.

Proposition 2 : La contrainte (11) est redondante.

Démonstration : En effet, pammi les contraintes de (PC), on trouve (voir
§3.1 du chapitre I) :

n
) xl. = m+l

=1

n

z Xn' =0

=1 ™

n n-1 :

I X..= ¥ Jj.uy..+m i=2,3,...,n"1.
j=1 1] j=2 1]

En faisant la same de toutes ces contraintes, on obtient :

n-1 n-1
LI X,.=ml+ & j.I y..+ (n-2).m
i,j H j=2  i=2 1]
n-1
=mtl + ¥ j+ (n-2).m
J=2

(2mtn) (n-1) /2. 0
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Si l'introduction de cette contrainte supplémentaire ne permet pas d'a-
méliorer la borne cherchée, elle permet de supprimer le domaine p et d'appliquer
une méthode proposée dans [ 6] pour résoudre le programme (PCM) ainsi obtenu. En
effet, le dual de (PCM) est :

2. (n-2)

2.n
ucR

veR

teR
(DCM)
v.Al - u.B <0

u.A2 + t.A3 <

V.1 + u.M + t.a = w(max)

Pour chaque u fixé&,on obtient un progranme

ver?: (072)

teR
(DCMu) v.Al < u.B

t.A3 < ¢ - u.A2

v.1 + t.a + u.M = w(u) (max)

Son dual s'écrit :

[\

v 20
X 20
(PCM, ) Al.y =1

A3.x = a

u.B.y + (c-u.A2).x + u.M = z(u) (min)

Soit Wy R2.n > R dvfmle par w, (u) = valeur de la solution optimale de (PCM ).

I1 est clair que, si u” est solutlon du probléme :

nmax w, (u)
2.n 1
ue R
et si v et t* forment une solution optimale de (DCMu*) , alors (v*,u*,t*) est une

solution optimale de (DCM).

2.2 - Propriétés de la fonction Wy

Proposition 3 : w,(u) = <u, 0%> + m1rJ1 {clj—u1 n+3} (2mtn) (n-1) /2 ot 0<B(u) .
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Démonstration : Il est évident que, si y* est solution optimale de

X y >0
(P1) Al.y =1

E u.B.y + u.M = z'(u) (min)

et x* est solution de

X220

(P2) A3.x = a

(c—u.A2) .x = 2" (u) (min)
Alors (y*,x*) est une solution optimale de (PCMu) . D'aprés le théoréme 1 du
chapitre I, & 1'optimm de (Pl), on a :
z'(u) = <u,6°> avec oe@(u).
D'autre part, puisque (P2) ne possé&de qu'une seule contrainte :

.Z. xij = (2mtn) (n-1) /2,
1,]

il est évident que, 3 1l'optimim de (P2), on a :

z"(u) = min{c, .} (2mtn) (n-1) /2. 0

+
i3 131nj

Proposition 4 : La fonction W, est concave.

Démonstration : Camme Wy est la somme de deux fonctions z' et z", pour

rouver que w, est concave, il suffir de prouver que z' et z" sont concaves.
1

z' est concave d'aprés la proposition 2 du chapitre II.
z" est concave came enveloppe inférieure d'une famille de fonctions af-
fines. u

Remarque 5 : Si 1'on désigne par Q, l'ensemble des points extré@mes du poly&dre
convexe associé au progranme (P1) , par Q2 ceux du polyédre convexe associé au
programme (P2) et par{(y WX ), (y /X ),...,(y DY e produit cartésien Q X Qy
il est facile de voir que :

wy (W) = min {ck+<u,\)k>} (12)
1<k<q

ot ck = c.xk (13)

\)k = B.yk + M- A2.xk (14)

La proposition suivante n'est qu'un cas particulier de la proposition 3

du chapitre II, cas oll le damaine D est égal & R‘2'n tout entier.
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Proposition 5 : Soient ucRZ'n et K(u) = {k/l <k <q, W) (u) = ck + <u,\)k>},
alors le sous—différentiel de w, en u est 1'enveloppe convexe de 1l'ensemble

1
{\)k/keK(u) }.

Cette proposition rontre combien il est nécessaire de connaitre expli-
citement la forme du vecteur \)k, pour keK(u). Ceci fait 1'objet du résultat sui-

vant qui se déduit facilement de la remarque 5 .

Proposition 6 : Soit u(-,Rz'n. Soient ¢e®(u) et (io,jo) tel que

T e r.nn.]{cij—ui—um_j}, alors, pour keK(u),
o o o 1i,j
k o
v =06 + (0,...,0,-a,0,...,0,-2,0,...,0) (15)

ol les deux composantes non nulles(€gales a -a) sont de rang io et (n+jo)

respectivement.

2.3 - Description du premier aigoritlmle

La procédure que nous proposons ici est due 3 Held et Karp [6].

Pour la décrire, nous avons besoin de la notation suivante :

Notation : Soit u«aRZ'n, nous désignons par K(u) 1'ensemble {\)k/l <k <q,

Wy vy = ck + <u,\)k>] et par k(u) un élément quelconque de K(u).

-~

Cette notation étant faite, la orocédure consiste alors & calculer
unc suite {u'} par la formule de récurrence suivante :
k (u™)

it} i
u =

u o+ t.v (16)

ol t est un scalaire €gal a une constante.
Les résultats suivants (proposition 7, 8 et théoré&me 1) sont dans [6].
Certains d'entre eux sont des cas particuliers de ce qu'on peut trouver dans

(12} et [13i concernant la méthode de relaxation pour résoudre un systéme d'in-

équations. I1s établissent, en quelque sorte, la convergence de la procédure.

2.4 - Convergence de la premiére procédure

Proposition 7 : Soient u et u deux points de R2'n tels que Wy (0) 2 vy (u), alors

(G-a) K@ w (@) - w () = o.

k (u)

Donc 1'hyperplan, passant par u et edmettant v conme normale,

détermine un demi-espace fermé@ contenant tous les points u tels que Wy () = Wy (u).
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Ce demi-espace contient en particulier u*, solution optimale de la fonction con-
cave w, . La procédure proposée consiste justement &, partant d'un point u, faire
un pas dans ce demi-espace en suivant la direction de la nommale vk

La proposition suivante montre que, pour t convenablement choisi, le

point wHt, v W st plus "proche" de u que u.

. . - k()2
Proposition 8 : Si O < £ < 2(w, (@) - w, () / ||v |1°, alors
|G- e SO | < | [Gul|. (|].|] @8signe 1a nome euclidienne).

Théoréme 1 : La suite {u]} définie par la relation (16) satisfait la relation :
. i
Sup wl(ul) > max  w(u) - % .t.1lim sup| |vk(u )| |2.
1 j->o0

uERZ.n i

Ce théoréme montre bien 1'importance du réle du paramétre t dont nous
parlerons a la fin du §2. Dans la pratique, le critére d'arrét de 1'algorithme
est déterminé par le choix d'un entier naturel p défini comme suit : s'il existe
un entier h tel que :

max W, (ul) < max - w, (ul)
O<isp(h+1)=-1 O<i<ph-1

c'est 3 dire que si aucune augmentation de la fonction Wy n'est enregistrée au
bout de p itérations, alors on arréte la procédurela meilleure solution 3 rete-
nir sera le point u tel que

w, (0) = max w (ui)

Osisph-1

2.5 - Premier algorithme

(o)
Pas (0) - i := O ; définir w° par l'initialisation (1) ; calculer \)k(u ) et
Wy (uo) ; poser % := 0O, u’ = u et wI =w, (uo) .
. . i-1 i .
Pas (1) - Faire i := it+1, ut =t ! + t.\)k(u ) ; calculer \)k(u ) et Wy (ul) :

si Wy (ul) > w; aller en (2) sinon aller en (3).

Pas (2) - Poser u*:= ul; w*

1= wl(ul) et & := 0 ; aller en (1).

Pas (3) — Faire £ := f+1 ; si & < p alors aller en (1) sinon terminer : la solu-
tion a prendre est u”.



2.6 - Description du deuxiéme algorithme

11 s'agit tout simplement d'une variante de la procédure précédente.
Elle consiste & calculer une suite {ui} définie par la relation de récurrence
suivante :
k(ui)

i+l

u =u + t,.v (17)
i

ol {ti} est une suite de scalaires vérifiant :

(i) lim t, =0
j.—)(»

(ii) ¢ ti = 4
i=0

Cetlte procédure est justifiée par le théoréme de convergence suivant

2.7 - Converdence de la deuxiéme procédure

a4 , (o} . A
Théoréeme 2 [7]), [13] : Pour touualnltlaigsatlon u’, la suite {ui} définie par
la relation (17) admet une sous-suite {u l} qui converge vers une solution op-

. x <
timale u de la fonction concave wl.

+1

. . . . o . i i i
En particulier, s'il existe un indice i tel que u =u, alors u est

une solution optimale de la fonction W, .

Puisque la fonction W, est continue comme enveloppe convexe inférieure

d'une famille de fonctions affines,la sous-suite des valeurs {wl(u i)} converge
L. .
vers wl(u*). Soit {w, (u ")} une sous-suite de {wl(uki)} qui vérifie la propriété

suivante :
9,

L.
VicN , wl(u l) < wl(u 1+l

) (18)

L,
il est évident que la suite {w, (u *)} converge aussi vers wl(u*).

Dans la pratique, on extrait une sous-suite {wl(u i)} de la suite
initiale {wl(ul)} qui vérifie la relation (18) et on considére qu'il y a conver-
gence dés que :

. L.
|w, (u Y- w, (u T <.

ol £ est un réel positif choisi d'avance.




2.8 — Deuxiéme algorithme

o}
Pas (0) - Poser i := O ; dé&finir u° par initialisation (1) ; calculer \)k(u )
et Wy (uo) : poser u* = uo, WI =W, (uo) .
. < i-1 i .
Pas (1) - Faire i := i+1, ut =t 1+ti__l.\)k(u ’); calculer \)k(u ) et Wy (ul) ;
si Wy (ul) I aller en (2), sinon aller en (1).

Pas (2) - Poser u" := ul ; si |w (u ) - Wy | < € terminer : la solution est u"

sinon poser w1 =Wy (u ) et aller en (1).

2.9 - Efficacité pratique

En pratique, les deux procédures de pénalité sont presque de méme
vitesse de convergence. Elles sont trd@s sensibles aux choix des paramétres : t
et p pour la premiére procédure et € et la suite {t l} pour la seconde, choix
qui dépendent de la nature du probléme. Malheureusement, nous ne disposons pas
de critéres théoriques précis qui permettent de déterminer ces paramétres de
maniére optimale.

Le théoréme 1 montre que l'efficacité de la premlere procédure de
pénalité dépend beaucoup de la valeur de lJm Sup| |v k(al) | [ . Plus cette valeur

est petite, plus la méthode est mleuxadaptee au probléme. Utilisée dans [6] pour
résoudre le probléme du voyageur de camerce, cette procédure a donné des résul-

tats surprenants, campte tenu du fait que | |\)k (ut) | |2

converge souvent vers O
quand i tend vers 1l'infini. Malheureusement, cette régqularité ne se retrouve
pas ici. En effet, d'aprés la proposition 6, on a :
k() _ o
v =6+ (0,...,0,-2,0,...,0,-3,0,...,0)
Or les camposantes de 69 sont de 1l'ordre de mti avec 2 < i < n-1 tandis que a

i
est égal & (2mtn) (n-1)/2, ce qui implique que ”\)k(u )”2 demeure trés grande en

général. Cette "non régqularité" sur les canposantes de v k(u ) fait qu'il est im-
possible de trouver un paramétre t qui convient 3 la procédure : si t convient aux
petites composantes, il ne convient pas aux grandes et vice versa.

Bien qu'il ne soit cammenté que pour la premiére procédure de pénalité
1'inconvénient entrainé par la "non régularité" des camposantes de .\)k (u) est le
méme que pour la deuxidme procédure de pénalité. Il peut &tre aussi expliqué de
la maniére suivante :
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En supprimant le domaine D, on introduit une contrainte redondante A3.x = a
qui, en temes de variables duales, devient en quelque sorte une pénalité quand

uéD. En effet, si ufD, la quantité min{c..—u . (2mtn) (n-1) /2 devient négative

—u_, L}
i, 1 4 n+j

et diminue la valeur de <u,80> pour donner la valeur de W (u) . Dans les deux

Lkl

- - e . . . +1
rrocédures de pénalité, en suivant la direction du vecteur v

, le point ut

sort souvent du domaine D et on a du mal 3 y revenir.

Les expériences montrent que, en général, les procédures de pénalité ne

sont pas efficaces, surtout pour les problémes de grandes tailles.

METHODE DE SOUS—-GRADTENT GENERALISER

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que le fait d'ajouter la
contrainte A3.x = a n'a pas apporté de solution convenable au probléme (P')
et que, finalement, nous n'avons pas intérét i sortir du domaine D 3 cause de

la ptnalité que nous allons subir.

Dans cette partie de 1'exposé, nous nous'proposons d'étudier une procédure
trés semblable & celle du paragraphe précédent, en restant toutefois dans le do-

maine D. Reprenons donc la fonction w définie dans le chapitre IT par :

min <u,00> si ueD

U(:g -

w: RS R, w(u) = 12,n-1]
- sinon

La procédure que nous allons proposer consiste 3 calculer une suite {ui}

par la relation de récurrence suivante :

(i) uOep

(1) = oty t;.a" (19)

ol les suites {t;} < R et @ R>*" seront & déterminer.

3.1 - Description de la procédure théorique

Pour faire cette description, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 2 : Soit VeRz'n—D, nous appelons projection de v sur D et nous notons

PD(V) le point v'eD vérifiant :

w"eD, ||v-v'}] < ||jv-v"]].
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Puisque D est convexe fermé, pour tout v, P, (v) existe et est unique [9].

Construction du vecteur gt

Le vecteur d' de la relation (19) dépend uniquement du point u’. Pour sim-
plifier les notations, nous supprimons 1'indice i et construisons donc le vecteur
d correspondant au point u.

Soit ueD et con31derons le 2.n—vecteur 6° oll ¢ est un &lément quelconque
de ©(u). Désignons par y ’ y ) oeeey Yp les éléments de TI'(u) (voir chapitre II).
Deux cas sont possibles :

ler cas : ¥ie{1,2,...,p}, <Yl,60> est non positif.

Dans ce cas, nous prenons d = 6

2&me cas : 3ie{1,2,...,p}, <v*,08% est positif.
Si I est une partie de 1'ensemble {1,2,...,p}, nous désignons par DI 1'en~
semble convexe {u/Vi€I, <u,Yl> < o, ol k et n+f sont les rangs des commosantes

non nulles, égales 3 1, de Yl}. Puisque D est 1l'intersection finie de tous les
demi-espaces fermés de forme ui+u.n+j < cij pour i =1,2,...,net j =1,2,...,n,
il est facile de voir que :

31Ic{1 2,... P}, 3o strictement positif assez petit tel que

P (utp. o ) = P (utp. 6° ). (Voir Figure 2).
I

ie en dessous de la

ite Dl

FIGURE 2




Dans ce cas, nous prenons d = %—(PD(u+p.60)—u)

Remarque 6 :
Il est clair que utp.deD. D'autre part, puisque u = PD(u), d'aprés un résultat

dans [2}, on a :
Hall < [lute.8%ul|/p

< 116%]

Construction de la suite {ti}

Soit t un réel positif fixé. D'aprés la construction de la direction di

irp.alen. soit

p. = Supip/p > O et ul+p,dleD , alors nous prenons t. = min E,p . La construc-
i i i

correspondant au poit ul, il existe p > O tel que u

tion de la suite {ti} étant faite, nous faisons 1'hypothése supplémentaire sui-

vante :

(iypo) ¢ 34 € >0 tel que Vi ti > E.

Cette hypothése signifie que, le point u et la direction d correspon-
dante étant donnés, on peut toujours faire un pas de longueur supérieure ou égale

a ¢ en restant dans D. Ceci est facilement vérifié dans la pratique.

3.2 - Convergence de la procédure théorique

Nous allons établir ici un résultat analogue au théoréme 1 du para-

graphe 2.

Leme 1 : Soient u et u deux points de D tels que w(u) = w(u). Soit d le vecteur

de direction calculé en 3.1 relatif au point u, alors

<(u-u) ,d> = w@) - w(u) = O.

Démponstration : Sans perte de généralité, on peut supposer que u = O.

Considérons le vecteur g° & partir duquel est construit le vecteur d dans 3.1

d'aprés la proposition 7, on a :
<1,6% > w(u) - wl) > O (20)
D'aprés la construction du vecteur 4, on a :
d=P (p.0°
o 5 (-0 )
En appliquant un des résultats de {91, nous avons :

<G,p.d - p.6’> > 0
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Ce qui implique que <u,d> = <ﬁ,60> et campte-tenu de (20), la déwnstration
s'achéve. 0
Leme 2 : Si0 < t < 2W@wm) , alors ||u - (uwt.d) ]| < ||u-ul].

2
Fart

Démonstration : Méme démonstration que le lemme 2 de [6]. O

Notation 2 : Soit ;veR, nous désignons par S;', 1'ensamble {u/w(u) = w}.
Lemme 3 : Soit W < max w(u). Si la suite {u'} vérifie la relation de récurrence :
uelD

N I N (e i D N
Loaty)?

alors, deux cas sont possibles :
ler cas : S'il existe €7 0 < N < )\i < 2 pour tout i, alors, soit il existe i

tel que uleS;-v, soit la suite {ul} converdge vers un point appartenant a
la frontiére de S‘;.

2éme cas : Si )\i = 2 pour tout i, alors il existe i tel que ules‘;.

Démonstration : Méme démonstration que le lemme 3 de [6]. a

Définition 3 : Soit Q < 21 et {'Hl} une suite 3 &léments dans R2.n. Nous disons

que { nl} est Féjer-monotone par rapport & Q si pour tout meQ, la suite | ITTi-’lT! |

est monotone non croissante .

Un résultat connu dans [12] est le suivant :
o} . .
SiQ# @ et si la suite {'nl} est Féjer-monotone par rapport 3 Q, alors la suite {ﬁl}

est convergente.

Théoréme 3 : La suite {ui} définie par la relation (19) satisfait & la propriété
suivante :

Sup w(u") > max w(u) - % .t.1lim sup||a*| I2
i ueD i

Bémonstration : Procédons par 1'absurde.

Soit L = 1lim sup]| |di| |2 et supposons que, pour tout i, on a :
i

w(ui) < W <max w(u) - % E.L (21)
ueD



Soit w = @ + 1 t.L et considérons le lemme 3, la condition )‘i < 2 devient :

N

i,,2
e 1lal]]

L <
w-w (ul)
ou encore
e,-Ha' % < 2. @wb) + EL

D'apreés (21) et par définition de L, cette inégalité est vérifiée 3 partir d'un

certain rang i.

Pour appliquer le lemme 3, il suffit alors de vérifier que, pour tout i,
: if2
ikl
;J—w(ul)
est supérieur i €5 oil €5 est un réel positif fixé d'avance. Par hypothése (Hypo) ,
il existe € > O tel que Vi, ti > e€. Il suffit alors de vérifier que :
(i) 3 €

L > O tel que vi, Hdi|| > €.

(ii) La suite {w(ul)} est bornée.
Montrons (ii). Puisque Vi, ti > e >0 et que }\i < 2 a partir d'un certain rang i, on
peut appliquer le lame 2 et la suite {ul} est Féjer-monotone par rapport 3 S‘;. Ce

qui implique {u'} est bornée et il en est de méme que w(u'). Soit t > O tel que

vi, Hulll < t. Montrons (i). Supposons que ¥e, > 0, 3i tel que HdiH < g,. Soit

1 1
u” la solution optimale de la fonction w : w(u*) = max w(u). Prenons
ueD
( *)_/\ .
€, = E—Tl—;‘fl, 1 tel que |]a*]| < €,- D'aprés le lemme 1, on a :
t+iju

* i, * i .1
w(ua’) - wu) < <u -ul,d >

< [a"~a[.[]a"]|

* o~
<w{(u) - w

D'odt w(u') > @, contradiction.

Dong, les hypothéses du lemne 3 sont satisfaites, alors que sa conclusion

reste non vérifiée campte-tenu de la relation (21). O

3.3 - Description de la procédure pratique

En pratique, la construction de la suite | ti} reste la méme, seule celle
de la suite {d'} subit une 1égére modification. En effet, pour VeRzun'-Di il est




B s F] & TS T T =

difficile de calculer le point P, (v) dans R2'n rapporté 3 sa base canonique. Dongc,
étant donné un point ueD, pour calculer le vecteur de direction d relatif au point

R2.n

u, nous nous proposons de travailler dans rapporté, non pas d sa base canonique

mais a une base que l'on précisera.

Construction pratique de la suite {d’}

Pour simplifier les notations, nous supprimons 1'indice i. Soit ueD et
construisons le vecteur de direction d relatif au point u. Soient Yl, Y2, ooy Yn.n
les vecteurs définissant le damaine D, c'est i dire que D = {u/<u,yi> < Crg ¥ _
i=1,2,...,n.n; k et nt? désignent les rangs des 2 camposantes non nulles de Yl}.
Supposons de plus I'(u) = {Yl,yz,...,yp } avec p < n.n et considérons le vecteur 6
oli 0 est un &lément quelconque de &(u).

D'aprés le théoré&me des alternatives, soit le systéme :

a =20

(s)
.o = 6°

admet une solution auquel cas u est une solution optimale du probléme (P'), soit
il existe d vérifiant 4.T(u) < 0 et <d,60> > 0.

Le systéme (S) est trés facile 3 résoudre compte-tenu de la forme parti-
culiére de la matrice I'(u).

Proposition 9 : La matrice I'(u) esttotalement unimodulaire.

Démonstration : On peut la considérer comme une matrice d'incidence aux

arétes d'un graphe [15]. O
Soit T' une matrice d'odre 2n x 2.n telle que :
Ir.T'(u) = T(u) (22)

olt T(u) est une matrice d'ordre 2.n x p dont les vecteurs colonnes ne possédent
qu'une seule camposante non nulle, &gale 3 1. On peut supposer que :
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r ] 4 A
1
1
® (0]
0,
T = 0 '

2
~

1 v

O

\ < v

sinon, on fait une permutation de lignes et de colonnes pour la ramener i cette

forme.

C'est la matrice T qui joue le réle de matrice de changement de bases de

R2.n pour les vecteurs yl, i=12,...,n.n d'une part et 60 d'autre part. On a alors

les fommules de changement de bases suivantes :

Yoo= eyt e yl = I‘_1.§1 pour i = 1,2,...,n.n (23)
6 =1.0" <= ¢° = 1.9 (24)

De méne, dans 1‘espace R2.n dual, les formules de changement de bases pour u et

d sont :
a=uwrt<->u=ar (25)
d=drt<.-sa=4r (26)
Cette transformation est illustrée par le diagramme suivant :
RZ‘.n R2in > R2.n > R2.n
u.p! u <u,0% o° r-a°
d.]"--1 d <d,yi> Yl I‘.Y:L

y $

<«a.r,r.0%
.1t et
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Cette transformation étant faite,nous pouvons calculer la direction d relative au

point u en faisant une projection dans les espaces transformés.

En effet, le point u &tant donné, considérons le vecteur 6° ol o est
un élément quelconque de ®(u). D'aprés (24), 6 = r.6%. considérons le vecteur d
défini & partir de § de la fagon suivante :

8, sif, <0 et 1sisp
d =f O s1@iz et 1<ic<p (27)
8, siptl <i<2.n

Proposition 10 : Soit D= {\7/\’;’ = u.F-l, ueD} le transformé de D, alors le vecteur
d n'est autre que la projection du vecteur 6 sur D et il existe p > 0 tel que
utp.deD.

Démonstration : Evidente d'aprés la construction de d. [

Une telle direction d relative au point u 8tant déterminée, pour avoir
la direction d relative au point u, il suffit d'appliquer la relation (26) et on a :

d=d.r.

En résumé, un point ueD &tant donné, pour calculer d, on calcule d'abord
I' telle que I'.T(u) = T(w), pujsé = r.06% De @, on déduit 4 en projetant § sur D par
la relation (27), puis on calcule d = a.r. Remarquons enfin que la projection faite
ici est la projection dans R2'n rapporté, non pas d sa base canonique, mais i ses

bases définies par les matrices T et I' L.

Remarque 7 : Bien que la projection du vecteur 67 ne soit pas faite dans R2'n

rapporté d sa base canonique, nous sommes convaincus que le résultat du théorame 3
reste vrai pour la suite {ul} ainsi calculée. Puisque ceci ne se situe pas dans

l'orientation de notre travail, nous le laissons comme probléme ouvert.

Critére d'arrét : C'est le méme critére que la premilére procédure de la méthode de

pénalité. Il est défini par un enier p de la fagon suivante : s'il existe un entier
h tel que :
max wul) < max  w(u)
O<isp(ht1)-1 O<is<ph-1
c'est a dire que si aucune augmentation de la fonction w n'est enregistrée au bout
de p itérations, alors on aréte 1'opération et la solution 3 retenir sera le point
u® tel que



w(u* ) = max W(ul)
O<i<ph-1

3.4 - Algorithme

A chaque étape i de 1'aldorithme, la variable courante u sera notée par
u', I par I't, § par 6% et 4 par d'. '
Pas (0) - i := O ; définir u® par l'initialisation (1) ; calculer I'(®), 1°, 8°, &° &,
to et w(uo) ; poser 2 := O, u =l et w o= w(uo) .

3 l_ '-1 » ) A. » 3
Pas (1) - Faire i := i+1, u' := u' 4t ,.d  ;calauler I(ul), ri, 61, 4%, 4t t;

et w(ui) : si w(ui) > w* aller en (2) sinon aller en (3).

‘Pas (2) : Poscr u o= u , W= w(ul) et £ := 0 ; aller en (1).

Pas (3) - Faire £ := %+1 ; si & < p alors en aller en (1) sinon terminer : la solu-

N - £
tion a prendre est u .

3.5 - Efficacité pratique

La résussite pratique de cette procédure provient :

(i) De la forme particuliére.de la matrice I'(u) pour un point ueD donné. L‘'uni-
rodularité de la matrice I'(u) implique en outre que le vecteur direction d relatif
au point u est entier, ce qui permet d'éviter les erreurs de précision rencontrées
au §1. En plus de 1'unimodularité, il est trés facile "d'inverser" la matrice T (u)
dont les colonnes ne possédent que deux composantes non nulles, égales & 1. Nous sam-
mes convaincus qu'une sérieuse optimisation en programation permet d'améliorer davan-

tage la performance de la procédure.

(ii) Du fait qu'a chague itération, la variable courante u reste toujours dans
le damaine D et donc que la valeur de la fonction w augmente pratiquement & chaque

itération. Cc phénoméne est d‘'ailleurs confimmé par la pratique.

Les expériences pratiques nontrent aussi qu'il n'est pas moins intéressant

de considérer les deux variantes suivantes de la méthode :

1ére variante : Garder la matrice inverse de base I' & chaque itération. En effet,

souvent dans la pratique, on remarque que d'une itération oll la variable courante
i i i i+ ~
est u" & la suivante ot la variable courante est ul+1, ]‘(ul) et I‘(ul 1) possédent

d peu prés les mémes vecteurs colonnes.
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2&me variante : Garder la direction dt quand la fonction w subit un accroissement

assez important. Plus précisément, soit dl 1a direction relative au point u® et
t un réel p051t1f fixé qui dépend du probléme. Si w(u +t .at )y 2 w(ul)+t, alors on

considére que d@" est la direction relative au point ul+l.

Il convient de remarquer qu'on peut trés bien appliquer les deux variantes
en méme temps.

TABLFAUX DE COMPARATSON

Une version de chacune des méthodes est programmée en Algol W et essayée
sur 1'IRIS 80, les colits sont soit les nambres gérés aléatoirement entre O et 100,
soit les distances entre les points gérés aléatoirement dans un carré de 50 unités
de cOtés. Le temps de calcul est exprimé en 60% de seconde. Pour simplifier, la
méthode ascendante, la premiére procédure de pénalité, la seconde procédure de
pénalité et la méthode de sous-gradient généralisée seront appelées respectivement
méthode 1, 2, 3 et 4. Pour la méthode 3, la suite {t;} vérifie 1a relation
ti = 1/(tl+i) et ne dépend donc que de tl‘ Pour ces quatre méthodes, on n'enregistre
la valeur de w que lorsqu'il y a accroissement. Ces quatre méthodes sont en outre
comparées avec un simplexe standard appliqué sur le programe (PC) .

Premier essai

n=7; m= 6 ; la valeur de la solution optimale est w"r = 140 ; le simplexe prend
288 unités de temps ; pour la méthode 2, p = 50, t = 2/3(2mn) (n-1) ; pour la
méthode 3, € = 107, t, = 3(2mtn) (n-1) ; pour la méthode 4, p = 50, £ = 2/(2m +n).
Le tableau 1 donne les valeurs de la fonction objective en fonction du tenps.



Deuxiéme essai

n=9; m=56 ;

Temps Mahdb% 2 Mahﬂe% 2 Mﬁhﬁe? P M@hﬂe@:.
Fonction objective | Fonction objective | Fonction objective | Fonction cbjective
107 107
5 107
10 107
12 114 130
13 117 117
16 125
19 133
21 123
31 129
38 118 129
42 132
77 131
85 136
88 138
103 140 132
213 134
TABLEAU 1

la valeur de la solution optimale est w = 680 ; le simplexe prend

1368 unités de temps ; pour la méthode 2, p = 50, t = 1/(2mtn) (n-1) ; pour la

méthode 3, ¢ =

107

résultat est résumé par le tableau 2.

» t; = (2mn) (n-1) ; pour la méthode 4, p = 50, £=1/2mn). Ie
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Temps Méthode.l : M(Tathode_Z : Méthode_3 s M?thode.4 3
Fonction objective |Fonction objective | Fonction objective | Fonction objectir
6 488 488
15 488
18 504 533
23 502 511
28 488 528 549
34 493 512
40 543 590
44 562
47 525 525 633
58 617 537
62 588
67 551 599 657
82 614
89 620
98 581
108 660 593 644 662
122 678 : 666
144 680 626 655
165 680
177 644 660
182 654
205 664
207 659
TABLEAU 2

Traisiéme essai

n=15; m=2 ; le simplexe a pris plus de 5 minutes sans arriver 3 1l'optimm ;
la méthode 1 n'est pas applicable & cause des erreurs de précision ; pour la mé-
thode 2, p = 50, t = 2/3(2mtn) (n-1) ; pour la méthode 3, € = 10—5,

t, = 3(2mtn) (n-1)/2 ; pour la méthode 4, p = 50, t = 1/(2m+n). Le résultat est

résumé par le tableau 3.



Quatriéme essai

n =15

li

; m

10 ; le simplexe a pris plus de 5 minutes sans arriver & 1'optinum ;

la méthode 1 n'est pas applicable & cause des erreurs de précision ; pour la mé-

thode 2, p =

résumé

par le tableau 4.

50, t = 2/3(2mtn) (n-1) ; pour la méthode 3, € = 10
t, = 3(2mm) (n-1)/2 ; pour la méthode 4, p = 50, t =1/(2mtn). Le résultat est

5

Temps

Méthode 2 :
Fonction objective

Méthode 3 :
Fonction objective

Méthode 4 :
Fonction objective

697

705

716

718

726

747

750

759

760

769

771
791

801

697

714

725

728

749

756

761

766

776

780

786

790

802
807

697
756
796
837

839

856

863

875

885

TABLEAU 3




Temps Méthode_Z : Méthode_3 : M§thode'4 :
Fonction objective | Fonction objective | Fonction objective

11 2496 ‘ 2496
32 2496
35 2635
63 2508 2508 2643
89 2520 2521
96 2535

127 2548 2562

145 2775

159 2592 2649
176 2584

196 2673

223 2608

218 2611

239 2625

277 2654 2625

291 2634

310 2653

352 2658

2658

TABLEAU 4
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INTRODUCTION

Conme nous 1'avons indiqué, la formulation du probléme de ramassage
scolaire (P) en programe linéaire continu (PC) ne permet pas de résoudre complé-
tement le probléme (P). Ce programme continu fournit seulement une évaluation
par défaut du colt d'une tournde optimale. Plus 1l'évaluation est bonne, c'est &
dire que plus la borne fournie est proche du coiGt d'une tournée optimale, plus
la formulation est dite efficace. Il est trés difficile de définir des critéres
théoriques pour nmesurer 1l'efficacité de telle ou telle formulation. Une maniére
d'apprécier cette efficacité est de développer, en paralléle avec la formulation,
une méthode de Séparation et Evaluation Progressive (notée dans la suite par
SEP) [51, [16] qui permet d'achever la résolution campléte du probléme de départ.
La qualité de la formulation est alors jugée par le nambre de solutions explorées
par la procédure de SEP ; plus ce nambre est petit, meilleure est la fornmilation.
I1 convient enfin de remarquer que ce nambre, appelé dans la suite le nombre de

somets de 1'arborescence explorés, dépend lui aussi de la méthode SEP choisie.
Dans ce chapitre,nous proposons deux procédures de séparation de 1l'en-

semble des solutions réalisables. La premiére, moins efficace, est pourtant la

plus naturelle.

PREMIER ALGORITHME DE SEP

2.1 - Description générale

Une procédure de SEP est caractérisée par une arborescence d'exploration.
Chaque samet i1 de 1'arborescence correspond & un sous-ensenible Ri de l'ensemble
des solutions réalisables -ici les tournées~ muni d'une borne inférieure du coiit
d'une tournée optimale dans Ri' A la racine de 1‘'arborescence correspond 1'en-
senble R0 de toutes les tournées, muni de la horne inférieure fournie par le
programme lincGaire continu (PC). Si un sommet pendant i de 1'arborescence dont
le sous-ensemble de tournées est Ri' muni de la borne bi' est choisi came "noeud

de séparation"”, Ri est alors partitionné en Ri R Ri p eeey Ri minis de bornes
1 2 k
respectives bi N o bi . Plus précisément, on a :

) k
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Ri=Ri URi U ... UR,
1 2
RinRi =@ pour 1 <p<qg<k
p q
et by smin{c(T)/’TeRi }
p p

Le somet i devient alors non pendant et donne naissance a k sommets pendants.
En schématisant chaque sammet i par le triplet (i’Ri'bi) , Cette séparation
est illustrée par la figure 1.

Définition 1 : On appelle sommet terminal tout sammet pendant i tel que

bi = o ou tel qu'il existe TeRi et bi = c(T).

On verra plus loin que, selon un certain critére de choix que nous
adopterons, un sammet terminal ne sera jamais séparé et restera toujours samet

pendant jusqu'd la fin de la procédure.

FIGURE 1
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Les deux procédures de SEP que nous proposons ici camprennent chacune ;

cing étapes principales suivantes :

Etape 1 - Choix du nocud de séparation.

Etape 2 - Partitiommement du sous—ensemble des tournées.

Un sommet pendant (i,Ri,bi) étant choisi comme noeud de séparation,
il faut définir une stratégie qui permet de partitionner le sous-ensemble des

tournées R, en R, , R. ;, ..., R, . C'est justement a cette étape que les deux
i i, i
procédures de SEP différent 1'une de 1'autre. Les quatre autres &étapes restent

camunes aux deux procédures.
Etane 3 - Reconstruction des données.

Aprés partitionnement, le sammet pendant i donne naissance a k somets
pendants iye iyreeey i, avec les sous-ensembles de tournées Ril, Riz, ooy Rik
respectivement. Pour calculer les bornes inférieures bi ' bi , ... b, associées,

1 2
nous construisons, pour chaque ip et Ri , un nouvel entier naturel n, (le nombre

de sonmets du "graphe réduit"), un nouvel entier naturel my (mi +1 représente le

P P
nonbre de personnes au départ dans le graphe réduit ) et un nouveau systéme de

1

coiits ¢ p,

Etape 4 - Calcul d'une borne.
Cette étape consiste a calculer une borne bi par le programme linéaire

(PC) construit a partir du réseau réduit donné par 1'étape 3. Il est clair que,

si n, = 3, alors bi est donnée, non par le programme linéaire (PC), mais par

p
1a valeur du codt de la tournée triviale sur un graphe de trois sammets. Dans ce

cas, on verra plus loin comment le sammet ip devient un samet terminal.

Etape 5 - Détermination d'une touwrnée optimale.
Ltape o P

Cette étape n'intervient qu'a la fin de la procédure de SEP. Elle
consiste i déterminer une tournée optimale dans le réseau de départ a partir

d'une tournée optimale dans le réseau réduit.
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2.2 - Description détaillée de 1'Etape 1

Nous adoptons ici le choix classique qui consiste & prendre comme
noeud de séparation un sommet pendant de 1'arborescence dont la borne associde
est la plus petite parmi les sammets pendants. Un résultat bien connu relatif

a ce choix est le suivant :

Proposition 1 [5] : Avec cette stratégie de choix, si le samet (i,Ri,bi) de

1'arborescence pris comme noeud de séparation est treminal, alors la tournée
" telle que c(T*) = bi est optimale.

Cette proposition explique aussi pourquoi dans la résolution d'un
probléme de minimisation par la méthode SEP, on calcule les bornes inférieures
associées aux sammets de 1'arborescence explorés.

2.3 - Description détaillée de 1'Etape 2

Nous faisons d'abord la description sur la racine (o,Ro,bO) de 1l'ar-
borescence. Pour tout autre sommet pendant quelconque (i,Ri,bi) ; le partition-
nement se fait d'une maniére presque identique.

Etape 2 pour la premiére méthode de SEP - Came nous l'avons indiqué (Remarque 1,
Chapitre I), 1l'ensemble des tournées est en bijection avec 1'ensenble des permu-
tations (5 [2,n-11" A chagepermutation ¢ = (02,03,... ’On—l) de®

[2,n-11 correspond

une tournée T = (1,0 Y 3,..., _l,n) et réciproquement. Rappelons nous que, pour

~

calculer bO s NOus avons a résoudre le probléme :

(P') : max w(u) o w() = min  <u,8%

uel 065[2 n-1]
’

Les résultats pratiques sur les petits exemples ont montré que, si
*

u (ul, 2,. .o ,u;n) désigne une solution du probléme (P') calculée par 1'une
des méthodes proposées dans le chapitre III alors la permutation o ©(u*) cor-
respond souvent 3 une tournée T = (1,0. 2, 3,... ,0*_l,n) qui est "non loin" de
la tournée optimale. Presque toujours, dans la tournée optimale, on trouve le
samet o; en deuxiéme position. Ces remarques ont conduit & la séparation la

1 -
plus naturelle de 1'ensemble Ro en deux sous—-ensembles R01 et R02 : Rol est

1'ensemble des tournées qui n'admettent pas le samet o; en deuxiéme position

et R02 est l'ensemble des tournées qui admettent obligatoirement le scmmet 0;

en deuxiéme position.
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Etape 2 pour la deuxiéme méthode de SEP - Il s'agit ici d'un partitionnement

dont la forme n'est pas loin du premier. Soit u” une solution calculée par

1'une des méthodes proposée dans le chapitre III pour résoudre le probléme

(P'). Soit g un entier vérifiant :
* * * *
2<qgsnl etc_=-u -u, = mn {c ,~u-u_.} (1)
1q 1 ntg 2<i<n~1 1i 71 "nti

Le partitionnement consiste alors a subdiviser RO en deux sous-enseibles R01
et R02 : Ro] est l'ensenble des tournées qui n'admettent pas le sommet g en
deuxiéwe position et RO2 est 1'ensemble des tournées qui admettent obligatoi-

rement le sonmet q en deuxiéme position.

Remarque 1 : On peut supposer que 1'entier g défini par (1) vérifie la relation

* %
c,., - u -

1q 1 un+q = 0 sinon on pose :

u=(c, —u* ,u’ ul )
19 kg’ 277 2n

et il est clair que urD et w(u) > w(u').

Remarque 2 : Les principes des deux partitionnements sont trés différents. lLe
premier cherche a "déwouvrir" le plus vite possible une tournée optimale. En
effet, si o; est bien en deuxiéme position dans la tournée optimale, la borne
b02 associée a R02 restera inférieure au colit d'une tournée optimale. D‘autre
part, nous espérons que le fait d'exclure 0; de la deuxiéme position augmente

beaucoup la valeur de la borne bol associée a Ro . §'il en est ainsi, le cri-

tere de choix & 1'Etape 1 conduirait alors & expiorer toujours dans la bonne
branche de 1'arborescence oli se trouverait une tournée optimale. Malheureusement,
les résultats pratiques ont confirmé le contraire. Ils ont montré que le fait
d'exclure o; de la deuxiéme position n'augmente pratiquement pas la valeur de
bol et que la procédure a tendance 3 explorer dans cette mauvaise branche de
1'arborescence. Nous parlerons du deuxi&me partitionnement dans 1'EBtape 4 ol

nous aurons plus d'éléments pour le conmenter.

Remarque 3 : Nous pouvons aussi envisager les partitionnements classiques qui
consistent & mettre certains arcs du réseau dans les tournées et 3 en exclure

certains autres, mais nous ne le faisons pas pour les deux raisons suivantes :
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(i) Cette fagon de faire ne permet pas de fixer la valeur du trafic sur
les arcs a prendre comme dans le cas ol les variables de trafics Xij sont bi-
valentes, alors que pour notre partitionnement, le fait de mettre le sammet g
en deuxiéme position fixe le trafic sur l'arc (1,q) égal a mtl.

(ii) Le fait de mettre un sammet g en deuxiéme position permet de grouper le
samet 1 et q pour en faire un seul sommet dans le réseau réduit et de réduire

ainsi la taille du probléme.

2.4 - Description détaillée de 1'Etape 3

Définition 2 : Si, aprés partitionnement de 1l'ensemble des tournées de Ri’ un

sonmmet i de 1'arborescence donne naissance a k nouveaux samets il, 12, ooy ik,

on dit que le samnet i est le pére des samets il' 12, «.or 1, et que les

sommets il’i ,...,ik sont les fils du somet i .

2
La fagon de partitionner décrite & 1'Etape 2 nous fait remarquer que :

(i) Tout sammet de 1'arborescence posséde exactement deux fils.

(ii) Tout samet i de 1l'arborescence peut étre caractérisé par un quadruple
(k,%,b,p) ot

- k est un entier donné par le calcul de la borne du pére du sammet i

~décrit a 1'Etape 2. Plus précisément, dans le partitionnement de 1l'ensemble des
*

tournées associé au pére du samet i, l'entier k joue le rdle de o,

3 1'Etape 2.

ol g décrit

- 2 est une variable logique qui peut prendre deux valeurs non ou
oui, £ = non signifie que les tournées associées au sommet i de 1‘arborescence
n'admettent pas k en deuxiéme position, £ = oui signifie que les tournées as-

sociées a i admettent k en deuxiéme position.

- b est un réel égal a la borne associée au sommet i de 1'arborescence.
Son calcul sera décrit & 1'Etape 4.

- p est un entier jouant le méme r8le par rapport au sommet i de 1l'ar-

borescence que k par rapport au pére de i.

A la racine de 1l'arborescence, l'entier k et la variable logique %
peuvent prendre des valeurs arbitraires. Cette description est illustrée par la
figure 2 ol n = 7 par exemple et ol le numéro des sommets de 1'arborescence est

écrit a cOté, a l'extérieur des quatre cases caractérisant les sommets.
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Notation 1 : Dans la suite, un sammet i de 1'arborescence sera noté par (ki,
Ri,bi,pi) . Avant le calcul de bi’ donc aussi de P, il sera noté par (ki,JLi '

crer)e

Etant donné un samet i = (ki,ﬁi,. ¢+) de 1'arborescence, pour pouvoir
calculer bi et P/ il faut connaitre :

(1) n,, le nambre de sammets du graphe réduit constituant le réseau réduit.

(ii) m, tel que mi+1 représente le nambre de personnes au départ dans le

réseau réduit.
(iii) cl, le nouveau systéme de coiits sur le graphe réduit de n, sammets.

(iv) J, l'ensemble des samemts du graphe réduit qui sont défendus d'étre

en deuxiéme position dans le réseau réduit.

(v) B, la bijection qui permet de déterminer une tournée optimale dans le
réseau de départ & partir d'une tournée optimale du réseau réduit associé au
samnet i = (ki’ SLi,.,.) de 1'arborescence.

Pour la raison de cammodité, nous décrivons ces données dans 1'ordre
qui nous convient, en nous appuyant sur 1'exemple de la figure 2 od n = 7.

(i) A partir du sammet i de 1'arborescence, nous remontons jusqu'a sa ra-
cine. Soit K l'ensemble des k. rencontrés dans ce parcours tels que Qj = oul
(ki inclus, excepté la racine), alors n, = n—lKl . Dans la fiqure 1, si
i=7= (6, non, ., .), K= {4,2} et n, = 7-2 = 5. Le graphe réduit posséde
donc 5 sammets, le sammet 1 du graphe réduit s'cbtient en regroupant les
sammets 1, 4 et 2 du graphe initial (voir figure 3 ot les nouveaux numéros
des sammets du graphe réduit sont &crits & 1'extérieur des circonférences con-

tenant les anciens numéros du graphe initial).

(i1) m; = m+|K|. C'est la samme des nombres de personnes qui se trouvent
aux sammets de K et m. Dans le cas de notre exemple, m, = mt2.

(iii) B est une bijection quelconque de 1'ensemble {1,2,... ,ni} 3 1'ensenble
{1,2,...,n}-K vérifiant B(ni) =n et B(1l) = k oll k est le premier des kj’ tels
que ¢ . = oui, rencontrés dans le parcours du sammet i de 1'arboresecence 3 sa
racine. Si K = @, B(1l) = 1. Dans le cas de notre exemple illustré par la
figure 3, on a : B(1) = 4, B(2) = 3, B(3) =5, B(4) = 6 et B(5) = 7.



FIGURE 3

(iv) J est l'ensemble des sammets du graphe réduit qui sont défendus d'étre
en deuxieme position dans les tournées associées au sammet i de 1'arborescence.
Soit L' = {!Li,. .. ,Rr} 1'ensenble des premiéres variables logiques consécutives
€gales a non, a partir du somet i dans le parcours vers la racine de 1‘arbo-
rescence. Soit L = {k./%.¢L'}, alors J

» L=1{6}, J

il

{k/B(k)eL}. Dans le cas de notre exem-

ple, pour i = 7, L' = {2 {4). si %; = oui, alors J = ¢.
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(v) c* est le nouveau systéme de cofits sur le graphe réduit. Dans cette nou-
velle matrice des coilits, les dispositions des valeurs +~ sont les mémes que dans
la matrice c (voir chapitre I). De plus, on a : ctr= +o pour red et Cis =

7
" - ~ ' ~ 4 —
cB(r)B(s) pour les coilts non égaux & +». Dans 1'exemple ol i = 7, C14
c7 =
12 - %3

+oo,
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C'est ainsi que se termine la description de 1'Etape 3 de la recons-
truction des données.

2.5 - Description détaillée de 1'Etape 4

Come dans (i), nous désignons par K 1'enserble des kr’ er, ooy ks
tels que SLr = 2’r+1 = ... = JLS = oul dans le parcours du sommet i de 1'arbores-
cence a sa racine, rencontrés dans cet ordre. Remarquons que si JLi = oui, alors

'bi = (m+1).clk + (m+2). O x + ... + (mbs-r+l). Sk (2)
s s s-1 r+l' r

Dans le cas de notre exemple, on a K = {4,2}, d'oi :

| -
b.7 = (mt+l1) «Cyp (mt2) Coy

Supposons d'autre part que J =@, soit b" la valeur de la solution
du probléme (P') correspondant au réseau réduit caracterlse par n;, my, cl sur

i
le graphe réduit, il est clair que, dans ce cas, la valeur
— ] [1]

est uneborne associéeau samet i de 1'arborescence. Si J ={ 2,3,... ,ni-l},
" _ =
alors bi = bi +0,

Dans les autres cas, seule la valeur de b;'{ change, bi reste la
méme. Pour simplifer les notations, nous supposons que n, =n, m =m et
c’ = c. On est ainsi conduit & calculer une borne inférieure du colt d'une
tournée optimale, dans un réseau décrit au chapitre I, dans lequel on sait
qu'aucun sommet de J n'est en deuxiéme position. Le programme linéaire con-
tinu est :

yz0
x=20
Al.y =1
(PCZ)E M.y =0
L B.y + A2.x =M
( c.x = z(min)

ol les contraintes et la fonction objective sont les mémes que dans (PC) au
chapitre I, sauf Ad4.y = O qui résume les contraintes :
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yj2 = 0 pour jed .

Si onpose AS5.y = d pour résumer les contraintes Al.y = 1 et M.y =0,

on obtient :

y =0
x 20
(PC2)§{ AS.y =d
-B.y + Al.x =M
c.x = z{min)

En répétant exactement la méme décomposition que dans le chapitre II,
Al.y =1 étant remplacé par A5.y = d, on est conduit a résoudre le probléme (P")

défini par :

(") .: max w., (u)
uelD

ol w, (u) représente la valeur optimale du programme linéaire :

yzO0
(DC2u) AS5.y = d

u.B.y + u.M = w(u) (min)

i

Théoréme 1 : Soient u = (ul A TARRE L N N A YRR ’un+n) et

0 = (02’03"'"On—l)‘€1'_2,n—1,l tel que :

(1) u_+u = max {u,tu_ .} et o 47
U, nto, 2<j<n-1 n+j 2
3T
o
(i) u_+u_ > u_+u > ... 21 +u , alors w,(u) = <u,07>,
03 n+o3 o} 4 nto 4 On-l n+0n-—l 2

Dénonstration : C'est la méme démonstration que celle du théoréme 1 du

chapitre II, le lame 1 étant remplacé par le lenme 2.

Notation 2 : Nous désignons par ('51'2 n-11 (/) 1'ensemble des permutations
Ly .
0 = (ay,03,000,0 ) de @IfZ,n—I] telles que 0,4J.

Avec cette notation,on a :
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min <u,60> si ueD
W2 (u) = Oég[z’n_l] (J)

si uéD

I1 est facile de voir que, pour résoudre (P"), toutes les méthodes
proposées dans le chapitre III restent valables puisqu'elles se basent toutes
sur la propriété suivante : &tant donné un point u , on sait calculer facile-
ment toutes les permutations ceg[z’n_la(J) telles que W, (u) = <u,60>, et seulement
sur cette propriété 13.

Donc,méme si J # @ et J # {2,3,...,ni—1}, on est en mesure de calculer

b; : bi = bi+b; constitue alors une borne associée au samet i de 1'arborescence.

Remarque 4 : Nous avons vu, 3 la remarque 2, que le principe de la premiére
méthode de partionnement est de chercher 3 descendre dans 1la bonne branche de
1'arborescence. Pour la deuxiéme méthode, nous disons qu'elle cherche surtout

a augmenter les valeurs des bornes associées aux sommets de l'arborescence et,

par conséquent, d'en éliminer au maximum. En effet, considérons par exemple
1'ensanble Ro de toutes les tournées i la racine de 1'arborescence. Selon ce prin-
cipe de partitionnement, si u” est une solution du probléme (P') calculée

par 1l'une des méthodes du chapitre ITI, un sammet q est choisi pour séparer

Ro en Rol (1'ensemble des tournées qui n'admettent pas g en deuxi&me position)

et R02 (1'ensemble des tournées qui admettent q en deuxiéme position) si on

a (Remarque 1) :
* *

2<gs<nl et clq—ul-un+q=0 (4)

Or, d'aprés la reconstruction des données, dans le calcul de la borne

-

associée a R.v c1q est porté €gal 3 +~. Si q est le seul entier compris entre
2 et n-1 tel que la relation (4) soit vérifiée, ce qui arrive souvent dans la
pratique, le fait de porter Clq €gal & +~ implique que 1l'on peut augmenter la

*

valeur de ul et donc la valeur de la borne associée 3 Rol'

2.6 - Description détaillée de 1'Etape 5

Définition 3 : Dans ces procédures de SEP » nous disons qu'un sammet i = (ki,!Li,bi e
de 1l'arborescence est terminal s'il existe une tournée T dans le réseau ré&duit
associé & i telle que b} = ¢ (T).
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Considérons un sammet terminal i = (ki,li,bi,pi) de 1'arborescence.
- wo A

3o ’tni-l’ni) une tournée de Ri telle que bi c (T).

Soit K 1'ensemble des kr’k

Soit T = (1,t2,t

..,ks tels que Rr = 2r+l = .. = JLS = oul, rencon-

r+1'"
trés dans cet ordre, dans le parcours du sommet i de 1'arborescence 3 sa racine.

. * - . s P
Soit T la tournée du réseau initial définie par :

T = (Lkgrkg_yren ik B(ty) Bltg),... Bt _ ) ,n)

1’ 1
Il est facile de voir que c(T*) = bi + b; = 'bi'
D'aprés la proposition 1, si le sonmet terminal i est choisi comme noeud de

~ . * < . - e
séparation, alors T est une tournée optimale dans le réseau initial.

Dans notre exemple, toujours pour i = 7, K = {4,2}, supposons que
T = (1,3,2,4,5) est telle que c7 (T) = b; et que le samnet 7 est choisi camme
noeud de séparation, alors = (1,2,4,5,3,6,7) est une tournée optimale.

2.7 - Algorithme de SEP

Avant de donner 1'algorithme, nous précisons que :

(i) A chaque fois que nous faisons intervenir 1'Etape 2, c'est la deuxiéme

méthode de partitionnement qui est mise en ouevre.

(ii) A chque fois que nous faisons intervenir 1'Etape 4, c'est la néthode
de “sous-gradient généralisde"qui est mise en oeuvre pour calculer la valeur

de b; et ensuite la valeur de la borne bi associée au samnet i de 1'arborescence.

Algorithme

Pas (0) - Poser i := 0, j := O ; calculer bO came Etape 4 et p,, camve Etape 2 ;

i

Pas (1) Faire i := i+1, ki = pj, JLi := non ; reconstruire les données camme
Etape 3 ; calculer bi come Etape 4 et p; comne Etape 2 ; faire i := i+1,
ki = pj ' SLi := oul ; reconstruire les données camme Etape 3 ; calculer

bi coune Etape 4 et p; came Etape 2 ;

Pas (2) - Choisir, parmi les sammets pendants de 1'arborescence, un somnet j
comme Etape 1. Si ce sonmet j est terminal, aller en (3) sinon aller

en (1) ;

Pas (3)

Soit T une tournée dans le réseau réduit relatif au sommet j telle que

) = b;° Déterminer une tournée optimale ™ comme Etape 5.
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Une version de cet algorithme a &té programmée en algol W et essayée
sur 1l'ordinateur IRIS 80. Dans ces expériences, les coits Cy4 sont des nambres
compris entre O et 100, gérés aléatoirement. La courbe de la figure 4 représente

la variation du temps de calcul (en minutes) en fonction de la taille n du pro-
bléme.

temps

\

: ; > n
10 11 12 13 14

FIGURE 4




Le tableau 1 donne les résultats complémentaires concernant les colts
des tournées optimales, les valeurs des premiéres bormes a la racine de 1 ‘'arbores-

cence et les nambres des sommets de 1 'arborescence explorés.

n : le nombre de sommets 10 1 12 13 14
du graphe
m : mtl personnes partent 4 0 5 6 6
du sonmet 1
N?mbre de sammets de 37 193 191 123 459
1'arborescence
Premiére borne a la racine | | .0 588 960 | 1076 | 1220
de 1'arborescence
Colts de la tournée 1246 696 1224 1333 1735
optimale trouvée
TABLFAU 1

§3 - DEUXIEME ALGORTTHME DE SEP

I1 ne s'agit pas de donner ici un algorithme tout i fait différent de
celui qui a été proposé dans le paragraphe précédent, il s'agit tout simplement
de le modifier un peu afin de pouvoir résoudre un probléme de taille plus grande.
En effet, les résultats numériques présentés ci-dessus ont montré que les premiéres
bornes calculées & la racine de 1'arborescence ne sont pas assez proches des colits
des tournées opitmales, alors que le calcul de ces bornes prend un temps non né-
gligeable. Ces remnarques nous conduisent & rechercher une autre facon d'approcher
le colt d'une tournée optimale, trés peu coliteuse en temps de calcul et telle que

la borne obtenue ne soit pas trop mauvaise.

Aprés plusieurs expériences, nous constatons que les valeurs fournies
par l'initialisation (2) du chapitre III ne sont pas trop éloignées des solutions
optimales données par la résolution du probléme (P'). Nous prenons donc comme
borne la valeur correspondant 3 cette intialisation et nous modifions ainsi
1'Etape 4 de 1'algorithme précédent, et seulement 1'Etape 4. Les résultats numé-
riques, essayés d'une part sur les mémes exemples précédents et d'autre part sur
les exenples de plus grande taille dont les colts sont toujours gérés aléatoire-
ment entre O et 100, sont résumés de la méme fagon par la courbe de la figure 5
et par le tableau 2.
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temps
A
5
//
/|
2
/ i
31 /
p :
/
/
7
/
/
21 /
/
/
/
o e Bt ——f
/
/ |
1 /
/ l
/
/
/
S — = e /
0 bze==- ey e N — f . > n
10 1 12 13 14 15 16 17
FIGURE 5
n : nambre de sammets
du graphe 10 11 12 13 14 15 17
m : (mt+l) personnes partent
du s £ 1 4 0 5 6 6 6 5
Nanbre de sammets de
1'arborescence explorés 41 199 239 169 | 739 {2095 {5057
Premiére borne 3 la racine
de 1'arborescence 1034 544 928 | 1009 | 1115 |[1111 |1088
Colit de la tournée
optimale 1246 | 696 | 1224 | 1333 }1735 {2345 |1942

TABLEAU 2




§4 - VARIATION DU PARAMETRE m

Nous avons vu au paragraphe 2 du chapitre I, qu'il existe une valeur
mOeN telle que pour m > m_, la solution du probléme (P) est celle du probléme
du voyageur de conmerce. Cette propriété permet au paramétre m de jouer le rdle
de pondération entre les deux critéres (iv)-a et (iv)-b présentés dans 1'intro-
duction de 1'exposé. Elle permet en outre de nous rendre campte de la difficulté
du probléme (P) qui est au moins égale i celle du probléme du voyageur de com-
merce, tant sur le plan théorique que sur le plan pratique. Les résultats sui-
vants montrent que, sur le plan pratique, le probléme (P) est bien plus diffi-
cile que le probléme du voyageur de cammerce. Pour mieux l"exposer, il est né-
cessaire de nous rappeler que le probléme (P) dépend de trois paramétres : le
nombre n de sommets du graphe, le systéme de coiits ¢ sur ses arcs et le para-
métre m dont la signification est donnée au chapitre I. Nous supposons dans
hsuite, sauf indication contraire, que n et c restent constants et nous notons
respectivement par P(m) et P‘(m) les problémes (P) et (P') correspondant a la
valeur de m. Nous appelons tout sinplement chemins hamiltoniens les chemins

hamiltoniens de 1 & n.

Proposition 2 : Soient TO une tournée optimale du probléme P(0) et Ho un chemin

hamiltonien optimal. Si '1'0 et Ho désignent le méme chemin hamiltonien, alors quel-

que soit m, T, reste une tournée optimale du probléme P(m).

Dénonstration : Rappelons nous d'abord que, si T désigne une tournée quel-

conque dans le probléme P(m), alors :
c(T) =c' (1) + m.c(l)

ol c¢'(T) est le colit de la tournée T dans le probléme P(0) et od H désigne le

mane chein hamiltonien que T (voir démonstration du théoréme 1 du chapitre I).

Prenons m # O et supposons que To n'est pas une solution optimale du

probléme P(m), alors il existe une tournée T telle que :

c(ry) ~ c(T)
L Py 1 1 Al
D'olu ¢ (I‘l) + m.c(Hl) <c ('10) + m.c(IIO)
oil II1 désigne le méme chemin hamiltonien que Tl'
Donc, d'aprés 1'optimalité de TO dans le probléme P(o), on a :

0 =<t (Tl) - c'(TO) < m. (c(HO)—c(Hl))
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ou c(H)) <c (H_)

ce qui est contraire & 1'optimalité de H,. 0

Proposition 3 : Soient To une tournée optimale du probléme P(m) et H0 un chemin

hamiltonien optimal. Si To et Ho désignent le méme chemin hamiltonien, alors quel-
que soit m' > m, TO reste une tournée optimale du probléme P(m').

Démonstration : La méme que pour la proposition 2.

Corollaire 1 : Il existe une valeur mOeN telle que, quelque soit m > m la

solution du probléme P(m) reste la méme.

Démonstration : Ce corollaire est conséquence directedu théoréme 1 , Chapitre

et de la proposition 3. 0

Donc & partir d'une certaine valeur de m, la solution du problame P (m)
ne change plus. Il n'en est pas de méme pour les opérations qui permettent de
déterminer cette solution, en particulier le nombre de sammets de 1'arborescence
explorés, les bornes calculées pour chacun de ces samets, les temps de calcul,
etc... . Cependant, il nous semble difficile de choisir un critére précis pour
étudier ces variations en fonction de m. Il est naturel de penser que plus le
rapport b/c (To) entre la borne claculée et le colit d'une tournée optimale est
proche de 1'unité, plus court est le temps de calcul pour déterminer cette tour-
née. Ceci n'est pas tout 3 fait vrai. En effet, le coit c étant donné, il est
facile de voir que les opérations faites pour déterminer une tournée optimale
ainsi que cette tournée optimale elle-méme ne changent pas si 1'on remplace c
par cl, obtenu en ajoutant a tous les cij une méme constante k. Par contre, le
rapport entre la borne calculée et le colt d'une tournde optimale sera &gale 3 :

bt (2min) (n-1) .k/2
c(To)+(2m|-n) (n-1) .k/2 '

quantité qui tend vers 1'unité quand k tend vers 1'infini.

On peut également penser que la différence entre le coiit d'une tour-
née optimale et la borne calculée donne une idée sur ces variations. Ceci n'est
pas tout & fait vrai, non plus. En effet, il est facile de voir que, si 1'on
multiplie tous les c;.

1]
ner une tournée optimale ainsis que cette tournée optimale elle-méme ne changent

par une constante k, les opérations faites pour détermi-

pas. Par contre, la différence c(TO) -b devient k({c (TO) -b) , quantité qui tend
vers 1'infini quand k tend vers 1'infini (sauf si C(To) -b = 0).
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ILes deux raisons ci-dessus montrent que, pour définir un critére de
camparaison, il est préférable de tenir compte aussi de la valeur moyenne des
colits. C'est ainsi que nous sommes décidés de prendre comme critére, pour com-
parer le probléme P(o) et le probléme du voyageur de commerce qui correspond
a P(m) pour m assez grand, la différence entre le coit d'une tournée optimale
et la valeur de la solution donnée par 1'initialisation (2) du chapitre IIT.
Ici, ce critére est indépendant de la valeur moyenne des cofits puisqu'il s'agit

du méme réseau.

Soit do cette différence correspondant au probléme P(o). D'autre part,
d'aprés la remaruge 5 du chapitre II, le programme linéaire (PC'), obtenu en
oubliant les contraintes d'intégrité du programme (PLE') est équivalent au pro-
gramme (PC) dans lequel m "tend vers" 1'infini. Ce programme (PC') est la for-
multation utilisée dans [17] pour résoudre le probléme du voyageur de cammerce.
La méme initialisation (2) du chapitre III donne aussi une solution initiale du
progranme (DC'), dual de (PC'). Soit dl la différence entre le colt d'un chemin

hamiltonien optimal et la borne donnée par cette solution initiale, on a :

Proposition 4 : do z dl'

Démonstration : Soit u® la solution initiale cammme aux deux problémes.

Sans perdre de ygénéralité, supposons que T0 = (1,2,...,n) est une tournée optimile
et soit IIO un chemin hamiltonien optimal. On a :

do = c(TO) - «u®,0% avec oe@u°)

. _0_o
> (012 ul un+2) + 2{c + ... +

—u2-° )
23 72 "n+3
(o) (o) y.

(n=1) (c (n-1) n_un-l-un-m

D'autre part, d'aprés la forme de (DC'),on a :

— iy - (.0,.0, O (o] 0 (o}
d]l = c(HO) (u1+u2+un+2+'"+un—l+un+n—1+un+n)
O O ’ O . 0
< (Cppmupmun )+ (epgmuymupg) + el

O (0] )

(c (n-1) n—un- l_un+n

IN

a, B
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Ce résultat montre que, selon ce critére de camparaison, pour deux
formulations équivalentes, 1'une pour le probléme de ramassage scolaire, l'autre
pour le probléme du voyageur de commerce, le premier probléme est plus difficile
que le second. Une expérience faite sur un exemple oll n = 12, ol ¢ désigne les
distances entre les points gérés aléatoirement dans un carré de 50 unités de
coté et ou la méthode de séparation est la premiére de 1'Etape 2, donne les
variations du nambre de samets de 1'arborescence explorés, du temps de calcul
en minutes (sur IRIS 80), de la borne calculée et du coiit de la tournée optimale

en fonction de m.

Valeur de m 30 200 106
Tombre de c:na::glegstp%rés 2501 1721 1711
T?;lgitg‘;‘)lcul 1,60 1,04 1,02
Initialisation 2800 16230 7900034.107
%‘gng‘laela tournée 4195 23915 1160006. 108

TABLEAU 3
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Parmi les méthodes de résolution des problémes NP-camplets, les pro-
cédures de SEP demeurent les plus fréquemment utilisées. L'efficacité de ces

procédures varie beaucoup avec la qualité de 1'évaluation proposée.

En ce qui concerne notre probléme (P) de recherche de tournée optimale,
cette évaluation se fait par la résolution du programme linéaire (PC), de grandes
dimensions. Malgré la performance des mdthodes de résolution de ce programmne 1li-
néaire qui dépasse largement celle du simplexe classique, les procédures de SEP
que nous avons utilisées pour résoudre le probléme (PC) restent impuissantes :
4,97 minutes de calcul sur 1'IRIS 80 pour un réseau de 14 sommets. En remplacant
la valeur de la solution optimale du programme lindaire par celle qui correspond
d une solution initiale du programme dual, le résultat obtenu s'est sensiblement
anélioré : 4,04 minutes pour un réseau de 17 sammets. Ceci vient du fait que la
borne donnée par le proyranme (PC) reste assez €loignée du ocoiit d'une tournée
optimale : 680 par rapport & 824 sur un réseau de 9 samets, 793 par rapport a
1124 sur un autre réseau de méme nombre de sammets... . Cet écart relativement
grand entre la borme trouvée et le coiit d'une tournée optimale s'explique facile-
ment par la formation de circuits dans le graphe partiel, obtenu i partir du
graphe initial en effagant les arcs (i,j) sur lesquels les variables xij sont
nulles & 1'optinum du programe linéaire (PC). Ce phénoméne est d'ailleurs bien
connu dans la fornulation du probléme du voyageur de commerce comme probléme
d'affectation [17]. Parmi ces circuits, ceux de longueur 2 (de forme (i,3j,i))
jouent un réie capital. Reprenons 1'exemple de la reimarque 7 du chapitre I,
1'existence du circuit (2,3,2) implique que 1'écart entre la borne calculée et
le colt de la tourne optimale est supdrieur ou &gal 3 2. Beaucoup d'autres
examples numériques confirment ce phénaméne, surtout dans le cas ol le systéme
de colts est symétrique, par exenple les distances euclidiennes entre les points
aléatoires qui font partie de la troisiéme série de 1'essai. En effet, dans ce
cas cij est égal a c.

J
port aux autres coilits alors, & 1'optimum du programme (PC), les variables de

i ¢ si 1'on suppose d'autre part que cij est petit par rap-

trafics Xij et xji ont une tres grande chance d'étre non nulles. Le cas des dis-
tances euclidiennes entre les points aléatoires constitue aussi un examnple dif-
ficile pour les procédures de SEP puisqu'on y trouverait beaucoup de tournées
non optimales dont les coits différent trés peu de leur minimum et que, par
conséquent, il est difficile de les é&liminer de 1'arborescence d'exploration.

Cette situation est d'ailleurs confirmée par les expériences pratiques.
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Pour supprimer ces inconvénients, il nous semble intéressant d'enlever
les circuits de longueur 2 du graphe partiel correspondant 3 une solution optimal
du programme (PC). Plus précisément, soient u1 une solution optimale du probléme
®") et gl = [(,3) /u}_+u:r+j = cij}' Soit G! 1e graphe partiel obtenu & partir
de G en supprimant les arcs (i,j) n'appartenant pas a J 1. Pour tout circuit

(i,3,1) du graphe Gl, nous associons deux contraintes supplémentaires :

n
X.. +x.. £ I x, (1)
ij ji k=1lk

n
X..+X.. £ X (2)

ij i k=1 jk

qui s'ajoutent aux contraintes de (PC) et on obtient ainsi un nouveau programme
linéaire (PCl). La méme méthode de décamposition s'applique & (PCl) et conduit
a résoudre le probléme (Pl) qui, en plus des variables u, posséde des variables
supplémentaires correspondant aux contraintes du type (1) et (2) que nous venons
d'ajouter. On peut également envisager d'enlever les circuits de longueurs 3,
4,... . Il ne s'agit 13 que des premiéres réflexions sur cette fagon de proce-
der et la démarche reste ouverte.

Reste ouvert également le probléme de recherche d'une forulation
qui enléve tous les circuits du graphe partiel construit sur les arcs de trafics
non nuls, en généralisant la fornmulation utilisée dans [5] et [6] pour résoudre
le probléme du voyageur de commerce. Une telle formulation est possible et
seraitassez efficace pour les procédures SEP. Par contre,le programme linéaire ob

-

tenuest beaucoup plus difficile & résoudre que celui de [5] et [6].

L'intérét principal de notre travail réside dans les quatre méthodes
de résolution du programme linéaire (PC), surtout dans la derni&re d'entre
elles qui exploite & la fois 1l'avantage de 1l'unimodularité de la matrice A2
et celui des méthodes de sous—-gradient. Elle nous permet d'éviter les erreurs
de précision rencontrées dans la premiére méthode et se généralise facilement

pour résoudre les problémes du type :

yz0, x20

al.y = al
B.y + A2.x = a2
1 2

c.y + ¢“.x = z(min)

ol A2 est une matrice unimodulaire et ol le programme



y=z0
Al.y

1
(¢ —u.B).y

est un probléme qui

..90..

1
a

H

z(u) (min)

se résoud rapidement au point de vue de temps de calcul.
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Cardinalité de 1l'ensemble K.

Ensemble des éléments de 1'ensemble A n'appartenant pas 3 1‘ensemble B.

Ensemble des permutations de 1'ensemble {2,3,...,n-1}.
Norme euclidienne du vecteur v.

Produit des deux matrices A et B.

Produit de deux nombres s et t.

Produit scalaire des vecteurs u et 0.

Projection du point v sur le damaine D.
Sous—différentiel de la fonction f au point x.

Valeur absolue du nombre réel t.

Intérieur de 1l'enseamnble Q
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