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INTRODUCTION

Parmi les problémes NP camplets que 1l'on connait, figure le probléme
(P) de la recherche dans un graphe sur les samnets duguel est définie une
fonction poids, d'un stable de poids maximum.

On peut cependant caractériser certaines classes de graphes dans
lesquelles (P) est polynmﬁal, par exemple les graphes triangulés [9 ],
les graphes de camparabilité [9 ], les graphes série-paralléles [2 ] etc...

Une famille I d'indépendants est une famille de parties d'un ensenble
fini E telle que toute partie d'un &lément de I appartient aussi 3 I .
Ies €léments de P(E)-I  sont appelés des dépendants.

Le prabléme (P) est un probléme de recherche d'un indépendant de
poids maximum. Ce dernier probléme est polynanial dans certaines familles
d'indépendants satisfaisant la propriété suivante :

- L'adjonction d'un &lément de E 3 un indépendant crée au plus deux
dépendants minimaux.
Exemples : - indépendants d'un matroide
- couplages d'un graphe
- indépendants de 1'intersection de deux matroides.

Un bitroide est une famille d'indépendants satisfaisant la propriété
énbncée ci-dessus. Cette notion a &t& introduite par J.P. UHRY afin d'englcber
les trois exenples donnés ci-dessus de fagon 4 donner un algorithme cammun
de résolution du probléme (P) dans tous les bitroides.




Nous rappelons dans le chapitre I quelques résultats sur les bitroides
et nous donnons une caractérisation des graphes dans lesquels les stables sont

les indépendants de 1'intersection d'un bimatroide.

La classe de graphes dans lesquels les stables sont les indépendants
d'un bitroide est celle des graphes n'admettant pas de sous—graphe iscmorphe
a Kl3 (appelés graphes sans étoile). Cette classe contient les graphes adjoints.

Le chapitre II est consacré a 1l'étude de quelques propriétés des graphes
sans étoile, en particulier nous donnons une caractérisation des graphes sans
étoile admettant un stable parfait pour lesquels tout stable de cardinalité
maximum est parfait et nous étudions quelques facettes du polytope associé aux
stables d'un graphe sans étoile.

Enfin nous proposons dans le chapitre IIT un algorithme polynamial
de recherche d'un stable de cardinalité maximum dans un graphe sans étoile
qui est basé camme celui du couplage maximum [7 ], sur un th&oré&me de
chaines alternées et qui nécessite deux opérations de réduction : 1'-une
d'entre elles, analogue & celle des "blosserd d'Edmonds réduit le grazphe
par rapport d un cycle impair sans corde de longueur supérieure ou égale
a cing, l'autre réduit le graphe par rapport a une clique.

Cet algorithme est différent de celui de Minty [1ll]puisque celui-ci
construit un graphe annexe dans lequel il applique 1l'algorithme du couplage
maximum d'Edmonds.




CHAPITRL‘. - 1

s e e 2 st e e s e s S St
SRS E=

Définition 1

Soit E un ensemble fini ; une famille I d'indépendants (de support E)
est un ensamble de parties de E tel que :

Ae¢lI, BcA= Bel

Le coupleg = (E,I) est appelé& un génoide.

Ies éléments maximaux de I sont appelés bases.

On désigne par dépendants les éléments de & (E) - I et par circuits les
dépendants minimaux.

Example :
Soit E un ensenble fini ;

(E,@ (E)) est un génoide dont E est la seule base et dont 1'ensemble des
circuits est vide.

Remarque 1 : Il est &quivalent de définir un génolide, connaissant son support,
par sés indépendants, ses dépendants, ses bases ou ses circuits.

Définition 2

Soit & 1'ensemble des circuits d'un génoide 3 = (E,I) ;
on dit que 3 est un matroide si




2 _
¥(C),C) ¢ By VaeC NCy ¥oeCCy HCe&  tel que

b ¢ C cC, UCy-{a)

Théoréme 1 [18 ]

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un génoide défini
par l'ensenble & de ses circuits , Soit un matroide est que :

V(Cl,CZ) € @2, ¥Ya eCl nc JC ¢S tel que C CC1 UCZ-{a}

2'

Remarque 2 : Une propriété caractéristique des matroides est que 1'adjonction

d'un élé&ment du support a un indépendant crée au plus un circuit.

Définition 3

On appelle bitroide un génoide 9 = (E,I) tel quevl ¢I , ¥e € E-I,
I U {e} contient au plus deux circuits.

IT - EXEMPLES DE_BITROIDE

I - Indépendants d'un bimatroide :

Définition 4 :

Soient My = (E’Il) et M2 = (E,Iz) deux matroides ; le génoide

9 = (E, I L NI 2) est appelé intersection des matroides M, et [-42, ou encore

1
bimatroide.
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Remarque 3 : Soit 3 1'intersection de deux matroides Ml = ([, Il) et M2 = (B, 2) .
Un circuit de(a est un circuit de 1'un ou moins de ces deux matroides. Par
conséquent, 1l'adjonction d'un &élément de E 3 un indépendant de 3 crée au plus

deux circuits de 3 : 3 est donc un bitroide.

2 - Stables dans les graphes sans &toile

Définition 5

Soit G = (X,E) un graphe non orienté dont X représente 1'ensamble des
samets, E celui des argtes.
On appelle sous graphe de G construit sur le sous-ensemble S de X, le graphe
GS * (S,E') ol E' désigne 1l'ensemble des ar&tes de G ayant leurs deux extfénités
dans S. Si E' est vide, alors S est appelé un stable de G.

On appellera étoile ou encore K3 le graphe représenté ci-dessous :

Un graphe sera dit sans &toile s'il n'admet pas de sous-graphe isamorphe 3 une
étoile.

Remarque 4 : Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et § 1'ensemble des stables
de G. (X, ') est un génoide dont les circuits sont les paires de sammets
adjacents. L‘adjonction d'un samet & un stable crée donc au plus deux circuits?
(X,¥) est un bitroide. Réciproquement ,‘ la classe de graphes dans lesquels les
stables sont les indépendants d'un bitroide est celle des graphes sans étoile.




Exemples de graphes sans étoile

(1) Graphe adjoint d'un graphe (line-graph)

Soit G = (X,E) un graphe. Le graphe adjoint G de G est le graphe obtenu
en associant un sommet 3 chaque aréte de G et en reliant deux sammets par une
aréte si les ar@tes de G correspondant 3 ces deux sammets sont adjacentes.
Beineke a donné une caractérisation de ces graphes par sous—graphes exclus dont
le graphe K 4 [1 ]-

(ii) Graphe quasi-adjoint

Soit G = (X,E) un graphe. G est dit quasi-adjoint si le voisinage de
tout sammet peut &tre partitionné en deux cliques , ce qui est &quivalent i dire
que le camplémentaire du voisinage de tout sammet (au sens des arétes) est
biparti. J.F. Mawrras a défini un graphe presque biparti comme &tant un graphe
tel que le sous-graphe construit sur les sammets non voisins d'un sammet
quelconque soit biparti. Un graphe quasi-adjoint est donc le camplémentaire
d'un graphe presque biparti.

I1 est évident qu' un graphe quasi-adjoint est un graphe sans &toile. La réciproque
n'est pas vraie : en effet, le graphe sans étoile de la figure (a) n'est pas

un graphe quasi-adjoint.

Par ailleurs, tout graphe adjoint est quasi-adjoint : en effet, soit G = (X,E)

un graphe dont le graphe adjoint est G. Soient x un samet de G et (x,/X,) 1'aréte
de G associée 3 X. Le voisinage de x est 1'ensemble des sammets qui correspondent
aux arétes de G qui sont.adjacentes 3 1l'aréte (xl,xz) : il peut donc &tre
partitionné en deux cliques.

La classe des graphes quasi-adjoints contient strictement celle des graphes
adjoints : le graphe quasi-adjoint de la figure (b) n'est pas un graphe adjoint
puisqu'il fait partie des neuf configurations que Beineke exclut dans la

caractérisation qu'il a donné des graphes adjoints.

- fig.(a) - ~ fig.(b) ~
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3 - k-couplages d'un graphe

Définition 6

Soient G = (X,E) un graphe et k un entier. On appelle k-couplage de
G un sous-ensemble § de E tel que tout sammet de G soit adjacent 3 au plus
k arétes de & .

Remarque 5 - Soient G = (X,E) un graphe et I 1'ensemble de ses k-couplages.
Un circuit du géno’ide% = (E,I) est un ensemble de (k+1) ar@tes adjacentes

a un méme sammet. Par conséquent, lorsqu'on ajoute une ar&te & un k-couplage
on crée au plus deux circuits : 9 est un bitroide.

11T - QUELQUES PROPRIETES DES BITROIDES

Théoréme 2 [18]

Une condition nécessaire et suffi.éante pour qu'un génoide dont &
représente 1l'ensemble des circuits, soit un bitroide est que :

V(C',C",C"-' ) € 83, vaeC'NAC" nC", L e tel que

CcC' uc' uc” -{al

Définition 7

Soit § = (E,I) un génoide dont G représente 1'ensemble des bases.
On dit queg satisfait la propriété de continue cardinalité de ses bases. Si

¥ , Min|B| <8 smax |B| = B ¢ & tel que |B| =8
Be® Be®

Théoréme 3 [18]

Ies bitroides satisfont la propriété de continue cardinalité des
bases.




Soitg = (E,I) un bitroide dont @® représente 1'ensemble des bases.

Soit B ¢ @ tel que |B| < max ]fa[.
Be®

Montrons que : @ B' € & tel que |B'| = |B|+1.
Soit B' ¢ @ tel que |B'| > B et tel que |B'NB| soit maximun pour cette pro-
priété.
Soit a ¢ B-B',
ler cas : B' U {a} contient un circuit unique, soit C ;
C& B=3b ¢ (B'-B) NC
I =B' Uf{a}-{b}l ¢I.

De plus |I| = |B'| et |I NB| >|B' nB]

contradiction.

2éme cas : B' U {a} contient deux circuits distincts C' et C" ;

(i) si ® eC'" NC" n (B'-B) alors I =B' U {a}-{b} eI,
|I] = |B'| et |I nB| > |B' nB|-
contradiction.

(ii) SiC' nNC" n(B'-B) =@ alors

C'¢d B= @b' ¢C' n (B'-B)
c" (Z{ B => T b" (C" n (BI_B)
I =B' U{a}l-{b'",b"} ¢ I

|z = |B'|-1
=|1| = |8 = |B'| = |B|11
T nB| > |B' nB|

c.qg.f.d.




Remarque 6 :

Plusieurs prcblémes d'optimisation cambinatoire se raménent au
probléme @) de la recherche dans un génoide sur le support duguel est définie
une fonction poids, d'un indépendant de poids maximum, par exemple le probléme
de la recherche d'un stable de poids maximun dans un graphe. Ce t_ype de pro-
bléme est bien résolu, i.e. 3 1'aide d'un algorithme polynamial en n (n dési-
gnant la cardinalité du support), dans le cas du couplage [7 ], de méme que
dans celui des indépendants d'un bimatroide [14]. La notion de bitroide a
été introduite afin d‘'englober ces deux génoides et de donner un algorithme
camun de résolution du probléme (@ ) dans tout génoide satisfaisant la pro-
priété bitroidale, cet algorithme se basant sur une généralisation des notions
de chaine altemée et de samet insaturé des algorithmes de couplages.

La notion de chaine alternée peut facilement &tre généralisée en
chaine altemée dans les hypergraphes ([ 1 ], [19])celle de samret insaturé
par une base ® désignerait un &lément du support dont 1'ajonction & & crée
exactement un circuit. Cependant cette derniére généralisation ne permet pas
de conserver la propriété suivante du couplage : si B est une base de cardi-
nalité non maximmm, alors il existe un samet insaturE. En effet, considérons
le bitroide dont les circuits sont les arétes de 1'hypergraphe représenté
ci-dessous :

B = {3,4,6,7} est une base de cardinalité non maximum, puisque {1,2,5,9,8}
est une base de cardinalité cing. B ne satisfait pas la propriété énancée
ci-dessus. '

Par conséquent, on ne peut avoir pour les bitroides un théor&me analogue
celui des chaines alternées par rapport & un couplage. D'ol la nécessité de
restreindre la définitian donnée des bitroides.




.10.

Définition 8

Soit % = (E,I) wn bitroide dont G représente 1l'ensemble des circuits.
8 sera dit fort si :

V(C',C",C“' ) € 63 tel que H a € Cl n cll n Cnl ;
on peut extraire deux circuits pammi C', C" et C"', disons C' et C" tels que :
¥ b ¢ C'AC" (différence symétrique), I C ¢ & tel que

b eCcC' ucC"-{al.

Remarque 7 :
Tous les bitroides définis dans le paragraphe II sont des bitroides

forts, par contre le bitroide de la remarque 6 n'est pas fort ; on peut en
effet vérifier que les circuits {5,6,7}, {6,8} et {6,9} ne satisfont pas la
propriété énoncée dans la définition 8. M. Sakarovitch conjecture que les
bitroides forts satisfont la propriété du couplage énoncée dans la remarque 6,
ce qui permet d'espérer trouver un algorithme polynamial de résolution du
probléme () dans les bitroides forts. C'est ainsi que s'est posé le prcbléme
de déterminer un stable de cardinalité maximum dans un graphe sans é&toile.

L'objet de ce paragraphe est de caractériser les graphes dans lesquels
les stables sont les indépendants d'un bimatrolde. Dans la suite de ce paragraphe
on désignera par G = (X,E) un graphe dont f représente l'ensemble des stahles.

Remarque 8 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que Y soit 1'ensemble des
indépendants de 1l'intersection de deux matroides Ml = (X,T 1) et M, = (X,Iz)
est que 1l'adjonction d'un sammet 3 un stable crée au plus deux circuits, ces
deux circuits n'appartenant pas au mé@ne matroide.

Ceci est une conséquence de la remargue 2.




Ietme 1 @

Une condition nécessaire et suffisante pour que (X,f) soit un matroide
est que les camposantes connexes de G solent des cliques.

Démonstration :

C'est une conséquence de la remarque 2.

ILemme 2 ¢

Une condition nécessaire et suffisante pour que (X,J) soit un bi-
matroide est qu'il existe un recouvrement des arétes de G par deux familles
de cliques deux 3 deux disjointes (au sens des sammets).

Démonstration @

Ceci est une conséquence du lemme 1 et de la remargque 8.

Remargue 9 :

Démontrer que (X,¥) est un bimatroide est équivalent 3 trouver une
coloration des arétes de G 3 1l'aide de deux couleurs (une aréte pouvant avoir
ces deux couleurs), telle que si un samet x est adjacent a deux sammets X
et x

2
couleur, ces couleurs &tant différentes.

non voisins, alors les arétes (x,xl) et (x,xz) ont chacune une seule

Proposition 1 :

Ssi (X,¥) est un bimatroide alors tout sammet appartient d au plus
deux cliques maximales.

Démonstration :

Raisonnans par 1'absurde : supposons donc qu'il existe un sammet x
appartenant a trois cliques maximales GKI, GK2 et GK3'
{(X,¥) étant un bimatroide, il existe une coloration des arétes de G qui sa-
tisfait la propriété énoncée dans la remargue 9. Les argtes d'une clique

maximale ont ocbligatoirement une couleur cammune.
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- GKl et GK2 sont des cligues maximales => { (xl,xz) € Kl X K2 tel que
(xl,xz) ¢E => (x,xl) et (x,xz) ont des couleurs différentes, disons (x,xl)
et coloriée en vert, (x.,x2) en royge. Donc toutes les arétes de GK sont

coloriées en vert, celles de GK en rouge. 1
2

1><K3telque

(Xi'XB) #E => (x,xi) et (x,x3) ont des couleurs différentes.

- Gy et G, sont des cliques maximales => ¥ (x!,x.) ¢ K
1 K3 1°73

Or (x,xi) est coloriée en vert, donc (x,x3) est coloriée en rouge de méme

que toutes les arétes de GK .
3

- i i = 1 '
GK2 et GK3 sont des cliques maximales => & (x2, x3) € K, x Ky tel que

(xé, xé) ¢ E.
Or les arétes (x,xé) et (x,x:f}) sont toutes les deux coloriées en rouge.
Contradictiaon.

Proposition 2 :

Si (X, ) est un bimatroide alors G ne contient pas de cycle impair
sans corde de longueur supérieure ou égale ad cing.
Théoréme 4

(X,f) est un bimatroide si et seulement si G ne contient pas de
cycle impair sans corde de longueur supérieure ou égale a cing et si tout

sammet appartient a auplus deux cliques maximales.

Démonstration :

a) Condition nécessaire :

C'est une conséquence des propositions:l et 2.

b) Condition suffisante :
On met en évidence une coloration des arétes de G qui satisfait la

propriété de la remarque 9 & l'aide de lhalgorithme suivant.
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Algorithme de coloration des arétes

(O) Soit G = (X,E) un graphe vérifiant la condition énoncée dans le théoréme ;
soit x ¢ X ;
(1) Si x appartient & une seule clique maximale Gy alors colorier les arétes

de GK en vert, sinon soient G et G] les deux cliques maximales de
G qui contiennent x ; colorier les aré’tes de GK en vert, celles de

GK en rouge.
2

(2) S'il existe une aréte non coloriée alors aller en (3) sinon teminer :
on a trouvé une coloration des arétes de G telle que si un samet x est
adjacent a deux sammets x, et X, non adjacents entre eux, alors les
arétes (x,xl) et (x,xz) ont des couleurs différentes, chacune de ses

arétes ayant une seule couleur.

(3) S'il existe un samet adjacent 3 une aréte coloriée et 3 une aréte
non coloriée alors aller en (4) sinon aller en (5) ;

(4) Soit x un sammet adjacent & une aréte coloriée et 3 une aréte non coloriée ;
soient GK la clique maximale contenant x dont toutes les arétes sont
coloriées et GX(2 la cligque maximale différente de GK qui contient x ;
colorier les ar€tes de GK en vert (resp. rouge) si ies arétes de GK
sant coloriées en rouge (resp. vert) ; aller en (2) ;

(5) Soit x un sammet qui n'est incident 3 aucune aréte coloriée ; aller

en (1) ;

La justification de cet algorithme est évidente puisque s’il existait un sammet

x adjacent 3 deux ar@tes n'appartenant pas 3 une méme clique et ayant une couleur
canmmune alors on mettrait en &vidence un cycle impair sans corde de longueur supé-
rieure ou égale a3 cing. '

Remarque 10 :
Soit G = (X,E) un graphe tel que (X,Jf) soit un bimatroide. Tout sammet

de G est donc adjacent d au plus deux cliques maximales de G, par conséquent
G est un graphe sans &toile. G ne contient pas d'anticycle impair : en effet
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si G contenait un anticycle impair GA alors G ne contenant pas de cycle impair
sans corde, on aurait |A| = 7 et par conséquent tout sammet de A appartiendrait
a -lél—:-l- cliques maximales ce qui contredirait le fait que tout samet de G

2
appartient d au plus deux cliques maximales.

G est donc un graphe sans étoile ne contenant pas de cycle impair sans corde
de longueur supérieure ou €gale a cing ni d'anticycle impair. C'est donc un
graphe parfait car la conjecture des graphes parfaits est démontrée pour les
graphes sans étoile [17].

Théoré&me 4 (bis)

Une condition nécessaire et suffisante pour que (X,f) soit un bimatroide
est que G soit un graphe parfait dont tout sammet appartient & au plus deux

cliques maximales.
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CHAPITRE - 11

QUELQUES PROPRIETES DES GRAPHES SANS ETOILE
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Remarque 1
Soit G = (X,E) un graphe sans étoile, S un stable de G.
Tout samet de G est adjacent a au plus deux samets de S.

Définition 1

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable de G.

- un samet de G sera dit insaturé (par S) s'il est adjacent & un seul samet
de S, saturé (par S) s'il est adjacent & deux sammets de S.

- On appellera chaine altemée (par rapport & S) un sous graphe de G qui est
une chaine dont les sammets appartiennent alternativement a S et a (X-5).

- Une chaine augmentante (par rapport & S) est une chaine altermée joignant
deux samnets insaturés.

A une chaine alternée par rapport 3 un couplage § d'un graphe G, correspond
dans le graphe adjoint G de G, une chaine alternée par rapport au stable
constitué des samets de G associés aux arétes de & .

Remarque 2
Soient G = (X;E) un graphe sans étoile et S un stable de G. 5'il existe

une chaine augmentante GX‘ par rapport & S, alors S n'est pas un stable de car-
dinalité maximum pulsque S' = 8 A X' est un stable de G de cardinalité |S|+1 .
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Théoxréme 1

Soient G = (X,E) un graphe sans &toile (tel que |X| soit fini) et
S un stable maximal de G ;
Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit un stable de cardinalité
maximum est qu'il n'existe pas de chaine augmentante par rapport 3 S.

Démonstration :

a) Condition nécessaire

C'est une conséquence de la remarque 2.

b) Candition suffisan_t;g
Soient S un stable maximal de G vérifiant la condition é&noncée dans
le théoréme et S' un stable de G de cardinalité maximum. Tout sammet S A S!

est adjacent soit a un soit & deux sammets de S A S', car S et S' sont tous

deux maximaux et car G est un graphe sans étoile.

les camposantes connexes de GS AS? sont donc soit des cycles élZmentaires pairs
soit des chaines €élémentaires. '

Par ailleurs, une camposante connexe de GSAS' qui est une chaine élémentaire
ne peut avoir un nambre impair de sammets car sinon ce serait une chaine
augmentante par rapport 4 S ou S' ce qui contredirait les hypothé&ses :

S et S' ont donc méme cardinaliteé.
c.q.f.d.

Corollaire :
Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable maximal de G.
Si le sous—-graphe de G construit sur l'ensemble des sammets insaturés est une

clique alors S est un stable de cardinalité maximum.

Remarque 3

M. Sakarovitch conjecture que les bitroides forts satisfont la propriété
(P) suivante :
Si SO est une base non maximum, alors il existe une séquence de bases
Sl’ SZ"' .,Sk telle que :
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(1) ‘So| = |Sll Z e = Isk...ll = lskl_l
(1i) |8y ns;l =Is; ;-1 pour i =1,2,...,k

Cette conjecture est vraie pour le bitroide des stables (d'un graphe sans

étoile) dont on a vu qu'il était fort (cf. Remarque I.7). .

En effet, considérons dans un graphe sans étoile G = (X,E) un stable maximal
qui n'est pas de cardinalité maximum. On peut donc d'aprés le théoréme 1

mettre en évidence une chaine & augmentante par rapport & S, ;G est définie

par la séquence (xo, Syr Xys Syr seer Sp_ye xk)

Posons

S =5 u {xi}—{si} pour i =0,...,k-2

i+l

S =Sy Ul ixd-{s )

On vérifie aisément que les Si sont des bases et qu'ils satisfont les axiares
(1) et (ii) de la propriété (P).

[1 - STABLES PARFAITS DANS LES GRAPHES SANS ETOILE

Définition 2

Soit G = (X,E) un graphe,c> un couplage de G. On dit que § est parfait
s'il sature tous les sammets de G.

Remarque 4
Pour 1'étudé de 1'existence d'un couplage parfait dans un graphe, on

peut supposer sans perte de généralité que le graphe est simple auquel cas
la définition 2 devient &juivalente a dire que & est un couplage parfait si
toute ardte de E-§ est adjacente 3 deux artes de & .

Dans un graphe admettant un couplage parfait, le nombre de sammets est pair
et tout couplage de cardinalité maximum est parfait.
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Notation :
Soient G = (X,E) un graphe et Y un sous~ensemble de X. On désignera par
V(Y) l'ensemble des samncts de X-Y qui sont adjacents 3 au moins un sommet de

Y, si ¥ = {x} alors par abus d'écriture, on désignera V(Y) par V(x).

Définition 3

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile tel qu'il n'existe aucun couple
de sammets X et y adjacents entre eux tels que V(x)-{y} = V(y)-{x}.
Un stable S de G sera dit parfait si tous les samets de X-S sant saturés
par S.

Remarque 5

(1) L'existence d'un stable parfait ne dépendpas de la parité du nambre de
samets du graphe.
Soit G le graphe représenté ci-dessous, S un stable de G ; on représentera

les sammets de S par des cercles.

S est parfait et le nambre de sommets du graphe est pair.

Considérons & présent le graphe G représenté€ ci-dessous et S un stable de G

S est parfait et G contient un nambre impair de sammets.
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(i) Un stable parfait est de cardinalité maximum (puisqu'il n'existe pas
de samet insaturé). .

(iii) Dans un graphe sans &toile admettant un stable parfait, un stable de
cardinalité maximum n'est pas forcément parfait : en effet, soit G le
graphe représenté ci-dessous 5, (resp. Sz) un stable de G dont les.

samets sont représentés par des cercles (resp. des carrés).

8, est parfait, par contre S, n'est pas parfait puisqu'il laisse

insaturé le samet 3.
Théoréme 2

Soit G = (X,E) un graphe sans &toile admettant un stable parfait s*,
Une condition nécessaire et suffisante pour que tout stable de cardinalité

maximun de G soit parfait est qu'il n'existe pas de samet adjacent 3 exacte-
]

ment trois sammets d'un cycle palr sans corde G telque |CnS 5 .

Démonstration @

a) Condition nécessaire
Supposons que tout stable de cardinalité maximum de G soit parfait est

qu'il existe un samet X adjacent a exactement trois samets

Xy xﬁ et x, d'un cycle pair sans corde G tel que lc ns¥| = -I—CZ:—L .

S = S" A C est un stable de cardinalité maximum qui n'est pas parfait
puisqu’il laisse insaturé le sammet X

- contradiction -
X

- o v w O—-———




b) Condition suffisante
Raisonnons par 1l'absurde : supposans qu'il existe un stable S de cardi-

nalité maximum de G qui ne soit pas parfait. Soit donc XO m sammet
insaturé par S.

S et Sx étant des stables de cardinalité maximum, les camposantes connexe
de G

SAS
élémentaires ayant un nambre pair de sommets.

% sont soit des cycles élémentaires pairs soit des chaines

Or une camposante connexe de G AgX ne peut étre une chaine élémentaire ca

SAS
1'une de ses extré@mités serait un sammet insaturé par SX (ce qui contre-
dirait le fait que s* est un stable parfait). Par conséquent les campo-
santes connexes de G,, % sont des cycles élémentaires pairs (sans corde).

SAS
Donc X 7 S*. Soit Sg le samet de S qui est adjacent a X, ¢

*
ler cas : sOGS

Soient s et s' les sammets de S}'E qui sont adjacents a X,

s X st

[ ]

—_ ™ | 3 .
G{xo,s,so,s'} # K13 => (so,s) ~€ B ou (so,s }) ¢ E (disons (so,s) e E) ;.

(i) si (so,s') € E alors Xy serait adjacent 3 exactement trois sommets du
cycle pair sans corde qu'est la composante connexe de G, A #* contenant

SAS
So - contradiction -~

(ii) si (so,s') £ B alors s' n'appartenant pas a S, il serait adjacent a

deux samets s! et s! de S tous deux différents de sy ¢

1 2

G{S':Sizsérxo} = K13 - contradiction -




s ¢s = |[V(s) ns| =2
Posons V(s) NS = {51,52} 0
K1 - contradiction-

G{s,sl,s?_,xo} = %13

Corollaire

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile admettant un stable parfait.
Si G n'admet pas de sous~graphe isamorphe & 1'un des deux graphes représenté&
ci-dessous alors tout stable de cardinalité maximum est parfait.

Définition 4

Soit G = (X,E) un graphe, une clique de G sera dite spéciale si elle
contient un samet dont les adjacents en dehors de la clique forment une
clique et si elle est minimale pour cette propriété.

Un samet x de G est dit simplicial si GV 50) est une clique.
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Remarque 6

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile, s* un stable parfait de G. Tout
sammet simplicial de G appartient a Sx.
On peut donc pour étudier 1l'existence d'un stable parfait dans un graphe sans
&toile, supposer que le graphe ne contient pas de saunet simplicial.

Canjecture :

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile ne contenant pas de sammet simpli-
cial. Si le nambre de cliques spéciales de G est impair alors G n'admet pas de
stable parfait.

I11 - PROPRIETE D'INTERSECTION

Définition 5

On appelle polyédre de R"” 1'ensenble des vecteurs de R™ qui appartien-
nent a 1'intersection de m-demi-espaces.
P peut donc s'écrire {x ¢ r" / BAx < b} o0 A est une matrice m x n et b un
vecteur de R".

On appelle polytope un polyé&dre borné.

Définition 6

Soit P un polyédre de r" ; un vecteur de P est un samet s'il se
trouve & 1'intersection d'au moins n hyperplans limites des demi-espaces dot

1'intersection est P.

Définition 7

Soit P un polyddre de R'.

On dit que P posséde la propriété d'intersection si 1l'adjonction de la contrainte
n

I X < k.

i=1




(k ¢ N) aux contraintes définissant P ne crée pas de nouveau samnet.

Définition 8

Soient s vecteurs Xy eXgreee s X de R". on appelle enveloppe convexe
de ces points le polytope :

CO{Xypeeerx ) ={X e R" / X

I
™
>

e
4

s
pour 1 = 1,2,...,8et I 21 =1}
i=1

Définition 9

Soient X ={v1,v2,... ,vn} et G = (X,E) un graphe.
Ie vecteur représentatif d'un stable S de G est le vecteur x de R" dé&fini par :

1s8iv

; €8

O sinon
On appelle polytope associé aux stables de G, qu'on note P(G), 1'enveloppe

convexe des vecteurs représentatifs des stables de G.
Ie support d'un vecteur entier x de P(G) est 1l'ensemble {vi/x1= 1} .

Définition 10

Soient P un polyédre et (x,y) un couple de sammets de P.
x et y sont dits voisins si

vz, z ¢ Colix,y})
= gz ¢Co(1\)

VA, A c P"CO({XIY})

On dit alors que Co({x,y}) est une aréte de P.
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Remarque 7 :

Soit G = (X,E) un graphe tel que |X| = n.
X € P(G) NN <= x est un sammet de P(G).

Théoréme 3 (Chvatal [ §1)

Soit G = (X,E) un graphe.
Une condition nécessaire et suffisante pour que deux samnets de P(G) soient
voisins, est que le sous graphe de G construit sur la différence symétrique

de leurs supports soit connexe.

Théoréme 4 (Calvillo [ 3 1)

Soit G = (X,E) un graphe.
‘Une condition nécessaire et suffisante pour que P(G) satisfasse la propriété

d'intersection est que G soit un graphe sans é&toile.

Démonstration : (MAURRAS)

a) Condition nécessaire
Soit G = (X,E) un graphe tel que P(G) posséde la propriété d'inter-

section. Supposons que G admette un sous graphe isamorphe a K13, soit GQ.
Posans Q = {d,vl,v2
S ={d} ets'= {v,,v,,v3} sont des stables de G ; |X| =n ;
Soient x et y les vectewrs représentatifs de S et S' respectivement.
n
= Xty t
Posons z 5 (zl,zz,.r.l.,zn) . 0Ona iil 2,
tion de la contrainte = X, < 2 aux contraintes de P(G) crée un nouveau
i=1
samet a savoir le point z

,V3} . d est le samnet de degré trois de GQ.

= 2 ; ceci implique que 1'adjonc-

- contradiction -




b) Candition suffisante
Soit G = (X,E) un graphe sans étoile tel que |X| = n.
Si P(G) ne satisfait pas la propriété d'intersection alors il existe un entier

n
k tel que l'intersection de P(G) avec le demi-espace {x ¢ Rr" / I X < k} -
i=}

contienne un sammet X qui n'est pas un samret de P(G).
x* appartient donc 3 wne ardte Co({x,y}) de P(G) ce qui implique que pami
les samets x et y, i1 y en a un dont le support S est un stable de G de
cardinalité supérieure 3 k, le support S' d2 l'autre &tant un stable de car-
dinalité inférieure d k ; par conséquent |S-8'| > 2.

Or d'aprés le théoréme 2, GSAS' est connexe, c'est donc soit une chaine
&lémentaire, soit un cycle &lénentaire pair:|S-S'| < 1.

- contradiction -

IV - QUELQUES FACETTES DU POLYTOPE ASSOCIE AUX STABLES D’UAd GRAPHE

Définition 11

Soit P un polytope de R" ; solent o ¢ R"” et a € R.

n
On dit que la contrainte I a X, £ @ définit une face F de P si
i=1
n
¥x ¢ P, I a,X, <«
i=1 i1 o

Si de plus il existe n points x!, x?,.. .,xn de P affinement indépendants tels

que g oy x]; = a_ pour k=1,2,...,n alors la face F est appelée une facette
i=]

de P.~

Exenples :
Soit G = (X,E) wn graphe ; X = {VI'VZ"” ,vn};
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n
1) si G est une clique alors I xi < 1 est une facette de P(G) ;
i=1
n n-1
2) si G est un cycle impair sans corde alors ¢ X, S5~ est une facette
de P(G) ; =1
n
3) si G est un anticycle impair alors I: X < 2 est une facette de P(G).
i=1
Remarque 8 :

lLes facettes d'un polytope P constituent un ensemble minimum de
contraintes définissant P. C'est ce qui explique 1'intérét porté d 1'étude
des facettes puisque la résolution & l'aide du simplexe, d'un prdbléme qui
peut étre formulé camme un programme lin€aire (P) ne peut &tre envisagée que
si le nambre de contraintes de (P) n'est pas trop grand. Par ailleurs,
pour déterminer une solution gptimale entiére d'un programme linéaire, on
peut appliquer le simplexe sur l'enveloppe convexe des solutions réalisables
entiéres, laguelle est optenue en ajoutant des facettes. C'est ainsi que
plusieurs procédures de génération de facettes ont &té proposées, notamment

en ce qui concerne le polytope associé aux stables d'un graphe.

Exemple : Procédure I (Nemhauser et Trotter) [12]

Soit G = (X,E) un graphe ; X = {Vl,...,v }.
n n

-1
Considérons une facette de P(Gy_ (v }) définie par I a;X; <a..
n i=1
Posons
@ = max (0, max z aixi)
X‘P(GX—{vn}) {1/vi ﬁv(vn)}

Alors
n

T a.X, < oy est une facette de P(G).
i=1
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P;_'Qmsition

Soient X = {v ,...,Vn} et G = (X,E) un graphe sans étoile.

n~-k 12
i=1 i1 (o)
qui définit une facette de P(G_ )

L] GX {Vn—k+1, L ,Vn}
On définit aj a partir de al,az,...,uj_l d 1'aide de la procédure I

et ce pour j = n-k+l,...n.

L3

'On a alors

aj ¢ {0,1,2}, ¥Vj.

pémonstration

G étant un graphe sans étoile, la cardinalité maximum d'un stable de
Gv (v )est inférieure ou &gale 3 deux (¥i).
Par donséquent dans Gy v......y ¢ la cardinalits maximm d'un stable
chute d'au plus deux uni 's?'lor;q -'}én supprime les sammets de V(vi) , pour
i = n-k+l,...,n. Ceci implique que a; ¢ {0,1,2} pour 1 = n-k+l1,...,n.

Exenple
Soit X = {vl,vz,...,vn} et G = (X,E) un graphe sans étoile tel que

i) | GX—{vn} est un anticycle inpair ;

ii) V(vn) = X—{vn} ;

n-1
rox o< 2 est une facette de P(Gx_ v }) laquelle engendre dans P(G),
n :

=] n-
d'aprds la procédure I la facette & %t

Canjecture
Toute contrainte qui définit une facette du polytope associé aux
stables d'un graphe sans &toile G = (X,E) peut s'écrire

x|
iil o,X, <o avec a; ¢ {0,1,2} pour i = 1,2,...,|X] et a, € N.

I o,X, <a_ est une contrainte booléenne (i.e. (al,az,...,an_k) € {O,l}n_k)
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Remarque 9

Cette conjecture est campatible avec la conjecture suivante de

J.F. Maurras :

Soit G = (X,E) un graphe quasi-adjoint ; P(G) peut s'écrire sous la
forme :

e ml¥

| x20

. AX < Db

olil A est une matricem x |X|dont les &léments valent O ou 1 et b un vecteur
de W™
En effet, un graphe est quasi-adjoint . si aucun sommet n'est adjacent & tous

les samets d'un anticycle impair.

Procédure II de Chvatal (de génération de faces)[4]

Soit G = (X,E) un graphe ayant n sammets.
Soit Pk (G) un polytope contenant P(G), défini par

n
X e IR

Bx = by

ol Ak est une matrice m x n dont les €léments sont entiers et b un vecteur de
m
)

0 Ak=(ak

ij'i=1,2,...,m
3=l,00000 M
m m k
Soit o« ¢ N ; posans B, = I o, a,. pour j=1,2,...,n
Joi= Y

By = <asby>

)\ =p.g.C.d (81182,-..,Bn)




.29,

noBy BO BO
On a alors : X ¢ P(G) = I T ¥ % [T] (partie entiére de T)
i=1 ‘
Soit P (G) le polytope défini par :
X € IRn H
Bepr® < By
avec n
Pcauiill e e =~
A1 =
m Ak mtl
Bl/l ss e e Bn/A
et bk
bee1 = | 8
0O
=y

P (G) cP, (G cP(G).

Ia construction de Pk +1

génération de faces de Chvatal.

(G) constitue une itération de la procédure II de

Théoréme 5 (Chvatal [ 4.])

Soit G = (X,E) un graphe dont A est la matrice d'incidence
arétes-sammets |X| =n ; |E| =m ; soit P_(G) le polytope de R" défini par

\Ax s’]:[]Rm

Partant de PO(G) , @n obtient P(G) en un nambre fini d'itérations de la procédure
ITI de Chvatal.
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Conjecture d'Edmonds

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile dont A est la matrice d'incidence
cliques maximales-samets. |X| =n ; |E|'=m ;
Soit PO (G) le polytope défini par :
X o€ R"
20
Ax < 11
m
Toute contrainte qui définit une facette de P(G) s'obtient au bout d'une seule

itération de la procédure II de Chvatal & partir de P G).

Théoréme 6

Soient X = {Vl'v2'°” ,Vn} et G = (X,E) un graphe dont A est la matrice
d'incidence arétes-samets ; |E| = m.
On suppose que P(Gx_g ) = {x ¢ rYL / Bx = b} ol B est e matrice dont les
€éléments sont entiers ‘et b un vecteur entier.

Soit Pc (G) le polytope de R" @8fini par :

X € IRn

x>0

s I

t

B(xl,xz, R _1) <b

n-1
Toute facette de P(G) définie par une contrainte de la forme I aixi+xn

=1

s'cbtient au bout d'une seule itération de la procédure II det Chvatal

sur Pc (G).
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Démonstration

B est une matrice p x (n-1), b un vecteur de nP,

POSOYIS a = ( ul'azloo-'a -1'1)

—

o . ————
* n et C= (1,1,...1, b b)t
o - prhpgroecl, geocy
m

v
n

Considérons les deux programmes lin&aires duaux ci-dessous :

Cx zc yc = o
(P) x 20, x ¢ R" (D) ycmmpiyzO
<q,x> = z(max) f¥,c> = W(min)

Soit x* wne solution optimale de (P); <a,x£> = oX,
lexr cas o =a

Soit y"t une solution optimale de (D).

n
X ¢ PC(G) => °Z cijxj A vi
i=1
n
x *
=y, I C,. X, <Y, C, Vi
ij=1 i3 75 i71
mp 4, N P x
= L[ Yy, I c.X.< L y;cC, =u
i=1 ij=1 ij 75 =1 R
n mp
= I X y:’f cij Xj s ux
=1 i=1

or

m;p'yf Cis =04
i=1 33




Donc

28me cas o > o
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i~

a. X, £ O
373

c.q.f.d.

*
o

Onaalors:xﬁ;éo;

(i)

.k E 3 . .
si x = 1 alors X = 0 ¥i tel que v, € V(vn) ;
Soit;{ eZINn_l Nn°rPEG ) tel que

X"‘{Vn}
n-1 -
hX ay Xi = max { T ay Xi)
i= X‘P("x'{vn}) Li/v, ¢v(v )]
n-1 o
si .Z oy X o= alors posons
i=
k, si i ¢V(n) U {n}
X, = D si i e V(n)
i si i=n.
n
On aalors I o.X. = a +1,
. iTi o)
i=1
- contradiction -
n-1 -
Donc L a. X, < a
, i“i o
l=
n-1 -

Eaixf= z aiX}:sZaiXi<oto
i#n {1/vifV (n) } i=1
=> a*—a <a xx=1.

(0] nn

=> ay = [ax] .

c.qg.£.d.




(i1)

0330

Si 0 < xﬁ < 1 alors soit x une solution cptimale de

X ¢ P(G_ )
X{vn}

n-1

b aixi=z(max)

i=
On a n-1 .

I a, X, £ a

i= i “i 0
Donc Zaxxs Z.a;{Sa

i#n i1 1#n i1 (o]
D'oa

a—aosanx =x <1,
Par oconséquent :

o

c.q.f.d.
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CHAPITRE - III

ALGORITHME DE RECHERCHE D'UN STABLE DE CARDINALITE

G s B T wue e Gy SR D e M S e AR S G SES @b Geh e i AR GdD ay ML e D e e e A S A S o —— . et G S ———

Lamme 1

Sbient G = (X,E) un graphe sans &toile, S un stable de G, X, et X
deux samets insaturés par S non adjacents entre eux. Soit®& = (X',E') une
chaine &lémentaire de G dont les sammets appartiennent alternativement 3 S
et & (X-8) et qui joint x ., et X . & est dsfinie par la séquence’
(xo,so,xl,sl, veeyS -l'xk) .

Une condition nécessaire et suffisante pour que@ soit un sous-graphe de G

est que (xi, ) §Epour i =0,1,...,k-1.

Xi+1

Démonstration @

a) Condition nécessaire :
C'est une consé&quence de la définition d'un sous—graphe.

b) Condition suffisante :

- Raisonnons par 1'absurde. Supposans donc que (xi, xi+1) ¢ E pour
i=0,1,...,k-1 et que §§ ne soi:pas un sous—graphe de G. Gy contiendrait donc
une aréte e appartenant d E~E°.

(1) sie= (xi,sj) avec O £1 <k et O £ j <k-1 alors d'aprés les hypothéses

i#0et i#k;
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Ceci econtredit la remarque II.1

(ii) Sie= (xo,xj) avec 2 < j < k-1 alors

G{xjrsj—l'sjrso]ﬂl?(xo Sj-1) € B ou (y8) € E

par conségquent X serait saturé par S.
= contradiction -

(iidi) sie= (xk,xj) avec 1 £ j R k-2 alors un raisonnement analogue 3 celui
fait ci~-dessus conduit a une contradiction.

(iv) sie= (xi,xj) avec 1 <1 < j-1 <k-2

o o)
Si 4 sj
alors
G K = (s, X.) E ou (s.,x. E
{xi,si_l,xj,sfs} 13 i-17757 € Sit j) €

ce qui contredit la remarque II.1.

Définition 1

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable maximal de G. Soit x

un samet adjacent & un samet s de S. On dira gque x est inessentiel si :

x' € V(%)
¥x', x' ¢ V(s)-{x} =» ou

[V(x) n 8| =2etV(x) NS=V(') NS
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Remargue 1

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable de G ; un samet
inessentiel x ne peut pas appartenir 3 une chaine auwgmentante par rapport a S.
On peut donc, dans la recherche de chaine augmentante par rapport a S, effacer
les samets inessentiels.

Notations :

- Soit & une chaine &lémentaire ; soient x et y deux samets de& ; on
notera & (x,y) la portion de la chaine(s joignant x et y.

- On désignera par c.a. une chaine alternée par rapport & un stable S
d'un graphe sans étoile.

- Une chaine alternée C, pourra étre désignée par la séquence des sammets
qui lui appartiennent ; par extension C, pourra désigner 1'ensemble des

samets de la séquence définissant Ct'

Définition 2

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile, S un stable de G et C, une
~c.a. de G ; on dira que Ce satisfait la propriété (%) si et seulement s'il
n'existe aucun samet de G adjacent 3 trois sammets consécutifs de Ct‘

Remarque 2 :

L'algorithme que nous allons présenter, se basant sur le théoréme II.1,
a pour cbjet de détecter dans le graphe des chaines augmentantes, et ce & 1'aide
d'une procédure de marquage des sammets analogue a celle utilisée dans 1'algorithme
du couplage d*Edmonds f%1 . cette procédure nécessite deux opérations de
réduction. ) o




IT - INTRODUCTION DES OPERATIONS DE REDUCTION

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable maximal de G qui
n'est pas de cardinalité maximum.
D'aprés le corollaire du théoréme II.1l, il existe un sammet insaturé X, hon
adjacent & au moins un autre sammet insaturé. la procédure (P) suivante décrit
le sché&ma général de 1'algorithme de marquage (inspiré de 1l'algorithme de cou-
plage dans les graphes bipartis) pour détecter une chaine augmentante par rap-
port & S issue de X

Procédure (P)

(0) Donner la marque (+,0) a X, i

(1) 8'il existe un samet x marqué (+,.) non encore examiné, alors donner la

marque (-,x) a tout sammet adjacent a x non marqué et aller en (1) ;

(2) S'il existe un samet s de S marqué (-,.) et non encore examiné, alors
donner la marque (+,s) & tout samet adjacent a s non marqué sinon
teminer ;

S'il existe un samet insaturé marqué (+,s) alors terminer : on peut
mettre en &vidence une chaine augmentante issue de Xy sinon aller en

(1).

Remarque 3 :

D'aprés le lemme 1, la chaine cobtenue en remontant les marquages a partir

d'un samet marqué (+,.) est un sous—graphe. Par conséquent, lorsqu'on margue
(+,.) un sammet insaturé x(') différent de Xo’ on peut mettre en &vidence une

chaine augmentante joignant X et xé.

La procédure proposée peut cependant ne pas détecter de chaine augmentante

issue de X, alors qu'il en existe dans le graphe. Ceci se produit dans les

deux situations décrites ci-dessous.
Dans la suite, on représentera les sammets du stable par des cercles.
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e s e o o s et e

Soilent G = (X,E) le graphe représenté ci-dessous et S un stable maximal
de G :

On applique la procédure (P) & partir du sormet 1 ce qui donne les marquages

suivants :
(- 16)

(-,6)

(+,2)

On ne peut plus faire de marquages et on n'a pas détecté de chaine augmentante
issue du samet 1 alors qu'il en existe une & savoir G{1,2’3,4'5}. Ceci est
dd au fait qu'on aexaminé le sauret 6 avant le sammet 3 et plus précisément
au fait que le sammet 5 n'est pas adjacent 3 tous les samets marqués (+,.)
qui sont adjacents au sammet 4.

Deuxiéme cas :

Soient G = (X,E) le graphe représenté ci-dessous et S un stable de G.
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L'application de la procédure (P) & partir du samet 1 donne les marquages
suivants : |

(—IB)

(+,4)

(+,2) (=,3)

La procédure ne permet pas de détecter de chaine augmentante issue du sammet
1 alors que G{1,2,3,4,5,6,7} en est une.
Ici la difficulté provient de 1'existence du cycle impair sans corde

G(3,4,5,6,8)"

Remarque 4 :
Pour pallier ces deux difficultés nous avons &tabli deux opérations de

réduction du graphe qui ont chacune les trois propriétés suivantes :

(1) Le graphe cbtenu gprés réduction conserve la structure de graphe sans
étoile -

(ii) S'il existe une chaine augmentante issue de X, dans le graphe de départ,
alors il en existe une dans le graphe réduit et réciproquement -

(iii) On peut facilement a partir d'une chaine augmentante issue de X dans
le graphe réduit, engendrer une chaine augmentante issue de X dans le
graphe de départ.




Définition 3

Soit G = (X,E) un graphe sans étoile et C un sous-ensemble de X tel que
GC soit un cycle impair sans corde de longueur supérieure ou é&gale a cing.
Soit A 1l'ensemble des scmmets de X-C qui sont adjacents & des sammets de C.
On appellera réduction de G par rapport au cycle impair sans corde Go 1'opé-

ration qui consiste 3 :

(i) supprimer les samets de A qui sont adjacents 3 plus de deux sammets de C,
de mé&me que les sammets de C ; soit Ar 1'ensemble des samets de A res-
tants aprés cette opération ;

(ii) renplacef G, par une clique.

By

Remarque 5 : )
Cette opération de réduction est tout-d-fait analogue a celle des

"blossan” dans 1'algorithme du couplage d'Edmonds [ 7 1.

En effet, soit G = (X,E) un graphe quelconque, G =[(f(,}§) son graphe adjoint.
Considérons un cycle impair élémentaire C de G. Soit GE: le graphe adjoint de
C, A l'ensemble des samets de X-C qui sont adjacents a des samets de C.

A un samet de G, correspand une clique de (§ La contraction de C dans G con~
siste 3 ramplacer le sous graphe de G construit sur les sammets de C par un
samet x qu'on relie par une aréte 8 1'extr&mité n'appartenant pas a C de
toute ardte de G ayant une seule extr@nité dans C. Ceci équivaut dans G d'une
part 3 supprimer les sammets de C et ceux de G qui correspondent aux cordes
de C (lesquels sont les sammets de A adjacents 3 plus de deux samets de C)
et d'autre part & remplacer par une clique le sous-graphe de G construit sur
les samets correspondant aux arétes de G qui ont une seule extrémité dans C
(ces samets sont les scumets de A qui sont adjacents a exactement deux sam-
mets de C).

Exemple de ré&duction par rapport & un cycle impair sans corde de longueur

supérieure ou &gale a cirg.

Soit G le graphe représenté ci-dessous, C un cycle impair sans corde de
longueur supérieure 3 cing de G.
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A=1{1,2,3,4,5} ; Ar = {1,2,3}.

Aprés réduction de G par rapport & C, an obtient le graphe suivant :

2

Remarque 6 :

La deuxiéme opération de réduction que nous avons &tablie n'a pas
d'équivalent dans la théorie du couplage. C'est une réduction par rapport
d une clique. Pour l'introduire, reprenons l'exemple de la page 29 :

5

3

Pour détecter la chaine augmentante {1,2,3,4,5} an va dans ce cas contracter
la clique {3,6} en un sammet qu'on relie par une aréte a tout sammet adjacent

a la fois & 3 et & 6. Ce qui donne :

L O
(3,6) 4 ?

Cependant cette opération devra &tre faite avec quelques précautions pour que
le graphe réduit conserve la structure de graphe sans étoile. Ainsi quand on

e Q-
1 2




contracte la clique {3,4} dans le graphe G représenté ci-dessous :

y

6

On cbtient le graphe G1 suivant :

(3,4 >
@

On remarque alors que le sous-graphe de G1 construit sur {5,6,7,(3,4)}

est une étoile. Pour remédier 3 cela, an relie par une aréte les sammets
, (1)
6 et 7 .

Considéroris & présent le graphe G représenté ci-dessous :

6

8

La réduction de G par rappbrt 3 la clique {5,6} donne le graphe G, représenté
ci-aprés :

(1) Il conviendra de montrer que cette opération ne supprime pas toutes les
chaines augmentantes issues de x_ (c£.§ IV),
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10 E
2 3 4 (5,6) 7 8
On remarque que :
G =K
9,10, (5,6),80
Ici pour détruire cette étoile, on supprime le sammet 9 (1) .

Définition 4 :

Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et s un sommet de G adjacent &
tous les samets d'une clique A(s) de G.

Considérons les sous—ensembles de X~A(s) suivants :

A = 1'ensemble des samnets non adjacents a s D adjacents a au moins un samnet
de A(s) -6t differents:de'd .=

e
i

= 1'ensemble des sammets adjacents a s et & au moins un samnet de A(s);
C = 1l'ensemble des sammets qui sont chacun adjacents a tous les sommets de A(s).

On appellera réduction de G par rapport a la clique A(s) 1'cpération qui consiste
a s

(i) supprimer les samets de B N C qui sont adjacents & au moins un sammet de
A-C; soit B, (resp. Cr) 1l'ensemble des samets de B (resp. C) restants

aprés cette opération ;

(ii) contracter A(s) en un sammet qu'on relie par une aréte 3 tout sammet de

Cr;

(iii) remplacer GB par une clique.
r




hh.

Exemples de réduction par rapport d une clique

1) Soit G le graphe représenté ci-dessous :

s =4 A(s) = {2,3}
Pour réduire G par rapport & la clique A(s), on définit les ensenbles
A,B et C considérés ci-dessus,

A= {1}
B = {5,6,7}
c={1,4,6})

A'—C=¢=>Br=BetCr=C-

Désignons par x le sammet qui résulte de la contraction de A(s) ; le graphe
obtenu aprés réduction de G par rapport & A(s) est représenté ci-dessous :

2) Soit G le graphe représenté ci-dessous :
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s =5; A(s) = {3,4}

On a donc :

A ={2,8}
B ={6,7}
C = {21517}

BAC=7et V(7 N (a-C) ={8)= B, = {6} et C_= {2,5}

Aprés réduction de G par rapport & A(5) on bbtient le graphe représenté

ci—-dessous :

(3,4) 5 6

ITT - L'ALGORITHME PROPOSE

Notation

La chaine obtenue, dans le graphe Gk = (Xk, Ek) dont S est un stable, en
remontant les marquages a partir d'un sammet x (resp. s ¢ S) marqué (+,.)
(resp. (-,.)) sera notée Ck(x) (resp. Ck(s)).

Algorithme :

(0) Soient G = (X,E) un graphe sans étoile et S un stable maximal de G ;

(1) Supprimer les sammets inessentiels dans G; soit G' = (X',E') le graphe
obtenu aprés cette opération ; soit I l'ensemble des samets insaturés
par S dans G' ;




(2)

(3)

(4)

(5)
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si I =@ ousi Gi est une clique alors terminer : S est un stable de
cardinalité maximum sinon so_it X, un somet de I non adjacent & tous les
autres somets de I , dans G° ;

supprimer les sommets de X'-S qui sont adjacents a X5 de mé&me que les
samets inessentiels .

Soit &° = (x0 ,EO) le graphe obtenu aprés ces opérations ;

donner la marque (+,0) & X, voser k=0 , M=get P = {xo

1

si M=P =@ alors il n'existe pas de chaine augmentante issue de X, i
I:= I—{xo}; effacer toutes les marques ; considérer le gravhe G' et

aller en (2) ;

si P# @ alors aller en (5) , sinon aller en (6) ;

§
soit x ¢ P, (+,8) sa marque ; soit s’ le samet de Sé{-s} qui, est
adjacent & x ; soit A(s') 1l°ensemble des sommets marqués (+,s) qui sont
adjacents 3 s' ; si A(s') = {x] alors aller en (5.1) sinon aller en (5.2) ;

(5.1) si s* est marqué (-,.) alors aller en (5.1.1) sinon aller en (YS.I.Z);

(5.1.1) poser C = Ck(x) A Ck(s'); soit s, le sommet de S-C qui est
adjacent & des samets de C. Supprimer les sammets marqués
(—,s ) qui sont adjacents & un soomet de S n C. Soit C’k+1 le
graphe obtenu aprés cette opération ; G'é +1 est un cycle impair -
sans corde de longueur supérieure ou égale a cinqg.

Réduire Gk par rapoort a (‘k ; supprimer les sommets ines+
sentiels ; soit ("k le graphe obtemu aprés ces opérations ;
soit M(C) (resp. P(C)) 1l'ensemble des samets de Gk+2 qui

ont été marqués (-,.) (resp. (+,.)) & partir d'un sommet de C;
soit N(C) 1l'ensemble des sommets de Gk +2 qui sont non marqués
et adjacents a S § donner la marque (+,st) a tout samnet de
M(C) u N(C) v P(C) ;

P :=P u M(C) v N(C)-{x} ;M s= M~{s'} ; k 1= k+2 ;

s'il existe x(") € P n I alors aller en (6.1) sinon aller en (3);
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(5.1.2) donner la marque (-,x) 3 s' et la marque (-,$') & tout sommet
non marqué qui est adjacent & x ;
P-3= P-{x} ; M:=My {s'} ; aller en (4) ;

(5.2) soit Gk +1 le g'ra}phe obtenu en réduisant Gk par rapport 3 la clique
A(s') ; soit % le sommet qui résulte de la contraction de A(s') -;
k := k+1 ; donner la marque (+,s) 3 % ;

si A(s') < P alors aller en (5.2.1) sinon aller en (5.2.2) ;
(5.2.1) P ;=P u {&}-A(s') ; aller en (5) ;:

(5.2.2) soit P(s') l'ensemble des sammets de V(s')-V(RX) qui sont soit
marqués (-,s') soit non marqués . Donner la marque (+,s!) &
tout sammet de P(s') , la marque (~,%) 3 s' ;

P:=P uP(s'") - A(s') ; s'il existe x(') e P nlalors aller e

(6.1) sinon aller en (3) ;

soit s € M ; M := M-{s} ; soit g(s) 1l'ensemble des sammets non marqués qui
sont adjacents a s ;

si 0 (s) = @ alors aller en (3) sinon donner la marque (+,s) & tout sommet
de o(s) ; P :=P u o(s) ; s'il existe x(') € P n I alors aller en (6.1) sinor
aller en (6.2) .

(6.1) Ck(xc'>) est une chafne augmentante issue de X dans Gk qui permet
d'engendrer dans G une chaine augmentante issue de X, s soit G-)—( :
S =85 A X ; effacer toutes les marques , considérer le graphe G et
aller en (1) ;

(6.2) soit I(s) l'ensemble des sommets marqués (%:,s) qui sont saturés par S
et adjacents & au moins un samet de o(s) ; si r(s) = @ alors aller er
(5) sinon supprimer les sammets de %(s) ; supprimer les sommets
inessentiels .
Soit Gk +1 le graphe obtenu aprés ces opérations ;
k := ktl ; aller en (5) .
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IV - EXEMPLE D’APPLICATION DE L’ALGORITHME

Soit G = (X,E) le graphe sans étoile représenté ci-dessous et S un stable

maximal de G ;

On supprime le sammet 19 car c'est un sammet inessentiel. Soit G' le graphe
aobtenu aprés cela;I = {1,13]}.

0nposex0=1,Go=G°; .

On applique 1l'algorithme & partir de X, dans G° ce qui donne les marquages -
suivants :

(+,0) (-, 1)

(+,2) (-.3)

(+,4)

(- 05)

(+,6)

A ce niveau on a P = {20,21} et M = {8,10};
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Traitons le sammet 20 ; s = 18, s’ = 12 et A(s') = {20,21} .

On réduit donc G° par rapport a la clique A(s') qu'on contracte en un sammet soi
le samet 22 ; on obtient le graphe cl représenté ci-dessous :

(-,10) (=,22)

(=,12)

(+,6)

Nous avons marqué les sammets 12 et 13 & partir du sammet 22 aprds quoi
P=getM= (8,10,12}; examinons le samiet 8 ; on a o(8) = {9} et 1(8) = {16};
on supprime le samet 16 ce qui donne le graphe G2 représenté ci-dessous :

(=,4) (=,10) (=,22) (=,12)

§ (+,18)
-~ —o-
(+Io) (_11) (+12)

(+r4) (-15)

(+,6)

On donne la marque (+,8) au sammet 9 ; P = {9}.
On examine donc le samet 9 ; s = 8 et s' = 10.
Or s' est marqué (-,15); posons C = C2(7) A C2(8), ;
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On a s, = 4; on supprime le somet 14 car c'est un somet marqué (-,4) qui est
adjacent & un samet de S N C & savoir le samnet 8. Soit G3 le graphe obtenu
aprés cette opération ; Gé est un cycle impair sans corde de longueur supérieure
a cinqg ;

le graphe G4 représenté ci-dessous résulte de la réduction de G3 par rapport

3
a GC'
(+10) ("al) (+32)
o O —
1 2 3

On a alors P = {11} et M = {12}.
Iorsqu’on traite le sammet 11, on constate que le sammet s® correspondant, a

savoir le samet 12 est marqué (-,22) ;
4 5
{11,12,22,18,17} St W °Y°1‘34inpair sans corde de longueur cinq ; soit G

le graphe dbtenu en résuidant G° par rapport a8 ce cycle impair ; 6;5 est-
représenté ci-dessous :

(+,0) (=,1) (+.,2) (=,3) (+,4)
L -0— —§— -0~ ®
1 2 3 4 13

" OnaP={13l= PNI; 65 = C5(13) = G5 est une chaine augmentante par rapport
a S dans Gso Nous allons voir a présent caument & 5 engendre une chaine augmen-—

tante issue de X dans G.

Ie samet 13 a été marqué (+,4) au cours de 1l'opération de marquage qui a suivi

- 3 4 3 4
la réduction de G par rapport a Gyy, 15 55 18,17}

4 §

Le samet 13 est relié au samnet 4 par la c.a. C4 = G{4 11,12,13} et au samet
_ 4 ? ? 4

1 par ia c.a. 54 = G{1'2'3} U Cy qui est une chaine augmentante issue de X

dans G'.

Parailleurs le somet 11 a été marqué (+,4) au cours des marquages qui ont suivi
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P 3 imoair g3
la réduction de G™ par rapport au cycle impair G‘{5,5,7,8,9,10,15}‘

Ie samet 11 est relié au s¢mmet 4 par la c.a.
=6 "
14,5,6,7,8,9,10,11}°
En mserant C3 entre les samnets 4 et 11 dans @ on obtient 1la c.a.
é’ G{1 2,3,...,11,12,13} qui est we chaine augmentante issue de x dans

on augmente alors le stable S ce qui donne :

On {*emarque alors que l'ensemble I des sammets insaturés par S se réduit au
samet 19 : S est donc un stable de G de cardinalité maximum.

]




Pour justifier 1l'algorithme proposé , nous allons d'une part en justifier
le pas (3) et d'autre part traiter les trois points suivants: .

1°) justifier les suppressions de scmnert'si que l'on fait au pas (6.2);

2°) démontrer la validité de 1l'opération de réduction par rapport a un cycle
impair sans corde de longueur supérieure ou &gale a cing ;

3°) démontrer la validité de 1l'opération de réduction par rapport & une clique ;
et ce en faisant 1‘hypothése (H) suivante:

Pour démontrer 1'un des points mentionnés ci-dessus , nous supposerons les
deux autres points démontrés. Ceci est licite parce qu‘on peut supposer sans
perte de généralité que lorsqu'’on traite un point , on n'a pas encore eu 3 faire
des opérations dont la démonstration de la validité fait 1l‘objet d‘un autre
point et ce , parce que le graphe obtenu aprés chaque opération conserve la pro-
priété de graphe sans étoile et 1'existence ou la non existence de chaine
augmentante issue du sommet insaturé de départ.

Camme on 1'a vu dans le chapitre II, on sera parfois amené au cours des
opérations de réduction d ajouter des aré@tes afin de garder la structure de
graphe sans étoile . Cependant 1'adjonction d'une aréte entre deux sommets % et !
n'appartenant pas au stable ne doit pas altérer 1'existence de chaine augmentante
issue du sommet insaturé X de départ , aussi serons-nous amenés d montrer dans
ce cas que s'il existe une chaine augmentante issue de X, empruntant x et x° ,
alors il en existe une qui ne les emprunte pas simultanément . Pour démontrer
cela nous utiliserons le lemme suivant:
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Lemme 2 :

Soient Gk = (Xk'Ek) un graphe sans étoile et S un stable de & ;
soit S, un sammet de S relié 3 un sommet insaturé X, par une c.a. Ct définie

par la séquence (xo,so, ceey ,st) . Soient x et x' deux samnets de xk-S—{xo}

X
t
reliés a S, par des c.a. C et C' respectivement; on suppose que :

(i) CtnC=CtnC'={st}; xﬁC'; x'ﬁC;

UC'—{x'} sont des c,a. ;

(i) & o et &
Cy U Cc-{x} Ct
(iid) siC= {st,x} alors (xt,x) ;Fﬁ{ ;

{iv) siC'= {st,x'} alors (xt,x') ¢E‘k ;

(v) Ce satisfait la propriété (%) ;

Soit (¢ une chaine augmentante joignant x - et x('; enpruntant x et x' dans
cet ordre en partant de X, telle que :

- VE-G) 0 (E Gep®) UE (K € V(s xx')
- vV(C'-{x'}) n (@(xo,x) Ué’(x',x(';)) cV(st) Uix,x'}.

I1 existe une chaine augmentante (&' joignant x S et x('; empruntant
au plus un des deux sommets x et x'.

Démonstration :

. = 1o
Posons : Y=C_n 8 /X7)
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lercas Y=¢

V= L] ' -
& = ('Jét uc' ug (x',xg) convient car c'est une c.a. d'aprés le

lemme 1 .

Dans ce cas, la construction de @' se fait de maniére algoritmique ;
avant de donner 1'algorithme, nous allons expliquer camment il fonctionne sur

quelques pas.

On suppose que pour parcourir E, on part 'de xo

1 - Soit Sy le dernier samet de & qui appartienne 3 Y ;
1
5 € S (d'aprés la remarque II.1)
1

Soit xi le sommet de& qui suit S
1

o
AL =
- ‘ —
~ "
L% o Sk
X s X i
o o) 1
x!
a) si (xklyxi) fEk alors d'aprés le lemme 1
g = Gjé convient.

LOigrmy ) UBs )

| b) si (xk ,xi) € Ek alors
1

— I_.
(1) si %, = St alors &' = Blx,x) UC UELs, X

est une chaine augmentante issue de X, ne contenant pas x°'.

(2) si xk1 # S, alors (xi’xk1+1) ¢Ek car Ct satisfait la propriété (x).
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Soit s, 1ie premier sammet de(S qui appartiemne & & (x_,x) N C (s, +S,)
2 (o} t 1 t
(s'il eXxiste)

- si S n'existe pas alors :

J
8 _G'kg(x X)) UC UC (Sk 'S ) Ue(sk{xu) est une c.a.

d'aprés le lemme 1 ; c'est donc une chaine augmentante issue de X,

qui n'emprunte pas le samet x'.

- si S existe alors S, € S (d'aprés la remarque II.1).
2 2
Soit xj le samet de & qui précade S, i %X, ¢C_d'aprés la définitia

2
de ’
skz

a) si (>ﬁ( ,xi) fEk alors d'aprés le lemme 1,
2

g' = Gk@(xors ) uc (sk S ) U B(Sk ,x") est une chaine

auygmentante issue de X, n ‘empruntant pas x'.
b) si (xk ,xé) € }E‘k alors
2
(1) si S, =8, alors d'aprés le leme 1,

g' =

l‘,’(xo,st) U Ct U@(x',xc';) est une c.a.,

c'est donc une chaine augmentante issue de X qui n'emprunte pas
le samet x.

L} . .
(2) sis, # S alors (XZ’Xk2+1) # Ek car Ct satisfait la

ks
Propriété (%) .
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3 - Soit s, le dernier sommet de{§ qui appartiemne 3 Cyls, ss,) neé x',x"
3 2 o

(s'il existe).

- si ) n'existe pas alors d'aprés le lemme 1
3

g = Gk@(xo,skz) UC. (s, »s) UC' UEX',x)

2

est une c.a., donc une chaine augmentante issue de X, n'empruntant
pas le samet x.

- si 5, existe alors soit x} le somet de & qui suit Sic
3 3

a) si (xk3,x§) fEk alors

k

I = G
g (g(xo,skz) uc, (s,

'Sk ) U€(5k3axg)

2 73

est une chaine augmentante igsue de X qui n'amprunte ni x, ni x°.
b) si (xk ,x:',') € Ek alors
3

(1) si s, =s,_ alors d'aprés le lemme 1
3

' = Gkg’(xo,x) uc U€(st,x;)

est une Csau c'est donc une chaine augmentante issue de X,
qui n'emprunte pas x°. “

{(2) si sk3 # S, alors '(x'é,xkaﬂ) ?Ek car Ct satisfait la pro-

priété (x).

On définit alors S d partir de S, _.Conme on a défini s

3 k
ainsi de suite, d"oﬂ 1'algorithme s

a partir de S et
alvant s 1

2
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Algorithme de construction de (§ ! dans le cas od Y 0

(0) Soit Sy le demier sommet de & qui appartienne a8 Y ; soit xi le sammet
degq%lisuitsk ;7 J=1;
Si (xi,xkl) ¢Ek ‘%lors stop :

8" = &

: est une chaine awgmentante issue de
(x,s_ ) UG (s, ,x")
t"o kl kl o]

X n'empruntant ni x, ni x'.

O

(1) si S = S alors stop :
J

est une chaine augmentante issue de

'= Gk "
€ Gx,x) uCuU € (sp,x)

X n'emprunant pas x'.
si ) # S alors S le premier sammet de {§ qui appartienne 3
j j+1

g(XO,X) nCt(skj,st) (s'il existe) ;
- si S, n'existe pas alors stop :
i+l
8'=Gk€(x 3{) uc uc_( s,) UGB (s, ,x") est une chaine
o' t Skj' t ks o ain

augmentante issue de X, n'ampruntant pas x'.

-sis existe alors soit x'. +1 le samet de € qui précéde Si .

ki J j+1

(i) si (g 4x5.,) ¢E‘k alors stop :
j+1 J

g =d&

8 &S )UCt(sk.,sk_ )U(?(sk.,xg) est une
j+1 j g+l Jj

chaine augmentante issue de X, ne contenant ni x, ni x'.
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(ii) si (xk ) « E alors :
- si S, T8, alors stop ¢
6?' = Gkg (xo'st) uc' u & (x',x(‘;) est une chaine augmentante
issue de X ne contenant pas x'.

- sis # Sy alors soit S) le dernier samet de & qui

k. .
j+1 j+2

] " L
appartienne 3 & (x X3 N Culs,  ,s) (s'il existe).

- si S) n'existe pas alors stop :
j+2
Q' = er( [] (] n
X 1S, 1) UCt(skj+1,st) uc' ug x ,xo) est une
J+

chaine augmentante issue de X, ne contenant pas x.

-— ]
si s,  existe alors soit X342 le samet de($ qui suit 5

(i) si (xkj+2,xj+2) fEk alors stop :

€' =Sk, ) uc,e ) UBH x")
& (x5 t kj+1 skj+2 & Skj+2' o

j+i1
est une chaine augmentante issue de x n'‘empruntant ni x,
ni x°.

(ii) si (xk ,x 2) € Ek alors j := j+2 et aller en (1).

Justification de cet algorithme :

L'algorithme est certainement fini puisque Ct ayant un nambre fini de

samets, le nambre de S, . due 1'on met en évidence est fini. Par ailleurs, le
, .

sous—graphe & de Gk qug 1'on construit est une chaine d'aprés le lemme 1 et

la propriété (%) de la chaine Cy-
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Exgggle 2

Soient Gk = (Xk,Ek) le graphe sans étoile représenté ci-dessous et

S un stable de Gk:

x =1
On applique le lemme 2 a Ct = G]{c1,2,16,14,17,18}
C= GJ;18,19,10,9,8,7}
| -
¢ = G]f18,20,8,9,1o,11}
€ =G]{{1,2,... ..... ,15}
On a

= 14, =16 et x! =15
Sk1 xk1

(x],% ) € E_et s  n'existe pas donc :
1 2

g’ =Gt

g ,x) UC uct(skl,st) U(?(skl,xg)

&%

81,7 uc uc (14,18 UB(14,15)

g

,2,...,10,19,18,17,14,15}°
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€' est une chaine augmentante issue de X, = 1 qui emprunte le sommet x = 7
mais ne contient pas le sammet x' = 11.

Remarque 7 :

La chaine £ ' construite 3 partir de la chaine § a 1'aide du lemme 2
ne contient aucun sammet de & (x,x')-{x,x'}. De plus, si S, € E (x_rX)

(resp. & (x*,x}) alors x (resp. x') ¢ 8'.

Lemme 3

Soient Gk = (Xk,Ek) un graphe sans &toile et S un stable de G’k ; soit
S, un samet de S marqué (-,xt) au ocours de l'application de 1l'algorithme a
partir du sammet insaturé X 1a c.a. Ct = Ck(st) = (xo,so,...,xt,st) satis-

fait la propriété ().

Démonstration :

Raisonnons par 1l'absurde. Supposons que C, ne satisfasse pas la pro-
priété (%), c'est-d-dire qu'il existe un sommet x de xk—Ct adjacent & trois
sammets consécutifs de Ct“

ler cas : x est adjacent & Sis Xy, €t 54, avec O0<i<t-l.

P o
Xy 8 *iv1

- si x est marqué (+,si) alors on aurait réduit le graphe par rapport

a la clique A(Si+1) ={y ¢ V(si+1)/ y marqué (+’Si)}
- contradiction-

- si x n'est pas marqué (+,si) alors X serait marqué (—,si).
Etant saturé et adjacent 3 un sammet de o(si) a savoir le sammet
Xipq0 X appartiendrait a Z(si) ¢ 11 aurait donc db &tre supprimé.
- contradiction -
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-

2éme cas : Xx est adjacent a exactement trois sammets consécutifs de Ct qui

sont Xi' si et Xi+1 avec 1 <1 < t1.

S, X, S, X, S,
i-1 i i 1+3 i+1

- Remarquons que x est insaturé par S : en effet si x était adjacent
d un sammet s:!L de S—{si}alors

= ' = ' =
G K3 = 8) =85 0us; =8

1
(X r8)0%0%; 4

ce qui contredirait le fait que x est adjacent 3 exactement 3 trois

samets de Ct‘

-

- Montraons a présent que x est inessentiel.

Soit x' un sommet de V(si)-{x, }

XN

o
Si-1 X5 55 ¥i+1 Si+1
Cxl
= ' '
(s 1%, /%, , %"} 7Kz = (x'x) e B oou (x')x;.,) € B

(i)si (x',xi) € Ek alors :

G];xi,si_l,x,x'} 7 K13

= (x',s;_;) € By ou (x',x) € E

X est insaturé par S

Or d'aprés le premier cas, (X"si—l)ﬁ Ek' donc (x*,x) € E.
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(ii) si (x‘,xi‘ +1) € Bk alors méme raisonnement que ci-dessus.
x est donc inessentiel puisque V(si)-{x} cV(x):

X aurait été supprimé - contradiction -

Soit s, un sammet de S marqué (-,xt) dans Gk = (xk,Ek) qgue 1'on traite

t
au pas (6) de 1'algorithme.

On a :
U(St) ={y ¢ V(st) / y non marqué}

et E(st) {y ¢ (V(St)-I) nvie (St)) / ¥ est marqué (-;St)}
On suppose que Z(st) # @ ; montrons gque la suppression des samets de ):(st)
n'entraine pas la suppression de toutes les chaines augmentantes issues de X

Soient & un samnet de I (st) et x

r4g U0 sammet de u(st) adjacent 3 &. .

D'aprés 1'algorithme x_, ¢ I (car on neé considire £(s) que si o(s) NI =9) ;

t+1
41 le samet de S-{st} qui est adjacent a Xigye

. — 9
Posons Ct = Ck(st) = (xo'so’xl"”’xt’st)‘ D'aprés le lemme 3, Ct satisfait

soit donc s
la propriété (x).

Supposons qu'il existe une chaine augmentante§’ issue de X, empruntant le
samet X. Pour démontrer que 1'on peut supprimer &, nous allons exhiber une

chaine augmentante 8' issue de X, ne contenant pas X.

X € Nst) => & # I. Soit s le sammet de S-{st} qui est adjacent a R.

t-1 t t t+1 t+l
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Gk-- K,,=>8=s ous =s
{x,s,xt,xt+l} 7 13 t-1 t+1
Or § #s,_, car C, satisfait la propriété (%). Par conséquent 3 = Sty
§
X
G;

t-1 ¥t St 41 St

Soit x (resp x') le samret de & -{%} qui est adjacent a Sy (resp. St+l) .

CHE A T 7Kz = (xx) €B ou (x,x.,) ¢B

- si (x,x) eE_alors G

{gymx5b¢}#KBF”(msbﬂ € B

- contradiction, car C, satisfait la propriété (x).

t

o . .
si (X'xt+1) € Ek alors (x 'xt+1) ’,éEk car sinon

G]{c X x',x} = K13

et

On suppose que pour parcourir 8 an part de Xy

- si X se trouve avant x' dans{ alors posans :

C=Gk et C'=Gk

1
{sirx} spr® )8y rx')

- si x se trouve aprés x' dans & alors posons :

C=Gk etC'=Gk

{sprxyyr8e4y0X") {sprx}’




On vérifie aisément que Ct' C, C' et § satisfont les conditions du lemme
2. Par conséquent, l'application de ce lemme 3 ces quatre c.a. fournit une
chaine augmentante 8’ isswe de X contenant x ou bien x' mais n'empruntant pas

% (d'aprés la remarque 7).

On peut donc supprimer les sommets de L (st) sans altérer 1l'existence de chaine
augmentante issue de X, ni la structure de graphe sans étoile, puisque tout
sous graphe d'un graphe sans étolile est sans étoile.

Si Gk est un graphe adjoint, alors on démontre que 1'aréte correspondant d X
n'‘est pas indispensable, c‘est-d-dire que sa suppression n'entraine pas la
suppression de toutes les chaines augmentantes issue de l'extré&mité insaturée

de 1'aréte correspondant au sanret Xe

Considérans un cycle inpair sans corde de longueur supérieure ou
égale a cing détecté dans le graphe Gk = (xk,Ek) soit Gka,au pas (5.1.1.) de
1l'algorithme et ce, au cours de la recherche d'une chaine augmentante issue du
scxrmet} insaturé X
Soit A 1'ensemble des samets de X - (C US) qui sont adjacents 3 des samets
de C.

Un samet x de ;& est ad‘J:acent 3 au moins deux sommets de E" . En effet, soit

xc un samnet de V(x} ncC.

V(xc) nc= {x(':,xc}°




Gk ' Z} # Ky3 = (x,xc':) € B ou (x,xg) € B

{xc,x,xc,x

c.q.f.d.

Par ailleurs, |C n S| =-|-9-|2-'—let?: NI =g.
Soit donc Sy le seul sammet de q—C qui est adjacent d des samets de C ;
s, est adjacent 3 exactement deux sammets de C.

t
D'aprés le lemme 3, C Ck(s ) = (x rSgrees 1 XSy ) satisfait la propriété (x).

3.1 - Montrons qu'on peut joindre par une ar8@te tout couple de sammets de ;\

Pour cela démontrons que s'il existe une chaine augmentante
issue de X empruntant plus d'un sommet de 11, alors il en existe une qui contient
au plus un samet de A et ce; 3 1l'aide du lemme 2.

Supposons donc qu';il existe une chaine augmentante § issue de X
contenant plus d'un sammet de A.
Soit x! 1'extrémité de & différente de X_; On suppose que pour parcourir &
on part de Xy

Soit x (resp. X') le premier (resp. dernier) samet de & qui appar-
tienne a ;\ Montrons qu'il existe deux c.a. C et C' joignant Sy a x et x'

respectivement qui, avec Ct et (¢, satisfont les conditions du lemme 2.

a) Recherche de C

Soit Sy (resp. s) le samet de & qui précdde (resp. suit) x.

(i) si s, € C alors dans Gk“ } il existe deux c.a. Cl et C2 joignant

ufis

S¢ et S, dont 1'une seulement a un seul sammet adjacent a x, disons

Cl;posons C=G]él U{x®




(ii) si S, gc alors deux cas se présentent.

(ii.1) si s ¢ C alors supposons que X soit adjacent & plus de deux
samets de C. On serait dans 1'un des deux cas de figure- suivants :

Figure 1 Figure 2

Soit A(s) l'ensenble des sammets margqués (+,st) qui sont adjacents &

S xi ¢ A(s).

Dans le cas de la figure (1),

c*

K => = S i
',xg,sa} # 13 Sa t )

{x,x1
dans le cas de la figure (2), { => x ¢ A(s) U I(s))
G];x,xé,s,sa} 7 K13 =2 85 = 8¢ /

Ceci est impossible, car on aurait soit réduit le graphe par rapport
a la clique A(st) (si x ¢ A(st) , SOit supprimé x s'il appartiefxt
a ):(st) .
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Par conséquent, x est adjacent a exactement deux samets de C et C

s'abtient alors de la méme maniére que dans le cas (i).

(ii.2) si s ¢C alors on se trouve dans le cas de figure suivant :

pour que G]{(X’s'éa'xi} ne soit pas une étoile, il faut que S, =8

ous = S,
si (x,xt) € E:k alors

si s, =s_ alors G]zx,Xi,xt,s} # Ky=s=s_,

Ceci contredit le fait que Ct satisfait la propriété (x).

sis=s & alors un raisonnement analogue 3 celui fait ci-dessus aboutit

d wme contradidion.

Donc (x,xt) fEk Posons C = G]{(st,x}'

b) Recherche de C'

Soit s' le samet de qui précéde x, x" le sammet de & qui précéde s' ;

(i) si s' ¢ C alors supposons que x' soit adjacent & exactement trois
samets de C. On serait dans 1'un des cas de figure suivants :
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Figure (3) Figure (4)

Dans le cas de la figure (3), on démontre came dans le cas de la figure (2) que
x'€ A(s') U E(st) (A(s') étant 1l’ensemble des sammets de V(s') qui sont
marqués (+,st)). Ce cas est donc impossible,

Cas de la figure (4)

(1) si x' fI alors x°' est adjacent d un samet s" de S-{s'}

— w -
Gifx“,s",xi,x;} # K3 = 8" =5,

. e = - -
si (xl,xt) € Ek alors Gl{cx%xt,xi,x'z? } K13 contradiction

Donc (x',x,) ¢-Ek i x' e As') = {y e V(s') / y marqué (+,5)}

et |A(s")| = 2. (n aurait donc réduit le graphe par rapport & la
clique A(s') - contradiction -
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(2) si x' ¢ I alors on peut supposer sans perte de généralité que s' a &té
marqué (~,.) a partir de xz.

(0) si s’ a été examiné, i.e. s' ¢M, alors xg est marqué (+,s').

xl

o
"2
.

G];S',x;:xgrx"} 7 K3 = &Nx)) € Boou (&Y x3) € B

- si (x",x'l') € Fk alors Gk

] ,x', %", 5]} # Ky = &sy) e By

ceci contredit le lemme 3 (appliqué & s').

. k
- n n
si (x ,x2) € }E‘k alors G{x"

2,8'2',5",x'1} 7 K13 => (x ’52) € Ek

=> x" ¢ Aa(sg) ={y ¢ V(s'z') / y marqué (+,s')}

or A(sg) # {x"} ; on.aurait donc réduit le graphe par rapport 3 la
clique A(sg) ~ contradiction -

(B) si s' ¢ M alors came dans le cas ci-dessus x" est adjacent & xI

ou a X, ; soit A(s') = {y e V(s') / y est marqué (+,s§)}
- si (x",x;) € B alors méme raisonnement que ci-dessus

- si (x",xg) € Ek alors ou bien x" est marqué (—,s;) auquel cas x"

appartient a Z(sg) ou bien x" est marqué (+,s£) auwquel cas x" appar-—
tient & A(s'). Ceci est impossible car dans le premier cas on aurait
supprimé x", dans le second cas on aurait réduit le graphe par rapport
a la clique A(s').
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Donc x' est adjacent a deux, quatre ou cing sammets de C. Si x' est adjacént a
exactement deux sammets de C alors C' s'cbtient de la méme maniére que dans le cas

a-(i). Sinon on se trouve dans 1'un des sept cas de figure suivants :

xl

Figure 5 Ffgure 6

Figure 7 Figure 8

(¢ - - O-
x S x w S [1] xll
1 2
G . 3
~ .
C C C

Figure 9 Figure 10 Figure 1t
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Cas des figures (5), (6) et (7)

Ces cas sont impossibles car ils contredisent le fait que x' soit le
dernier samet de & qui appartienne & A.

Cas de la fiqure (8)

Méme raisonnement que dans le cas de la figure (4),

Cas des figures (9) et (10)

- , . . . .
Dans ch U{s.} ’ i1 existe deux c.a. C1 et C2 joignant Sy et s' dont

1'une seulement a un seul sammet adjacent 3 x', disons Cl ; posons

o - &

C U {x}*

Cas de la figure (11)

Ce cas est impossible car %' ¢ = (s']:) si x' est marqué (—,s'i) et
car x' ¢ A(s'l') ={y € V(s'l') / y marqué (+,s')} et x'est marqué (+,s').

(ii) si s! fc alors deux cas se présentent :

(ii.1) si x' ¢ I alors on est dans le cas de figure suivant :

1 1 1 ] . .
si (x ’Xt) € Fk alors Ck(sl) et C,éis2) contrediraient le lamme 3.
' . | Q-
Donc (x ,xt) ¢Fk. Posons : C {St’x'}
(ii.2) si x' ¢I alors C' s'cbtient de la méme maniére que C
dans le cas a-(ii).




2.

Ct’ c, ¢! et(f satisfont les conditions du lemme 2.

L'application de ce lemme fournit alors une chaine augmentante (§ ' issue de X
cantenant au plus 1'un des deux sammets x et x' et plus précisément au plus un
samet de A (d*aprés la remarque 7).

On peut donc relier tout couple de samuets de ;\ par une aréte sans altérer
1'existence de chaine augnentante issue de Xy

Par ailleurs, le samet & de A que g’ contient &ventuellement est adjacent a
exactement deux samets de (‘,

En effet, si x est adjacent a plus de deux sammets de C alors

si x = x alors S, € (g(xo,x).
ceci contredit la remarque 7.

V= N L)
si x' = x alors s_ ¢ & &', x))

On peut donc supprimer les sammets de A qui sont adjacents a plus de deux
samets de C puisque si une chaine augnentmute issue de X emprunte un tel
samnet alors elle contient un autre sammet de A et par oonsequem. 3 1'aide du
lemme 2 on peut exhiber une chaige augmentante issue de x, ne contenant pas de
samet x de A tel que |[V(x) nc| > 2.

De plus on peut relier par une ardte tout samet restant de 1~\ a s, car toute
chaine augmentante issue de x 5 contenant un seul sammet de A, contient néces-

sairement le sammet st.,

3.2 - On peut supprimer les sommets de V(S nC) qui sont marqués (-,s.)

Soit % un sammet de V(S nC) marqué (-,s ).
Pour supprimer %, nous allons montrer que s%il existe une chaine auwgmentante issue
de X, contenant &, alors il en existe une qui ne contient pas & et ce en utili-

sant le lemme 2.

Soit donc & une chaine augmentante issue de X empruntant %.
Soit x le samet de § -{&} qui est adjacent & s,
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X

o__
St-1
si (x,xt) € Ek alors G]{(Xt'st—l’i'x } # K13 => (x,st__l) € Ek ce qui contredit

le fait que Ct satisfait la propriété (%). Donc (x,xt) ¢ Ek Pour parcourir
& . on part de X .

ler cas :

X se trouve aprés X dans g.
Soit x' le premier sammet de & qui appartienne & A. x' est adjacent a exactement
deux sammets de E: d'aprés le 3.l.a. et la chaine alternée C joignant s, et x'
s'cbtient de la méme maniére que C dans le 3.1l.a.
Posans C' = G]{cst,x}'

2&me cas

X se trouve avant % dans g .
Soit x' le dernier sammet de{§ qui appartienne & A. Ia chaine alternée C' joignant
S et x' s'cbtient de la méme manidre que C' dans le 3.1.b.
Posons C = Gk .
{s ,x}
L'application du lemme 2 awc.a. Ct’ & , Cet C' fournit une chaine augmentante
issue de X, qui n'emprunte pas % d'aprés la remarque 7.

c‘ql f.dl

A présent examinons a quoi correspond cette opération dans 1'algorithme
du couplage.

Soient G le graphe représenté ci-dessous et un couplage de G dont les
arétes sont représentées par des traits doubles : '
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Ie graphe adjoint G.de G est représenté ci-dessous. Soit S le stable
constitué des sammets de G qui correspondent aux arétes de & .

pe
To

suivants :
(‘ad)
———0— ' (+,£)
(+,0) {~,0) (+,b) (":C)

(+,d) (- o)

L'application de 1'algorithme & partir de x_ = a donne les marquages
(o}

On détecte le cycle impair sans corde -G-C avec C = {e,f,qg,h,i}.

De la méme maniére lorsqu'on applique 1l'algorithme du couplage dans G a partir

du samet insaturé 1, on détecte le cycle impair G{5 6.7.8,9] qu'an contracte
[l SR At ]

aprés quoi on cbtient le graphe représenté ci-dessous :
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On voit bien que 1'ar&te j ne sert a rien et qu'on peut tr&s bien la
supprimer. Or dans G le sammet j qui correspond & l'aréte j est marqué (-,d) et esi
adjacent au samet h de S nC ;. par conséquent h est du type de %.

On pourrait dans 1l'algorithme du couplage supprimer les arétestelles

que j dans G mais ceci n'estjpas cbligatoire, par contre dans G on ne peut garder
le samet j aprés réduction de G par rapport d G=, car il devient insaturé.

3.3 - S'il existe une chalne augmentante issue de X dans Gk alors il en existe

une dans le graphe réduit et réciproquement

Désignons par Gk +1 le graphe obtenu en ré&duisant Gk par rapport a Gk .

C
a- Il est évident que l'existence d'une chaine augmentante issue de X
dans Gk entraine 1l'existence d'une chaine augmentante issue de X,
dans Gk +1.
o . ' - . . Gk+1
b - Reciproquement, soit g ' une chaine augmentante issue de X dans .

Si g ' ne contient aucun saumet de A alors (& ' est une chaine augmentant
issue de X5 dans Gk .
Si g ' emprunte un samet x de A alors on a vu qu‘il existe dans
i G Cu {St’X} une c.a. joignant S¢ et x .
la chaine {§ dotenue en insérant dans &€ ' la chaine C entre S, et x
est une chaine augmentante issue de X, dans Gk

3.4 - 1e graphe Gk+1 = (xk+l’Ek+l) est un graphe sans &toile

Raisonnons par 1l'absurde : supposons qu'il existe dans Gk +1 une étoile
soit Gk +1. Soit d le samet de degré trois de cette étoile.

Q
Q= {d,xx",x"} ;A=2U {st}
Il est clair que d ¢ A (car les sammets de A sont les seuls sommets dont le

voisinage a &té modifié)
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Gl((;:lx,X',X"} =K;3 = [{xx",x"} na] <17

(] ] -— — k_.
{x,x',x"} naA=¢0 = GQ- K13

On peut donc supposer que X ¢ A.
Soit X ¢ C NV(A)

Crayxt x50 * K13 = KL B o R € B

= {x',x"} NA # @ - contradiction -

= |{x,x',x"} nAI =1

Soit A(s') une clique de sammets marqués (+’st) tous adjacents au

samet s’ de S, détectéeau pas (5) de 1l'algorithme au cours de la recherche d'une

chaine augmentante issue du saumet insaturé X, dans Gk = (xk'Fk) .

o o S0 cum et €N D o= o an

!
'
!
¢
§
[}

A

>

+
A(s')

Posons ¢ A = V(A(s®)) = V(s') U {s'}
B =V(@Qa(s')) nvis®)

C= n V(xc)
{x_eA(s®) }

Remarquons que les ensembles A, B et C recowrent V(A(s')).

En effet, soit x ¢ V(A(s'))
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si X ¢ {st,s'} alors x ¢ C ;

si x ¢ {s.,s'} alors soit X, € A(s') NV(x)

G

{x 'S

~e

S %) # K3 = (x,8,) e E_ou (x,s') € B

or x ¢ V(st) NV(s') - A(s') => x ¢ Z(st) ; ceci contredit 1l'hypothése (H) ;
donc x ¢ A UB.

Posons C Ck(s ) = (x 1Sqres e r1X Sy ) ; d'aprés le lemme 3 Ct satisfait la

propriéte (x) .

Pour justifier la réduction par rapport & A(s'), nous allons démontrer les
quatre points suivants :

1) on peut supprimer les sammets de B N C qui sont adjacents 3 un sammet de A-C.
2) On peut relier par une aréte tout couple de samnets de B.

3) S'il existe une chaine augmentante issue de X, dans Gk alors il en existe une
dans G’k ~et réciproquement.

4) Le graphe réduit Gk+l = (Xk+1'Fk+1) est un graphe sans étoile.

4.1 - On peut suwprimer les samets de BN C N V(A-C)

Remarquons tout d abord que AC c I et que si A-C est non vide alors A N C = {st}o

Soit ¥* € A-C, x (resp. x ) un samet de A(s') adjacent (resp. non adjacent)

s X
ax.
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(1)

B *
{s ,xx,xc} 7 K3 = (xt,x ) € B

¥t

Donc V(st)—C cV(xt) .

si X” est adjacent & un sammet s* de S—{st} alors

X = X =gt =
G‘{(x*,s*,xt,xz}#hn s =8 ou 5 =85,

sis*=s' alors P> (st) - contradiction -

* _
sis —St—l

contredirait le fait que C

alors x* serait adjacent d trols sammets successifs de s, ce qui
N satisfait la propriété ().

Donc x:“l el

De plus A N V(xt)-{st} cI.

(2) Supposcns A C-{s } 20 ;
soit donc x ¢ A nC—{st} ;

&

* *
{xc,s" WX, X}

# K13 => (xxvi) € Ek




fa) si (x,xt) € B alors d'aprés le (1), x ¢ I.

(B)

Montrons que X est inessentiel ; en effet soit x' un sammet de
Xk-A(s') adjacent 3 Syo
- si (x',xt) € Ek alors

G

{xt,i,x",st_l} 7 K3

=> (;(IX') € Fk

Ce satisfait la propriété (%)

- si (x',xt) fEk alors X' ¢e ANC;

G

(x_,x',%,s") # K3

=> (;(,x') ;Ek
x! ¢A(s')

x' est donc un samnet inessentiel et aurait donc &té supprimé
- contradiction -

si (;c,xt) fEk alors ;c ¢ I (car sinon on aurait détecté la chaine
augmentante Ck(x) avant d'examiner A(s)).

Soit s le samet de S-{st} qui est adjacent a S,

.

= = = at = - '
{x,xc,xx,s} # K13 > g =g8' = X ¢ A(s')
- contradiction -

boncA NC = {st}.




Montrons @ présent que s'il existe une chafne augmentante issue de x

empruntant un sammet x de B N C adjacent 3 un sammet XX de A-C, alors il en existe
une qui ne contient pas x.

, 3¢ 3
Soit x ¢ B NC, X ¢ AC, - (resp. xc) un samet de A(s') adjacent (resp. non

adjacent) a X,
On suppose que (x*,x) ¢ E‘k

D'aprés le (1), x’E el

Montrons que X ¢ I 3
En effet, si x était adjacent & un samet s de S-{s'} alors

Gk % K - contradiction -

{x,8',%,5} 13

Soit & une chaine augmentante issue de X, cantenant x.

On suppose que pour parcourir & on part de X o

Soit x' le samet de & qui précdde s';

si x' ¢ B alors soit x! ¢ A(s') nVEx').

G]{(xc':,st,x,x'} = K13 - contradiction ~

Donc x' # B.

Soit ¢ ' la chaine cbtenue en concaténant la chaine (xs")

et la c.a. {xc,st,x*}.

Montrons que &' est une chaine &lémentaire. Pour cela il suffit
de montrer que s, 4 6(x0,5°), car x appartenant & C, X_ ne peut

appartenir 3 8 .

Supposans donc que s, € & (x ,s:.') .

& emprunterait donc un sawmet x différent de x_ et adjacent & s,.
x ¢ C= x gA(s") ;




- si (fc,xt) € Fk alors soit x' le samet de & -{x} qui est adjacent
a Si.e

X e (x_,s') = x g1 = Xx ¢A (d'apras (1))

V;(, }-{ € A(S.')l G]fst'}"é'il l;{} 75 K13 => (;(,;{') € Ek

Donc X' € A N C ce qui est impossible d'aprés le (2).

- si (;{,xt) f(Ek alors X € A NC ce qui contredit le (2).

&' est donc une chatne élémentaire joignant Xy et & , qui d'aprés le lemme 1

est un sous graphe de Gk & ' est donc une chame augmentante issue de X, ne
contenant pas le somet x.

c.q.f.d.

On peut donc supprimer les sammets de B N C qui sont adjacents 3 un samet de
A-C.

Cette opération ne crée pas de sammet inessentiel. En effet, soit

XeBNC nvaCc).

On avuaque x ¢ I.

V(st)—V(x)-{x} c V(st)—B
Soit x' ¢ V(st) -V(x)-{x}.
Supposons que x' devienne inessentiel aprés la suppression de x ; ceci implique
que x' est adjacent a (d'aprés la définition d'un sammet inessentiel).

Donc x' ¢ V(s )-C, par consequent x € V(xt),'
At

xl
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or x' n'est pas inessentiel dans C,k ; il existe donc X ¢ V(st)—V(x') uv(s') ;

. ~ \

~ L = ' |

si X ¢ V(xt) alors G];xt’x"x'st—i} # K13 > (x,%x') € Ek |
|

(car C, satisfait la propriété (x)). :

t

Donc X *V(xt) , par canséquent x e A NncC.
Or d'aprés le (1), A nC = {s (car A-C # @)
- contradiction -

&

4,2 - On peut relier par wne aréte tout couple de sammets de B

Pour démontrer cela nous allons suivre la méme démarche que dans le 3.1, c'est-a-
dire que nous allons montrer que s'il existe une chaine augmentante issue de X5
empruntant deux sammets de B alors il en existe une qui contient au plus un de
ces deux samets et ce 3 1'aide du lemme 2.

Supposons donc qu'il existe une chaine augmentante & issue de X
contenant deux samets x et x' de B dans cet ordre en partant de X

(1) A(s') cV({x,x'})
En effet, soit X, € A(s') ;

G]:s' X ,%X,x'} 7 K13 = X, € Vilx,x'})
14 CF 14

(11) A(s’) NV(x) NV(X') =0
En effet, supposons qu'il existe X, € A(s’) NV{xX) NV(x*) =

- contradiction -

{xc,s X, %X0} = K13

t

Ceci implique que {x,x'} < B-C.
Soit xp (resp.xl')) un samet de A(s') non adjacent & x (resp. x').
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Posons C =G]{(s x ,s',x}
tl pl 14

c'=G"

{st,x}_‘),s' X'}

L'application du lemme 2 aux c.a. Cr &, Cet C' fournit une chaine
augmentante & ' issue de X, contenant plus un des deux samets x et x'.

c.q.f.d.

4.3. - S'il existe une chalne augmentante issue de X, dans Gk alors

k+1 -
(xk+1'%<+1)

il en existe une dans le graphe réduit G
et réciproquement

Soit X le sammet qui résulte de la contraction de A(s').
a) Soit {8 une chaine augmentante issue de x dans s,
(i) si& n'emprunte aucun samet de B alors

(1) si® n'emprunte aucun samet de A(s') alors® est une chaine aug-
mentante issue de X dans Gk .

(2) si& emprunte un sammet X, de A(s') alors la chaine (& ' obtenue
en remplagant X, par b4 dans@ est une chaine augmentante issue de

x dansGk+1

(ii) si & emprunte un samét de B alors on peut supposer d'aprés le 4.2 que

67 emprunte un seul sammet de B ; & emprunte donc un sammet X, de A(s').

La chaine & ' obtenue en remplagant X, par % dans & est une chalne
augmentante issue de X, dans Gk +1

b) Réciproquement soit & ' une chaine augmentante issue de X, dans Gk +1.




(1) Si (§ ° n'emprunte pas % alors £ ' est une chaine augmentante issue
de X, dans Gk., .

(ii) si g ' emprunte X alors

(1) si 8 / emprunte wn samet x de B (resp. A-C) et si ¥ n (a-C)
(resp é?/ N B) est vide, alors la chainel§ obtenue en remplagant
dans &/, % par un somet de A(s') - V(x) est une chaine augmentante

issue de xo dans .

(2) si ' emprunte un sammet x de B-C et un sammet ¥* de A-C tels
que A(s')-V(x) UV(xXY) soit non vide alors la chaine {2 cbtenue en
remplagant dans 8/, % par un sammet de A(s')-V(x) UV(E) est une
chaine augmentante issue de X, dans G‘k .

- (3) si &’ emprunte un samet x de B~C et un sammet ¥ de A-C tels que
A(s") est inclus dans V(x) UV(x*) , alors il n'existe pas de chaine
augmentante(f issuve de X empruntant x et x* simultanément dans Gk .

En effet, supposons le contraire. Considérans le sammet x de 8—{x*}
gul est adjacent a Sy-
Si x ¢A(s') alors x ng N C car A-C # @.
Donc (x,xt) € E‘k
Gl;xt,st_l,x*,;c} 7 K13 _—
= (x,X) ¢ E, - cantradiction -
Ct satisfait la propriété (%)

Donc x ¢ A(s') et par conséquent x ¢ V(x) UV(x*) - contradiction -

Soit xz (resp. xc) un samnet de A(s‘) adjacent (resp. non adjacent) a xxa ,




X _
Posons X —xj+2
_ g+l
S, =S
X* - Xj+l
c
]
x_ = x!
c J+1
- 3+2
X, =x
' est définie par la séquence(xo = xc.),so,...,...x:l =x, s) =s',8%, sjﬂ,xx).

Nous allons montrer dans ce cas qu'il existe dans Gk une chaine augmentante &
issue de x 5 qui emprunte soit x* et un samet xJ! adjacent a s' = sJ, soit un
sommet insaturé xﬁ adjacent a s'.

On peut supposer sans perte de généralité que xz ¢ V(xJ) puisque x appartient
a B-Co

1
xj+2

[}
xj+1

P-v(sIh

1 [] : s — ] j - ]
Xj+l n'est pas inessentiel => 3 xj € V(s”) V(xj+

. . P!
G]{csj,x:'i,xj,xjdlhl} #K13 > (xj,x

v
) € B ou (xj,x) €E .




.86,

¢ + # Ky = (x 1X54) € By

i+
{x IlexJ+lli+2}

si x:'j est adjaoent i un samet s" de S-{s7} alors

. #K
{XS'X3+2'SJ.S"} 13
p =g" = sjﬂ = x' ¢ z(sJ+1)
x® eI

j+2 y
Ceci contredit 1°'hypothése (H).
bonc x! ¢ I.
Si (x xJ) ¢ E_ alors G 1 = K3

{xJ,xJ,xJH,sJ }

- oontradiction -

i ]
Donc (xj,x) ¢E‘k

D'aprés le lemime 1,5 = er g P Y {x}

c'est donc une chaine atgrrentante issue de X, dans Gk

est une c.a. ;

2&me cas ¢ J“rx ) ¢£B,

x:'.’ est alors adjacent & .
La construction de S se fait dans ce cas de maniére algorithmique.




Algorifhme

(0)

(1)

poser r = j

& x

{x ,x]':,x]'&l,s

.87.

- ]
r—l} # K13 => (xr,s

r-1

(i) si (x]':,xr—l) #Ek alors stop :

g=d

i 1 J*1
G(XO,S ) UlU {x{,s

i=r
aymentante issue de X dans Gk .

(ii) si (xé,xr-l) € Ek alors

r

i ,
D UG

)GEK

est une chaine

x! n'est pas inessentiel =>3 XL, € V(sr—l)-V(x;)—V(sr)

rl r

{s™ ",x,x

r-1 .,
X

“r-1

}

r-1

(a) si (xé_l,xr) € E‘k alors

¢

r 1 ot 1
{x XXX

&

{x]'&l,s /5 ,X

17" r1

rl r

}

ARy D (L yexy,y) € B

} 7 K3 =%,

r-1

' 3 AFi g 3 1
(d'aprés la définition de xr—l) .

r—-1

S

r+l

) € B
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)

r+l _r+2 r+l1
{s

X X
¢ v 'x]:"'l

+
ou (xl'r_l.x]r 2) € B

, r+l
- si (xé_l,x ) € Ek alors Gk - = K13 - impossible -

]
s Xy e Xy )
- ' r*-z = - -
si (x!_,X ") ¢E alors Gl{;' b xr+2} K,3 - impossible
r-1’ "“r+1’
‘ r~1
(8) si (x;_,,x ) ¢E_alors
x' ¢ Vit })=S => xpl #x = xr'-1 I
r o
poser r := r-1 et aller en (1).
Justification de cet algorithme :
+ & est une chaine alternée d'aprés le lemme 1 ;
+ La chaine &/ &tant finie, le nambre de xi gue 1l'on met en &vidence est

donc fini ce qui implique la finitude de 1'algorithme.
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4.4 - Ie graphe ré&duit Gkﬂ = (xk-i-l'Ekﬂ) est un graphe sans étoile.

Raisannons par 1'absurde : supposons qu'il existe une étoile dans Gk +1,
soit Ggﬂ ; soit d le sammet de degré trois de cette étoile ;

posons Q = {d4,x,x',x"}. -

Soit X le sommet qui résulte de la contraction de A(s').

d appartient obligatoirement &8 A UB U {X,s'} car sinon G]S = K13'

(i) sid=stalorsG}5;‘£K13 = X eQ

VY, Y € V(s )-V(R) =>y ¢ Vx)
Donc x,_ ¢ Q. Soit {x,x'} = Q-{4,%}

ch € A(s"), G}{(xc,st,x,x'} # K13 => (xc,x) € %{ ou (xc,x') € Fk

=> X ¢ A oux' e A= {x,x'}) cAcar {x,x*} nC=¢

{x,x'} c1
=> {x,x'} c AC =
{x,x'} cv(xt)

= ' - N _
(x5, %'} # K3 = (x,x') ¢E_ - contradiction

. s . - 5 : 1 . g L]
(ii) si d = & alors soit X, € A(s') ; G]{<xc,x,x',x"} # Ki3 = Q.n {st,s 1@

or wn samet adjacent a X est adjacent soit 3 s N soit a s'.

Par conséquent [Q N {s,,s'} = 1.

-siQ-= {f{,st,x,x'} alors {x,x'} «¢B et (x,X') ¢ E
- contradiction -

-siQ={&%5s',x,x'} .alors {x,x'} ¢A nc

Gk 1} # Kl3 = (x,X') ¢ Ek

{xc, s',x,x
- contradiction -




(iii)

(iv)

(v)
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si d =s' alors, % ¢Q = & =k
bonc Q = {s',%,x,x'}.
- [ ]
¥ x, eAls’), G‘ES.,xc’x'x-.} #Ki3=> (X% €E ou (x,X )e E

=> X ¢ B ou x' €B ;

or {x,x'} NV(R) =@ =>{x,x"} NC =@ = (xx'} cB=> (,x') ¢E,

- contradiction -

sid e A—{st} alors X ¢Q = (,Ja =K, 3+
bonc Q = {4,%,x,x'} et {x,x'} nC=¢9

Soit X, € A(s'); G){(d,x,x',xc} # K13 => (x,xc) € Ek ou (x',xc)r € lE:k

= {x,x'} NA UBC # @
or A-C = car A nC-{s} £P
bonc {x,x'} cB et (x,x') ¢ B,

- contradiction -

singalorsStﬁQ=>G’é=Kl3o

Donc Q = {4,%,x,x'} et {x,x'} nC=g;

si (x,d) ¢ Ek+1_Ek alors x ¢ B. Salt X, € V{x) NAa(s®)

Gk

{xc,st,x,d} =
- contradiction -

K3

De la méme manidre on démontre que (x°,d) ¢ E .

Soit x, € A(s'); G];d,xc,x,x"} # K3 = (xpxc) € B ou (xcpxw € B

= {x,x'} c¢cA UB-C.
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si {x,x'} n (&C) # @ alors d aurait été supprimé puisque ce serait

un samet de C-A adjacent a un saumet de A-C.
Donc {x',x} cB-C et (x,x') ¢ Ek+1

- contradictiaon -

Par conséquent l'opération de réduction par rapport a une cligue conserv
la structure de graphe sans étoile.

4.5 - Justification du pas (3) de 1l'algorithme

On suppose que M = P = @ et qu'il existe dans Gk = (xk’Ek) une chaine augmentante
€ - &,
Posons @

issue du samnet insaturé X

= {X ¢ X'-S tel que X est marqué (-,s)} ; A#¢Q

Pour parcourir € on part de X soit xg 1'exttémnité de & différente de X,
Soit AF ={x ¢ A/ x marqué (-,s) tel que <gemprunte d'abord s et ensuite x}.

bg = A Py

(1) soit y le premier sammet de& qui appartienne a A ;

SUppOSOns que Y € Ay
y est marqué (-,s) et s est marqué (-,x) )

y(-,s)
\e
[ —O— — e e
xo X S
O 4
a4
C (s)




(2)

(3)
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G]ék(x) A E (xo's) est un cycle impair sans corde dont tous les samets

ont &té examinés, ce qui est inpossible ; doncy ¢ AB

Soit y le demier sammet de ‘6qui appartienne a A ;
supposons que Y € AB H
y est marqué (-,s) et s est marqué (-,x) ;

tous les samets de & (s,xg)-{x(';} ont été examinés, en particulier
xg a été marqué (+,.). On aurait donc détecté la chaine augmentante
G ()

- contradiction -

Par conséquent y ¢ Age

A, n'étant pas vide d'aprés (1), soient y le dernier samet de{@ qui
appartienne a AB et y le premier samet de AF que (£ emprunte aprés y
(y existe d'aprds (2)).

Soient (-,s) et (-,;) les marques respectives de y et {r, (-,x) et (-,;t)

celles de s et s .
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tous les samets de §(s,s) ont &t8 examinés, par conséquent

G]ék(x) A G (s) UBIs,s)

auguel on.aurait d@ réduire le graphe Gk
- contradiction -

est un cycle impair sans corde par rapport

Remarque 8 :

1°) Si M =P = @ dans le graphe Gk = (Xk,Ek) alors le sous—graphe de Gk
construit sur les sammets marqués (+,.) et les sommets de S marqués
(=,.) est le graphe adjoint d'un arbre hongrois [6].

2°) L'augmentation du stable suivant la mise en évidence dans Gk d'une
chaine augmentante Ck'(xg) issue de X peut créer des samets insaturés.
Cependant on peut ne pas faire la recherche de chaine augmentante a
partir de tels sammets en opération de la fagon suivante :

Soit (+,s(';) la marque de xg ;

si {x7} ¢ V(A(s")) et s'il existe un sammet 5{0 de V(s") N I marqué
(+,s") tel que ;{o € V(A(s")) alors on considdrera 1la chaine
augmentante Ck(;{o) plutdt que Ck(x(';) .

V - COMPLEXITE DE L'ALGORITHME

On se propose dans ce paragraphe d'évaluer une borne supérieure du
narbre N d'opérations que nécessite 1'algorithme pour trouver un stable de
cardinalité maximm dans un graphe sans étoile 3 n sommets.

L'algorithme consiste & construire pour chaque sammet insaturé X, non
inessentiel le graphe adjoint d'un arbre enraciné de racine X (rooted tree

[el.
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Or lorsqu'on appliquel’algorithme & partir d'un sammet insaturé X,,0u
bien on ne détecte pas de chaine augmentante issue de X auquel cas la cardina-
1lité de 1l'enseamble ID des samets insaturés susceptibles d'@tre marqués (+,0)
diminue d'une unité, ou bien on auwgmente le stable, et alors la cardinalité
de ID diminue d'au moins une unité (compte tenu de la remarque 8).

On fait donc au plus (n-1) recherches de chaines augmentantes puisqu'il
y a au plus (n-1) samets insaturés (cas ol le graphe est une clique).

Ia recherche d'une chaine augmentante issue d'un sammet insaturé
camptant au plus n opérations, N est par conséquent majoré par nz.

VI - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE MINTY

Soit G = (X,E) un graphe, S un stable dont on colorie les samets
en noir.
L'algorithme de Minty [11] , pour déteminer un stable de cardinalité maximum
dans G, consiste & :

(1) Rechercher par énumération les chaines augmentantes par rapport & S
de dongueur 3 ;

(ii) Chercher des chalnes augmentantes de longueur supérieure & trois (si

elles existent) ; pour cela on sélectionne deux sammets insaturés

X, et xg non voisins aprés quoi on supprime tous les sammets de
V({xo,xg})-s, de méme que tout sammet insaturé différent de xo'et x(';.
Pour chercher, si elle existe, une chaine augmentante joignant x o et
xg, Minty cherche une chaine augmentante par rapport & un couplage
(si elle existe) dans un graphe annexe G (appelé graphe d’Edmonds)
dont la construction nécessite une classification des sommets noirs.
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a) Classification des sammets noirs

Soit s un sammet noir. On partitionne V(s) en classes appelées "ailes":
- un samnet insaturé constitue 34 lui seul une aile.

- les autres sammets de V(s) sont partitionnés selon le sommet noir s'
différent de s qui leur est adjacent (s' est appelé bout de l'aile).

Une chaine augmentante empruntant s contient deux samets de V(s) appartenant
a deux ailes différentes. Si une aile se réduit i un sammet insaturé alecrs s

est dit régulier de premiére espéce sinon, si s a plus de deux ailes alors

il est dit régulier de deuxi&me espéce, sinon s est appelé saamet irrégulier.
Si s a moins de deux ailes alors il est dit inutile.

Si une chalne augmentante (ejoignant X et x('; emprunte s alors elle
emprunte deux saumets de V(s) non voisins appartenant & deux ailes différentes
de s. Pour déteminer alors quel couple de V(s)2 peut appartenir a € , O par-

titionne les wvoisins de S en deux classes appelées classes de sammets,

- Si s est un sammet régulier de premiére espéce alors on met le samet
insaturé dans une classe et le reste des voisins de s dans 1'autre
classe.

- Si s est un samet régulier de deuxiéme espéce alors Minty a ét&bli
un théoréme sur les relations symétriques qui permet de partitionner
V(s) en au plus deux classes de telle fagon que si deux sammets
appartiennent & deux classes différentes alors ces sammets ne sont pas
voisins. Si le théoréme &voqué permet de partitionner V(s) en deux
classes, alors on prendra camme classes de sammets relatives a s ces
deux classes.
Sinon une classe de s sera V(s) et 1l'autre sera l'ensemble vide.
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Pour savoir comment progresser d'un sommet réguliér s & un autre
samet régulier s, on cherche les chaines alternées dont tous les sammets
noirs sont irréquliers et qui joignent deux sammets appartenant & des classes
de samets différentes (IVIAP).

b) Construction de G

Soit N le nawbre de sammets réguliers. G posséde 2N+2 soammets.
A chagque samet régulier s on associe une aréte noire joignant deux sammets

qui correspondent aux classes de s.

On joint les deux sammets restants par deux arétes blanches correspondant

a X, et xg aux classes de sammets contenant ces deux samets respectivement.

Aprds cela on joint par une aréte blanche deux sammets de G correspondant
3 deux classes de samets s'il existe un IWAP joignant ces deux classes.

S§'il existe une chaine augmentante joignant X, et x'o' alors il existe
dans G une chaine augmentante par rapport au couplage constitué des arétes

noires et réciproquement .

L'approche de Minty est beaucoup plus simple que celle qui est proposée
dans cette thése. Cependant, bien que nous n'ayions pas su &valuer précisément
la borne du nambre d°'cpérations de 1'algorithme de Minty, il nous semble
gue celui-ci est d'un ordre de canplexité supérieur au notre.
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CONCLUSION

Nous nous sonmes intéressés au probléme (P) de déterminer
un stable de cardinalité maximum dans un graphe sans &toile afin de
voir cament on pourrait généraliser les algorithmes de couplage
aux bitroides ou @ une certaine classe de bitreldes.

Ie fait qu'on ait réussi & trouver un algorithme polynomial
pour résoudre le probléme (P) nous permet d'espérer trouver un algo-
rithme polynomial pour déterminer une base de cardinalité maximum
dans une certaine classe de bitroides.

Un autre développement qui semble intéressant serait de chercher
un algorithme de résolution de (P) dans lequel on chercherait des chaines
augmentantes issues de cliques de sammets insaturés au lieu de partir
d'un seul samet insaturé, notamment parce que cela permettrait de
justifier 1'algorithme & 1l°aide des théora&mes de la dualité en program-
mation linéaire.
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