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CHAPITRE. LIMINAIRE
INTRODUCTION ET RESUME

0.1. Introduction

Cette thdse est le résultat de plusieurs travaux antérieurs
dont certains ont &té publiés,d'autres ont paru sous forme de
rapports internes,et d'autres enfin sont actuellement soumis pour
fins de publication.Dans la présente synthdse,nous ferons référence
a six travaux,nommds par ordre chronologique comme suit:

(L1) : "Weak convergence for Multi-Channel Queues in Heavy Traffic”
Rapport. interne du centre de recherche opérationnelle,
Université de Californie,Berkeley. O.R.C. 71-31 (1971)

(L2) :'"Multi-Channel Queues in Heavy-Traffic" .Journal of Applied

Probability ,vol.10,pp.769-777 (1973)
(L3) :"On the extension of Congestion Theorems to Multi-Channel

Systems". Mathematical Methods in Queueing Theory,pp.185-197

Springer-Verlag,New-York (1974)
(LA?):"An analytical Model for peak-hour transient multi-channel

. queues”.Soumis 3 Naval Research Logistics Quarterly (1976)

(L5)D: "An exnlicit upner bound for the llean Busy Period in a 51/6/1 Queune"

A varaftre dans Journal of Anplied Provability, Juin 1978.

De plus, les simulations rapportées au chapitre VII ont été
effectuées expressément pour cette thése. . .
L'dﬁjéééif de cette synth&se est donc de présenter sous une
forme concise et logique,mais pas toujours détaillée,les différents
résultats contenus et rigoureusement démontrés dans ces cinq travaux.
L'ensemble de ces travaux traite de 1'&tude de systémes de service
(files d'attente) géndraux dans des conditions de surcharge (saturation)
entrainant,en général,la non~stationnarité des processus &tudiés.Les
travaux (L1) & (L4) contiennent des théor&mes sur la convergence de
ces proecessus,alors que (L5) consiste en 1'ebtention d'une borne

supérieure.

Des phénoménes dfattente se manifestent tr&s fréquemment dans
le fonctionnement des syst&mes hommes-machines de notre civilisationm.
Si 1'étude de ces phénoménes est donc essentiellement motivée par
des soucis d'ordre pratique,il n'en ast pas moins vrai que les méthodes
utilisées pour ce faire font souvent appel d des outils mathématiques
relativement complexes,en particulier au calcul de§ probaﬁilités.Cette
thése refléte cette double référence aupratique et au théorique:en

effet,nous 8tudions des modéles assez généraux pour @€tre applicables

(1) Cf. Annexes I et II



2.

a.aé nombhreuses situations,et,souvént,nos mddélés sont dictés éar dés
considérations d'ordre pratique (et non mathéﬁatique): tous les modéles
du chapitre 5 le sont. D'autre part ,il est vrai que l'essentiei de
notre recherche est mathématique,puisqu'elle aboutit ades thé&orémes

ou 3 des bornes supérieures.Nous nous sommes donc efforcé de rendre
évident le lien entre le résultat mathématique obtenu et 1'utilisation
pratique qu'il est possible d'en faire, lorsque ce lien est obscurci

par le formalisme employé .

0.2. Résumé de la thése .

Le chaéitre 1 est un bref ré€sumé de la théorie de la convergence
faible deS'ﬁrocessus stochastiques. Ce mode de convergence est utilisé
systématiquement dans cette thése én raison de sa plus grande génédra-
lité.Ce chapitre ne contient aucun résultat original de 1'auteur.

Le chapitre 2 rappelle les définitioné et les résultats essentiels
relatifs aux mod@les classiques de files d'attente,avec une référence

toute particuli&re aux conditions de saturation. Il ne contient que des

résultats connus.

- Au chapitre 3 nous &tablissons plusieurs th&or&mes de convergen-—
ce faible pour des suites de processus construits sur des quantités

jugées importantes dans une file d'attente 3 un seul serveur. Les

limites obtenues sont explicites et sont toutes des procéssus gaussiens
assez simples,et ceci pour des distributions générales dés arrivées

et des services ( modé&le GI/G/1 ) . Les résultats de ce chapitre ont
déja &été montrés par Iglehart et Whitt(1969) , mais nos ﬁéthodes

de démonstration sont différentes, plus simples, et, fait capital, elle

A - ¢ - A - .
peuvent etre et seront genel‘allsees aux Systemes multl’_serveurs e

Dans ce méme chapitre, nous &tudions aussi les suites de systémes
GIG/1 , ce qui ajoute & la flexibilité et la généralité de nos résul-
tats; ce chapitre est basé sur (L1) et (L2) .

Le chapitre 4 est ume généralisation syst@matique des théorémes
/ .



CHAPITRE I

LA CONVERGENCE FAIBLE DES PROCESSUS STOCHASTIQUES

l.1.Introduction

Pour justifier ce mode de convergence,prenons 1'exemple du

iém

temps d'attente du n t°¢ client, Wn sdans la file d'attente GI/G/1,

et en supposant la saturation (par exemple j’> 1 ).0n pourrait,dans

ce cas précis,montrer la convergence en distribution de la suite de

= an

variables aléatoires(_wh ) vers une variable normale N(O0,1),

bn
par un choix judicieux des constantes a et b . Au lieu de cela, nous
allons plutdt construire une suite de processus stochastiques (An )
définie comme suit :
w.  -ant

A ) M osted
" bR >

(ou [nt] est la partie entisre de nt ).

Cette construction qui semble 3 premiére vue gratuite et artificielle,
crée une suite de processus (Ah) a paramétre daus [0,1] .dont on peut
noter au passage que les réalisations sont presque surement des suites
de fonctions réelles sur [O,l],semi~continues 8 droite. L'espace de

telles fonctions est appeléd D£0,¥| ou plus simplement D , et sera

muni d’une distance do qui le rendra métrique,complet et séparable.
Ceci dit, pourquoi compliquer ainsi le probléme et ne pas se contenter
de la convergence des variables aléatoires An(l) ? La réponse est
&ouble :

(a) Il s'avérera aussi ;imple de s'attaquer & la convergence
faible des proéessus PAﬁ qu'a celle des simples variablgs aléatoires
An(l) » et ce sans hypoth&se supplémentaire dans l1a plupart des cas

(b) La convergence des processus An entrafnera (grice au théoréme
1.1 ci-dessous ) celle de toute application continue f(An) sce qui

permettra d'obtenir de nombreux corollaires sans effort supplémentaire.



1.2. Convergence Faible des &léments aléatoires sur un espace métique

Définition 1.1

Soit 'S un espace métrique muni de la distance P set soit Ab
la §-algébre engendrée par les ouverts de S . Seit (ﬂ,@,P) un espace

de probabilité&. On appelle Elément al8atoire de S toute application

mesurable X :
X:(R,a,p) —r (‘5//9)
Il est clair que ¥ induit une mesure de probabilité P suxyfs par:
{he A : P A=P(X*A)
Remarque: si (S,f} est l'éspace.C des fonctions continues sur [0,1]

muni de la distance P de la convergence uniforme 3
= Su X () - Y
f (X'Y) ostzi ‘ ,

alors tout &lément aléatoire de C a ses .trajectoires continues.De
méme, on peut considérer l'espace D des fonctions semi-continues 3
droite muni de la méme distanceJD . Cependant , C est complet sé&parable
alors que D ne 1'est pas. Skorokhod a muni D d'une distance do qui
le rend complet séparable (voir Billingsley(1968),ainsi que pour tous
les résultats de ce chapitre ) .Ces deux propriétés étant essentielles
aux théorémes qui suivront, nous supposerons que l'espace D est tou-
jours muni de la distance do . Par ailleurs, il ne sera pas nécessaire
de manipuler directement do »qui a une expression compliquée car :
d, (x,¥) ¢ d.f(x,‘r) |

pour toute paire X,Y d'éléments de D. Chaque fois, par exemple,qd'il
sera nécessaire de montrer que do(xn,Yn)-E;O »11 sera suffisant de
montrer la méme propriété pour f)(xn,Yn) .

Passons maintenant aux deux définitions &quivalentes de la convergen-
ce faible , que nous noterons -9->

Définition 1.2_

La suite (Xn) d'éléments aléatoires de l'eSpace métrique (S,S))

converge faiblement vers X si, pour toute application continue bornée



f de S dans R , la suite de variables aléatoires E(Xn) converge en
distribution vers f£(X)

Définition 1.3

La suite (Xn) converge faibhlement vers X si, pdur tout Aé/ﬁ tel

que Px(bA)=0 » ONn a:

Pxn(A) — Px ()

(ou 2A représente 1a frontisre de A dans §).-
Remargue;:

+Si la premigre définician est plus imagée que la seconde, elle
n'est gudre plus opdrationnelle.

+On peut ﬁontrer que la projection d'un processus Xn de C en un
point quelconque t de [O,q est une fonction continue E il en découle
que la convergence de Xn(t) est une conséquence de la convergence faible
de Xn + De nmEme, la nféme projection est une fonction continue de D dans
R pour tout t qui n'est pas un point de discontinuité de X 3 1a conver-
gence de X (t) vers X(sera donc assurée pour tous les t qui ne sont pas
des discontinuités de X.

Théoréme Fondamental (,;héoréme 1.1 )

Soit f une application mesurable de S dans §' stous deux métriques.
Soit D.c S 1'ensemble des discontinuités de f.

Si

e ’ .) = 0

X —»x et Py (D))

Alors

D
f(Xn) -=» £(X)

(En particulier, les hypoth&ses sont satisfaites si f est continue )

Les théorémes suivants ont une grande importance pour nos appli-

cations.

Théoréme 1.2 PR ,

Si
b
- —
Xn > X et ) fs (xn,Yn) 0
Alors



Théoréme 1.3

Si

D . .
Xn —=» X et Yn -=% a non aléatoire

Alors

D
® .Y B> (x,a)

(cu <xn'Yn) est un €lément de S X S muni de la topologie engendrée

par}) XZ).)

1.3. Caractérisation de la convergence faible

Comment &tablit-on la convergence faible dans C ou dans D ?
Les définitions 1.2 et 1.3 &tant peu utiles, il a fallu trouver des
caractérisations plus opérationnelles. Notons d'abord que les trois
théorémes ci-dessus peuvent souvent servir a montrer la convergence
de processus construits # partir d'autres dont la convergence est
déja assurée. Il existe en outre une théorie tré&s compléte des carac-
térisations de la convergence faible sur les espaces complets sépara—-
bles, qui est incluse dans Billingsley(1968) , et que nous n'utilise-
rons pas dans sa généralité@. Nous nous contenterons de citer ici une
- condition suffisante qui sera utilisé@e au chapitre 5 .

Théoréme 1.4

Soit (Xn) une suite d'éléments aldatoires de D

Si

—

@ (F (5,5 0% (6)) 22 (X (£), 00 0,X(8) )

n

pour tout Ogtlé tz.s oo £t €1

k
Et si
(b) Il existe ~‘1'70 et /{1 s et une fonction F continue

monotone non dé&croissante sur [0,1] , tels que:

i T . .{. “
E([R tey) - X (£)] “|X (£)-X (£)] ) £ (F(£)-F(c)))

£
pour tout 0¢ t1\< tzg t3\ 1

Alors




Pour finir, nous citons deux théor&mes de limite centrale dans
le cadre de la convergence faible. Ils seront » associés aux théorémes
1.1,1.2,1.3, 3 la base des résultats-clefs de notre recherche.

Théoréme de Donsker (th. 1.5)

Si (un) est une suite de variables aléatoires indépendantes et
équidistribudes (i.e.d.) avecune moyenne nulle et une variance Gz’,et

si nous définissons

(nt]

Yk
X (£) = k1 , 0Ltg1

¢ yn

Alors,

X -27 P sur D
n

(ou P est le processus de Lévy-Wiener sur [0,1} »c’est 3 dire le
processus Gaussien centré dont la variance &u temps t est &gale 2 ¢,

et 3 accroissements indépendants et stationnaires )

Théoréme 1.6 (Prohorov (1956))

Si (unk) w,fkal,a..,Kn est une double suite de variables alé&atoi-

res centrées et indépendantes, et si 1'on définit:

2 .. ... Kn '
s, = 'Va‘ti.‘(‘Ei unk)
(K ,t]
X (t) = —&z1_ ‘nk_ , 0¢tet
n
s .
n

Alors, sous la condition de Lindebergh(voir Lodve(l9 )), on a:

X -99'P
n

Remargue

Les deux derniers théor&mes &tablissent que le théoréme de
Limite Centrale classique est généralisable 3 la convergence faible

des processus sans hypoth&se supplémentaire .






CHAPITRE 1II

LES FILES D'ATTENTE : VUE GENERALE

2.1. Généralités

Pour nous, une file d'attente sera constituée d'un ou élusieurs
serveurs placés en paralléle; des clients arrivent séquentiellement et son
servis dans 1l'ordre de leur arrivée par le premier serveur libre,aprés
quoi ils quittent 1le systéme. Un systéme est donc parfaitement décrit
par le nombre s de serveurs, la suite des temps entre les arrivées

successives, et la suite des durées de service des clients:

un & temps &coulé& entre les niéme et (n+1)iéme arrivées
v, - durée de service du niéme client
Il est utile de définir le proéessus de comptage, A(i),&gal au
nombre dfarrivées dans [O,xiz

,A(x)=1+Max(k; E ujss:)

-
3

Dans le mod&le GI/G/s , il est supposé que les suites (un) et
(vn) sont i.e.d. et mutuellement indépendantes. On d&finit aussi:

Eu = Eu Ev = Ev
. n o n
2
™ =
Var u, ﬁu Var Vo v

2

‘P =Ev/Eu.s s 1'intensité de trafic

Les processus géndralement &tudiés sont :

Q(x) : le nombre de clients présents au temps x

L(x) : la charge du systéme au temps x; c'est 1a somme
des temps de serviee restant 3 accomplir pour téus les clients présents
8 1l'instant x .

W(x) :le temps qu'un observateur arrivant & 1'instant x
devrait attendre avant de se trouver devant un serveur libre : c'est

1'attente virtuelle 3 1'instant x . Pour les systémes i un seul

serveur, L(x) = W(x) .

Dans le cas GI/G/s avec ’:{ 1 ,tous ces processus ont une limite -

en distribution lorsque x —»e0 (Kiefer ot Wnlfain_rrinems - ..
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limite n'existe pas lorsque fz—l, auquel cas les limites sont
infinies en distribution .

D'autres variables aléatoires offrent un intért et sont en
général induites par 1'un des processus de base. Un exemple important

i8me . ’ .
est Wn » le temps d'attente du n "¢ client ( en excluant son service).

I1 est clair que :
n
(2.1) W= w(%;1 “j)
Wn a une limite en distribution dans les mémes conditions (j>< 1).
Dans le cas 357 1, la file est dite saturée et la question
est de savoir sices mémes quantité&s ont une limite , une fois centrées
et réduites, En répondant i cette question nous noterons deux points
utiles :
(a) ies conditions d'existence de limites sont trés générales
(plus générales que GI/G/s )
(b) Les limites sont calculabies et ne dépendent pas des
distributions de(un) et (vn) .
Ces deux constatations sont une puissante motivation 3 l'étudef'
des systémes satur@s, et ceci d'autant plus qu'en pratique, les files

d'attente &loignées de la saturation offrent en général peu d'intérét,

vu qu'elles ne créent pas trop de difficultés.

2.2. Travaux antérieurs sur les systémes saturés

Kingman(196%,1962) fut le premier & s'intéresser 3 la saturation .
Usant des transform@es de Laplace-Stieljes (T.L.S.) ,il montra que ,
pour une suite de systémes GI/G/1, dont les intensités de trafic
croissent vers un , la distribution d'équilibre de 1'attente d'un
client,convenablement réduite,converge vers une loi exponentielle.
Borovkov (1864,1965,1966) . et Prohorov (1963) montré&rent, par
des méthodes semblables la convergence dans les cas;yi'l . Whitt et

Iglehart (1970) unifigrent la théorie pour les systémes GI/G/1



Ils furent les premiers 3 utiliser 1a convergence faible pour leurs
démonstrations. Nous indiquons ci~-dessous le schéma de leur approche
afin d'en montrer les similitudes et les différences avec la vnatre.
Pour GI/G/1 ils définissent:

X =2 v -
nn

n
e 3
neo S =0
ksa xk ’ o
Alors, Lindley (1952) a montré que :
(2.3) Wn = Sn ~ Min Sk
0€kgn

Se basant sur (2.3), et sur le th. de Donsker. »ifs montrent 1a convergenc
faible des processus Yn lorsque fz 1
w[ntJ ~(Ev-Eu)nt

< Jyn

2 2 2
{ov G =0'u+ﬁ'v = Varxn)

» 0t £1

'Kn(t) -

Notons que Fn est un &lément aldatoire (e.a.) de D.
La limite est le processus de Lévy, P , pour f? 1, et, pour f‘-‘ 1,
la limite est ce meme processus de Lé&vy muni d'une barriére infranchis-

sable 3 1'origine, B , c'est 3 dire :

(2.4) BoP(t) = P(t) -~ Inf ©P(s) » Dgixl

Ossgt
Ils montrent ensuite des théorEmes analogues pour les processus relatifs
d Q(x) et généralisent au cas des suites de systémes GI/G/1 .
Leur approche ne peut €tre généralisée aux systémes multi-serveurs
sauf dans le cas de Q(t) qui regoit donc un trajitement complet.

Nous avons conservé le mode de convergence faible "inauguré" par
Iglehart et Whitt, car il est indubitablement 1le plus &légant et général
Cependant, nous commenterons nofre étudé par le processus W(x) pour
ensyite passer i Wn » approche inverse de celle de nos prédecesseurs,

et qui a 1'avantage de permettre 1'&tude compléte du cas GI/G/s .Cette

Lol
meme annrarha crcve.o 2. e . ek e. e






CHAPITRE 1III

THEOREMES DE CONVERGENCE POUR LES SYSTEMES GI/G/1 SATURES

3.1. Introduction

Ce chapitrecontient les résultats de base denos travaux. Les démon-
strations seront esquissées car ells illustrent trés bien 1'emploi des
outils de la convergence faible.La séction 3.2. présente le résultat—clef
en deux théor2mes de convergence de processus construits sur W(x). Dans
la section 3.3,nous esquisserons le passage de W(x) 3 Wn' et dans la
section 3.4,nous donnerons les résultats cérrespondants pour les suites de
systémes. Enfin nous indiquerons un mode possible d'utilisation de ces

théorémes dans la section 3.5 qui cl3t ce chapitre.

3.2. Convergence des processus d'attente virtuelle

Théoréme 3.1

Si-P = 1 dans le systéme GI/G/1 , alors:

' 3 --247 BoP
n

W {({nt)
UVn/Eu

b {(t) = s O=te1
n .

Esquisse de démonstration:

Cette derniBre consiste i montrer successivement la convergence de

plusieurs suites d'é%fﬂﬁnts de D, définis comme suit:
“ .
s v, T Ev n tw

Yn(t) - =i
C \h
\'
tnt
3.1) < 1 U, ~Funt
fs4 1
2, (6) = —

C Vo



X (t) = i-1 , 04t
n(@ + j)z 0‘2)
Ant)
Z v, - Pn t

rln(t) = ' ’ Oé t<£1

= s, 0£t<£1
?‘n(t) =
X Vn
(3.1) Alnt)
V. - nt -
Z i 0¢t g1
(t) = ’ sE s
W
W(nt) - (P- 1)nt
: 0Lt <1

Sn( t) : ’
X W

avec

X = [(0'“’; +J:2<r§ )y / Eu] 1_/2

Y et Z  convergent vers deux processus de Lévy-Wiener par le théoréme de
limite centrale de Donsker ( th. 1.5.) et donc X converge aussi vers un

processus P de Lévy — Wiener. D'autre part,\? o est simplement la compositi

de Xn avec le processusfn:

,Lu-\.._A(,ﬁ) .0sted



on montre d'abord que <Pn -—I-)—rdl , ol 4) est un processus non -aléatoire

4) (t) = t/Eu .+ Puis, 3 1'aide d'un théoréme de Billingsley (196!

sur les compositions, il découle que 71" -JP'P.
Pour montrer la convergence de ?n’ s on prouve que la distance f( ?n 0 'zt‘

9 o »

converge vers zéro en probabilité ;plus précisément :

A(nt)
2 u, -t
¢ i1 1 P
f(?ns\ln)"'—}%-Sup ' S 2 Max —
0stel Ve X 1eieam)

Et cette derniére quantité converge vers zéro en probabilité. Le théoxréme
permet donc d'affirmer que '\2 n—-I-)-> P. Finalement,( ot dans le cas P =] ge
il existe une relation directe entre Yln et an’ qui découle directement de
la relation suivante, &tablie par Reich ( 1958 ) pour GI/G/I:
(3.2) L(x) = W(x) = N(x) - Inf N(y)
0Lysx

-

ou Alx)
N(x) = Z v, = x
i=1

(notons que N(x) représenterait exactement la charge L(x) si le serveur
n'avait jamais &té libre dans [o,x] 3 la relation (3.2) ajoute donc a N(x)
la quantité {-Inf N(y)} » qui représente le temps total d'inactivit&-

oy éx

o

dans [o,x].).(3.2) se transpose immédiatemen*.’quand P =} ., en:

(3.3) Sn = Bofln

- i Q '] Q
et le théoréme 1.1 permet d‘'affirmer que 8n D B o P ,puisque Whitt

(1968) a prouvé que B est une application continue dans D.
Remarque: Pour montrer la plus grande généralité introduite par la converger

Faihla cmnacn cmeccomen 223 2k chmm mermemal iam @



.15,

Sup 8 n(t:) -—EL—D Sup B o P(t)

0¢té1 0$t£l

puisque 1l‘'application de D dans R constituée par Sup ,est aussi continue.

of£tLl
. . e Sup W(x)
Nous obtenons ainsi un théor@me sur la convergence de . o0$xsn

X

qu'il serait difficile d'obtenir directement.

Théoréme 3.2 : si f}l dans GI/G/1 , alors :

(oi Sn et P sont définis au théordme 3.1)

Esquisse de la démonstration:

? converge toujours vers P comme précédemment, mais la relation(3.3) n'e
n
plus vraie, 3 cause du terme constant de 6n.’ qui n'est pas nul.

Par contre ,examinons la distance 53(6n lzn) . On montre que:
1]

f(bn.?n)= Sup (—?n(t)—(f-nﬁt) 5-13-'0
0&£t£ 1

Puisque cette quantité converge vers z&ro en probabilité( par un argument
classique). 6n a donc la méme limite que Izn par le théoréme 1.2 , ce qu

achéve la démonstration .
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3.3 Convergence faible des processus d'attente réelle

Ici encore, la relation (2.1) permet un passage facile de W(x) a Wn

quand p =1 , mais non dans le cas _P> 1 , 3 cause des termes constants.

Plus précisément, si nous définissons :
W - ~E
[nt] (Ev -Eu) nt

ol T

g Ost<1

Y;l(t) =

.dza 62+ 62
. u v

i\ 1 d . [ [
. Wn est 1l'attente du n "¢ client, 3 1'exclusion de son service

1

Alors, pourf =1, et grace a (2.1) :

T (t) = (Eg)'llzo Sno\rnm y 0ft£1

tnt]
u,
i 1 , 0sts$1

'\{/n(t) g

Comme précédemment, nous montrons d'abord 1la convergence de \,/n

ol :

vers un processus non-aléatoire \}’ défini par : '\Y(t:) = Eust 3 il

en résulte que Tn converge vers (Eu)n'/v?f B o POY » ¢'est 3 dire Bo P 2

Théoréme 3.3

Si 5)=1 dans G1/G/1 , alors :

Tn-—g—r BoP

Dans le cas y}l » la relation (2.1) entratne :
oot]

W -(p -1) u,

Bg P&

K \n

Or , nous avons dé&ja indiqué & la section précédente que,pour P?l ’

(3.4) Sn o ¥ (o) =
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(v ]
]
~
(a3
~
]
+
£

(3.5)

RN

Sup E (t) —— 0 quand n —* oo
Ostsg1l

De plus, (3.4) peut s'écrire schématiéuément :

a¥ (6) = & o V.0 + bz (o)
Et, par (3.5) et (3.1) :

a“"r'l(t) = [(‘CYn + dZn) ocpn + En]o\rn + bZn
Ce qui se simplifie en :

T =Y +%Z +Eo\I/ )o(et F= constantes
n n n n |n

Le dernier terme &tant négligeable, Kn converge donc vers un processus de
Lévy-Wiener . Nous é&nongons :

Théoréme 3.4

Si f)‘l dans GI/G/1 , alors :

n

3.4, Etude des suites de systémes GI/G/1

L'idée centrale de cette section est d'étendre les r&sultats pré-
cédents aux suites de systémes de la mani&re suivante : considérons une sui
de files d'attente GI/G/1 , soit ( Sk , k=1,2..) ¢ 1le kiéme systéme étant
défini par les suites i.e.d. (ui) et (vt) » avec Pk = Evk/Euk . Si 1'on
définit comme précédemment les suites (doubles) d:i'éléments de D , (81:1)
et (U':) speut—-on montrer la convergence de ces suites sous certaines con-

. |3 . s .
ditions sur le comportement de ? ? 1Il1 est clair que ce probléme généra-



-lise ceux résolus aux sections précédentss( que 1'on obtient en faisant
Sk = § quel que soit k ). Afin de rendre ce probléme plus abordable » nous
mous contenterons d'étudier les suites diagonales (S:: ; et ('6: ; sCe qu
conserve suffisamment de variétd au probléme pour obtenir des fésultats eﬁ
globant ceux des sections précédentes et les généralisant. I1 s'avére, et
en cela nous suivons Whitt (1968), que 1'on peut distinguer cinq cas diffé
~rents, suivant le comportement de la quantita (9“—1 )-\rt-f :

cas | : Pnfl et (S)n-'l )v\rr;-—a--oo

cas 2 : Pn1l et (fn-l ) ¥yn —> ¢ -wéf-<0

casA3 : Fn—"l et (pn-l )a\f;l -» c , c=0 |

cas 4 :Pn‘L I et (Pn—l ). \rﬁ —» c , 0KC<+c0

cas 5 :Pn—+974 - et (Pn-l )-ﬁ —» + 0O

Nous supposerons en outre » dans tous les cas, que :

#u” — Eu >0 Ev' —» Ev P " = EvYE" — P
n ] 2 2 2

Ty _,O-u qv - G.V Y —Uu +Uv >0
' §r

- Et : 3870 tel que:E Evn - unif. borné VY
Théoréme 3.5 : ques; i 1 . n T

Dans les cas 2,3,4 » oOn a ¢

3':-——D—v Bo (P +d )

et
'6":—D—+ Bo(P-ﬂ-g:)
ol :
n
0'n (t) = wv(nt) , 0 gtsl
n X Vo
o

[ W
v: (t) = nt} . 0 «t«l
Ry

P ® = o ol(e) et/ - 0etgl

n .
w“(x) = charge du systéme S i 1'instant x

n 4 vae

w! — —_—aa Y - . aa
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Remargue

Les méthodes utilisées pour montrer ce théoréme sont en tous points
semblables d celles des théorémes 3.1 et 3.3 , excepté qu'au lieu du théo-
réme de limite centrale de Donsker, nous faisons appel au théoréme de Pro-
horov (th. 1.6) relatif aux sommes diagonales . On observe cependant que
les processus—limites contiennent des tramslations cX (t) et F>(t) liné-
aires en t . Le processus B o ( Pi+e¢ ) a des distributions marginales
connues de fagon explicite, bien que moins simples que celles des pro-

cessus-limites des sections précédentes , ( voir par exemple Lévy (1943)).

Théoréme 3.6

Dans le cas 5 , ona @

n D
3 ——> p
n
et
n
ol :

P - (P™1)  peesn
% 0

n n n
W - (Rv - Eu )nt
n [bﬁ] 0<£t£1
‘G‘n(t) = ’

G_ﬁ . !

n
8 n(t:) =

Cas 1 : Limite Exponentielle

PE n n :
On peut montrer que dans ce cas, les éléments S 0 et Tfn, ne

peuvent pas comverger faiblement. Par contre, Prohorov (1963) a montré

n
$h),

la convergence en distribution des variables aléatoires

convenablement réduites :

Théorsme 3.7 (Prohorov (1963))

Dans le cas 1 , on a :

SWﬁ(EVn-Eun) z _ l_e—Zx ,x7/0
P . £x — J - A




La démonstration de ce théoréme donnée par Prohorov s'applique
exclusivem;nt au modéle GI/G/1 et n'est pas généralisable 3 G1/G/s ,
non plus qu'aux divers systémes décrits au chapitre 5 ; alors que les
cas 2,3,4,5 sé verront généralisés sans peine .

Si , au lieu de choisir la suite diagonale ( Wg ) , nous é&tudions
n'importe quelle suite double ( w: ) » ot n et k deviennent infinis y le
méme théoréme est vrai. Il est légitime, en particulier, de faire tendre
.d%abord n vers 1'infini et d'obtenir ainsi , aprés quelques manipulations,
le résultat de Kingman (1961) :

Théorgme 3.8 (Kingmen (1961))

Soit Od:)'la suite de variables aldatoires ayant comme distribution
la distribution-limite du temps d'attente d‘'un client dans le systéme Sk

(cette limite existe car Pk< 1 ). Quand 'yk —> 1 par valeurs croissantes

alors
Hi ( Evk - Euk ) ’ 1“9—2x » xgz0
P :$ X}y —>
GZ 0 s x<0

3.5 Utilisation pratique des théorimes de convergence

’

(a) Notons tout d'abord qu'a toute convergence faible d'une suite 4’
é1éments de D ,(xn), correspond la convergence en distribution de }a suite
de variables aléatoires (Xn(l)) « Par exemple, les Th. 3.3 et 3.4 ant pour
corollaire :

Corollaire 3.1

POur le systéme GL/G/1 :

X
[ - . . - 2
S].j)-l,alors. ‘ f% ey/z dy , x30
W 0
n - -
(3.6) P 4 x-1- >
. Gyn 0 » x40

Si f?l , alors :

_{ v -(v-Em)n ) . | 1/,
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Remarque

Le membre de droite de (3.6) représente la fonction de.répartition

de la variable aléatoire B o P (1) = P(1l) - 1Inf P(t) » alors que le
0<tsl

le membre de droit de (3.7) est la fonction de répartition normale centrée
réduite . |

Si nous &tudions donc un systéme GI/G/1 avec f) =1 (resp. 5371) ,IOUS
pouvons, aprés un temps suffisamment long, supposer que Wn posséde la
distribution - limite de (3.6) (resp. de (3.7) .

Notons de plus que les distributions de u et de v n'entrent pas
en ligne de compte, si ce n'est qu'elles peuvent affecter la vitesse de
convergence des suites concernées ; cette vitesse de convergence est
d'une grande importance pratique , et sera étudiée au chapitre 7 .

(b) Une question peut se poser quant & 1'utilité pratique des
résultats concernant les suites de syst®mesé&tudiées 4 la section 3.4 :
en effet , ea pratigue, mous n'avons affaire qu'a des systémes bien déter-
minés, et non & des suites de systémes . Nous proposons ici deux idées
dont la pertinence sera testée au chapitre 7 :

(i) Approximation d'un sysﬁéme stable»((7<fl Jmais quasi-

saturé (P proche de 1'unité) : dans ce cas, la distribution d'équilibre d
i

1'attente d'un client est approximativement exponentielle, en vertu du
Th. 3.8 , c'est &dire :

l1-e » x70
W (Eu - Ev) '

(-4

IN
%
2

(3.8) P
2
a
0 s X0
Cependant, pour n fini, la distribution de Wn pourra étre approximée soit
par (3.8), soit parla distribution-limite du cas 2 décrit i la section pr

cédente . Nous différencierons ces deux situations au chapitre 7 .

(ii) Approximation d'un systéme saturé ( P> 1):dans ce cas enco

les limites des cas 4 et 5 sont des approximations possibles de la variabli

aléatoire Wn , sulvant les valeurs prises par n etjj . Nous distinguerons



VIR LLIID 4V

LES SYSTEMES A s SERVEURS GI1/G/s

4.1, Introduction

Ce chapitre généralise tous les résultats sur GI/G/ 1 au cas multi-
serveurs. La di1fficulté de cette généralisation est double :

(2) Les relations (2.3) et (3.2) qui permettalent de lier lequuantité
W(x) et W, d'une part aux quantités S, et N {(x) d'autre part ne sont
plus vraies pour des systimes multi-serveurs.

(b) Dés qu'il y a plusieurs serveurs, la charge L (x) diffire de 1'atte
virtuelle W(x). Il faudra donc uné étape supplémentairé pour passer

de L(x) & W(x).

La preﬁiére difficulté sera surmontée grice A la définition d'un
systéme auxiliaife permettant de ramener 1'étude de GI/G/s & celle d‘un
certain systéme qui, aux fins d'étude de 1a charge L(x), est indiscerna
ble d'un syst&me GI/G/1 . La seconde difficulté est moins conaidérable

et cétdera grﬁcefﬁ une inégalité établie sans pelne. Nous nous effor-
cerons donc, dans cette présentation, de ne pas répéter ce qui est comm
& 1'étude de GI/G/s et & c;lle de GI/G/1, mals au contraire de faipre
ressortir 1'originalité des méthodes utilisdes pour résoudre les deux
différences importantes mentionnédes ci-dessus.

Tout d'abord. mettons & jour les définitions essentielles de ce
chapftre, qui sont légirement différentes des définitions (3.1).

Le systdme GI/G#% est comme avant parfaitement défini par les deux
de variables aldatoires i.é.d. : ~

u, = temps écoulé entre les arrivées n et (n+1)

vy = durée du service du ni®me gjjent

}) = Ev / s Eu
2 =
o u Var u

2-’;‘3
G'V Var vn



(4.1)
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62=02+ 520'
v
X - (02+ 25202)/EUJ1/2
- [ f .
A(mt)
24 vy~ sut

L(nt) - s(P—l) nt

E (t) = .
n K’ F‘
0£Ltc£1l
s W(nt) - S(P"l) nt
£ (v) = —
n KJ J‘ﬁ
) W[nt] - s(P—l) Eu nt
"Sn(t) =

G i

4.2, Le systéme auxiliaire

Considérons le systéme fictif S' défini par ieé mémes suites
(un) et (vn) que le systéme GI/G/s ci-dessus, mals avec une discipline
de service différente : en effet, nous supposerons que, chaque fois
que le systéme S' aura h serveurs libres, h¢s, le taux de service des
s - h clients présents dans le syst®me sera égal & _ s , au lieu
d'étre égal 4 5 . Cecl revient & dire que, tant qu'fl-yha,ne seralt-ce
qu'un client dans s', tous les serveurs sont occupés i servir les
clients présents, de fagon que le taux global de service reste égal
4 s. (De toute évidence, un tel syst®me n'est peut-8tre pas réalisable

en pratique, mals pour nous il n'est qu'un subterfuge utile). Notons

que puisque la charge L'(x) de ce syst®me s'épuise & un taux exacte-



. ment égal & s tant que 3' n'est pas vide, L'(x} se comporte exacte-

ment comme s fols la charge d'un systéme GI/G/1 ayant comme suites

(u,) et (v/s). De ce fait Important, i1 résulte que , comme pour GI/G/1

4.2 L'(x) =N*(x) - Inf N'(y)
Osy<x

o Alx) At

N'(x) = v, = sx = s ( v.,/s - x )
e Zil = 1

"La fig. 4.1 montre une réalisation de L et L° pour s = 2

#

]
En ralson de (4.2), les résultats du chapftre 3 s'appliquent & gtl
défini par

' ﬁ(nt) - s (P-1) nt
E n(t) = : ’ 0

K {n

Il reste bien slir A montrer que L et L' restent assez proches 1 'un

iN
rr
N
pmd

de 1'autre pour que § ' et g aient la méme limite. Ceci est accompli
, n n

dans la section suivante .

4.3. Etude d1 systime GI/G/s.

Lemme 4.4
Plns 540> 0



Démonstration :

(a) 1lorsque s (ou plus) clients se trouvent dans le systime

G1/G/s, alors les deux systémes travaillent au méme taux,

s, et donc la différence L(x) - L (x') reste constante

(b) Dans tous les cas, nous avons aussi :
L(x) 3 L' (x) 2 0

(¢) Lorsque le systéme GI/G/s a moins de s clients, alors il
est certainement vrai que ‘L(x) ne peut &tre plus grand
que s fols le plus long service qui se soit manifesté
depuls 1'instant zéro,-c'est-é—dire :
L(x) € s imﬁa)i\(x)vi |

(d) En joignant les conclusions a, b, et ¢, on obtient pour

tout x: '

0 ¢ L) - L'() = |10 - L'Gf¢ s Max v,
0¢i<A(x)

ce qui entralne
Max A v.
0<i<A(nt) *

Sup - (t) - '()4.
oué:!En } L l ) I N

Et cette dernidére quantité converge vers zero en proba-
bilité,
Il est donc désormais acquis que les théorimes 3.1 et 3.2 peu-
vent €tre étendus a §]1, ce que nous énongons :

Théoréme h.l

Pour un systéme GI/G/s

D
si =1
f) En*—"” BoP
si ?71 { n"—"")‘D P

Il reste & faire le lien entre gm’et S&. Pour cela, dénotons
par Lj (x) la charge & 1l'instant x du serveur J, c'est-a-dire la part
de L(x) qui écherra au serveur j, j =1,2,..., s. Il appérait que la
différence de charge de deux serveurs quelconques & 1'1nstaht X ne

peut pas excéder le plus long service qul se soit manifesté depuis



1'instant zéro, c'est-A-dire :

lLi(x) - Lj(x), £ Max Vi
' 0<k<A(x)
Et donc, un raisonnement tout & fait paralléle 4 celui du théoréme

précédent permet d'affirmer que les processus é ;71 , j=1’“’s,5 .
ont 1a méme limite, s'i{ls en ont une , Or, leur moyenne 1/s. 2_;1 Ei
est égale & ?n qui, lui, a une limite. ; donec chague E ;1; g;nverge
faiblement vers la limite de En . Mais puisque :

S (t) = Mi j
n 1sj1:A n()

b}

on peut établir que (S a méme limite quef » et, pour les mémes condi-
n n

que celles du chapItr;_g_ 3, X s2 comporte de méme ;
n

Théortme 4,2 -
Pour un systéme GI/G/s
st Pui (Sn_'L,BoP et T Lspop
si P?l 6n—D—-> P et ?Yn —D-}p

b.4. Les suites de systimes G1/G/s

Les outils développés dans ce chapftre s'appliquent inté-
gralement & 1'dtude des suites de systémes GI/G/s. Les résultats
sont absolument identiques 2 ceux de la section 3.4 dans les cas .2,3,4;
et 5décerits plus haut, Nous les omettrons par souci de conciston.

Par contre il n'a pas &ts démontré de théorame semblable au Th.3.7

- dans le cas 1 pour plusieurs serveurs . Le théoréme de Kingman (Th.3.8)
relatif 3 la convergence exponentielle des distributions stationnaires

de 1'attente a &té , en revanche, généralisé par KSllefsi’rc;m (H:B)

au cas GI/G/s par une approche glaborée utilisant des méthodes de
Transformées de Laplaﬁe*Stieljes.( Remarquons en péssant que le procéda
du systéme auxiliaire développé dans ce chapitre ne réussit pas 3
généraliser le th. de Kingman de fagon simple, alors qu'ii généralise

aisément les autres théordmes o Yo






CHAPITRE V

EXTENSIONS ET COMPLEMENTS

5.X. Introduction

Les chapftres 3 et 4 représentent 1‘ossature principale de
1'étude des systimes saturés. A partir des résultats de ces cha-
pitres, diverses généralisations peuvent €tre obtenues & peu de
frais. Ces généralisations consistent habituellement & admettre
comme processus d'arrivées A(x) autre chose que le processus de
renouvellement du modéle GI/G/S. Tour & tour, nous examinerons
quatre type; de processus d'arriyées admissibles, qui ne seront
pas tous stationnaires, mais qui, tous quatre, répondent 3 des
soucis d'ordre pratique.

Et puis, nous‘indiqueroné dans la section terminale de ce cha-
pitre comment les théortmes des chapftres précédents peuvent &tre
utilisés pour montrer la convergence d'autres processus et variables

aléatoires d'intérét dans les files d'attente.

5.2. Généralisations quasi-stationnaires du processus d'arrivée

(a) A (X) est 1a superposition de r processus de renouvellement

indégendants.

En pratique, 11 peut &tre intéressant d'admettre que les clients pro-

viennent de r sources indépendantes, chacune émettant ses clients

. par un processus de renouvellement Ai(x), i=1,..., v . Le processus
d’arrivée est, dans ce cas, trds complexe A analyser. Plus précisément,
& chaque source 1 est attachéde une suite de variables aléatoires (ui)

telle que ¢
i 1 i_ o2,
Eu =Eu Varuk—O’u.

De plus, nous admettrons, pour plus de généralité, que les clients de



la source i peuvent avoir_des services (v'i) ayant une distribution

propre a cette source, avec :

Evlt'= Ev1 Var v:L =62-

. ’ . . »
on définit: Pi = Ev'/Eu’ P = 2'; ,Pi

| | . ) r
(5.1) | )Gi = [(0‘2,;}- s%ﬂ_’bﬁ;)/Equ 1/2 . ]Cz = Z1K§
, =

on appellera ce modéle GI -T /G/s.
I1 est remarquable que ces nouvelles complexités n'affectent prati-
quement pas les démonstrations, et l'on peut établir.:

Théoréme 5.1

Dans le systéme GI -r/G/s
si j)_= 1, alors:
5 _.l)..__y B o P
n

si P} 1, alors:

- . n
(ol ‘Sn‘ » B, P,sont définis comme précédemment, avec les valeurs
dej) et J décrites par (5.1)).

1 .
(b) Chague A(x) est "proche" d'un processus de renouvellement :

Par proche nous voulons dire que :
i
(5.2) o sup Ai(y) - B (y)
UDgy<x v

i
ol B~ est un processus de renouvellement.

D 0’ quand x ———= oo

Sous la condition (5.2), le théoréme 5.I ci-dessus est encore vrai.
Cette généralisation a deux epplications pratiques assez intéressantes

que nous citons :

I° - A(x) est un processus de rendez-vous : plus précisément,

le nieme client est prévu & 1'instant n Eu , mals i1 beut €tre en

retard (ou en avance) du temps 2z , (Z ) étant une suite de variables
n n

aléatoires I.I.D., avec E|z[<co . Alors, sl 1l'on définit le processus

Aa manAnmuallaomant Adrdndwd Rf+Y o rY/Fn-l AN naird o mAanmbsmare Aasta T



condition (5.2) est satisfaite, Done, tous les résultats obtenus

4

Jusqu'a présent sont encore vrais si les processus d'arrivées sont

. des processus de rendez-vous,

2° - A(x) est consti£ué des départs de plusieurs autrés queues
stables :
supposons un réseau de r systéﬁes GI/G/sj +d=12,... r placés
en parall®le et qui sont stables 3 les clients quittant ces systimes
constituent les arrivées du systime & étudier, comme le déerit la

figure 5.1 ci-~dessous :

@ S, serveurs

[e]

Qo
S serveurs

O @ S,servevrg

T o000

[o] [o] [5] [&]

00[_3_]

@ S‘, Serveurs
Figure 5.1

Si nous dénotons par Ai(x) le nombre de clients servisg par le 1éme
systéme dans 1'intervalle [0,x] , et par Bi(x) le nombre d'arrivées

de ce méme 1éme syst2me dans [O,x) » alors i1 est clair que la dif-
férence Qi(x) = Bi(x) - Ai(x) représente exactement le nombre de clients
présentsbdans le iéme systéme & 1'instant x. Mais puisque ce systéme

est stable, 11 est aisé de montrer que 1l'on a :

Sup Qi(z) D 0 quand x — oo
053’51 \/;{-



.30.
Nous sommes donc dans les conditions d'application (5.2) du théorgme

5.2 généralisé.

5.5. Un modéle non classique d'arrivées transitoires & s serveurs

Le modéle décrit dans cette section est vraiment trés différent
des divers modéles classiques de files d'attente généralement étudiédes.
Ces derniers s'attachent & 1'étude des divers processus "aprés un
temps infini", c'est-a-dire lorsque le processus d'arrivée est devenu
stationnaire. En pratique, ces modtles s'appliquent & beaucoup de si-
tuations ol le systéme, & toutes fins utiles, ne cesse pas d'opérer.
Il est par contre d'autres situations ol le phénomine d'attente est
essentiellement transitoire (par exemple un poste de pdage & 1'heure
de pointe). Dans ce cas, 1l serait assez vain d'espérer analyser ces
situations "aprés un temps infini", surtout si la période d'activité
du systéme est assez courte et sl le systiéme se sature durant cette
période. Nous avons donc &té amené i formuler et analyser un exemple
d'un tel mod&le, sans vouloir prétendre 4 une grande généralité.

Dans notre modéle, nous supposerons que N clients exactement
arrivent dans le syst®me, et ce durant une période finie [O, TJ .
Nous supposerons que 1'instant d'arrivée d'un client quelconque,

~ est une variable aléatoire T , distribuée suivant la fonction

de répartition F (-) concentrée sur [0, T] , e'est-a-dire 3
P(T <«x)=F(x) ; F(O)=0 ; F(T)=1

Notons que ce modéle d'arrivées est trés différent d'un processus
de renouvellement, puisqu'ici chaque client a la méme distribution
pour l'instant de son arrivée que n'importe quel autre client. Les
(T:A)sont supposées indépendantes, Il est clair que, suivant le
choix de F (.), nous pourrons donner aux arrivées la forme voulue
(par exemple : heure de pointe, deux heures de pointe successives,
etc...). Sans perte de généralité supposons T = 1 et appelons SN le

systéme ainsi déerit. Nous noterons :



(5.3)

YNop © temps de service de la niéme arrivée dans le systime SN '

AN(t) = nombre d'arrivées dans f0,t] dans 1e systéme Sy t<1
wN( t) = temps d'attente virtuelle A 1'instant t dans Sy
8 = nombre (fixe) de serveurs dang 8N

Il serait intéressant d'étudier _le tehps nécessaire & 1a résorption
de 1'embouteillage aprés 1'instant T = L c'est-&-dire‘ WN(I). Nous
étudierons, plus généralement WN(t), mais uniquement pour des valeurs
élevées de N, afin d'obtenir des résultats simples et utilisables,
sous forme de limites. Pour cela, il est nécessaire de déerire le com-
portement de SN quant N —>» oo . Nous supposerons simplement que :

Ployn €¥)=P (vay)ac (y), ¥n, n=12 ..., N
f . .

E VN’n = Bv
2
Var VN’n a Var v -0‘
(VN,n) i.e.d. pour chaque N

Notons le fait important que 1a variable aldatoire AN(t) a une dis-
tribution binomiale, c'.est-é-dire s

P (Ay(t) = k) = c:,‘ LR, (- Ry ¥ -k
et que, done, le taux m d'arrivées dans [o. t] est .
A B (8) /b nE(e) /o
L'intensité moyenne du trafic dans [0, t] est :

Py () =NEvF () /¢

Théor2me 5.2 : Si F(.) est continue sur [0',1] et lim inf F(t) 5 O,

t—ot "¢
alors :

5N D X » quant N 5 co

S (t)nsw (t)l- (NEv F (%) - st) L 0<t <l

g iN
- X estun processus gaussien centré défini sur [0 1] et

caractérisé par sa fonction de covariance:

E X(t).X(s) = F(s) (Ev2 - (EV)zF(t) )j/Q‘2 ' 0<ggt <1



(5.4)
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Esquisse de la démonstration :

Contrairement aux démonstrations précédentes, nous ne pouvons
pas nous servir ici d'un des théorémes de limite centrale comme point
de départ; Force nous est donc de montrer la convergence des distribut!
conjointes d'un certain processus ? N puis de montre que 7 N
satisfait & un eritdre supplémentaire, suffisant pour impliquer la
convergence falble. (Nous nous servirons du crit®re exposé dans le
théoréme 1.4). Puis, nous montrons que. : P *(.?N,JN ) -P—r 0
pour les systémes & serveur unique, et finalement, utilisant le Sys¥
téme auxiliaire défini & la section 4.2. il nous ést possible de géné-

raliser le théoréme pour s serveurs.

Définissons d'abord lzN comme aux chapftres 3 et 4

Ay (E)
ka - NEv F(t)
= k=1
"In(t) = s 0stx1

Alors, nous servant du fait que AN(t) a une distribution binomiale,
il noﬁs est possible, par des méthodes absolument classiques dé
Bransforméesde Laplace-Stieljes (TLS) d'éerire le développement
limité de la TLS des distributions conjointes de t? N * ce qui nous
permet de montrer que ces distributions conjointes convergent vers
celles du processus X déerit plus haut.

Puls, 11 nous est possible de montrer que :

2
- 2 _ 2, (Ev°(F(u)-F(w)) )
E <r1ncu> ?N(w ) (rlnm YN(W) )¢ =3

ce qui satisfait au critére du théorsme 1.4, avecX = § =2 .

(Notons aussi que la démonstration de (5.4) est simple puisque nous
avons déja calculé un développement limité des distributions con-
Jointes de Yz N

Finalement, les deux dernidres étapes de la démonstration suivent

le schéma désormais classique ébauché aux chapftres précédents.



Remaggues H
(1) 1'hypothose restrictive que N soit déterministe peut &tre

relaxée, en lui attribuant une distribution au choix. Dans ce cas,
le calcul de la TLS des distributions conjointes de {2 est plus
complexe, mais nullement impossible. Nous avons effectuNé ces calculs
lorsque N est soit poissoniengSolt binomial, et le théoréme 5.2 est
toujours vrai, bien que 1a limite X soit différente.

(11) I1 peut sembler un peu cavalier d'exiger comme nous le

faisons que v reste constamment distribud comme v, VN » bulsque

N,n
ceci entrafne que PN —_—> 0 3 lorsque N —>» oo .' Nous
voulons faire deux remarques i ce sujet :

{a) Tout autre hypoth&se sur (VN,n) conduit & un moddle
absurde : par exemple, si V'N'n était distribude comme v (de fagon
A garder P N constant V¥ N ); tous nos résultats sont encore

valables intégralement, mais ils impliquent que WN (t) converge vers _zéro

Ui autre choix porrait &tre que v, soit distribuge comme v/ N » et dans

Nn

¢e cas, la définition de JN " est parfaitement raisonnable :

» O0st<l

sWo(t) - (EvfN F(t) - st)
(S (t) = a -

(notons cependant que, dans ce cas, PN(t) —> &3 | aussi
bien). Alors que conclure ? Tout d‘'abord que le choix des suites

(v N ) est peu important pour les résultats mathématiques, et qu'il
doit &tre dicté par les valeurs observées de E vn dans le systéme

-réel que nous voulons approximer (car n'oublions pas que la création
d'une suite (SN) de systmesn’est qu'un stratag®me pour approximer

un_ systéme réel). En second lieu, il est tout & fait possible que

N soit grand, sans que pour cela JON ', soit trés grand. Le cha-
pitre 7 a d'ailleurs pour objet d'examiner par vole de simulation

le champ pratique d'utilisation rationnelle de tous nos moddles,
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En conclusion i cette section, notons seulement que le modéle
étudié ici n'est qu'un premier pas vers 1'étude de systimes forte-
ment non—sFationnaires 4 caractére transifoire, champ qui jusqu'alors
était resté du domaine de la simulation, mis & part quelques bril-

lantes études de Newell.

5.4. Quelques autres processus importants

Nous n'avons pas parlé du nombre de clients & 1'instant x,
Q (x), que Whitt et Iglehart (1969) ont étudié de fagon trés complite.
Nous voulons simplement citer quelques résultats qul sont des consé-

quences directes des théordmes ci-dessus :

(a) Le temps 4'inactivité : solt I (x) 1le temps total d'inac-

tivité dv * . serveur dans GI/G/1. Alors, (comme nous 1'avons noté
en commentant 1'expression (3.2)),0:1 peut écriré :

I (x)= - Inf N(y)
Ogy<x

ce qui, aprés normalisation, s'écrit :

‘ I(nt)
)n(t)= - = -Inf C(s) s, 0<gt<L
K» n ogsét
et, puisque la fonction £ : D —> D , définie par
f o ‘() (t) = - inf g (s) » est continue, on déduit que )
n

converge faiblement, ce que 1'on cite :

Théoréme 5.3

Si j)= 1  dans GI/G/1, alors :

>\n -—D--ifoP

-

si P> 1  dans GI/G/1, alors

A —= o



(b} Temps maximal d'attente, lorsque Q=1 Considérons
s

la fonction g : D —> D, telle que: €0 x (t) = sup x(s) . Elle
o O<s £t
est continue, et i1 découle du théoréme 1.1 que ¢

8°Kn D, goBoP

En particulier : g o ‘Kn(l) —P——» goBoP (1)

c’est-a-dire :

Max Wk '
Isk¢n D, Sup ( P(t) - Inf P(s) )
o o£téil ogsét

(c) Moyenne des temps d'attente des n premiers clients :

' n
La quantité Wn = -‘1; 'Z:l Wi donne naissance 4 1'élément 'ZY“ de 1
8= .

- (p-1) Eu n t%/2
Un(t)= : , 0t <1
L) t

? " 12 'y kTl =
D'autre part, wn peut aussi s'derire: w[nﬂ w[ns_"] ds 5 Ce

gui entrafne : v 0
t
D’n(t) = -En(s) ds
0 ot
La fonction /\ ¢t D—> D définie par : /\ ox (t) = fx(s) ds
0

est continue et donc le théoréme 1.1 permet de conclure :

Si P=1 » alors

'Un-q—? AoBoP

—

'5“—2—-9 AoP

Si P)l , alors

Ce type de résultats montre bien la puissance de 1a convergernce
faible et augﬁre bien de la convergence des diverses fonctions éco-

nomiques construites sur les files d'attente,






CHAPITRE VI

LA PERIODE D'ACTIVITE

\

6.1. Introduction

Dans une file d'attente A un seul serveur, le serveur peut &tre
soit occupé & servir (actif), soit inactif. Son état peut done passer
par des périodes successives d'activité et d‘'inactivité: By»1;,8,,1,,

.
.

By, ete..., 1llustrées par les figures 6.1, 6.2

Nombre de clients : Q (¢)

temps t B

ey O Y

1 1 2 2 3
fig, 6.1

A Attente virtuelle W ()

B1 I1 B2 12 33 temps t

fig. 6.2

Pour un systéme GI/G/1 stable ( p(l ), 11 existe une suite infhie
de telles alternances qui constituent alors un processus de renou-
vellement alterné puisque au début de chaque nouvelle période

d'activité, le systime "repart & zéro", c'est-a-dire que ces ins-

+antae enant Nac nainte Aa rdardndvattam cmece | IR WY SO e N TR I Vs Vol AN Y
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De plus, si P( 1 , 11 est démontré que- EB<c9 et EI <ocd
avec @

(6.1) EB/(EB+EI)=P

Ce processus de renouvellement alterné a une trés grande impor-
tance en théorie des files d'attente, et a servi i étabiir de nom-
breux résultats (voir Prabhu ( 1965 ) et Jaiswal (1968) par
exemple),

Peut-on en dire plus sur les variables aléatoires B, et Ii ? Dans

i
le cas des arrivées poissoniennes, il existe une équation implicite
ayant comme solution unique la transformée de Laplace - Stieljes de

o
B1 , B (s) ; plus précisément, définissons

[ (s)

E exp (- s v))
vk durée de service du Kieme client
A intensité de processus de Poisson des arrivées

_fJ = AE vy

alors (voir par exemple Prabhu (1965 )) :

(6.2) ()= (s + 2 -2AEB(®)
De la relation (5.2) on peut déduire :
(6.3) EB =-dB (0) = _1/A
ds ] -

La relation (6.3) n'a pas été gériéralisée & GI/G/1. Nous montrerons
cependant dans la section suivante 1'inégalité :

1
6.4) EB { & —

1 -
Des relations telles que (6?;), ou, & défaut, (6.4) sont trés utiles
par e;emple dans les études de simulation ; en effet, nous savons
maintenant " que les simulations de files
d'attente devraient couvrir un nombre entier N de cycles d‘activité
pour utiliser des méthodes efficaces d'estimation. Il est donc im-

portant de pouvoir prévoir ( au moins approximativement) le temps

moyen nécessaire pour couvrir les N cycles choisis . Ce temps moyen



est égal 4 N Ev/(ljfosi'(6.3) est vral et est borné inférieurement

par XN EV (6.4) est vrai . Dans tous les cas, 11 est important

1_
de savoigpque, lorsque j) tend vers 1, ce temps moyen ne crott pas
plus rapidement que II(ITP)’ toutes choses égales par ailleurs.

Dans les syst®mes & plusieurs serveurs, et en particulier le
systme GI/G/s, la situation est loin d'8tre aussi claire, car la
notion méme d'inactivité est plus difficile a préciser : en effet,
certains serveurs peuvent &tre inactifs pendant que d'autres sont
actifs. L'existence de périodes Il’ 12,..; d'inactivité totale des

8 serveurs seralt quand méme importante, car cela assurerait que le

systéme GI/G/s est régénératif. En général cependant, un systéme

GI/G/s, mBme stable, peut fort bien n'étrg Jamais totalement vide,

Whitt (1973) en donne ud exemple simple et propose la relation sui-
vante (6.5), qui est suffisante pour que GI/G/s (}Dé’l } posside
une infinité de périodes d'inactivité totale, chaque cycle d'oc-~

cupation ayant alors une espérance finie si f)(l, et Infinie sij3=1 -

(6.5) ' Prob (u1 > vl) > 0
"I1 serait trés utile, en supposant (6.5), de trouver des rela-
tions telles que (6.2) (6.3) ou (6.%4) dans le cas & s serveurs.
Malheureusement ceci est extr&mement ardu et nous présenterons & la -

section (6.3) une remarque i ce sujet.

6.2. Une borne supérieure pour E B dans le systéme GI/G/1

-—---———-—-----——--—----..——--————--------——-——------—--——

Théoréme 6.1 soit un systéme GI/G/1 défini par 1 suites(un)
et (Vn) :
St E |v- u,3< 0 , alors :
H K E&v-uf L (1-p)

exp ( + )
Eu (1—})) . g3 Eu-G

EN
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ou _
0% =2+ o
N = nombre de clients servis durant une période d'acti-
vité du serveur
H, K, L sont des constantes numériques qui peuvent. étre prisés
égales & 0,9 6,3 et 0,8 re:ﬁpectivement.

Remarque : si B et I sont les durées d'une période d'activité et

d'une période d'inactivité; respectivement, alors il est clair que

EB = Ev EN

EI=EVEN(1—P) /53

et donec les quantités E B et E I ont des bornes déduites de celle

de E N, En particulier, lorsque P —> 1 » E I reste finle.

Esquisse de démonstration : Posons d'abord : Xn =v, ~u .

Notre résultat est basé sur une relation établie par Sparre et
Andersen (1953) et que nous citons sans démonstration sous forme de :
" .Lemme : soit une f:ﬁite de variablgns aléatoires I. E.D, (Xn),

Z Xi , les suifes par- -

1
tielles correspondantes. Définissons N comme le premier index k

telles que E X £ O,et soient Sn =

tel que: Sk 0 . Alors E N existe et :
o0
Log EN = “Z_illn) P(S 70)

Pour utiliser ce lemme, il suffit d'obtenir une borne supérieure

suffisamment serrée pour P (Sn 7/ 0). Ceci est accompli en exploi-

b o

les valeurs appropriées de a et b, De plus, il existe une borne supé-

tant le fait que( S, +a n) tend en distribution vers N (0, 1) pour

rieure sur la vitesse de convergence. En combinant ces deux faits, on -



arrive i la- borne voulue, aprds des manipulations techniques peu

instructives.

6.3. Une conjecture sur E B dans G1I/G/s :

Conjecture :

Pour un systime GI/G/s tel que P(l et P (un > vn) =X >0
nous conjecturons qu‘'il existe une borne supérieure pour E B, en
tous points semblable & celle obtenue pour GI/G/1, aux conétantes

o

prés, et ol Xn serait définie par : Xn = V,-S.u

Remaggue

Lorsque, dans GI/G/s, 1'un des serveurs est libre, alors
il n'y a personne dans 1la file d'attente; et done, la charge totale
du systéme est constituée,.au plus, de (s - 1) services. Il est donc
naturel de conjecturer que la probabilité que cetfe charge s'épuise

avant 1'arrivée du client suivant est bornée inférieurement par une

constante fixe, %,),O.; Si cela était prouvé, alors on pourrait

éerire

EB1

EB ¢
I 1 : ’ » er
ou ¢ B~ = période d'activité du 1° serveur

B = période d'activité de GI/G/s

Il resterait alors 4 établir une borne supérieure pour E B1
(ce qui ne découle pas directement du théordme 6.1, puisque le
1°¥ serveur ne constitue pas un systéme GI/G/1.; en effet ses ar-

rivées ont des écarts équidistribués, mais non indépendants),






CHAPITRE VII

QUELQUES CONSIDERATIONS PRATIQUES

7.1. Introduétion

Ce chapitre est assez différent des autres parties de cette thése,
3 1a fois dans son objet et dans sa méthodologie . Dans son objet, car il
s'agira ici; non plus d'obﬁenir des résultats théoriques, mais des régles
pratiqueé d'application de ces résultats ; ainsi, nous essaierons de nous

rapprocher d'une réponse utilisable 3 la question des vitesses de‘convergenc

des théor&mes &noncés aux chapitres 3,4,et 5. En effet, s'il est essentiel
de connaitre la distribution-limite d’une suite de variables aldatoires (Xn)
il est aussi tré&s important de savoir pour qaelles valeurs de n cette distri
bution pourra servir d'approximation valable 3 celle de Xn » car, en pratiqu
un systéme est &tudié pour des valeurs finies et non infinies de n . De plus
il nous faudra clairement &tablir comment les thdorémes de la section 3.4
relatifs aux suites de systimes sont uffiisables.

Quant 3 1'approche i utiliger pour répondre 3 ces questions, il serait
bien slir souhaitable d'obtenir des bornés théoriques générales sur les vites
ses de convergence. Une telle borne existe, par exemple, -pour le Théoréme
de Limite Centrale des sommes partielles de variables al&atoires i.e.d. (Xn)
avec ngll3 . On peut enueffet égrire (Esséen (1944)) : .

n 3 3
Z X, mnEx 2 2,05 EJx, |*

-l ¥y /2 4
£x) e dy | &
\/n Var Xl Tﬁ: ) o \F: o(Var X]):

(7.1) P(

Notons que (7.1) est vrai pour toutes les distributions possibles de Xn o

De tels résultats seraient malheureusement tr@s difficiles 3 généraliser
aux théorémes de convergence sur les files d%attente, et une télle entreprise
constituerait un important programme de recherche en soi. Il existe toutefoi:

des résultats partiels sur ce sujet , que nous énoncerons i la section suiva:
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Pour notre part, nous avons choisi de compléter éette thése pér une série
de simulations qui tendent 3 &tablir des bormes empiriques sur les vitesse
de convergence .

Nous examinerons les résultats théoriques disponibles & la section 7.
puis nous définirons 3 la section 7.3 les conditions dans lesquelles nos
simulations furent effectuBes; enfin les sections 7.4 et 7.5 exposeront

les résultats numériques,d'abord pour les systémes GI/G/s , puis pour le

systéme transitoire de la seetion 5.3 .

7.2. Bornes théoriques sur les vitesses de convergence dans les files d’'a

En dépit d'un excellent travail d'unification accompli par Kennedy (1
la théorie est loin d'@tre achevée , Les meilleu-res bornes relatives aux
processus décrits dans cette thése sont celles de Kennedy et de Dudley(197
De fagon gé&nérale, i chaque théoréme de convergence faiblede cette thése
correspond un taux de convergence d'ordre au moins &gal 3 : logmn / nl/lI

Plus précisément, si nous prenons 1'exemple typique de -62(1), défini au

chapitre 4 pour les systdmes GI/G/s , nous pouvons affirmer que , si

Eluﬂl5<oo , alors el dans les cas 2,3,4,5 seulement :

a C‘U log n
(7.2) ,P(Tn(l) £ x) ~B(FW) £ )| L —
1/4
n

ot -6 2(1) a pour limite T(l) et C’s‘ dépend du cas &tudié et des distribu
de u, et v, . Remarquons que la borne (7.2) est moins bonne que (7.1) qui

1 1
-1/2

fait intervenir n , et , de plus, (7.2) contient le coefficient inconnu

Cq- Dans un seul cas précis, celui de "6“(1) pour un systéme GI/G/1 avec

-

P =1, Nagaev (1970) a réussi 3 Gtablir une borne en n 2, et ce d la seule

condition : ElV"UIB .t
X
W 2/2 c
: 2 -y
P(—S7 €x) 'J: e dy < .
G n,1/2 T . n1/2
0

Ce résultat nous fait naturellement conjecturer que toutes les bornes



devraient &tre du méme ordre n~1/2, mais ceci reste 3 prouver. De pius, 1
coefficients C ne sont pas explicites.

Nous ne nous attarderons donc pas plus longuement sur ce sujet, dont
un résumé figure dans Whitt (1973) , pour nous tourner vers des méthodes
pratiques .

7.3. Considérations générales sur la simulation des systémes saturés

Dans toutes nos simulations, nous nous sommes contentd d'observer le
. iéme . . e as
temps d'attente du n client , Wn » afin de ne pas multiplier les ecalct

Pour simuler un syst&me GI/G/s , il suffit de connaitre les distribut
de u et de v ainsi que le nombre s de serveurs . Pour s nous avons cho
les valeurs 1,3, et 10 , afin de noter d'éventuelles différences dues 3 s
Comme distributions de u et v, » hous avons choisi un éventail assez larg

de lois usuelles at nous les avons combindes deux & deux . En voici 1la 1is

= Loi & densité triangalaire sur [ﬁ,y] » et dont le mode est égal a m

Loi Gamma (avec comme cas particulier 1a loi exponentielle) .

Loi & densit& polynomiale : £(x) = a xb ( avec comme cas particulie

1a loi uniforme ) .
- Lois discrétes diverses,dont les 3 premiers moments peuvent &tre
contrSlés en faisant varier les param&tres . |
L'ensemble de ces lois couvre un large éventaillde formes diverses et leur:
moments peuvent €tre contrdl&s de fagon & pouvoir dégager des "lois" les
plus générales possibles &tant donnés l'envergure limitée de cette &tude.
Pour une valeur de s donnée et des lois bien déterminées pour u et v
- A
nous avons effectué 100 simulations indépendantes du méme éyStEge. Pour ch:
simulatdon, nous avons observé les valeurs de Wnp n=1,2,..,N . Pour chaque
valeur de n , les 100 observations nous ont permis de tester 1'hypothése
statistique H suivante :

H :" Les observations de“T%PPfOVie““e“t d'une popu-

lation dont la loi probabiliste est celle de la variable aléatoire 15(1) of

[bﬁ 1;(1) sera la limite de 1'un des cas 1 3 5 , judicieusement choisi;g



NN/

Pour tester Ho » NIous avons eu récours au test non paramétriqueAde
Kolmogorov-Smirnov 3 un niveau de confiance de 0,9 .

Pour chaque systéme ainsi simulé&, nous avons noté la valeur n minimun
pour laquelle Ho n'est pas rejetée . Puis nous avons essayé de découvrir
comment n variait en foﬁction des 3 premiers moments de u et de v et

ceci indépendamment des lois choisies, si possible .

7.4, . Résultats empiriques pour les systémes GI/G/s

Lorsque j)?l , deux approximations peuvent €tre a px
considérées pour "Gn(l) » @ savoir celles correspondant aﬁx cas 4 ou 5
décrits 3 la section 3.5. Notons que si n est trés grand, alors.(SI*l) J:;
est grand et le cas 5 s'impose, alors que pour des valeurs plus modé%ées d
n , il peut @tre plus judicieux de choisir le cas 4 .Les résultats empiriﬁ
confirment ces hypoth&ses et permettent de découvrir les seddls de validit
de chacune des approximations . Voici les résultats de nos expériences :
(a) Pour toutes les valeurs de f) entre 1,01 et 2 , et pour to

les lois envisagées , on peut &crire

(7.3) A no% 26

E3(v1+su1)

i

1 2 1, o2
(b) La meilleu-re approximation est obtenue en utilisant la

limite du cas 5 dés que;

(7.4) (-1 z31 O
. et celle du cas 4 dés que: |

. ; G-‘ 4
(7.5) (p-1) o € 2,7 _.

Les deux approximations sont 3 peu prés équivalentes dans 1'intervalle (2,
Remarque:
Le fait que les relatioms (7.3) et (7.4) soient valables pour toutes

les lois envisag@es n'@tait pas prévisible a priori . En fait les coeffici



(7.6)

(7.7)

(7.8)

obtenus pour chaque loi &étaient 1&g&rement différents , et nous avons
utilis@ dans nos deux formules empiriques des valeurs de ces coefficients
valides pour toutes les lois envisagées .

D'autre part, rappelons ici la fonction de répartition de la limite

dans le cas 4 ( Lévy (1948)) :

4) x- ctly - e2cx/¢"P -X :‘ct/d'

Ve Ve

P(BO(P+P) (1)< x) =

oiit
. F(t) = ct/o
» ¢ est approximé par ( f- 1)0\’;

. (% est la fonction de répartition de 1a loi normale centrée réd:

2°) P=1:
B

Ce cas n'admet qu'une approximation : B o P(1) , et nous

o

avons vérifié& que pour toutes les lois &tudides, cette limite est acceptée

lorsque ayn_ avec :

n = 17E3§v+su2
o 6-3

Cette situation est presque symmétrique 3 celle 97 1
c’est 3 dire que l'approximation pou;:ra étre soit celle du cas 1 soit celle
du cas Z . Ici cependant , siP est trop éloigné de la valeur unité&, aucune
de ces deux approximations n'est applicable. En plus donc de reiations du
type de (7.3) et (7.4) , nous avons obtenu une valeur minimale de 9 5 S)o .
Il s'avére malheureusement que cette valeur minimale est tré_s éensible aux
lois de u et v . Voici les résultats anumériques :

(a) Pour tous les systémes &tudids, 1a distribution de fn(l)

accepte 1'une des approximations des cas ! ou 2 si ¢
P b/ P" = 0, 93

e_t
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(b) Le cas 1 doit &tre choisi si:

(7.10) | (1-p TN AW

et le cas 2 sinon ( Rappelons que le cas | conduit 3 la loi exponentielle
et le cas 2 3@ celle définie par (7.6) ol ¢ est remplacé par -c .)
Remarque

Suivant les lois adoptées pour u et v , la valeur critiquelfjo_varie
de 0,67 a 0,93, cette derniére valeur &tant donc valide pour toutes les It
cosidérées . Ce résultat est donc assez décevant en raison de la valeur

élevée de f)o "

7.5. Simulation du sys;éme'transitoire de la section 5.3

Rappelons que ce systéme est défini par s , la distribution de v, e
et la fonction de répartition F(t), 0<£t<1l . Pour cette derniére , mnou:
avons choisi tour i tour'une'fonction a densité uniforme,tfiangulaire,et
polynomiale. Dans la section 5.3,nous avons vu que q$t) avait une distrib
limite normale pour tout t; pour tous les systémes simulés, nous avons

vérifié quecette approximation est accept@e pour toutes les valeurs de n

supérieures 3 50 , et pour toutes les valeurs de telles que'SDN(t) 21l .

7.6. Conclusion

La forme méme des résultats de>ce chapitré montre que cette étude.em-
pirique né peutAen aucun cas remplacer une &étude théorique des vitesses de
convergence, &tude qui actuellement s'annonce lente et ardue. Cépendant,
nous pouvons d'ores et déji conclure ( avec les distributions "usuelles"
pour u et v ) que les approximationé décrites dans ce éhapitre sont un
outila la fois simple et d'application assez générale aux systdmes saturé:

ou proches de la saturation .
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Abstract

This paper studies the transient behavior of a multi-server
queueing system under héavy traffic conditions. The system is
examined during the fixed time interval [0, T] during which it is
assumed thét a large but known numbér N of customers arrive.

To each value of N corresponds such a system, say SN . of
particular interest is the limiting behavior of SN és N> o,
Weak convergence theorems are obtained for stochastic elements of

the space D constructed upon the workload process and the virtual

[01]

wait process. The limiting processes are gaussian processes on

[0,1] which are explicitly described by their covariance functionms.



INTRODUCTION

This paper studies the transient behavior of a multi-server
queueing system under heavy traffic conditions. The system is
examined during the fixed time interval [0, T] during which it is
assumed that a large but known number N of customers arrive. To

each value of N corresponds such a system, say S . Of particular

N
interest is the limiting behavior of SN ag N > = ., The mathematical
assumptions made about SN ‘are stated now:

A. Arrivals

The N customers' arrival epochs are I.I.D., random variables distributed

as 1t and

F(t)

F(0)

P(r < t) . 0<tx<1

it

0, (T) =1

From now on we assume T=1 , without loss of generality,

We will assume F to be continuous on [0, 1}.

Be choosing a suitable function F , the pattern of arrivals during
{0, 1] can be adapted to various typical patterns (peak-hours, double-
peaks, stationary, etc.).

The number of arrivals by t , AN(tL is clearly a binomial random

variable with parameters {F(t) , N} , i.e.
PlAGE) = k) = () FEN* @ -Fen™* | o< <

Hence the average arrival rate during (0, t) is

AN(t) = EAN(t)/t = NF(t)/t



.52,

B. Service Times: m identical servers process the customers in order

. th o . .
of arrival. The k customer requires a service time ka and the

sequence {v._. , k=1, 2, ... , N} is I.1.D. for ‘each N.

Nk
We make the supplementary assumption that for every N and k, ka is
distributed as v , a random variable with 0 < Ev < » and
0 <var v = 02 < @ Let further 3(3) denote the Laplace-Stieljes

transform (LST) of v i.e.

Nk ’

n
v(s) = E exp{-sv

Nk) = E exp(-sv)

Remark: the above assumption implies that, as N » « , the average
traffic intensity becomes larger and larger. Indeed, if m
is the number of servers, the average traffic intensity in

[0, T] is:
6D (1) pN(t) = AN(t)/m.u = N Ev F(t)/mt

This superficially disturbing fact is discussed in the conclusio

Let us now define the following quantities:

A D)
1

Gross Input: gN(t) = Zk= ka = amount of time required to serve all
arrivals by t
Net Input: NN(t) = gN(t) - mt

Work~load: LN(t) amount of work facing the servers at time ¢t
[Note that if the m servers have never been idle during

(0, t), then LN(t) = NN(t)]



Virtual Wait: WN(t) = time a hypothetical customer arriving at time t

would have to wait before undergoing service.

{Note that for m=l WN(I:) = [N(t)]

_

In the next section we shall use the weak convergence-
theory to prove our main results. To do so we need to modify the

above quantities by renormalizing them into

gN(t) - NEv F(t) IVN(t:) - [NEv F(t) - mt]

(2) n(e) = =
o /N o /N

LN(t) - {NEv F(t) - mt]

3) £.(k) = 5 0<tc<1
N o VN

WN(t) - [NEv F(t) - mt]

(4) Sy(t) = , 0<t=<1

o /N

These three random processés are elements of D We shall now

(o, 11°

use the weak convergence theory on D[0 1] to prove the convergence
®

theorems.

Since this approach has already been followed by Whitt,[1968], Igle
and Whitt {3970], and Loulou {1973], we refer the reader to these
papers for details and justifications. Most of the theoretical
results used here are found in Billingsley [1968] referred to as [B]

D
throughout. The weak convergence will be noted - .
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Convergence theorems when m=1

For one-channel systems gN = 6N and furthermore the

following relation exists between LN(t) and NN(t) (Reich  [1958])

(5) L (t) = W (t) = N (t) - Inf N _(s)
N N N 0<s<t N
To understand (5), note that Inf - NN(s) represents the idle time
O<s<t '

of the server during [0, t]. Using (5) we shall link the convergence

of gN to that of nN . We study.the latter now in our main result:
Theorem 1: If F is continuous on [0, 1], then:
D I
nN +> X in D[O, 1] ° as N » «

where N is defined by (2) and X is a Gaussian process on [0, 1] with

covariance function

E X(t)X(s) = F(s) [Ev2 - (Ev)2 F(t)]/o2 for O<s<t<l

Proof: We first show that the finite dimensional distributions of nN

converge to those of X . We then proceed to show that the

sequence {nN} is tight in D[0 1" Weak convergence of N
¢ ?

to X will follow from a basic theorem of weak convergence in
D B theorem 15.1).
(0,1;¢[B1 )

n

k=1 throughout this proof.

The symbol ¥ stands for I



Let then: 0 =1t _ < t <t

and set b, = F(tk) - F(tk_l) s

We first consider the vector

(AgCe) o ACE) = AED), vy A = A (e )
It has a multinomial distribution with parameters

{Al s By s eue An+l 3 N} since its kth coordinate

represents the number of customers who arrived during

t Therefore 1its n-fold Z transform is:

(tk_l ? k) d

(6) G (z N

Ny 2 e s Zn) = [Alzl + .00 + Anzn + An+

1]
We now turn to the vector of increments of gN:
Since {ka} is an 1.I.D. sequence, the n-fold L.S.T.of this

. ‘ H
vector, gN(sl s see s sn) is obtained from GN(zl s see Zn)

n
upon replacing Z by v(s,) .
k k

0 Gu(sy » cov s 8) = V(B + b + vs s + AN

N n+1]

Finally the vector of increments of Ny

{nN(tl) s nN(tZ) - nN(tl) 5 ese g nN(l) - nN(tn)}
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has L.S.T.
" o : Ev/N
f‘N(s1 s see Sn) = gN(sl/o/n s cee s sn/o/ﬁ)» exp ( > Sy %

sa/b

(to see this, note that E exp(-s(x-a)/b) = e E exp(-sx/b)

we thus obtain

Ev/ﬁ n
Ts, A +N Zn(An+l + ZAkv(sk/oA

Y
(8) 108 fN(Sl | R sn) = o k k

The McLaurin development of v is

n 2 2 2

v(s, /o) =1 - Evs /o/N + Ev's, “/20°N + o, (1/N)
k k k k

hence; the second term of the RHS of (8) becomes

+ (Ev2/26°N). s A

i K A + o(1/N)}

N log {8, - (Ev/oVN) & ék A

= N{(-Ev/o/N)Z s, A + (EV2/202N)' Zsi A

k 'k k

- [(Ev)2/202N] T s Ai + (l/UzN)Z 81 Sﬁ Ak %J + o(1)

k<d

=~ N

Hence

a

. 2, .2
log _[N(sl v sn) = (1/2¢7) ¥ S, Ak

(Fv? - Ak(Ev)z)

k<f
and, as N » « s 0(1) > o , and
~ n n
(9 Log f.(s, ... s)>2% 1 b C s, s
N*T1 n k=1 f=1 k¢ "k @

which shows that the finite dimensional distributions of nN

converge to those of a Gaussian process X with zero mean,

and whose covariance function can be found from 9



namely,
EX(s) © X(t) = (1/0%) F(s) [Ev? - ()% F(t)] for s <t

This completes the first part of the proof.

Tightness of {nN} is established using the Product-Moment
Criterion (B} theorem 15.6) which states that {nN} is tight in D[01]
if there exists a non-decreasing continuous function H(t) on [0, 1],

and real numbers y > 1 , a > 0 , such that:

a a a
0 Ely) = 1% [y - ay@1 < W - 1)
for every 0 < w<v<ucx<l 4
] fﬁ(slsz)
for a = 2, the LHS of (10) is equal to 5 5
] s 352 sl=s2=0

if the latter exists.
47
where: fﬁ(slsZ) is the two fold L.S.T.

The result of the derivations is equal to

2.2 : 2.3
(Ev) 1 2 2, (Ev)
A, A, (3 N) + (A1 A2 + A2 Al) 7

Q No

-+

E~
et
N

') _ s

(
04 N204 N

2.2
which is, for N large enough, bounded above by igle A, B,

1 2
g
2.2 2
which in turn is smaller than iE!Zl (A1+A2)2 = (E!E(F(u) - F(w))]2
o g
Ev2
hence, the function H(x) = ——E-F(x) satisfies the hypothesis
o

of the product-moment criterion with y = 2 , and thus {nN}

is a tight sequence, which completes the proof of theorem 1.

We now turn the load processes EN .



F(t)

t

Theorem 23 If lim Inf > 0 (possibly =)

£t >0
D

: »> X
Then EN >
Where &N is defined by (3), and X is the limit of nN
described in theorem 1.

: D
Proof: It is sufficient to show that dO(EN s nN) +0 as N » o |

where do is the Skorohod distance on D[0 1] ([B] pp. 111-116
2
D

It is further sufficient that p(EN , nN) + 0 since

a.s
o] j_do ([B] Chapter 3), where p is the distance defined by

p(¥, 2) = Sup |Y(t) - z(t)

0<t<l
From (5) we have that:
- Inf NN(S)
) O<s<t
pngs £ = Sup
NN O<t<1 oVN
Ny (1)
(1) p(nN R EN) = - Inf
0<t<l o/N
And from (2)
p(ng » &) = Inf (n (t) + MNEVE(D) - €,
0<t<l avN
. . F(t) . .
but since lim inf . > 0, (possibly «) then the ratio
t > ot
F(t) L .
. is strictly positive on [0, 1], and thus it has a

strictly positive lower bound « on [0, 1].
Hence, we have
NEv F(t) - t > (NEva - 1)t s 0<t<1

and for N large enough

NEv F(t) - t > g-Evat

so that:

p(ng ) < - Inf (n () + =520 /R)

0<t<l
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This last quantity converges weakly to zero as N » = (as was proved.

D
in Loulou [1971 I} lemma 3.3). Hence EN +> X.

m-Server systems

The model of section 1 is now studied for m > 1.  Clearly

D
n has same definition as for m=1 and hence + X by theorem 1,

N LY

however has a different expression, since (5) and hence (11) do

°N

not hold for multiserver systems, We shall therefore follow the
approach used by Loulou {1971,1973], and define a sequence of
auxiliary systems {S;} . In system {S;} the service rate is either
m/Ev or 0 , according to whether customers are present in system or
not. This is equivalent to assuming that whenever the number present
in system 1s k, 0 < k < m , the k busy servers work then at a faster
rate m/(kEv) each, so that overall rate is m/Ev . Apart from this,
S* is identical to S . It is easy to show that if LN(t) is the

N N

% *
workload at t for § and LN(t) for SN » then:

N

LN(t) - L;(t)l <m Max v
ljkjﬁN(t)

Nk

(The proof is detailed in Loulou [1971 b], section 4). Hence, if ¢

*
denotes the workload sequence for SN » then

% 1 "
p(E, 5 £.) = —— Sup L (ty - L (t)
N N o/N " 0<t<l N A N

Max v
o/N * 1<k<A(1)

i A

Nk
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m

—_— Max v
o/N  1<ken VK

which is distributed as

m
Max v

o/N 1<k<N k

when {vk} is I.1I.D. as v .
k=1, N

The last expression goes to zero in probability by a standard result of

probability theory (see e.g. Breiman [1968]).

% D E
Hence p(EN » EN) -+ 0 ﬁ.and EN ’ EN have same weak limit, if any.

*

But, from a weak load point of view, system SN is equivalent to a
*

one-server system. In particular (5) and (11) hold for SN , and

x .
hence theorem 2 applies to. EN and thus to &N . We state:

F(t)
t

Theorem 3 If l1lim Inf
t » ot

> 0 (possibly =)
h 2 X i '
+
Then €N in D[Ol]
where EN is defined by (3)
X is defined in theorem 1
For the sake of completeness we will state the equivalent of

theorem 3 for the virtual wait processes.

Corollary 1: If we define

m.WN(t) - (NEVF(t) - mt)

§ (t) =
N o VN



where Wﬁ(t) is the virtual wait at time t then, under the assumptions

of theorem 3:

GN - X in D[01]

The complete proof of this corollary uses theorem 3, and
will not be given here (see Loulou [1971 b}, section 4). We
conclude by saying that the same convergence theorems hold both

form > 1 and for m=l,



b.
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Conclusions

Cost Functions: In many problems (e.g. design of facilities,

cost-benefit analyses) it is desirable to know the distribution
of some cost function which will act as an objective function
for optimization purposes. As an example we consider the
(time-wise) average virtual wait

- 1
WN = fo WN(t) dt

Then, the element of D[Ol] to consider is

£ = f

1
N o by dt

Since the functional fé is a continuous mapping: - Borel

Pro1)

line, then we have that

- D 3
EN > fO X(t) dt
by the continuous mapping theorem ([B] theorem 5.1).

Other cost functions may be devised.

Discusesion of Ggumph‘o_n_s

(i) The assumption that the service times in System § v

N > Nk
are 1.1.D. for all k and N seems (superficially) a bad one,
since it theoretically implies that pN(t) > o as N> o,

This is not quite the case however since we never need, in

any of our proofs, that pN(t) be large. Indeed, we need



(i1)

only that .N be large (proofs of theorems 1, 2, 3), that

VN Ev t

gy be large (proof of theorem 2), and that pN(t) be

larger than 1.

The following plausible example shows that these two quantities
may be large without making pN(t) large. For simplicity we

take F(t)=t , O0<t<l , and m=l ‘

If the total time period is one hour, it is quite reasonable to

to choose service times such that Ev = g = 10-4 hour. With

these figures, pN(t) = 10-6 N, and N = 1.5 104 makes

/R
Py = 1.5 . Thus, N {is large, the quantity —g%l is

laxge too (120), but Py is only 1.5.

This example indicates that the conditions of convergence for
theorems 1, 2 and 3 are likely to be reached for such values
of N that will keep pN(t) reasonably small, although larger
than one. Thus, in this respect, the present results are
similar to previous weak convergence results by Whitt {19681,

Loulou {1973), and others.

It should also be noticed that if a different assumption is

made regarding the distribution of v k', our results still

N

hold after adjusting the parameters Ev and o . For example

if v is distributed as

Nk s & should be redefined as

N

=i<

N (t) - [Ev F(t) - mt]
EN(C) = , O<t<l
o/ /R

i.e. 0 is replaced by o/N and Ev by Ev/N. All theorems

hold for the new EN . GN is modified in a similar fashion.



(iii)
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(Note that this alternate assumption implies that LN

converges to zero in probability!) Another possible

. i . . v .
choice would be that v be distributed as — which

Nk /N

gives

Ly(t) - [Ev YN F(t) - mt]

» 0<t<1

£y (6) = -

and the same theorems apply.
We believe that our assumption is the most natural to make,
but as just shown, it is quite easy to depart from it for

some applications.

The assumption that N is not random would not be a bad one
for the many situations where the standard deviation of the
number of arrivals is small compared to its mean. The
author is currently trying to relax this assumption by

e
allowing N téjbe random with some given probability

distribution.
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This short paper establishes an explicit upper bound‘for EB, the
expected duration of a busy cycle in a stable GI/G/1 queueing system. The
upper bound obtained involves the first three moment§ of the service and inter-
arrival distributions. The bound extends easily to bounds for the expected
durations of the busy period and the idle period. It is especially useful
when the traffic intensity p approaches unity from below, in which case the
mean busy cycle becomes infinite, but no fastef than a constang times 1/1-p.

All bounds are readily computed and involve only mimerical constants and the

three moments mentioned above. o o
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1. Introduction

This short paper establishes an explicit upper bound for EB, the
expected duration of a busy cycle in a stable GI/G/1 queueing system. The
upper bound obtained involves the first three moments of the service and inter
arrival distributions. The bound extends easily to bounds for the expected
durations of the busy period and the idle period. It is especially useful
when the traffic intensity p approaches unity from below, in which case the
mean busy cycle bec?mes infinite, but no faster than a constant times 1/1-p.
All bounds are read;ly computed and involve only numerical constants and the

three moments mentioned above.



More precisely, consider a GI/G/1 system specified by two independent
sequences of 1.i.d. random variables (U;) and (V) n=l, 2, ..., where U,is

B and (n+1)5% arrivals, and V, is the duration

the time elapsed between the nt
of the nth service. Let X, =U, -V, and a="EX;. The traffic intensity p is

defined by p = EVl/EU1 =1 - u/EUl.

Let us define the following quantities:

02 = Variance of X1
S g X ES
= ==no
n n
k=1 k
N = the (random) number of customers served during the first
busy cycle
B = the duration of the first busy cycle
T = the duration of the first busy period

I = the duration of the first idie period

Assuming that the first customer arrives at time zero, we have:

N
1) B=: U , EB = EU<EN
k=1
N | |
2) T=1 v » ET = EV-EN
k=1
3 I=B-T | EI = a«EN

In section 2, we derive an upper bound for EN, which will immediately provide

upper bounds for EB, ET, and EI, by expressions (1), (2), (3) above.
]

2. The Upper Bound for EN

kE|x,|? L«
o3 ;,'* g
where H and K are purely numerical constants which can be taken as
H=0.9
K= 6.30

L=08% o

o
Theorem 1: If E lxll3< © and p<i, then EN S H ;-exp



Proof:

(4)
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We start from a well-known result for random walks, first obtained

by Sparre-Andersen (1953) and stated in Feller (1966, p. 396). viz.

Log EN =

I ™8

%.Prob[sn;O]
n=1

(In fact, this formula was established for the expectation of the
first strict descending ladder index N of a random walk with partial
sums §_, with ESn=—na<0, so that it applies directly in our case
only if we agree that a busy period is considered completed if it

is immediately followed by a strictly positive idle period. This

convention deals with the case when P[Sn=0] is not necessarily zero.
Now, using the fact that the (Xn) arée IID with finite mean and

variance, we shall decompose the quantity P[Sn)O] in two terms, and

find vpper baunds for each., Calling 2 a random variable with the'

standard normal distribution:

Sn+an a/;.
PS70 =P——-—-">’—————
[5,01 o/n g

a’n avn. Spnt+ln a/n
$P[Z;—;—-]+ P[Z)_.o]-P_ c/rT>' po

Berry (1941) and Esséen (1944) have shown that the term within the

modulus signs is bounded above byl:

2.05 EJXII3
0% /n , :

thus:

avn

g

3
2.05 E‘,X ’ ©
Log EN & 1 T o324+ 1 Llplz %
. o3 n=1 n=1 n .

-

1. The constant 2,05 is an improvement due to Wallace, as mentioned in Feller
(1966, p.516).



The first series of the RHS converges (see Dwight (1958))

whereas the second may be written

‘Ea(n) = oi? .l.f»(br)'l/2 exp(-tz/z) dt
1 1yn
avn

——

3]
Since the general term a(n) is positive and non increasing in n,
we may use the corresponding integral as an upper bound for the

series, viz.

Rad

ga(n) < a(l) +f a(x) dx
1

0

(5) < 1/2 +f a(x) dx
. ) 1
= 1/2 +f i:if (Zn)—llzexp (—t-z/z) dt
x
1 ok
g
o , a2¢2/a2
(6) = 1/2 + (21r)—1/2 f et /2 dtj dx
X
alo 1
(7) = 12 + (2m) Y2 j 2 1°3é£§i) de
a
: alo
o exp (~Va2/2g2)elog V
(8) = 1/24‘20/2—1-1 ﬁ odv
1

3 -1/2 _.2
{S) holds since a(l)sj (2m) / et /2 dt = 1/2
0
(6) is obtained by inverting the order of integration, which is justified
by Fubini Theorem since the integrand is positive. Finally, (8) is

derived from (7) by a change of variable t-ﬁ.oa/o. The integral in



(9

(10)

3.
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(8) may be calculated as follows, setting a=a2/2¢2

® _av _-1/2 P _av  -1/2 —av -1/2
Je VllongV=je v “tlogvav+ { e v Tlog v ay
1 0

1
The first definite integral in the RHS of (9) is known (see Dwight
1961, p. 248) and equal to —(n/a)l/z(log a+ 2 log 2 + c¢), where ¢
is Euler's constant, ¢ g 0.5772158. The second integral of the

RHS of (9) is bounded above by (see Dwight 1961 p. 239).

0
510 V____4
. 7% ‘
Putting together (4), (8), (9), (10) we obtain

.. 2
Log EN<£'_°5_EI}LE s o321/ - 172 log( ) +2 log2 + ¢ )+

o
2
o3 ¢

i.e.

L= ¥
RPN L1 CI
o3 ¢

which completes the proof of theorem 1.

Conclusions and Comments

(a) As noted above, theorem 1 and expressions (1), (2), (3) provide
similar bounds for EB, ET, EI. For this last quantity, it is:

nice to note that EI remains finite if p approaches unity but

-

E |X;|® remains bounded.

(b) It should be noted that the bound on EN found in this paper is
in itself ‘a poor bound. Indeed, in the M/11/1 case,where EN is known

and equal-to 1/1-p, our bound is approximately equal to exl.(14) °
-p



resydzs
Thus, the merit of our bound . solely in that it shows that EN

varies as I%;’ up to a multiplicative constant. Thus, when p + 1~
and 1if Eix|3 remains uniformly bounded, EN is of the order of magni-~
tude of 1/1-p. This result may prove very useful in the study of
queues with high traffic intensity.

(c) We conjecture that similar bounds exist for GI/G/$ queues under
certain additional conditions. We know (see Whitt (1972)), that a
general stable GI/G/S system need not have finite mean busy cycle,
and a counter-example is given in Whitt (I971). However, EB is finit

if P(V1<U1) > 0. Under this same condition, we conjecture the exist-

ence of bounds for GI/G/s, similar to that of this paper.
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