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INTRODUCTION

Au cours d'un sé&jour de quelques jours au C.0.R.E. (Center of
Operations Research and Econometrics) 3 Louvain, le Professeur Jack EDMONDS

m'a posé le probléme suivant :
"Soit G = (V,E) un graphe, avec E = (el,...,em). Si & chaque couplage €
de G on associe un vecteur C = ( ﬁ’CZ""’Cm) de {O,l}m'avec c, = 1, si et

. - N . m
seulement si, efzeg on connait trés bien 1l'enveloppe convexe dans R des
vecteurs de C. Dans ces conditions quelle est la dimension de la face conte-

nant les couplagesde cardinalité maximum de G" ?

La réponse 3 cette question se trouve dans les chapitres III et IV
suivant que le graphe est biparti ou pas. Auparavant, le chapitre I donne
briévement des rappels sur les poly&dres et les systémes d'inéquations liné-
aires. Dans le chapitre II, aprés un rappel sur la théorie du couplage, on
8tudie les propriétés d'une famille de graphes, les 1Lgraphes. Ce chapitre
se termine par deux théor@mes sur les graphes k-réguliers, k-arEtes connexes
qui sont des cas particuliers de U-graphes, et par une approche originale &
une conjecture de Fulkerson sur la coloration des graphes cubiques 3-aré&tes

connexes.
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NOTATIONS

Entre parenthéses la page oli se trouve pour la premiére fois cette notation.

G = (V,E)
n = [v|
m = ‘El
G(S)

*

G

Graphe dont l'ensemble des sommets est V, 1'ensemble des arétes
est E (7)

Sous—-graphede G construit sur S c X

Graphe obtenue & partir de G en lui appliquant le "Blossom
Algorithm" quand il est muni d'un couplage maximum ( 26 )

¢V = (v+{a}, E+ L@, T (20)

G*V = (Gv)*
PG’ MG

v v

PG’ MG

A

I

AI'

Ensemble des sommets externes, internes de G ( 15)
Ensemble des sommets externes sauf o, internes de G° ( 20 )
Matrice nXm (4)

Indice des lignes de A (4)

Sous— matrice de A formée des lignes de A dont l'indice se
trouve dans I'cI (4 )

P = P(A,b) = {xeR"/Ax < b}  (4)

F(I') = {xeP/AI,x = be} (4)

(PC)

Polyédre dont les points extr@mes sont les vecteurs représen-—
tatifs des couplages d'un graphe G donné ( 9 )

F Face de (PC) contenant les couplages maximums de G ( 6 )

g (G) Rang des couplages maximums de G ( 6 )

v(G) Nombre cyclomatique de G (6)

Rv(G) Graphe obtenu i partir de G en contractant les éléments de V.(10)
6(%) Cocycle de vV (8 )

Y(ﬁ) Arétes dont les deux extrémitéds sont dans V < V (8)

[X] : Cardinalité de 1'ensemble X ( 7 )

qq = 15%:1- pour |S| impaire et ScV (9)

82 Couplage

x(E) = Z X, pour E cE (9)

{i/eiéE}




S : Famille emboitée (11)
GXS : Graphe obtenu en contractant les &l&ments maximaux de S (1)
S(S) : Eléments de S strictement contenus dans S <V ( 11)

S.T = {SeS/SnT # @, S ¢ T, S # T et S maximal pour ces propriétés} ( 45 )

H = {S/S hypocouplable et x(y(S)) = qs pour tout couplage parfait de G} ( 28 )

E(S) : Ensemble des contraintes serrées suivantes : ( 42 )
§ x(8(v)) = 1 pour tout veV
x(y(8)) = qg pour tout SeS

E

E(D) ( 41)

I

{s/|s| est impaire et x(Y(S)) = qg pour tout couplage parfait de G} ( 43 )

H' (resp. I') = {TeH (resp. I)/x(y(T)) = 4 n'est pas une combinaison ( 44 )

linéaire des contraintes de E(S) pour un S donné}

D : Ensemble des composantes connexes de G(PG) ( 43)
b(G) : Nombre de blocs de G ( 55 )
D[, = I b(e(D)). ( 56)

DeD

+ : Union disjointe. ( 7 )



CHAPITRE 1

POLYEDRES ET SYSTEMES D'INEQUATIONS LINEAIRES

Soit A une matrice réelle 3 m lignes et n colonnes, b et x des
matrices colonnes réelles convenablement dimensionnées. Considérons le

systéme d'inéquations linéaires suivant
(1) Ax < b

Un polyédre est défini comme &tant 1'ensemble des solutions d'un

systéme du type de (1), c'est i dire

P = P(A,b) = {xeR"/Ax < b}

Dans toute la suite, on supposera que A n'a pas de ligne composée
uniquement de z&ros. On note I 1'ensemble d'indices des lignes de A.
AI" pour I' ¢ I, représente la sous-matrice de A, constituée des lignes de

A dont 1'indice figure dans I'.

Soient I' ¢ T et F(I') = {xeP/AI,x = bI,}. F(I') est un polyé&dre
qu'on appelle face de P. Toute face d'une face de P est elle~mfme une face
de P, de méme que l'intersection d'une famille de faces de P. Une notion
essentielle pour la compréhension de cette thdse est celle d'ensemble serré
d'un systéme d'inéquations définissant un poly&dre (par souci de concision

nous dirons ensemble serré d'un polyddre). A tout systéme d'inéquations liné-

. . , . 0
aires Ax < b, on peut faire correspondre 1'unique ensemble maximal I° c I,

tel que F(Io) = P(A,b) ; c'est cet ensemble I° que l'on appelle ensemble serré

de P. I] est allors l'ensemble serré d'une face F de P si I] est le sous-

ensemble maximal de I, tel que F = F(Il).

Remarquons que plusieurs systémes d'inéquations linéaires différents
peuvent donner le méme poly&dre ; on vérifie (voir par exemple Pulleyblanck [6])

que la définition d'une face ne dépend pas du systdme choisi pour définir P.

Rappelons deux propriétés bien connues des faces d'un polyadre

n

n n
On note c.x = X Ci'xi pour ceR et xeR.
o

1




Proposition I-1

. . . . n
F ¢ P est une face non videde P, si et seulement si, il existe ceR

et oeR tels que c.x = o pour tout xeF et c.x < o pour tout xeP-F.

Proposition I-2

Soit ceR™. S'il existe oeR tel que c.x < o pour tout x d'un polyédre

non vide P, alors il existe une face F de P telle que

x"eF = c.x" = Max{c.x]} O
xXeP

La dimension d'un polyédre P de R" est la dimension de la variété
linéaire de plus petite dimension qui contient P. On la notera dim P. La dimen-

sion de P et 1l'ensemble serré de P sont liés de la fagon suivante

Proposition I-3 :

La dimension d'un polyé&dre P = P(A,b) de RY est

dim P =-1siP=¢
dim P = n - rang (AId oti I° est 1'ensemble serré de P et le rang
.est le rang usuel d'une matrice. 0

Si dim P = n, c'est i dire si P # @, et rang (AIo) = 0, alors on

dira que P est de pleine dimension.

On dit que les xkeRn (k = 1,2,...,p) sont affinement indépendants
| p K p
si pour tout systéme akeR (k = 1,...,p), tel que I o X = Oet L G K = 0,
k=1 k=1
onaao, =0pour k =1,...,p ; c'est 3 dire que les xk (k = 1,...,p) sont affine-

k .
ment indépendants si et seulement si, pour tout je{l,...,p}, les vecteurs xk-xJ,

k=1,...,j-1,j#1,...,p sont linéairement indépendants.

Proposition I-4

On a dim P = k-1 si, et seulement si, P contient k &léments affinement

indépendants et n'en contient pas k+l. N

Une face F de ‘P est une facette de P si dim F = dim P-1, donc F est
une facette de P, si et seulement si, F contient k = dim P &léments affinement

indépendants. Les facettes sont les faces non triviales maximales de P.



Il est souvent intéressant d'avoir un systdme d'inéquations linéaires
minimal pour définir P ; c'est le cas par exemple, quand on veut donner des
théorémes de minimax en utilisant la dualité en programmation linéaire. La pro-
position suivante nous donne une condition nécessaire et suffisante que doit

vérifier un tel systéme, dans le cas ol P est de pleine dimension.

Proposition I-5 :

Soit P = P(A,b) un polyd&dre de pleine dimenéion, alors K ¢ I est
un ensemble minimal, tel que P(A,b) = P(Ak’bk)’ si et seulement si, les F({il})
sont -
(i) des facettes pour tout ieK

(ii) tous différents.

Les faces de dimension zéro de P s'appellent indifféremment points

extrémes ou sommets du polyé&dre P. Un polytope est un polyédre borné.

Le polytope (PC), dont il sera question dans cette thése, est 1l'enve-

(1)

loppe convexe des vecteurs de R représentant les couplages d'un graphe

G = (V,E) avec [EI = m. On verra que l'enveloppe convexe des vecteurs repré-
sentant ) les couplages de cardinalité& maximum de G est une face F de (PC).

Le but de cette thé&se, comme il a &€t& annoncé dans l'introduction, est de trouver

la dimension de F.

On appelle fang des couplages maximum d'un graphe G, et on note rg(G),
(1)

le plus grand nombre de couplages maximumsdont les vecteurs représentatifs

sont linéairement indépendants. Puisque 0 = (0,...,0)¢F on a re(G) = dim F+1.

Le résultat central de cette thése est que, si G admet un couplage
parfait, alors rE(G) = V(G')-0 oll G' est un certain graphe partiel de G qui
sera défini dans le chapitre II ; v(G') le nombre cyclomatique du graphe G' ;
et 0 un terme correctif, qui vaut -1 si G' est biparti et dont la détermination

est 1'objet principal du chapitre IV.

(1)

Pour la définition de "représentant et ‘'représentatif" voir page 7







CHAPITRE 1T

RAPPELS SUR LA THEORIE DU COUPLAGE ;u;-GRAPHES

A - RAPPELS SUR LA THEORIE DU COUPLAGE

Les notations utilisées sont celles de Berge [1] et d'Edmonds [4].
G = (V,E) représente un graphe dont 1'ensemble des sommets est V et 1l'ensemble
des ar8tes est E. Si on note |B| la cardinalit& de 1'ensemble B, on supposera

dans la suite que |V| =n et |E| = m.

Pour deux ensembles disjoints B et C, on note B+C leur union.
On appelle couplage de G un sous-ensemble e de E, tel que deux arétes

quelconques de € ne sont pas adjacentes.

Soient E = {el,...,em}, X = (x],...,xm)eRm. On considérera qu'il y

a une bijection ¢ entre E et les composantes de x. X est le vecteur d'incidence

d'un ensemble E ¢ E si

(x5 = 1) <= (ejeﬁn et ((x; = 0) <= (ej¢E)>

On dira aussi que x est le vecteur représentatif de E. Par la suite,

par abus de langage,on confondra souvent un couplage et son vecteur représen-

tatif.

Un sommet est dit saturé& par un couplagee s'il est adjacent 3 une
aréte de®, sinon il est dit insaturé. Un couplage pour lequel il n'y a pas de

sommets insaturés est dit parfait.

Un ensemble A ¢ V est dit presque parfaitement couplé par umn couplage

B, si dans le sous-graphe G(A) construit sur A, seul un sommet est insaturé par

le couplage qu'induit € sur ce sous—graphe.

Exemple

3 5 3

Figure | Figure 2




Les arétes grasses représentent les arétes de e (ce sera le cas
dans toutes les figures de cette thé&se). {1,2,3} est presque parfaitement

couplé dans la figure 1, mais ne 1'est pas dans la figure 2.

Pour V c V, on note 6(6) le cocyle de V, c'est 3 dire 1l'ensemble
des ar@tes n'ayant qu'une extrémité dans V et y(V) 1'ensemble des ar@tes
ayant leurs deux extrémit&s dans V. On notera 8(v) au lieu de &§({v}) pour

veV. Remarquons que S(V) = U_6(v) - Y(ﬁ). Par abus de langage, on dira
veV

aussi qu'une aré@te ec§(V) "touche" V. Rappelons que |8(v)| s'appelle degré

de veV.

Un graphe G = (V,E) est dit hypocouplable si pour tout sommet

veV, il existe un couplage presque parfait de G laissant v insaturé. Un
graphe G &tant donné, on dira, par abus de langage, qu'un ensemble Vev
est hypocouplable (resp. presque parfaitement couplé) si le sous—graphe

G(V) est hypocouplage (resp. presque parfaitement couplé).

Un graphe G contenant un cycle impair hamiltonien est hypocouplable,
mais comme le montre 1'exemple de la figure 3, cette condition n'est pas néces—
saire, cependant, il existe un lien trés &troit entre les graphes hypocou-

plables et les cycles impairS , comme on le verra dans le théoréme II.1.3.

Figure 3



Soit E c E, on notera x(ﬁ) = z X . Pour un ensemble impair,
{1/eieE}
S ¢ V, on note = 15,71
s qq 7 .
Jack EDMONDS est le premier a4 avoir détermin& un systéme d'inéquations
linéaires qui définit le polyédre (PC) dont les points extr@mes représentent

les couplages de G.

Théoréme II.1.! : (EDMONDS [5])

Soit G = (V,E) un graphe. L'enveloppe convexe (PC) des vecteurs
représentatifs des couplages de G est donnée par le systéme d'inéquations

linéaires suivants :

(1) x(§(v)) <1 pour tout veV.
(PC) (2) x(y(9)) < qg pour tout S ¢ V tel que [S[ est impair.
(3) X, 20 pour tout i = 1,...,m. O

Cependant, ce systéme n'est pas minimal ; en effet, soit veV de

degré un, avec e, = (v,v'), 1'unique ar@te adjacente 3 v (figure 4).

Figure 4

Si le degré de v' est aussi &gal a un, alors l'aréte e, est dite
isolée et, dans ce cas, 1'inéquation x, < 1 est une contrainte de (PC). Sinon,

la contrainte x; < 1 est évidemment la conséquence des contraintes suivantes

(1) x(8(v")) < 1.

(11) Xj 2 0 pour tout ejeﬁ(v').

Un autre cas de redondance facile 3 voir est celui oG v est de degré

degré 2 (figure 5).

Figure 5
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Soit§(v) = {ei,ej} et e, = (v,v'), ej = (v,v"): 1'ensemble
S = {v,v',v"} est impair et donc x(S8(v)) < | est la conséquence de

x(y(8)) <1 et des x, = O pour ekey(S).

k

Pulleyblank et Edmonds [7] ont montré que de nombreuses contraintes
x(y(s)) < qS 8taient redondantes et qu'il suffit de considérer les ensembles
S < V hypocouplables tels que le sous—graphe G(S) soit sans point d'articu-

lation.

Dans ces conditions, si le degré de v est 2, la contrainte
®(8(v)) < 1 ne se retrouve comme conséquence d'une contrainte x(y(s)) < q

que si 1'ar@te (v',v'") existe (cf. figure 5).

Soit N(v) l'ensemble des sommets adjacents & v. On considére la

condition (%) suilvante :

(x) 81 N(v) =1 alors e = (v,v') est une aréte isolée. Si |N(v)| = 2,

alors y(N(v)) = @.

Théoréme II.1.2 : (EDMONDS - PULLEYBLANK [71)

Le systéme suivant définit 1'enveloppe convexe (PC) des couplages

d'un graphe G = (V,E).

(1) x(8(v)) <1, pour tout veV vérifiant la condition (*).
(PC) (2) x(y(8)) < qg pour tout S hypocouplable.
(3) X, 2 0, pour tout 1 = 1,...,m.

Ce systéme devient minimal si 1'on ajoute la condition que G(S)

soit sans point d'articulation dans les contraintes (2). O

Quand on se référera aux contraintes du poly&dre (PC) -pour des
raisons que 1'on verra plus loin-, c'est du systéme non minimal précédent
(th. II1.1.2) qu'il s'agira. Les contraintes seront nommés par le numéro
qu'elles ont dans le théoréme précédent : on dira contraintes de (PC) de

type (1), (2) et (3) respectivement.

On appelle contraction d'un graphe par rapport 3 un ensemble de

~

sommets V c V, et on note Rﬁ(G), 1'opération qui consiste 3 remplacer V par

-~

un sommet v, que l'on joint par les ar€tes i tous les sommets de veV-V

adjacentes 3 V dams G avec un ordre de multiplicité tel que les degrés des



sommets de V-V sont les mémes dans Rv(G) et dans G ; d'autre part, pour uéV

et vév, e; = (u,v) est une aréte de RV(G) si et seulement si eieE.

Rappelons que deux sous-ensembles d'un ensemble B sont dits compa-
rables pour la relation d'ordre définie par 1'inclusion si, et seulement si,

1'un contient 1'autre.

Soit S un ensemble de parties de V poss&dant toutes plus d'un &lément

de V, Sest dite famille emboftée si deux &l&ments non comparables sont disjoints.

Le graphe réduit de G par rapport i une famille emboftde S est le

graphe que 1'on note GXS, obtenu & partir de G par contraction des ensembles

maximaux de S.

On dit qu'un graphe G est engendré par un cycle impair s'il admet

un cycle impair hamiltonien.

Soit S une famille emboltée et SeS. On note
5(S) = {TeS/T = S, T # S},

c'est & dire la famille emboltée induite par S sur l'intérieur de S.

Il existe une caractérisation des graphes hypocouplables 3 1'aide

des familles emboltées, donnée par le théoréme suivant

Théoréme II.1.3 : (EDMONDS - PULLEYBLANCK [71])

Un graphe G = (V,E) est hypocouplable si, et seulement si, il existe

une famille emboItée S telle que
(i) Pour tout SeS, G(S)xS(S) est engendré par un cycle impair.
(ii) Vves. 0

Une famille emboitée S avec la propriété (i) sera désormais appelée

famille emboitée de contractions. (Cette définition est moins restrictive que

celle donnée par Pulleyblanck qui impose les conditions (i) et (11) a de telles

familles).
Décrivons maintenant ce que 1'on entend par marquage des sommets d'un
graphe G muni d'un couplage €. 1a description récursive est la suivante

Aprés initialisation, en marquant + ou - un sommet, selon le cas, appliquer,

tant que possible, les régles suivantes




(a) Si u est marqué + et (u,v)<E, marquer v par - s'il ne posséde pas

déji cette marque.

(b) Si u est marqué - et (u,v)e® marquer v par + s'il ne posséde pas

déja cette marque.

(c) Dés qu'un sommet u est marqué + et -, contracter 1l'ensemble T de
sommets faisant partie du cycle décrit ci-dessous. Le sommet obtenu sera

appelé pseudo-sommet ; lui donner la marque +.

Les régles de marquage (a) et (b) développent un arbre constitué
par les sommets marqués et les ar@tes qui ont servi au marquage, ceci tant
qu'aucun sommet ne poss&de deux marques. D&s qu'un sommet recoit une double
marque, l'ar@te qui a servi au deuxidme marquage forme un cycle unique avec
les arétes de l'arbre ; c'est 1l'ensemble des sommets de ce cycle qui est

contracté dans (c). L'arbre obtenu par marquage sera appelé arbre de marquage.

En orientant les ar@tes de cet arbre dans le sens ol ellessont parcourwes dans
le marquage, on obtient une arborescence ayant pour racine le sommet initial
du marquage. Cette arborescence induit un préordre sur ses sommets : un som-
met u étant dit inférieur & un autre v s'il existe un chemin de u & v sur
cette arborescence. Remarquons que l'arbre de marquage, en raison de (c),
n'est pas nécessairement un sous-graphe de G. Il n'est d'autre part pas unique.
En effet, ces régles étant données, plusieurs politiques de marquage peuvent
étre suivies. L'une, par exemple, consiste & "pousser" le plus possible dans
une direction, c'est 3 dire, dé&s qu'un sommet est marqué, voir si on peut
appliquer soit (a), soit (b) pour marquer un de ses voisins et, dans 1l'af-
firmative, recommencer avec ce dernier. Une autre, dite "par balayage", con-
siste 3 appliquer (a) tant que possible, puis (b) dans les mémes conditioms,
puis & nouveau (a), etc... . On peut inventer beaucoup d'autres politiques
et, en particulier, une qui consiste justement & ne pas en avoir et que l'on
peut appeler "anarchique". En principe, 3 chaque politique, correspond un
arbre de marquage. On ne donne pas ici d'exemple concret d'application de
ces diverses politiques, pour des raisons qui paraftront &videntes aprés

le théoréme II.1.4.

Edmonds [4] a donné un algorithme qui permet, partant d'un couplage
de cardinalité k, soit de trouver un couplage @' de cardinalité k+! (cas a),
soit de conclure que € est maximum (cas B). Dans toute la suite de cet exposé,

nous n'aurons jamais 3 augmenter la cardinalité d'un couplage puisque nous



travaillerons uniquement sur des couplages maximums. Par contre, l'itération
de 1'algorithme qui conclut que le couplage ¥ est maximum nous sera extréme-
ment utile ; aussi donnons-nous 1l'algorithme d'Edmonds, sans expliciter ce

qui se passe dans le cas Q.

Le "Blossom Algorithm" (EDMONDS [4])

Le graphe G = (V,E) est muni d'un couplage € qui peut €tre vide.
Marquer + un sommet insaturé, puis marquer & partir de celui-ci jusqu'a ce

que 1l'on ait, soit marqué - un autre sommet insaturé, soit &puisé les pos-

sibilités de marquage. Dans le premier cas, on a trouvé une chafne augmentante

(cas a) ; changer le couplage, effacer les marques et recommencer. Dans le
deuxiéme cas, s'il reste des sommets insaturés, marquer 1'un de ceux-ci + et
recommencer (on maintient les marques précédentes), sinon on arréte : le

couplage € est maximum. g

A la fin de 1'algorithme précédent, on obtient un graphe que 1l'on
note G*. Dans ce graphe, certains sommets correspondent directement 3 ceux

de G : ceux-ci sont dits sommets réels ; d'autres, par contre, proviennent

de réductions successives : on les appelle pseudo-sommets ; 1'ensemble des

sommets qui ont &té contracté&s pour obtenir le pseudo-sommet o s'appelle

1'expansion de a.

Donnons un exemple d'application du "Blossom Algorithm" :
Soit G, le graphe de la figure 6 et & 1le couplage représenté par les arétes

grasses :

figure 6




Au cours du marquage, le sommet 5 se retrouve doublement marqué.
Aprés la contraction de 1l'ensemble {3,4,5,6,7}, on obtient la configuration

de la figure 7.

l ﬁ........ﬁ E

+ - +

Figure 7

En continuant le marquage sur ce nouveau graphe, on obtient le
marquage du sommet 8 qui est insaturé@. Le nouveau couplage sur le graphe

réduit est

| 2 c 2
N
Figure 8

et sur le graphe initial (figure 9)

' 4 § 8

7.
Figure 9

On efface les marques et on recommence. 1l n'y a pas de sommet

insaturé, donc ce couplage est maximum. 4

Soit G, un graphe muni d'un couplage €. On appelle chaine alternée,

une chafne élémentaire telle que, de toute paire d'ar@tes adjacentes, 1l'une
appartient au couplage. Une chafne est dite augmentante si elle est alternée
et si ses deux sommets extrémes sont insaturés par € (dans G). Le but de
"Blossom Algorithm" est la détection de telles chafnes. En effet, d'apreés

un théoréme de Berge [2], un couplage est maximum si, et seulement si,il
n'existe pas de telles chafnes. L'opération de marquage telle qu'on l'a
décrite permet cette détection, Pour le voir, il suffit de remarquer que
l'opération de contraction, décrite au pas (c) de 1l'algorithme de marquage,

ne détruit pas 1'existence de chalnes alternées contenant les arétes qui



précédront le pseudo-sommet créé. Ce n'est, par contre, pas vrai pour les
autres chalnes alternées, comme le montre 1'exemple de la figure 10 ; d'od

la nécessité de repartir du graphe original apré&s augmentation.

Exemple : +

Figure 10

La contraction de T conserve l'existence de toutes les chaines
alternées contenant les ar@tes | et 2, mais pas toutes celles contenant les
arétes 6 ou 7 ; en effet, la chalne 6-4-7 n'apas d'homologue dans le graphe

contracté. . [

Le "Blossom Algorithm", appliqué & un graphe G muni d'un couplage
maximum €, développe un arbre de marquage par sommet insaturé par €. Ces
arbres sont appelés Hongrois par Edmonds [4] et la forét qu'ils constituent
est dite hongroise. Dans les mémes conditions, on note PG et MG 1'ensemble
des sommets de G marqués + et — respectivement, oli on entend par sommets
marqués +, les vrais sommets de telle marque et les sommets contenus dans
1'expansion des pseudo-sommets. A priori, PG’ MG et la forét hongroise
dépendent du couplage maximum g choisi, et de la politique de marquage.

Voyons ce qu'il en est

Théoréme II.1.4 : (Edmonds [4])

Soient G = (V,E) un graphe, € un couplage maximum de G, PG et MG

1l'ensemble des sommets marqués + et - respectivement dans 1'application du

"Blossom Algorithm".
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Alors

(1) PG est 1'ensemble des sommets laissés insatur@s par au moins un

G est 1l'ensemble des sommets adjacents 3 PG.

(2) Le graphe réduit G*, obtenu a4 la fin de 1'algorithme, est le graphe

couplage maximum de G. M

obtenu en contractant les composantes connexes du sous—graphe G(PG).

(3) Quel que soit le couplage maximum, le sous-graphe G(V—(PG+MG)) est

parfaitement couplé.

Corollaire II.1.5

PG et MG ne dépendent, ni du couplage maximum choisi, ni de la

politique de marquage. 0

Corollaire T1I.1.6

Les arétes du cocycle G(PG+MG), ainsi que celle de Y(MG) n'appar-

tiennent & aucun couplage maximum. U

Remarquons que si G admet un couplage parfait, PG = MG = @¢. D'autre
part, la for&t hongroise obtenue 3 1'issue du "Blossom Algorithm" ne dépend pas
de la politique de marquage, mais seulement de 1l'ordre dans lequel on consi-
dére les sommets insaturés par E. (Dans la mesure oli ces sommets dépendent de
€1a forét en dépend un peu). Notons enfin que d'aprds la propriété (3) du
théoréme précédent, quel que soit le couplage maximum € choisi, quelle que

soit la politique de marquage, les ensembles maximaux contractés sont les

mémes.

Reprenant la terminologie de J. Edmonds [ 4], on appelle sommets
internes les &lé&ments de MG’ sommets externes ceux de PG et sommets parfaits

ceux de V—(PG+MG).

Donnons maintenant un exemple d'application du "Blossom Algorithm"

dans les conditions du théoréme II.1.4.

N R
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Exemple : Considérons le graphe de la figure 11

Figure 11

Sont entourés les ensembles qui seront contractés 3 la suite du marquage.
La forét hongroise obtenue est donnée par la figure 12 et est formée de deux

arbres hongrois.

Figure 12
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En considérant v, puis v,, dans le "Blossom Algorithm'", on obtient la forét

1’

suivante (figure 13) :

Figure 13

PG et MG sont donnés par les sommets marqués + et -. V—(PGUMG) = {1,2,3,4,5,6}.

Le graphe ¢" est le suivant (figure 14)

Figure 14
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Le probléme qui consiste & trouver un couplage de cardinalité maximum
est un programme linéaire dont les contraintes sont celles de (PC) et la fonc-

m
tion objective est de maximiser I X, = x(E). Tout programme linéaire posséde
i=1

un dual ; voyons ce qu'il représente dans ce cas.

Le programme lin8aire du couplage maximum que 1'on notera aussi (PC)

est donc
(1) x(8(v)) <1 pour tout veV .
(PC) { (2) x(y(g)) = qq pour tout S hypocouplable
(3) X 20 pour tout eieE.
max x(E)

Attachons & chaque contrainte (1) la variable duale vy, et d chaque

contrainte (2) la variable duale z - Le dual de (PC) s'écrit alors

+y + z

Y, v > 1 pour tout (u,v)eE
{1/ (u,v)eT}

21
{(DC) A > 0 pour tout ueV, z > 0 pour tout S hypocouplable

min( Ty + ) dg Zs)
uev S hypocouplable

Disons qu'une ar@te est recouverte par un sommet si celui-ci lui
est adjacent, et recouverte par un hypocouplable S si ses deux extrémités sont
dans S. Si on associe le poids 1 au premier recouvrement et q  au second, le
dual (DC) d'un probléme de couplage maximum est un probléme de recouvrement des

arétes de poids minimum.
Par exemple, comsidérons un graphe sans sommet parfait, une solution
optimale de (DC) est constituée par

Yy = 1 si, et seulement si, uEMG

z

S 1 si, et seulement si, S est une composante connexe de G(PG).

O
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Soit G un graphe muni d'un couplage parfait, on appellera marquage

de ses sommets a partir de veV, le marquage décrit plus haut aprés initialisa-

tion du processus en marquant v par —. L'ensemble des sommets marqués - se
v . . o
notera M., l'ensemble des sommets marqués +, ou leur expansion, sera noté

PY.
G

I1 sera commode, pour se représenter le marquage, 3 partir de veV,
d'un graphe remplissant les conditions précédentes, d'utiliser 1'artifice sui-
vant : considérer le graphe G’ = (V+{a},E;{(a,v)}), le marquage des sommets
de G est celui donné par 1'application du "Blessom Algorithme" 3 G' muni
~d'un couplage presque parfait laissant o insaturé. Par 1l'application du
: V et M' ne dépendent ni du couplage par-

G G
fait choisi, ni de la politique de marquage, mais de veV.

théoréme I1I.1.4 & Gv, on voit que P

Il ressort du théoréme II.1.4 qu'un couplage maximum de G = (V,E)
est la réunion d'un couplage maximum de G(PG;MG) et d'un couplage parfait
de G(V—(PG;MG))' Par conséquent, la face F contenant les couplages maximums
de G est isomorphe au produit des varié&tés linéaires contenant les couplages
maximums de ces deux graphes. Cette remarque nous améne i &tudier séparément

les deux cas suivants :

QD) PG MG =0

+ .

(2) P+ M, =V

Le théoréme II.1.2 a fait apparaltre trois types de contraintes
pouvant se trouver dans l'ensemble serré de F. Le point de départ du para-
graphe suivant est la caractérisation des contraintes de type 3 de (PC),
celle de non négativité, qui se trouvent dans 1l'ensemble serré de F dans le
cas PG = MG = @. Si on se référe 4 la fin du chapitre I, c'est dans ce para-
graphe que 1'on va définir le graphe G' qui se trouve dans la formule

re(G) = W(G')-[S|+1.



B - 1PGRAPHES : DEFINITION ET PROPRIETES

1) Définition et caractérisation des u—graphes

Soit G = (V,E), un graphe admettant un couplage parfait. On dira

qu'une ar@te ecE est faiblement utile s'il existe un couplage parfait 81 tel

que eeel ; e sera dite utile si, de plus, il existe un couplage parfait BZ

tel que eef&z. Une ar@te sera inutile si elle n'est pas utile.

Exemple : Dans le graphe de la figure 15, les arétes 1, 2, 3 et 5 sont utiles,

1'ar8te 7 est faiblement utile, les ardtes 4, 6 et 7 sont inutiles. .

Figure 15

Un graphe dont toues les ar@tes sont utiles sera appelé un u—graphe.
Notons que, par définition d'une aré@te utile, un u—graphe possé&de toujours

un couplage parfait.

Soit G muni d'un couplage e, un cycle est dit alterné si le couplage
induit par © sur ce cycle sature tous les sommets. Remarquons que ce cycle

est nécessairement pair.

Exemple :

Figure 16a Figure 16b
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Le cycle pair de la figure 16 a est alterné, alors que celui de la

figure 16 b ne 1'est pas.

Proposition II.2.1 :

Soit G = (V,E) un graphe muni d'un couplage parfait ©. G est un

u-graphe si, et seulement si, toute ar@te appartient & un cycle alterné.

Démonstration : Soit ue€E, Cet €' deux couplages parfait tels que ecl

et ef® . La différence symétrique de © et @' est formée de cycles alternés
disjoints (alternés 3 la fois poure et ¥'). e appartient 3 cette différence

symétrique et appartient donc i un cycle alterné.

Réciproquement, si e appartient 3 un cycle alterné pur un couplage
parfait 9, soit €' le couplage parfait obtenu en inversant le rSle des arétes
de ce cycle relativement au couplage e,' sans changer celui des autres arétes

alors, un et un seul des couplages Cet € contient e. O

On appelle pivotage autour d'un cycle alterné C d'un couplage
1'opération qui donne un nouveau couplage parfait ©' i partir de e en inver-

sant le rdle des arétes de ce cycle par rapport au couplage .

Remarque 1 : € et ©' peuvent 8tre obtenus 1'un & partir de 1'autre, par pivotage
autour d'un cycle alterné si, et seulement si, leur différence symétrique est

un cycle alterné.

Remarque 2 : Il est trés simple par marquage de savoir si une aréte est utile
ou non. Soit ecE et € un couplage parfait de G = (V,E). Si eeE, marquer une

extrémité par + sinon la marquer-. (Figures 17 et 18).

Figure 17 Figure 18
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Soit e = (v,v!), avec v le sommet marqué. e appartient 3 un cycle
alterné si, et seulement si, le graphe partiel G = (V,E-{e}) posséde une chafne
alternée impaire entre v et v'. Les régles de marquage conduisent alors 3 la

condition, nécessaire et suffisante, suivante :

"e est utile si, et seulement si, on arrive 3 marquer v' d'une marque opposée

3 celle de v".

Remarque 3 : Une conséquence directe des remarques faites sur le marquage au
chapitre II, et qui a été implicitement utilisée dans la remarque précédente,
est que la réduction, au cours d'un marquage, d'un cycle impair presque parfai-
tement couplé (cf. définition §A), n'altére pas l'appartenance ou non 3 un
cycle alterné d'une ar@te qui précéde le nouveau pseudo-sommet. De méme, ceci
est en général faux pour les autres ar8tes, comme le montre 1'exemple de la

figure 19,

Exemple : +

] b
() Figure 19 (b)

Dans la figure 19 a, les ar@tes 1, 3 et 4 appartiennent 3 un cycle

alterné ; aprés réduction du cycle C, ce n'est plus vrai. g

D'aprés la remarque 2, il est trés aisé d'associer 3 un graphe G,
admettant un couplage parfait, 1'unique graphe partiel maximal G' de G qui
estlnliLgraphe. I1 suffit, pour cela, de supprimer toute ar@te inutile de

G, ainsi que les sommets qui se trouvent isolés aprés cette opération.
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2) Propriété des &Lgraphes

. \4 Vo e s .
Soient PG et Mg définis au §A de ce chapitre, on a alors

Proposition II.2.2 :

Si G est un U-graphe connexe muni d'un couplage parfait, quel que

. . . vV
soit le sommet veV choisi pour marquer, on a : PG + MG = V.

¢’ = (V+{o}L E+{(a,v)}), nous apprend qu'aucune aréte de 6(P24MZ) ne peut

appartenir 3 un couplage maximum de GY ; par conséquent, une telle aréte
ne peut appartenir 3 un couplage parfait de G. Puisque G est connexe, on
VA
P+ = V.
a donc G MG ad

Proposition II.2.3

Soient G un (u—graphe et € un couplage parfait de G, PZ et M‘é les
ensembles marqués + et - respectivement dans le marquage 3 partir de veV.
\"

v v o_ W - v < oW
Alors pour toutweMG, on a MG = MG’ et par conséquent PG PG (ol PG (resp.

W . - .
MG) est 1'ensemble des sommets marqués + (resp. -) dans un marquage 3 partir

de w).

VW

Appliquons le'"Blossom Algorithm" 3 G , en utilisant une des politiques de

marquage suivantes

(i) De o marqué +, marquerv par -, et poursuivre le marquage sans jamais

marquer & partir de o.

(ii) De o marqué +, marquer w par—, et poursuivre le marquage sans jamais

marquer 3 partir de o.

Le marquage des sommets, en suivant la politique (i), est alors
obtenu en appliquant le "Blossom Algorithm" a GY. Celui obtenu par la poli-
tique (ii) correspond au "Blossom Algorithm" appliqué a G". Or (i) et (ii)
marquent tous les sommets en vertu de la proposition précédente ; les mar-
quages sont identiques car on sait, par le théoréme II.l.4, que le marquage

de GV ne dépehd pas de la politique choisie. a
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Corollaire II.2.4 :

Soient G un u—-graphe connexe et Bun couplage parfait de G. Si G
est muni d'un marquage 3 partir d'un de ses sommets veV, alors entre deux
sommets de marques opposées, il existe une chafne alternée dont les deux

~ - .
zrétes extrémes appartiennent au couplage .

Si 1'on marque G & partir de u, d'aprésle lemme précédent, v regoit i nouveau
la marque -. Sur l'arbre de marquage ainsi obtenu , 1l'unique chafne de u 3

v répond aux conditions demandées. g

Soit G un graphe muni d'un couplage €, on appelle I-chaine, une
chaine alternée dont les deux arftes extrémes n'appartiennent pas 2€. La

chafne de la figrue 20 est une I-chafne.

Figure 20

Soient u et v deux sommets de G. L'adjonction d'une anse 3 G, entre
u et v pour obtenir un graphe G', est 1l'opération qui consiste 3 adjoindre
a4 G une Ji-chaine dont seuls lés deux sommets extr@mes sont aussi des sommets

de G (cf. figure 21).

Figure 21
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Proposition II1.2.5 :

Soit G un u—graphe connexe muni d'un couplage parfait € et d'un
marquage 3 partir de 1'un quelconque de ses sommets. Soient u et v deux
sommets de marques opposées, si on adjoint 3 G une anse entre u et v, le

graphe G' obtenu est &galement un u—graphe.

Démonstration : D'aprés le corollaire précédent, il existe entre u

et v une chalne alternée dont les deux ar8tes extrémes sont dans e La
réunion de cette chaine et de 1'anse forme un cycle alterné, donc toutes

les ar€tes que 1'on a rajoutées sont utiles. 0

Remarquons que la proposition précédente reste valable si la

I-chalne se réduit 3 une seule aréte.

Théoréme I11.2.6 :

Soit G = (V,E) un qi—graphe connexe et GV le graphe obtenu en
contractant les composantes connexes de G(PZ) (i.e. le graphe obtenu 3 la
fin du marquage & partir de v) ; alors, ¢V est unﬂ—graphe biparti quelque

soit le sommet veV.

- . . X . .. - . .
Démonstration : Si G ' n'est pas biparti, il possé&de un cycle impair C,

et une aréte au moins de ce cycle a ses deux extrémités de méme marque ;
cette marque ne peut &€tre +, il y aurait alors, nécessairement, un sommet
doublement .marqué, ce qui donnerait lieu 3 une contraction. Or, d'aprés le

corollaire II.1.6, Y(MZ) = @ ; donc cette marque ne peut &tre non plus -.

Reste 3 montrer que ¢V = (V*V,E*v) est un u—graphe. Notons que les
ar8tes G’ ont un correspondant dans G, et on les nommera de la méme facon.
Par contre, seuls les sommets de M‘é ont en général un correspondant dans G.
Soit eeE*V avec e = (u,u'). Si equ(e, considéré comme aréte de G), alors il
existe un couplage parfait €' de G tel que ec¥P' . En marquant a partir de v
le graphe G muni de'®’, on sait que 1'on obtient le méme graphe ¢V, or,@'

. . *V .
induit sur G =~ un couplage auquel e appartient.

Remarquons que si un graphe est connexe, il suffit de vérifier
1'utilité des ar@tes qui n'appartiennent pas au couplage parfait € de réfé-
rence, car une aréte qui appartiendrait 3 tous les couplagesest nécessaire—

ment isolée.La démonstration est donc terminée. 0
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On appelle famille réalisable de contractionsune famille emboitée

S pour laquelle il existe veV et un couplage parfait  de G tel que les
&léments de S sont les ensembles successivement contractés dans un marquage
a partir de v. Remarquons que divers marquages, i partir du méme sommet V
avec le méme couplage, peuvent donner des familles réalisables de contrac-
tions différentes, seules les éléments maximaux étant nécessairement les

mémes en vertu du théoréme II.l1.4.

Exemple : L'exemple de la figure 22 illustre la remarque précédente :

v

Figure 22

Ce graphe estlnlqbgraphe, marquons & partir de v de deux fagons

différentes (figures 23 et 24).

(a) (b) (c)

Figure 23
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28me marquage : On marque autour du cycle & 5 sommets 1, 2, 3, 4, 5

(@) Figure 24 ®)

Les sommets 1, 2, 3, 4 et 5 sont alors contracté&s en une seule fois pour

donner le méme graphe réduit.

5, = {{3,4,5},{1,2,3,4,5}} et 5, = {{1,2,3,4,5}} sont deux familles réalisables
de contractions réalisables 3 partir de v. On vérifiera que

Sy = {{2,3,5},{1,2,3,4,5}} est aussi une telle famille.

Théoreéme II.2.7

Soit thlibgraphe connexe. Les ensembles maximaux d'une famille
réalisable de contractions S sont des hypocouplables presque parfaitement

couplés pour tous les couplages parfaits de G.

Démonstration : Le fait que ces €léments maximaux sont des hypocouplables

découle de la caractérisation de ces derniers, conteme dans le théoréme II.3

et des régles de contractions définies dans la procédure de marquage.

Considérons le recouvrement des ar@tes de G formé par les sommets de
MZ et des ensembles maximaux de S. Puisque Y(Pg) = @, chaque aréte est couverte
une et une seule fois. Ce recouvrement est donc une solution réalisable et
optimale du dual (DC) de (PC). Par conséquent, la contrainte correspondant &
S élément maximal de S dans (PC) est toujours serrée en vertu du théoréme des

écarts complémentaires. a

On notera désormais par H la famille des hypocouplables tels que
la contrainte de (PC) de type (2) correspondante soit toujours serrée. Un

ensemble SeH sera dit hypocouplable toujours presque parfaitement couplé.
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Proposition 1I.2.8 .:

Soient G un11—graphe muni d'un couplage parfait Eaet SeH. Le graphe

contracté RS(G) est aussitultLgraphe.

Démonstration : Soit eeE—Y(S)(l). On sait qu'il existe un cycle alterné

Ce contenant e. Si CenY(S) = @, c'est 3 dire si ce cycle ne rencontre pas
1l'ensemble contracté, e appartienti un cycle alterné dans RS(G) ; sinon,
Ceny(S) est une chailne paire, car ]Céné(s)l = 2 avec feCenS(S) 3 autrement,
en pivotant autour de Ce’ S ne serait plus presque parfaitement couplé. La

contraction de § transforme donc Ce en Cé qui est aussi alternée. O
Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme II1.2.6.

Théoréme II.2.9 :

Soit G unfurgraphe et S une famille emboitée dont tous les &léments
appartiennent & H.et maximale pour cette propriété. Alors, GxS, graphe obtenu

par contraction des éléments maximaux de S est unQL—graphe biparti.

Démonstration : GxS:rest unil—graphe d'aprés la proposition II1.2.8.

Supposons qu'il ne soit pas biparti. D'aprés le théoréme II.2.6, en marquant

GXS & partir d'un de ses sommets, on obtient une famille de contraction S'

de GxS. S' induit sur V une famille de contraction S". Les ensembles maximaux
de 5" forment avec S une famille de contraction dont tous les &léments appar-

tiennent & H : ceci contredit la maximalitéd de 5. 0

APPLICATION AUX GRAPHES K-REGULIERS

Dans Berge [2], chapitre 8, théoréme 13, on trouve le résultat

suivant :

Théoréme II.3.1 :

Soit G =-(V,E), un graphe connexe, régulier de degré k et (k-1) arétes

connexe avec un nombre pair de sommets. G est alor31n1%Lgraphe. a

(D

e et f est une correspondant dans RS(G) qu'on note aussi e et f respectivement.
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Le théoréme suivant compléte le théoréme II.3.1.

Théoréme II.3.2 :

Soit G = (V,E) un graphe régulier de degré k, (k-1) arEtes connexe

avec un nombre impair de sommets. G est alors hypocouplable.

Démonstration : k est &videmment pair puisqu'il y a un nombre impair

de sommets. Soit A un ensemble impair de sommets, |A| = 20+1. Montrons que
|6(A)! = k. On sait par hypothése que |6(A)| > k-1 ; il suffit donc de montrer
que IS(A)[ # k=1. On a :

-

s = = |s(w] - 2]ly@].

veA
Si |5(A)]= k-1, on obtient
(k=1) = (22+1)k - 2] y(A)|.

Puisque k est pair, le deuxiéme membreest pair et le premier impair, ce qui

est impbssible.

D'aprés le théordme II.l1.4, V se partitionne en trois sous-ensembles

P M. et V—(PG+MG). Soient C

e Mg C ceey Cq les composantes connexes de G(PG)

1’ 722
N . P . *
d au moins deux &léments. Soit G le graphe obtenu en contractant les Ci pour

. * * * *° % B
i=1,...,q9 et notons P, M, et V —(PG+MG) les sommets externes, internes et

G
parfaits de c*. on a :
*

e

o*
G

+ r

oli r est le nombre de sommets laissés insaturés par un couplage maximum de G.

Soient s i=1,...,9, les sommets provenant de la contraction des Ci’ on a
ld(Ci)[ > k. Supposons que MG o MZ # @¢. Le nombre d'arétes adjacentes i Pz

est supérieur ou &gal 3 ]PZ[Xk puisque Y(PZ) = ¢. Or, G(PZ) c G(MZ) et

180D | < kM| = k(|pg

-¥) ; on a alors : kIPZI <k (IPE'—r) et puisque r

[\%

cecli est impossible. Donc MG = MG = @ et G est hypocouplable. O

Revenons au cas des graphes G k-réguliers, connexes, avec un

nombre pair de sommets mais cette fois—ci, k-arétes connexes. Soit ¥ un
. . *v

couplage parfait de G et veV. Que peut-on dire du graphe G obtenu en

marquant d partir de v ?
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Théoréme II-3-3 :

Soit G un grahe régulier de degré k, connexe, k-aré&tes-

Py . *
connexe et possédant un nombre pair de sommets.Le graphe G V obte-
nu 3 la fin du marquage a partir de veV est un graphe biparti ré-

gulier de degré k .

- . , *V . . P ..
Démonstration : On sait que G = est biparti (théoréme II.2.6). Soient

* * . *v . .
PGV et MGv les sommets externes et intermnes de G respectivement. On sait que

Y(PZV) = ¢ de méme que Y(M;V) = ¢. Toute aréte de G @ relie un sommet de Mév

* * .
et un sommet de Pév. I1 y a donc kXIMGV| arétes dans G ' puisque tout sommet

. ~ - *V *V *V
interne a le méme degré dans G et G ., Pour tout sommet uePG , on a dans G

|8(w) | 2 k. Or, |P;vl =‘M£V[et on ne peut donc pas avoir |§(a)| > k pour un
deng, ce qui prouve que ¢V est k-régulier. U

Corollaire I1I.3.4

. . *V ~
S1 k = 3 et si les composantes connexes de G(PG ) possédent toutes,

au plus 7 &léments pour un certain veV, alors G est d'indice chromatique 3.

. . * .
Démonstration : Soit veV le sommet tel que G(PGV) n'ait que des composantes

. ., - . o *
connexes de cardinalité au plus égale a 7. G Y 1e graphe obtenu en contractant
ces composantes connexes est biparti et cubique; d'apré& le théor&me précé&dent.
. . . *v ' _*
On sait qu'un tel graphe est 3 coloriable. Soit ¢ : Y(MGV+PGV) + {1,2,3}, une

. ~ *V
3 coloration des arétes de G .

Soient C ceey Cq les composantes connexes de G(PZV). Dans la

1’
coloration ¢, les 3 ar@tes de 6(ci)ont des couleurs différentes puisque, dans
G*v, elles sont adjacentes. Il suffit donc de montrer qu'on peut 3 colorier
les ar@tes du graphe Ti suivant (figure 25) ol Ci est un hypocouplable 3 au

plus 7 sommets.

Figure 25
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Les 3 aré@tes de 6(Ci) tant reliées 3 un méme sommet &. Ce graphe
est évidemment cubique et 3 ar@tes connexes. Si |Ci[ = 3 ou 5, ce graphe est
planaire et donc 3 coloriable. (On suppose la conjecture des 4 couleurs démon-
trée). Si ]Cil =7 et si G(Ci) admet un cycle hamiltonien, il n'y a que les
2 cas suivants 3 un isomorphisme prés qui ne sont pas planaires (figures 26a,

26b) .

Figure 26 a ' Figure 26 b

Si Ci ne posséde pas de cycle hamiltonien, une &tude exhaustive

nous montre qu'alors, Fi en admet un et est donc 3 arétes-coloriables. g

Conjecture de Fulkerson

Soit G un graphe cubique connexe. Si G n'est pas d'indice
chromatique 3, alors en dédoublant les ar@tes de G, on obtient un graphe

d'indice chromatique 6. O

En raison du théoréme II.3.3, il suffirait de démontrer cette
conjecture pour les graphes cubiques G = (V,E) 3 ar@tes-comnexe, tels que

¢ = (V-{v},E-8(v)) est un hypocouplable (cf. figure 27).

Figure 27
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CHAPITRE III

RANG DES COUPLAGES MAXIMUMS DAﬁS UN GRAPHE BIPARTL

Soit g= (V,E) un graphe biparti.L'ensemble de ses sommets se par-
titionne en trois ensembles,MG,PG,V-(MG4PG),respectivement ensemble des
sommets internes,externes et parfaits.On a vul chapitre II fin du A) que
1'etude du rang des couplages maximums passait par 1'etude-~du rang des

couplages parfaits de G(V—(MG+PG)) et des couplages maximums de G(MG+PG).

A —RANG DES COUPLAGES PARFAITS:'(MG=PG=¢ )

Rappelons qu'un graphe est biparti si,et seulement si,11 ne pos-

séde pas de cycle impair.En raison du théoréme II-1-3,le poly&dre (PC) pour
un graphe biparti ne posséde pas de contraintes de type(2).

Pour un couplage parfait,toutes les contraintes de type(l) sont
serrédes.Si de plus G est un ngraphe biparti,ce sont les seules qui sont
serrées.Ceci nous améne au théoréme suivant:

Théoréme III-1-1:

Soit G un Wgraphe biparti,la dimension de la face F contenant

les couplages parfaits de G est &gale au nombre cyclomatique,y(G) ,de G.On
a donc re(G)=V(G)+1 .

Démonstration :

On sait que l'ensemble serré de Fest formé des contraintes de
type(l) et d'aprés le théoréme I-1-3,0n a :

dim F= m-rang AI4 ot I'est 1l'ensemble serré de F.Or,AI, est

1a matrice d'incidence aux ardtes du graphe G.Il est bien connu que le rang
d'une telle matrice,quand G est biparti,est &gal au nombre de lignes n dimi=..
nué du nombre de composantes connexes p:

rang AI' =n-p
donc, dim F = m - n + p = v(G)
et par définition du rang rc(G) on a:

rg(G) =V (G)* 1 a0

Le théoréme suivant montrera que 1'apparition du nombrecyclomati-
que n'est pas fortuite.Pour un cycle C,on noterar 1'ensemble de ses som~

mets et on conservera Cpour désigner 1'ensemble de ses arétes.
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Théoréme III-1-2:

Soit G un 'u'graphe biparti muni d'un couplage parfait © .I1 ex-
iste alors une base de cycles formée uniquement de cycles alternés. De
plus cette base de cycle peut &trechoisie triangulaire.

Démonstration:

- Supposons le graphe connexe.Soit Co un alterné de G.Marquoms Co
a partir de 1' un de ses sommets. Gonstruisons une suite
(Q _(V »E. ))l 0,..e. v(G)-1 de sous graphes partiels de G telle que:
(1) Go=(T6,Co) est le cycle alterné C, et G w( =G

G)-

(2) On construit G, a partir de G de la fagon suivante:

i1
a) Si V =V,alors puisque G est connexe,il existe e€S(V, )#¢

soit K un cycle alterne contenant e et 3 la O-Chalne de K ‘Y(V )

contenant e. Gi+l est obtenu & partir de G en y adjoignant 1' anse:]

On sait d'aprés la proposition II-2-5 qu 11 existe un cycle alterné C
de G, i+1 contenant la J—chalne ﬂ car,G étant biparti,les deux extremltes

de Je sont nécessairement de 31gnes opposés.On étend le marquage de. G
;1Gi+l' i~}
b) Si Vl_V et igy(G)-1 alors il existe eGE—(J CJ et alors
=0

= (V,E., .) avec Ei+l=Eiu{e} .Soit e=( u,v),u et v sont nécessairement

i+]
de 31gnes opposés du fait que G est bipartijpar cons@quent il existe une

chalne alternée dont les deux arBtes extrémes appartiennent & (corollaire

II-2-4) ,cette chaine forme avec e un cycle alterné Ce.

Co et l'ensemble des cycles Ce construits en 2a et 2b sont li-
néairement indépendants car chacun contient au moins une aréte que ne -
contient aucun des cycles construits avant lui.On dit d'un tel ensemble

qu'il a une structure triangulaire.En remarquant que les Gi construits

en 2a et2b sont tels que v(Gi+l =v(Gi)+1,puisque'V(Go)=l on a bien V (G)
cycles.
Corollaire III-1-3:

Algorithme de construction deV (G)+l couplages parfaits liné-

airement indépendants:
Soit C°""'°’CV(G)-1 1a base de cycles alternds construite dans

la démonstration du théoréme précédent.La famille de couplages parfaits

| suivante
( )1 0;vevees XG)

(l) 80 = 8

(ii)l’,’i pour i=l,....., WG) est obtenu par pivotage de € autour
de C .

-1
estune famille de couplages parfaits linéairement indépendants de cardi-

nalité v (G) +l
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Démonstration:

I1 suffit de remarquer que les e, i=0,....,V(G)-1 utilisés
dans la construction des Ci n'appartiennent pas i Bet la démogstration
est alors la méme que celle de 1'indépendence des C, (l'ensemble a une
structure triangulaire) [

Remarquons qu'on obtient ainsi une deuxiéme démonstation du
théoréme III-I-1 .,

Exemple:
Soit G le graphe de la figure 28 muni d'un couplage parfait €

figure 28

Les figures 29 433 donnent la construction d'une base de cycles alter-
nés;ceux—ci sont donnés par leur ensemble d'arBtes et représentés sur

les figures par des amwammammw .

o= PUVNIANVY

Go=C, Gl=(V1,E1)
Co={1,2,3,4,5,6} Cl={1,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
figure 29 figure 30




4 ? + %
4 . -
- + 11 - lo 9
3 +
4
+ - “'
e,§la
13
- 1 +
G2=(V,E2)
C2={1,5,6,7,8,12,13,14}
figure 31

+ NPT R Y]

G3=(V,E3)
c,=11,5,6,15}
figure 32

G4=(E,V)=G
C4={3,10,11,16}
figure 33
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L'ensemble des Vv(G)+1=6 couplages linéairement indépendants,obtenus par
la comnstruction décrite dans le corollaire III-1-3,est:
g.=8={1,3,5,8,10,13}

e ={2,4,6,8,10,13}

(22 ={4,6,7,9,11,13}

{93 ={3,6,7,10,12,14}

e, =13,6,8,10,13,15}

e, ={1,5,8,11,13,16}
L'aréte soulignée correspond & ei.C'est 1l'ensemble de ces arBtes qui
confére 3 cet ensemble de couplages sa structure triangulaire. [
Remarque:

Dans la construction donnée par le corollaire III-1-3,les
couplages parfaits Ei pour i=l,.....,V(G) sont tous voisins de 8 sur

le polyadre (PC) ( cf.Chvatall3]

Soit G=(V,E) un graphe connexe,4 = (V,E) un arbre maximal

de G,on appelle base fondamentale de cycles l'ensemble des cycles Ce

pour ecE-E,odl Ceest 1'unique cycle du graphe Aé=(V,E4{e}).On vient de
volir que pour un u—graphe biparti muni d'un couplage parfait €, i1
existe une base de cycles formée de cycles alternés.Existe~t—il une
base fondamentale de tels cycles?L'exemple de la figure 34 nous mon-

tre qu'une telle base n'existe pas en général.

figure 34

Cependant on peut s'appuyer,d'une certaine maniére,sur un

arbre maximal pour obtenir une base de cycles alternés & structure
triangulaire.L'algorithme utilise un arbre A=(V,E),obtenu par marquage
i partir d'un sommet quelconque veV.Il comsiste alors & ordonner les
arttes de E-E de telle sorte que l'on puisse construire une suite

(6, =(V,E;)).,_

de graphes partiels de G tels que:
=0,.....,v(g) ¢ Braphes P d
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(1) Go=4A
ii) E.  =E, . . -E
(ii) E1+l lu{e1+1 } avec el+leE E

(iii) L'adjonction de € a Gi crée un cycle alterné.
Les sommets de G se partitionnent en PG,marqués +,et Mé,marqués -.
Certalns sommets de Mé(respectivement de V) seront dits 'considérés;
on les notera ¥ (resp.¥).L'algorithme est le suivant:

(0) ¥ ={v} V={v} ,Go=A=(V,E) ,Ec=E ,i:=I

(1) s'il existe eeG(V—)—Ei_ aller en (2),sinon aller en(3)

(2) soit e=(t,z),avec tev—,éaire Eie=Ei_l+{e} .Soit Ci un
cycle alterné de Gi=(V’Ei) contenant e.Si Fi représente les
sommets I'; de C; marqués -, fairve ¥ 1=V uI' et V:=Vul.Faire
is=i+1 ,aller en (1)

(3) les Ci pour i=l,........,v(G) forment une base de cycles

alternés 3 structure triangulaire. stop. 0.

Justification de l'algorithme:

Les graphes Gi=(V,Y(V) Ei) sont des u-graphes par construc-—
tion.S1i eeY(V) 1l'existence du cygle alterné Ci est alors une consé-
quence du théordme II-2-5.Si e=(t,z)¢y(V),il existe une- chaine unique
qui joint z & v sur l'arbre A.Si 1'on parcourt cette chafne 2 partir
de z,le prémier sommet w de V qu'elle rencontre est un sommet de PZ
(marqué +) .Appelons K]cette chaine de z &8 w sur A.Dans Gi,il existe
une chafne alternée,K,dont les deux arBtes extrémes appartiennentiie
(théoréme II-2-5)joignant w 3 t.KU{e}UKI forme un cycle alterné con-
tenant e.A partir de ce point l'algorithme se justifie exactement comme
celui du théoréme III-1-2.

Remarquons que l'algorithme précédent ne différe.de celui,
décrit dans la démonstration du théoréme III-1-2,que par le fait qu'on

'dirige'l'augmentation du graphe.L'exemple suivant illustre cet al-

gorithme
Exemple:

Reprenons le graphe de ia figure 28 muni du méme couplage
parfait.Dans la figure 35 les aretes de l'arbre A sont représentés
Par: WwWAwMmaw .Les numéros entourés donnent un ordre possible d'
entrée des arBtes.La base de cycles alternés est alors la suivante:

Cl={l,5,6,7,8,12,]3,14}
C2={l,2,3,4,5,6}
C3={l,4,5,6,7,8,9,10,11}
€,={1,5,6,15}
C5={3,10,11,16}



figure 35

B - CASOU P+ M, =V ET CAS GENERAL :

Soit €un couplage maximum de G et soient v] Vose .,vkeV
les sommets laissés insaturds par €.En appliquant le 'Blossom algo-
rithme' 3 G muni de ‘3,on obtient une forét F formée des arbres
Ai=(vi’Ai) pour i=1,....,k (un par vi) qui sont des sous-graphes partiels
de G.Puisque par hypothése PG+MG=V,F est une forét maximale de G-.

Soit m* le nombre d'ar&tes joignant des sommets internes &
des sommets externes et q=|MGl.Remarquons que Q= Vz—k .
Théoréme III-2-1:

SiG:=(V,E) est un graphe biparti sans sommet parfait,on a

rB(G)=m* -q + 1= o - lyl:—£ + 1

2

alors:

Démonstration:

Une aréte eeY(MG),c'est 4 dire une aréte entre deux sommets
internes,ne peut pas appartenir & un couplage maximum,la contrainte
de non négativité correspondante,xe20 ,est donc nécessairement dans
1' ensemble serré de F. Les seules autres contraintes qui peuvent étre
serrées sont les:

x(8(v))<l pour tout veMG (théoréme II-1-4)
Ces équations et les xe=0 pour eey(MG) sont indépendantes,car une fois
supprimées les variables x pour eey(MG),les équations x(S(v))= 1 pour
veMG sont & variables disjointes (chaque variable n'apparait que dans
une &quation).Le théoréme est alors une comnséquence directe de la dé-
finition du rang des couplages maximums,puisque m = m -| Y(MG)I,et du

théoréme I-3 [
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La construction de ces re(G) couplages maximums linéairement
indépendants est un cas particulier de la construction donnée pour le
cas des graphes non nécessairement bipartis,dans le §B du chapitre sui-
vant. ‘

Ceci termine le cas des graphes bipartis puisque si G est un
tel graphe, on a:

re(G) = re(G(PG-*-MG)) + r'e(G(V-(PG*'MG))) .
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CHAPITRE IV

RANG DES COUPLAGES MAXTMUMS DAS UN GRAPHE QUELCONQUE

Comme dans le cas biparti ,on va &tudier d'abord les graphes
dont tous les sommets sont parfaits puis ceux ne possé&dant pas de tels

sommets.

RANG DES COUPLAGES PARFAITS :

Soit G un graphe admettant un couplage parfait.Soit G' le sous-

graphe partiel obtenu en gardant toutes les arBtes utiles de G et les
sommets adjacents 3 au moins une de ces arsdtes.G' est un.ngraphe et
rB(G) = rB(G').On va donc se contenter d'étudier le rang des couplages
parfaits des u—grahes.Par la suite,G sera toujours un u—graphe.
Rappelons que si G est un u—graphe,l'ensemble serré de F est

formé des contraintes de (PC) de type (1) et de celles de type (2) pour
SeH.0n notera Z 1l'ensemble des équations:
z x(8(v)) = 1 pour tout veV

x(y(S)) = qg pour tout SeH

Par analogie avec le théor@me II-1-3 et la définition qui le

suit ,on appellera A~ famille emboitée une famille emboitéde S telle que

(1) ¥SeS=> SeH

(ii) ¥SeS,G(8)xS(S) contient un cycle impair ( non nécessai-
rement hamiltonien).
Remarque 1:

La définition récursive suivante détermine un sous-ensemble
de l'ensemble de toutes les H-familles emboitées maximales:

(0) S =9

(i) 8i GxS(V) est biparti ,Stop

(ii) sinon soit S un hypocouplable toujours presque parfai-
tement couplé de GxS(V) et minimal.Faire S:= Su{S} aller en (H. O

Cependant,toute H-famille maximale ne peut pas &tre obtenue
ainsi comme le montre le contre—exemple suivant: (figure 35)
Exemple:

Dans 1'exemple de la figure 36,{S} ¢t{T} constituent chacun
une 7-famille maximale.Seule {T} peut &tre obtenue par la méthode ré-

cursive que l'on vient de définir.
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figure 36

Remarque 2

Cette définition récursive sera aussi constructive quand 1'on aura un
algorithme permettant de reconnaftre la minimalité d'un élément de H. Ce n'est

pas le cas au moment de la rédaction de cette thése.

Soit S une famille emboltée d'éléments de ¥ ,on note E(S) 1'ensemble
des équations suivantes
£(S) %(8(v)) = 1 pour tout veV
x(y(8)) =q_ pour tout SeS

Le résultat central de cette thése est le

Théoréme IV-1-1

Soit G un U-graphe,ona :
rg(6) = v(6) - |s]+ 1

avec V(G) nombre cyclomatique de G et S une H-famille emboItée maximale [J

D'aprés le théoréme I-3,il suffira de montrer que,pour toute H-famille
emboltée maximale S,les équations de E(S) engendrent toutes les équations def et
que le rang du systéme est : IVI + ISI— p ,ol p est le nombre de composantes con~

nexes de G.
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On notera I la famille des ensembles impairs de sommets de G presque
parfairement couplé@s pour tous les couplages parfaits de G I >5H .

Soit Sel on pourrait utiliser les théorémes II-1-} et II-1-2 pour mon-
trer que x(Y(S)) = qg est une combinaison linéaire d'équations de F.Cependant
le lemme suivant va nous apporter un peu plus de précision en spécifiant les é-

quations de E nécessaires & cette combinaison :

Lemme IV-1-2
Soient G unu-graphe,SeS et Gun couplage parfait de G.Soit ac$S le som—

met insaturé de G(S).Soient MS et PS les sommets internes et externes de G(S) et

D la famille des composantes connexes d'au moins deux sommets de G(PS).On a alors

$ =
PS MS S

D'autre part : x(y(8))

95 est combinaison lindaire des équations
E(D) suivantes:

x(8(v)) = 1 pour tout veMS

x(y(D))

ED)

q, pour tout DeD

Démonstration :

oo couplage parfait de G est un couplage presque parfait de G(S),donc
PS ; MS = S,sinon il existerait une aréte e de 6(?S ; Ms)ny(S).Celle-ci ne pouvant
pas appartenir & un couplage presque parfait de G(S) (corrolaire II-1-6), ne peut
pas non plus appartenir 3 un couplage parfait de G qui estxnlzégraphe.

D'autre part tout &lément DeD appartient & H : c'est un hypocouplable

~car il est contractable par application du 'Blossom Algorithm' 3 G(8);la contrain-

te correspondante est toujours serrée,ceci est une comnséquence du théoréme des
écarts complémentaires ( cf. 1l'exemple de solution du dual du probléme de coupla-
ge,donnée dans le chapitre II et Edmonds[41).

Une autre conséquence ducorollaire II-1-6 est que Y(MS) = ¢.on peut donc
gcrire :

(1) Y(S) = 386(v) + I y(D)

veMS BeD
(11)x(y(8)) = 2x(8(v)) + I x(y(D))
VEMS DeD

Puisque DeH quel que soit DeD on a :

(iii)x¢y(s))= |M_| + Z q
5" "pep D

|MS|+>:|D -1
DeD 2

gl + 2 [nl_1 [o]
. DeD 2 2
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. R . . .
si on mote PS 1'ensemble des sommets externes qui n'appartienmnent & aucun

D eD (sommets externes réels),en raison de la structure de 1'arbre de mar-

quage ( Y(PI,;) =¢),ona:

. 4ok
(1ij$|+ | D] = IMSI + 1 '
(v) S=MS+P1;+ZD

DeD
(vi) |s| =1 R o] _1
SLo e pglelzgl + 2 181 -2
En teportant dans (vi) |P§| ,par sa valeur calculée dans (iv) ,on obtient:

DeD
qui en raison de (iii) est &gal a x(y(S)) O

Wi qg = Iugl- 12!

Notons H'et I' l'ensemble des &éléments T de H et I respec—

tivement,tels que l'&quation x(y(T)) = q,, n'est pas combinaison li-

T
néaire d'éléments de E(S).Une conséquence immédiate du lemme précé-

dent est que H' et I' ont les mémes &léments minimaux.

Lemme IV-1-3 : ( Pulleyblank [6])

Soient G = (V,E) un graphe admettant un couplage parfait,
S et T deux &léments de I .Si ISnTI est impair,alors TnSel ,TuSel
et pour tout eieY(TUS)—Y(T)-Y(S),on ax, = 0 quel que soit le cou-
plage parfait.

Démonstration :

Voir l'article de référence [

Corollaire IV-1-4 :

Si G esttuluﬁgraphe,sous les hypothéses précédentes on a :
Y(Tus) = Y(T) - v(S) = ¢

Démonstration :

C'est une conséquence immédiate de la définition d'un

U-graphe et du lemme précéddent [J

Lemme IV-1-5 : . (Pulleyblank [6])

Sous les mémes hypoth&ses que celles du lemme précédent,

mais avec lSnTl pair,on a : T-Sel et S-Tel ;de plus,pour tout
eied(SnT)—Y(SUT),on ax, = 0 pour tout couplage parfait.

Démonstration :

Voir l'article de référence [

| Bl
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Corollaire IV-1-6 :

Si G est un W-graphe,sous les hypoth&ses précédentes on a:

§SnT) - y(SuT) = ¢

Démonstration :

Conséquence immédiate du lemme et de la définition d'un

U-graphe 0

Lemme IV-1-7

Soient Tel' et SeS tels que [Tns‘ est impair.Alors,l'é-

quation x(Y(T)) = dp est une combinaison lind&aire des 3 équatiomns

suivantes
x(Y(8)) = qg
x(Y(S0T))= g p
x(Y(SUT))= qg g
Démonstration :

En raison du corollaire IV-l-4,on a :
Y(8uT) = Y(S)uY(T)
Y(T) + (Y(8) - Y(8nT))

il

ce qui donne :

il

x(Y(T)) = x(Y(SuT)) -x(v(8)) + x(y(snT)) O

Rappelons qu'on note # ' ,la famille des Eléments %ecH
tels que x(Y(T)) = A n'est pas combinaison linéaire d'équations
de E(S).Un élément T de H' peut soit intersecter proprement un ou
plusieurs &léments Se€S (i.e. SNT #9 ,SPT et TAS),soit contenir,ou
8tre contenu,dans ou plusieurs éléments de S.En raison de la ma-
ximalité de S,ce sont les seuls cas,non exclusifs,possibles.

Intéressons-nous d'abord @ la premi&re situation.Pour

cela,définissons

S.T = { seS / SnT #¢ ,SPT,I#S et S maximal pour ces propriétés}

Proposition IV-1-8 :

Soient T un &lément minimal de H' (et donc de I') et {Si}i=l q

les &léments de S.T .Alors,pour au moins un i = 1,....,q,0n a

lTﬂSil pair
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Démonstration :

Supposons que,pour tout i =l,...,q ,ITnSi [soit impair,

par application répétée du lemme IV-1-7,on obtient que 1'dquation:

x(y (D)) =

est une combinaison linéaire des équations suivantes:

(a) X(y(si)) = qsi pour i = 1,...,q

(B) %y (T05,))

=Qp.g POUT i=1,..0,q
i

(e) x(y(Tu(izlsim = 9,(.5.5.)
i=l 1
Or les équatiomns (a) appartiennent & E(S) et les équations (b),par
minimalité de T,sont combinaisons linéaires d'équations de E(g).Il
reste & établir que (c) est également une telle combinaison.
Pour cela,montrons d'abord que pour tout i =l,...,q,on a:
5(S) =y (M(Z8)) # ¢

Si est connexe,iléxiste donc une arte eES(TnSi)ny(Si) (voir figure 37)

(2

figure 37

e étant par hypothése utile,il existe un couplage parfait EL de G tel
que eeee.D'aprés le lemme IV-I—3,TnSi est presque parfaitement couplé;
par conséquept,l'unique arBte f de %Zné(si) ne peut pas appartenir 3
S(TnSi);cette aréte f ne peut pas appartenir i Y(SiUT) (si c'était le
cas T ne serait pas presque parfaitement couplé).Elle ne peut non plus
appartenir 3 un Y(S uS ) En effet si ¢ etalt le cas pour un certain j,
on peut facilement v01r qu'un des trois ensembles suivants SJ ,T ou SJ T
ne serait plus presque parfaitement couplé,ce qui est contraire,suivant
le cas,aux hypothéses ou au lemme IV-1-3
Les figures 38 et 39 résument la situation quand on impose
a TﬁSj d'étre presque parfaitement couplé;dans le premier cas,T,et dans

le second,Sj ne respectent plus les hypothéses.



q
fie6(s.)—Y(TU(jélsj))et E% un couplage partfait de G contenant f

G(Ty(

J

i
q

]
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figure 38 figure 39

Soient (fi)i=l une famille d'ar&tes telles que

g e ey

1 1
Sj)) étant presque parfaitement couplé,on a pour tout i=l,...,q
fe;} = 8(s;)nk, <y (D (voir figure 40)
1

"L. Sg. Sl
£

figure 40
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Supposons que e, = (Vi’wi) avec vieSi.501t (Ci)i=2,...,q

une famille de cycles alternés telle que fieCipour i=2,...,9.

sjsinon,en pivotant Qf
1
autour de Ci on détruirait la presque perfection du couplage sur Si

chaque Ci contient nécessairement e, et e,
ou sur Tu(jélsj).ci—Y(Si)est connexe pour la méme raison.

Toutes ces considérations ont pour seul but de justifiar
le fait que 1'on peut appliquer 1'algorithme de marquage a G(Tujélsj)
muni de ef ,de la fagon suivante:

}a) Diriger le marquage de fagon a contracter Sl'

(b) Marquer le long de CinY(T) jusqu'ad atteindre vi.On

sait qu'alors v, est le premier sommet de Si marqué.Di-
riger le marquage pour contracter Si et répéter pour tout i=2,...,q

(¢) Terminer le marquage.

L

En raison delaminimalité de T,les ensembles contractés
dans (c) sont des &léments de H-H'

Or,d'aprés le lemme IV-1-2,1'équation (c) est combinai-

son linéaire des équations

n

x(8(v))
x(Y(S))

1 pour VEMTU('% s.)
J=173

pour tout S expansion

g

d'un pseudo-sommet dans le marquage
de G(Tu( & S.))
1 1
On vient de voir que ai S est 1'expansion d'un pseudo—sommet dans
le marquage de G(Tu(iélsi),alors,soit SeS.T,soit S a &té contracté
dans la phase (c) et par consdquent Se¢A-H'.L'équation (c) est donc

combinaison linéaire d'équations de E(S) [

Prposition IV-1-9

Soit Tun &lément minimal de F'.I1 n'dxiste aucun Se¢5 tel

que TNS # ¢ et |TNS| soit pair.

Démonstration :

Soit S un élément minimal pour la propriété d'intersecter
un élément minimal de p' en un nombre pair de sommets.
D'aprés le corollaire IV-1-6,on a: S(SATY-Y(SyT) =¢ ,donc:

T x(8(v)) = 2x(y(SnT)) + x(8(S) ny(T)) + x(&(T) ny(S))
veSNT
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Or :
Y(8nT) + S(T)ny(S) = Y(8) - Y(5-T)
Y(SnT) + 8§(S)ny(T) = y(T) - y(T-S)
Donc :
Zx(0)) = x(y(T) - x(y(T-5)) + x(y(8)) - x(¥(5-T))
veSNnT
Finalement

x(Y(T)) = Z x(8(v)) + x(y(T-8)) + x(Y(5-T)) - =x(y(S))

veSnT

T étant aussi é&lément minimal de I',x(y(T-S)

aire d'équations de E(S).D'aprés le lemme IV-1-2,1'équation x(Y(S-T)=qS_T

“4p-g

est combinaison liné-

est combinaison lin&aire des x(8(w))=1 pour WEMS_T et des x(Y(D))=qD

pour tout DeD,famille des composantes
nimalité de S,x(’Y(D))=qD pour DeD est
de E(S);en effet, supposons que ce ne

malité de S,on déduit que D rencontre

connexes de
combinaison
soit pas le

les S.¢S en
1

G(PS_T).Or,par mi-

linéaire d'Bquations

cas,alors de la mini~ -

un nombre impair de

sommets;ainsi,en raison de la proposition précédente,on arrive i une

contradiction., O

Les deux propositions précédentes nous montrent que S.T = @

pour tout TeH' (et pour tout Tel').

Soit TeH' tel que S.T = @ on se trouve alors dans au moins

un des cas suivants :

Cas a : Quand on contracte les éléments de S(T),le graphe

G(T)x3(T) est biparti.Ce cas est le seul 3 considérer si S vérifie

la définition récursive ,donnée au début de ce paragraphe.

Cas b : Si le cas a ne se produit pas,il existe SzS5 con-—

tenaat:T.Choisissons S le plus petit avec cette propriété,le graphe

G(S)x(S(S)ufT}) est biparti.

Proposition IV-1-10 :

Soit TeH-S tel que S.T =P.Alors T¢H',c'est—a-dire ,

x(y(T)) = Ay est combinaison linéaire d'équations de E(S).
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Démonstration :

La figure 41 représente le cas bj;le cas a s'obtient en in-

terchangeant les lettres S et T

[V ad

figure 41

Traitons le cas b.0On verra que la démonstration dans le cas a
s'en déduit immédiatement.Soit

Soit e = (u,v),véS,l'aréte de §(S) ne.Appelons G'(S) le graphe
dont 1'ensemble de sommets est §u{v}et dont l'ensemble des arétes est
formé de Y(S> et de 1'ensemble §'(S),obtenu en remplagant chaque aréte
(w,z) de §(8),avec weS,par (w,v).(voir figure 42)

Soit G'*(8) = G'(S)x(S(8) u{T NH:c'est un?lrgraphe biparti.

figure 42
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Marquons ce graphe & partir de v.Tous les sommets admettent
une marque + ou -~ .

Soient 0 les pseudos-sommets correspondants aux S. eS(S) et
T celui correspondant i T.Rappelons que dans G' (S) aucune aréte n'a
ses deux extrémités marquées — du fait qu'une telle ar&te serait inu-
tile. Les sommets de G'*(S) marqués - se partitionnent en 3 ensembles:
{v}, M les sommets réels qui appartiennent & S MSP les pseudos som—
mets (qul proviennent de contractions).On a alors

x(v(8)) = I, =x(6(w) + I x®) + 2 x(y(8,)) + x(y(T))

ueM” {R/peig"} 8,€5(8)

Egalité vraie du fait que pour peMgp: S(R)NS(S) = P puisqu'il ne
peut y avoir d'arBtes aux deux extrémités marquées - ,donc §(R)ey(S).
Or,

S(R) = ZER x(6(z)) - 2x(Y(R))
Selon que T est marqué — (cas &) ou + (cas B) ,on obtient

Cas a: € =1, cas B+ g ==

x(y(8))= L x(8(w) + 1L ( Z x(8(2)))- éY(S N+ L X(Y(S ))+ex(Y(T))
ueM {R/peM P}zeR {1/0 eM {1/0 éM P}
Ce qui montre que x(Y(T)) = qp est combinaison linéairec d'éléments de

E(S) dans le cas b.Le cas a s'obtient en &liminant,des équations a ou
B,le terme x(Y(T)) puis en remplagant S par T.Dans ce cas,on a donc

aussi x(y(T)) = combinaison lindaire d'éléments de E(S) [t
9r

Corollaire IV-1-11

H'= ¢
Démonstration :
H' ne posséde pas d'élément minimal,donc #' =¢ [

Par conséquent,F(S) est bien un systéme générateur des &qua-

\

tions de E .Il ne nous reste plus qu'd montrer,comme annoncé,que le
rang du sysréme E(S) est IV| + ISI - p ol p est le nombre de composan-—
tes connexes de G.

Supposons G connexe et considérons la combinaison linéaire

(c) suivante des premiers membres des équations de E(S)
(c) wgv awx(G(w)) + gL S BSX(Y(S)) g 0
{c) est un systéme de IE| + !S| équations aux inconnues o »pour tout

weV,et B_,pour tout SeS.0n va montrer que ce systéme admet la solution
€ S q y

suivante qui ne dépend que d'un seul paramétre:
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¢ B = § e(S)k si S est un élément maximal de S
S 0 sinon
o = €(W)E_ pour tout weV
w 2

oti les £(8) et les £(w) prennent leurs valeur dans {-1,+1}
Prouvons d'abord que si ueV et SeS sont tels que S est mini-
mal pour la propriété de contenir u,alors o = & pour tout weS .
Appelons nombre de couches de SeS,le nombre maximum d'éle-
ments de S(S)u{S} deux 3 deux comparables.Si S est dessiné a 1'aide
d'un diagramme de Ven,c'est le plus grand nombre de frontiéres que
1'on traverse en allant d'un point,3 1'intérieur de S,a un autre,d

1'extérieur.Par exemple,S de la figure 43 a trois couches.

figure 43

La démonstration va se faire par récurrence sur le nombre de
couches de S.

Notons bS = TES BT

.Si S n' a qu'une seule couche (i.e. S5(S) = ¢).Pour tout

sommet yeS adjacent & u,on a : ay = —au—bs .Les voisins z de y dans
S ont un coefficient az = au ;les voisins z' de z ont,d leur tour un
coefficient o, = -au—bs et ainsi de suite.Or,S possé&de un cycle im-
pair,donc pour un certain teS,on aura: a, = —au-bs,donc pour tout
weS,0 =0 = - bs .

W u 2

. Supposons la proposition vraie pour S & (k-1) couches.
. Soit S & k couches.Par définition de S,ueS et uéTeS(S).
Répétons ce qui a été fait dans le cas d'une seule couche,c'est-a-

dire déterminons les Cajde proche en proche,i partir de u.Quand un
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des sommets atteints .appartient 3 un élément Si maximal de S(S),alors
tous les sommets w de Si ont,par hypothé&se de récurrence,méme awqui
est,soit du ,S01it -au—bs .Les éléments de S(S) &tant contractés, il
existe,par définition de S,un cycle impair dans le grapheré&duit; on

obtiendra donc pour un sommet t : at = —au = —au-bs ttous les sommets
bs

de S ont,par conséquent méme coefficient a = -3 -

Soient e = (u,v)éSgSY(S) et G¥ = GxS le graphe obtenu en

contractant les &léments maximaux de S.D'apré&s le théoréme II-2-6,
* *

G- est un‘urgraphe biparti.Marquons G & partir de u,chaque sommet

regoit une marque (et une seule).

Posons uu = - %- (u est'marqué -) et calculons de proche

en proche les o, pour weV-{u}.0On trouve que si Wésgss,alors uw=€uu=8§

: *
ol € est la marque du sommet correspondant dans G .Pour tous les

P . . - k
sommets weSeS,S é€lément maximal de S,on arrive a aw = Eau = eE

N * N
ou € est la marque du pseudo-sommet de G correspondant a S.Pour
tout élément maximal S de S,on a alors bs =R = —2€au = -gk ,et

pour tout T &lément maximal de S(S),on a bT = BS+BT=—2€GU=BS s

donc BT=O.De la méme maniére on démontre alors que,pour tout”TeS(S),
B& =0 .

La solution,une fois fixé&e la valeur d'un aw,étant unique,
le rang du systéme,dans le cas ol G est connexe,est |V| + |S] - 1.
Ce que 1'on vient de réaliser s'applique & chaque composante con-—
nexe de G;si G a p composantes connexes,il suffira de fixer p pa-

ramétres pour trouver une solution qui sera alors unique .
Cecli termine la démonstation du théoréme IV-1-1 .

Remarque 3 :

Si 1' on remplace la condition sur G,que toute aréte est
utile ,par celle moins forte,que toute aréte est faiblement utile,
le résultat précédent demeure valable puisque une ar&te faiblement
utile et inutile est isolée;ni le nombre cyclomatique,ni |S| ne

sont changés.
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Corollaire IV-1-12 :

Soit G un %Lgraphe.Toute H-famille emboitée maximale a la

méme cardinalité.

Démonstration :

D'aprds le théorgme IV~-1-1, dim F = v(G) - |S|,dim F et

v(G) étant des constantes,|S| en est &galement une [

Remarque 4

En raison de la remarque 3 précédente,le corollaire IV-1-12
reste valable.pour les graphes tels que toute arEte est faiblement

utile.

Remarque 5 :

Soit ¥ 1'ensemble des H-familles emboitées d'éléments de H
S8i ¢ est considéré comme 1'ensemble des indépendants,le couple

(H,7) forme—-t-il un matroide ? Non,comme le montre 1'exemple suivant.

Exemple : ,
Dans le graphe de la figure 44,{81,52} est un ensemble

indépendant.Un circuit,8tant un ensemble dépendant minimal,est for-
mé de 1l'intersection de deux éléments de H.Or,{Sl,SZ}U{T]} posséde

- . . . - Ld
deux circuits,ce qui est impossible pour un matroide.

figure 44

1!
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Un probléme encore non ré&solu est celui de trouver une
g-famille maximale.Si 1'on sait obtenir les ensembles maximaux
d'une telle famille,par marquage 3 partir d'un sommet,on ne sait
pas la trouver toute entiére.On aurait pu penser qu'une famille
emboTtée maximale de contractions,obtenue par marquage,contien-
drait une A-famille maximale.lL'exemple ci-dessous montre que ce

n'est pas le cas.

Exemple :
Soit G le graphe de la figure 45.Une A-famille maxima=-

le est formée des ensembles {1,2,3} et {4,5,6} .La famille em-
boftée maximale suivante,obtenue par marquage & partir du sommet 5,
{1,4,6} et {1,2,3,4,6} ,ne contient qu'un élément de H qui est

{1,2,3,4,6},et ne contient donc pas une H-famille maximale.

figure 45

B - CAS DES GRAPHES SANS SOMMETS PARFAITS ET CAS GENERAL

Soient '€ un couplage maximum de G et Vi sVgsees ,Vkev les
sommets laissés insaturds par B.En appliquant le 'Blossom algorithm'
3 G muni de ©€,on obtient une forét F,formée des arbres Ai=(vi’Ai)
pour i=1,...,k (un par vi) qui sont des sous-graphes partiels de G*,
le graphe obtenu aprés contraction des composantes connexes de G(PG).

. ~ . *
Puisque,par hypothése,P _ + MG= V,F est une forét maximale de G .

G
Rappelons qu'on note D = {DCV/ID‘>1 et D est une composante
connexe de G(PG)}

On appelle bloc de G un sous-graphe de G maximal sans poinp

d'articulation.On note b(G) le nombre de tels blocs dans G.
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Exemple :

Le graphe de la figure 46 posséde deux blocs qui sont:

{1,2,3} et {3,4,5}

y
3
) 4
figure 46
Théoréme IV-2-1 : (Pulleyblank L[71)

Si G est un hypocouplable,il admet lE[ - b(G) + 1 cou~

plages presque parfaits linéairement indépendants [

Une démonstration constructive est donnée dans L71.

Zpb(GD)),a=[M | sm) =m0t m =|y(ty)|

Posons |D|b= DE

Théoréme IV-2-2 :

Si G est un graphe sans sommet parfait :

rp(C) =m - q - [ply + 1

Démonstration :

Un bloc de G est un &lément de F,ol F est l'ensemble des
hypocouplables dont la contrainte correspondante de (PC) est serrée
pour tous les couplages maximums .Construisons une famille embol-
tée S d'éléments de H,de la fagon suivante:

. D D ~
soient DeD et Bl"""Bb(G(D)) les blocs de G(D),rangés

D D aBD

‘ D j-1.D . D _
dans un ordre tel que Bjnig]Bi #¢ vj;posons Sl Bl » = 19,81

pour i=2,...,b(G(D)) ;remarquons que Sg(G(D))=D .
Soit,alors,S = {Sg / DeD,z=1,...,b(G(D))} .Par construction,|$f=|Dib

Considérons 1'ensemble suivant de contraintes de l'en—

semble serré de F :

(a)  x(8(v))
(®)  x(y(s))
(c) X

e

1 pour tout V€MG

qg pour tout seS

0 pour tout e€ (P)
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En rangeant les &quations précédentes dans 1'ordre (c),(a) et (b),
ces dernidres classées dans un ordre décroissant (pour 1'inclusion)
sur les SeS,elles ont une structure triangulaire et sont donc in-
dépendantes.Par conséquent :
rp(6) < m=a-|D|*1

En remarquant que la famille S construite précédemment est unique,
i une commutativité pré&s,on pourrait démontrer directement 1'éga-—
1ité voulue.Cependant,il est tout aussi simple d'essayer de cons-—
truire mT—

ce qui donnera 1'in&galité.précédente dans 1l'autre sens.

q—|D|b+l couplages maximums linéairement indépendants ,

Soit 0eM.Il existe un seul i tel que aeVi.Soit Cy 1la
chaine joignant o & 4 dans 1'arbre Ai.Glisser le couplage € 1e
long de Ca,pour obtenir un nouveau couplage maximum ©',consiste
i inverser le rdle des ar€tes de Ca par rapport au couplage.

La construction est alors la suivante :

(i) Pour tout sommet externe réel et tout pseudo sommet O,
glisser E?le long de Ca.Dans le cas ol o est un pseudo sommet,
on ne change pas le couplage dans le sous-graphe dont la contrac-
tion a donné o..(Bien entendu,dans les autres pseudo-sommets de Ca,
ce couplage devra &tre changé).Les sommets externes et pseudo-—
sommets minimaux dans la relation de préordre définie par la fo-

-

rét F,ne donnent lieu 3 aucun glissement.

(ii) Soient ¢ un pseudo—sommet et Eg le couplage maximum
obtenu par glissement de B le long de COL.Remarquons que QO'L- 8
si o est un des é&léments minimaux mentioan@s dans(i).Soit D 1'ex-
pansion de a.Comme on 1l'a précisé dans (i), Let 9& induisent le
méme couplage presque parfait de G(D).Cependant,ﬁ&nG(D)=¢ et 1'on
peut donc remplacer le couplage presque parfait de G(D) par
IY(D)I—b(D) autres linéairement indépendants.On trouvera dans
Pulleyblank [7],la maniére d'cpérer.

Répéter pour tout D -

(iii) Pour toute aréte e(y(MG) +(§Ai),soit e=(t,z).S1 les

deux sommets adjacents & e sont comparables dans la relation de

préordre déja définie,faire (1),sinon faire (2)

(1) Si t et z sont comparables,l'adjonction de e &
la foré@t F crée un cycle alterné.Pivoter € autour

de ce cycle.
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(2) Supposons tePG,i tel que teVi et f= (z,w)ee 1'aréte du

-

couplage adjacente 3 z. Glisser € le long de la chaine
C. v {e} u {f}.

Combien a-t-on construit de couplages maximums ?

(i) Autant que de sommets externes de GXD qui ne sont pas minimaux,

c'est & dire autant que de sommets internes, donc q.

i) = (ym| -bm = = [ym] - ||,
DeD DeD .

(iii) On construit un couplage par aréte qui n'appartient pas 3 la forét F

et qui joint un sommet interne 3 un sommet externe. La for&t possédant 2q
* .
1—2q— z IY(D)lcouplage maximums .

DeD

arétes, on a construit m
En ajoutant tous ces couplages, sans oublier le couplage initial ¥, on obtient
*
ien m,—-q~|D|, +1.
Pour montrer qu'ils sont indépendants, rangeons-les dans l'ordre suivant

Premiérement, ceux obtenus dans (iii),puis ceux obtenus dans (ii), dans un
ordre décroissant pour les DeD, 1l'ordre &tant induit par celui sur les pseudo-
sommets dont ils sont 1l'expansion ; enfin, ceux donnés par (i), puis €. Dans
cet ordre, ces couplages ont une structure triangulaire et sont donc linéaire-

ment indépendants. 0

Remarque 1 :

Un couplage maximum de G est constitué d'un couplage maximum de

G(B*M) et d'un couplage parfait de G(R), donc

re(G) = r,e(G(%ﬂ@) + re(G(%)) -1

Remarque 2 :

Soit Y la cardinalité maximum d'un couplage de G. On s'intéresse,
ici, & la dimension du poly&dre qui est l'enveloppe convexe des couplages de

cardinalité k < y.

Si k = u : c'est 1'objet des chapitres III et IV précédents.
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Si k <y : le systdme suivant

IA

pour tout v vérifiant la condition * du chapitre II.

x(6(v))

(PCk) x(y(8)) < qg pour tout S hypocouplable sans point d'articulation.

x(E) < k

définit 1'enveloppe connexe des couplages de cardinalité inférieure ou égale
a k.

Ce systéme est visiblement minimal puisque la derniére contrainte ne peut pas
étre la conséquence des autres si k < u. Ce polyddre est de plus, de pleine
dimension, donc la contrainte x(E) < k correspond 3 une facette de (PCk).

La dimension cherchée est par conséquent de |E|-1.
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CONCLUSION

Parmi les questions qui restent ouvertes, aprés ce travail,
les deux suivantes semblent les plus intéressantes pour les raisons que

1'on exposera ci-dessous.

1) Construction des v(G)-| g|+1 couplages parfaits du théordme IV.1.1.

En vue de cette construction, on peut conjecturer que si G est un
U-graphe et € un couplage parfait de G, il existe une base de cycles formée

de [SI cycles impairs (presque parfaitement couplés ?) et de V(G)-ﬁSl cycles

alternés, ces derniers ayant une structure triangulaire.

2) Caractérisation des éléments minimaux de H.

Cette caractérisation est certainement nécessaire pour répondre i
la question précédente. Elle revient & celle des hypocouplables S pour les-
quels le graphe obtenu, en reliant toutes les arétes du cocycle de § (voir

figure 47) & un méme sommet ¢, posséde des H-familles maximales de cardinalité

figure 47



La réponse 3 ces deux questions permettrait d'avancer dans la
détermination des facettes du poly&dre, enveloppe convexe des vecteurs
représentatifs des couplages parfaits. Dans le méme ordre d'idées, il
serait int&ressant de connaitre la classe de contraintes qui donne la
méme facette. Ces deux problémes sont assez difficiles & résoudre car

le polyédre en question n'est pas de pleine dimension.

Un autre intér€t qui suscite la caractérisation des &léments
minimaux de H est la conjecture de Fulkerson (voir chapitre II, §C). Il
suffirait de démontrer cette conjecture, dans le cas oii G est un graphe
cubique 3 ar@tes-connexe, tel que toute H-famille maximale soit de car-
dinalité 1. En effet, soient G un graphe cubique 3 ar@tes-connexe (cf.

chapitre II, §C) et SeH, alors IS(S)] = 3, car on tire de 1'@galité :
[8(s)| = 3}s|-2]v(s)]

que IG(S)[est impair ; or, |6(S)] > 3, en raison de la 3-ar@te connexité
de G et IG(S)I < 4 du fait que si G n'est pas 3 ar8tes coloriable il est
4 ar@tes coloriable et que si SeH, une seule ar8te du cocycle de S est

coloriée chaque fois.
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ERRATA

: ligne 6 S c V
39 :

avant derniére ligne

m =m - IY(MG)I

: re(G) = rB(G(PG+MC)) + re(G(V
4° ligne en partant du bas :
proposition I-3

derniére ligne : e ¢ y(MG)

: dans remarque |

r€<e) = rE(G(PG+MG)) + rB(G(v

- (PG+MG)))—1

- (M)
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