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Introduction

Le travail présenté dans cette thése traite de ce qui est appelé@ aujourd'hui
"Le choix collectif" ou "L'agnégation des opinions individuefles".

Historiquement, le probléme mathématique a &té posé au moment de la révolution

frangaise par Condorcet 6] et aprés, par Borda (5] .

Ces mathématiciens ont &té les premiers 3 étudier les propriétés de divers modes
de scrutins dont le plus connu est sans aucup doute la méthode de la majorité
simple. Elle consiste 3 demander 3 chaque votant un classement des candidats -
suivant un ordre total, puis & définir le classement collectif en considérant
ces mémes candidats paire.par paire ¢ s'il y a plus d'individus qui préférent
le candidat A au candidat B, alors A sera préféré a B dans le classement col-

lectif.

Cette méthode simple qui semble raisonnable a cependant le grand inconvénient
de ne pas toujours fournir un ordre collectif. Condorcet fut le premier i
remarquer que, dans une décision collective issue de la majorité simple appli-

quée & trois candidats A, B, C, A pouvait &tre préféré 3 B, Ba C, et C 3 A ;
c'est ce qu'on appelle "E{fet de Condoncet”.

Les recherches qui ont suivi se sont dirigées vers la définition de meilleures

régles de décision collective jusqu'a ce que Arrow bouleverse par un théoréme



célébre, le concept de régle de choix "democnatique” ; il a en effet mis en
évidence que la seule régle obéissant aux principes de "souverainets" et de
"Loyaute" est celle qui confére i un individu unique le statut de dictateur

imposant & tous les votants ces préférences personnelles [4] .

I1 s'est avéré que toute tentative visant 3 supprimer la nécessité d'un dicta-
teur devait mettre en cause des axiomes représentant jusqu'alors des principes
démocratiques. Ainsi a débuté la recherche des conditions sans lesquelles la
méthode majoritaire est applicable sans risque "d'effet de Condorcet" ,
S'engageant dans cette voie, Black proposa les conditions "d'unimodalits" et
"d'unimaximatite” * 3] . 11 fur suivi par Inada ("uniminimalits" et
"bi-pantition") puis par Ward et Sen qui trouvérent une condition ("Aans cannd
Latin") englobant toutes les précédentes [3][:17][13] La condition de Blin [4]
("Consistance. multidimensionnelle™) est elle aussi un cas particulier de celle
de Sen. Toutes ces conditions restreignent le nombre d'ordres individuels
différents admissibles. La condition U'étoilement’ (Terrier [48] ) léve la limi-
tation sur la variété des opinions mais entrafne en contre partie des restric-

tions sur la répartition de celles-ci au moment du vote.

La méthode majoritaire simple ne semblant décidemment pas 8tre satisfaisante,
nous nous sommes alors intéressés a la "algle majornitaire au sewil q %",

q étant un entier compris entre O et 100. Cette régle fait précéder B par A
dans 1'opinion collective si et seulement si le nombre de votants préférant

A a8 B dans leur opinion individuelle est supérieur i q 7.

On peut ainsi définir un graphe dit de surclassement dont les sommets sont
en correspondance biunivoque avec les candidats. Un arc joindra 2 sommets A et

B si et seulement si A est préféré a B par plus de q % des votants.

-

A

"plus de q % des votants préférent A i B

moins de q % des votants préférent B 3 A",

* Connue dans la littérature sous les noms "Condition de Black" et "Condition
d'Inada", abandonnées ici en raison du caractére symétrique qu'elles présen-

tent en fait.



I1 est clair que le graphe de surclassement n'est pas toujours complet si le
seuil p est strictement supérieur a 50-7 : cela signifie alors que certains

candidats peuvent &tre non comparables entre eux.

"moins de q 7 des votants préférent A

o
[we)

o
>

moins de q % des votants préférent B 3

Le seuil &étant fixé 3 50 Z, il y a effet de Condorcet si et seulement si le
graphe de surclassement contient un circuit. Ainsi, les conditions de BLACK,
INADA, WARD, SEN, BLIN et TERRIER sont suffisantes pour qu'au seuil de 50 Z

le graphe de surclassement soit sans circuit.

Nous nous sommes attachés dans cette thése, & la’ détermination, un seuil q étant
fixé, de conditions emp€chant 1'apparition de 1'effet de Condorcet. Ces conditions
généralisent la plupart des précédentes et ont l'avantage d'€tre pour des seuils
supérieurs & 50 % beaucoup moins restrictives que les conditions enoncées aupa-

ravant.

On trouve au premier chapitre, quelques propriétés d'un graphe de surclassement
au seuil q 7%, q€'-[0, I, 2,..., lOO} et une réponse 3 une question soulevée

par E. JACQUET-LAGREZE [40]: "L'absence de carré latin d'ordre p, p €N, est-elle une

condition suffisante pour que le graphe de surclassement au seuil g : ? . 100 %

soit sans circuit, pour p = 4 7"

En particulier, on montre la relation qui existe entre deux seuils critiques,
ol 1'un est le plus grand seuil pour lequel le graphe de surclassement sera dit
contenir un graphe d'ordre total et l'autre le plus petit seuil pour lequel 1le

graphe de surclassement est sans circuit.

Nous allons présenter une procédure permettant de déterminer rapidement, un graphe
de surclassement &tant donné&, ces deux seuils.

i
Entre autre, cette procédure va nous donner une méthode d'agrégation des opinions

et permettre de tester facilement si un graphe simple est sans circuit.



Nous généralisons les conditions d'unimaximalité et uniminimalité dans le 2&me
chapitre qui contient également des algorithmes de reconnaissance de ces condi-
tions. On montre que ces derni&res correspondent i des modéles cohérents de choix

individuel.

On ne connaissait pas jusqu'a présent, le nombre d'ordres individuels différents
admissibles vérifiant les conditions d'unimaximalité et d'uniminimalité : la
détermination d'une borne supérieure de ce nombre est un résultat inattendu du

chapitre 3.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons des conditions définies par
rapport a8 un ordre de référence, ainsi que des algorithmes de reconnaissance
de ces conditions. On montre quelques relations paradoxales entre les conditions

précédentes.



CHAPITRE T

Graphe de surclassement
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1 Graphe de surclassement —

Methode majoritaire

Soit X = '{xl,.., xn} un ensemble d'objets 3 classer, |X| = n.
Toute famille finie E = 0], 02,..., 0m d'ordres totaux Oi sur X (ou bulle-
tins de vote) est appelée "ETAT DE L'OPINION".

Remarquons que les ordres Oi € E ne sont pas nécessairement différents, Nous

notons 0 = (xi, xj, xk.,.) ﬁour exprimer que dans 1l'ordre O X, précéde Xgs X;
précéde X, 5 etc... Soit X =-{xl, Xys X3, xé} . Un 8tat de 1'opinion est par

exemple le suivant :

E = {(xl; XZ, x4: X3), (XZ’ X4, X3, xl)’ (X3, Xl’ x49 xz)’ (XZ’ X4, X3’ xl)’

(xl, X4s Xqs xz)} , donc |E|=5.

La méthode majoritaire -simple~ est définie ainsi :

"8'il y a dans E strictement plus d'ordres dans lesquels 1'objet x précéde y que
d'ordres dans lesquels y précede x, alors dans 1'opinion collective 1'objet x
surclasse 1'objet y.:

La relation de surclassement définie par la méthode majoritaire simple peut &tre

visualisée : (cf. exemple précédent).

ol ®____>.® désigne que dans 1'opinion collective x surclasse y.



On remarque que la relation de surclassement contient des circuits, ce qui rend

impossible de trouver un ordre total comme classement collectif.

Ce paradoxe est généralement connu sous le nom "EFFET DE_CONDORCET"

(Condorcet qui fut le premier 3 remarquer ce paradoxe[ 6 ]). Nous allons généra-

liser la méthode majoritaire simple de la maniére suivante :

1.1.1. DEFINITION : '"METHODE MAJORITAIRE AU SEUIL/3 "

soit g € [0, 1[ et soit IE[ = m.
"Si dans E le nombre d'ordres classant 1'objet x avant 1'objet y est stri

tement supérieur a4 B.m, alors dans l'opinion collective x surclasse y'".

La méthode majoritaire simple correspond a un seuil B = 1/2. A la méthode majo-
ritaire au seuil B correspond -indifféremment du point de vue logique- la relati
de surclassement R (B) ou graphe de surclassement G (B) que nous définissons de

la maniére suivante :

1.1.2. DEFINITION : "GRAPHE DE SURCLASSEMENT G(p)"

On appelle graphe de surclassement G(B): (X,R(ﬁ)), le graphe dont

les sommets sont identifi&s aux objets d classer de X et

(x;, xj) € R (B) &> Le nombre d'ordres de E ayant classé x, avant
X. est strictement supérieur & B.m ol

ge[0,1[ et m= |E|

On peut généraliser la notion "Effet de Condorcet" d'une maniére naturelle en

disant :

"T1 n'y a pas d'effet Condorcet pour le seuil B si le graphe de surclassement

G (B) ne contient pas de circuit".

‘Reprenons 1'exemple précédent. i,



lassement G (B) :

le graphe de surc

obtient

On




Les conditions de BLACK, INADA et WARD, etc... sont suffisantes pour qu'avec un
seuil B = 1/2 le graphe de surclassement G (1/2) soit transitif -dans le cas ol

|E| est impair.
Pour un seuil B 3 1/2, G (B) est sans circuit si E vérifie une de ces conditionms.

Mais ces conditions sont excessivement restrictives en ce qui concerne la diver-—
sité d'ordres individuels admissibles dans un méme &tat de 1'opinion satisfaisa

une de ces conditions.

Dans les chapitres suivants, nous allons donner des conditions beaucoup moins
restrictives pour les seuils B > 1/2. Nous allons remarquer que les seuils B

qui se laissent exprimer sous la forme B=v-1 ,ve N jouent un rble particulier.

v

Les deux paragraphes qui suivent sont consacrés i 1l'é@tude de propriétés des grap

de surclassement G (R).
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2 Chemins et circuits dans un graphe

de surclassement

1.2.1. PROPOSITION [14]

w
Q
o
=
=
1

m et désignons par Bi.m le nombre d'ordres classant X, avant

X; i= l,.:., P.

Le nombre d'ordres de E classant (x! > X, > aee. > xp+|) est alors

supérieur ou égal a

P
[z8; - (G-D]m

i=1

DEMONSTRATION : (par induction)

s 1=l..., p

Désignons par Ei 1'ensemble des ordres de E classant X, avant x,

donc |E. |
i

8; .m

il
N

a) Soit p
Le nombre d'ordres classant X, > X, > X3 est :
'E[" Ezl = |E|| + |E2l - |E| v Ezl
= (Bl+ B, - I )m.
b) Supposons que la proposition soit vraie pour p = 2 jusqu'a p = q-1.

¢) Soit p = q. Notons W 1'ensemble d’ordres classant (xl > Xy > e > xp). Le

nomb y es > > aes > > =
ombre d'ordres classant ( X, X, > xp xq+l xp+l) est

~lwa1«:p| = jw| + !Ep| - lWUEpl
? = p-l
Tards ), [z B -GD+8 -1]nm
i=1 P
P
= [ 8- (D]l [ ]

1=}



EXEMPLE : Supposons que E = 100, et que l'on a :

dans 80 ordres X, avant x,, dans 45 X, avant Xg, et dans 80 X5 avant x,

80

'E!’ 80 ‘I!’ 45 “i!’ . '!!’

alors on sait qu'au moins dans 5 ordres on trouve (xl > X, > Xy > x4)

(puisque 80 + 45 + 80 - 200 = 5).

Conséquences de cette proposition

1.2.2. a) Soit G (B) un graphe de surclassement pour un seuil B, B € [o,1[C.
§'il1 existe dans G (8) un chemin d'une longueur p, alors le nombre
d'ordres dans lesquels les objets de ce chemin sont classés dans
1'ordre du chemin est strictement supérieur & [p.B - (p-1)]m

d'aprés la définition de G (B).

b) Si B se laisse exprimer sous la forme v-1 ,v=1, 2, 3,..
v

alors le nombre d'ordres ayant classé les objets d'un chemin d'une

longueur dans 1'ordre du chemin est strictement supérieur a :
g

[P'ﬁi;l) -p-1].m-= )%;Bum

Donc si p =V il existe alors au moins un ordre ayant classé les

objets dans 1'ordre du chemin.

si p =V -1 alors le nombre d'ordres ayant classé les objets dans

1'ordre du chemin est strictement supérieur & | .m

A%

Cette dernidre remarque nous permet de démontrer d'une maniére trés simple la

proposition suivante :



1.2.3. PROPOSITION[10]

Soit ¥ un entier donné.

DEMONSTRATION:

Supposons que G (f3) contienne un circuit d'ordre V :

Si (32 v~ 1 alors G () ne contient pas de circuit d'ordre =V

D'aprés la remarque précédente, le nombre d'ordres dont la restriction aux

objets XKy » Xy preey Xp s'écrit
(xi, S xy)

. oo i
est strictement supérieur 3 = .m, m= |E|.

Y

Donc le nombre d'ordres ayant classé x_, avant x, est inférieur 3

v 1
(1 - -§;—)-m = ‘9;; ' o M.

Or, /3 > —?-5—1— . my, 1'arc (xv » X, ) ne peut pas appartenir a G (f}).

La figure ci-aprés visualise ce résultat.



: ) " L L v
777777



1.2.5. REMARQUE

-1
Si ff désigne le circuit dans le sens opposé de C , c'est-d~dire
-1 . s pe o e
tf = (x1 s Xp s Xpog seeves X, 5 X4 ), alors on vérifie trivialement
que la valuation d'un circuit d'une longueur p plus la valuation du

: : - -1 - -
circult opposé %2 est égale a p.

1.2.6. PROPOSITION (8] H4)

Soit G (0) un graphe de surclassement pourﬂ = 0, (I1 suffit qu'un votant
préfére x 4 y, que 1l'arc (x, y) soit indiqué sur le graphe de surclasse-

‘ment) . La valuation de tout circuit de longueur p de G (0) vérifie :

p
Isgﬁi <p-1 p=2,3, 4,....
DEMONSTRATION
P
Supposons que G (0) contienne un circuit de longueur p ayant une valuation;E;f%
=

Montrons que f% est inférieur ou égal 3 p-1.
=

Soit ?f = (x1, Xppenooos X = X)

X
P p*i 1
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D'aprés la proposition |, le nombre d'ordres dont la restriction aux objets du

circuit s'écrit : (x1>- X,> ened xp) est supérieur ou égal &

p—i

(Zf- -2 ).m

i=1

On en conclut que le nombre d'ordres ayant classé X, avant x, est inférieur

ou égal a
p-1
( -2 -e-2 )° m
1=1

Ce nombre est par hypothése, égal a /%). m, donc

On en conclut immédiatement que la valuation d'un circuit doit @tre supérieure
ou égale a 1. En effet, sinon le circuit opposé aurait une valuation supérieure

a p-l.

REMARQUE

Soit G un graphe simple, complet et symétrique dont les arcs soient
valués de la fagon & ce que la somme des valuations de deux arcs paral-

léles soit constante.

La proposition précédente donne une condition nécessaire pour qu'un tel graphe

soit un graphe de surclassement. Mais cette condition n'est pas suffisante.

T. DRIDI [7 ] a donné un contre-exemple.
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1.2.7. PROPOSITION f4]

. . - . -1
Soit ¥ un entier donné et soit ﬂz \-1\—)—

5i G (® contient un circuit d'ordre (v + 1), alors, de E, 1'on peut

extraire (V+ 1) ordres dont la restriction aux objets du circuit forme

un carré latin d'ordre VvV + 1.

EXEMPLE

Carré latin d'ordre 4 :

I, 2, 3, 4
2, 3, 4, 1
3, 4, 1, 2
4, 1, 2, 3

DEMONSTRATION

Dans un circuit d'ordre (V+ 1) il existe (V + 1) chemins différents d'une

P

longueur .

Chemin

Notons Y 1'ensemble des objets formant le circuit €. D'aprés la remarque
1.2.2, b) pour chacun de ces (V + |) chemins, on peut trouver dans E un ordre
dans lequel les objets de Y sont classés dans 1'ordre du chemin. La restriction

de ces (V+ 1) ordres aux objets de Y forme bien un carré latin d'ordre (V+ 1)
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REMARQUE

Si on ne peut pas extraire de E, de carré latin d'ordre (V+ 1), alors :

*» I1 peut y avoir des carrés latins d'ordre inférieur 3 Y+ 1, mais on ne

peut pas extraire de carré latin d'ordre supérieur 3 (V+ 1) (on en ex-—

trairait trivialement des carrés latins d'ordre inférieur).

Le rapprochement de la proposition 1.2.3. de la proposition 1.2.7. fournit le :

1.2.8.

THEOREME [11]

- v+ 1

Soit v un entier doané&, et (3 un seuil supérieur ou &gal a > -

Si 1'on ne peut pas extraire de E un carré latin d'ordre (¥ + 1), alors

G (p) ne contient pas de circuit d‘'ordre inférieur ou &gal a (V + 1).

. REMARQUES

a) Pour un seuil /9== 1/2 ce théoréme est une conséquence de la condition

de WARD ("Absence de carré latin d'ordre 3").

b) Si le graphe de surclassement G (p) est complet et antisymétrique,
alors 1'absence de circuit d'ordre 3 implique que ce graphe G (f»

est transitif et donc sans circuit.

c) Si |El est impaire, alors G (1/2) est complet et antisymétrique. Dan
ce cas, la condition de WARD est donc suffisante pour qu'il n'y ait
pas de circuit dans G (1/2).

Inversement, si G (1/2) contient un circuit, alors on peut extraire
de E un carré latin d'ordre 3. Mais on voit facilement que la conditio

de transitivité de WARD n'est pas nécessaire.
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Pour qu'il n'y ait pas de carré latin dans-E, il faut et il suffit
qu'au moins une des trois conditions suivantes soit vérifiée pour

tout Y ¢ X, |YI = 3:

1°) "Unimaximalite"

Un des objets de Y n'est jamais placé en queue de E (Y)

( E(Y) désigne la restriction de E aux objets de Y).

2°) "Uniminimalits"

Un des objets de Y n'est jamais placé en téte de E(Y).
jets d

3°%) "Séparabilité en 2 ghoupes”

Un des objets de Y n'est jamais placé au milieu de E(Y).

En effet, soient ¢ (a,b,c) (c.b ,a)
(b,c,a) (b,a.c)
(c,a,b) (a,c,b)

1’ensemble des permutations possibles sur les 3 objets a, b, c.

Pour que les carré@s latins soient impossibles, il faut qu'une permutation au
moins dans chacun des groupes soit interdite dans E. On vérifie facilement que
quel que soit le couple de permutation interdite, une des trois conditions pré-

cédentes est vérifide.

Si E vérifie la condition de WARD, alors le graphe de surclassement G(p),

(3 = (/2 a la propriété suivante :

1.2.10 PROPOSITION

- -

ISi un état de 1'opinion E vérifie la condition de WARD, alors G(ﬂ) est
transitif pour tout seuil f;kIIZ

4



I - 14

DEMONSTRATTION

Supposons que les arcs (x1 s X, ) et (x2 > X, ) appartiennent au graphe G( ),

mais que 1'arc "transitif" (x, , x. ) n'y appartienne pas.
q s % P

X4 X3

X,

Soient [3,13 m le nombre d'ordres de E, |E[ = m, dans lesquels (x1 > X, )

et /331 m le nombre d'ordres de E, |E|] = m, dans lesquels (x3 > X, )

/313

— ~—
—

x1(/ \\;\.xs
_ -

— e —

Pss
Par hypothése on a ﬂw <= ﬂ et @15/))

1.~ L4 = -
D'oti, puilsque ﬂm + /331 1 ﬂw 21 /3 (1)
et ﬂm =1 -ﬁ (2)

D'aprés la proposition 1.2.1., le nombre d'ordres dont la restriction aux

. Vet
objets X 5 Xy, X, 08 écrit

1%) (x1 » X, 5 Xg ) est strictement supérieur a (2-./3— 1).m =20
2°) (x2 » Xy Xy )y " " " " (/3+ﬂ31~ 1).m = 0 (d'aprés (2))
3%) (xy . x5 x,) " " " " (B+f,- .m0 (@ apres (1))

i

l

4
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é ier, il suffit de restreindre E aux 5 sous—en*embles Yi

de cardinalité 4 de X :

e conti



d
L]

]
)

{1, 2,3,4},

= {1, 2,54},
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Y
2

Y

5

On obtient (sans pondération) :

E(Y,)) = {(, 3,
(1, 2,
(4, 1,
a, 3,
(4, 1,
(3, 4,

E(Y,) = { (5, 2,
(1, 5,
(4, 1,
(1, 4
(4, 1,
(4, 2

On voit que dans

- E(Yi) 1'objet
- E(Y,) 1'objet
1'objet
1'objet

E(Y,) 1'objet
1'objet

E(Y4) 1'objet

E(Yg) 1'objet
1'objet

4, 1) E(Y,) = {0,
3, 4) (5,
2, 3) (4,
4, 2) (@3,
3, 2) - (4,
2, D} 3,
4, 1) E(g) = {5,
2, 4) (1,
2, 5) (1,
5, 2) a,
S, 2) (1,
1, 5} (3,
"1" n'est jamais en
"5" n'est jamais en
"4" n'est jamais en
"3" n'est jamais en
5" n'est jamais en
"3" n'est jamais en
"2" n'est jamais en
"2" n'est jamais en
"1" n'est jamais en

2,3, 8 E) = {5, 3,4,
2, 3, 4) (1, 5, 3,
2, 3, 5) (4, 1, 3,
4, 5, 2) (1, 3, 4,
3, 5, 2) (4, 1, 3,
4, 2, 5)} (3, 4, 1,
2, 3, 1)
5, 2, 3)
2, 3, 5)
3, 5, 2)
3, 5, 2)
2, 1, 5)}

troisiéme position

deuxiéme position

troisiéme position

quatriéme position

troisiéme position

quatriéme position

premidre position

premiére position

deuxiéme position

On en conclut qu'on ne peut pas extraire de E un

c'est-a-dire que E vérifie W(3).

carré latin d!ordre 4,

!

)
4)

5)
5)

5)}



I-18

Le graphe de surclassement G(2/3) est le suivant :

71 7 72 Ordres plagant 3avant4

67

\U!

72

Le graphe de surclassement contient done un circuit. Ceci contredit que la génér
lisation de WARD, proposée : "Absence de carré latin d'ordre ¥ + 1" suffise

pour que G(ﬂ), p > ¥Y-1 ne contienne pas de circuit -pour ¥ > 2-.

Remarquons que la construction d'un contre-exemple est loin d'@tre &vidente.

D'ailleurs, cet exemple répond 3 une question soulevée par JACQUET-~LAGREZE [40]

©
Ay — -
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Seuils critiques pour un graphe de

surclassement

Soit G(ﬂ) = (X, R(ﬁ)) un graphe de surclassement donné. Nous allons nous inté—
resser particulidrement aux seuils notés O et qui seront tous les seuils pour
lesquels le graphe de surclassement est sans circuit, et aux seuils notés
pour lesquels le graphe de surclassement contient un graphe d'un ordre total,
c'est-d-dire que la relation de surclassement définie par R(/%) contiendra un

ordre total.

I1 est clair que pour un seuil &levé, le graphe de surclassement ne contient pas,
en général, de circuit, mais ne contiendra pas de graphe d'un ordre total non
plus, tandis que pour un seuil voisin de zéro, R(p) contiendra un ordre total,

mais contiendra un grand nombre de circuits.
Notons : OX = seuil minimal pour lequel R(ﬂ) ne contient pas de circuit,
8'= seuil maximal pour lequel Rgﬂ) contient un ordre total.

1.3.1. EXEMPLE : Reprenons 1'exemple 1.2.11.

- -

En essayant différents seuils, on trouve X = —l—(% et -K— = —Tg-g——

Les graphes de surclassement pour ces deux seuils, sont les suivants :

Seuil X :
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SEUIL ¥

Nous avons désigné en &pais " ewmee= " le sous—-graphe correspondant i l'ordre
total 0 € R(), O = (5, 2, 3, 4, 1).

Remarquons que dans cet exemple on a : __OE_ + g = 1 - —g;—, m = 100

Nous allons montrer que cette relation est toujours vérifiée.

Dans la suite, nous supposerons donner un &tat de 1'opinion composé de m ordres

totaux sur X, et par souci de simplicité de la présentation, des seuils variant

Soit ¥+ X<

Si (y, x) é R@) alors (x, y) & R(y)

DEMONSTRATION

Soit ﬂ.m le nombre d'ordres dans lesquels l'objet y précéde 1'objet x.
-Puisque (y, x) di R@) on a ﬂ.m < olm ¢ |

et donc /3;O< (1) ”,
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Le nombre d'ordres dans lesquels x précéde y est (I —ﬂ) .M
D'aprés (1) : (1 -ﬂ) 2 (1 -X)
Or ¥ +0{ <1 et donc s (1 -[3) >

On en conclut que (x, y) € R(K)' -

1.3.3. PROPOSITION

- o - - - —

Soit T * ol <1

v

Si R@) ne contient pas de circuit, alors R(}¥) contient un ordre total.

DEMONSTRATION

Puisque la relation de surclassmeent R(0Q ne contient pas de circuit, elle

peut €tre prolongée en un ordre total que nous notons O.
8i x précéde y dans O, on a, d'une maniére exclusive :

- soit (x, y) € RO) et (y, x) & ROO
- soit (x, yY) & RO) et (y, x) € RE.

Dans les deux cas, en vertu du lemme 1.3.2., (x, y) € R@), donc 0 c R . n

Soit b’+0(_>_1“-ﬁr , M = 1el

Si {x, y) & R(y) alors, (y, x) ¢ REO .

[
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DEMONSTRATION:

Soit /B.m le nombre d'ordres dans lesquels y précéde x, donc (Il —/3)-m est le

nombre d'ordres dans lesquels x précéde y.

(x,9) ERE) & (- >y & [[<(1-7) ¢))
Puisque § + X 2'1—{%

1 : ' a . ol + 1
ou 1 -y =044 . On obtient d'aprés (1): ﬂ < ™
Puisque K varient de im a % on obtient : /3 =0oL .

Mai ceci implique que (y, x) € R(0. -

1.3.5. PROPOSITION

Soit X + K 21—%

Si R(y) contient un ordre total, alors R(X) ne contient pas de circuit

DEMONSTRATION

Soit Y & X. Il existe dans Y un objet qui dans R(¥) précéde (resp. ne précéde

pas) tous les autres &léments de Y.

D'aprés le lemme 1.3.4., ce méme objet n'a aucun précédent (resp. aucun successe

dans R({X). Les objets de Y ne sauraient donc constituer un cycle de R@O).

Le rapprochement des deux propositions précédentes nous fournit le théordme

suivant :
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1.3.6. THEOREME

Soit B + CK_:'I- %; . Les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

1) R() ne contient pas de circuit,

2) R() contient un ordre total.

Remarquons que ce théoréme n'est plus vrai si :

] +ol 2 i ou bt +K<y - —%—

1.3.7. CONCLUSION [11] % + 8:1--% , m= |E]

REMARQUE : Le plus grand seuil /3 pour lequel Ggﬂ) contient un circuit est

done :

Brdk-t - 1-F- 2

&



I-24

Une procédure rapide pour déterminer ¥ - [11]

1.3.8. DESCRIPTION DE LA PROCEDURE

Soit X -{x s eeeey X } 1'ensemble des objets a classer.
1 n

ETAPE 1 Construire le tableau des %i = nombre d'ordres dans lesquels
X, précéde xj
Les objets de X sont dits non classés.

ETAPE 2 Chercher sur le tableau le seuil maximal pour lequel un objet
surclasse tous les objets non classés. Classer 1'objet correspondant
4 la suite des objets déji classés.
Retirer du tableau les %i correspondants.

ETAPE 3 Réitérer 1'étape 2 jusqu'd ce que l'on obtienne un ordre total sur 3

Le minimum des seuils trouvés a 1'étape 2 donne le seuil P et

1'ordre total construit sur X est contenu dans R(Z) oi

= ®-D,_1

m

Exemple et disposition pratique des calculs

Reprenons 1l'exemple 1.2.11. Le tableau des %j s'écrit :

57 |5729 |67

130 170(52| 28

43130072 | 18 |
28

48|28 )48
33| 72152152 2
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® Le premier seuil s'obtient en cherchant le maximum des minimum pour chaque
ligne :

33 = max (29, 28, 30, 28, 33)

x_  est classé en téte, on supprime la 5&me ligne et la 58me colonne du tableau.

® Le second seuil est égal & 43 et x, est classé en second.
® Le troisiéme seuil est &gal 3 43 et Xy est classé troisiéme.

® Le quatriéme seuil est égal 3 71 et x, est classé quatridme.

P = min {33, 43, 43, 71} = 33

donc i; = 32 et 1'ordre O correspondant est :
100
0 = (x5 » X, x3 s X5 Xy ). (cf. exemple 1.3.1.).

JUSTIFICATION

Soit E un état de 1'opinion formé de m ordres totaux sur un ensemble X de
n objets.
L'apllication de la procédure nous a conduit 3 un ordre O obtenu pour un seuil
P=-P
dg
Supposons qu'il existe un autre ordre 0' correspondant i un seuil

P* = min Hj
(xs vxi,fo
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Notons Y 1l'ensemble des successeurs de Xy dans O.

- S8i x, est également en téte de Y dans O' c'est que : P' = aq =P
- Si X, n'est pas en téte de Y dans 0', c'est donc qu'il est dominé dans O'

par un élément y et donc

PP = min B < min P
(xi,xi)so' i (x;, xj)eqty) 1
=< min Pij de la ligne correspondant & y dans le tableau restreint aux
objets de Y.

——

= Par construction, au min %j de la ligne de x du tableau restreint

aux objets de Y.
=P

P' est donc bien maximal. On vérifie trivialement que 1'ordre obtenu par réité-

ration de 1'étape 2 est contenu dans R(§) oi = (P - 1) / n. I

D'aprés 1.3.7. ona : X+ ¥ = 1 —-1%—

Donc si P désigne le seuil obtenu par la procédure précédente, on a :

oL=1-

1.3.9. - - _F
m

'REMARQUE : L'ordre inverse de O va minimiser la valeur maximale des ﬁj

!
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La procédure permet également de résoudre les problémes plus généraux suivantsh1]:

Soit G(X, U) un graphe simple, complet et symétrique, orienté et valué

p1. aux arcs. v
® | Trouver le tournoi transitif contenu dans G qui maximise la valeur de

son arc minimal.

Soit G(X, U) un graphe simple, complet et symétrique, orienté et valué

' aux arcs.

p1 ® | Trouver le tournoi transitif contenu dans G qui minimise la valeur de son
¢ arc minimal (en échangeant dans la procédure la recherche des maxima

et celle des minima).

Soit G(X, U) un graphe simple, orienté, asymétrique (pas nécessairement
complet).
pEQ - G(X, U) contient-il un circuit ?
® . . ~
_ Ce qui revient au méme :
- Peut—-on prolonger la relation de surclassement définie par les arcs

de G en ordre total ?

Procédure pour P2}

Soit H(X, V) le graphe simple complet et symétrique, orienté et valué& aux arcs

de la fagon suivante :

i) Si (xi, x‘i)E U alors (xi > X ) a la valeur |
et (xJ » X, ) a la valeur O

2) si (xi . xj) ¢ Uet (xJ > X, )¢ U alors chacun de ces deux arcs a la valeur 1/2

Appliquons la procédure précédente pour le tableau des PU = valeur de 1'arc

(xé s X ). On a :

p2 %Qc(x, U) est sans circuit

13
L
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En effet :
~ 81 G contenait un circuit, alors il existerait au moins un
arc (x, y) de ce circuit qui n'appartiendrait pas au tournoi défin
par l'ordre obtenu par la procédure. Donc l'arc (y, x) appartien-—
drait nécessairement au tournoi. Puisque (y, xX) a la valeur O, on
obtiendrait P = 0
- De 1l'autre cdté, si G(X, U) est sans circuit, on vérifie trivia-
lement que P Z% .
D'ailleurs, si P = 1, alors G(X, U) est un graphe d'un ordre total.

’

1.3.10. Une régle dagrégation des opinions: [{1]

Si 1'on prend pour opinion collective un des ordres totaux correspondant au
seuil P et donné par la procédure précédente (1.3.8.) on sera certain d'avoir

satisfait au moins P votants sur toutes les préférences binaires.

I1 est bien clair, par ailleurs, que cette ré&gle prolonge la méthode majoritaire

dans le cas oli celle~-ci donne un ordre total.

On peut voir facilement que cette régle viole 1'axiome d'indépendance d'ARROW.

Considérons par exemple 1'état de 1'opinion suivant :

- 42 votants préférent X a X, a X,
- 25 votants préférent X, a X, a x

"
e
7
]

= 33 votants préférent X,
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Le tableau des P correspondants est donné ci-aprés :

75| 42
25 67
58 |33

Notre méthode conduit & (x1 » X, X ). Restreinte 3 Y = { X,y xs}

elie donne (x3 » X, )

Si on la compare 3 la méthode JACQUET-LAGREZE qui cherche & maximiser :z'%
t
(x; » x&) € 0
et qui peut €tre considérée comme ''compensatoire', la méthode que nous proposons,
qui cherche & maximiser min ﬁj , peut €tre considérée comme ''non compensatoire".
(xi.x he) .
} .

REMARQUE
Méme dans des cas ol ces deux méthodes aboutissent i un méme ordre, la méthode

majoritaire peut ne pas &tre applicable. C'est le cas dans 1'exemple cité pré-

cédemment .



I - 30

1.3.11. Une CNS pour que G(%') soit sans circuit:

Soit E un é&tat de 1'opinion donné sur X.

Soit Y € X.

Nous allons dire qu'un objet y € Y est "s&lectionné" ("rejeté&") a la majorité d.

( ‘Q,; ! ) si 1'on ne peut trouver dans Y - {y} un objet préféré i y (auquel
. \2
y est préféré) par strictement plus de - |E| votants.

Nous allons montrer que les trois conditions suivantes sont nécessairement

. -1 . . .
suffisantes pour que G (ilgr—) solt sans circuilt :

CNS1 :  Pour tout Y& X il existe un objet "sélectionné"
CNS2 : Pour tout Y& X 1il existe un objet "rejetd"
CNS3 Pour tout YE X, Y| 22 il existe un objet w "sélectionn&" et

un objet z "rejeté" et w # z.

Remarquons qu'un objet '"non rejeté&" correspond dans le sous-graphe Gy (:gi}lﬁ

-1, . . - . 1 = .
de G (9 ) @ une source, un objet '"non sélectionné&" i un puits.
-y P

La proposition suivante montre (dans un cas plus général) que ces trois condi-

tions sont &quivalentes.

1.3.12 PROPOSITION [11]

Pour un graphe G = (X, U) orienté, sans boucle, les quatre conditions

suivantes sont équivalentes :

1°) G est sans circuit

2°) Tout sous-graphe G, = (Y, U,) contient au moins un puits

Y Y)
3°) Tout sous-graphe GY = (Y, UY) contient au moins une source

i

4°) Tout sous—graphe Gy : (Y, UY) contient au moins un puit’s z

et une source w, et z # w. ( |Y]22).
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DEMONSTRATION

a) (1) wep (2) Soit GY un sous-graphe de G. Dans ce sous-graphe un voyageur
qui suit le sens des arcs ne rencontre jamais deux fois le
méme sommet (sinon G contiendrait un circuit). Puisque le graphe
est fini, il arrive finalement 3 un sommet z de Y, tel que

d‘(z) = 0, donc z est un puits.

b) (2) === (3) Soit Gy un sous-graphe de G. Le voyageur qui suit le sens in-
verse des arcs ne peut jamais rencontrer le méme sommet. En effet
sinon GY contiendrait un circuit et le sous—-graphe de GY
restreint aux sommets du circuit ne contiendrait pas de puits.
Donc le voyageur arrive finalement & un sommet w tels que

d(w) = 0, donc w est une source.

c) (3) === (4) Une source w n'est équivalente i un puits que s'il s'agit d'un
sommet isolé. Dans ce cas, il reste d'autres sommets dans
GY—QN] auxquels le raisonnement de (b) s'applique.

d) (4) === (1) Montrons que =] (1) === (4). Ceci est &évident, puisque si G
contenait un circuit, le sous-graphe correspondant aux sommets

du circuit ne contiendrait ni source et ni puits.
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Introduction:

(%)
La condition de WARD (et en particulier les formes d'unimaximalité et d'unimini-

malité) est suffisante pour qu'au seuil /3 ==, GQB) soit sans circuit.

- N
—

Evidemment, elle est aussi suffisante pour qu'avec un seuil supérieur 3 = ,

N

G(/D soit sans circuit. Mais cette condition est loin d'@tre nécessaire !

. . < 2 . .
Nous allons proposer pour des seuils supérieurs a 3 des conditions suffisantes

beaucoup moins restrictives.

Nous avons vu au chapitre | que la généralisation suivante de la condition de
WARD "On ne peut trouver d’ensemble d'opinions individuelles formant un carré
latin latin d'ordre (W+ 1)" n'implique pas que le graphe G(Jﬂi}lo, Y 2 3 soit

sans circuit.

Par contre, on peut généraliser d'une maniére naturelle et efficace, les condi-
tions d'unimaximalité et d'uniminimalité. Cette généralisation est 1'objet du

présent chapitre.

Applons B(Y) (resp. I'(V)) ces conditions généralisées. Il est, d'autre part,
bien connu, que la condition de "single-peakedness" est un cas particulier de

-

d'unimaximalité, la "single-cavedness" un cas particulier de 1l'uniminimalité.
Ces deux conditions, single-peakedness et single-cavedness, sont définies par
rapport 3 un ordre de référence R ; elles ont 1'avantage de se préter d la re-

présentation graphique et d 1'interprétation psychologique.

c |

(%) Connues dans la littérature sous les noms : "Condition de Black" et
“Condition d'Inada™, abandonnées ici en raison du caractére symétrique

u‘elles présentent en fait.
q



IT - 2

Dans le méme ordre d'idées, on présente au paragraphe 2, la condition "montagneus
qui est 3 la fois un cas particulier de l'unimaximalité et une généralisation de

la condition de BLACK.

Cette condition est elle aussi représentable graphiquement ; de plus on peut lui
associer un modéle de comportement de choix individuel. Remarquons que les mémes
raisonnements sont valables pour la condition "inverse'" de B(¥Y), la condition
I(y), puisque si un ensemble d'ordres vérifie B(YV), 1'ensemble des ordres

inversés vérifie I(V).

NOTATIONS DU CHAPITRE 1V

Soit X = {x1, Xys vees xn} un ensemble des objets 3 classer, n = |X]|.
Soit E ou E(X) un état de 1'opinion sur X, m = |E|
Soit Oi(X)’ i=1,..., m les ordres individuels sur X formant 1'état de

1l'opinion E.

On notera la restriction de 1'ordre Oi(X) aux objets de Y & X. Pour faciliter
la compréhension intuitive de certains th&orémes, on utilisera par la suite

des schémas du type suivant ;
Y

%
/r
///

L' ensemble des iOéY) pour i = 1,..., m sera noté E(Y), restriction de E(X)

7 W 7Zan7an

X7

N R

OlY)-7

/62¢2f7 o [/} désigne un objet de Y

aux objets de Y.

&
W~ -
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Un état de 1'opinion E obéit 3 la condition B(Y) (I(¥)) si et seulement
si pour tout sous-ensemble Y de X, IYlI =WV + | il existe au moins

un objet de Y qui ne se trouve jamais placé au dernier rang (premier

Les conditions B®) et 1Lv) 1021
2.1.1. DEFINITION BWN),IN) |

Soit ¥ un entier nature1,9<|X|.

rang) de E(Y).
2.1.2. THEOREME[ |}

Si un état de l'opinion E ob&it i la condition B(y) (I(¥)) alors le
graphe de surclassement G(iﬁs—l) est sans circuit.

La démonstration de ce théoréme s'appuie sur le lemme suivant :

2.1.3.

LEMME

Un état de l'opinion E obéit a la condition B(Y) (I(Y)) si et seulement
si les objets de Y placés au dernier (premier) rang de E(Y) sont en

nombre strictement inférieur & Y + 1.

Remarquons que la seule différence avec la définition 2.1.1. est qu'on n'a plus

la restriction : Y| = ¥V ++1.

DEMONSTRATION (dans le cas B(V)):

a). La condition est é&videmment suffisante.

b} Condition nécessaire!?

Soit E un &tat de 1'opinion vérifiant B(Y).

Soit Y € X et notons W 1'ensemble des objets placés au dernier rang de

E(Y) et supposons que f{Wl = ¥V + 1,
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Considérons maintenant n'importe quel sous—ensemble W' de W avec [W'l =y + 1,
Tous les objets de W' sont classé@s au moins une fois derniers dans un des ordrecs

de E (W'), ce qui est en contradiction avec 1'hypothése.

Démontrons le théoréme 1 pour la condition B(). La démonstration serait ana-

logue si E vérifiait I(y).

DEMONSTRATION:

Nous allons montrer que dans tout sous~graphe G (Ji%}lﬁ du graphe de surclas-

Y
sement G(llérl) il existe un puits. On peut en déduire que G(iigrla lui-méme

est sans circuit (cf. 1.3.11).

Soit donc E wun état de 1l'opinion vérifiant B(Y). Lé lemme 2.1.3. nous indique
que pour tout Y € X il existe au plus ¥V objets différents placés au dernier

rang dans E(Y).
Soit m = E(X)I

I1 existe donc pour tout Y un objet y de Y classé dernier dans [;%;1 ordres de

E() ( r] partie entiére par excés).

Considérons le sous—graphe GY (525-19 = (Y, UY (:25}10). Dans ce sous-graphe

y est un puits. En effet :

Pout tout x € Y - {y} le nombre d'ordres de E(Y) ol 1'on trouve x placé avant

S . . m
y est supérieur ou égal a-5

Le nombre d'ordres dans lesquels y est placé avant X est donc inférieur a
no- B V-1 -

vy o V-1
Donc quel que soit x € Y ~ (y} , l'arc (x, y) n'appartient pas 2 U, (—ﬁgy—a.

-Dans la suite de ce chapitre nous ne considérons que les &tats de.l'opinion qui
vérifient la condition B(¥). Les résultats et les démonstrations sdnt analogues

lorsque les états de l'opinion vérifient la condition I ().
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lLa condition Bl(y) par rapport & un ordre

de reféerence [12]

NOTATIONS

RX) = (r,, ««-- ,I;) désigne un ordre de référence sur les objets de X. Soit

Y un sous ensemble de X. On notera R(Y) la restriction de cet ordre aux objets

“de Y.

2.2.1. DEFINITION B(v,i,R)

Soient ¥ et i deux entiers donnés vérifiant : | = i € VvV +1 =< X

et R(X) un ordre de référence sur les objets de X.

Un &tat de 1'opinion E obéit i la condition Blv, 4, R} si et seulement

si pour tout sous-ensemble Y de V¥ + 1 objets de X 1'objet placé au

rang i dans R(Y) ne se trouve jamais placé au dernier rang de E(Y).

RGP TT A A VA B VA 11

désigne les objets de Y

II désigne 1'objet placé au rang i dans R(Y)

. f " X

On voit que 1la condition B(Y, i, R) est un cas particulier de la condition B(¥).
On trouve facilement des &tats de 1'opinion E vérifiant B(Y) mais qui ne véri-

fient pas B(¥, i, R).
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Donc un état de 1'opinion qui vérifie la condition B(y, i,R) vérifie aussi la
P q

condition B(¥). On en déduit immédiatement le :

2.2.2. THEOREME

Si un état de l'opinion obéit & la condition B(V, i, R) alors le graphe

9_

1 . .
N ) est sans circuit.

de surclassement G(

L'intérét de la condition B(¥Y, i, R) provient de ce qu'on peut lui associer un :

2.2.3. Mécanisme de choix individuel:

Soit R = (f1, o e ,ﬂ‘) 1'ordre de référence et soient v et i donnés.
Désignons par Ag 1'ensemble des (i - 1) premiers objets de R et par D, 1'en~-

semble des (Y + | - i) derniers objets de R.

R(X): er vt lr}-llri l ‘o ’Irn+i-vl M [r;l]

F) \ V)
Y- h

A, D,

Imaginons un votant construisant "son" ordre de la maniére suivante :

1) I1 choisit un objet quelconque de AOLJ D0 et et le place en n-iéme position,

c'est-d-dire au dernier rang.



3)

Exemples s

V=1

Va3

i1 -7

2) Soit X1 1'ensemble des (n—1) objets restant & classer. Comme précédemment,

soit A, 1'ensemble des (i - 1) premiers objets de R(X ) et D1 1'ensemble

des (Y+ 1 - i) derniers.

Dans A1U D, il choisit un objet quelconque qu'il place au (n — 1) iéme rang

et ainsi de suite jusqu'a ce qu'il ne reste plus que ¥V objets non classés.

Le votant classe alors sans contrainte les ¥V objets dans les ¥V premiers

rangs de son ordre.

¥, i et R étant donnés, on utilisera par la suite, le schéma du type
suivant pour présenter intuitivement le mécanisme de choix individuel corres-

pondant :

R

Li-1 ] 5 [v+1-i |

im1 ! j=2 i=3

"Single-peakedness"

1 2
® [} ¢
9 °
°
° ®
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Nous allons montrer que 1l'ensemble des ordres construits de cette fagon est
identique 3 1'ensemble des ordres vérifiant la condition B(v, i, R). R, i et VY

étant donnés, notons !i 1'ensemble des ordres construits par 1'algorithme

A
précédent et IEB 1'ensemble des ordres vérifiant la condition B( , i, R).

2.2.4. PROPOSITION 8 = E poury, i et R donnés.
——————————— A B
DEMONSTRATION
D] "e < E c'est—-d~-dire tout ordre obtenu par l'algorithme vérifie
A B
B(v, i, R).
Soit O € EAec soit Y&€X, Y} = V+ 1.

I1 s'agit de montrer que 1'objet y occupant le rang i dans R (Y) n'occupe

jamais le dernier rang dans 0(Y).

ROY:[LTTT Tyl [
i

123 +1

En effet, pour qu'on puisse classer y en appliquant 1'algorithme, il faut que

~ soit y appartienne aux "(i - 1) premiers objets" de R,
- soit y appartienne aux "(¥ + | - 1) derniers objets" de R,

- soit y appartienne aux derniers ¥ objets & classer (cf. 2.2.3. 3°)).

Dans ces trois cas, il faut qu'au moins un des objets de Y -{y} ait deéja

été classé, et donc classé derriére vy.

&
Mg — -
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2) g [ o \g c'est-d~dire tout ordre vérifiant B(Y, i, R) peut Etre
B A

obtenu par 1°'algorithme.

Soit R = (r , .. .58 ) et soit 0= (y,, ..., Y,) un ordre de EB

Soit qe{o, Iyasoey N -\9-1} . Nous allons montrer que 1'objet y

appartient nécessairement 3 la réunion des (i - 1) premiers objets de
R( {}'1.---, yn-q}) et des (V+ 1 - i) derniers.
Notons A 1'ensemble des premiers (i - 1) objets de R ( {y1 s ses yn—q})

et D 1'ensemble des derniers (¥+ 1 ~ i) objets de R ((y1 yeees n-q})-
1 i1 i2 vel=i
R oo . eoof I B J 1 § » 2090 0 o e
y,, ,yn_q})lLHll H!]ll ”JI Hll,
L2 Y
A D

Si 1'objet Y a n'appartenait pas 3 1l'ensemble AU D classé en queue

b4 Yn_q
dans 0 ( { AvD Uyn-q} ) occuperait le rang i dans R ( {AuDdu yn_q} ).

Ceci serait en contradiction avec 1l'hypothése selon laquelle O €

L'algorithme précédent permet donc de construire l'ordre 0 de 1'objet Y

j '3 1'objet ,
jusqu’d 1'obje y9”

Les ¥ premiers objets de O peuvent aussi &tre placés par 1'algorithme puisque

ces objets sont placés sans contrainte.

Donc 81 0 € EBalors, 0 peut €tre obtenu au moyen de 1'algorithme précédent,

c'est-3-dire O € EA . g

L'algorithme précédent nous permet de déterminer la cardinalité de EB

pour ¥, i et-R fixés?

]
W
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2.2.5. PROPOSITION

Soient YEN,ie N, 15i < V+1<[xlL

et R un ordre de référence sur X, I{X| = n. On a :

n-y
Y-y si nxv

€]

n! si n<Vy

DEMONSTRATION

Chacun des (n - vy+ 1) premiers pas de l'algorithme permet ¥ choix possibles.
Pour classer les (V- 1) derniers objets on a (¥ - 1) ! choix possibles. On a

-y . Y .
donc ‘Q!’?n ordres possibles vérifiant B(¥Y, i1, R).

Une représentation intuitive de la condition BW,i, R):

Soit R = (q 1y oo ,5]) un ordre de référence et O un ordre quelconque sur 32
Soient 2 axes orthogonaux dans le plan. Plagons en abcisse les objets selon
1'ordre R et en ordonnée les rangs 1, 2,...., n. Si l'objet f est placé au
rang j dans O, on dessine un point en ( ro j). On peut ainsi représenter O

par n points du plan. Si 1'on joint de la gauche vers la droite ces points,

on obtient une courbe représentant O.

Ex. : R ={(r r,r - r r
(1'r2’r3'4'5) O(rs,rz,r3,4,1)

1

2-

3 ci

4 .

5dameanm-
. Figure 1
. ' v . v -
r r f .
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2.2.6.1 On dit qu'une telle courbe est alpine croissante (resp. décroissante)

de degné 5 si et seulement si :

Un objet T placé au rang j dans R n'est jamais surclassé par plus

de (s = 1) objets occupant dans R un rang inférieur (resp. supérieur)

aj.

Ce qui s'écrit : Pout tout r,€X il existe au plus (s - 1) objets appartenant

aix = {r“ ¢ e o ,5_1} (resp. X = {SH" --;r“}) qui précédent |:j dans O.

Dans 1'exemple précédent Fig. 1, la courbe est ume courbe alpine croissante

de degré 3, ou une courbe alpine décroissante de degré 5. Exemples :

COURBE ALPINE CROISSANTE DE DEGRE 2

Aq B oo s an - o caee
= I B
e B o U

[
o Fo-----

COURBE ALPINE DECROISSANTE c1*5 DEGRE 3

I Tl A
I P r e e e o e o - — .-
S, ———

mﬂ e o o o > - o -

qﬂ po e w—on wm - . - o A O G W

&ﬂ e
oIk~
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2.2.7. DEFINITION mM(v, i, R)

Soient ¥ et i deux entiers donnés vérifiant‘l £ i< v+1 < X}
et R=(r, - - +,r ) un ordre de référence sur X.

Un ordre O est montagneux par rapport a8 R (ou vérifie M(y, i, R)) si
et seulement si :

I1 existe un indice j, j € {O, 1, 2, ..., n} tel que :

. 0 ({q, oo ~,ﬂ) soit une courbe alpine croissante de degré ‘2 =i -
.. 0 ({':j+'1" : ';qj) soit une courbe alpine décroissante de degré \>2=§7+1-

0= (ra,r6,r5,r7,rl,rs,rB,rzj
vérifie M(3, 3";’ R) avec
R = (rl Toseens r8)

On peut prendre par ex. j = !

-
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VW, i et R étant donnés, on utilisera par la suite, le schéma du type suivant

pour présenter intuitivement un ordre montagneux (cf. 2.2.3.).

Courbe alpine croissante Courbe alpine décroissante de

de degré v, = i-1 degré \72 =V+ 1 -1

2.2.8. EXEMPLE

V=1 1 1

Y
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Soit ¥, i et R fixés et notons {? 1'ensemble des ordres sur X vérifiant

M
M(v, i, R) et fg 1'ensemble des ordres vérifiant B(V, i, R).
B

2.2.9. PROPOSITION € = E $, i et R &tant donnés.
----------- M B

DEMONSTRATION:

a) gM < %B c'est-3-dire tout ordre montagneux vérifie B(, i, R).

Soit O un ordre vérifiant la condition M(Y, i, R). Montrons que pour tout
Y € X, 1Yl =¥+ I,1'0bjet y, occupant le rang i dans R(Y) ne se trouve

jamais classé dernier dans O(Y).

Soit Y€ X, Yl =v+1.

Désignons par A 1'ensemble des (i - 1) premiers objets de R(Y)

et par D l'ensemble des (¥Y+ 1 + i) derniers objets de R(Y).
1 ’ i v+1
rRey: [ T
. ) V'
" Y
A D

Deux cas sont possibles :

1) y  appartient & la partie alpine croissante de la courbe associée 3 O et R
[

On a alors au plus ‘% -~ 1 =1 -2 objets de A qui précédent y, dans 0(Y).
Or Al =i -1 ; il existe donc au moins un objet de A placé aprés Y,
dans 0(Y).

2) y  appartient a4 la partie alpine décroissante de la courbe associde 3 O et

[}
R. Le raisonnement est le méme en remplagant A par D et \31 par \72= Y +i-i,

¢ i

Cette inclusion est donc démontrée. ’
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EEBSE st.c'est-a—dire que tout ordre vérifiant B(v, i, R) est un ordre

montagneux M(v, i, R).
D'aprés 2.2.4., on a gE%A
B

Nous allons montrer que gg‘gMc'est—a—dire que s8i 1'ordre O est obtenu par
A

1'algorithme, alors sa courbe représentative vérifie M(V, i, R).
8 . P

A 1'étape j de l'algorithme, on place 1l'objet Yooy au rang (n - j) de O.
Cet objet appartient & A ouDd , ol A; désigne les (i-1) premiers objets de
la restriction de 1°ordre de référence R aux objets non encore classés et

D les Y+ I - i derniers.

Ai Di
ROV, - ) T - I

Yo j
1 2 N~ n
O({yn-]ﬂr"lyn})zu | MR | LAYV 17 "X
.
v J

objets déja classés

Notons A’ l'ensemble des objets choisis dans les A

}' (3 =0, «..,, n =V )

Soit F 1'ensemble des derniers objets classés et soit R(F) = (21,..., z,).

. )

D=D"w {z;, ooy 2, }

et D' 1'ensemble des objets choisis dans les D

Posons A = A' v {z', cees Z,_

Montrons que sur R(A), O(A) est représenté par une courbe alpine croissante
de degré i-1.

Soit y € A.

Au moment oli 1'on classe y il y a au plus (i-2) objets non class&s occupant

dans R(X) un rang antérieur i celui de y. En effet :

I
W -
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- ou bien y est parmi les Vderniersclassés, donc y € {y1, cees % ?

—~ ou bien il a été pris dans un Ai.

Dans les deux cas, il restait, non classés, au plus i - 2 objets occupant
dans R des rangs antérieurs et ces objets sont les seuls objets de A qui

précédent y dans O.

Un raisonnement analogue montre que sur R(D), O(D) est représenté par une

courbe alpine décroissante de degré Y- i + I, -

REMARQUE :

a) On vérifie trivialement que les deux conditions suivantes sont &quivalentes :

Q® E vérifie B(v, i, R)

@ E vérifie BV, V+2-i, RT).

&
At — -
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b) Soit E-' 1'&tat de 1'opinion obtenu en iaversant tous les ordres de E.

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

@ & vérifie B, i, R)

@ k£ vérifie I(V, i, R) (x)

(%) La condition I(V, i, R) est définie de maniére analogue 3 celle

décrite en 2.2.1. en remplagant "dernidre" par "premiére".
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Test de la condition montagneuse

Soit E un état de 1'opinion donné. Nous nous proposons de tester si E vérifie

la condition B(Y, i, R)

1°) Quand 1'ordre de référence est donné,

2°) Quand l'ordre de référence est inconnu.

Le premier type de probléme est en général plus facile & résoudre. Nous pouvons
évidemment résoudre le probléme 2 en essayant tous les ordres de référence, ce
qui nous raméne au probléme 1. Mais cette démarche n'est pas opérationnelle

puisque :

1 - E vérifie-t—il la condition B(v,1,R)?

Si E vérifie B(v, ¥ +1, R) (ou B(v, 1, R )) alors tout ordre O € E correspond
i une courbe croissante de degré Vv par rapport @ R. Nous avons symboliser

ceci par la figure suivante :

(cf. 2.2.8 ) : "Tout objet est surclassé par au plus Y objets placés avant lui

dans R".

E étant donné, quel est le plus petit entier ¥ tel que E vérifie unL condition

B(Y, 1, R) pour un R au moins ?
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Soient {IX!{ = n et ¥V un entier donné.
Désignons par W = (W' . Wz,... W,) une séquence de n sous-ensembles de X véri-

fiant :

C S ... S —
UASL RS SEW,=X

Nous allons dire qu'un ordre de référence R sur X, noté R = (r4 s oo rn)

"ecouvre" W pour 1'entier ¥V si et seulement si :

wes{r, - Lr,L) Vten-ve1

EXEMPLE

Soient X = {1,..., 5}, V=2

et w= (U, 2}, {1, 2,3} , {1, 2, 3] . {1, 2, 3, 5},{1, 2, 3, 4, 5})

R, = (1, 2, 3, 4, 5,) couvre W pour V= 2 conme on peut s'en rendre compte dans
la figure ci-aprés.
1

5
4
3
2

T
: /Zf//// 7 //////
1 %7/@%%;

- W
W, W, W, W

Par contre, Rlz = (1, 2, 4, 5, 3) ne couvre pas W puisque

w o={1, 2, 3} ¢ {_rq,rz,ra} = {1, 2, 4_}.

W et y étant donnés, nous notons ﬂ'(W,\’) l'ensemble des ordres (de réfé-

rence) qui couvre W pour 1'entier V. L,
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2.3.1. LEMME :

Etant donné une séquence W telle que W, & ... & W, = X de n sous-

ensembles de X, alors le plus petit entier ¥V tel que R(W,\?) soit

non vide, est :

9 =max { Iw] -teq}

- t=4,n

DEMONSTRATION

]):R(W,}?_) # @ . Par hypothése VYt on a |Wt|'é t—1+¥

2)

On vérifie facilement que tout ordre R qui contient le pré-ordre :

W, v, -w Y, (v - w} o, ..., {wn —wn_{] )

couvre W pour 1l'entier X2.
Soit V<V :

Y alors R(W,\’)) est vide. Supposons

Montrons que si ¥ est plus petit que
que 1'énoncé soit faux, c'est—-a-dire qu'il existe un ordre R = (1; seeeTy)
appartenant & 1'ensemb1e§,(w,9) oi V<%, D'aprés la définition de ¥ il

existe un indice k € {1,... n}tel que :

'Wk|=\7 + k -1

' . ., - . _ .
L'ensemble {r,. ces rw_k_,‘_} de cardinalité ¥ + Kk - 1 qui est donc
inférieure a celle de W, ne pourrait donc contenir Wk . Donc R ne peut

pas "couvrir" W pour ¥V .

1
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Soit E un état de 1'opinion donné. Désignons par W, 1'ensemble des objets de X
qui occupent le dernier rang dans E et par W, 1'ensemble des objets de X

qui occupent dans E les t dernier rangs, t = 1,..., n.

EXEMPLE
Soient X = {l, 2, 3, 4, 5 } et
{a, 2, 3, 4, 5,
E (2, 3, 1, 5, &),

(2, 3, 1, 4, 5),
(1, 2, 4, 5, 3}

onaw, = {3,4,5}, w,=0,45},% ={,3,4 5} ete.

Rappelons que si un état de 1'opinion E vérifie la condition B(v, ¥ +1, R)

1'algorithme suivant permet de construire tout ordre de E (cf. : 2.2.3.).

Algorithme?
Soit R = (ﬁ s Tpsere r,). Désignons par A 1'ensemble des premiers objets
de R, donc A= {1 , ..., ry}

Un ordre O de E se construit de la manidre suivante :

1) Choisir un objet de A et le placer au dernier rang, c'est-d-dire au rang n
de O.

2) Soit Xd 1'ensemble des (n - 1) objets restant a classer et comme précédemment
soit A 1'ensemble des premiers V¥ objets de R(X,).
Choisir dans A un objet quelconque et le classer au rang (n - I). Ainsi de
suite jusqu'd ce qu'il ne reste plus que ¥ objets non classés. Les classer
sans contrainte dans les premier ¥ rangs de O.

Nous avons symbolisé cet algorithme (cf. 2.2.3.) :
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2.3.2. THEOREME

Soit E un état de l'opinion sur X, |Xl = n, ¥V un entier vérifiant
1 € VY =Xet R = (1;' yeees rn) un ordre de référence sur X. Les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

@ E vérifie la condition B(v, ¥ + 1, R)

(:) Pour tout t =1, 2,... n ~v + 1 on a :

W, € {y, - '(’v+t-1}

ol W, désigne 1'ensemble des objets deE qui occupent les t derniers

rangs.

DEMONSTRATION

(:)-1ID<:) : L'algorithme précé&dent permet de construire tout ordre de E. D'oll

— L'ensemble des objets de X classés derniers dans E est contenu
dans -(a y eeey ry}, donc E < {E seeey ry}
- Les seuls objets de X qui peuvent &tre classés dans les deux

derniers rangs de E, 1'ensemble W2 , sont les objets de

{a sean rv+1} etc.

M : Soit 0 = (}:1 SETEE AREY V,) un ordre de E qui vérifie @ .

I1 s'agit de montrer que l'algorithme précédent permet de cons—

truire O.

Ceci revient & montrer que l'objet Y et -4 se trouve, dans la restriction de

1'ordre de référence aux objets -{x y eees yh+1-t} dans les premiers

Y rangs, pour tout t =1, ..., n .

L'ensemble {yn+4__t, e v eey x} est contenu dans 1'ensemble '{xk,..., x§+b1}

‘puisque par hypothése on a :

|

<

{y s e Y } c W (= {r y enes R?-H-"}

n+4=-1t n 1
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ma e sl = b}l

Hru cees ’éﬂ-i.}l - l[ym-z-x' yn}l
(v+t-1) = (£t -1)

=V

Donc 1'objet y, 4.4 appartient aux premiers ¥ objets de la restriction

de l'ordre de référence aux objets de { Vaseoos YnH-t} .

Les résultats précédents nous permettent donc de résoudre les problémes suivants :

Etant donné un entier ¥ vérifiant 1 = v <[X| , et un ordre

p1 de référence R,

E vérifie-t-il la condition B(v, V+ I, R) ?

Algorithme : On construit la séquence W = (Wys Wy oo Wn) et on

vérifie la condition 2 du théoréme.

p Etant donné un entier Yy , existe-t-il un ordre de référence R, tel

E vérifie la condition B(V, V+ 1, R) ?

Algorithme : On construit la séquence W : (Wy, ... W,).
si vamax {Wl-t+1}

t=A,...,.n

alors E vérifie la condition B(Y, ¥ + 1, R) pour tout ordre R,E ?(W,V).

Si ¥Y< max{_lwii—l-i-‘l} alors il n'existe pas d'ordre satisfaisant
t=4:3n

(d'aprés le lemme 2.3.1.).
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Etant donné un é&tat de 1'opinion E, trouver le plus petit entier Y
tel que E vérifie la condition B(Y, YY"+ 1, R) pour un certain ordre

de référence R 3 déterminer.

REMARQUE

Cet entier V" est particuliérement intéressant : d'une part, si \7‘
est petit par rapport 5|X|, on peut dire que les votants ont pris princi-
palement un critére en considération{qui classe les objets dans le
méme ordre que R),et d'autre part si E vérifie B(V, ¥ + 1, R) alors

G(\)—:,—l) est sans circuit.

Algorithme : On construit la séquence W = (W,,..., W ) et 1'on pose

V= max {thl -t + l}

t=4,5n
D'aprés le lemme 2.3.].,Q(W, ¥') est non vide.
D'aprés le théor&me précédent, E vérifie la condition B(‘Q‘, Y+ 1, R)

pour tout ordre R & @,(W, ).

EXEMPLE :

Oneztw4

{1, 2,3, 4, 5, 6}

{2, 5,3, 1,6, 4
(5, 3, 2, 1, 4, 6)
(4, 1, 3, 2, 5, 6)
(6, 3, 5, 2, 1, 4)
(3, 2, 1, 5, 6, 4)
(5, 2,3, 1, 4, 6)]
{1, 63 Lw = {L4s.6) Lw = {1,2, 4,5, 6]
= W, = W, = X |

5]
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Probléme 1 :

Soit R= (6, 1, 4, 2, 3, 5) et V¥ =3
On a W, Q{rd,rz,r3}= {6, l,l;}

et wzi{ﬁ!rz’ rs,r4} = {6, i, &4, 2}

Donc E ne vérifie pas la condition B (3, 4, R = (6, |, 4, 2, 3, 5))

Probléme 2 :

Soit V= &4

0 2 max Wi - t+1}) =23
na VY 1:1"‘._76 {_! t' }

E vérifie donc la condition B(4, 5, R) pour tout R € 'R(W, 4) et?,(w, 4) est

non vide.

Probléme 3 :

On a v'= 3 = max { 'th -t+l}
tz4,...8

c'est-3~dire que E vérifie la condition B (3, 4, R) pour tout Reﬁ(w, 3)
par exemple R = (4, 6, 1, 5, 2, 3).
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II - E vérifie—t~il Ia condition B(v.i R) ?

Soit E un état de l'opinion donné sur X.

. . . . .

Proposons nous de chercher le plus petit entier V¥ tel qu'il existe :
I3 3 - . » . ‘

- un entier i vérifiant 1 < i = ¥ + 1

- un ordre de référence R sur X

de sorte que E vérifie la condition B( ¥*, i, R).

Cet entier ¥ est pour plusieurs raison intéressant..D'une part, il pourrait
etre pris pour mesure du "flou" de E par rapport i la condition de BLACK,
et d'autre part on sait que si E vérifie la condition B(Y" i, R) alors le

‘ —
graphe de surclassement G(l\?"—]) est sans circuit.

Le théoréme suivant permet de déterminer d'une maniére trés simple, un &tat de

1'opinion &tant donné, des bornes, notées ¥ et ¥ pour V".

2.3.3. THEOREME

Etant donné un &tat de l'opinion E sur X, alors ¥ vérifie :

Y £ V=Y

oi ¥ = max{|W|- t +1 }
t=1....n t
et = max -ﬁwl- 2t+-2}
t:“,...'n t :
DEMONSTRATION

Soit E un &tat de l'opinion vérifiant B(VY", i, R). Deux cas sont 3 considérer :

a) i €{2,3,...,9"}

D'aprés la définition de 1'algorithme A(V, i, R) (cf. 2.2.3.) on.a :
<

b = ¥ }
vi+2

IY/:le

INCIN

IWtI < Y42n-2

Donc V' ‘fl"j‘:;,{'wtl -2t+2 }
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by i €{1, v+ 1}

D'aprés le lemme (2.3.1.) on a v* = max {‘V\I"-t+1}-

t=d .0

EXEMPLE
soit X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} et
{(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)
(4, 5, 1, 3, 2, 6, 8, 7}
E= (1, 2, 4,3,7,8,5, 6)
(7, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8)
(s, 3, 1, 8, 2, 7, &4, 6)}
On a
w, = {6, 7, 8} donc W, | = 3
W, = {4, 5, 6, 7, 8} donc lwz I = 5
Wy = {4,5,6,7,8} donc |Wg| = 5
w,= L2, 4,5,6,7,8) done lwg | = 6
we= l2,3,4,5,6,7,8} donc |wg| = 7
W = W = W = 8
On obtient ¥ = max {3,, 4, 3, 3, 3, 3, 2, l} =4
et Y = max {3, 3, 1, 0, -1,... } =3

donc \?‘e {3, 4}
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REMARQUE

Soit E un &état de l'opinion donné vérifiant la condition B(VY, i, R) ol
R = (r4,..., q1)

Posons Y=1 -1 et \72=\7+ P - i,

Soit O € E. D'aprés la définition (2.2.7.) il existe un indice

j e {o, 1,...,11} tel que :

O o)
@) 0y, )

degré Y;,

il

0( {r1,..., T } ) est une courbe alpine croissante de degré

0( {n PR rn} ) est une courbe alpine décroissante de
J+

Rappelons que cet indice j n'est en général pas le méme pour les diffé-

rents ordres de E.

Nous avons symbolisé& ceci : (cf. 2.2.7. et 2.2.8.)

) 1

[ ] 1

I\H\
\
(P 11171
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k J(k)

4
E ={0k (lek') ) | Ok € E et on peut associer a 0 (X, ) une courbe}

alpine croissante de degré V),

k ko (k)

2
=10 (Y ) 0, € E et on peut associer & 0 (X, ) une courbe
k" ik

Désignons par Wf

EP s P = 1,2,

et par wp

t

alpine décroissante de degré ﬁ%

0,
Y, =2
7.?;// A0,y
CHUL AN U, /%Zj N
2 /A .
E: W) -
‘ NN
WU UL DU U

1'ensemble des objets qui se trouvent au dernier rang de

1'ensemble des objets de X occupant dans EP les derniers t rangs.



IT - 30

2.3.5. EXEMPLE

soit X = {1, 2,3, 4,5,6,7) et R=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

L'état de l'opinion suivant vérifie la condition B(3, 3, R), symbolisé
(cf. 2.2.8.)

R
(4, 5, 6, 7, 3, 2, 1) 0,
G, 3, 6, 4, 1, 2, 7)
E= |6, 5,6,1,3,7, 2)
@, 5, 6, 4, 3, 2, 7) .
(, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 0
- 5
Un des '"'découpages" possibles est :
(3, 2, 1) cf(x3) (4, 5, 6, 7) (f(Ys)
o (3, 4, 1, 2) . \ (5, 6, 7)
(4, 1, 3, 2) E= (5, 6, 7)
a, s, 4, 3, 2) . 6, 7)
0, (X (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 0_(¥,)
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D'aprés le théoréme 2.3.2. et la remarque précédente, on obtient :

2.3.6. PROPOSITION ;

Etant donné deux entiers et 1 vérifiant :

1. < isV+ 1, 1 = V<|x| et un ordre de référence
R = (r“, Tyseees rn) sur X.

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(@ E vérifie B(V, i, R)

N

@ a) W: {rd,..., r,,‘ﬂ_,'} pour tout t = n—\?,+1

2 -
b) wt =3 {r4 penee rn_%_uz} pour tout t = n \724-1

oli \2=i‘-!et Y =V+1i-1i
2

rzl <. e Irg rgml'\zozl S ’n-al'-\w'l ~

Y E
W, ) N\ W,

b
P . K

W! W,

Cette proposition nous permet de résoudre le probléme suivant :

Soient un état de 1'opinion donné, i et VY deux entiers vérifiant

p1. i = i<y +1, i = ¥V <Xl etR-= (r,,..+s r,) un ordre

de référence sur X.

E vérifie-t-il 1la condition B(y, i, R) ?
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Pour résoudre ce probl&me, nous proposons l'algorithme suivant

Soit T un tableau 3 n lignes et n colonnes.

Nous marquons la colonne t par At= {r1 seessy r\’1+t-1} , t= n- \?1 + 1
X )yt > n —~ \a + 1
et la ligne t par D={{rn,..., rn—-\’z—t+2} , t £n - \72+1
t
X syt >n- Y+l
A1A? e . A,
[% o
o, -

Reprenons 1'exemple 2.3.5. On a R = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) et

¥Y,=2, ¥,=1. Le tableau T est le suivant :

{12} (12,331,465} £, 88 X X

(7
{6,7}
{5 , 6 ,7}

(a5, 1) T

3,a,5,6, 1)

{2, 3 /4,5,6 ,7}
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Soit O = (y1 yeaes yn°) un ordre de E,

Nous associons & cet ordre une ligne brisée notéelL(O) qu'on construit de la

fagon suivante :

ETAPE 1 : si y, € A, alors faire: 2
D,

A

Si Y, € D‘ alors faire: A, 2
D

Si x'¢ A, v D, STOP (0O ne vérifie pas la condition B(Y, i, R)

ETAPEK : K€ {2,..., n}

Soient D' le marquage de la ligne en dessous de 1'extrémité de L(0)
et A' le marquage de la colonne a droite de 1’extrémité de L(0).

Soit y' le dernier objet de O non encore associé 3 L(0).

o0
(2.X ]
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Siy' e A alors faire

Si y' e D' alors faire

Si y! é, A' v D! STOP (0 ne vérifie pas la condition B(Y, i, R)).

Si on peut ainsi représenter O par une ligne brisée dans T (ol le marquage

dépend de R, Vet i) alors O vérifie la condition B(Y, i, R).
En effet :

1°) L'ordre O restreint aux objets correspondant aux segments horizontaux de L(O)

vérifie la condition 2 a) de 2.3.6..

2°) L'ordre restreint aux objets correspondant aux segments verticaux de L(0)

vérifie la condition 2 b) de 2.3.6.

EXEMPLE

Reprenons 1'exemple précédent, et soient :

1 = (5’ 3, 6, 4,1, 2, 7)
2 = (6: 3, 5, 7, 4’ 2, 1)
0. = (1,3,5,4,2, 6,7
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On a :

le,7} '

o
{s,s,7} ) oy

T: {4,5,6,7}

(3,4,5,6,7]

(2'3'4I51617}

X

w———— désigne la ligne brisée correspondant &

V]
o
-t

*0c eunoece ) " 11 11] L1 1 11] 02

- o = e " " " "W 11 " 0 3

0, et O, vérifient donc la condition B(3, 3, R) oi R = (I, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Par contre, 0y ne vérifie pas cette condition puisque 1'objet "4" n'appartient

nia (1,23} =4, nia {5,6,7F =n, .
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Nous nous proposons maintenant de résoudre le probléme suivant

Etant donné un &tat de 1'opinion E sur X, deux entiers i et j vérifiant

pa 1= v <ixl, 1 £ i< V41,

Existe—t-il un ordre de référence R tel que E vérifie la condition

B(Y, i, R) ?

REMARQUE

Le théordme 2.3.3. nous permet de tester 1l'existence d'un tel ordre R. En effet,

Y doit 8tre compris entre Y et ¥ .

Algorithme de marquage successif :

Notons T, le sous-tableau de T qui contient les cases qui occupent dans T les

! premiéres lignes et colonnes, L=1,...,n

Nous cherchons un ordre de référence R, noté R = (q senny rn) tel que si 1'on

marque les lignes de T par D

et les colonnes de T par At
alors tout ordre O de E se laisse représenter par une ligne brisée L(0) dans T
(rappelons que A, désigne les premiers $§+ t - 1 objets de R,

et D, désigne les dermiers ﬁz+ t - 1 objets de R).
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Dans ce cas, nous allons dire que ce marquage est "adalisable”.

Propriétés d'un marquage ''réalisable”

1) Par définition de A, et D, ona:

D, U A =X et D, N A =@ pour £ =1,..., n-y+ 1.

n-v-L n=-v-2+2

C'est-3d-dire que dans un marquage réalisable, 1'ensemble qui marque la ligne £

se déduit de X en retirant 1'ensemble An de la colonne n - Y - 2.

N
2) Pour qu'un marquage de T soit réalisable, il faut que pour tout sous-tableau

Ty de T (2= 1,.., n) on ait :

Pour tout ordre O, O € E, 1'extrémité terminale de la ligne brisée L(0)
correspondante touche au moins un des bords du tableau Tg ou L(0) ait 1a

longueur n (n = |X|).

EXEMPLE ¢ Soit 0= (1, 2, 3, 4, 5, 6)

a) 12 123 - .
[+]
46 Non réalisable
5 54
b)
6
16 Réalisable (pour T,)

3) W, désigne 1'ensemble des objets de X qui occupént dans E les Kk derniéres
positions (k= I,..., n). I1 est facile de voir que pour qu'un marquage soit
réalisable, il faut que les objets du marquage de la ligne k et de la colonnek

contiennent W, s c'est-d-dire :

WS D,v A k=1t,..., no
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ALGORITHME :

Soit E un état de 1l'opinion donné. Soient ¥ et i deux entiers
donnés vérifiant 1 =¥V < X , 1 £ 1 < ¥V + 1. Nous cherchons

un ordre de référence R tel que E vérifie la condition B(V, i, R).

ETAPE 1

Choisir un marquage réalisable pour le sous~tableau T1 .

ETAPE K : (k= 2,..., n).
Chercher un marquage réalisable pour T, . S'il n'est
plus possible de marquer T, , alors retourner & 1'Etape
inférieure oli il y a eu un choix multiple de marquage et

choisir un marquage non encore utilisé.

Si on ne trouve pas ainsi un marquage réalisable, c'est qu'on ne peut trouver
bl

d'ordre de référence convenable.

Si D, ... D, et A1 s s+, A est un marquage réalisable, alors tout ordre

n

R qui contient le pré-ordre :

))

(b, @ -0p), 0, -0),..., @_, =D ), (X =D

v n-v-1i -V

convient.

L]

[ ]
EXEMPLE Test de la condition ° single - peackedness

soit £ =1{(4, 3,2, 1,6,5), = o
(4, 3,6,2,1,5), = o,
(2, 4, 3,1, 5,6), = 0,
(1, 2, 5, 4, 3, 6)} = o,
Soit ¥Y=2 et i =1, c'est-a~dire que nous voulons testér si E est blackien

(single-peaked) par rapport 3 un ordre de référence i déterminer.
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On a w1 = {5, 6} donc A1 =(§ §’D1 =(53 sont possibles comme marquage

pour Tl

On a w2 = ~{6, 5, 1, 3} donc on a deux possibilités de marquage :
{6, 13 et p, = {5, 3]
{5, 1} .

- soit A2

- soit A, = 6,3} et D
2= { 2

La premiére possibilité est un marquage non réalisable puisque par exemple L(Q?

02= (4, 3, 6, 2, I, 5) ne touche aucun bord du tableau Té:

6 18

35

Le deuxiéme marquage convient (tout ordre de E touche un des bords de T, )
6 36

Un marquage doit vérifier : D, UA =X pour £=1,...,n~-V+ I

n-v-£+2

Donc le tableau est jusqu'ici marqué ainsi

Ly o
v v
o/ & /&)X
5
18
4215
342153
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oma W, = {1,234 5, 6}

Pour que la ligne brisée associée 3 O4 = (1, 2, 5, 4, 3, 6) touche le bord
de T, il faut marquer la colonne 3 par {6, 3, ﬁ} = A, et puisque A3 v D3 = X,
on doit marquer la ligne 3 par {5, 1, 2Y.

Ainsi tout le tableau T est marqué. Il reste _a vérifier que tout ordre O se

laisse représenter par des lignes brisées de longueur 6 dans T.

4215

34215

On en conclut que E est "blackien" par rapport & 1'ordre de référence

R=(5 1, 2, 4, 3, 6).

REMARQUE

Si E vérifie la condition B(2,2, R) ("single-peaked"), alors a chaque
8tape de 1'algorithme un seul marquage est réalisable (si un seul ordre

de référence est possiblel.



IT1 - 4)

EXEMPLE 2 :

Soit X = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

soit E=Y (1, 3, 4, 5, 6, 7, 2) 0,
(s, 7,6, 4,2,3,1) o
(3,5,6,7,4,2,1) 0
(5,3,4,1,2,6 1)} o

1) Posons Y= 2 et i = 2.

On a W, = {1, 2, 7} mais | A1| =1 et lD1| = 1, Il ne peut donc pas

exister un ordre R tel que E vérifie la condition B(2, 2, R).

2) Posons V=3 et i1 = 2.
On a |D1I

]
[
o

3 etc...

2 etc.o..

fa,l

i}
v
>
n
1]

(2,7} G}

D A
2 2
{2761 (3]

X

‘ D, Az
{2131 (76}

Dy Ay

{2,134} {785} lisable

I1 n'existe pas
un marquage réa-

I1 n'existe pas
un marquage réa-
lisable

Marquages réali-

sables pour Tl

Marquages réali-

sables pour T2

Marquage réali-

sable pour T3
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On vérifie que le marquage a gauche aboutit & un marquage réalisable pour T.

E vé&rifie 1la condition B(3, 2, R) ofi R (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

ou R= (2, 1, 3, 4, 5, 6, 7).

s
{2,1

S amefestc o mapeefs oo o cny oo
{31211}

{a,3,2,1}
-r, {5,4,3,21]

{6'5'4/3'2'1}t: 1 LO,
0

X
X

e O Tl

REMARQUE

Soit E un état de 1l'opinion vérifiant B(Y, i, R) (R étant inconnu).

n .
Si N(E) =vlvy alors on peut voir que pour T,, T,,... T, =T

il existe un seul marquage réalisable.

Le premier algorithme opérationnel de déterminer, dans le cas particulier du

single-peaked, l'ordre de référence, est due & D. ROMERO f‘]S']
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5 Condition Maximax

Les conditions présentées dans ce paragraphe sont des cas particuliers des

conditions B(V) et I(Y). Elles sont définies par rapport 3 un ensemble d'ordres
de références. Nous associons 3 ces conditions, un modéle de comportement indi-
viduel de choix. Nous justifierons le terme "maximax" en interprétant le méca-

nisme de choix individuel.

2.5.1. NOTATIONS : MATRICE & DE REFERENCE

-

Soit X = {x‘,..., Xn} l'ensemble des objets & classer. Soient Yy un

entier donné et R1,o..,nv WV ordres de référence sur les objets de X.

Notons RE(Y)’ i=1,...Y 1la restriction de 1'ordre de référence R

aux objets de Y & X.
Désignons para.(x) la matrice de référence (VY n).:

[ ®, 0

R,(X)

Ao = | .

\ Io{\)(X)

Si Y désigne un sous—ensemble de X, on notera :
R (V)
R,(Y)
AW = | .
R(Y)

La matrice représentant la restriction des ordres de référence aux

seuls objets de Y.
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Désignons par P(Y) 1l'ensemble des objets de Y & X, qui se trouvent placés dans

la premiére colonne degi(Y).

2.5.2, EXEMPLE

1, 2,3, 4, 51 et

3, 2, 4, 5, 1 R, (X)
4, 1, 3, 2, 5 Ry (X)

{
(1, 2, 3, 4, 5! - R(X)

, 5\ R, (Y)

2, 4
Rw = |2, 4,5 R,(Y)
4, 2, 5 R3(Y)

et P(V) = {2, 4]

2.5.3. DEFINITION : | Maximax

Soient un entier donné, X =n etiﬁ,une matrice de référence (Vv Xn).
Un état de 1'opinion E vérifie la condition Maximax () si et seulement
si pour tout sous-ensemble Y de X, les seuls objets qui se trouvent
class@s au premier rang de E(Y) sont les objets qui appartiennent i

P(Y).

" On justifiera 1'emploi du terme "maximax" en 2.5.8.

{
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2.5.4. REMARQUE

on a |P(Y)] =Vpour tout Y € X, siﬁest une matrice de référence
{ ¥V x n). Donc pour tout sous—ensemble X' de V) + | objets de X, on
a au plus ¥ objets calssés en té€te dans E(X'). Un état de 1l'opinion

qui vérifie MAXIMAX (V) vérifie donc aussi I(Y). Il en découle :

2.5.5. PROPOSITION

Si un état de 1‘opinion E vérifie la condition Maximax (V), alors

le graphe de surclassement G(jl%rlé est sans circuit.

2.5.6. MODELE DE COMPORTEMENT DE VOTANTS

Commencons par un exemple.

Soient A, B, C, D, E des skieurs qui se classent suivant les résultats obtenus

dans les compétitions nationales, ainsi 3

- Descente ¢ A, B, E; C, D
- Slalom spécial : C, E, B, D, A

— Slalom géant ¢ D, B, E, A, C,

Pour sélectionner quelques skieurs pour les Jeux Olympiques d‘'hiver, on les
classe dans un ordre total suivant la probabilité de gagner une médaille. Il
est évident que la probabilité de gagner une médaille ne dépend pas seulement

du niveau national (cf. ci-dessus) mais aussi du niveau international.

Néanmoins, il est par exemple plus probable que A gagne une médaille dans 1la
descente que B, mais il y a peut-&tre peu de chance pour A de gagner si le
niveau international est trés élevé. Pour classer les candidats, il est naturel

de procéder ainsi :
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Suivant le niveau international, on va classer :

soit A, soit C, soit D en téte.

Si on a classé par exemple le skieur A en té@te, on va choisir pour la deuxiéme
position entre B, C et D. Suivant les niveaux internationaux, on peut par

exemple obtenir les classements suivants :

(A" B’ C’ E’ D)
(D, E, C, A, B)
(C, E, A, D, B) etc...

Nous allons voir que 1'ensemble de ces classements vérifie la condition

Maximax (3) par rapport a la matrice de référence.

b A
aQ » o

‘A, B, E
§= ¢, E, B,
D, B, E

-

Ce mécanisme de choix individuel peut &tre écrit de la manigre suivante :

Soit&,(X) une matrice ( ¥ % n) de référence donnée. Un votant
exprime son opinion individuelle selon la régle suivante :

I1 place un objet, noté Y, de l'ensemble P(X) au premier rang

de son ordre individuel.

Ensuite, il choisit un objet de 1l'ensemble P(X - {Jﬁ} ) et le place

au deuxiéme rang de son ordre individuel etc...

Reprenons 1'exemple 2.5.2. On peut obtenir les ordres individuels suivants :

0= (1,2,3, 45, 0,= 3,421, 5, 0y= (4,5, 1,2,3), etc...
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Soigge(x) une matrice (VY X n) de référence donnée. Désignons- par !gAlfensemble
des ordres construits par le mécanisme de choix précédent et par !Ehnl'ensemble

des ordres vérifiant la condition Maximax. On a ¢

2.5.7. PROPOSITION ‘éA:-= %M

DEMONSTRATION

N EAQ%M’

se déduit directement des définitions.

2) EMQ E\t

Soit 0 = (yg sec+s ¥,) un ordre appartenant a zﬁ“, Lfobjet y, se trouve

donc classé en téte de O(Y;)od Y= '(yg,..., yh}o i=1,..., n.

Puisque O appartient i EM on a:
Y, & P(Yi) pour tout 1 = 1,..., 0.

On peut en conclure que le mécanisme de choix individuel permet de cons-

truire O.

2.5.8. INTERPRETATION DU TERME "MAXIMAX"

Nous pouvons dire qu'un ordre de référence Ry, ie€ {l,,..,v]' représente le
classement des objets suivant un critére (par exemple le niveau national dans

la descente, la taille, température, prix, etc...).

Supposons que les critéres soient tels que 1'objet classé en téte de RG(Y) ait
pour le critére correspondant la plus grande utilité parmi tous les objets de
Y € X. Ceci implique que la fonction d'utilité soit strictement décroissante

(pour chaque ordre de référence).
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+ Utilité

On suppose donc qu'un votant attribue & chaque objet x de X, un vecteur &
composantes :

X f\}(U1(x), U2(x),.,.., Uv(x))
ol U. (x) représente 1'utilité de x par rapport 3 l'ordre de référence R; (X),

i
i=1,...,9Y .

Nous supposons qu'un votant classe l'objet y, vy € Y € X en téte de 1'ensemble Y

si et seulement si :

max {Ui (y)} = max max {Ui (x)}
i=1,.., x€Y\i=1,..,v

On peut voir que ce modéle de choix du type "maximax' peut &tre considéré

comme identique au modéle de comportement des votants décrit en 2.5.6. ( i con-
dition de choisir des utilités convenables). Un votant qui agit ainsi,

n'a donc pas "compensé" les utilités de l'objet y. Par contre,

un votant qui "compense" les utilit@s, classerait l'objet vy, y € Y & X en

téte de 1'ensemble Y 3 Sondition que : >

> uly) = ma'xlzui()&)}

ie1 xey "t
Si on reprend 1l'exemple des skieurs, les courbes d'utilité seront le niveau
national pour les différentes disciplines, donc décroissantes, et 1'importance

de ce classement, donc la hauteur de la courbe, dépend du niveau international.
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Remarquons que, par exemple, pour le combiné (descente, slalom spécial, slalom
géant ensemble) on classe les skieurs plutdt d’aprés la deuxiéme régle. On
compenserait donc les différentes performances et on classerait par exemple

B en téte.

Pour un exemple de modéle compensatoire, on pourra se reporter a KOHLER E"]
(Mémoire 1976).

2.5.9. REMARQUES

1) La condition présenté@e ici est 1a meilleure possible dans le sens

suivant

S8i un état de l'opinion E vérifie la condition Maxima§ pour V ordres

de référence, il peut exister des circuits dans G(—;£<5rl) ou \?I<‘Q.

Exemple : V=3, V=2, X = {1, 2, 3} et 1, 2, 3)

R={c, 3, 1)

(3, 1, 2)

L'état de 1'copinion E = ~((3, 2, 1), (i, 3, 2), (2,1, 3)} suit la

condition Maximax (3). Le graphe de surclassement correspondant est :

2) La condition inverse de la condition Maximax, le condition Minimin
s'obtient en remplacant dnas la définition 2.5.3. “premier rang"

par ‘'dernier rang".
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Evidemment, si un état de l'opinion vérifie la condition minimin (y), alors

il vérifie aussi la condition B(V).

De méme on vérifie trivialement que les conditions suivantes sont &quivalentes,

R et ¥ étant donnés :

(:) E vérifie la condition MAXIMAX

(:) g vérifie la condition MINIMIN

(ot o désigne 1'état de l'opinion obtenu en inversant tout ordre de E).



CHAPITRE Il

Treillis associé a un état de 1’ opinion
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Introduction:

Au chapitre précédent nous avons pu associer une représentation graphique i
une condition algébrique : la condition B(y, i, R). Il semble naturel de chercher

a suivre une démarche analogue pour la condition B(VY).

Nous introduisons a cette fin, dans le présent chapitre, un "treillis associé
4 un état de 1'opinion E". Ce treillis posséde des propriétés intéressantes
dans le cas ol E vérifie la condition B(Y). Il permet en particulier de répondre

aux questions suivantes :

(:) Quel est le plus grand nombre d'ordres individuels différents qufun &tat
de 1'opinion E vérifiant la condition B(Y) peut contenir ?

Ce nombre sera désormais noté& par Ny .

(:) Désignons par N(E) le nombre d'ordres individuels différents contenus
dans E; et notons E ¢ E' si et seulement si tous les ordres de E se re-
trouvent au moins une fois dans E°.
Soit E un état de 1‘'ominion donné vérifiant la conditiom B(y). Existe-t-il
un état de 1'opinion E', Ec E’, vérifiant également la condition B()
tel que : N(E') = Ny 1?

(:) Soit E un état de 1'opinion donné. Quel est le plus petit entier ¥ tel
que E vérifie la condition B(Y) ? D'aprés la définition de la condition
B(V) il est clair qu'un &tat de 1'opinion vérifie toujours B( V*),
)

v = ixi .
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is T(E) [13]

NOTATIONS

Soit X

= { x1,;.., xn} 1'ensemble des objets i classer, |X[| = n.

Soit Y € X, E(Y) désigne la restriction de 1'état de 1'opinion E aux seuls

objets de 1'ensemble Y.

3.1.1,

DEFINITION Treillis T(E)

Soit E un &tat de 1'opinion donné sur X. On appelera "thelllis associe
a Z'etat de £'opinion E" le graphe T(E) = (%X, U) simple orienté dé&fini

de la méniére suivante :

Chaque partie de X désigne au plus un sommet de T. X et {#} sont

des sommets de T.
L'ensemble des successeurs d'un sommet Y s'obtient en otant 3 Y, de
toutes les fagons possibles, un des objets qui, dans E(Y) se trouve

classé en queue.

Y est joint & ses successeurs par des arcs dirigés vers le bas.

EXEMPLE
soit X : {1, 2, 3} E-{C1, 2, 3), (2, 1, 3)}
1, 2,3 Etape 1 ‘1s 2, 3 ’ Etape 2 1, 2, 3) Etape 3
| 3 [ 3 | 3
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3.1.2. PROPRIETES DE T(E]}

1°) Pour tout sommet Y de ¥ il existe un chemin de longueur (|X{ - {Y})

allant de X &4 Y dans T.

2°) Pour tout sommet Y de X, Y #{#)1'ensemble des arcs sortants est non vide.
On peut en conclure que pour tout Ye ¥ i1 existe un chemin d'une longueur

{Y! allant de Y a{pl.

3°) D'aprés 1°) et 2°) T(E) est donc bien un treillis.

-

Si on associe 3 chaque arc (Y, Z) de U 1'objet y, y = Y = Z, 3 tout chemin

liant deux sommets de T(E) correspond une s&quence unique d'objets.

I1 est clair qu'une séquence d'objets donnés puisse correspondre a priori &

zéro, un ou plusieurs chemins.
Dans 1a suite de ce chapitre, nous désignons par :

. ﬁf(YJZ) 1'ensemble des chemins distincts liant deux sommets Y et Z de
T(E),

. ,
.o J) {Y) 1'ensemble des objets correspondant 3 des arcs ayant leur extré-

mité initiale dans Y,

... WY ) 1'ensemble des objets qui se trouvent en derniére position de
E(Y).

Si T(E) désigne le treillis associé & 1'état de 1l'opinion E; on a d'aprés la

définition 3.1.1. ¢

D7) = Wiy)
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3.1.3. EXEMPLE

soit X = {1, 2,3, 4,5} et E {4, 3, 2,5, 1), 3, 4, 2, 5, 1),
(1, 3, 4, 2, 5), (4, 5, 3,2, D}

Le treillis T(E) = (X, U) associé 3 E est le suivant :

(12;4?)

1 5
2 2
5 1
3 4 5 2 3 4 1 3 4
3y | 2 | 4
5 1
4 5 3 4 13
5 3 | 4 1 3
(4 ) € )
| 3
1
4
) 4

oma:C({1,2, 34, 31) = {a, 2 4 @, 1, s @, 4, n}

Considérons maintenant le treillis T suivant :
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Existe~t~il un état de 1°opinion E tel que le treillis T(E) associé i E soit

identique au treillis T donné ?

La proposition 3.1.4. fournit un critére qui permet de répondre & cette question

par la négative.

3.1.4. PROPOSITION

]

Soit T(E)

Soient X et X deux sommets de T(E). Si X1<: X2 alors il existe un

(¥, U) le treillis associé & un état de 1l'opinion E.

chemin dans T(E) liant X2 a X1 .

DEMONSTRATION :

Considérons un voyageur partant de X , qui suit le sens des arcs et qui utilise

seulement les arcs correspondant aux objets appartenant 3 X2 - X Ce voyageur

10
arrive finalement 3 un sommet Y vérifiant :
1°) X, € ¥

2°) QUlY)eX,
S1 Y = X1 alors 1'énoncé est démontré. Supposons donc que X% c Y.

Soit y un objet appartenant 3 Y - X o Puisque tout objet classé en queue dans

E(Y) appartient 3 X, L'objet y précéderait dans tout ordre O de E au moins

1.
un des objets de X, .

Donc dans tout sous-ensemble X' de X, X, C X' et contenant y, y ne se trouverait
jamais classé en queue. Ceci implique que tout prédécesseur de X, contiendrait

1'objet y, mais puisque X, ne contient pas y, 1la seule maniére de passer d'un

prédécesseur a X, est d'éliminer y, ce qui est impossible.
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REMARQUE

Soit E un état de 1'opinion et T(E) = (¥, U) le treillis associé .
La proposition précédente permet d'affirmer que 1'ordre sur les parties

qui résultent de l'inclusion contient les arcs du treillis.

Tout chemin de T remonte (en sens inverse) de -(¢} jusqu'ad X. On peut donc
fabriquer un état de 1'opinion en prenant les ordres correspondant aux chemins

remontants.

Nous allons nommer cet &tat de 1l'opinion : "Ztat de £'opinion associZ au
theillis T(E}" et nous 1l'appelons Er
D'aprés la définition du treillis T(E) associé & un état de l'opinion, on voit

que :

3.1.5. TlET) = T(E)

c'est-a~dire que le treillis T(ET) associé 3 ET est identique au treillis

T(E).

3.1.6. E £ Ey

c'es-d-dire que tout ordre de E se retrouve dans ET‘
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EXEMPLE

Reprenons 1'exemple 3.1.3. On a :

Ey = {¢, 5 3 2,1 *
(4, 3, 5, 2, 1)
(3, 4, 5, 2, 1)
(3, 4, 2, 5, 1)
(4, 3, 2, 1, 5)
(3, 4, 2, 1, 5)
(3, 4, 1, 2, 5)
(1, 3, 4, 2, 5} =

Les ordres qui appartiennent 3 E sont marqués (X).

PROPOSTTION

Soit T un sous-treillis du treillis de 1'inclusion &troite des parties
de X, {X} et {#ldes sommets de T et T tel que : Si X), X, sont deux
sommets de T vérifiant X, & X, alors il existe un chemin allant

de X2 a X1 .

Les deux conditions suivantes sont &quivalentes :

@ si X, et X, sont deux successeurs de X, alors ils ont un suc-
cesseur commun.
@ si(X2 —{x]lest un successeur de X2 alors tout sommet X‘ﬂ < X2

contenant l'objet x admet(X1 -fgﬁparmi ses successeurs.
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DEMONSTRATION
)

@—P@ La figure suivante dessine le chemin allant de X, a X,

On voit facilement que d'aprés (1) Y, doit compter parmi ses
P 1

successeurs (Yf- (X}) y Y R (Yz-[xl) etc...

2
@—’@ Evident.

L'exemple suivant montre que la proposition 3.1.4. &tait nécessaire mais pas

suffisante :
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Le treillis dessiné suit la condition de la proposition 3.1.8. et pourtant
aucun état de 1'opinion ne peut donmer un tel treillis. La proposition 3.1.9.

fournit une CNS.

3.1.9. PROPOSITION

Une CNS, pour que T soit un "treillis associé & un état de 1'opinion",

est que :

(:) X, @ soient des sommets de T,
(:) T soit contenu dans le treillis de 1'inclusion &troite des parties
de X,
(:) Si X1 et X2 sont deux successeurs de X, alors ils ont un successeur

commun,

(:) Si X, 2 X2 alors, il existe un chemin allant de X; 3 X, ..

DEMONSTRATION

a) Soit E un état de 1’opinion sur X.

@ et@ sont &videmment vérifiés.@ est la proposition 3.1.4.. Montrons

que la condition(:) est vérifiée :

Dans E(Xa) 1'objet x, se trouve classé en queue. Puisque X; € X, dans E(Xﬁ)

1'objet x, se trouve aussi classé en queue. X, a donc le successeur

2

(X1 - xé)= (x - x - xz)° D'une maniére analogue, on montre que(X - X, - sz

est successeur de X .
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Soit ET' 1'état de 1'opinion associé 3 un treillis vérifiant@,@,@,@.
Nous allons montrer que le treillis associé 3 ET est identique au treillis T
D'aprés la définition 3.1.1., ceci revient i démontrer que pour tout sommet

Y de T, 1l'ensemble des objets correspondant aux arcs sortants, noté &7:(Y)
est identique 3 1'ensemble des objets classé&s en derniére position de

+
By (Y). Cet ensemble sera noté S)T(Y)’

Ainsi, le sommet X a dans le treillis associé 3 ET les mémes successeurs
que dans T, et ces successeurs ont eux-mémes dans les deux treillis les

mémes successeurs, etc...

4 *
1) 11 est évident que (v = (.
. : ": + +
2) Supposons qu'il existe un sommet Y de T tel que u(l(Y)Cf;(ZT(Y).
+ &
Soit x 6;.0,1§Y) - .
I1 existe donc un ordre O de ET qui classe l'objet x en queue de

1'ensemble Z oi Y € Z.

z
AN

4 )
o AVAA I A A T T TTTT T T1[11]]

désigne un objet de Y

Le chemin correspondant & cet ordre dans T est le suivant

0=(}r1’y2""" yP =x’y 3y Yn)'

P+1
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D'aprés la proposition (3.1.8.), (Y - x) doit &tre un successeur de Y, donc

x ¢ ﬂ.: () - n&(Y) et x € ‘Q.:(Y) - o (Y), d’oii la contradiction. B

Désignons par N(E) le nombre d’ordres individuels différents contenus dans

1'état de 1l'opinion E.

3.1.10 PROPOSITION

Soit T(E) = (%, U) le treillis associé & 1'état de l'opinion E, ¥ un
. . . ¢
entier donné et |X| = n. Si pour tout Y€ X on a .Y =v
alors
n-v i
vi-y si nay
N(E] <
7 n} sinon

DEMONSTRATION

Evaluons une borne supérieure du nombre de chemins différents dans T(E). Commen-
gons par le sommet X.
A chaque niveau j, j = l,...n =V + | (voir figure ci-aprés) de T(E), on a au

plus, V possibilités de choix.
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A chaque niveaun - Y+ 1 +p, p =1,...., Y= 1 on a au plus ¥ - p possibilités

. . N-v
de choix, puisque [;Qf(Y)I = |{X| =V - p. Il existe donc au plus ¥ |V

chemins différents.

£V possibilités

<V possibilités

n-v4 1

<V possibilités

€ V-P  possibilités

Nn=V414p (xn-v+1+9>
/7 :\\
|

3.1.11 REMARQUE

&
Si Lﬂ, Ml =v pour tout sommet de T(E) vérifiant |Y|=V et
LQf(W)l = |W| pour tout sommet de T(E). vérifiant [Wl<¥Y
n-y
on a alors N(E ) = viv .
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Caractérisation du treillis associé a8 un état

de l'opinion E vérifiant B(v) ou I(v) —

- Dénombrement des ordres admissibles [43]

I1 est bien connu que les états de 1'opinion blackiens ne peuvent pas contenir
p p

‘x' -3 . o w Iy - 2.2
plus que 2 ordres individuels différents. La condition de BLACK est un cas
particulier de la condition d'unimaximalité. On est donc tenté de penser qu'un
état de 1l'opinion qui vérifie la condition d'unimaximalité peut contenir plus

-1

ix T . . .
de 2 ordres individuels différents. Ce point sera contredit dans le

théoréme 3.2.2. de ce chapitre.

De méme, la condition B(Y, i, R) est un cas particulier de la condition B(V).
Malgré cela, elle n'est pas moins restrictive que cette derniére pour ce qui

est du nombre d'ordres individuels différents autorisés.

Le dénombrement de ces ordres s'appuie sur une caractérisation du treillis T

associé 3 un état de 1l°’opinion vérifiant la condition B(Y).

Cette caractérisation va nous permettre, pour un entier ¥ et un &tat de
1'opinion donnés, de tester si E vérifie la condition B(Y). De plus, on peut

déterminer le plus petit entier ¥ tel que E vérifie 1la condition B(Y).
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3.2.1. PROPOSITION

Soit E un état de 1'opinion donné, vérifiant la condition B(Y), et
soit T(E) = (X, U) le treillis associé.
On a lJ]f(Y)I £V pour tout Y € *®.

DEMONSTRATION

Immédiate d'aprés le lemme 1 - chap. II. .

3.2.2. THEOREME

Notons N(E) le nombre d'ordres individuels différents contenus dans un
état de 1l'opinion E..
Si E vérifie la condition B(V), alors

iXl=v
viv si X1 =V

N(E)= ,
( IXI) sinon

DEMONSTRATION

+
Si E vérifie la condition B(y), alors dans T(E), V Y €e¥ ona I\Q: M=y
La proposition 3.1.10 nous permet alors d'affirmer que :
-y
AT s X2
N(E;) =
T ixi! sinon

= 'od 5
De plus N(E) N(ET), d'oti le résultat. .

Soit E un état de 1l'opinion donné. Nous notons W(Y) 1'ensemble des objets
de Y € X qui se trouvent classés au moins une fois en dernié&re position

d'un ordre de E(Y).
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3.2.3. LEMME

Soit E un &tat de 1'opinion sur X. Soient Y € 2 € X. Si W(Z) & Y,
alors W(Y) = W(Z).

DEMONSTRATION

On vérifie facilement ce lemme d’aprés les deux figures suivantes :

7 % 2

N
N
N
\

ElZ): 7

désigne les objets appartenant i 1'ensemble Z - Y.
-désigne les objets de W(Z) qui n'appartiennent pas i 1'ensemble Z - Y.

Ely):

3.2.4. THEOREME

Soit ¥ un entier donné, E un &tat de l'opinion et T = (3, U) son

treillis associé. Les deux conditions suivantes sont &quivalentes ¢

@ E vérifie la condition B(Y),

¢
@ ﬂ-ﬂ(Y)G‘EV pour tout Y e ¥ .
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REMARQUE

On pense généralement aue @-—»@ est trivialement vérifié d'aprés
la définition de la condition B(V). Mais 1l'ensemble ¥ ne contient pas

toutes les parﬁies de X, (ou toutes les parties de X de cardinal VY + 1).

' DEMONSTRAT.ION

@'—’@1 C'est la proposition 3.2.1.

@—b@l Nous allons montrer que 1@ -»1 @ Autrement dit, si E ne

vérifie pas la condition B(v), alors il existe un Z € % tel que

@) >v.

Supposons donc que E ne vérifie pas la condition B(V). Il existe

donc un sous—ensemble Y de X, tel que [W(Y)| >V.
4
Casn°1 : Ye¥X alorsona lﬂ(Y)‘ =lW(Y)l>V-
Casn® 2 : vég X

Posons V= w(Y)
+ J
Montrons qu'il existe unsommet Z € X tel que 127t =V

Imaginons un voyageur partant de X, qui suit le sens des arcs,
et qui utilise seulement les arcs correspondant aux objets qui
n'appartiennent pas & Y. (cf. figure ci-aprés). Ce voyageur arrive

finalement 3 un sommet Z ol :

'
. ‘Qu (z) & Y, et
.o Z 2 Y



111 - 17

T::(X,U) E X )

. o ° ‘ L3 3 - . © ﬂ+
Puisque T est le treillis associé & 1'état de l'opinion E, on a : (z) = W(2)
' ®
Nous vérifions donc les hypothéses du lemme 3.2.3., donc [ = lw@)l =V

Donc si un &tat de 1'opinion ne vérifie pas la condition B(V), il existe un sommet

z € X tel que : Lﬂ#(z),> V.

3.2.5. COROLLATRE

Soit E un &tat de l'opinion donné, et T = (X, U) le treillis associé.

Les deux conditions suivantes sont &quivalentes :

@ \)“est le plus petit entier, tel que E vérifie B(V‘)

® V- nax {12 z ¥}

Le théoréme 3.2.4. et le corollaire 3.2.5. nous donnent une méthode pour tester

la condition B(Y) sur un &tat de 1°opinion donné.

3.2.6. PROPOSITION

Soit E un état de 1'opinion donné, et ET 1'état de 1'opinion associé
34T, oii T désigne le treillis associé i E.

Y un entier donné, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

-(:) E vérifie BY),

@ &, vérifie B(Y).
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DEMONSTRATION

D'aprés la définition d'un treillis associé 3 un &tat de l'opinion, le treillis

associé ET est identique au treillis "initial" T. II

3.2.7. EXEMPLE

soit x = {1, 2, 3, 4, 5}
et E= {1, 2,3, 4, 5) .
(3, 2, 1, &, 5)
(2, 4, 5, 3, 1)
(4, 2, 5, 3, 1)
(2, 3, 1, 4, 5)
(2, 1, 4, 3, 5%

On obtient T = (%, U)

+ . -
On a \ﬂ. )| = 3 pout tout zeX . E vérifie donc la condition B(3).

Remarquons que cette méthode est beaucoup plus rapide que celle qui consiste 3
tester sur les ensembles X' de 3 objets de X si B(2) est vérifiée,

puis sur les ensembles X" de 4 objets de X si B(3) est vérifié, etc...



111 - 19

3.2.8. EXEMPLE D'UN ETAT DE L'OPINION VERIFIANT LA CONDITION T{3)

@ e = - - e > o = T —— - o v - 4 A A e = e e e e S

L'AMENAGEMENT D'UNE STATION DE SKI®

La construction de la station de ski peut &tre d&composée ainsi :
. Construction des routes Ry, 3,3

.. Construction des téléphériques T ,, 5, 34

A
7’ \\ T
s \‘i
--‘--—--—-——h
T .

4

Pour construire les routes R, et R, il faut tout d'abord que la route R,

soit terminée. La construction du téléphérique T, ne peut commencer que lorsque
la route R, est achevée. Il est nécessaire que la route R, soit terminée pour
qu'on puisse commenser T, ou T, . La construction de T, ou de T, doit

&tre terminde pour que la construction du téléphérique T3 puisse débuter.
Supposons que les travaux ne puissent &tre exécuté@s parallélement, c'est-d-dire
qu'on ne puisse pas par exemple construire T, et T, en méme temps. Un ordon-
nancement possible est le plan d‘'exécution suivant que nous &crivons comme un
ordre t e (R R R >T T

re total ( . > 2 > 3 ; > 2 > Tk > Ta 3}

C'est-a-dire que 1'on construit R, ensuite R, etc...

L'ensemble des ordonnancements possibles est présenté dans la figure ci-aprés:
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J

Un ordonnancement possible correspond 3 un chemin de haut en bas. Par exemple
(R1>R3>T4>- T2>R2>fT3>T1 )

Nous considérons l'ensemble de tous les ordonnancments possibles comme un état
de 1'opinion sur 1l'ensemble des objets '(R1, Ry, R, T,, Ty, Tj, T4]
Nous avons montré (cf. 2.3.4.) qu'une condition nécessaire et suffisante pour

que cet &tat de 1'opinion E vérifie la condition B(3) est :

Dans le treillis associé 3 E. de tout-sommet, le nombre des successeurs est

inférieur ou égal 3 trois.

Puisque E vérifie la condition B(Y) si et seulement si E~' wvérifie I(y), nous
pouvons utiliser ce résultat. Dans le graphe de la figure ci-aprés qui est le
treillis associé 4 E-' oil E désigne 1'ensemble de tous les ordonnancemnets pos-

sibles, -tout sommet a au plus 3 successeurs, donc E-! vérifie B(3) et E, I(3).
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3 Etat de I'opinion de cardinalicé maximale

verifiant la condition B(v) [131

Au paragraphe précédent, nous avons vu qu'un &tat de 1'opinion sur un ensemble
. P . . . n~v
de n objets vérifiant B(Y) ne pouvait pas contenir plus de Pl,:-?!?

ordres individuels différents.

Ainsi Ny est une borne supérieure au nombre d'ordres différents que 1'on peut
trouver dans un tel &tat de 1l'opinion. On peut alors légitimement se poser la
question suivante :

Soit ¥ un entier naturel et E un &tat de 1'opinion donnés vérifiant la conditio
B(V). Existe-t-il un &tat de 1'opinion E' 2 E vérifiant aussi B(Y), tel que
N(E') = Ny ,.o@ N(ﬁ) désigne le nombre d'ordres différents dans E' ?

La réponse (assez inattendue) i cette question fait 1'objet de ce paragraphe.

Rappelons quelques résultats obtenus jusqu'ici:

Soit E un état de 1'opinion et T(E) = (¥, U) le treillis associé. On a :
E £ E f. 3.1.6.
@ TE) (cf. 3.1 )
(:) Les trois conditions suivantes sont &quivalentes :
. E vérifie B(V)

-+ Eq{g) vérifie B(Y)
l._Q'_.'(Y)I =Y pour tout Y e ¥ (cf. 3.2.4. et 3.2.6.).

@ si E vérifie B(Y), alors N(E) = N(E ) £ N, (cf. 3.2.2.).
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OPERATION 1 ¢

T ———————

B(v) .

arcs du niveau n au niveau ¥V et dans lequel on aurait ajouté aux

niveaux suivants le plus possible d'arcs et de sommets.

Soit T = (¥, U) le treillis associé 3 un état de 1l'opinion E vérifiant

Remplacer ce treillis par un treillis T, ayant les mémes sommets et

REMARQUE

v ! chemins vont alors de tout sommet Y du niveau Y au sommet (¢} .

EXEMPLE

Reprenons 1'exemple 3.2.7. Ona T = (X, U) , V=3

(1 23a5s)
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Le treillis T1 est le sulvant :

3.3.1. PROPOSITION

L'état de l'opinion Ep  associé au treillis T, vérifie la condition
1

B(¥)..

DEMONSTRATION

) +
Chaque sommet Y du treillis T, vérifie par construction: |~.Q(Y) | <V,

Donc si nous montrons que le treillis associé 3 Ey st identique au treillis
1

T1 alors ET vérifie la condition B(Y) (cf. 3.2.4.).
1
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-~

Ceci revient & montrer (cf. 3.1.5. et 3.1.9.) que si X, et X, sont deux suc-

cesseurs

Cas n° 1

Cas n°® 2

ET] vér

de X3 dans T; alors ils ont un successeur commun.
: Pour tout couple de sommet X, et X, de cardinalité inférieure ou
égale & V cette propriété est vérifiée (par définition de 1'opé-

ration 1).

Si X, et X, appartiemnent & un niveau supérieur & ¥ , alors ils

oo

étaient contenus dans le treillis T initial, dans lequel la pro-

priété est vérifiée.

ifie donc la condition B(V). ' R

OPERATION 2

Soit T = (¥, U) le treillis associé 3 un état de 1'opinion E vérifiant
B(™V).

On considére les sommets Y € ¥ tels que 3

1°) 1Yl >V (c'est-d-dire de niveau strictement supérieur & V ),

2°) Le nombre des successeurs de Y est p, p<V

S8i dans ces sommets on peut en trouver un dont les p successeurs ont
tous un successeur qui se déduit par 1'extraction de 1'objet y,
alors on ajoute au treillis au niveau 1Y} - | le sommet (Y - y) et

tous les arcs qui peuvent le joindre a priori.

Désignons par T, le treillis ainsi obtenu.




Y, 5.0 Yp désignent les successeurs de Y

3.3.2. PROPOSITION

a) Y est le seul prédécesseur de (Y-y) dans T,

b) (Y, = ¥),e.s, (Y, - y) sont les seuls successeurs de (Y - y) dans T,

Cette proposition montre que les arcs pointillés dans la figure précédente sont

les seuls nouveaux arcs de Té.

DEMONSTRATION

a) Montrons que Téne contient pas de sommet (Y - y + z) avec z # y. S'il existait
un tel sommet dans T, il existerait aussi dans T, un sommet Z contenant Y + z

et qui précéderait (Z - y).
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Si (Z - y) est un successeur de Z dans T, Y doit aussi précéder (Y - y)

puisque Y ¢ Y +z < Z (cf. 3.1.8.).

Le treillis T contiendrait donc le sommet(Y - y),d'oid la contradiction.

b) Montrons que T,ne contient pas de sommet (Y - y - z) qui soient différents

des sommets (Y, - y), i € {],e..,, p} . S§%il existait un tel sommet dans

T2i1 existerait aussi dans T,un prédécesseur (Y -~y - z +v) # Y, ,i=1,...,p.

( V-y-zw:)

Ce sommet (Y -y = z +v) aurait un prédécesseur Z qui précéderait (Z - z).

Cas n® 1 : Siy € Z on a alors YeZ. Donc daprés 3.1.8. Y précéderait

(Y - z) dans T, d'oii la contradiction.

Cas n® 2 : Siy € Z il existerait un sommet V dans T qui précéderait (v - yi.

°

On aY € V. Donc d'aprés 3.1.8. Y précéderait (¥ - y) d'oi la contradiction.
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EXEMPLE

Reprenons 1'exemple précédent.

Y = {2, 3, 4, 5} a la cardinalité 4, donc supérieure 3 3 (=V).

Y précade ¥, = {2, 3, 4} er ¥, = {2, 4, 5}

ot ﬁ Q(v,) = {24)

Soit vy = 4. L'opération 2 compléte le treillis de la maniére suivante :

(ﬁ1 2 3 4 !{)
5

-

-

e
.

Remarquons qu'on peut maintenant effectuer 1l'opératiom 1.
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3.3.3. PROPOSITION

L'état de 1'opinion Eq associé au treillis T, vérifie la condition
2

B(¥).

DEMONSTRATION

Dans le treillis T2 chaque sommet a par construction, au plus Y successeurs.

Pour montrer que ETE vérifie B(V), il suffit donc de montrer, comme nous allons

le faire, que le treillis associé a Ef est identique a T,.
2

Ceci revient & montrer (cf. 3.1.5. et 3.1.9.) que si X, etX, sont '} £

deux successeurs de X; dans T, alors, ils ont un successeur commun.

Pour tout triplet de sommets ) SPID

vérifiée dans T,, puisque T est le treillis associé a E.

X, appartenant 3 T, cette propriété est

Il s'agit donc de montrer que pout tout triplet contenant le nouveau sommet

(Y - y), 1a propriété (%) est vérifiée

Soit X3 = (Y - y). Les seuls successeurs de (Y - y) dans T3 sont les sommets
(Y1 - y), (Yz - y)’0709 (Yp - y) (wa 303.20)9

Puisque ces sommets appartiennent 3 T, ils ont donc deux 3 deux, un successeur
commun. Par exemple, (Y‘e -y) et (Y, - y) lf s?mmet (Y - Xg " ﬁpp - y)

{Notation cf. Opération 2).
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Soit X, = (Y - y). Puisque le seul prédécesseur de (Y - y) est Y (cf. 3.3.2.),

X, est un des sommets Y; , i € G,..., ;)},Les sommets (Y - y) et (Y, ) ont comme

successeur commun, le sommet (Y, - y).

Le treillis T, vérifie dont {%x) et ET la condition B(v). l
2

Pourquoi ces opérations ?

Soit E un &tat de l'opinion donné et soit T = (¥, U) le treillis associé.
Supposons que E vérifie la condition B(v) et N(E}<N,, .

Par une suite d'opérations 1 et 2, nous voulons obtenir un treillis Tfinal

pour lequel :

1°) E vérifie la condition B(V),

final
2°y E < ET
final

T

3%) N(ET ] ) = N\;
final

L'algorithme suivant va nous permettre de construire un tel treillis (s'il

existe !).
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ALGORITHME

Soit T le treillis initial.

(:) Effectuer 1'opération 1 (si possible)

: (:) Appeler candidat tout sommet Y, {Y| >V  du treillis transformé
par 1'opération 1 , pour lequel le nombre de successeurs est
inférieur 3 VY .

S$'il n'existe pas de candidat :{ STOPI)

Sinon, choisir un candidat de cardinalité minimale.

Si les successeurs de ce candidat ont un arc sortant commun, alors

effectuer 1°opération 2. Retourner 3 (:) .

Sinon STOPliI (les conditions pour qu'on puisse effectuer 1'opé-

ration 2 ne sont pas vérifiées).

Remarquons que si 1°algorithme s’arr&te 3 STOP I, alors tout sommet Y du treillis

final vérifie :

i°) Si |Y{>Y alors le nombre des successeurs est VvV (il n'existe plus de

candidat).

2°) si 1Y} 2V alors le nombre des successeurs est |Y{ (on a effectué 1'opé-

ration ).

D'aprés 3.1.11. 1'8tat de 1'opinion associée au treillis final contient
n-v
N, =viv ordres individuels différents, et d‘'aprés 3.3.1. et 3.3.3.

il vérifie la condition B(VY).

Donc si nous pouvons montrer que quel que soit 1'8tat de 1'opinion E initial

vérifiant B(V) 1'algorithme ne s‘arr8te jamais & STOP II, nous avons montré que

Pour tout état de 1°opinion E vérifiant la condition B(V), il existe un &tat

de 1'opinion E 2 E vérifiant la condition B(Y) tel que N(E) = Ny .
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EXEMPLE

Reprenons 1'exemple 3.2.7. et appliquons 1'algorithme.

On obtient finalement le treillis suivant :

62343

12 3 5

4)(245)(235)(125)
SR AN

3.3.4. THEOREME

Soit Y = 3, VEN.

Pour tout &tat de l'opinion E vérifjant la condition B(Y), il existe

un état de l'opinion E 2 E vérifiant aussi la condition B(Y) tel

que : N(E) = Ny

Autrement dit, tout état de l'opinion 'maximale par rapport a B(Y)" est

maximum, c'est-3-dire contient N, ordres individuels différents’.pour v<£3.
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DEMONSTRATION
V= ¢ évident puisque N, = 1.
V= : Soit T = (¥, U) le treillis associé & un &tat de l'opinion E
vérifiant B(2).
11 s'agit de montrer que si Y est un candidat de cardinalité mini-
male, c'est-d-dire un sommet Y, [Y[ > 2 ayant un seul successeur,
alors ce successeur a un arc sortant {commun), c'est ce qui est
évident. -
V= t Soit T = (¥, U) le treillis associé 3 un état de l'opinion vérifiant
§

B(3). Soit Y un candidat de cardinalité minimal.
Si Y précéde un seul sommet, alors ce sommet a &videmment un arc

sortant (commun) .

Supposons donc que Y précéde Y, et Y, .
On a |YI > 3, donc 1Y;123 et {Y,l=3.
Y, et Y, précédent chacun trois sommets. En effet, Y est un candidat

de cardinalité minimale dans le treillis transformé par 1‘opération 1.
Hotons y, =Y -Y , i=1,2

Les sommets Y, et Y, ont un successeur commun, puisque T = (¥, U)

~

est le treillis associé 3 un état de 1'opinion.
3 ¥
Donc y2€ .Q.(Y1) et y1 e 52 (Yz)'

soit §LY,) - {x} = (2]
et ST(Y) - {y)= {z2]
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I1 s'agit de montrer que Y et Y2 ont un arc sortant commun, donc de montrer
que {z,z} m{z,z} #¢

Posons Z = {21, z,,2 } et montrons que {Z|

Dans la restriction de 1'état de 1l'opinion associée & T aux objets de Z,
tout objet de Z se trouve classé en queue. En effet, Z est contenu dans Y,
et aussi dans Y, . D'aprés 3.2.6. cet &tat de l'opinion vérifie aussi la
condition B(3), c'est-d-dire que le nombre d'objets classés en queue dans la
restriction de cet &tat de l'opinion aux objets d'un sous-ensemble de X est

inférieur ou égal & trois. Donc la cardinalité de Z est inférieure ou &gale

a trois. -

Pour un entier ¥ >3 le théoréme précédent est faux comme le montrent les

contre-exemples suivants :

CAS V= 4

Soit X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et E un état de l'opinion oii le treillis T associé

s'écrit de la mani8re suivante :

CX={123 4 56})

{123 5 & Yz

TN AN

/ l \ l \
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Nous supposons que tout sommet Y de T, |Y| < 4 ait |Y| successeurs, c'est-
+
i-dire 8 (Y) = Y.

L'état de 1'opinion Er associé 4 T est ainsi défini d'une mani&re unique.

ET vérifie la condition B(4). En effet :

. Tout sommet de T a, au plus, 4 successeurs, et
.. 81 X, et X, sont deux successeurs de Xs alors, ils ont un successeur

commun.

Le nombre d'ordres individuels (différents) de E est :
N(E) = 3:¢hob-3-251
< 418 =N,

Le seul moyen d'accroitre N(ET) consiste & ajouter au sommet X, un autre suc-
cesseur, soit(X - {1}) ou(x - {2}) ou(x - {3}).

Mais si on ajoute le successeur (X - {k}) : ke(l, 2, 3} , alors Y, et
x - {k}) auraient 1le succeseur(Yk —{k} commun, et donc Yk aurait 5 succes-

seurs.

L'8tat de 1'opinion E' obtenu ainsi ne vérifierait plus la conditiom B(4).
§
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CAS V>4

Soit X = {l, 2, 3hieeees ¥V, V1, V4 2} et soit E un état de l'opiniomn

oli le treillis associé s'écrit de la maniére suivante :

o
/ALY //' ANE/AN

Nous supposons que :

ny =x-0f, L=1,..,v-1

2y Ly = v, - v 2l
3 V) = v, - {v+ 1l
b Nap =y -}, £=3,...,v-1.

Comme au paravant, nous supposons que tout sommet Y de T Y] =V a

|Y| successeurs, c'est- a—dlrecgl(Y)

L'état de 1l'opinion E associé i T est ainsi défini d'une maniére unique.
T

E vérifie la condition B(V). En effet :

. Tout sommet de T a au plus Y successeurs, et

. Si X1 et X2 sont deux successeurs de X3 alors ils ont un successeur commun.
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La seule possibilité d'augmenter N(E.) consiste 3 ajouter au sommet X un autre
successeur. soit(X - {V}) oulx - {v + l}) ou(X —{\7 + 2})

Mais si on ajoutait le successeur(x -{)ﬁ+k}) . ke{o, 1. 2}, alors Y, et
(X - {\“k})auraient le successeur (Yk - {k})commun, donc Yk aurait V+ 1

successeurs.

L'état de 1'opinion E' obtenu ainsi ne vérifierait plus la condition B(4).

REMARQUE

Nous n'avons, dans ce chapitre, examiné& que la condition B(V). Il est &vident
que des raisonnements analogues sont aussi valables pour la condition I(V),

. o s o . o =1 o o g S
puisque E vérifie B(Y) si et seulement si E vérifie I(W) (ol E L désigne

1'état de l'opinion obtenu en inversant tous les ordres de E).






CHAPITRE 1IN

Condition REF
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Introduction :

Dans ce chapitre, nous proposons une condition plus générale que la condition

"montagneuse" présentée au chapitre II, la Condition REF.

“
e

L'introduction des !'"états de 1'opinion dua@k" au paragraphe | nous permettra
d'examiner les liens entre les classements des objets et les rangs qui peuvent
tre occupés par ces objets. Nous proposerons les conditions REF-Primal et
REF-Dual.

Au paragraphe 2, nous introduisons la condition RANG qui "englobe"” 1la condition
REF-Primal et nous montrons que si un &tat de 1'opinion vérifie la conditiom
RANG, alors le graphe de surclassement pour le seuil correspondant est sans

circuit. "
Au paragraphe 3, la condition TRI —une condition “particuliére" de REF-Primal-

est présentée ainsi que des procédures de reconnaissance.

Dans le dernier paragraphe, nous examinons les liens entre ces différentes con-
ditions en obtenant des résultats paradoxaux qui nous permettent d'@claircir

la structure d'un état de 1'opinion vérifiant REF, "la fin justifie les moyens™.
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Condition REF et état de l'opinion dual

DEFINITION [ REF

Soient V, i, et j des entiers tels que 1 =V <IXx|, 1< i< V+1,
1< j =¥+ 1. Soit R un ordre de référence. Un &tat de 1'opinion E

vérifie une condition REF (ot REF(Y, i, i, R)), si et seulement si :

Pour tout sous-ensemble Y de ¥ + 1 objets de X, 1'objet placé au

rang i de R(Y) ne se trouve jamais placé au rang j de E(Y).

EXEMPLE

Soient R = (x1, Xys Xys Xy xs) et VY=4, j=3, i=2,
Toutes les permutations de l'ensemble d'objets X =-(x1,.,., x;} sont
permises comme ordre individuel sauf les permutations qui ont placé
l'objet x, au troisiéme rang.

Par exemple (xs, Xys Xy5 X x1) est interdit.

2 75

REMARQUE

On vérifie facilement que les trois conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1°) E vérifie REF (v, i, j, R)
2°) E  vérifie REF (v, V+2 - j, j, 1)
3°) E™' vérifie REF (V, i, Y+ 2 - j, R)

(ot E*! désigne 1'état de 1'opinion obtenu en inversant tous les ordres
de E).
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Avant d'examiner les propriétés d'un état de 1l'opinion vérifiant une condition

REF, introduisons les "étfats de £'opinion duaux".

Soient E un état de l'opinion donné et R = (r1,..., r,) un ordre de référence
sur les objets de X. A chaque ordre 0 de E, nous associons la matrice de per-

mutations P(0) qu'on définit de la maniére suivante :

I s8i 1'objet r, se trouve au rang j dans O
p; (0) =

0 sinon

P

ol P:(O) désigne 1'élément de P(0) situé & 1'intersection de la i-&me ligne

et de la j-iéme colonne.

I1 est clair que chaque ligne et chaque calonne de P(0) contient exactement

un ﬂll”g

Tout ordre O peut s'écrire sous la forme d'un produit symbolique :

0 =R = P(O)
= (r19 Ié’ ré,..g, ﬁ‘) » P(0)

La restriction d'un ordre O aux ObjetS“&éhYWS X s'écrit
0(Y) = R(Y) = P(O(Y))

oli P(0(Y)) désigne la restriction de la matrice P(0) aux lignes et colonmes

correspondant aux objets de Y.



v - 4

EXEMPLE
Soient X = { Xys Kysoees X x%}

R = (r1, Tyseees T Ié) = (xz,‘xa, Xgs Xy x1, x6) et

0 = (xs, Xys Xy5 Xy5 g X,) .
On a :

1
1
P(O}: !

Nous définissons £'ondre dual noté OR d'un ordre O de la fagon suivante :

® = r )T

ol P(O)T désigne la matrice transposée de P(0).

Remarquons que 1'ordre dual d'um ordre O dépend du choix de 1'ordre de réfé-
rence R. Rappelons que N(E) désigne le nombre d'ordres distincts contenus dans

et notons EY 1'ensemble des ordres duaux correspondant 3 des ordres de E.

4.1.4. On vérifie trivialement les propriétés suivantes :

5y R = o
2°) (ER)R - E
3°) BN = {E
4°) NED) = NE)
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REMARQUES

Soient m, i, j trois entiers vérifiant 1= m< X , | fSifmetl€j<m

Si pour toute sous-matrice (m x m) de P(0) contenant m fois un "1", 1'Elément

situé 3 1'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est un "0",
alors il est facile de voir que dans toute sous-matrice (m x m) de P(O)T

contenant m fois un "1" 1'81ément situé 3 1'intersection de la j-éme ligne

et de la i-&me colonne est aussi "0".

Soit E un &tat de 1'opinion vérifiant la condition REF (9, i, j, R).

Soit 0 € E. Quel que soit le sous—ensemble Y de ¥V + 1 objets de X, 1'objet

de rang i dans R(Y) ne peut avoir le rang j dans O(Y).

En d'autres termes :

L'élément de P(O(Y)) situé 3 1'intersection de la i-&me ligne et de la

j—-éme colonne est 0",

0(Y) = R(Y) x P(0O(Y))

= [ !ril ] %

sk

e
i
|
(1
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Des deux remarques précédentes découle le :

THEOREME DE DUALITE POUR LA CONDITION REF (¥, 4, j, R)

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(:) E vérifie la condition REF (¥, i, j, R)

<:) ER vérifie la condition REF (v, j, i, R).

DEFINITION REF - PRIMAL, REF- DUAL

Soit E un &tat de 1l'opinion vérifiant REF (v, i, j, R).

-8i (i€ j et i+jij= YV+2)ou(i=Zjeti+ j= V+2), nous

allons dire que E vérifie la condition REF-PRIMAL.

-8i (1= jeti+ j= Y+ 2)ouli<jeti+ j=V+ 2), nous

allons dire que E vérifie la condition REF-DUAL.

Remarquons qu'il peut y avoir des états de 1'opinion qui vérifient a la fois

la condition REF-PRIMAL et REF-DUAL. (par exemple pour i = j).

Le terme "dual - primal" est justifié@ par la proposition suivante :

PROPOSTITION

E vérifie une condition REF-PRIMAL-atisep- ER vérifie une condition
REF-DUAL.
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DEMONSTRATION

D'aprés le théoréme précédent, on sait que :

E vérifie REF (v, i, j, R)<—>ER vérifie REF (V, j, i, R). La définition

4,1,6. donne le résultat.

4.1.8. REMARQUE

Soit E un état de 1'opinion vérifiant REF-DUAL, (REF-PRIMAL).

Dfaprés 4.1.3., on voit que :

- E"Y  yérifie aussi REF-DUAL, (REF-PRIMAL) (Cf. 4.1.3. - 3°)),

- E vérifie aussi REF-DUAL,(REF-PRIMAL) si 1‘ordre de référence R est
inversé (cf. 4.1.3. - 2°%)).

C'est—a-dire que les conditions REF-PRIMAL et REF-DUAL sont en quelque

sorte "fermées" par rapport d 1l'inversion.

Nous pouvons représenter les conditions REF-DUAL et REF-PRIMAL de la maniére

sulvante :

|
V+1 4q I{Hﬂ M‘ WW@&‘}W}}% ‘ﬁiﬁ[ﬁ[ﬂf”}” |N§ﬁ[

b ]"m
. 4

i

i

i m"t

i

A

1 tm \\l

1
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2 Condition F%ANG‘

Dans ce paragraphe, nous introuduisons une condition plus générale que la con-—

dition REF-PRIMAL. a

4.2.1. DEFINITION : RANG

Soit ¥V, p, g, trois entiers vérifiant V<Xl et p + q =% .
Un état de l'opinion E vérifie la condition RANG (ou RANG (¥, p, q)) si
pour tout Y & X il existe un objet y de Y qui, dans tout ordre O(Y) de

E(Y) occupe :

- soit un des p premiers rangs,

- soit un des q derniers rangs,

mais jamais les rangs intermédiaires s'il en existe.

|1|2I s a s lp%til’éié'r:.-':"étZlia{Z!«‘lz,‘ . . lq[
- . ]
¥

rangs interdits

4.2.2. THEOREME [11)

Si un état de l'opinion E vérifie la condition RANG(Y), alors le graphe

-1 . .
de surclassement G(;Z§7f0 est sans circuit.
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DEMONSTRATION

V-1

Nous allons montrer que si le graphe de surclassement G(—<¢——) correspondant 3
un état de l'opinion contient un circuit, alors E ne vérifie aucune condition

RANG(V), quelsque soient p et q.

Soit donc € un circuit dans G(:lgyl), D'aprés la proposition 1.2.3. du
chapitre 1, la longueur m d'un tel circuit est strictement supérieure a V.

Notons Y 1'ensemble des objets de X formant ce circuit €.

Soient p et q deux entiers quelconques de 1'ensemble {I,.. Y fvérifiant
2

p+aq=V.

Puisque E vérifie la condition RANG(V), il existe donc un objet y de Y qui
occupe dans E(Y) seulement certains des p premiers rangs et des q derniers

rangs, mais jamais les rangs intermédiaires. Notons y cet objet.

On peut toujours trouver dans tflun chemin C de ¥+ 1 sommets, tel que

y soit le (p + I)-iéme objet dé G (voir figure ci-aprés).

or-"p’ B

On sait de plus (cf. la remarque 1.2.2. b du chapitre 1), qu’d tout chemin
de longueur Y + | dans G(ligrl) correspond au moins un ordre de E dans lequel

les objets sont ordonnés de la méme maniére que sur le chemin C.
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Soit O un tel ordre de E. Désignons par X' 1l'ensemble des ¥ + | objets falsant
partie du chemin C. Dans la restriction O(X') de 1'ordre O aux objets de X',

1'objet y se trouve placé au rang (p + 1) (par construction de ().

P q

Al A
r N \
o'y [TTTTTTTITTITITIIPIIITITTIITibdiilil
123 ‘. . . p+1 . - . \)+1

L'objet y est alors nécessairement placé dans O(Y) dans un des rangs intermé-
diaires, c'est—-d-dire n'occupe ni un des p premiers rangs, ni un des q derniers
rangs.

Ce raisonnement est valable quels que soient p et q vérifiant p + q = ¥

On en conclut que E ne vérifie pas la condition RANG(Y). II

Nous allons maintenant montrer que 3 REF-PRIMAL = RANG

Ceci revient 3 démontrer le lemme suivant :

4.2.3. LEMME[11)

Si E vérifie une condition REF-PRIMAL (V), alors, on peut trouver deux
entiers p et q tels que p + ¢ = ¥ et un objet qui, pour tout

Y< X, |Y|Z V+ 1, ne se trouve dans E(Y) qu'd certains des :

- p premiers rangs, et des

- q derniers rangs.
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DEMONSTRATION

ler Cas i€ j et i+jse V+2

Montrons que 1'objet F;  placé au rang i de R(Y) se trouve seulement
dans les p = j - | premiers rangs et dans les q =V +I-j derniers

rangs de E(Y).

Soit m = IYI.
Supposons que la conclusion du lemme soit fausse, c'est-i-dire,
supposons qu'il existe un ordre. O de E dans lequel 17objet r, occupe

le rang f, [fe {j, jril,eee, m=(V+ 1~ j)}

Montrons qu'il existe alors un sous-ensemble X' de X tel que :

QO KXil=v+i

(:) r, se trouve au rang i dans R(Y)

(:) r, se trouve au rang j dans 0(Y)

Notons R = (rﬁy Tyseess Lo T

restreint sur Y. Définissons les ensembles d‘objets suivants :

peosy g“) 1'ordre de référence donné

R, = {rk | k<i et Ry = '(rk i k>i}
R |r] Lt el l@g
R J .
Y : \
R, Rp
Oa désigne l'ensemble des objets de Y placés avant r; dans O, et

Op désigne 1°ensemble des objets de Y placés derriére r; dans O.

0 :{ il |
| % ")

-

Nl
o
<]
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Posons r = |0A (Y RAI (1)

a) Montrons que IOAr\ RDI 2j-1-r

onalo, "Ryl = IoAI— loAr\RAl (2)
Par hypothése, l'objet r, occupe un des rangs
interdits, domnc |OA| = 3 -1 3)
D'aprés (1), (2) et (3) on a :

IR, ~ 0l 2§ -1 ()

b) Montrons que |0y N RD|2.\7+ 2+ r-1i-j

oma fopn Ryl = lopl - loyn R, | (5)
Par hypothése, 1l'objet r, occupe un des rangs
interdits, donc lODIZ\’+ 1 -3 (6)
Par définition [RyI=1i -1 (7)
D'apras (7) et (1) : IR, A0yl = |R |-lo,nR,[= (i-D)-r
Finalement en utilisant (6) et (5) on obtient :
IR, N 0y I2 VH+1-j-(i-1-r) = V4247 - i-j (8)

c) Montrons que j -~ 1-1 2 0
D'aprés (1) et (7) onar = lOA f\RA] s\RA \ = i~1
Par hypothése, i € j donc j -1 -r=20

d) Montrons que Y+ 2 -r -i-3j =2 0

Ona VY+2+r-i-32 V+2-(i+)

Par hypothése, i + j= ¥ + 2, donc V+ 2 +r-i-~-j=0

Désignons par X, un sous—ensemble de (j - 1 - r) objets de
R, N 0, par X, un sous-ensemble de (Y +2+r~-1i-j) objets
de RD N OD'

X' = R, wu X1 . X2 o {ri] est le sous—ensemble de X cherché.

A
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En effet

O ix

@ r; se trouve au rang i dans R(X") puisque R, © X' et
IRy = i-1

(i-1) + (3-1-r) + (V+2+r-i-j) + | =y +|

@ r, se trouve au rang j dans 0(X') puisque :

v '
OA/'\RACX et X1CX et

IOA N RAI =r et IX,' = j-i-r.

Donc (j-1) objets de O, appartiennent 3 X'.

2éme cas : i2 3 et i+ j 2AV+2

Soit E un état de 1'opinion vérifiant la condition REF(vy, i, j, R)

° .

oli i et j vBrifient : i=<j et 1+ j=< V¥V + 2,

Montrons que E vérifie également wune condition REF(Y, i'a ', ji s Ry
ot i1;>= j1 et i, + j1,>_9+2.

D'aprés la remarque 4.1.3. 2°), E vérifie aussi la condition
REF(V, V+2 -1, j, R™V).

Donc iy = Y+ 2 -1 et j, =j.

Par hypothése, i + j=V+ 2 donc j = qu V¢ 2-1is= i,
On a i etj1 =V+2=-1i4+]j

Puisque par hypothése i = j, on il‘8 + jﬁ?_’.\?-ﬂ- 2.

On peut conclure que si E vérifie REF-PRIMAL, E vérifie &galement RANG.

CONCLUSION

Si un état de 1'opinion vérifie la condition REF-PRIMAL pour un entier ¥ donné,

-} . .
alors G('?;V'—) est sans circuit.
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3 Condition TRI

Dans ce paragraphe, nous allons examiner un cas particulier de la condition
REF-PRIMAL. Rappelons que la condition montagneuse B(v, i, R) est un cas
particulier de la condition REF-DUAL :

B(v, i, R) = REF (¥, i, ¥ + 1, R).

Le théoréme 4.1.5. montre due 1a condition "duale'" de B(¥, i, R) est la con-

dition REF(Y, ¥ + I, i, R) que nous nommerons désormais la CONDITION TRIT ,

Considérons maintenant la triste situation suivante. Tous les chercheurs de
1°I.R.M.A. de Grenoble recoivent, dans le méme ordre chronologique pendant
un mois, les mémes circulaires administratives (notées Fl’ £ =1,..., n)

exigeant des réponses "immédiates".

Soit (Q seees Fy) 1l'lordre chronologique d'arrivée des fiches. Ecoeurés par
leurs tracas administratifs, chacun des chercheurs utilise la méthode de tri

suivante :

I1 classe "correctement" les ¥ premidres fiches recues, c'est-d-dire de la plus
importante 3 la moins importante, la plus importante étant situ@e au-dessus

de la pile.

(L)
Y fiches cor- { ’

rectement classées

I
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Quant aux fiches suivantes, s'il les trouve importantes, il les classe entre

les p premiéres (p =< V), sinon entre les q = ¥ - p derniéres..

*{

I

Si 1'on suppose que tous les chercheurs utilisent 1a m@me méthode de tri

"rationnelle®”, alors 1°ensemble des classements vérifie la condition de

tri pour :

R = (F1, LA F,), Yet j=p+l

D'ailleurs, cette méthode de tri assure que les p circulaires les plus impor-

tantes se trouvent en haut de la pile.

La méthode de rangement présentée dans 1’exemple précédent peut &tre forma-

lisée par l'algorithme suivant :
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4.3.1. :  Algorithme TR : ou TRI (v, i, R).

Soient R = (rl,..., r,) un ordre de référence donné et V et j

deux entiers tels que 1 £ Y<iX{, 1€ j £ v+ 1.
C) Classer les ¥V premiers objets de R.

(:) Prendre 1'objet qui se trouve classé premier dans la res-
triction de R aux objets non encore classés.
Classer cet objet soit dans un des (j - 1) premiers rangs,

soit dans un des (¥ + 1| - j) derniers rangs.

P Objets déja classés

A
R: 0 1 11 11111

2

1 23 j1 1

/

Pe1-j

On a ¥ classements possibles

Nous allons appeler dans la suite, les (j - 1) premiers rangs "les bons rangs"

les (VY + 1 - j) derniers, "les mauvais rangs' et les rangs intermédiaires

sont appelés "les rangs moyens".

112 . . . }‘1' i ° ° o I1 2 ° ¢ . V+1‘j

I I\ 2
Y Y
bons rangs rangs moyens mauvais rangs
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EXEMPLE

soit X = {1,2,3,4,5 6} et R=(l,2,3,4,5 6 V=4 j=23

1) Un classement possible pour les 4 premiers objets de R est :
[2]a]i]3]
L'objet "5" peut occuper les rangs suivants :

(112/3]4]5]6]
j -1 =2 premiers rangs
Y+ 1 = j = 2 derniers rangs.

|
i2fjal1]3

d'oli un classement possible :  [Z]5]4]1]3]

L'objet "6" peut occuper les rangs suivants :

[112]3]4]s]6]

Donc on peut par exemple, obtenir le classement suivant :

[2]s]afs s3]

Remarquons que dans cet exemple 1‘'algorithme donne 4 { 4°4 = N, clas-

sements différents.

Soient ¥ , j et R fixés.

Notons ZEA 1'ensemble des ordres construits au moyen de 1’algorithme TRI

et i 1'ensemble des ordres qui vérifient la condition TRI, c'est-d~dire
REF(Y, Y + 1, j, R).
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4.3.2. : PROPOSITION ‘8 E
""""""" A TRI

DEMONSTRATION

gAs gTR

Montrons qu'un ordre O construit avec l'algorithme vérifie la condition TRI,

c'est-a-dire que si Y désigne un sous—ensemble quelconque de (VY + 1) objets

de X, 1l'objet y classé@ au dernier rang de R(Y)

ne se trouve pas classé au rang j dans la restriction de cet ordre O aux

objets de Y.

Lorsqu'on classe 1'objet y en utilisant 1'algorithme, tout objet de Y - y

est déja classé.
123

il '//'//“ AW \\\\

N7/ vl 1L v Y

| 8 ] J
~y
bons rangs mauvals rangs

V+1-j

désigne un objet de Y - y

. Si occupe aprés classement, un des '"bons rangs', on ne peut pas avoir
" 9’ E)

plus de (j - 2) objeﬁs de Y classés avant lui.

.. S8i y occupe aprés classement, un des "mauvais rangs" on ne peut pas avoir

plus de (Y - j) objets de Y classés aprés lui.

Dans les deux cas, y ne peut occuper la j—-8me position dans la restriction

de cet ordre aux objets de Y.
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?Rli

g-le

Au pas 1 de 1'algorithme, on a v ! classements possibles pour les ¥V premiers

b) Montrons que

objets de R. A chaque pas suivant de 1'algorithme on a ¥ classements pos-

sibles et ceci pour (n - V) pas semblables.

Donc EEA!= 91 Vn-v

; n-v
D'aprés 2.2.5., 4.1.4. et 4.1.5. on a €m|= v iy

d'od EA € g | ‘ - |

TRt

Examinons maintenant les propriétés d'un &tat de 1'opinion E vérifiant la con-

dition TRI (pour V , j et R fixés).

Soit Y& X et notons BM{Y) 1'ensemble des objets de Y qui, dans E(Y),
ne se trouvent jamais aux rangs moyens.
Autrement dit, si y désigne un objet de BM(Y) alors dans tout ordre O(Y) de

E(Y) 1'objet se trouve :

- soit dans un des bons rangs (les j - | premiers)

- soit dans un des mauvais rangs (les Y+ | - j derniers)

EXEMPLE
Soit =2, V=4 et Y= {1, 2,3,4,5,6,7, 8}
(1,02, 3, 4, 5,06, 7, 8)
E(Y) : (8,12, 5, 6, 7,{4, 1, 3)| on a BM(Y) = {1, 8}
(1,04, 3, 7, 2,]6, 5, 8)
(2,17, 6, 4, 5,18, 3, i)
et —

bon mauvais
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4.3.3. PROPOSITION

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(:) E vérifie la condition TRI par rapport d 1'ordre de référence

R = (q srens rn)
(:) Pour tout k de n jusqu'a 1, on a :

r € BM (Xk)

ot Xk = { Tyseees rk}

DEMONSTRATION

soit k €{,..., n}

D'aprés l'algorithme TRI, dans tout ordre 0 € E 1l'objet T,

se trouve placé :

- soit dans un des bons rangs :} de 0(X,)

~ soit dans un des mauvais rangs

donc r, € BM(X,) .

Soit O un ordre de E vérifiant la condition 2.

Dans ces conditions; O se laisse construire au moyen de 1'algorithme TRI.

En effet, TRI permet de classer :

- I, puisque r, appartient par hypothé&se a BM(X)

= T,.q4 bPuisque r,_4 appartient par hypoth&se & BM(X,.4), etc...
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Le théoréme précédent nous permet de résoudre le probléme suivant :

Soit E un état de 1'opinion donné.
p1 E, vérifie-t-il la condition TRI (v, j, R) ?

¥, ] et R étant donnés.

Pour résoudre ce probléme, nous proposons l'algorithme 1 :

4.3.4. ALGORITHME 1

R

Soit R = (r%,..., r,) et posons X, = (ri,..., T, k $ n

Si r, € BM(X,) pour tout k de m jusqu'id I, alors E vérifie

la condition TRI (¥, j, R), sinon E ne vérifie pas la condition

TRI (¥, j, R).

EXEMPLE

Soient X = {1, 2, 3, 4, 5,6, 7}, ¥=3,j=2

a5 6 3 7)1 2 0,
1|7 5 4 6}3 2 0,
et E? 13 5 6 7]2 & .
214 6 71 3|5 1 °
i]l7 6 4 5])2 3
285 7 6 384 1 O
—— e

bon mauvais
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1°) Soit R= (7, 6, 5, 4, 3, 2, 1)
On a BM(X)) = {1,2} donc 1'objet r, = ! appartient a BM(X,)

495 6 317 2 0,(Xg)
715 4 613 2 ’
E(Xy) = EGEz{)) = 315 6 712 4
2 4 6 7 3 5
716 4 512 3
215 7 6§13 4 06 (¥g)
On a BM(X4) = {2} donc l'objet r, T < 2 appartient a. BM(Xy)

Finalement, on voit le résutlat que E vérifie la condition TRI(3, 2, R) oil
R=(7, 6, 5, 4, 3, 2, 1).

2°) Soit R= (3, 1, 2, 4, 5,76, 7)
E ne vérifie pas la condition TRI (3, 2, R) oi R = (3, 1, 2, 4, 5, 6, 7)
puisque 1l'objet r, =r, = 3 n'appartient pas d BM(X,) ='{1,2}

Nous nous proposons maintenant de résoudre 1le probléme suivant :

Soit E un &tat de 1'oﬁinion donné, V et j fixés.
pa Existe-t~il un ordre de référence R tel que E vérifie le condition

TRI par rapport a cet ordre de référence ?

]
v
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La proposition 4.3.3. justifie 1'algorithme suivant

4.3.5. ALGORITHME 2

Les objets sont dits non classés. Soit i =1 et posons X, =X

ETAPE (:) Déterminer 1‘ensemble BM(Xi)
Si BM(Xi) est vide : STOP il n'existe pas d'ordre de
référence satisfaisant.
Sinon, classer 1'ensemble BM(X;) avant les objets de X
déja classés.
Pour i = i + |
et X; = Xj_, - BM(X;)
Réitérer 1'étape jusqu'a ce que X; soit vide.
On obtient ainsi le pré—ordre(BM(Xi), BM(Xi_i),..sBM(X,))

E vérifie la condition TRI (Y, j, R) oii R est un des ordres totaux

contenus dans ce pré-ordre.

EXEMPLE

Reprenons 1'exemple précédent (V= 3, j = 2)
On obtient le pré-ordre suivant :
({5, 6,71, 4,3, 0,2} )
Donc un ordre de référence satisfaisant est par exemple :

R=(7, 5, 6, 4, 3, 1, 2).
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REMARQUES

1°) Considérons les problémes 1 et 2. Supposons ¥V et j inconnus. On souhaite
déterminer le plus petit entier )Y tel qu'il existe un entier j(et un ordre
de référence R pour le probléme 2)pour lesquels E vérifie la condition

TRI (v, j, R).

Autrement dit, on cherche les plus petits entiers ¥ tels que E vérifie la
condition TRI,

I1 suffit 1'explorer tous les cas possibles.

On commence par : V=1et j=1, 2
puis : ¥Y=2et j=1, 2, 3
puis : Y=3 et j=1, 2, 3, 4, etc...

® . i 3 - - -
Supposons que Y soit le plus petit entier recherché, alors ce procédé

3
consiste d appliquer l'algorithme A1 (ou A2) "g s(Y'+ 1) fois.

2°) Etant donné un &tat de 1'opinion E, deux entiers ¥ et j, et un ordre de

référence R, E vérifie-t-il la condition montagneuse B(Y, i, R) ?

Nous pouvons répondre & cette question en appliquant 1'algorithme A1 sur

1'état de 1l'opinion dual E? de E (cf. 4,1.5.).
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La boucle se ferme

Dans ce dernier paragraphe, nous allons &claircir la structure d'un &tat de
1'opinion vérifiant la condition REF. Entre autre, nous allons répondre 3 la
question "combien d'ordres différents un &tat de 1'opinion vérifiant REF peut-

il contenir ?%.

Dans les trois paragraphes précédents, nous avons présenté les conditions
REF-PRIMAL, RANG et TRI. Le théoréme suivant va montrer la relation -inattendue-

qui existe entre ces conditions.

4.4.1. THEOREME : TRI = REF-PRIMAL = RANG

DEMONSTRATION

D’aprés les résultats précédents, on sait que si un état de 1'opinion E donné
vérifie une condition TRI, il vérifie &galement une condition REF-PRIMAL et

qu'il en est de méme entre REF-PRIMAL et RANG.
TRI & REF-PRIMAL € RANG

Nous allons montrer que si un &tat de l'opinion vérifie RANG, il vérifie &galement
TRI. "

Donc TRI = RANG. Ceci s'obtient simplement en reprenant la proposition 4.3.3.

D'aprés ce théoréme, une condition nécessaire et suffisante pour qu‘un &tat de

1'opinion E vérifie la condition TRI est :

Pour tout k de n jusqu'’a i, on a :

r, € BM(X,) oi X, = {r1,..., rk}
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Ceci revient a dire que pour tout sous—ensemble Y de X il existe un objet

y € Y qui se trouve classé :

- soit dans les (j - 1 ) premiers rangs,

- soit dans les (V+ 1 = j) derniers rangs

dans tout ordre de E.

Si on pose p=3 ~1etq=V+ 1~ 3, ceci est une condition RANG. .
CONCLUSION :

Si un état de l'opinion vérifie la condition RANG, il vérifie également les

conditions REF-PRIMAL et TRI,

4.4.2. PROPOSITION

Si E vérifie la condition REF, alors :

n-w
N(E) = vy = N,
ol n = |X|
DEMONSTRATION

On sait que si E vérifie la condition TRI, alors N(E) = N,,.

Puisque tout &tat de 1'opinion E vérifiant REF-PRIMAL vérifie, d'aprés le théorém

précédent, la condition TRI, si E vérifie REF-PRIMAL N(E) = Ny.
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Supposons que E vérifie REF-DUAL.
L'état de 1'opinion dual E® de E vérifie d'aprés la proposition 4.1.7. la con-

dition REF-PRIMAL.

D'aprés 4.1.4., on a : N(E) = N(E') d'oii le résultat. B

‘Remarquons que tout état de l'opinion E maximal sous la contrainte de vérifier

REF, vérifie N(E) = Nj.

Soit E un état de 1'opinion donné vérifiant la condition TRI (V, j, R),

Y, j et R étant fixés.

o
-

E vérifie également la condition REF-PRIMAL (V, i, j, Ri) ol i vérifie :

cas 1) : i+ j2V+2eti 2 j
cas 2) ¢ i+ j=V+ 2et i = j

On peut montrer que l'ordre de référemce R,, en général différent de R, s‘'obtient

°

de la fagon suivante (cf. 4.01.8. et 4.2.3.) g
ler cas :

Soit R = (ﬁ > Tpsecos X, )
Les objets occupant dans R les rangs Y+ I, V+ 2,..., n se trouvent dans“R1
dans le méme ordre aux rangs (Y + 1)-(i - 1), (V+ 2)=(i-1),c0., n=(1i ~1),

c'est-3-dire que ces objets sont "d&calés" de (i - 1) rangs (cf. figure ci-aprés).
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R RRTIMMTRTNNUNY o o] ’ . il

NN E—— WY
(__Y__—J

i=-1

Vv premiers objets de R sont classés sans contrainte aux V¥ rangs restants de R,.

2éme cas :

L'ordre de référence recherché est R;1

Ainsi toutes les procédures de reconnaissance définies au paragraphe 3 sont

donc aussi utilisables pour la condition REF-PRIMAL, sous réserve d'effectuer

les modifications indiquées précé@demment.



Conclusion

Au cours de la lecture de ce travail, on a pu distinguer quatre axes de recherche

principaux :

-~ Tout d'abord, 1'étude des propriétés du graphe de surclassement et des procédures
i seuil qui sont actuellement des outils fondamentaux du choix multicritére

{ex. : Méthode Electre {161 )

- Puis, 1'étude de différentes conditions emp&chant 1'apparition d'effet de

Condorcet dans un état de 1'opinion et les rapports entre celles-ci.
- La construction de modéles explicatifs des mécanismes de choix individuel.

- Enfin, et ceci nous semble important, la mise au point d'algorithmes permettant
de reconnaitre si un état de 1l'opinion donné vérifie 1'une des conditions pré-
sentées précédemment. Nous touchons ici au domaine de 1'analyse des données

ordinales.

Outre ces voies qui sont loin d‘'@tre totalement exploitées, d‘autres directions

-

nous semblent intéressantes 3 suivre.
Citons par exemple, 1'examen de la généralisation de la condition de WARD ;
la définition d'une "distance” d'un état de 1'opinion donné et les conditions

présentées auparavant.

Une autre idée qui vient a l'esprit, est d'étudier ces conditions d'une maniére

probabiliste.

oon/eao



A notre connaissance, rien n'a encore été fait dans ce sens. Peut-on par exemple,
estimer 1'apparition d'un effet de Condorcet & partir d‘'un &chantillon d'état

d'opinions ?

Une autre voie, certainement passionnante, est la recherche des possibilit@s d'une

manipulation d'une assemblée par différentes méthodes d'agrégation.

Concluons enfin, en exprimant 1'espoir que les sujets que nous avons abordés ici

ont suffisamment passionné le lecteur pour que celui-ci ait lu ce travail jusqu'ic
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