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Si le colt du trajet entre deux villes peut déperdre du jour ou
a lieu ce trajet, un "voyageur de commerce" qui désire, en n jours,
visiter au moindre coﬁt.n villes données doit, pour déterminer sa
tournée, résoudre un "probléme du voyageur de commerce 3 coits variables";
dans la suite, nous désignerons ce probléme par ses initiales anglaises
TDTSP. Le classique probléme du voyageur de commerce et le probléme
d'affectation (linéaire) sont deux cas pérticuliers du TDTSP. Ce modéle
peut étre appliqué 3 la formalisation de'problémes de tournées, mais
aussi de problémes d'ordonnancement et de localisation et, plus géné-
ralement, peut fournir une relaxation pour une large classe de problemes
de permutation optimale. Deux de ces applications, 1'une au probléme
du voyageur de commerce et l'autre & un probléme d‘ordoﬁnancement sur
une machine seront développées.

Les colts de trajet associés au TDISP définissent un réseau multiparti
3 n périodes (représentant les jours), chaque période contenant une image
de chacune des n villes; ce réseau est complété par une ofigine ( période
0) et une extrémité (période n+1) et par les arcs représentant les divers
trajets. Dans ce réseau, un plus court chemin de 1'origine 3 1'extrémité
peut &tre obtenu par des algorithmes classiques dont 1'application aux
réseaux multipartis est discutée en détail; ces algorithmes joueront un
r8le essentiel dans la suite. En générai, un tel plus court chemin visite
plusieurs images de certaines villes et oublie d'autres villes. I1 est

possible d'interdire de retourner d une ville visitée pendant les k périodes



suivantes et des algorithmes sont décrits pour cela;
eependant 1a complexité de ces algorithmes est une fonction exponen-
tielle de k,ce qui rend cette approche du TDTSP impraticable méme
pour des petites valeurs de k. Un algorithme par programmation
dynamique est également décrit poﬁr le IDTSP, mais il nécessite
un tel volume de mémoire qu‘il deviént inapplicable a paftir de
15 villes. Le TDISP peut &tre également résolu par une méthode
heuristique, réalisant des améliorations par des échanges ou des
insertions, mais cette méthode a 1'inconvénient de ne pas garantir
l'optimalité de la solution obtenue.

~ Le IDISP peut étre formulé comme un programme en nombres entiers;
trois telles formulations sont décrites. Des relaxations de ces
formulations sont également introduites et les relations entre
ces relaxations sont étudiées; ces relaxations joueront un rdle
important dans la méthode de solution proposée pour le TDISP. L'in-
troduction de pénalités dans le réseau multiparti permet de résou-
dre les plus fines de ces relaxations; la méthode de solution
consiste a trouver un plus court chemin en tenant compte des péna-
lités, puis a modifier les pénalités d'aprés le chemin obtenu.
Cette modification des pénalités peut &tre réalisée par 1'algorithme
du simplexe, ou, de fagon plus efficace, par une méthode d‘optimi-
sation par sous-gradient. Il peut &tre nécessaire d'incorporer
cette approche dans un algorithme d‘'énumération implicite (Branch-
and-Bound) lorsqu'on ne peut obtenir de solution réalisable, a
cause du "saut primal-dual" causé par la non-convexité du probléme.

Cette méthode de solution peut &tre appliquée au classique pro-

bléme du voyageur de commerce; ceci rejoint d'ailleurs diverses
propositioné antérieures pour ce problime. Il est montré que la
relaxafion utilis€e est plus fine que la relaxation classique par

le probléme d'affectation linéaire. Toutefois le temps passé dans

les calculs de plus courts chemins est trop important et des résul-



tgts d'expériences numériques montrent Que cette méthode &choue pour
des problémes 3 40 villes, que d'autres méthodes peuvent résoudre |
convenablement..

La méthode de solution propﬁsée’pour le TDTSP s;gvére beaucoupvplus
efficace lorsqu’elle est appliquée 3 un probléme dﬁfrdgnnancement sur une

machine. Dans ce probléme, n tiches doivent &tre exécutées, une i la fois,

de fagon & minimiser la somme des colits de retard encourrus par ces n

tdches. Le TDTSP est alors introduit comme une relaxation pour ce probléme
d'ordommancement, et certaines réductions permettent de simplifier le
réseau multiparti associé. Cette relaxation est intégrée dans un algo-
rithme par Branch-and-Bourd pour ce probl&me d'ordonnancement, qui, testé
sur 84 ensembles de données, s'est révéld satisfaisant: il permet de
résoudre en un temps de calcul raisonnable des cas que ne pouvaient
résoudre des algorithmes précédemment publiés.

Cette approche utilisant le TDTSP comme une relaxation peut étre &tendue
d d'autres problémes d'optimisation combinatoire incluant le probléme
d'affectation quadratique, le probléme de rangement linaire et d'autres

problémes de tournées et d'ordonnancement.
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1-1.

~]1 Réseau multiparti

Un réseau multiparti est un réseau R = (N,A,c) orienté dont 1'ensemble N

des noeuds est partitionné en k sous-ensembles N0 ,N& ""’Nk—l
(mutuellement disjoints et exhaustifs), appelés périodes, tels que tout arc

dans A ayant son origine dans une ﬁériodé Nt ait son extrémité dans Nt+1
Cette définition suppose implicitement que k22 ;si k=1,1' ensemble A est -
vide. Un réseau multiparti tel que k=2 s'appelle biparti ; lorsque kilel
et qu'il est connexe, un tel réseau est réduit 3 un chemin &lémentaire.

Nous appellerons transition t 1'ensemble des arcs joignant 1les p&riodes
—oensat o P

N et Nt+

t- 1° -

Nous allons nous intéresser aux réseaux multipartis du point de vue du
cheminement. Pour cela nous poserons m:k-2 et nous considererons que NO et
Nm+1 sont réduits chacuq a4 un seul noeud,qué nous appellerons respectivement

i
origine n, et extrémité noo1 du réseau. Sans perdre QF généralité, nous
supposerons en outre que;chaque période Nt peut é;re identifiée & un sous-
ensemble d'un ensemble fini X .En particulier, oﬁ pourra considérer qu'un
élément X, de X peut étre représenté par différents noeuds dans des périodes
distinctes. Ainsi les noeuds intermédiaires (c'est-i-dire distincts de n, et
de Lo ) pourront étre notés n sle deuxiéme indice t indiquant le numéro
de la période. Puisque trois indices i,j,t suffisent alors & définir un arc
(ni t %Y el ) nous noterons la longueur d'un tel arc c; i

Pour la plupart des applications développées ici (sauf au § 1-4 ),on
considérera que N, =X pour tout t=1,2,...,m , avec |X|sm . Donc ]Nl:mz-e- 2.
Nous appelerons réseau multiparti complet un réseau de ce type dans lequel
tous les arcs possibles existent, sauf les arcs '"diagonaux" (ni ¢ 0y til);
dans ce cas,IIAl=2m+m(m—1)2 .- 4
Remarque: en associant 3 un réseau multiparti R quélconque un nombre

m=Max{'N1‘ L I Wl k-2}
il est clair qu'un réseau multiparti complet est celui qui contient le plus

\ -
de noeuds et le plus d'arcs (avec lNOHNk—ﬂd ) pour m fixé.



2 probléme 1: Plus court chemin de n, & n .
0 m+l

Un réseau multiparti ne comportant pas de circuit, on peut appliquer un
algorithme dd & Bellman Elgsﬂ bour trouver un plus court chemin de n, a IR
Avant de décrire 1'application d'un tel algorithme aux réseau;multipartis nous
introduirons quelques conventions destinéés i alléger les notatioms.

Pour &viter des tests décidant si un noeud a déja &té atteint depuis 1'origine,
ou bien des manipulations de. listes de noeuds déji marqués, nous introduirons des
marques +oo , qui en pratique pourront étre remplacées par un nombre M assez
grand (par exemple M 2 (m+1)Max{c§j§). Dans ces conditions, on pourra tirer
parti du fait que tous les sommets.d‘une période sont (définitivement) marqués
avant qu'on ne commence le marquage pour la ﬁériode suivante.

En représentant par f(j,t) la distance de ng a nj N (la longueur d'un plus

court chemin de 0, a nj . ), le "principe d'optimalité " de Bellman peut

s'énoncer
t-1

f(j,t)= Min{f(i,t—l)-rc;_;}: fm@G,t) , t)i-cm(j £)

ot m(j,t) indique un noeud ayant permis de définir £(j,t)

et £(0,0)=0 par définition. En "pseudo—algol" (cf. Aho et al. !197%] ), cet
algorithme peut s'énoncer comme suit :
Algorithme PCC:

(1) pour j=1 jusqu'd }Nl‘faire

. . 0 . .
si (n0 ,nj 1) A alors f(;],l)«s—coj sinon £(j,1) < +too ;

(2) pour t=2 jusqu'd m faire

début pour j=1 jusqu'ad Nt faire f(j,t) €« +~eo

pour tous les i tels que (ni -1 ,nj t)eA faire

début si f(i,t-l)*cz—J%(f(j,t) alors
début f£(j,t)ef(i,t-1)+ ci_:jl
m(j,t)e1i

fin fin fin ;




3) cq\—-t-cO)

pour tous les i teéls que (n ,nm+1)eA'faire

im

, m o a
debut si f(:t,m)+ci el < e alors

- . m
début £ e £(i,m)4 e mel

ch(m)e i

fin fin.

Dans cet algorithme, 1'ordre dams lequel les arcs de la transition t-1
sont utilisés est non-spécifié, Si les arcs sont regroupés par leur extrémité
on obtient un algorithme du type "marquage ﬁermanent" (cf[%%]). Si, au
contraire, les arcs sont regroupés suivant leur origine, on obtient un

algorithme du type "correction de marquage" (ibid.,), Pour ces différentes
versions de l'algorithme, le nombre d'opérations &lémentaires est essentiellement

constant; la différence, en général négligeable, dépend surtout de la structure

de données utilisée pour représenter le réseau et de la version en langage-
machine de 1'algorithme,

Le nombre d'opérations élémentaires requises pour l'e#écution de cet
algorithme est essentiellement proportionnel au nombre d'arcs, i moins
que celui-ci ne soit inférieur au nombre de noeuds, Dans ce cas certains
noeuds ne sont pas accessibles depuis l'origine,

Dans le cas particulier, trés important dans la suite , ol lXt\= m pour
tout t = 1,2,.,..,m et oll tous les arcs possibles existent, alors la complexité
de 1'algorithme est 0(m3).

Dans le cas ol 1'on sait a priori qu'un certain nombre de noeuds ne sont
pas accessibles depuis l'origine, il peut_étre.plus efficace d'utiliser une
liste des nqeuds effectivement marqués, au lieu des marques fictives +oo,

(cf. chap. 4 pour une application).

[*] Gilsinn et Witzgall, [1973] .



Voir également 1'annexe Al-1 pour la description d'un autre algorithme

pour le probléme 1, 1'algorithme PCCH.

1-1



1-3 Probléme 2: Plus court chemin sans oscillation de n0 an

m+1

Soit un chemin n —n. ~n, ~,..-n. -...-nj - »que l'on notera simple-

1 3 Ie ml
ment O—jl-jz-...—jt—..,—jm-m+1 dans toute la suite, On dira qu'un tel

chemin est sans oscillation si, pour tout t=3,4,,..,m

(et bien sfir jl # iy )e it
Remarquons que la premidre contrainte peut &tre satisfaite en supprimant
).

Désignons par C;ml'ensemble des chemins de 1'origine i 1'exrémité, et

1 nds n
Slmplement.les arcs "diagonaux (nj ¢ ,nj 1

par Caml'ensemble des chemins sans oscillation de 1'origine & 1'extrémité,

Evidemment C, €C. .Si le réseau est complet,
2,m 1,m

Cl,m = m(m—}gm_l ngn‘= m(m—l)(m—Z)m-2
—>e (=2.718...)
ql ®

Lemme 13 -8i O-Jl—JZ-...—Jt_z—Jt;l—Jt—...—Jm—m+1 »est un plus court

chemin sans oscillation den, & n salors, pour tout t=3,4,,..m sle

0 m1

i
chemin 0-31—32 cee Jt _2 Jt 1 st un chemin sans oscillation de n, 3 njt X
de longueur minimale parmi ceux dont le (t—Z)éme noeud est distinct de jt .

Preuve : supposons que O—ji—jé-...—jé z—jt 1 soit un chemin sans

oscillation de n, :} nj de longueur strictement plus petite
t-1

que le précédent, et avec j! salors le chemin

t-2 ~ J¢
RTINS T I - s : .y . .
0 Jl 32 vee Jt_z Jt_l Jt cee Jm-m+1 est un chemin sans oscillation

den_ 3 na de longueur strictement plus petite que celui

supposé optimal, d'oi la contradiction. #



Le lemmme 1 pefmet de déduire une extension de 1'algorithme période-par—
période pour trouver un plus court chemin sans oscillation de 1'6rigine a tout
noeud du réseau, Daﬁs cet algorithme, on conserve pour chaque noeud (j,t)
la longueur du p.c.c.s:o. (plus court chemin sans oscillation) de 1l'origine
& ce noeud ainsi qu'une marque m((j,t) indiquant le noeud (m(3,t),t-1)
précédent sur ce chemin, comme dans 1'algorithme PCC. Mais on conserve en
plus la longueur f'(j,t) du p.c.c.s.o. de llorigine & (j,t) n'utilisant pas
ie noeud (m(j,t),t-1), et la mafque m'(j,t) correspondante,

Si 1'on définit

T(i,3) =(£(i,t-1) + cz_} sim(i,t-1) # j
£1(1,t-1) + o1 sinon,
1]
alors les relations de récurrence déduites du lemme 1 sont
£(3,t) = min{T(i,3)5i#i} = T(m(j,t),3)

et £1(j,t)= min{T(i,§);i#j et im(j,t)} = T(m'(j,t),j).

Nous allons maintenant donner une description de 1l'algorithme PCC2
pour trouver un plus court chemin sans oscillation de 1'origine & 1'ex-
trémité dans un réseau multiparti, Pour simplifier cette description,

on suppose que le réseau est complet, au sens qui a été défini plus haut.



Algorithme PCC2 :

(1)

(2)

(3)

début  b(i)ec™

pour i = 1 jusqu'd m faire

rd - 0 1 3 -
début f(i,2)« min{COj + cji 514 1}

. 0 1 .
- m(i,2)«k tel que okt Cri = £(i,2)
. . 0 1 . . . .
f'(1,2)<-m1n{c0j + Cji s j#Fiet j# m(1,2)}
1

m'(i,2)ek tel que O + ¢y = £1(1,2) et k £ m(4,2)
fin

pour t = 3 jusqu'd m-1 faire
début pour j = 1 jusqu'i m faire
début pour i =1 jusqu'3d m faire T(i,j) «f(j,t-1) + cg—i’

- t-1
m( i, t- i (3. .t— +
T( 3 J:.t.-l),J)"f (J:t 1) Cj m(j,‘t—l)

fin
pour i =1 jusqu'3d m faire
debut £(i,t)emin{T(i,3) 5 # i}
m(i,t)ek tel que T(i,k) = £(i,t)
£1(1,0)eminfT(5,3) 53 £ 1 et § #n(i,1)}

m'(i,t)ek -tel que T(i,k) = £1(i,t) et k # m(i,t)

fin fin
pour j = 1 jusqu'd m faire

début pour i = 1 jusqu'd m faire T(i,j)ef(j,m-1) + c?-i

m-1

T(Gsm1),e£1(3om-1) + €750y

£in
pour i =1 jusqu'3d m faire
f o tinfTL0) 5L}

m(i,m)«k tel que T(i,k) = min{T(i,j) 33 A i}

fin

(4) €eninfo( i)}

ch(m)e-k tel que b(k) = \

terminer
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Apres exécution des algorithmes PCC ou PCCH s On pouvait retrouver

un plus court chemin par "retour arridre" en utilisant simplement les
marques m ; jici, il faut utiliser les marques m et m!

Retour arridre : ch(m-1)e m(ch(m))

pour t = m-2 pas -1 jusqu'd 1 faire

si m(ch(t4+1),t+1) = ch(t+2) alors ch(t)< m!'(ch(t+1),t+1)

sinon ch(t)e m(ch(t+1),t+1)

terminer .

Avant d'analyser en détail le nombre d!opérations élémentaires effec—
tuées durant 1l'execution de 1'algorithme PCC2, nous allons préciser les
raisons pour lesquelles certaines solutions ont été adoptées dans sa
conception,

Afin d'éviter les tests j=i ? on utilise les arcs "diagonaux" auxquels

t »
un longueur ciie-+oa est affectée,

On aurait pu se passer du tableau T en utilisant des instructions du
s  fer s t-1 . : :
type: f(l,t)e—mln{f(g,t—l) + Cj ;i et m(3,t-1)=1}

U {f'(j,t—l) + cg"i ;3= et m(j,t-1)=i}
mais on devrait, dans ce cas, effectuer des tests m(j,t-1)=i ? pour
chaque couple (i,j) et chaque t, Dans la solution adoptée, on définit
d'abord le tableau T ligne par ligne, puis on corrige les valeurs

T(m(j,t-1),j). On introduit ainsi, pour chaque période t, m additions

P . . . . 2 .
supplémentaires, mais on économise m~ comparaisons.,



Une discussion détaillée de la méthode ( algorithme MIN2 )
utilisée pour trouver les deux plus petits éléments de chaque
colonne du tableau T est donnég dans 1' annexe A1—2; I1 y est
montré que le nombre de comparaisons nécessaires pour trouver
les deux plus petits éléments d!' un ensemble & m éléments est,
en moyemne ( sous 1! hypothese habituelle que 1! ordre déns iequel
sont rangés ces m éléments est aléatoire ) m + 1.387 logzm -2
avec cet algorithme Mlﬁé . Nous allons utiliser ce résultat

pour analyser llalgorithme PCC2,

Dans le cas ou R est un réseau multiparti complet de taille
m , nous allons effectuer le compte des opérations ( additions ,
comparaisons ) pour chaque pas de 1'algorithme PCC2 :
(1) (t=2) pour chaque i m additions

m + 1,387 log.m — 2 comparaisons

2
(2) pour t =3 jusqu'd m-1
m(m+ 1) additions
pour chaque 1 , m + 1,387 1og2m - 2 comparaisons
(3) (t=m) m(m+1) additions

pour chaque 1, m comparaisons



et enfin ,

(4) (t =ml) m comparaisons

En tout il faut donc m> 4+ m additions (exactement)

et mz(m—1)+m +m(m~1) (1,387 1og2m -2) comparaisons en
moyenne (au pire ce dernier facteur est égal 4 (m-3)). I1 est intéressant
de comparer ces nombres 3 ceux que l'on peut obtenir pour 1l'algorithme

PCC dans le cas complet, soit m3 - m2 additions

et mz(m—1)+m . comparaisons,
On voit donc que le travail supplémentaire pour éviter les oscillations

consiste en mitm additions et m(m-1)(1.387 - log,m ~2) comparaisons

T

en moyenne, Le tableau IT donne la pr0portion d'opérations supplémentaires
requises pour PCC2 par rapport & PCC, pour les additions (nombre exact)

et les comparaisons (en moyenne) dans le cas complet,

m 10 20 30 40 50
additions 10.9 % 5.2 % 3.4 % 2,6 % 2.0 %
comparaisons 25,8 % 19,9% 16,0% 13.4% 11.6 %

TABLEAU II : Proportion d'opérations supplémentaires
dans PCC2 par rapport 3 PCC,

On voit donc sur ce tableau que le travail supplémentaire pour éviter

les oscillations est environ 10 & 20 % du travail initial, pour des

1-10.
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valeurs de m comprises entre 10 et 50, ce qui représente le domaine des

applications actuellement étudiées.
s

On peut également généraliser 1'algorithme PCCH pour éviter les oscil-
lations, en utilisant les memes relations de récurrence. Nous ne donnerons
pas ici la description de cet algorithine, car elle se déduit assez faci-
lement de la précédente, Les conditions d'application d'un tel algorithme

sont soumises aux mémes contraintes que pour PCCH,

-4 Probléme k : Plus courts chemins sans k-circuits,

On peut généraliser 1'idée du paragraphe précédent de la manidre suivante:

un chemin O—jl-jz—...—jm—(m-!-l) est sans k—circuit si, pour tous s,t

(syt =1,00eyn et s # t)

ls - t,g k implique js # jt .
Evidemment un chemin sans 2-circuit est un chemin sans oscillation et réci-
proquement, Si 1l'on désigne par Ck " 1'ensemble des chemins sans k-circuit

3
dans un réseau multipai‘ti complet de taille m, alors
c eeeCC c C
m-l,mC m—Z,mC < 3,mC 2,mc' 1,m

ot | C,n| = BE-D(@-2). .. (nket1) (i)™

c
l_k_,_m_L - e = 2,718,..

Ick+1,ml I =»ca

Alors

‘Cl,m I —_ k
lck’m l e )

Pour trouver un p.c.c. sans k-circuit, 1l'algorithme PCC2 ne semble pas
pouvoir s'étendre d'une maniére simple pour k3. Nous proposons ici une

autre approche. En posant :
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d= f{—-‘ et r=m - k(d-1)
on peut associer i R ﬁn autre réseau multiparti Rk 4 d+2 périodes,
La période O contient l'origine, la période 1 contient m(m-1),..(m-r+1)
noeuds, représentamt chacune des séquences de r indices , parmi{l,Z,...,m}-,
distincts; les d-1 périodes suivantes contiennent chacune m(m-1)...(m-kt+1)

séquences de k indices distincts et la dernidre contient 1'extrémité,

notée encore noyoe Dans ce réseau on définit les arcs :
(0,(jl,j2,...,jr)1) ayant pour longueur CO. +C} . +...+CI."-1 .
' J1 I Iradr
. . . sy . r 1 rtk-1
((J1’32’°"’Jr)l’(3]'_"]é’""Jl'{)z) _— = ——— Cj jT+Cj'j'+.o.+Cj' Y
sii. £ b, ¥elb 41 9192 k-19k
Pl T TR TS
.. . S . r+(a-1)k, . r+(a-1)ktl r+ak-1
((J 3Jpse0e,] ) :(J"J':O-',J') ) — - — C, . Sy sy +.--+C.' .
1’-2 k’a’*v1°72 k’atl 331 ijity, I _q3t

si jb F ji ¥b, ¥ cgh

((jl’jz’ooo,jk)d,m‘l‘l) —— —— ———————— nH—l

Ik
Lemme 1l-1:
I1 existe une correspondance bijective entre chemins (de 1tori-
gine 3 1'extr®mité) dans Rk et chemins sans k-circuits dans R;
de plus, deux chemins correspondants ont méme longueur,
preuve : immédiate, par construction, #
D'aprés ce lemme, on peut trouver un p.cC.cC. sans k-circuit en appliquant
un algoritﬁme de p.c.c, dans le réseaun multiparti Rk . La complexité

I

. . 2kr1
d'un tel algorithme sera O(m )e Remarquons que, pour k=2 le nombre
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d'opérations élémentaires s'exprime par un polymome dont le terme de plus

. 5 . '
haut degré est %m s contre 2m3 (au pire) pour 1talgorithme PCC2,

-5 _1Le probldme du voyageur de commerce 3 cofits variables :

Dans un réseau multiparti R tel que |x]|=|x2|= ‘o =|Xm‘- m , c'est

résoudre le probléme du voyageur de commerce a coits variables que de

. . . '
trouver un plus court chemin sans (m—1)-circuit. En d autres termes,

il s'agit de trouver une permutation w de {l, 2, vev m} qui

minimise le cofit total :

c(w) =

1 -1
0,w(1)* (1) ,w(2) "+ § v

+Cw(m-l),w(m)+Cw(m),ﬁ+1

On peut illustrer ce probleme de plusieurs fagons :
(i) considérons un voyageur de commerce (ou bien un candidat & une
élection) qui doit arriver chaque jour dans une des m villes qu'il doit
visiter; la fonction économique (baptisée ici "cofit" , mais ce peut
€tre aussi la durée de voyage, la fatigue,...) associée i l'ensemble de
ses déplacements stexprime comme la somme des cofits associés i chaque
trajet; ces cofits dépendent du jour ol le trajet a été effectué : par
exemple, certains vols n'ont lieu que certains jours, ou bien un long
trajet est plus fatiguant 3 la fin d'une campagne électorale,etcCe.,
(ii) une fabrique de peintures produit cing couleurs différentes, une
par jour de la semaine; la machine doit &tre nettoyée chaque soir et
cette opération est effectuée par une équipe de nuit qui travaille d'abord
a d'autrés tiches dans 1l'usine; ces autres tiches ont un horaire hebdo-
madaire fixe, ce qui laisse & 1'équipe de nuit un certain temps disponible
qui peut tre différent pour différentes nuits de la semaine; 3 cause de

ces temps disponibles différents, des facteurs de production tels la
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main-d'oeuvre (heures supplémentaires ou main d'oeuvré additionnelle)

ou des produits chimiques (solvents, détergents) peuvent dtre utilisés

a différents niveaux; ainsi le cofit de nettoyage dépend non seulement

de la couleur enlevée et de celle 3 installer (problime du voyageur de
commerce, voir Conway et al, [iQGi] ), mais aussi de la nuit pendant la-

"quelle chaque transition a eu lieu.

Ainsi, et bien que son appellation suggdre un problime de tournées,
le probleme du voyageur de commerce i cofits variables'(que nous désignerons
par TDTSP, "Time-Dependent Traveling Salesman Problem" dans 1la theése de
K.Fox Ei97§ ) peut donc aussi bien servir comme moddle pour certains
problémes d!ordonnancement.

Deux cas particuliers du TDTSP sont importants car ils ont déja beau-

coup été étudiés :

A . .
1. lorsque les cofits ne sont pas variables, c'est-i-dire

t
Ci ;= Ci ; pour tout t (et tous i et j)

on obtient le probléme du vVoyageur de commerce, auquel sera consa—

cré le Chapitre III,



2. lorsque les colits ne dépendent pas de l'extrémité de 1l'arc, soit

t t o s
. . =0C, 8 t
ij Cl pour tous 1,],t,

on obtient le probléme d'affectation (linéaire); raﬁpelons que ce probléme,

-~

dont une formulation sera donnée au paragraphe 2-2, consiste 3 chercher
une affectation des m villes aux m périodes, exactement une ville i par
période t, de fagon & minimiser la somme des colits d'affectation CE .
Remarquons en outre que, & cause de la symétrie dans 1la définition du
TDTSP, on obtient &galement ~un probléme d'affectation lorsque les cofits

ne dépendent pas de l'origine de 1l'arc.

Il est possible d'incorporer certaines contraintes supplémentaires

dans la formulation m&€me du probleme, Ainsi, et bien que celle-ci suppose

un noeud origine et un noeud extrdmité, on peut modéliser des problémes

!

pour lesquels 1l'un ou 1l'autre n'existe pas, en plagant un coﬁt nul sur
les arcs correspondants, De m&me, on peut interdire de placerfdeux é1léments
- 3 » L] i3 V4 3 . t
i et j dans deux périodes successives en définissant Ci ; = |+ oo
t s 3z . £ as )
( eg/Gu Cj i =+ pour tous les t considérés. On a déja vu que 1'on

pouvait également interdire la présence d'un élément i dans certaines
|
périodes teaTi en supprimant (ou, ce qui revient au méme, én leur plagant
{

un cofit infini) les arcs incidents aux noeuds n, . ,tesTi .

Désignons par 2y la Jongueur d'un p.c.c. sans k-circuit dans R; alors
2.1 désigne la valeur (longueur) d'un solution optimale du TDTSP sur R.

Grace aux inclusions successives des ensembles C 0N a

k

S 2y S Z,;< oee S 2,

kS e S% 5<%
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Les problémes de plus coufts chemins sans k-circuit forment donc une
famille de relaxations de plus en plus fines pour le TDTSP, En contrepartie
le cofit de calcul pour leur solution est en\O(mk+2) et croit avec k,
Remarquons que ,pour -k=m-1, on trouve approximativement l'ordre de complexité
de la "méthode brutale" qui consiste i évaluer chacune des m} permutations
possibles. D'autre part, il semble difficile de prouver que les algorithmes
proposés pour les probldmes de p.c.c., sans k-circuit sont, au moins en
ordre de complexité, optimaux; d'aileurs ce n'est certainement pas le cas "
pour k = 2 puisque PCC2 est meilleur, Mais cette complexité apparemment
croissante semble fournir de bonnes raisons de croire que la réponse 4 |
la question "P = NP ?" (voir Karp [i9721) doit &tre négative,

On est donc amené A rechercher des méthodgs de solution pour le TDTSP
dont les performances ne sont pas garanties, mais qui pourraient néammoins
&tre utilisables, A coté de la méthode brutale d'énumération exhaustive,
on peut déji imaginer une classe d'algoqithmes par "Branch-and-Bound"
(Séparation et Evaluation Progressives,éf Little et al._[§96§], ou Enumération
Implicite),définis de la manidre suivange:

-évalﬁation: chercher un p.c.c, sans k-circuit dans R (k est un

paramdtre qui définit 1'algorithme dans cette classe);

—sépération: si certains indices i apparaissent plusieurs fois

dans le plus court chemin, essayer d'imposer un de ces indices &
certaine période tout en l'interdisant aux autres périodes.
On obtient ainsi plusieurs TDTSP de taille m~1 que l'on peut essayer
de résoudre par la méme approche récursive, et la solution optimale

sera la meilleure des solutions de ces sous—-problémes.
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Remarque: si les problémes de p.c.c. doivent &tre résolus
pour fournir une borne pour un TDISP, on peut simplifier
le réseau R, correspondant (défini au paragraphe précédent);

ainsi, pour k24, des noeuds de R, associés & un méme ensemble
{31’39'33""’33-1’33} (ou s peut &tre k mirxg)),avec]e méme
premier noeud jl et le méme dernier noeud js , 11 suffit de

ne retenir que celui correspondant a une séquence

. L L'} L . /1t t+l t+S‘2
Jl'JZ!JB""'Js—l'JS de longueur ujljé*cjéjé'r "-".'st'_ljs

minimale; d‘'autre part, on peut également supprimer les arcs
joignant deux séquences dés qu'elles ont un indice au moins

en commun; ces simplifications réduisent le nombre d°éléments
du réseau Rk ,donc accélérent 1l'exécution des algorithmes,et
permettent d'obtenir une meilleure borne; on pourrait également
obtenir une meilleure borne en appliquant a Rk l'algorithme

PCC2 ou méme un algorithme de p.c.c. sans @-circuit ( €< d).

A cette approche, nous préfererons une approche plus élaborée
par laquelle les contraintes qui ne peuvent &tre représentées
dans le réseau ("chaque indice doit apparaltre exactement une
fois") seront utilisées de manidre indirecte pour tenter de
limiter, ou au contraire de favoriser, la présence de certains
indices dans le chemin que 1l'on obtiendra. Dans ce cas, 1'éva-
luation sera obtenue aprés plusieurs itérations de p.c.c. dans
un réseau identique a R, mais avec des colits modifiéds. Cette
approche sera 1l'objet du chapitre 2. Auparavant, nous allons
décrire rapidement deux autres approches, 1l'une exacte et 1'au-

tre approchée, pour le TDTSP.

(§)Rappelons qQue r =m- k(F%}—l) (ef. paragfaphe 1-4 ).
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1-6 Solution du TDTSP par la programmation dynamigue

Une méthode de solution du TSP par la programmation dyna-
mique a été proposée par Bellman, Gonzales et Held et Karp
(voir Bellmore et Nemhauser [1968]) et peut étre généralisée
de manitre immédiate au TDTSP. Soit S€{1,2,...,m} et i & S,
désignons par f(S,i) la valeur d'une solution optimale du TDTSP
. qui est déduit de R de la maniére suivante:

i
a s+2 périodes (s=|S}); les périodes 1,2,...,s contiennent

dans un réseau RS,
Rs,i
les noeuds (j,t) avec jeS et t=1,2,...,3; la période 0 est
identique a celle de R et la derniére période est réduite au
noeud (i,s+1); les arcs sont les mémes que les arcs correspon-
dants de R et ont méme longueur. L'algorithme de résolution
du TDTSP par la programmation dynamique est fondé sur la relation
de récurrence
£(s,i)=min{r(s-{i}, i)+ 0§; :je st

avec les conditions. initiales f({j},i)::cgj+-0§i (j#1i). La
valeur d'une solution optimale est donnée par f({;,Z,...,m},m+l)
et la solution peut &tre obtenue par "retour arridre’. On peut
considérer cette approche comme la recherche d'un p.c.c. dans
un réseau mutiparti a m+2 périodes, mais dans lequel chaque
noeud (i,t) est "éclaté"™ en (?:i) noeuds (S,i).

Pour 1l'application au TDTSP , la seule différence avec le
TSP est que le cofit C?i apparaissant dans la relation de récur-
rence est variable avec S, ce qui n'entraine qu'un accroisse-
ment négligeable du temps de calcul. Les limites de 1l'appli-

cation de cette méthode de solution seront donc essentiellement

les mémes que pour le TSP: mémoire et temps croissent en 0(2™);
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ainsi une capacité de mémoire de 32K en limite 1l‘'application a
m<15 et, méme si l'on utilise une mémoire auxiliaire, des
problémes seulement & peine plus grands pourront &tre résolus
en un temps raisonnable.

Deux récentes contributions pourraient conduire & réviser
ce jugement. L'emploi de méthodes de Branch-and-Bound au sein
méme d‘'un algorithme de programmation dynamique (Marsten et
Morin [1976}) permet de réduire dans une proportion considé-
rable le nombre de solutions a évaluer. L'utilisation dé certai-
nes relations de précédence dans la structure de la solution
optimale permet aussi d'accélerer remarquablement 1'énuméra-
tion ("méthode des chaines de K.R.Baker [1974!, 19750), voir
le chapitre 4. Enfin, pour certains problémes trés difficiles,ce

peut eétre la seule méthode disponible pour une solution exacte.

-7 _Echanges et insertions pour le TDTSP

Ia méthode heuristique que nous allons décrire briévement
peut étre, elle aussi, considérée comme l'éxtension d 'une
méthode déja appliquée au TSP (Reiter et Sherman {1965}).

C'est une méthode du type "recherche dans un voisinage" ("neigh-
borhood search", Garfinkel et Nemhauser%}Q?Z}), et elle peut
8tre décrite comme suit:
(1) prendre une solution réalisable de départ X,
(2) chercher une meilleure solution dans un Voisinage de X,
(3) s'il en existe , remplacer X par une meilleure solution
et retourner en (2), sinon retourner en (1) choisir une
autre solution de départ si 1'on désire un nouvel essai.

Une méthode particuliére, dans cette classe, est définie par

la maniére dont sont effectués les différents pas de 1l'algo-

rithme.
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Au pas (1) on peut choisir X de fagon aléatoire (voir
chapitre 3) ou bien par certains procédés constructifs (voir
chapitre 4).

Au pas (2), il faut définir le voisinage d'une solution X.
Nous allons considérer trois procédés qui permettent d'engendrer
des voisinages qui sont & chaque fois plus vastes:

(1) échange d'éléments adjacents: si la solution considérée
est représentée par la séquence
S= 0-Jy=dp=ree=dp 1=dgmdy, 17 I 2= e s oI (mel)
le voisinage de celle-ci est défini par 1'ensemble des
séquences qui peuvent s'en déduire par 1l'echange de deux
éléments ad jacents jk et jkfl ,c'est-a~-dire les séquences

x-1 k k+l

alors C(S,)=C(S) —(C . 4+ CL . + C% . )
k Jk-19k  Ikdkel  Jke19ke2

e,k L N A TR T
Jr-19ks1 Ika1dk  JxIks2

(ii) insertion d‘'un élément: le voisinage est constitué par
1'ensemble des séquences qui peuvent se déduire de S par
l'insertion d'un élément jk entre deux autres éléments jh
et J .1 ,c'est-a-dire les séquences du type:

S n=0-317 e e=dyo1 I 17 e oI Ipnm e e e (e D)
(k,h=1,2,...,m et k=% h); la différence entre C(Sk,h) et
C(S) peut &tre calculée en remarquant que Sk,h peut étre
obtenue a partir de Svpar des échanges successifs d'éléments
ad jacents.

(iii) insertion d'un segment: dans ce cas on insere entre jh et
jh ] un segment constitué de r éléments consécutifs dans

S, soit jk"jk+1"‘°'jk+r-l (r=1,¢eee,m=1; k<m-r+1; heck=-1

ou h>k r); une telle solution, que 1l'on notera Sk n.p
’ ’

peut s'obtenir a partir de S par des insertions successives
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des €éléments du segment 3 leur place ultérieure (r insertions).

Remarque: dans le cas du TSP symétrique, Reiter et Sherman défi-
nissent un voisinage un peu plus vaste dans le cas (iii) en
considérant 1'insertion du segment dans 1'un ou l'autre sens,
permettant d'obtenir des séquences du type:

N R R T TR MU EIYPES S MSETPRES MUY V%
bien que ce type de séquences puisse étre également obtenu en
r insertions d'un seul élément, nous ne le considéreronslpas
iei car ilrﬁyzaen général, pour les problémes que nous allons

et ¥

considérer, aucune symétrie dans les cofits (Cf 3 3 sont

indépendants) .

Nous dirons qu ‘une solution est r-localement optimale si

C(S)gc(sk,h'r.) pour tout r'<r et tous les k,h correspondants.
Remarquons qu‘'une solution méme m-localement optimale n'est pas

nécessairement optimale.

Lemme 1-2 Si S est L%@]—localement optimale, alors elle est
m-localement optimale.
breuve: toute insertion d'un segment a r éléments est équiva-
lente a 1'insertion d'un autre segment 3 s éléments, tel

que r+s= m. En effet, si k<h, on a

K,h,r = Snil,ker-1,k-h-1

= Sksr,h=1,hekersl,

On peut donc se restreindre a r< im.



1-22.
Enfin, au pas (3), la décision de terminer peut &tre prise
suivant 1'un, ou plusieurs des critéres suivants:

(i*) on peut prouver que la solution obtenue est optimale,
par exemple en comparant avec une borne inférieure sur
la valeur de la solution optimale;

(ii') le nombre d'essais est fixé a 1‘'avance;

(iii') un argument statistiqueb"a priori® permet d‘'inférer
que la probabilité d'améliorer sur la solution obtenue
est trop faibie, ou bien que le colit de calcul est trop
grand par rapport a l'amélioration possible (Reiter et

Sherman [1965}.

Nous verrons au chapitre 4 qu'une méthode heuristique
construite sur ces principes peut &tre trés satisfaisante,
alors qu'au chapitre 3, une telle méthode est beaucoup moins

efficace.






ANNEXES AU CHAPITRE 1.

Al-1 L' algorithme PCCH, p. Al-1

Al-2 L' algorithme MIN2, p. Al1-5



Al-1

Lt'algorithme PCCH :

On peut considérer queé, puisque l'on cherche seulement un plusjcourt
}

chemin de 1l'origine & 1'extrémité, on a effectué un travail excespif en
marquant tous les noeuds intermédiaires : 1'idéal serait de n'avofr marqué
que les noeuds sur un plus court chemin de 1l'origine a l'extrémité. Nous
allons discuter de 1l'application d'un algorithme par correction de-marquage
daﬁs lequel une marque provisoire peut &tre rendue définitive avant que
tous les arcs ayant ce noeud pour extrémité n'aient été utilisés.

Le prototype de ce genre d'algorithmes est celui de Dijkstfa [i95§].
La remarque suivante permet son application dans le cas d'un résepu multi-
parti : tout chemin de 1l'origine i 1l'extrémité contient exactement m + 1
arcs, un dans chaque transition. On ne changera donc pas les longueurs
relatives de ces chemins en ajoutant une méme constante Kt i tous les cz
et ceci pour tous les t = 0,1,...,m . En posant

K =-min{c1._'.. s (n. ,n, )EA}
t ij’7vite-l?jt

on obtient un réseau a longueurs nonnégatives pour lequel 1l'algorithme de
Dijkstra est valide. Remarquons que chaque période contient au moins un
arc de longueur nulle, ce qui permet de prévoir que certains arcs ne seront
sans doute pas utilisés, Remarquons aussi que tous les arcs devront &tre
examinés pour définir les différents Kt ,4 moins que d'autres informations
ne soient disponibles permettant d'éviter 1'examen de tous les arcs.

Une généralisation de 1'idée précédente consiste & utiliser une fonction

compatible, suivant une proposition de G.Nemhauseri}97%j. Une fonction

h : NR sera dite compatible avec ¢ si et seulement si

h(i,t)§ h(j,t + 1) + C: 3 pour tous i,j,t.

Al1-1,

Puisqu'un réseau multiparti ne contient pas de circuit, il existe des fonctions

compatibles avec ¢ : par exemple la fonction h(j,t) définie par la longueur



d'un plus court chemin de (j,t) & 1'extrémité. Un autre exemple est
h(j,t) ="2—
(J’t) >t Ke

qui correspond & 1'algorithme de Dijkstra.

Algorithme PCCH :

(1) Lefg; D g

pour j = 1 jusqu'i N1 faire

si (n0 ,nj 1)¢A alors
début f(j,l)bcg ;
LeL vf(3,1)}
fin;

(2) sil = Qf alors terminer sinon

début soit (j ,t JEL tel que

f3756) + h(3e) = minff(3,0) + h(3,0); (3,01}

fin;

(3) si t'=m+ 1 alors aller en (4) sinon
début De-D u{( it}

pour tout j tel que

(3, t+1eDet (n, . ,n . JEA
« Jt jtH
faire début sif(j,t +1)fL)

kYA

au(f(3,t+1)>£(3,¢) + ¢, )alors
N

début £(j,t +1)e£(3 ,t) + c",
33
m(j,t +1)ej
fin; ' fin;
LtvL-{( j-':t_’\-)}; aller en (2)

fin )3

(4) be £(mt1,mt1) ;
| ch(m)e m(m+1l,m+1l) ;

terminer,

Al-2.



Al1-3

Cet algorithme est la simple application de 1'algorithme de Nemhauser au
réseau multiparti., S'il termine au pas (2), il n'existe pas de chemin de 1'o-
rigine 3 1'extrémité.

Le nombre d'opérations requises dans 1'execution de cet algorithme dépend
essentiellement de deux facteurs :

(1) le nombre de noeuds dans D & la fin de l'exécution

(ii) 1la structure de données utilisée pour conserver L.

A chaque passage A 1'étape (3), D acquiert exactement un élément supplé-
mentaire., Soit donc d le nombre d'éléments dans D 3 la fin de 1'execution :
évidemment n$ ds(X‘. De plus & tout instant, lors de 1l'exécution de 1'al-

gorithme,on a ‘L\SM- !Dl . Dans le cas régulier on a m& dsm-2 et \L‘gm’z.

Pour simplifier la discussion de la structure de données & utiliser

pour L, nous considérerons seulement le cas d'un réseau multiparti complet,

Si 1'on ne tire pas parti de la structure multipartie du réseau, chaque
exécution de la boucle constituée par les pas (2) et (3) peut requérir 0(‘L|)
ou bienO(mlogl) opérations, soit pour calculer le minimum des marques dans
L, soit pour modifier ou introduire m marques dans L au pas (3). Supposons
alors que l'on connaisse pour chaque période Xt le minimum des marques
provisoires, Une exécution du pas (2) requiert O(m) comparaisons pour

déterminer le "minimum minimorum", et O(m) opérations pour recalculer la

N,

. . .. o " ’ . ,
marque provisoire minimum dans la période t . L'execution du pas (3) néces-
site alors O(m) additions,comparaisons et O(m)comparaisons pour recalculer le

minimum des marques provisoires dans X . Une boucle, formée des pas

(2) et (3) nécessitera donc 0(m) opérazi:is. En fait il est possible d'ati-
liser des structures de données plus efficaces afin d'éviter de répéter
certaines comparaisons; par exemple si l'ensemble des minima des différentes
périodes est conservé sous forme de pile(cf, Aho,... E;974}) 1le pas (3) néces-

sitera ‘seulement 0(log m) comparaisons.
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En tirant ainsi parti de la structure du réseau, on obtient un algorithme
consistant en d boucles comportant chacune 0(m) opérations, soit une com—
plexité de 0(dm), et dans le cas extréme 0(m3). Remarquons que le coefficient
de proportionnalité est beaucoup plus grand que pour 1'algorithme PCC, Un
tel algorithme pourra donc &tre interessant aux conditions suivantes :

(i) 4 est"suffisamment petit" par rapport i m 2 et

(ii) une fonction compatible h est "facilement! accessible et satisfait (i),



Al-2

L' algorithme MIN2 :

La tiche i laquelle 1l'algorithme PCC2 consacre le plus de temps est
la recherche des deux plus petits éléments de chaque colonne du tableau
T, Nous allons discuter du choix d'une méthode pour cette phase de
1talgorithme et nous serons amenés 3 préférer, pour cette applic;tion,

une méthode trds simple & une méthode M"optimale,

Le nombre minimum de comparaisons nécessaires pour trouver les deux

plus petits éléments d'un ensemble A 3 m éléments est m + (iog2ﬁ7 -2

(voir Knuth,[197§},pp. 209-212), Une classe d'algorithmes pour ce probléme

peut &tre définie ainsi: déterminer d'abord un plus petit élément en
m—-1 comparaisons, puis le second élément parmi ceux qui ont été éliminés
par le vainqueur, Des algorithmes de cette classe sont optimaux pour
le critére minimax (clest-d—-dire requilrent au plus m + logzm -2
comparaisons) si le plus petit élément peut &tre déterminé aprés au plus

rlogzﬁ] victoires, Si, de plus, ce nombre de victoires remportées par

le plus petit élément est exactementliogzalou bien [}ogzg],un tel algo-

rithme minimise également le nombre moyen de comparaisons pour les algo-

rithmes de cette classe, sous l'hypothese habituelle que les m! permu-

tations dans lesquelles 1l'ensemble A peut &tre données sont équiprobables.

Nous conjecturons qu'un tel algorithme, d'ailleurs assez facile & cons-
truire, est également optimal pour le critére nombre moyen de comparai-
sons parmi tous les algorithmes pour résoudre ce probléme par comparai-

sons d'éléments de A deux 3 deux,

Al1-5.



Toutefois, 1'inconvénient de tels algorithmes pour la pratique est
qu'ils nécessitent soit des opérations arithmétiques supplémentaires
(par exemple des divisions par deux ), soit des déplacements d'enregis-
trements , et que ce travail supplémentaire peut en dégrader notablement
les performances, De plus leur codage est sans doute un peu long, ce
qui les rend moins interessants s'il faut les incorporer 3 d'autres
algorithmes,

L'algorithme_suivant est trés simple, et le nombre moyen de comparai-
sons qu'il requiert est trds proche des valeurs minimales précédentes,
Cet algorithme examine les é1éments de A un par un, en conservant dans
minl et min2 les deux plus petits &léments déja examinés, L'élément
suivant est alors comparé d'abord 3 min2, puis éventuellement 3 minl,
Notons que si on le comparait d'abord § minl, le nombre moyen de compa—
' raisons serait presque doublé,

Algorithme MIN2 :
(1)  si a(1)ga(2) alors
début mle1

m2e2

fin

sinon début mle-2
m2e]
fin
(2) pour i =3 jusqu'd m faire si a(i)< m2 alors
si a(i)¢ ml alors début m2eml
mlei
fin

sinon m2e-i .

Al-6



Lemme

Preuve :

A1-7

Si 1'ordre dans lequel les éléments de A sont rangés est aléatoire,
alors 1'algorithme MIN2 requiert en moyenne moins de

m + 1,387 log m -~ 2 comparaisons  pour my3,

le pas 1 requiert exactement 1 comparaison; au pas 2,- la probabi-

1ité que a(i)¢ m2 est égale 3 la probabilité que a(i) soit

parmi les deux plus petits des i premiers éléments, soit i
m

on effectue donc en moyenne 1 + i;% (1+ : ) dfotr 1e’

I3
»

résultat, #

Le tableau suivant permet de comparer le nombre moyen de comparaisons

effectuées par 1'algorithme MIN2 aux valeurs minimales données auparavant,

nombre
de

m

comparaisons| 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

max, opt.
moy., opt.
moy. MINZ

6. 12, 17. 23, 28, 33. 39. 44, 49, 54,
5.4 11.4 16,93 22,4 27.72 32,93 38.17 43,4 48,58 53,72
| 5.67 11.86 17.64 23,19 28.63 33,99 39,29 44,56 49,79 54,99

TABLEAU I



CHAPITRE TITI: Programmes en nombres entiers, relaxations,

pénalités et autres artifices pour résoudre le TDTSP.

2-1.Trois formulations du TDTSP par la programmation

en nombres entiers, ‘ | p. 2- 1.
2-2.Relaxations. ' | p. 2~ 6.
2-%.Pénalités. p. 2-11.
2-4. Pénalités optimales. p. 2-16.
2-5.Un algorithme par Branch-and-Bound pour le TDTSP. p. 2-25.
2-6- Bornes implicites. p. 2-26.
2-7- Test de dominance. p. 2-29.

2-8 Discussion. ' p. 2-30.
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1 Trois formulations du IDTSP par la programmation en nombres entiers:

Dans sa thése, Ken Fox donne cing formulations du TDTSP
comme programmes linéaires en nombres entiers, et une formu-
lation comme un probleme de flots avec gains§en nombres
entiers. En fait aucune de ces formulations n'a permis d'en
déduire une méthode efficace de solution. L‘algorithme'de
Branch-and-Bound décrit par K.Fox fut en fait incapable de
résoudre un probléme a dix périodes en douze minutes de temps
de calcul. La méthode que nous présentons permet de résoudre
des problémes de cette tailleen moins d'une seconde, en géné-
ral, sur un calculateur de performances moyennes (IBM 360/50
ou 360/75).

L'approche que nous proposons repose sur trois formulations
du TDTSP par des programmes (linéaires ou quadratiques) en
variables 0-1. Plus précisément, on s'efforce de résoudre

des relaxations d'un ou de plusieurs de ces programmes et

une méthode d'énumération implicite sera éventuellement utilisée pour

assurer la satisfaction des contraintes relaxées.

Ia premiére formulation que nous allons considérer est
une généralisation d'une formulation du TSP donnée par Hadley
fl964’dans laquelle interviennent des variables assocides aux

différentes périodes ("time-dependent variables"):

— l_nm m
: s 0 .o s L t _t m m
(ILPL)| min £ Coj5 Xo5 + €1 £1 721 Cij xij*?&fl Ciom 1 %35,m
JAL
< 0
S.C. T Xpj =1 (2-1-1)
m
s 1 _ .0 . -]
E’l Xjk —-.Xoj V ,]_-_—_1,2,...,111 (2 l 2)
E
m
kS—J t+1_ s t .
_1 xjk —--"5‘:___1 Xij ¥ ,]..l,2,...,m
k,éj i#j ¥ t-'-Tl,Z,oo-'m-z (2-1—3)

S er. Roy [1970] .



m
m = m-1 .
Xjmel ™ T1 *ij ¥ ji=1,2,.00,m  (2-1-4)
i/j
m m=-1
0 t .
o3 tim B My =1 Fislzo..om (2-1-5)
1£j
- F e (2-1-6)
=2l a. 2 1 (2
l':—'l ‘j_;l Xijzl V t:l, 'l.t'm- ( -1—7)
#i
x>0 (2-1-8)
X entier | (2-1-9).

Dans cette formulation Xij::l si le voyageur de commerce
va de la ville i 4 la ville j pendant la période t et O sinon

(remarquons que chaque XF figure dans une somme qui doit

1)
étre égale a 1, donc les contraintes impliquent que x ne peut
prendre que des valeurs O ou 1l). La contrainte (2-1-1) signi-
fie que le voyageur doit partir le premier jour, les contrain-
tes (2-1-2) qu'il doit quitter, le second jour,la ville qu'il
vient de visiter; les contraintes (2-1-3),(2-1-4) et (2-1—6)
expriment la méme relation pour les jours suivants, jusqu'au
dernier jour; puis la contrainte (2-1-5) exprime que chaque
ville doit €tre visitée exactement une fois; enfin la contrain-

te (2-1-7) impose que chaque jour ait lieu exactement un

trajet.

Lemme 2-1 (Houck et Vemuganti 2;9751)
Les contraintes (2-1-6) et (2-1-7) sont redondantes
avec les contraintes (2-1-1)=-(2-1-4).

preuve:

2-2.



En additionnant sur j les contraintes (2-1-2) et (2-1-3)

on obtient:

m m 4 mo, .
2 2 X = D x,.=1 d'aprés (2-1-1),
j=1 1}:;1 Jk j=1 03

=d

o tel SRS . .

p Xix =2 2{% x: =1 par induction,
=1 k=1 =1 k=1 .

k#j kA j ¥ t=1,2,...,m-1

donc les contraintes (2-1-7) sont vérifiées. Enfin, en

additionnant les contraintes (2-1-4) sur j , on.obtient:

m
Z:: x™

i#j

donc (2-1-6) est aussi vérifiée.

m m m-l .
— Z-l E xij =1 d*apres (2-1-7)

1

Par conséquent les contraintes (2-1-6) et (2-1-7) sont redon-

dantes aussi bien dans (ILPl) que dans sa relaxation continue

(obtenue en relaxant la contrainte (2-1-9), cf.

paragraphe

suivant). Dans toute la suite, lorsque nous réfererons a (ILPl)

il sera entendu que les contraintes (2-1-6) et (2-1-7) ont

été supprimées.

La seconde formulation du TDTSP que nous allons considérer

est sous forme d'un probléme d'affectation gquadratigues

(QaP)

(-min

m m

m m
1 51 $1 55% ijts Fit ¥js

Z xit _‘:l V i l,2,...,m
t1
SJP
X _'l V t l 2 es ol
- it = [ X ] ’
i1
X —'O ou l V i't 1,2,...,111

(2-1-10)

(2-1-11)

(2-1-12)

(2-1-13).



Dans cette formulation, Xit::l signifie que la ville i est
visitée le jour t. la contrainte (2-1-11) exprime le fait que
chaque ville doit &tre visitée exactement une fois, et la con-
trainte (2-1-12) qu'a chaque jour on visite exactement une
ville. Les colts associés aux trajets sont représentés dans

la fonction-objectif (2-1-10) en posant:

453511 ==Cgi pour tout i=1,2,...,m
— At . . . .
m .
a3 imm ==Ci,m 1 pour tout i=1,2,...,m
et tous les autrgs coefficients aijts==0'

Ia troisiéme formulation fait appel aux chemins (de 1l'ori-
gine 4 1'extrémité) dans le réseau multiparti R du chapitre 1.
Désignons par p un tel chemin et par P 1l'ensemble de tous ces
chemins dans R. A chaque chemin peP nous allons associer un

vecteur associé aP e_Rm , dont la i-éme composante représente

le nombre de fois que le chemin p traverse 1la ville i. Puisqu"'
un chemin contient exactement m villes (pas nécessairement

distinctes) alors

2 ag =m pour tout peP (2-1-14)
i1 .

Dans la formulation suivante, & chaque chemin peP est associée

une variable x :

P
(11p2) |min > € x ' - (2-1-15)
53 PP
S.Coe af X V i l,2.-oo,m (2-1"16)
p P P .
xp> 0 ¥ peP (2-1-17)
X entier (2-1-18)




ol ep représente la longueur du chemin p dans le réseau R.
-Si 1'on additionne sur i les contraintes (2-1-16), on obtient

en utilisant (2-1-14) et en divisant par m :

2 x =1 (2-1-19)

pep P
I1 découle de (2-1-17)-(2-1-19) que, dans une solution & (ILP2),
exactement une variable Xow est égale a 1, et toutes les autres
sont nulles. Les contraintes (2-1-16) deviennent alors:

ag*z 1 pour tout i=1,2,...,m
c'est-a-dire que p* est un chemin qui visite exactement une
fois chaque ville, et d‘'aprés (2-1-15) une solution optimale
du TDTSP.
On peut également introduire une quatriéme.formulation du

TDTSP , que 1'on notera (ILP3), en remplacant dans (ILP2)

1l'ensemble P par l'ensemble P' des chemins sans oscillation

(voir chapitre 1, ol cet ensemble était désigné par Co o Je
1



-2 Relaxations:

Considérons un probléme de programmation mathématique:
(MP) F;nin f(x)
| S.C. XE€X
Nous dirons, d'aprés Geoffrion [:1974], qu'un probléme
(MP*) min £*(x)
S.C. XX

est une relaxation de (MP) si et seulement si XeX',et

' (x)<f(x) pour tout x€eX,

On peut distinguer trois types de relaxations

- type 1: X=Xx' (T1)
= type 2: f'(x)=f(x) pour tout xex (12)
- type 3: ni l'un ni 1°* autre. (13)

Dans les chapitres suivants nous allons rencontrer des relaxa-
tions de ces trois types. La distinction est importante’pour
les régles d'élimination utilisées dans des algorithmes par
Branch-and-Bound. Pour le type 1, chaque résolution dFune
relaxation & un noeud du Branch-and-Bound fournit une solution
réalisable, dont le cofit exact a €té sous-évalué; il est facile
d'en calculer le colit exact, qui peut, d'une part améliorer

la borne supérieure"actuelle"utilisée pour 1°'élimination, et,
d 'autre part permettre de"remonter"si les deux coiits sont
égaux ( ou si ,}'(x3]=f(x) lorsqu'on sait que f prend des
valeurs entiéres), D'autre part, une relaxation de type 2 est
toujours plus forte (par définitions)qu'une relaxation de type
3 et par conséquent permettra de résoudre le probléme en

faisant moins d 'énumération. On est donc amené 3 considérer

§ Rappelons qu'une relaxation (MP") de (MP) est plus forte que (MP') lorsque

mip £(x) = mn £'(x)
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que des relaxations de type 1 ou 2 sont plus interessantes

que de type 3, avec, lorsque le choix est possible, une cer-

taine préference pour le type 1. Pourtant nous verrons au cha-
pitre 4 qu'une relaxation de type 3 ( utilisant le TDTSP) peut

8tre nettement plus efficace qu'une relaxation de type 1.

Les relaxations continues (LPl),(LP2) et (LPB) se déduisent
des formulations (ILPl),(ILP2) et (ILP3) en supprimant les
contraintes d'intégrité ( (2-1-9) et (2-1-18) ). Désignons
par zroy +Z1pp et Z1p3 les valeurs optimales des fonctions-
objectif de ces programmes linéaires.‘Remarquons que ces trois

relaxations sont de type 2.

Pour le probléme d'affectation quadratique (QAP), considérons
la relaxation définie par le probléme d‘'affectation linéaire

suivant (Lawler [1963 )

m m
(LAR) min > 2> bis Xjg (2-2-1)
j:l s=1 ;
__m
SeCo /7 X. :l V j:l,z,ooo’m (2-2-2)
s=1 JS
m
2 x. =1 ¥ s:=21,2,400,m (2=2-3)
j=1 %
ij> 0 V j’ S:‘:l.z,...,m (2"2-}"")
ou bjsr'ajjss*'ujs , et Ujs est la valeur optimale de la fonc-

tion -objectif du probléme d‘'affectation linéaire

. m _m
(LAR; o) min ‘iS‘:i %;1 23 545 Vit (2-2-5)
i/i t/s
m
s.ce O Vi =1 ¥i=1,2,...,m et i#j (2-2-6)

i
0
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Z Vit =l ¥ t=l,2,...,m et t¥ S (2-2-7)

i1
i
Vit:}: O v i,t:‘-l,z, ..o’m ’i#j et t#s (2_2-8)

Puisque les coefficients a. sont nuls pour t+# s et s-1

ijts ’
dans la fomulation du TDTSP comme un probléme d‘affectation
quadratique, le calcul de Ujs est‘réduit dans ce cas a la

sélection d'un indice i # j tel que le noeud (i,s-1) soit 1le
plus proche de (j,s) (pour les distances C) dans 1la période
s-1.Pour s=1, Ujlzro.

Désignons par Z1AR la valeur de 1l'affectation optimale dans
le probléme (LAR). Remarquons que (LAR) est une relaxation
de type 1 pour le TDTSP. Le théoréme suivant va montrer que

(LAR) est en fait la moins forte des quatre relaxations du TDISP.

THEOREME 2-1:

Soit z* le colit d'une séquence optimale dans le

le TDTSP. Alors :
— *
ZLARé;ZLPl“ZLPZS:ZLPBSIz

preuve: ;) ZipaRr27p) ¢ nous allons montrer que toute solution

realisable x de (LPl) induit une solution réalisable uy de

(LAR) de colit inférieur ou égal au colit de x dans (LPl).

Définissons ujlzxgj pour tout j
. mo ooy
Us =2 X5 pour tout j et tout s> 2
J ::L=l J
i#]

u satisfait la contrainte (2-2-2) d'aprés (2-1-5), et
(2-2-3) d‘'aprés (2-1-7); de plus u est nonnégatif d'aprés
(2-1-8) donc c'est une solution réalisable de (LAR).

D'aprés la définition des coefficients bjS on a:



u.j\w
R -
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0 .
bjl= ajjll:COj pour tout j
s~1
bJS-—mln{ i,j,8-1,s i }_mln{c 11 £ J}

pour tout j et tout s, 2<s < m-

bo - ... i . . :. j
im aJJmm"mln{al,J,m-l,m' izt J}

=C?jl,m l-{-lﬂin{cgl:'}' :i F# j} pour tout j
d'ol : o
~Ln _n _m m m
~0 O - XM
_ cr.x2 .
ik

puisque u est réalisable pour (LAR), on a

g; SZ:_Z] bjs u.

js
et 1'inégalité énoncée est prouvée en prenant pour X une

solution optimale de (LPl).

(ii) Z1p1= Z1pp :Ce resultat est une extension au TDTSP
d'un résultat prouvé pour 1le TSP par Houck et Vemuganti[§9?€].

Ia démonstration que nous allons en donner est beaucoup

' plus simple. Considérons les contraintes (2-1-1)=(2-1-4)

et (2-1-8) : elles caractérisent un flot réalisable d‘une
unité circulant dans le réseau multiparti R de 1l'origine

a l'extrémité, Les points extrémes du polyédre qu'elles
définissent représentent donc les chemins (de 1l'origine

a 1'extrémité)dans R. Si 1'on applique le principe de
décomposition de Dantzig et Wolfe au programme linéaire
(LP1) (aprés en avoir supprimé les contraintes redondantes
(2-1-6) et (2-1-7) ), on obtient, en remarquant que le

vecteur associé aP s'introduit pour représenter les con-

'traintes (2-1-5)
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(DW1) min Z:: €p X

peP p
S.C. 2 X . =1 (2-2-9)
pep P
2 a? X :l Vi:l’z,.oc,m (2“'2-10)
peP p
ij‘; 0 ¥peP (2-2-11).

Or, nous avons d&ja remarqué que, d‘'aprés (2-1-14), les
contraintes (2-2-10) impliquent (2-2-9). Si 1'on supprime
donc la contrainte de convexité (2-2-9) qui est redondante,

(DW1) se raméne exactement & (LP2).

(iii) ZLPZS;ZLPB vient de 1l'inclusion P'c<c P.
(iv) ZLP3§SZ* vient du fait que (LP3) est une relaxa-
tion du (TDTSP) (puisqu'une séquence est un chemin sans

oscillation). ]

Ce théoréme a plusieurs conséquences:

- on peut obtenir la borne Zypy en résolvant (LP2), et ce
sera l'objet du reste de ce chapitre;

- la borne obtenue en résolvant une relaxation par un probléme
dfaffectation (ce qui est trés fréquent dans les applications)
est moins forte que celle que 1'on peut obtenir parble TDTSP ;

- enfin la borne obtenue en ne considérant que des chemins sans
oscillation est la meilleure parmi celles considérées (en fait,
on pourrait obtenir des bornes encore meilleures en ne consi-
dérant que des chemins sans k-circuit, mais 3 un cofit de cal-

cul qui semble prohibitif).
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Pénalités:
Le probléme (LP2) (ou (LP3) -en fait, tout ce qui sera
dit dans le reste de ce chapitre peut s'appliquer aussi bien
& (LP3) ) a seulement m contraintes, mais un trés grand nombre
de variables, soit m(m—l)m'l dans le cés complet. Il n'est
donc pas question d'écrire et de résoudre (LP2) de maniére
explicite, mais peut le résoudre par génération de colonnes.
Nous appelerons pénalités les variables duales (ui)i= 1,...,m
associées 2 une base du programme lindaire (LP2). La recherche
d 'une variable candidate, suivant le critére habituel du
simplexe, revient a la recherche d'un chemin p qui minimise
la quantité €P - ;Z? u; a? .Ceci revient & pénaliser d‘'une
i

quantité u; la longueur d'un chemin chaque fois qu'il traverse

i
un noeud représentant la ville i, et a chercher un plus court
chemin pour ces longueurs pénalisées. Les algorithmes donnés
dans le premier chapitre peuvent s'adapter trés facilement
pour tenir compte de pénalités associées aux noeuds. Ainsi,
dans 1l'algorithme PCC, il suffit d'ajouter -u; aux longueurs
f(i,t)§aprés que le minimum définissant ces f(i,t) ait été
calculé . Ceci introduit environ m® additions supplémentaires,
ce qui est négligeable pour un algorithme en 0(m3). Nous ne
développerons pas davantage ce point qui est assez immédiat.

Un certain nombre de problémes de taille m< 10 ont été
traités de cetfe maniére. Pour des problémes dans lesquels
les colts ng étaient des nombres pseudo-aléatoires, on obtenait
assez souvent une séquence comme solution optimale; les autres

problémes étaient résolus en trés peu de séparations -voir

le paragraphe Branch-and-Bound. Par contre des problémes plus

§--Rappelons que f(i,t) = min{.f(j,t—l)? Cgi ‘ (ef. § 1-2).
. J
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nréalistes", en ce sens qu'ils résultaient d*applications
(par exemple le TSP) et présentaient une certaines structures
(régularité dans les coﬁts),nécessitaient davantage d'itérations,
entre 40 et 80 itérations pour m=10, pour fournir une solution
fractionnaire; une pathologie particuliére aux TSP symétriques
sera exposée au chapitre suivant.A partir de m=15, les itéra-
tions devenaient interminables ("tailing off", cf. Held et Karp
[§97@] ) sans fournif aucun résultat utilisable.

Bien que 1l'algorithme par génération de colonnes ne soit
pas trés efficace pour calculer Zrpz + OD peut néammoins s'en
servir pour démontrer quelques résultats intéressants sur la

structure et les propriétés de (LP2).

Lemme 2-2: (i) si deux pénalités u et u' se déduisent 1'une de

1l'autre par une translation parallédle i la direction défi-
nie par le vecteur 1 (dont toutes les composantes sont 1tunité)
u=u'+ql ( qeR)
alors,pour tout chemin pe P, on a :
0P Ty ual = € -Ey w cm (231D,
(ii) si deux chemins p et p' ont méme vecteur associé

ap==ap' et si eP<:QP', alors pour toute pénalité u on a :
m P M m '
eP -5 wal <P -3 ual (2-3-2).
i1 , il
preuve: (i) et (ii) se déduisent immédiatement de (2-1-14), 0O

Le résultat (i) implique que les chemins optimaux pour u
sont aussi optimaux pour u', et réciproquement. Dans le cas
de la génération de colonne, et pour tout autre algorithme engen-
drant des chemins a partir des.pénalités, on peut restreindre
15ensemble P en ne conservant, pour chaque vecteur aP qu 'un

seul chemin de longueur fp minimale, d'aprés le résultat (ii).

Appelons séquence tout chemin sans (m-1)-circuit.
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En particulier, au vecteur aS::; ne sera associée que 1la
séquence optimale. Le théoréme suivant précise la structure
du polyédre convexe défini par les contraintes de (LP2), sous’

1'hypothése que P a été réduit comme on vient de 1'indiquer.

THEOREME 2-2:

S'il existe uﬁe séquence s dans le réseau R, le
polyhédre convexe Q défini par les contraintes (2-1-16)
et (2-1-17) contient exactement un point entier, qui en
est d'ailleurs un péint extréme, et le diamdtre de Q est
égal a 2.

preuve: considérons le point entier défini par xS=:l et
xp_—_o pour tout p € P, p# s. Puisque ce point appartient

a Q, Q est non vide; de plus ce point entier en est un

point éxtréme, puisque, pour tout peP, Osxps 1.
D'autre part on a déja vu qu'en additionnant les contraintes

(2-1-16) on obtient (2-1-19)
g:% Xp =1

donc tout point entier de Q est défin; par exactement une
composante non nulle xp==l;les contraintes (2-1-16) impli-
quent alors que p doit étre une séquence, donc est identi-
que a s.
Considérons maintenant un point extréme quelconque de Q et
une base B=:(p1,p2,...,pm) associée. Si 1l'un des p; est s
alors la solution Xy = 1, xp:O pour tout pe P,p#£ s est une
solution de base, donc le point considéré est le point
entier. Considérons donc un point extréme non entier et une
base associée B; nous allons montrer que 1l'on peut passer

. de ce point au point entier en un seul pivotage, ce qui

B

prouvera que le diamétre de Q est égal & 2. Soit x° 1la

solution de base associée a B : on a
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XB = B_l-l

donc la représentation de la colonne aS::l dans la base B

est justement xB. Puisque 2 X x?::l et que ngao, il existe
i

(au moins) un indice j tel que xp;> 0; on peut alors faire
entrer a° dans la base en faisant sortir n'importe quel chemin
pj tel que xg;m 0, et l'on obtient alors une base qui

correspond au point entier.

Padberg et Rao EQ?{]ont décrit une classe de polyédres
convexes associés a des problémes d'optimisation combinatoire réputés
difficiles et ayarit un diamdtre égal a 2. Le polyddre Q associé
3 cette formulation du TDTSP posséde donc lui aussi cette
propriété.

Le dernier théoréme concerne 1l'existence de pénalités permet-
tant d'obtenir la séquence optimale comme plus court chemin.

Une séquence peut étre identifiée facilement par un test en
0(m) (par exemple ”ap -;”2 =0 2 ) et i1 n'y a alors aucun
intérét & effectuer d'autres itérations puisque le TDTSP est
alors résolu. Mais comment peut-on espérer obtenir de telles

pénalités ?

THEOREME 2-3:

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe des pénalités u* telles qu'une séquence s*
soit un plus court chemin par rapport au* ;

(ii) Zypp= Z*e

preuve : (i) implique (ii) : d'aprés (i) on a

* - P _ 5 up aP :
z {—‘? uf <¢ ¢ u¥ ai pour tout peP;

posons U=¢€— u; et définissons des pénalités u' par

1
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uf = u# + (z* -U)/m

m
alors 2;: uj =z*
il
d*ou ogP? - > uf ali) pour tout pe P,
i1l

c'est-a-dire que les pénalités u' sont duales-réalisables
pour (LP2). On a alors un couple de solutions x°* priﬁale-
réalisable (xﬁ::O sauf x5 = 1) et u' duale-réalisable pour

(LP2) avec

m _
Z u_{:z*zz___ep XI.)
i1 p P

donc ces solutions sont optimales et ZLPZZ‘Z*‘

(ii) implique (i) : si Zpp2 2% ,soit alors u* des varia-

bles duales optimales pour (LP2); on a
m

P uf = z#

11

et ogfP —}___il ut a¥  pour tout pe P
i

s

donc z* - 3 u}fg@p - uf a? pour tout peP.

I i1 7
Ce résultat est assez décevant : quelque soit la maniére

dont on s'y prenne pour définir ou modifier des pénalités,

celles-ci ne pourront fournir une séquence optimale que si

c'est en fait une solution optimale de (LP2). C'est une indi-

cation qu'il est inutile de consacrer trop d'efforts a essayer

de calculer la valeur exacte de Z1,p2 ,gt qu 'une borne inférieure

assez serrée sur cette valeur, obtenue plus facilement

peut étre préférable.
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Pénalités optimales:

Puique (LP2) est difficile & résoudre et que, de plus,

Z est seulement une borne inférieure pour z#*, il faudra

Lp2
combiner & cette approche d'autres techniques pour garantir

que la solution de (LP2) soit entiere. Nous adopterons 1'énu-
mération implicite par "Branch-and-Bound", puisque les autres
techniques disponibles (plans sécants, cOne asymptotique)
semblent difficilement applicables ici.

I1 est nécessaire d'avoir une borne inférieure sur z* pour
pouvoir appliquer cette technique. Or, la valeur de la fonction-
objectif de (LP2) pour une solution primale-réalisable n'est pas
une borne inférieure valide tant que (LP2) n'a pas été résolu
de facon optimale. Toutefois, une borne inférieure est dispo-
nible au cours des itérations du simplexe (Dantzig et al.:§954}):
soit z la valeur d'une solution primale-réalisable et u les
variables duales correspondantes, alors
LI A

y 0
] - 1 u; a; ¢ pe Pj (2-4-1)

est une borne inférieure pour Z1p2 ,donc a fortiori pour z*.

z = 2z - ming

Mais z est en général d'un comportement trés erratique au cours
des itérations et ne fournit pas une trés bonne borne (voir
plus loin). | |

Pour n'importe quelles pénalités u,on peut obtenir une borne
inférieure valide pour z* en cherchant un plus court chemin par
rapport a ces pénalités; en effet

min{(p + ueaP pe PPzt - u-l
d 'ou min{ip + u(ap-;) : pe Pﬁ < z* (2-4-2)

. (en fait, ceci fournit une justification simple pour (2-4-1)).
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Désignons alors par w(u) cette borne inférieure:
w(u) = min{€P +u(aP-1) : per} (2-4-3)

On est alors conduit a considérer le probldéme de rechercher
des pénalités u* qui fournissent la plus grande borne inférieure
w(u*) possible, soit le probléme
(POP) r max {w(u) :11€I¥m} ol w est défini comme en- (2-4-3)

soit | max =~ min (6P & u(ap-;)) (2-4-4),

i ueR peP

Remarque :  (POP) peut se formuler comme le programme linéaire

suivant

{"max W

| s.c. W-u(aP-1)pP ¥ peP

{

§ W et u non-astreints.

Le dual de ce programme linéaire est
. 0P

peP

S.c.‘:_“ X :l (2-4-5)

r‘- »
(DOP)! min D

F—Yap-;)xp =0 _ (2-4-6)

= 0. .

En utilisant (2-4-5), 1les contraintéé (2-4-6) peuvent
s'écrire comme (2-1-16). Comme (2-4-5) est redondant avec
les contraintes (2-1-16) (on 1l'a déja vu au paragraphe 2-1),
(DOP) apparait donc comme équivalent a (LP2), c'est-a-dire

que (POP) est une formulation duale de (LP2).

Pour un probléme du type de (2-4-4), une méthode approchée

trés efficace, 1'optimisation par sous-gradient a été développée

par Held et Karp [1971] , et étudide et généralisée par plusieurs
autres. Voir en particulier Mathematical Study 3 , notamment

l'article de Fisher et al.f§97§], pour de nombreuses références.

Cette approche peut s'appliquer ici en observant que, pour toute
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pénalité u, le vecteur ap-; correspondant a un chemin p tel que

€® + ﬁ-(af’-_;):mi;x{ep ¢ @ (aP-1))= w(d)
PE

est une direction de sous-gradient pour w au point u.
'Remargue: d'aprés le lemme 2-2 (i), ce minimum peut s'obtenir
en cherchant un plus court chemin pour les pénalités u. En
fait, on peut se restreindre aux pénalités u telles que
n
4 u; =0 (2-4-7)
i1
d'aprés cette méme observation et, dans ce cas w peut étre
défini plus simplement par

w(u)=min{ep +uaf : pe P} pour tout ueR™ véri-
g fiant (2-4-7).

Par suite, (POP) peut se formuler aussi

m

max{min (CPyuaP) : ue R™ et § u.:o} .

i
peP 11

Nous allons donner le principe général de 1'optimisation par
sous-gradient:

optimisation de w par sous-gradient :

(0) choisir uO et poser k=0;
(1) chercher un plus court chemin pk pour les pénalités uk;
(2) si pk est une séquence, terminer (le TDTSP est résolu);
(3) si 1'on ne désire pas d'autres itérations, aller en (4)
sinon remplacer k pér k+1
déterminer u® 3 1'aide de (aP -1) et des pénalités
précédentes uk'l,uk'z,...,u0

aller en (1);

(4) une borne inférieure pour z* est fournie par la quantité

max w(u9d) tj O0,1l,eee,k
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Un algorithme particulier est défini par la fagon dont les
instructions (0) et (3) sont effectuées.
Pour 1'instruction (0), remarquons que n'importe quelles
T~ .0 0 | . .
pénalités u  ,par exemple u = 0 , peuvent faire l'affaire. On

reut aussi déduire les pénalités initiales u® des variables

duales optimales pour le probléme d'affectation (LAR) :

THEORENE 2-4

a) > i 3#*
Soient (uj)j 1,eve,m
variables duales optimales pour (LAR). Si 1'on définit

0

*
et (vs)s lyees,m des

uj = —ug-V* pour tout i:-1,2,...,m (2-4-8)
ot ve (T vd)/m (2-4-9),
s. 1
alors w(uo) Z
.. - LAR [ ]

preuve : considérons un chemin quelconque p.*O-il-iZ-...-im-(m+l);

d*aprés la définition des bjS (ecf. § 2-2 ), on a :
0 o) -
Chs tUs - b- -u¥ -v¥*
01l 1, 111 1,
1 0 -
C:y : +u; > b. -u¥ -v¥*
1,3, 71, 122 i,
s-1 0 -
oF . $Uu; . bs ~uf -viH#
i 9171 igs 14
m m-1 0 -
C +C. . $U. . bs ~u¥ -v#
1mm 1 lm—llm lm”' 1mm lm
D m D .m —qn
"ou - . s = ) . - * —_* s # . - -y
d'ou 2;iulal:? g:l(blss uls‘v ) = éml(blss u{s v¥)
et, puisque les u*,v#* sont duales-réalisables pour (LAR),
_m
P -_uiag -0 pour tout p: P.
il
Comme m o I om
. , %
Yy uf+ © Vg = Z1aR
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0 . P 2:? O_p Z:? 0
on a Cw(u)=min (8P+) uja®) - us > 2z .
- p P —/ ii i 1 =z “LAR

Remarques
1. si 1'on désire Z ug
11

a chadue ug ;

=0 , ;1 suffit de retrancher ZiaR/ ™
2. le théoréme ci-dessus fournit une autre démonstration
~de 1'inégalité Z1ARS Z1,p2 _du théorame 2-1; en fait

cette démonstration peut &tre considérée comme duale de

la démonstration donnée au paragraphe 2-2..

Le résultat suivant permet d 'observer que la premidre inéga-

1ité du Théoréme 2-1 =2st "presque toujours" stricte.

THiEQREME 2-5

Si la solution optimale de (LaR) est unique, alors
1'égalité Z1aR=2Lpl implique que ces deux gquantités sont
ézales a z%, et toutes les inégalités du théoréme:2-1 devien-
nent des égalités.

preuve :
soit il'i°-""in 1'unigque séquence optimale pour (Lak);

d ‘apres le théoréme fort des écarts complémentaires, il
existe des variables duales optimales ug et v% telles que

. - -y
bltt ugt v = 0 pour tout t

o nE - . .
by =u v¥# > 0 pour tout t et tout Jj# i

. .-
@ ‘? # = s .
t /Tuff/—t--"’t = Z1AR
Considérons alors le [D[3P défini par les coiits
C-t = Ut -u¥ -y

ij iy 73 ¢

et désignons par Z#, 2. 2t 2. _ 1le i
g P v Zpoq et ZLAR les valeurs des solutions
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optimales du [DDsy, de (LPl) et de (LaR) respectivement,

~
-

pour c2s8 coits C?.. v'apreés (2-1-5) et (2-1-7), il vient:

1]
Z o= L, - Z4 .
et Z¥ = z¥% -

Z -
Lax
O'autre part, puisque les longueurs de tous les arcs entrant

dans 12 nosud (j,t) sont toutes diminudes de u*j."q'«-\/',t , les
coefficients Bjt du probléme (Lak) corréspondant deviennent:

b

jt::bjt -u*j -v% = 0 si J=14

> 0 sinon

7 —
L iy —
LAl

0.

eh

Si 1'on a alors 1'égalité z, . =2, . , les seules variables
“ LaRk LP1

X%j positives dans une solution optimale de (LPl) doivent
. 3 - A\t 3 ' 5 s A1
avolr un cout Lig nul, puisque ZLPl"O' Par consequent, on
doit avolr . '
e 0 s ;
Xl o= 1 et KA oo 0 pour‘ —t\')l,{t J i 1
Oll 3] - 1

. " A o ,,\C' - s Y s 3 - _ :O
puisque le seul 0] nul correspond a J=14 (car BjO“bOj)'

Supposons que l'on ait démontré que

t-l L t-l e N
Ait-lit__i et oF =0 pour tous (i,j) # (lt~1’1t)’
alors, 4'apris (2-1-3),
Lt ) ) . . B .
45 = 0  pour tout J;#-lt 2t pour tout k;
. t+1 : P
puisque BK >0 pour tout k £ iy,on a bitk > 9 , et donc :
2 =0 pour tout k £ i et par suite
Ltk" t+1’7 "
t
Koo =1 .
et o1

On a donc démontré par induction que la solution optimale de

(LPl) est une séquence, donc Z¥=0 et toutes les autres égu-

lités s'en deduisent immédiatement.
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Remarque : la condition d'unicité de la solution optimale de (L4R)

est indispensable. Dans 1 ‘'exemple ci-contre¢, la matrice des bjt
est identiquement nulle, donc les 6 affectations sont optimales;

1'unique solution optimale de

cgi‘ 1 2 3
. (LP1) est aussi de colt nul, e
0 0 0 O 2 3
1 Cisl 1 2 3 Ciy 4 est définie par les chemins
c..1 1 2 3 —=
1] 1 2 0 110 0=1-2-1-0, 0-2-3-2-0 et 0-3-1-
1 0 2
5 i 2 o 210 1 210 gvec chacun un poids de 1/3.

: 3 2 0 310
370 2 Pourtant 1‘'unique séquence op-

Colts ng timale 0-1-2-3-0 a un codt de

Pour l'instruction (3) de la méthode d‘'optimisation par sous-
gradient, le critdre d'arrét peut &tre soit un nombre d'itéra-
tions fixé a 1‘'avance, soit le fait que la valeur max w(u'j) n'ait pas
été améliorée depuis un certain nombre d‘itérations, soit
encore d'autres critéres possibles portant suf la valeur rela-
tive des derniéres améliorations. Pour la définition de uk ,
un type d'itérations assez général est :

k-1
uf = uk-l-o—tk(ap -1) (2-4-10)

ou (t,) est une suite de scalaires. Pour les propriétés
k k:l,z,uoo
et la convergence d‘'itérations fondées sur (2-4-10), voir Goffin

1976 . Si z désigne une borne supérieure connue sur z#* (par
exemple z est le colt d'une séquence obtenue par une methode

heuristique, voir le paragraphe 1-7 ), et si (}.k)k_l >
- ?

désigne une suite de scalaires, on peut utiliser en particulier

des itérations définies par:
£ = A, 2T w(u™h

k k I k=1 12

faP -1

(2-4-11)

(Held et Karp ii9?£ ). POur?'k:l, ceci peut &tre interprété
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comme une tentative pour fixer w(uk)zzi (plus précisément,

on a , k-1 m o pk-l

D'autres types d'itérations utilisant également les pénalités
uk'z,uk'B,...,uO sont décrits dans Camerini et_al,{}9?i},'
Lemarechal 1975 et Wolfe 1975). |

~ On peut comparer l'algorithﬁe du simplexe par généfation de
colonnes et 1l'optimisation par sous-gradient. Ces deui méthodes
requiérent la recherche d'un p.c.c. pour des pénalités aonnées,
puis modifient ces pénalités d‘'aprés le vecteur aP correspon-
dant au p.c.c. obtenu. La principale différehce est dans la
facon dont cette modification est effectuée. Comme coﬁséquence,
1l'algorithme du simplexe fournit des bornes généralement plus
" mauvaises pour le méme nombre d‘'itérations, mais sa convergence
en un nombre fini d'itérations est garantie.

La figure suivante permet de comparer le comportement de ces

bornes sur un exemple (TSP symétrique tiré de Dantzig et al.
i§954?) évec m . 32; la méthode d‘'optimisation par sous-gradient

utilise les itérations (2-4-10)-(2~4-11) avec'Akzvl pour tout k.
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11,0004 . .
Séquence optimale

w(u)
10,000q

3

9,000

8,000 | H

7,000
VALzURS

6,000. ;

5,000

4,000) -

3,000.

2,000

1,000,

ITERATIONS
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2-5 Un algorithme par Branch-and-Bound pour le TDTSP :

L'ensemble des m! séquences dans le réseau R est partitionné
en m sous-ensembles, définissant autant de sous-problémes,
selon la ville visitée en dernier. Aprés plusieurs séparations,
un sous-probléme est défini par un chemin partiel »

Lo =ingepmeeesippigm@el)s  (2-5-1)
soient jl ,j2 ,...,jS les indices des s villes qui ne figurent
pas dans le chemin partiel et telles que les arcs associés aux

colts Cm'¥ Cm'k ,....Cm-k existent (dans 1le .

,Ch %
I1tm-kel  d2tm-k+l Jstm-k+1

cas ou R est complet, alors s=m-k); ce sous-probléme pourra

alors étre séparé en s sous-problémes, que 1l'on appelera

sous-problémes fils selon la ville jl’jZ"" ou js que 1l'on

fixera en (m--k)eme période. Un sous-probléme tel que défini
par (2-5-1) est un TDTSP de taille m-k, qui peut &tre repré-
senté par un réseau dont les m-k premiéres périodes et transi-
tions se déduisent de celles de R en supprimant les noeuds
associés aux villes 1 kel 'Theke2oin et les arcs ad jacents,

tandis que la derniére transition contient les arcs de colits
m-k ,cm-k ..k |

C- ® .
I1tm-k+1

Jotm-k+2 sTm
Certaines informations obtenues en traitant le probléme
pere peuvent &tre utiles pour les sous-problémes fils. Ainsi

une borne supérieure Em-k peut se déduire de la borne supérieure

precedente Zneks+l P posant

z m-k

k= Zp_ -C: 3
" mekel i pdnokel

Y

me
pour le r®

sous-probléme. De méme, des "bonnes" pénalités
0 ' a
initiales u° pour ce sous-probléme peuvent se déduire des

"meilleures" pénalités u* pour le probléme pére en posant:
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o % N | . |
uJ- a u3+ m_-—_—kfl ¥ ‘ 311000933 J#Jr (2-5-<2)

(le facteur constant est ajouté pour assurer que la somme des

-

uj est nulle),

Le paragraphe suivant expose un procedé qui permet de réduire
le nombre de sous-problemes possibles au coqrs des itérations
de plus court chemin dans le sbus-prbbléme bére, c'est-a-dire

avant méme qu'on ne songe a le séparer.

-6 Bornes implicites:

L'algorithme de plus court chemin avec pénalltes (PCC ou
PCC2) fournit davantage 4' 1nformat10ns que seulement un plus
court chemin et sa longueur. En fait, cette longueur est
calculée comme le minimum des f(i,m)beI:-'Ll'm 1 et ces quantités

b, = £(i,m)«CT (R-5-3)

i,m1l
représentent la longueur d‘un plus court chemin de l'or&gine
3 1'extrémité passant par le noeud (i,m). Clairement, ﬂa
longueur d'une séquence se terminant ﬁar ceo=i=(mel) eﬁt
bornée inférieurement par b; . Si 1'on utilise des péndlités
dont la somme est nulle, cette propriété est vraie pouﬂ chacune
des bornes bi(u) obtenues par (2-5-3) pour des pénalités u;
par conséquent la quantité

By = max{bi(uj) t5= 0,1,.00k} (2-5-4)
obtenue au cours des k itérations de p.c.c. effectuées dans
le probléme pére est une borne inférieure sur la valeur de la
solution optimale du TDTSP dans le sous-probléme fils défini
en fixant la ville i en derniére position. Nous appelerons

cette quantité B, borne implicite pour ce sous-probléme

(*implicite"™, puisqu‘'elle peut 8tre déterminée avant méme que

1'on ne s'interesse a ce sous-probléme).
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Les bornes implicites, définies lors des itérations de p.c.c.
dans chaque sous-probléme lors de 1'énumération, auront deux
usages. Premiérement, elles permettrons d'éliminer les sous-
problémes correspondants d&s que certaines bornes implicites
dépasseront une bbrne supérieure; Ceci sera réalisé en‘pratique
en conservant une liste des villes restant dans la derniére
période, c'est-a-dire des villes telles que le sous-probléme
correspondant n'ait pas encore été éliminé; au début, cette
liste contiendra toute les villes qui ne figurent pas dans le
chemin partiel (en fait, on verra au paragraphe suivant qu‘on
ne retiendra qu‘un sous-ensemble de cet ensemble initial). Par
la suite le minimum n'aura besoin d‘*&tre calculé que pour les
villes restant dans cette listeL;ce procédé permet déja d‘obte-
nir une borne meilleure que celle fournie par les simples itéra-
tions de plus court chemin, mais on verra que 1l'on peut en dédui-
re davantage : en fait une borne inférieure sur le colit de la
meilleure séquence dans le sous-probléme actuel est donnée
par w' = min {Bi sie L} puisque la séquence optimale doit
bien contenir une ville dans la derniére période.

Le probléme d'obtenir la meilleure borne inférieure est donc,
en fait, celui de maximiser la quantité w'. En particulier, il
ne sert a rien de tenter d‘'augmenter la longueur du plus court
chemin trouvé a 1‘'itération précédente si celui-ci a une lon-
gueur nettement plus petite que w'. I1 paralit préférable d'uti-
liser, & la place de la direction de sous-gradient associée a

ce chemin, la direction de sous-gradient réorienté définie par

le plus court chemin se terminant par la ville i telle que
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Alors, & partir des pénalités actuelles u, on cherche plutdt

a maximiser la plus petite des bornes implicites. En fait, on
travaille déja un niveau plus bas dans 1‘'énumération, c'est-i-
dire dans le sous-probléme qui a la plus petite borne implicite,

celuil qui sera probablement le plus difficile a éliminer.

Algorithme d'optimisation de w' par sous—-gradient réorienté:

(0) choisir uo et poser k= 0, L={l,2,...,m} etABj_:-oo ¥ieL;
(1) pour les pénalités uk »calculer les quantités bi(uk)
par une itération de plus court chemin;
remplacer Bi par max{bi(uk);Bi} pour tout i€ L
remplacer L par L - {i: Bi>-§ et ieiL};
(2) si L=4 terminer (remonter)
sinon soit i#* tel que B; %= min {Bi :ie.L}
chercher le plus court chemin se terminant en
(i*,m) (en utilisant les marques fournies
par 1l'algorithme de p.c.c.): soit pk ce chemin;
si pk est une séquence, terminer (cette séquence
est optimale pour ce probléme);
(3) identique a 1‘'algorithme d ‘optimisation par sous-gradient;
(4) une borne inférieure pour z* est fournie par
min {Bi tie L}
et une séquence de longueur strictement plus petite que

zZ ne peut se terminer que par une des villes de L.

Des expériences effectuées sur plusieurs probleémes lors de
la mise au point des algorithmes ont montré que cette modifica-
tion était treés intéressante, aussi bien pour les éliminations
précoces qu'elles permettait que pour les bornes meilleures
qu'elles fournissait. En fait, cette modification a apporté

plus d‘'améliorations que le choix d 'une stratégie "optimale"

pour les itérations de sous-gradient; de plus, il n'est pas
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du tout clair que les résultats théoriques ou expérimentaux
concernant le comportement de différentes stratégies d‘'opti-

misation par sous-gradient soient encore valides dans ce cas.

de dominance:

Le tesf de dominance que nous allons maintenant introduire
permet de réduire la liste L avant méme de commencer les ité-
rations de sous-gradient. L'idée essentielle est la suivante:
considérons un sous-probldme dans lequel au moins une ville
a déja été fixéé; soit im-k*l'im-kfz-'"'im°(m+1) le chemin
fixé (k> 1) et soit i 1'une des vilies non fixées; si 1'on
décidait de fixer i en (m-k)éme position, le chemin fixé de-
viendrait i-im_k+i-im_k+2-...—im-(m+l). Or s'il existe une
permutation jm-k+1-jm—k+2-"'°jm de 1l'ensemble des villes
déja fixées telle que la longueur du chemin résultant
i-jm_k+l-jm_k+2-...-jm-(m+l) soit plus petite que celle de
i'im-k+1'im-k+2—°"'im'(mfl)' alors le sous-probléme corres-
pondant ne peut pas contenir de séquence optimale; par consé-
quent, la ville i peut 8tre éliminéde de la liste I des villes
candidates a la dernidre position.

Le probléme de trouver s'il existe un chemin constitué des
mémes villes, mais dans un ordre différent et plus court que
le chemin fixé est en fait aussi difficile que le TDTSP (la
seule différence est qu‘on ne cherche pas une solution optimale
mais qu'on peut s'arréter dés qu'on a trouvé une séquence meil-
leure). Aussi nous emploierons une méthode heuristique sirilaire 3 cel-
le décrite au paragraphe 1-7 pour tenter d‘'améliorer le che-

min fixé; én effet, dés qu'une amélioration est trouvée, on

peut s'arréter et éliminer 1le noeud i de L.

Le test de dominance sera réalisé de 1la fagon suivante:
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pour chaque ville i non fixée telle que 1l'arc ((i,m-k), (i l,m~kfl))

m-K+
existe, et pour chaque valeur de r=1,2,...,k-1(r désigne la
longueur du segment commengant par ika;l que 1°'on va chercher

a insérer plus loin dans le chemin), essayer d'insérer le segment
et i

entre i ypuis entre

lnek+l tm-ke2™** *“Ipoker meke+rsl Mm=KeTs2

i kepe2 ©F leksrs3ree+r enfin entre i et (ms1); dds qu'une
amélioration est trouvée, passer a la valeur de i suivante; si
aucune amélioration n'a pu é8tre trouvée pour certaine ville i,
alors mettre i dans la liste L.

Ia valeur de ce test de dominance a été particulidrement déron- -
trée pour l'applicé%ion au probléme d‘'ordonnancement étudié
au chapitre 4. Ce test est également interessant pour le TSP,
quoique a un degré'moindre. Dans ces deux cas, la comple-
xité du temps de calcul nécessaire 2 1'exdcution de ce test est

d'unordre de grandeur plus Petite que pour le TDTSP (c‘'est-a-dire

en O(mkz) au lieu de O(mk3) ), voir les chapitres suivants.

Discussion :

De nombreux aspects de 1l'algorithme que 1l'on vient de décrire
peuvent étre discutés. Nous discuterons seulement ici la régle
de séparation; d‘'autres discussions relatives aux spécialisations
de 1'algorithme décrites dans les chapitres suivants seront dévelop-
pées A ce moment.

La séparation sur la derniére ville a &tre fixée présente
plusieurs avantages : elle est assez simple 4 programmer; par
exemple, 11 suffit de 2m2 changements environ dans la matrice
des C;j pour descendre d'un sous-probleme & 1l'un de ses fils,
passer & un sous-probléme "frére" ou remonter; les sous-probléemes

sontvdes TDTSP de taille m-1 et les bornes implicites ainsi que

le test de dominance sont bien adaptés a ce type de séparation.
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Mais il se peut que l'on effectue de la sorte un travail inutile
si la partie importante des séquences ne se trouve pas a la fin.
Par exemple, si le meilleur chemin obtenu est 0-lf2-3-4-5-3-7-8-9,
c'est prdbablemént dans les périodes 3 a 6 qu'il faudra intervenir
pour é&tre le plus effiéace. car on risque, si 1l'on sépare par
la fin, de continuer & obtenir le 3-circuit 3-4-5-3 sur ces
périodes. Une alternative serait alors de brancher sur la Béme
ou la‘6éme périodé; on peut otenir des bornes implicites (pour
éliminer plusieurs sous-problémes) en utilisant des distances
( £(1i,3) si.l'on"branche,sur"la'Béme période) déja disponibles
et en calculant les distances des noeuds sur lesquels on branché
( dans ce cas (i,3) ) a 1'extrémité par la méme méthode, mais
en partant de 1l'extrémité. Une autre alternative serait de
brancher simultanément sur les périodes 8,7 et 6 (voir figure 1.)
dans ce cas bornes implicites et test de dominance s‘'appliquent
normalement (remarquer que le chemin 3 -7-8-9 ne peut pas
étre amélioré) et 1'on a "sauté® quelques-uns des sous-problémes.

On peut aussi séparer sur la période a laquelle une ville
donnée ( la Qille 3 dans  1'exemple ci-dessus) est visitée; ou
encore utiliser simplement une stratégie binaire portant sur
un seul arc -dans ce cas, 1l'un des deux sous-problémes n'est
pas nécessairement de taille plus petite. Certaines de ces stra-
tétégies de séparation sont peut-étre plus efficaces que la
stratégie utilisée, mais sont aussi sans doute plus délicates
a programmer et a mettre au point. Déterminer la "meilleure"
stratégie reste une question largement ouverte a 1'investigation.

Nous ne présenterons pas de résultats numériques détaillés

pour le cas du TDTSP général. La principale raison en est que
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Figure 1.

le TDTSP a surtout été introduit comme modéle pour apprqcher
des problémes difficiles de permutations optimales ou dés

probldmes reliés & ceux-ci. De plus,définir des problémes tests

t

par des tirages aléatoires des valeurs Cij a peu de sen$ car

les problémes spécialisés demandent en général, pour &tre résblus
par cette méthode, plus d'efforts de calcul que des problémes aléa%oires.
Néammoins, quelques problémes aléatoires & dix villes ont
été facilement résolus par cette méthode, généralement sans
séparation et en moins d'une seconde (IBM 360/50). Par contraste,
on peut se rappeler que 1l'algorithme de K.Fox, basé sur des
techniques de programmation en nombres entiers, était incapable
de rééoudre des problémes de cette taille.
Les chapitres suivants concernent des applications de cette

approche & des problémes de tournées, le TSP, et 4 des problémes

d *ordonnancement sur une machine.






CHAPITRE ITII: Application au probléme du

3-1

3-3
3-4

3-5

voyageur de commerce (TSP).

Relation avec certsins travaux antérieurs.

Spécialisation au TSP.: simplifications et difficultés.

Plus proches voisins et affectation optimale.

TDTSP et affectation optimale.

Expériences numériques.

p. 3 1.

p. 3- 6.

p. 3= 9.

p. 3-15.

p. 3-18.



L'approche décrite dans les deux premiers chapitres peut,

bien entendu, s ‘'appliquer au cas particulier dans lequel les

t
ij
geur de commerce (ISP). Pour cela, il convient d‘abord de fixer

c sont indépendants de t, c'est-a-dire au probléeme du voya-=
une origine arbitraire, choisie parmi les villes du ISP et qui
représentera le point de départ et d‘'arrivée de la tournée;
dans le cas d'un probléme de chemin hamiltonien (et non pas de
circuit hamiltonien, comme pour le TSP) de longueur minimale,
ceci n'est pas nécessaire. On peut alors construire le réseau
multiparti correspondant, a n+l périodes si le TSP comprend n
villes a visiter, la premiére et la derniére période représen-
tant 1‘origine, les autres contenant n-1 noeuds représentant
les autres villes et les transitions, sauf la premiere et la
derniére, contenant toutes les mémes arcs de longueurs Cij .
Un chemin (de l'origine a 1'extrémité) dans ce réseau peut €tre
interprété comme un circuit contenant exactement n villes avec
éventuellement des répétitions mais passant exactement une fois
par 1l'origine.

Avant de discuter de la spécialisation au ISP de 1‘'approche
décrite dans les chapitres précédents, nous allons passer rapide-
ment en revue quelques travaux antérieurs en relation étroite

avec ce que nous allons développer.

Relation avec certains travaux antérieurs :
Nous avons déja indiqué au début du chapitre 2 que le programme
en nombres entiers (IPl) a été d'abord proposé par Hadley [196€
pour le TSP; 1l'extension aux couUts variables que nous avons con-

sidérée consiste simplement en une légére généralisation de la
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fonction-objectif, ce qui ne change rien 3 la structure du
polyédre associé a sa relaxation continue (LP1), ni i la struc-
ture du polyédre Q associé 3 la décomposition de Dantzig et Wolfe
de ce programme'linéaire. En fait notre approche tire explicite-
ment parti de la structure trés particulitre des contraintes
(2-1-1)-(2-1-4) et (2-1-8) (probléme de plus court chemin)

dans le cadre de cette décomposition de Dantzig et Wolfe. De plus,
comme on l'a déja indiqué, 1‘'emploi des bornes implicites et de
la méthode de sous-gradient réorienté permettent d‘'obtenir, au

méme colt de calcul, une borne inférieure meilleure que zrp]

Le probléme de plus court'chemin avec contrainte sur le nombre
d'arcs (exactement n arcs) a été proposé comme relaxation pour
le TSP par Saigal [1968] (voir également Rosseel [1968 pour
certaines corrections 3 l'article de Saigal). L'algorithme proposé
par Saigal pour trouver un tel plus court chemin est la version
de 1'algorithme PCC au cas des colts indépendants de t; on‘peut
noter que la méme méthode a été également suggérée par wagner
[19?@] comme un simple exercice d‘'application de la programmation
dynamique. Les pénalités que nous introduisons apparaissent alors
comme un procédé permettant d‘'améliorer, et de fagon assez
sensible, la borne inféreure fournie par la longueur d '‘un plus
court chemin a n arcs. L'algorithme PCC2 peut étre, lui aussi,
considéré comme un raffinement destiné a éviter un comportement
pathologique de 1‘'algorithme PCC dans le cas duvTSP, particulie-
rement pour des distances symétriques. On peut également mention-

ner la proposition de Hardgrave et Nemhauser [§96é] : modifier

les distances pour qu'un plus longcircuit élémentaire soit un

tour optimal; on peut alors considérer notre approche comme une

tentative partielle d *assurer qu'un circuit obtenu comprendra



exactement n arcs, mais sans pouvoir garantir qu'il sera élémen-
taire; c'est d'ailleurs pour tenter de satisfaire cette contrain-

te de circuit élémentaire que sont introduites les pénalités.

Bien que, a premidre vue, elle puisse apparaitre différente,
la suggestion de Bernard Roy [197o.p.54§[ pour le TSP est en
fait trés proche de la notre. B.Rdy considére un réseau qui est
1'équivalent de nectre réseau multiparti; dans ce réseau, on
cherche un flot entier d'une unité qui satisfasse des"contraintes
de faisceau", lesquelles sont 1'équivalent exact, en termes de
flots, des contraintes (2-1-5). B.Roy précise:"0r, la méthode
proposée par Matthys‘pour fechercher.un flot optimum satisfaisant
a des contraintes de faisceau conduit en régle générale i une |
solution non entiére" et plus loin :"Compte tenu de ce que 1'on
sait par ailleurs sur la difficulté des problémes de parcours
hamiltonien, la formulation présentée ci-dessus apparait moins
comme une contribution a 1'étude de ces problémes que comme une
marque de la difficulté de 1'étude des flots entiers avec contrain-
tes de faisceaux." Notre étude peut alors &tre considérée comme
une évaluation de la "contribution & 1'étude de ces probldmes";
en effet la formulation de B.Roy est exactement équivalente 3
celle de Hadley et le colt d'un flot optimal (en général non
entier) sétisfaisant a ces contraintes de faisceaux est exactement
Z21p1 * aussi peut-on tenter de comparer les algorithmes suscepti-
bles de fournir cette solution. Nous n'avons aucune indication
permettant d'évaluer le comportement de la méthode de Matthys
[(1961) ,ni méme si elle a jamais &té programmée et testée;Klingman et
Russell[}9?§] et Chen et Saigal [1977] ont développé des méthodes

primales (la méthode de Matthys est primale-duale) permettant de



résoudre des problémes de flots avec contraintes, mais il est
difficile de prévoir le comportement de ces méthodes dans ce cas
a cause de la dégénérescence massive qui apparalt dans les con-
traintes (2-1-2)-(2-1-4); la méthode proposée par Cunningham
[1975] pour éviter les inconvénients dé la dégénérescence dans
les problémes de flots est ici esséntiellement équivalente a la
recherche de tous les plus courts chemins depuis 1'origine, ce’
qui est justement obtenu de fagon trés efficace par 1'algorithme
PCC. De plus, pour de tels problémes exigeant sans doute un treés
grand nombre de pivotages, une méthode par sous-gradient est
probablement (et dans 1'état actuel de nos connaissancés) la seu-
le qui soit viable. Notre méthode apparait donc comme une méthode
spécialisée pour tirer parti de la structure trés particulidre

du probleme et devrait dominer ces autres méthodes plus générales
(on pourrait aussi rappeler les avantages additionnels dds aux

bornes implicites et a 1'algorithme PCC2).

A coté de ces propositions trés proches les unes des autres,
et dont notre étude fait la synthése, il convient de rappeler
quelques autres approches utilisées pour le TSP et qui ont cer-
taines relations avec celle qui est étudiée ici. Les méthodes
par Branch-and-Bound pour le ISP utilisant une reléxation four-
nie par un probleme d'affectation linéaire (nous étudierons plus
loin les relations entre cette relaxation classique et LAR) due
3 Dantzig et al. [1954] et Little et al. [1963], ont été dévelop-
pées par de nombreux autres auteurs; la contribution la plus re-
marquable, due a Srinivasan et Thompson [1972], a été 1'introduc-
tion d‘'opérateurs de colits pour la post-optimisation de ce pro-

bléme d'affectation, voir Smith et al. [1975]. Pour les problémes



symétriques, cette approche souffre d'une “pathologie" (voir
Bellmore et Malone [19721) dont notre approche souffre également
et que nous discuterons dans le prochain paragraphe. La meilleure
méthode pour les problémes symétriques, & ce jour (Smith et
Thompson,[1975]), est fondée sur les travaux de Held et Karp
[197@],[197z] et Christofides [1970] utilisant une relaxation

par 1‘'arbre de poids minimum proposée par Kruskal[195€].

La méthode d'optimisation par sous-gradient que nous utilisons
a été introduite par Held et Karp [}97ﬂ', justement dans leurs
travaux sur le TSP. Cette méthode a €té ensuite utilisée dans
un nombre considérable de travaux ultérieurs, autant pour le TSf
‘qu'en programmation linéaire, non-linéaire, en nombres entiers,
pour des probléemes de flot, de localisation, d'ordonnancement,etc...
Cette méthode est maintenant généralement préférée aﬁx méthodes
du genre "génération de colonnes" dans les algorithmes de Branch-
and-Bound, pour les mémes raisons que celles indiquées au para-
graphe 2-4 et déja discutées par Held et Karp. A ce titre, et
a4 coté du fait qu'elle s'adresse au méme probléme, le ISP, notre
approche doit aux travaux de Held et Karp, tout autant que beaucoup
d 'autres.

Pour ce qui est du ISP, la méthode que nous présentons ici
différe de celles que nous avons mentionné plus haut sur le prin-
cipe de séparation; en effet, ces autres méthodes "branchent sur"
les arcs (élimination des sous-tours dans 1'approche basée sur
1'affectation optimale, échange d' une aréte dans 1'arbre de poids
minimal) alors que notre méthode “branche sur'les noeuds, en for-
mant un chemin partiel se terminant au point d'arrivée. Nous con-

naissons en fait deux autres méthodes utilisant cette régle de



séparation pour le TSP : celle de Camerini et al.[1973] et
celle de Bazaraa et Goode[}Q?é} ,» toutes deux dans le cadre de
la relaxation par 1l'arbre de poids minimal. Il est difficile de
décider a priori laquelle de ces régles est préf@rable; si 1'on compare
.des résultats expérimentaux, il faut savoir distinguer la parf qui est

‘due 3 une supériorité de la méthode elle-méme plutdt qu'i une programmation
plus raffinée de l'algoritime. La discussion sur la régls de séparation |
3 adopter, que nous avions amorcée au § 2-8 reste donc encore largement

ouverte.

3-p Spécialisation au TSP : simplifications et difficultés

L'application au TSP de 1l'approche décrite au chapitre précé-
‘dent présente étonnament peu de simplifications, mais souléve
plutdt un certain nombre de difficultés.

Comme on 1l'a décrit plus haut, 1l'algorithme PCC (et PCC2 éga-
lement) s'adapte au cas du TSP de fagon immédiate;il devient
dans ce cas identique a l‘algorithme proposé par Saigal. En fait,

la seule différence dans les programmes en FORTRAN entre le cas des
colts variables ng et colits constants Ci' est dans le nombre

J
de dimensions de ce tableau C, le reste du programme étant abso~-

lument identique dans les deux cas.

Lorsque les longueurs Cij sont symétriques, il est possible
de réduire environ de moitié le temps d‘'exécution de ces algo-
rithmes de plus court chemin. En effet, et a condition d‘'appli-
quer les pénalités u; de maniére symétrique,c'est-a-dire avec

les longueurs pénalisées C %ui-%u. (avec uy= 0, ou 0 désigne

i3” J
1l'origine choisie), on observe une symétrie parfaite dans le
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réseau, soit par rapport & la période n/2 lorsque n est pair, soit
par rapport a la transition (n-1)/2 lorsque n est impair. On peut
éxploiter cette symétrie de la fagon suivante :
- pour n pair, appliquer un algorithme de plus court chemin (PCC)
pour calculer toutes les distances f(i,n/2); il suffit alors
de choisir une ville i qui minimise cette distance pour obtenir

un plus court chemin symétrique de longueur 2f(i,n/2).

- pour n impair, calculer les distances f(i,(n-1)/2) et f(i,(n 1)/2)
et choisir un noeud i qui minimise la somme de ces deux quan-
tités; on obtient un plus court chemin, ayant cette longueur
‘en mettant bout-a-bout les deux chemins correSpohdants. )

Les mémes idées s'appliquent, avec les changements correspondants,

a l'algorithme PCC2.

Cette possibilité qui peut sembler avantageuse dévoile en fait
un comportement “"pathologique"de notre approche dans le cas Symé -
trique. En effet, pour les problémes avec un nombre pair de villes,
on obtient toujours ainsi un chemin symétrique, qui ne pourra donc
jamais étre hamiltonien; en outre, pour qu 'un chemin hamiltonien
soit un plus court chemin, il faut que ses deux"moitiés™ soient
exactement de méme longueur (en tenant compte des pénalités), ce
qui restreint la dimension de 1l'ensemble des pénalités optimales
dans le cas ou LP2 a une solution optimale entiére.

D'autre part, et toujours dans le cas symétrique, 1‘'algorithme
PCC a tendance a produire des oscillations (voir chapitre 1.),
méme lorsque 1'on utilise des pénalités; c'est d'ailleurs ce qui
a motivé le-développement de 1'algorithme PCC2. Cét algofithme
PCC2 permet. d'éviter les oscillations, mais peut encore produire
des triangles (BQCircuits), ou des circuits ayant quelques noeuds,
quoique, en généfal, dans une moindre mesure que PCC. On constate

qu'un plus court chemin construit par ces algorithmes a tendance,
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& cause de la symétrie, a revenir i peu prés par: les mémes noeuds
que ceux qui lui ont permis de partir de 1l'origine, ées noeuds
étant favorisés par les longueurs et les pénalités. Au cours des
itérations de sbus-gradient, le comportement observé consiste
en une alternance de deux tels chemins, & peu prés complémentai-
res, avec quelques modifications au fil des itérations, ce qui
correspond & la convergence des pénalités vers les pénalités
optimales.

Dans le cas ou les longueurs ne sont pas symétriques, le compor-
tement est moins défavorable, quoique 1'on continue a obtenir

des petits circuits, surtout dans 1les premiéres itérations.

..
i
T »
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3-9.

Plus proches voisins et affectation optimale :

Ia relaxation (LAR) définie au chapitre 2 s'applique au TSP
de la maniére suivante :

-calcul des aﬁ :

1
pour t=1 poser i='dOi
t 2 . . .
pour t=2,...,m-1 poser ai::ai::mln{dji : J#£ 0 et #£ 1}
_ m_ . L . 2
pour t=m poser i_mln{dji : J#£ 0 et #£ 1}+dio_ai+ d; g

donc, a part pour la premidre période, ag a été défini en
associant a i un de ses plus proches voisins (dans le cas

non symétrique: l'origine d'un plus court arc d'extrémité i).

-solution de (LAR) :

ce probléme d'affectation a toutes ses colonnes identiques,
sauf la premiére et la dernidre; le coilit d'une affectation
quelconque commengant par la ville i en premiére période et

se terminant par j en derniére période est donc

1 2 m 1 2 m 2 2
ay + 2 a + a: = (a7-at) + (a;=-a%) + Z a
10z 1,5 k J i 71 J 7] k=1 k

par conséguent, on peut résoudre (LAR) par simple inspection :
choisir i et j distincts qui minimisent la quantité

1 2 2
(ai-ai)<+(a?-aj) (3-3-1)

On peut donc obtenir la borne Zrag o0 0(m2) opérations. Cette
borne Z1AR est en général trés mauvaise et 1'on peut 1'améliorer en
utilisant des pénalités. Supposons en effet que des pénalités
u; soient ajoutées aux longueurs des arcs ayant i pour origine
(des pénalipés pour les extrémités sont sans intérét puisqu'elles
sont déja assumées par les variables duales correspondant aux
lignes du pfobléme d ‘affectation (LAR) ), alors la longueur de

chaque tour (ecu ‘séquencé.) est augmentée de Z{ u; mais la solution
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de (LaR) peut étre modifiée de fagon différente; Soit donc (LAR)u
le probleme correspondant et ZLAR(u) la valeur optimale de 1la
fonction-objectif de ce probléme. Un probléme tout-a-fait éompa-
rable & celui traité dans le chapitre précédent est alors de
trouver des pénalités u* qui maximisent ZLAR(u) - zgiui .

\ N
Définissons Zppy = ZLAR(u*) - 2§:ut = mix{éLAR(u)-ZE_ui} . (3-3-2).
Nous allons montrer que la recherche de Zppy est trés proche de

la résolution d‘*une relaxation classique du TSP.

Le probléme d‘'affectation suivant s

(AP) min ; g lele (3"3-3)

SeCe yij = l pOUI‘ tout i.:O.l.ooo,m (3_3-4)
J:
yi; =1 pour tout j=0,1,...,m (3-3-5)
1=0 J
yij=0oul pour tous i,j i+# j. (3-3-6)

constitue une relaxation pour le TSP, voir par exemple Dantzig
et al. [}95@], Bellmore et Nemhauser [1965], Bellmore et Malone
[1971] , Smith et al. [1974] . I1 est bien connu que la solution
optimale de (AP) présente en général des sous-tours ; on peut
alors introduire des contraintes supplémentaires pour éviter ce
phénoméne. Pour le but que nous poursuivons ici, relation avec
les plus proches voisins, nous n'introduirons qu'un sous-ensemble
trés modeste de ces contraintes : nous interdirons seulement les
sous-tours passant par O et par un seul autre noeud; ces contrain-
tes correspondent au choix de i et j distincts que 1'on fait en
résolvant (LAR). Les contraintes swivantes expriment cette inter-
diction:

Yoit+ Vi <1 pour tout i=1,2,.4.,m (3-3-7)

Nous désignerons par (APC) le probldéme (AP) avec ces m contraintes
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supplémentaires (3—3-7)3 et par Z,p et Zapc les valeurs optimales
des fonctions-objectif de ces problémes. Evidemment, on a 1'iné-
galité : Zup < Z,pg et, de plus, ces valeurs sont en
général peu différentes. tn effet, si la solution optimale de
(AP) ne contient pas de sous-tour de longueur 2 passaht par l'ori-
gine 0, on a 1'eégalité; sinon, soit i la ville ainsi associée 3
1l'origine, on peut partitionner 1'ensemble des affectations en
deux sous-ensembles (exhaustifs et deux a deux disjoints); le
premier est défini par ing:l et y;,=0, et une affectation
optimale dans ce sous-ensemble est une solution réalisable pour
(APC) et peut étre obtenue par une post-optimisation & partir -
de la solution optimale de (AP); 1‘'autre sous-ensemble est défini
par y,;=0 et ce probléme peut fournir, aprés également une post-
optimisation, une solution qui ne soit toujouré pas réalisabie
pour (APC) (c'est-a-dire avec une ville.jqé i telle que yoj=:yj0=:l)
et qui oblige a séparer de nouveau. Aprés au plus m séparations
les contraintes (3-3-7) sont satisfaites et il suffit alors de
prendre des solutions réalisables ainsi obtenues. Chacune de ces
post-optimisations peut E€tre réalisée par un algorithme en O(mz)

(Edmonds et Karp [1971] , Tomizawa [1971] ) donc Z4PC peut Stre j

obtenu en au plus O(m3) opérations. ,

THEOREME 3-1

Zap < Zppy < Zppe < CF
preuve: pour démontrer ces inégalités, nous allons introduire
un probléme "dual lagrangien"™ (DAPC) associé & (APC), tel

que Zap < ZDAPCS ZAPC et nous démontrerons que

PPV = ZDaPC -
'La derniére inégalité du théortme vient du fait qu'un tour

. . ] . .
optimal est une affectation "“sans sous-tours” c'est-a-dire
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une solution réalisable pour (APC).
Ztant donnés des nombres u; (i=1,2,...,m) que nous appele-
rons ici des "multiplicateurs de Lagrange", nous définirons
la relaxation lagrangienne (RAPC)u de (APC) en "introduisant"
les contraintes (3-3-4), sauf celle correSpondént a i=o,
dans la fonction-objectif de (aPC); on obtient ainsi le

programme linéaire en nombres entiers

(RAPC), min Z:: zz:lele Ez:u ( Z:Zy -1 (3-3-8)
S.C. g;% yij =1 pour tout j=0,1,...,m (3-3-5)

g—:— Yoj =1 (3-3-4")
Yoi+ yiO::l pour tout i= 1,...,m (3-3-7)

Yij =0 oul pour tous i,j iz j (3-3-6)

Considérons alors le probléme "dual lagrangien"

(DaPC) max Zpapo(u) pour ue K" (3-3-9)

ol ZRAPC(u) désigne la valeur optimale de (3-3-8). Puisque

chaque (RAPC)u est une relaxation pour (aPC), on a

2gapc(W) < 2,pc
d'ou, en désignant par Zpapc la valeur optimale de (3-3-9)
2DaPC < Zape (3-3-10).
On peut effectuer la méme construction a partir de (aP),
en définissant les relaxations lagrangiennes (RAP)u , iden-
tiques a (RAPC)u sauf les contraintes (3-3-7), d'ol

Zpap(W) < Zpapo ) (3-3-11),

et le probléme dual lagrangien

(DaP) max z ,p(u)  pour ue R™ (3-3-12).
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On déduit alors de (3-3-11)

2paP < Zpapc (3-3-13).
Mais d'aprés la “propriété d'intégrité"® (unimodularité)
du probléme (AP), on a 1'égalité

ZDAP = ZAP (3'3"'14)
voir, par exemple Geoffrion [1974] .
I1 nous reste maintenant i démontrer 1'égalité Zppy = Zpape *
Pour cela, il suffira de démontrer que, -pour tout u, les
problémes (LAR)u et (DAPC)u sont équivalents.
Soit une affectation optimale pour (LAR)u i une telle solu-
tion est définie par deux villes i et J distinctes, i étant
la "premiére" vilY¥e de la solution et J la®derniére®. A cette
solution associons une solution y définie de la fagon suivante:

(i) Yoi= 1: Yok = O pour tout k# i
Yei =0 pour tout k# 0
(1i) pour chaque k#.0 et % i, choisir une ville h£ 0
telle que dhk-f-uh = mln{dgk+ug : g4 O}
poser y,, =1 et Ygr=0 pour tout g% h

(iii) yjozl et ygo=0 pour tout g# j.

D'aprés cette définition, on a clairement ¥::=0 ou 1 pour

1]
tous les i et j; les différentes contraintes de (RAPC)u sont
satiéfaites comme on peut le vérifier aisément :

(3-3-5) d'aprés (i) pour i, et d'aprés (ii) pour les kfi
(3-3-4"') d'aprés (1)
et (3-3-7) d'aprés (i), (iii) et le fait que i et j soient
distincts.

Enfin on peut vérifier 1'égalité des fonctions-objectif en

‘remarquant que (3-3-8) peut s 'écrire:
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bnfoivos 4oy Lpligtuviy - L u (3-3-13)
Réciproquement, pour résoudre (RAPC), , il suffit, aprés
avoir décidé quel serait 1l'indice i tel que yy;=1, unique
d'aprés (3-3-4')et l'indice j tel que yjozzl, unique d'aprés
(3-3-5)jzo »de choisir pour chaque k# 0 et£ i, la ville
h la plus proche, c'est-a~-dire telle que

Aty = min{dgkwg : g4 O}. ,
Il suffit alors de vérifier que le choix de i et j est
identique pour (LAP)u et (RAPC)u » ce qui découle simplement
de la formulation (3-3-13) et de (3-3-0).

On a donc ZLAP(u) = ZRAPC(u)

d*ou Zppv = ZDAPC ce qui achdve la démonstration.

]

Par conséquent, et bien que les problémes de"plus proches voi-
sins" (LAR)u soient faciles a résoudre, ils ne peuvent pas fournir
{

de borne meilleure queé Z PG ,C'est-a-dire a peine meilleure que

la borne classique z

.p Obtenue en résolvant le probléme d'affec-

tation (AP). De plus ie probléme d'affectation (AP) ( et aussi
(APC)) est facile & résoudre et posséde une structure qui se préte
bien aux post-optimisations requises par un algorithme de Branch-
and-Bound, voir Srinivasan et Thompson [1973].

En conclusion, on peut considérer que 1‘'approche fomiée sur les
problémes de plus proches voisins (LAR)u‘avec pénalités n'apparalt

pas intéressante pour le TSP.
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3-4 IDTSP et affectation optimale

Le théoreme 3-1 nous permet de comparer la borne Zppp que
1'on peut obtenir par les techniques décrites au chapitre 2

avec la borne classique Zyp °

Corollaire 3-1:
Z

< (3-4-1)

AP S Z1p2
preuve: pour tout u, on a ZLAR(u) s;zLP2 yd ‘apres le théoréme
(2-1) et le fait que z;p2 ©St invariant pour des pénalités
dont la somme est nulle; (3-4-1) découle alors immédiate-

ment du théoréme (3-1) et de la définition de Zppy o

Comme on 1l'a vu plus haut, (LAR) et (AP) ne sont pas équivalents
et ce corollaire est un résultat plus fort que la premidre inéga-
1ité du théoréme (3-1). On peut méme démontrer que la borne
Z1po est "presque toujours" strictement meilleure que Z,p * dans

le sens suivant:

THEOREME 3-2 3
» ' ’ » rd —
Si 1'on a 1'égalité Z,p = Z1p2

alors 1l'une au moins des deux conditions suivantes est vérifide:
(1) 1le tour optimal est solution optimale & la fois
pour (AP) et (LP2);
(ii) la solution optimale de (AP) n'est pas unique.

preuve: .
pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons une autre

démonstration du corollaire (3-1); nous verrons dans un pa-
ragraphe ultérieur une troisiéme démonstration, "“duale®

de celle-ci, pour ce méme corollaire.

Considérons une solution optimale X pour (LPl) et associons

a cette solution une solution ¥ pour (AP) définie de la fagon

suivante:
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(1) Yoj = ¥o3 pour tout j (et bien sir, comme toujours,

yoo =0 )
ciy — m=1 . .
(ii) Yij = L X5 pour tous i et j (i # j) différents de 0
' | (et ¥Yi; =0 pour tout i)
(iii) ?io = i?,m+l pour tout i,

Cette solution ¥ satisfait les contraintes (3-3-5) d‘aprés
les contraintes (2-1-6) pour j=0, et (2-1-5) pour les
autres Jj. £lle satisfait les contraintes (3-3-4) de (AP)
d'aprés les contraintes (2-1-1) pour i=0, et d'aprés (3-3-5)
(que 1l'on vient d'établir)et par les relations (2-1-4),(2-1-3)
et (2-1-2) pour les autres valeurs de i.
Cette solution y est donc une solution continue de (AP);
mais puisque la valeur optimale Z,p ne change pas si l'on'
relidche les contraintes (3-3~6) en :

y;3=0 pour tous i et j (i j) |
on en déduit que la valeur de (3-3-3)_pour y est supérieure
ou égale a sa valeur optimale Zpyp  on peut vérifier de
fagoh immédiate que la valeur de (3-3-3) pour ¥ est égale
a zppp buisque 1l'on a choisi X solution optimale de (LP1),
et donc égale a Z1p2 d'aprés le théoréme (2-1).
A ce point, nous avons obtenu une seconde démonstration du
corollaire (3-1). Supposons alors que z,

A
solution optimale de (AP)soit unique. Considérons 1le graphe

p= 21p] et que la

orienté ¢=(x,4) oh x ={0,1,...,m} et a={(i,j) : yi5>0 }.
D'aprés (LPl), nous savons qu'il existe, pour tout i # 0,

un chemin.partant de 0, visitant i au moins une fois et
retournant a 0; G est donc fortement connexe. Mais comme

G représente 1'unique solution optimale de (AP), il ne peut
contenir de sous-tours (puisque fortement connexe) et doit N

donc étre un tour. []
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Remarque :

Si la solution optimale de (aP) n'est pas unique, 1'égalité
Z,p = Z1p1 n'implique pas nécessairement que le tour opti-
mal soit solution optimale de (AP) ou (LPl).

Exemple : pour les longueurs données dans le tableau ci-contre,

J il y a deux affectations optimales de
di' 0 1 2 3 4 . .
d cout nul, 1l'une représentée par les sous-
0 0O 1 0 1
1 1 o 1 1 tours 0-1=-2-0 et 3-4-3,
i 2 0 O 1 1 et 1l'autre par les sous-tours
ER R 0 0-3-4=0 et 1-2-1;
4 o 1 1 0O ‘
la solution optimale, unique, de (LP2)
longueurs dij est également de colit nul, et peut &tre
exprimée comme la demi-somme des chemins
0-1-2-1-2-0 et O0=3-4-=3-4-0.
Pourtant le tour optimal 0-1-2-3-4-0 est de longueur 1.

La borne 21,p1 apparait donc meilleure qué la borne classique
Z1AR Pour le TSP; Rappelons que, pour obtenir Zrpl *OU au moins
une borne inférieure assez serrée sur cette valeur, 11 est néces-
saire d'appliquer plusieurs itérations de plus court chemin, qui
nécessitent chacune O(m3) opérations, alors que z,p beut etre
obtenu en résolvant un seul probléme d'affectation en O(m3)
opérations. On ne peut donc conclure a priori sur la valeur de
la relaxation IDISP par rapport au probléme d'affectation (aP)
pour le probléme du voyageur de commerce; cette valeur dépend
du nombre d'itérations nécessaires, du temps de calcul pour une
itération par rapport au temps de solution de (AP), des possibi-
litésdejpoét—optimisation pour chacune de ces relaxations, et
1'évaluation finale de ces méthodes devra &tre fournie par les

résultats d'expériences numériques.
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3-5 Expériences numérigues :

Nous avons écrit un programme FORTRAN pour l'algofithme-de

Branch-and-Bound décrit au chapitre 2, appliqué au cas particulier
du TSP. Les seules particularités spécifiques 3 cette application

sont - dans 1'algorithme PCC2 utilisé, suppression du troisidme .

indice t dans la matrice des longueurs dij::ng (sauf
- - s _ a0 _om .
pour t=0 et t=m, ou dOj“'COj et d;,4= Ci,m+l )

- dans le Branch-and-Bound, manipulation de cette matrice
des longueurs a seulement deux dimensicns, ce gqui est

plus simple que le cas de trois dimen:ions.

Le programme est précédé par une méthode heuristique, semblable
a celle de Reiter et Sherman [1965] et qui est décrite au chapitre
1, pour obtenir une bonne solution réalisable. La seule différence
avec la méthode de Reiter et Sherman provient du fait que nous
nous adressons a des probldmes qui ne sont pas nécessairement
symétriques; par conséquent nous ne considérons pas les inversions.
Les paramétres pour cet algorithme ont été choisis ainsi: le nombre
de solutions aléatoires de départ est ézal au nombre de villes,
et la longueur maximale d'un segment que 1l'on cherche & insérer
est fixée a r=5 (remarquons que, en permettant les inversions
et en fixant r:Lp/a on obtient la méthode 3-opt de Lin [§96£]

dans le cas symétrique).

L'algorithme de Branch-and-Bound utilise PCC2 pour calculer
les bornes, et les paramétres utilisés dans l'optimisation par
sous-gradient réorienté sont désignés par pl,p2,p3,p4 et leurs
valeurs figurent dans la table I pour les différents exemples;
ces paramétres sont définis ainsi:

- dans le sous-probleme initial, le nombre maximum d'itérations
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de sous-gradient réorienté avant branchement est pl; ces itérations
utilisent les formules de transformation (2-4-10)-(2-4-11) avec
A =1; s'il se produit p2 itérations successives sans améliora-
tion de w(u),_alors'ﬁ est multiplié par p3 (p3 <1l); s'il se produit
de nouveau p2 itérations sans amélioration de w(u), A est encore

multilplié par p3, etc... jusqu'a un maximum de pl itérations;

- aprés la premiére séparation et pour chaque sous-probléme, A est
de nouveau fixé & la valeur 1, et les modifications de A sont dé-
finies> par les mémes paramétres p2 et p3; toutefois le nombre-
maximum d'itérations est p4, avec p4<ipl.
Ié raison pour laquelle on effectue moins d'itérations dans les
sous-problémes est que 1‘'on dispose pour ceux-ci de bonnes péna-
1lités initiales déduites des"meilleures" pénalités trouvées pour
le probléme-pére, par les relations (2-5-2), alors que pour le
probléme initial, on part des pénalités arbitraires u’=o.

nfin 1'origine est fixée arbitrairement comme étant la ville

d'indice n; les villes intermédiaires sont donc 1,2,...,n-1 (=m).

Nous avons testé cet algorithme sur 7 problémes non symétriques.
Les matrices dij ont été tirées comme des nombres entiers pseudo-
aléatoires indépendants, uniformément distribués entre 0 et 99
(les termes diagonaux dii sont évidemments fixés a +o00). La table
I ci-dessous indique les valeurs des parametres utilisées pour
ces différents exemples et les temps de solution (CDC Cyber 173,

Université de Montréal).

Les résultats sont assez décevants et montrent que 1'approche
par le TDISP ne semble pas intéressante pour le TSP, a moins qu'il
ne éoit possible de trouver des améliorations importantes pour
accélérer certaines des phases de calcul (comme par exemple les

"opérateurs de colt" de Srinivasan et Thompson pour la relaxation AP).
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Prébléme nombre de paramétres temps de solution
villes pl p2 p3 ph CDC Cyber 173 (sec..
1 20" 40 10 .5 5 17".170
2 20 40 10 .5 10 1".801
3 20 40 7 .5 5 8".583
N 30 60 10 .5 15 107".741
30 45 10 .5 5 145", 916
30 60 5 .7 15 327,304
Vi 40 4o 7 .5 5 > 240" non-résolu

TABLE I Expériences avec 1l'algorithme

appliqué au TISP.
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1 Définitions:

Le probleme d'ordonnancement suivant est considéré dans ce
chapitre: étant donnés une machine, disponible de manidére conti-
nue et sur laquelle on ne peut effectuer qu'une seule tiche a
la fois, et un ensemble de téches.Jl,JZ,...,Jn a effectuer sur
cette machine, déterminer 1'ordre dans lequel ces tdches devront
étre effectuédes de fagon & minimiser le colit total de retard.
Toutes les tdches peuvent commencer a 1l'instant t= 0, doivent
8tre effectuées sans interruptions et ont une durée d'execution
p; = 0, indépendante de 1‘'intervalle de temps pendant lequel

la tdche J; est exécutée; soit ti l'instant auquel la tache Ji

est terminéde. A chaque tidche est associée une fonction de retard

non-décroissante Ci(t) qui représente le colt encouru lorsque
cette tdche J, est préte a l'instant t. Le probldme est donc
de déterminer une permutation w des indices 1,2,...,n qui minimise

le colt de retard total

Clw)=Cy 1) By1))+ Cu2) By e+ 00 (n) By ()

(4=1-1)
ou t 1y = Pu(1)
“w(z) = Pw(1)*Pu(2)
twin) = Pwmn-1)*Pw(n) (4=1-2).

Nous allons rappeler quelques exemples de fonctions Ci qui
donnent des problémes d'ordonnancement sur une machine qui ont
déja été étudiés dans la littérature. Dans tous ces exemples,

une date prévue di est associée a chacune des taches (di peut

étre aussi bien nigative, ce qui exprime simplement que la tdche

J; est particulierement urgente)
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a) Ci(t) ={O sit gdi
1ai sinon;
ceci définit un probléme NP-complet (Karp€}97§ )
dans le cas ou tous les a; sont égaux, le probléme est
alors simplement de minimiser le nombre de taches en
retard, et il existe de"bonnes" méthodes de éolution

pour ce probléme (voir Baker §§9?@ ).

b) C;(t) = a;(t - 4;)
ceci définit un probléeme (”Weighted lateness probiem")
qui revient a minimiser la somme pondérée des temps
passés dans le systéme (attehte plus temps d'execution);
ce probléme est résolu en faisant passer les taches dans
un ordre non-décroissant des rapports pi/ai ( wspr ),

voir Baker [}97@ .

¢) C; (t) = a;max{0it-d;l+ byt
il s'agit ici de minimiser une somme pondérée des temps
de retard max{o;t—di}et des temps passés dans le systéme;
si tous les b, sont nuls, le probléme est de minimiser
les retards pondérds ("weighted tardiness problem"), et
c'est sur des problémes de ce type que sera testée 1l'ap-
proche présentée ici; lorsque de plus tous les poids a;
sont égaux, il s'agit alors de minimiser le retard total;
les problémes dans cette classe c) sont considérés comme
difficiles et ont déja recgu beaucoup d'attention (voir
Baker [19714] , [19?6_] » €t Rinnooy Kan et al. [1975] pour
d ‘autres références)
Dans toute la suite, les fonctions Ci(t) seront des fonctions

Ve - - - ~ . . -
non-décroissantes arbitraires, a moins que le contraire ne soit

spécifié (retards pondérés pour les expériences numériques).



=2 La relation de précédence:

Le principal résultat théorique disponible 3 propos des
problémes d'ordonnancement de ce type est que 1l'on peut déter-
miner certaines relations entre les tdches, appelées relations

de précédence, telles qu'il existe une séquence optimale dans

laquelle une tiche J; dont on a déterminé qu'elle précédait

une autre tache Jj yest exécutée avant cette tiche Jj' Outre

la question de garantir que ces relations de précédence sont
compatibles (c'est-a-dire ne présentent pas de circuit), il
reste que ces relations ne sont pas en général suffisantes pour
déterminer compldtement une séquence optimale. Néammoins, ceci
permet de réduire; souvent dans une proportion considérable,

le nombre de solutions possibles ( soit n! dans le probléme
initial).

Nous ne développerons pas'ici les détails concernant 1la
définition, la justification et le calcul de ces relations de
précédence car ceci est trés bien exposé par Emmons [}96§]
dans le cas du retard total et aussi de fonctions Ci convexes
non-décroissantes, et par Rinnooy Kan et al.[i9?5} qui ont
étendu les résultats d'Emmons 3 des fonctions non-décroissantes
quelconques.

On peut considérer que ces relations sont regroupées en une
seule relation R, ou iRj signifie que Ji précéde Jj dans une
solution optimale; cette relation R sera considérée comme transitive
et antisymétrique, c'est dire qu'elle constitue un ordre partiel strict
(la réflexivité n'a pas grande importance ici); nous appelerons

cette relation la relation de précédence et nous la supposerons

donnée (c‘'est-a-dire déji calculée). a chaque indice i on peut



associer 1‘'ensemble Bi des ascendants de i, c'est -a-dire des

J tels que JjRi, et 1'ensemble Ay des descendants de i, c'est-

a-dire des k tels que iRk. Enfin nous dirons que i est un prédecesseur

J.:)es , c'est-a-dire s'il

n'existe pas d'indice k "entre" i et j dans R.

( immédiat ) de j si iRj et si Ain B

Une séquence w(l),w(2),...,w(n) sera dite satisfaire la re-

lation R si, pour toutes les positions k et@ , w(k)Rw(@) implique k<
Le probléme qui nous intéresse est donc réduit & la recherche

d'une séquence de colt (4-1-1) minimal parmi les séquences qui
satisfont la relation R. Pour cela nous allons définir un TDTSP

tel que les seules séquences réalisables satisferont la relation

R, et dont la longueur sera une borne inférieure sur le colt

de cette séquence; ce TDTSP est donc une relaxation (de type 1)
pour ce probléme d'ofdonnancement; comme on utilise pour résou-

dre le TDTSP une relaxation de type 2, constituée par les plus
courts chemins, cette approche fournit une relaxation de type 3

pour le probléme d'ordonnancement considéré.

-3 Une relaxation par le TDTSP :

Pour définir une telle relaxation, nous associerons au probléme
d 'ordonnancement un réseau a n+2 périodes (dont une origine et
une extremité fictives) dans lequel chaque arc ((i,s),(j,s+1))

sera défini si et seulement si il existe une séquence satisfai-

~

sant R et dans laquelle les s€Me ot (Sfl)eme

tiches exécutées

sont i et j respectivement (théoréme 4-1) et dont la longueur
s
ij
quence vérifiant ces propriétés (théoréme 4-2).

C est une borne inférieure sur le coQt Cj(tj) pour toute sé-

Désignons par By 1'ensemble {i}uBiqu et par A, 1'ensemble

d J
{Jfuapa; o et soit D;; = {1.2,...n} -(Bj50445).
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THEQREME 4-1 :

I1 existe au moins une séquence satisfaisant R et

eme eme

dans laquelle la s tdche exécutée est J; et la (s+1)
est Jj si et seulement si
(1) i est un prédécesseur ("immédiat") de j , ou
bien i ¢ Ajqu ;
(i1) s> |[3;]
et (iii) n-s;lAijl .
preuve:
conditions nécessaires:
(i) si ieAj mais n'est pas un prédécesseur de j, 11 existe
un indice ke:AinBj jalors la tdche Jy devrait étre exécutée
apres la séme tache J ,mais avant 1la (s+l)éme tache Jj ,
ce qui est impossible;
si ie.Bj la contradiction est immédiate.
(ii) toutes les taches Iy telles que kRi ou kRj, ainsi que
J; ,doivent 8tre exécutées dans les s premiéres positions.

(iii)toutes les taches Jk telles que iRk ou JjRk, ainsi que

Jj ,doivent &tre exécutées dans les n-s derniéres positions.

conditions suffisantes: supposons que (i),(ii) et (iii)
sont vérifiées et considérons 1'ensemble Dij des tdches qui
n'ont aucune relation de précédence (dans un sens ou dans
1'autre) avec i ni avec j .D'aprés 1'hypothése (i), les

ensembles Bi et Ai sont disjoints. On a donc trois parties

J J
Bij ’Dij et Aij disjointes qui recouvrent {l,Z,...,n} (on

"serait tenté de dire qu'elles forment une partition de cet
ensemble, mais il se peut que 1l'une, ou deux de ces parties,

soit vide). Considérons alors les restrictions de R a

-~

Bij-{l}, a Dij et a Aij-{g} respectivement : ce sont des
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ordres partiels stricts, donc il existe sur chacun de ces
ensembles un ordre total qui prolonge ces ordres partiels
( cf. Roy  [1970] ). On peut alors construire une séquence
de la maniere suivante

- placer d'abord les éléments de Bij-{i} dans un ordre
compatible avec R;

- placer ensuite les S',Bij[ premiers éléments de Dij

dans un ordre compatibls avec R;

-

- en s°M€ ot (s+l)eme positions, placer i puis jJ ;

- placer les éléments restants de Dij y toujours dans un

ordre compatible avec R :
-et enfin placer les éléments de Aij-{j}, également dans
un ordre compatible avec R. :
Ceci est possible grace aux propriétés (ii) et (iii)
(de nouveau, précisons que certaines de ces sous-séguences
peuvent &tre vides). Il reste a vérifier que la séquence

obtenue satisfait la relation R, ce qui découle immédiate-

ment de (i) et des définitions de Bi.,Ai

J et Di- .

J J Ol

Corollaire 4-1:

il existe au moins une séquence satisfaisant R
et dans laquelle la premiere tidche exécutée est J; si et

seulement si Bi=,0 .

Nous pouvons maintenant associer des longueurs aux arcs
((i,s),(j,s+1)) définis par les conditions du théoréme précédent
pour construire un réseau R'qui permettra d'obtenir une borne

inférieure sur le colit de retard minimum.
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Lemme 4-1: (construction du réseau R')

Pour tous les i,j,s satisfaisant aux conditions du

théoréme 4-1, définissons

0 _
cS.= C.( 2 D, + t5.) ol t3. désigne une borne infé-
1] J k ° =ij =1
k B, .
1]
rieure sur la somme de temps d'exécution des S-,Bij,
premiers éléments de Dij dans toute séquence satis-
faisant R , |
Clj:.l,n#l =0.

Alors toute séquence dans le réseau R' satisfait 1la
relation R, et sa longueur dans ce réseau est inférieure
ou égale A son colit total de retard dans le probléme 4 ‘'or-

donnancement.

preuve: que toute séquence dans R' satisfasse la relation R

découle immédiatement du théoréme précédent. Soit donc

w(l),w(2),...,w(n) une telle séquence; sa longueur est

0 1

n 1
e(w)::COw(l)+ Cw(l)w(2)+ oo+ Ca(S)W(S 1)*"'*’Cw(n 1)w(n)

et son colit est
CW)= Cpy (1) Py (1)* Cu(2) (Py(1)*Pu(2)) -+

* Cy(se1) (P (1) Py(2)+ ** #Py(5)#Py(s-1) )t «+-

* Cun) Pu(1) Pu(z) s *Pu(n))-
I
O Cow(1)= Cw(1)Pw(1))

1

CW(l)W(2)= CW(Z)(pw(l)+pw(2))

“w(2)w(3) = Cw(3) B (2)w(3)+ P (2)*Pw (3018w (3) (Pu (1)*Pur(2) *Pur (3
d'aprés la définition de 33(2)w(3) et 1le ?ait

que Cw(3) soit non-décroissante;



Cvsv(s)w(sn.): Co(s+1) (E\i(s)w(m—l) *+Py(s)t Pu(se1))
< S (se1) Pw(1) ¥ Pu(2) ** *Pu(s-1)"Pu(s)*Puw(ss1)’

pour les mémes raisons;

n-1 -
w(n—l)w(n)"Cw(n)(pw(1)+pw(2)’"’*pw(n-Z)*pw(n—l)*pw(n))

puisque Eﬁ?i-l)w(n) peut étre calculé exactement.

C
d'ou 1'inégalité e(w) < C(w). D

De ce lemme on déduit le théoréme suivant qui caractérise
les plus courts chemins associés 4 des pénalités u données, comme
relaxations de type 3 pour le probléme d‘ordonnancement :

THEOREME 4-2 :
Soient u des pénalités et p un plus court chemin

dans le réseau R' relativement a u, et désignons par C#
le colit d'une séquence optimale dans le probléme d'ordon-
nancement, alors fP. u(ap-;) < C* ,
preuve: ce théoréme découle de 1'inégalité du lemme précédent;
en effet, solt s une séquence de colit C* minimal, on a
€P, u(aP-1)=xl° g c*

puisque as==; . E}

Corollaire 4-2:

si, pour quelque pénalité u le plus court chemin
obtenu est une séquence s et si e(s) = C(s), alors s est

une solution optimale du probléme d'ordonnancement.

Remargue: la premiére condition n'est pas suffisante car cette
relaxation est de type 3; le cas ou 1l'on obtenait une séquence
comme plus court chemin, mais qu'elle n'était pas une sé-

quence optimale s'est rencontré plusieurs fois dans les
expériences numériques reportées plus loin. Par conséquent,

et au contraire du TDTSP, lorsque, dans un algorithme utili



sant cette relaxation pour le probléme d'ordonnancement,

le plus court chemin obtenu est une séquence, il est néces-
saire de calculer le "vrai" cofit de cette séquence; nous
indiquerons dans le paragraphe consacré a la description
d'un algorithme de Branch-and-Bound pour ce probléme d'or-
donnancement ce qu'il convient de faire lorsque.ce colit

et la longueur du chemin correspondant différent.

La construction décrite dans le lemme 4-1 requiert les bornes
s s S . s s e
inferieures gij mals ne specifie pas de fagon de les calculer.
Pour cela, nous adopterons simplement la maniére suivante:

nous choisirons, parmi les éléments k appartenant 3 D; » les

J
s-'Bij'qui ont les plus petits temps d‘'exécution Py la somme
de ces s—lBij]plus petits temps d'exécutions fournit clairement
une borne inférieure ,mais pas nécessairement une solution réa-
lisable a cause de la relation R. Nous discuterons plus loin

une autre fagon possible permettant d‘'obtenir une meilleure

borne inférieure en tenant compte de R.

-4 Réductions :

Nous allons présenter maintenant des réductions dans le réseau
R' qui se sont révélées trés efficaces : ces réductions ont permis
de résoudre en moins de 50 secondes (CDC Cyber 74-18) des pro-
blémes qui n'étaient pas résolus en 450 secondes.

Considérons une paire d‘arcs ((i,8),(j,s+1)) et ((j,s),(i,s+1))
ou i et j sont deux indices sans relation entre eux dans R (con-
dition (i) du théoréme 4-1). Nous allons donner des conditions
suffisantes susceptibles de permettre 1'élimination d'un de ces
deux arcs (mais pas les deux), disons ((j,s),(i,s+1)), en moﬁtrant
que toute séquence qui contiendrait j en séme position et i en

(s+1)cme pourrait €tre améliorée (au sens large) par 1'échange

des éléments adjacents i et j.

Désignons par f? une borne supérieure sur le temps total

J
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d'exécution des (s-IBij') premiéres tdches de Dij dans toute

eme position et j en (s+1)°M€ position.

séquence ayant i en s
On peut calculer {ij d 'une maniére comparable & Eij ,c'est-a-
dire en choisissant les (S°|Biﬂ) plus grands temps d'exécution

S
dans Dij . Remarquons que tlJ Eji

S _ £8
et que fij" fji .

Désignons alors par TlJ et T?. les quantités suivantes :

‘lJ 2\ pk+—13+p Z pk+t +p

qui représentent respectivement des bornes inférieures et supé-
rieures sur le temps d‘'exécution des (s+l) premidres tdches dans

toute séquence de ce type.

THEOREME 4-3:

. . s mS
si, pour tout PE:L?ij 'Tiil on a

Cj(T) - Cj(T—pi) < Ci(T) - Ci(T—pj) (4=4-1)
alors, pour toute séquence satisfaisant R et ayant j en gtme
position et i en (s+1)®*™® position, on ne fait pas augmenter

son colt en échangeant i et j.

preuve:
soit S une telle séquence; dans S, l'instant T auquel les

(s+1) premiéres tdches sont terminées est dans 1'intervalle
[??j ,T?i] par définition de cet intervalle (si s=1, cet

intervalle est réduit au seul point D;+P;

3 ); le gain réalisé

dans 1'échange de i et j est

(C; (T-pj)+ C;(T)) = (C5(T-py)+Cy(T)) < O . ]

Evidemment, si 1la relation (4-4-1) est vérifide avec égalité,
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on n'éliminera qu'un seul des deux arcs; de plus on adoptera
dans ce cas une régle de choix lexicographique, c‘'est-a-dire
si i<j on éliminera 1l‘arc ((j,s),(i,s+1l)), afin d'assurer
qu'il existe toujours au moins une séquence (optimale) dans le

réseau R°'.

Dans le cas du probléme des retards pondérés (Ci(t)= aimax{o;t-di} )
nous allons indiquer deux conditions suffisantes faciles 3 tester.
Observons d'abord qu'une séquence, dans ce cas, peut &tre en
général divisée en trois parties (dont une ou deux peuvent &tre
éventuellement vides) : un “"début™ ol toutes les tdches sont
terminées sans retaré, un "milieu"™ ( de la premiére tiche en
retard a la dernidre tiche terminée 3 temps) et une "fin" consti-
tuée de tdches toutes en retard. Alors, si cette séquence est
optimale, on peut ranger le début dans un ordre des dates prévues
non-décroissantes (EDD "earliest due date™, voir Baker[§97€]) et
la fin dans 1'ordre WSPT ("weighted shortest processing time",
ibid.). Les réductions que nous allons indiquer visent & réaliser

ces rangements au début et & la fin du réseau R'.

Corollaire 4-3 :

si
(1) di'de (B-4-2)
P S . . -. . e
et (ii) Tij:g M1n{di'dj pJ}+pJ (4-4-3)

alors on peut supprimer 1l'arc ((j,s),(i,s+1l)).

preuve: la relation (4-4-3) implique

T “P; < d;
et T < dj pour tout T‘Tij . Donc ces deux.
taches Ji et Jj sont exécutées sans retard si elles le sont

selon 1'ordre EDD spécifié par (4-4-2) []
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Corollaire 4-4

-

- si
(1) py/a; < p5/ay (4=b-4)
. S
et (ii) Ij; > max{di+— p; i dj+pi} (4-4-5)

alors on peut supprimer 1‘arc ((j,8),(i,s+l)).

preuve: la relation (4-4-5) implique que

T-pj ; di
et T-p; = dj_ pour tout T>2§j .Donc ces deux tédches
J. et Jj sont déja en retard quand elles sont exécutées en

i
eme ‘s . . ,
S position; il convient donc de les ranger dans 1‘ordre

WSPT spécifié par (4-4-4). 1

On peut effectuer le calcul du réseau R' en incorporant ces
réductions d'une fagon efficace. La méthode adoptée consiste a
trier au préalable les indices k=1,2,...,n par ordre non-décrois-
sant des temps d‘'exécution. On détermine ensuite, pour chacune
des n(n-1)/2 paires (i,Jj) si l'un des éléments précéde 1‘autre
(dans ce cas on ne construira qu'un seul arc pour chaque valeur
de s permise, et 1l'on n'auré pas a appliquer de réduction) ou
bien si ces éléments n'ont aucune relation dans R; on calcule

ensuite s =lB..| et p.+ p: puis on introduit un i un les
1 B, . & Y

81éments k (e Dij) dans 1] 1'ordre des temps d'exécution non-
décroissants ( et aussi non-croissants au début, pour le test

du corollaire 4-3), en effectuant les tests définis par les
corollaires 4-3 puis 4-4. On peut vérifier que, en s'y prenant de
1a sorte, le nombre d‘opérations élémentaires impliquées dans

3.

le calcul du réseau R®' est en O(n
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=5 Un algorithme de Branch-and-Bound pour le probléme d‘ordonnancement :

Méme avec les réductions précédentes, il se peut que 1'on
ne puisse obtenir de séquence optimale ( par exemple si la
solution entiére n'est pas optimale pour le probléme (LP2) dans
le réseau R'). On é alors recours a un algorithme de Branch-and-
Bound essentiellement similaire a celui exposé au chapitre 2.
Nous ne soulignerons donc ici que les différences essentielles.

Afin d'obtenir des bornes aussi bonnes que possible, le réseau
R' est recalculé, selon la procédure indiquée au paragraphe
précédent, a chaque noeud de 1'énumération. On peut utiliser
les meilleures pénalités du probléme pdre pour les sous-probld-
mes fils grace aux relations (2-5-2); on obtient ainsi dés 1le
début des bornes implicites meilleures que la borne correspon-
dante dans le probléme pére. Mais d‘'autre part, la relation de
précédence n'est pas recalculée a chaque noeud de 1'énumération
mais simplement déduite de la relation R initiale; la raison
en est que ce calcul est trop colteux ( d'une complexité qui
peut excéder 0(n3) ). Toutefois, et avant méme de calculer le
réseau R', on effectue a chaque noeud d'abord le test d 'Elmaghraby
(voir Baker [}9?@ ) qui peut permettre de fixer é&ventuellement
en derniére position une ou plusieurs tiches.

On a déja souligné plus haut que, lorsqu’on trouve une séquence
S comme plus court chemin, il convient de calculer son coiit
exact C(S) et de le comparer a sa longueur €(S) dans R' : dans
le cas ou €(S)<C(S) , on sait qu'on ne peut pas obtenir de
meilleure borne par le réseau R' (puisque €(s)= z*) et il faut
brancher a partir de la; si e(S)= C(S) on peut remonter car'le
sous-probléme (d‘'ordonnancement) est résolu. Auparavant, et

indépendamment du résultat du test, on peut comparer C(S) & Z
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et S peut éventuellement devenir la meilleure séquende connue.

Enfin, le test de dominance peut étre réalisé de flagon plus
efficace pour ce probléme d'ordonnancement que pour le TDTSP,
en O(nkz) opérations au plus. En outre, et puisque 1‘'algorithme
s 'adresse au probléme d‘'ordonnancement et non & un IDTSP, on
peut remarquer que le colt associé a 1'exécution d‘'une tache
J; en (n-k)éme position est indépendant de la tiche exécutée
en (n—k-l)‘eme position, et 1'on peut donc chercher & insérer
des segments commengant par chacﬁne des n-k taches Ji-non-fixéees

dans la partie fixée de la solution (positions n-k+1 & n).

5 Comparaison avec une autre appvoeche :

Avant notre étude, la méthode la plus efficace pour résoudre
les probleémes d'ordonnancement de ce type était celle de Rinnooy
Kan et al. [i975}(que nous désignerons ci-aprés par RKLL). Cette
méthode repose sur un algorithme de Branch-and-Bound essentiel-
lement semblable au notre pour ce qui concerne le principe de
séparation, mais qui én différe pour la relaxation utilisée et
aussi par le fait que notre algorithme utilise un test de domi-
nance

L'importance du test de dominance dans notre algorithme a été
bien démontrée lors de la mise au point.de cet algorithme : cer-
tains problémes qui requéraient environ 50 secondes pouvaient
8tre résolus en 10 secondes par simple addition du test de domi-~
nance (nous n'avons pas effectué de comparaisons systématiques
3 cause du colit de calcul impliqué - dans les problémes sur les-
quels cette comparaison a pu étre faite, l'avantage du test de
dominance, toujours positif, croissait considérablement avec le

nombre de sous-problémes explorés). Il est possible d‘'incorporer
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ce test de dominance a 1'algorithme de RKLL, et c'est notre
conviction qu'on doit réaliser par 12 une amélioration sensible
sur 1l'algorithme original.

I1 est possible de comparer la borne fournie par la relaxation
utilisée par RKLL avec celle obtenue par le TDTSP. Cette borne
inférieure, que nous désignerons par Z oKL est la valeur optima-
le d'une solution d'un probléme d'affectation dont les coefficients

s

aj (RKLL utilisent une autre notation) représentent un minorant

sur la valeur Ci(ti) pour toute séquence compatible avec R et

em C s .
eme position; ce mino-

dans laquelle la tdche Ji est exécutée en s
rant est obtenu plagant d‘'abord toutes les tdches Jj telles que

jRi (c'est-a-dire dans Bi)' puis en remplissant les positions
restantes avant la Séme par des taches sans relation avec 1 et

de. plus petits temps d *exécution. £n comparant ce procédé avec

la facon dont sont définis les Cij ,on obtient immédiatement 1'iné-
galité s | ) s .
a; < m;n Cij pour tous i,s (4~-5-1).
i 1'on considére alors la relaxation (LAR) du TDTSP défini sur
le réseau R', on obtient une relaxation pour le probléme 4 ‘'ordon-
nancement, qui est également un probléme d‘'affectation et l'on a

C# (4-5-2)

ZRKLL - Z2LAR ¥ ZLP1
d'aprés (4-5-1) et le théoréme 2-1. Il convient de remarquer que,

en fait, la borne z;p, n'est en général pas évaluée exactement

et qu'on se contente d'une borne inférieure qui pourrait &tre
plus mauvalse que Zpgrl mais d‘'autre part, d'aprés le théoreme
2-4, des pénalités fournissant une borne au moins aussi bonne que

Z sont accessibles en résolvant d 'abord Z1aR" En outre, la

LAR

borne effectivement utilisée dans notre algorithme est min B; »
i

la plus petite borne implicite et cette valeur peut bien étre

méme meilleur ue 2z .
© € 4q LPl
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I1 ya d'autres raisons pour considérer que la borne inférieure
que nous utilisons est plus précise. £n effet, on utilise, pour

.‘S
le calcul des bij

des séquences initiales (positions 1 a s) qui
sont beaucoup plus diversifiées, et tiennent mieux compte de 1la
relation de précédence, que celles utilisées pour le calcul des

a: ; en effet, d'une part, on s'efforce d'évaluer explicltement

i
ce qu'il en colte de placer certaines tdches Jj immédiatement

avant certaines taches Ji et les ensembles Bij permettent de

tenir compte de maniere plus précise de la relation R que ‘les Bi
seuls. fZn d'autres termes, on dispose de plus de latitude pour
tenter de bouleverser 1l'ordre SPT ("shortest processing times",
temps d‘exécution non-décroissants) qui tend a s'imposer dans

le calcul des minorants.

Mais il faut se garder, on l'a vu au chapitre 3, de ne consi=-
dérer que la valeur de la borne utilisée pour évaluer un algorithme
de ce type; le temps de calcul, et plus précisément les possibi-~
lités de déduire facilement les solutions desvsous-problémes de
la solution des problémes précédents (post-optimisation) jouent
un rdle également important. La plus convaincante validation de

notre approche provient des résultats des expériences numériques

en comparaison avec ceux rapportés par RKLL.

Expériences numériques:

| L'algorithme décrit dans les paragraphes précédents a été
programmé en FORIRAN IV et évalué, sur le CDC Cyber 74-18 de
l'université de Montréal, sur un ensemble de 84 problémes tests
3 15 et 20 tdches pour le probléme des retards pondérés.
L'algorithme est précédé par une méthode heuristique basée
sur les insertions d'éléments, voir paragraphe 1-7 . Les solu-

tions de départ utilisées étaient fournies par six méthodes de

rangement: SPT, WSPI,EDD.("earliest due-date", dates prévues non-
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décroissantes), poids a; dans un ordre non-croissant, méthode
du rapport de Montagne (MRM voir Baker 1%974]) et une nouvelle
méthode constructive que nous appelerons "méthode du taux
de retard", qui consiste a ranger les taches dans un ordre non-

décroissant des coefficients
q; = t(p;/a;)+ (1-t)d;
ol t désigne le"taux de retard"(voir Baker l}974j)

_n _n
t = 1- (2 _d;)/n(2_p;)
1=1 1=1

(cette méthode peut étre justifiée par les observations suivantes
(voir RKLL p.922): si toutes les taches sont en retard, donc t=-1,
la séquence WSPT est optimale et si toutes les taches peuvent

8tre termindes a temps, d'ou t=0, la séquénce EDD est optimale).
Cette derniére méthode s'est avéréde la plus efficace des méthodes
constructives, mais nettement moins que celle qui consiste a amé-
liorer par des insertions d'éléments & partir de 1l'une des six
séquences construites. En fait, choisir la meilleure des six
séquences améliorédes fournit une méthode heuristique trés efficace
pour les données que nous avons testées. Le temps d'exécution
pour cette méthode (améliorations par insertions d'éléments a
partir de six méthodes constructives) est a peu prés constant
pour une valeur de n fixée; les temps observés ont été de .5 sec.

pour n— 15 et de l.1 sec. pour n= 20,

Les données pour les 42 premiers problémes tests sont celles
de RKLL et correspondent aux problémes les plus difficiles pour
leur méthode, soit ceux avec un taux de retard de .6 et .8 pour
15 tiches,et .4 , .6 et .8 pour 20 tiches. Les temps d'exécution
et le nombre de noeuds explorés dans le Branch-and-Bound sont

donnés en tables 1 et 2 pour la méthode de RKLL (CDC Cyber 73-



28) et pour notre algorithme (CDC Cyber 74-18). Etant donné
que le Cyber 74 est considéré comme étant de 2.5 a 3.5 fois
plus rapide que le Cyber 73 (estimation fournie par les ingé-
nieurs-systéme CDC), il apparalt que notre algorithme est
nettement plus efficace que celui de RKLL, au moins pour les
problémes difficiles. Nous n'avons pas effectué de tests pour
des valeurs plus faibles de n ou t a cause des faibles temps de
calcul impliqués et du fait que notre algorithme est précédé
par cette méthode heuristique qui requiert un temps a peu prés

constant; pour ces problémes faciles, un algorithme de program-
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mation dynamique exploitant la relation de précédence (Srinivasan

(1971 , Baker [1975],[1976 ) est sans doute le meilleur choix.

Le second ensemble de 42 problemes concerne le probléeme du
retard total minimum ("total tardiness problem" ou encore "mean
tardiness problem"); les données sont identiques a celles des
42 premiers problémes, sauf que tous les poids ont été fixés
4 1. Bien que de nombreuses simplifications soient possibles
dans ce cas, nous avons effectué ces tests avec exactement le
méme algorithme que pour le premier ensemble de probléemes tests
afin de pouvoir étudier son comportement sur ce cas particulier.
Les résultats, temps d'exécution et nombre de noeuds dans le
Branch-and-Bound, sont donnés dans la table 3. Il apparalt clai-
rement d'aprés ces résultats que les problémes avec poids sont
plus difficiles .

Nous n‘'avons pas effectué de comparaisons directes avec les
résultats obtenus par Fisher [}976] car nous avons obtenu les
données correspondant a ses problémes- tests glors que n'avions
plus accés & ces moyens de calcul (il n'est pas certain non plus
que les machines utilisées soient facilement comparables). Nous

pouvons toutefois indiquer deux choses: d'abord la relaxation
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utilisée par Fisher a un temps de calcul proportionnel au temps
d'exécution total et les résultats qu'il donne sont pour des
problémes dont les temps d‘'exécution P sont compris entre 1
et 10, alors gque nos problémes tests ont des temps d'exécution
généralement compris entre 50 et 150 (Fisher indique bien la pos-
sibilité de "changer d'échelle™ les temps d‘'exécution mais, a
notre connaissance, cette possibilité n'a jamais été testée).
D‘*autre part, Fisher rapporte certaines comparaisons entre son
algorithme, exécuté sur un IBM 360-67 et celui de RKLL sur un
CDC Cyber 73-38 et précise “"généralement, leur temps d'exécution
ont été a peu preés égaux aux notres (Fisher) pour les problémes
4 20 taches". Il semble donc, d'aprés ces indications, que notre
algorithme soit plus efficace que celui de Fisher, au moins pour

les problémes a 20 tiches.

Récemment, K.R.Baker nous a communiqué les résultats obtenus
par un"algorithme des chaines" qu'ila développé avec L.Schrague
(Baker [1975,[1976]) sur le méme premier ensemble de 42 problé-
mes de retard pondéré; chacun de ces problémes est résolu en
moins de 1.2 seconde sur un IBM 370-168 par cet algorithme. Il
semble que cette»version de la programmation dynamique congue
pour tirer parti de la relation de précédence est actuellement

le meilleur algorithme pour cette classe de problemes.,



20
20
20

15
15

20
20
20

ﬁproblémes‘ moyen

_ 4-20
nombre

* .
de nouvel algorithme R.K.L.L. $

median maximum medianl maximum

4. e e r———

|
!
!

12 . 1.9 1.6 5.9 6.3 121.8
6 . 2.7 1.5 64 | 1.1 20.3
6 | 13.6 6.5 i 30.7  180.8 | 300.
6 ’ 12.0  11.0 | 20.8 300. 300.

H
!

it oy e s l

* cDC Cyber 74-18 ¥ cDc cyber 73-28

Table 1. Temps de solution pour les problémes
de retards pondérés

nombre | I} !

de nouvel algorithme R.K.L.L. '
problémes moyen E median !maximum median | maximum

| | i

12 29.5  17.  121. 647, | 956k,

12 28.0 24, 57. 4532. | 9952.

6 11.3 1. - 34, 25.  1206.

6 118.8 48, 302. 11105. —

6 136.6 327, R e

120.

Table 2. Nombre de noeuds énumérés pour les
problémes de retards pondérés.
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e o f o -

15
15

20
20
20

6 | 3.7 - 12.8 . 38.8

Table 3. Résultats pour les problémes de

retard total (ai= 1 pour tous 1i)

nombre temps de solution nombre de noeuds l
de (sec. CPU, CDC Cyber 74-19) dans 1'énumération
- problémes moyen {maximum moyen  maximum
12 8 1. 9. 15.
12 7 1. 12.4 43,
6 1.1 1.6 5.5 14,
6 2.7 5.7 - 21, 52.
168.



4-22,

g Améliorations possibles :

L'algorithme que nous avons présenté, et le programme que
nous avons écrit pour le probléme des retards pondérés, peuvent
8tre améliorés de plusieurs fagons.

On peut d‘abord chercher:é raffiner la relation devprécédence
a chaque noeud du Branch-and-Bound. On peut aussi étendre' les
réductions, introduites par le Théoreéme 4-3; a des cas qui ne
sont pas traités par lesiéorollaires 4-3 et 4-4, c'est-a-dire
dans le"milieu" du réseau R'. En outre, on peut aussi'utiliSer
1'algorithme PCC2 dans ce réseau; la raison pour laquelle nous
avons adopté 1l'algorithme PCC est sa simplicité d *application
en rapport avec la fagon dont le réseau R' est conservé en
mémoire.

On peut obtenir de meilleures bornes en tenant mieux compte

de la relation de précédence dans le calcul des longueurs des

arcs C?j dans le réseau R' si 1l'on peut calculer les valeurs
Eij avec plus de précision. Par exemple, pour s= IBijL+l , la

meilleure valeur possible pour iij

j qui n'ont aucun prédécesseur dans Dij
une tache de plus petit temps d'exdécution. Pour des valeurs plus

s 'obtient en choisissant,

parmi les tiches dans D,

grandes de s, une telle sélection devient un probléme trés diffi-
cile (en fait NP-complet) mais il est trés possible que 1l'on
puisse obtenir des bornes inférieures plus précises a un coiit
de calcul additionnel raisonnable.

A coté des tentatives précédentes pour obtenir de meilleures
bornes, on peut également modifier la structure du Branch-and-
Bound. Ainsi, on peut étendre les bornes implicites a 1'avant-

n-1

derniére période car les longueurs Cij représentent exactement

la contribution de la tiche j au colt total si elle est exécutée
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en derniére position; par conséquent on peut utiliser un principe
de séparation qui fixe d'un seul coup les deux derniéres taches;
on évite ainsi d‘'avoir a recalculer le réseau R' et a effectuer
les itérations de plus court chemin pour les sous~-problémes de
niveau intermédiaire (n-1l,n-3,...). Cette idée peut évidemment
s 'étendre aux trois derniéres positions, et plus généralement
aux r derniéres positions; il existe sans doute une valeur limite
pour r a partir de laguelle il devient beaucoup trop difficile

de traiter les r-tuples a placer dans les r derniéres positions

mais il n'est pas du tout certain que la valeur r=1 actuellement

utilisée soit la meilleure possible.



EN GUISE DE CONCLUSION




Nous avons présenté& une méthode de solution pour le TDTSP, ainsi
que deux de ses applications. Alors que, dans le cas du probléme du
voyageur de commerce, application directe, les résultats numériques
€taient assez décevants, il est apparu que cette approche pouvait
étre intéressante dans le cas de 1l'application indirecte au probléme
d'ordonnancement. Nous allons indiquer quelques autres applications

indirectes pour lesquelles le TDTSP pourrait s'avérer utile.

Au probléme d'affectation guadratique (d&fini au § 2-1), on peut

associer une relaxation par le TDISP en définissant les longueurs Cij

des arcs dans le réseau multiparti, d'une fagon semblable 4 la définition

des bjs (cf. § 2-2), mais avec la restriction supplémentaire X, s—1:1 .
3

T1 faut toutefois noter que, pour ce probléme, le test de dominance

ne peut pas s'appliquer.

Le probléme de rangement linéaire est un cas particulier du probléme

d'affectation quadratique, dans lequel les activités doivent &tre
localisées en des points situds sur une méme droite (probléme 3 une
dimension). Dans ce cas, le calcul des longueurs des arcs est simplifié

et le test de dominance peut s'appliquer.

Le probléme de la détermination d'un ordre i distance minimale_d'une

relation binaire donnée est aussi un cas particulier du probléme d'affectation

quadratique, pour lequel le calcul des longueurs des arcs est également
simplifi& et le test de dominance s'applique aussi. On peut également
définir une autre relaxation par le TDTSP en tenant compte 3 la fois des
arcs de la relation binaire incidents 3 k et 3 j dans la d&finition des C;j 3
ces longueurs peuvent encore &tre obtenues par une simple méthode de

rangement.



A coté de ces quelques exemples de problémes de permutation optimale,

on peut généraliser l'approche décrite au chapitre 3 au cas de plusieurs

véhicules; le réseau associé n'est alors plus multiparti car les différentes

tournées se terminent, en général, avant d'avoir visité toutes les villes.

Des problémes de collecte et de distribution peuvent &tre modé&lisés

ainsi, en introduisant les contraintes de capacité des véhicules dans

les sous-problémes de cheminement.

De méme, des problémes d'ordonnancement sur machines paralléles peuvent
8tre traités en généralisant de la méme fagon 1l'approche décrite au

chapitre 4 ; on pourrait aussi aborder de la sorte des problémes d'atelier

("flow-shop, job-shop scheduling"), mais ceci nécessiterait une &tude

plus approfondie.

Si certains résultats encourageants ont déji pu étre obtenus, il nous
apparait qu'il reste beaucoup & faire, tant pour améliorer les méthodes de
solution (ou en proposer de nouvelles) que pour tenter de cerner le

domaine d'application de 1l'approche que nous avons présentée ici.

5-2.
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