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PREMIERE  PARTIE

METHODES SIMULTANEES D'ACCELERATION

DE LA CONVERGENCE




INTRODUCTION

Dans cette partie nous étudions les différentes méthodes
similtanées d'accélération de suites de vecteurs. Nous développons
en détail les propriétés concernant 1'accélération de la convergence
des suites obtenues par la résolution des systémes d'équations par

des itérations linéaires.

Dans le premier chapitre nous présentons une méthode
d'accélération trés simple, qui consiste & transformer la suite {sn}

ue 1'cn veut accélérer en une autre suite {u_} par la formule
q e

u TS tuw. (sn—sn_l) , n=l,...
L'idée est analogue a celle qui est & 1l'origine de la méthode de sur-
relaxation, mais on ne réintroduit pas le U calculé dans la suite
{sn} , comme ¢a se fait dans la sur-relaxation et dans d'autres méthodes
de résolution de systémes d'équations (voir {111, [16], [21]). On
caractérise la valeur optimale de w et on envisage la possibilité
de remplacer  par une suite {wn} qui converge vers w . On étudie
ensuite une généralisation de cette méthode qui consiste 4 accélérer

{un} par le méme procédé et ainsi de suite.

Le secord chapitre est consacré 3 1'étude d'algorithmes plus
connus d'accélération de la convergence des suites de vecteurs ;
1'c-algorithme vectoriel et 1l'eg-algorithme topologique. Les principaux
résultats et applications de 1'e-algorithme vectoriel sont rappelés.
Dans le cas des suites obtenues par des itérations linéaires, on donne
des conditions suffisantes pour qu'il y ait accélération de la conver-

gence, en passant d'une colonne paire a la suivante.

Dans le troisiéme chapitre, aprés un rappel des propriétés des
algorithmes de losange et du @-algorithme, pour accélérer les suites de
nonbres, on démontre que, quand on applique le 6-algorithme aux suites
de la forme s, =s5-2a A s ¥n>N ou 8,78~ am, ¥n>N ,
on obtient tout de suite la solution exacte s , & partir de Sy » SN+1

et sy, (en un nombre fini de pas).
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Dans le quatridme chapitre, nous généralisons les algorithmes
de losange aux suites de vecteurs. Dans son premier paragraphe on étudie
les propriétés d'un tel algorithme puis dans le second, son comportement

lors de 1'introduction d'un paramétre d'accélération W -

Dans le cinquiéme chapitre nous abordons le probléme du calcul
de 1'efficacité. On fait remarquer que pour les méthodes & convergence
linéaire (ordre de convergence égal 3 1), ni 1'index d'efficacité
d'OSTROWSKT ni celui de BRENT sont applicables.

D'autre part, dans la résclution d'un systéme de point fixe
X =F(X) , avec F dérivable au sens de Fréchet, alors dans un voisinage

de la solution les itérations X 41 ° F(Xh) approchent une itération

+1
linéaire du type

LS F'(X*)(xn—xi) et on peut comparer les différentes méthodes, en
comparant les rayons spectraux des matrices F’(x*) . Nous ne pouvorns pas
nous servir de cette approche, parce gque les suites obtenues par des
méthodes d'accélération de la convergence, ne peuvent pas en général étre

-~

mises sous la forme X = F(xn) . Nous avons donc été conduit i proposer

un indice général d'ef?ggacité. On montre comment il est basé sur le méme
prihcipe que 1'index d'efficacité d'Ostrowski et cohérent avec celul-ci.
Quand il s'agit de comparer deux itérations linéaires il est aussi cohé-
rent avec la notion de taux asymptotique de convergence qui conduit, dans
ce cas, 4 la comparaison des rayons spectraux. Nous finissons le chapitre
et cette partie, en mesurant 1'efficacité des méthodes précédemment étu-

diées, au moyen de 1l'indice qu'on vient de définir.




NOTATIONS ET  DEFINITIONS

Nous donnons bri&vement quelques notations et définitions qui

seront utilisées dans la suite.

i) Dans tout ce qui suit on considére R® comme un espace vectoriel

(sur R), muni du produit scalaire (x,y) = I X; y; et de la norme
~ i=1

(euclidienne) qui en découle.

ii) Soit {sn} une suite d'éléments de RP . On désigne par
A° s, % 5, > n=0,1,...
Akt s, = ¥ Speq " K s, 5 1k=0,1,...
iii) Soient {sn} et {un} deux suites de nombres (€léments de R),

alors le symbole s, VU, signifie que 1lim sn/un existe et est égal 3 1.
>0

iv) Soient {Sn} et {un} deux suites de vecteurs de RP , alors
le symbole s,V W signifie que pour tout i, 1< 1< p , les suites
( (1)

(1) i) . (1)
de composantes {sn } et {un } satisfont sp 70 v ouy

V) Soit A une matrice carrée, réelle (p x p) et soient

Al,xz,...,xp ses valeurs propres, supposées réelles et telles que
Il > [xa] > ... Z_[Ap[ . Nous appelons respectivement (Hp) et (H;) les
hypothéses précédentes, avec, en plus :

Les vecteurs propres de A forment une base de rP

(Ho)
MEL et A > ]




T

Xiii s i=¥1l,...,D
(Hy)

Ml > x| > ... lxpl

(vi) On utilise différents critéres de comparaison de deux suites,
qui d'ailleurs le plus souvent sont rappelés dans le texte.
(A) , pour {sn} et {un} deux suites de vecteurs de RP , on dit que

{un} converge plus vite que {Sn} si

(z, Aun) _

(a) 1im =0

e (z, Asn)
pour tout vecteur z non nul et tel que cette limite existe.
(B) , si les suites {sn} et {un} convergent vers s , on dit aussi

que {un} converge plus vite que {sn} si:

(z,un—s)
(B) 1im ————— = 0
>0 (z,sn—s)

pour tout vecteur =z non nul et tel que cette limite existe.

(vii) On manipule des quantités doublement index&es du type tén) .
Ces quantités sont considérées comme des &léments d'un tableau & double
entrée T . Pour k fixé, on appelle colorme k (k-iéme colonne) la
suite indexée par n {tin>} (k fixé). De la méme fagon, pour n fixé,
(n)
X }

appelle diagonale n (n-i8me diagonale) la suite index&e par k {t

(n fixé).







CHAPITRE I

ETUDE D'UN PROCEDE ADAPTE AUX
SUITES OBTENUES PAR DES
ITERATIONS LINEAIRES

A4

I-1 DEFINITION ET ETUDE DU PROCEDE

Soit {Sn} une suite de vecteurs de RP , qui converge vers s .

Nous voulons accélérer la convergence de cette suite, par le procédé

sulvant.

(1.1) u =8 +w A s, n=0,1,...

n+l
Nous nous proposons donc de déterminer w de telle sorte que la
suite {un} converge vers s et cela plus vite que la suite initiale
(z, Aun)
{sn} » dans ce sens que lim ————— =0 , pour z différent de zéro
' o (z, Asn+1)
quelconque. En ce quil concerne la convergence, puisque {A sn}

converge vers ZéI"O, on a :

(1.2)  limu =s , ¥weR
I

Mais pour qu'il ait accélération de la convergence, il faut bien choisir
la valeur de w . Sa valeur optimale est caractérisée par le théoréme

suivant.




THEOREME 1

Supposons 1l'existence de 1im —————— , pour un 2
me (z, Azsn)

quelconque, différent de zéro. Alors, une condition nécessaire et suffi-

(z, Aun)
sante pour que lim ————— = 0 est de prendre
n>e (z, Asn+1)

(z, As_,.)

(1.3) = - lim n+l

mo (z, Azsn)

DEMONSTRATION

2
u_ = S + w A° s
1 n+l n

(z, Aun) = (z, As_ ) + (=, A2sn)

n+1l

(z, Au) (z, A%s )
(1) =14y 1
(z, 8spq) (z, &5 4)
(z, Au) (z, A%s)
lim ———2 = 1 + ¢ 1im L
me (z, Asn+1) e (z, A Sn+1)

Ce qui montre que, pour que la limite du terme de gauche soit nulle, il
faut et 11 suffit que (1.3) soit satisfait.

Pour certaines suites produites par des itérations linéaires on
peut calculer cette limite et 1l'on a :




THEOREME 2

Pour la suite {sn} obtenue par 1'itération

s = A s, +b ; ol A satisfait les hypothéses (H,) on a :

n+i
A
(1.5) w =22
1-Ay
DEMONSTRATTON

Puisque 5,78 peut &tre exprimé dans la base de RP formée

par les vecteurs propres de A et 8,75 = An(so—s) , ona :
n
- - +
Sn S A (y el’l) )
avec 1lim e, = 0

e

gtant donné que |\ > Ikil s 1=2,...,D

_ 2n+1 _ _
A So4q = NIy o+ oy € 4p en+1]
(A1-1)2
2 _ L ntl _
(1.6) A% sy = AT N it Ahe, T2 A e el
1
(z, Bs_,4) i -1)(2,y1) + (2, e 5 - en+1)

a2 N2
(Z,A Sn) O\—;\lj_‘.)_. (Z,yl) + (Z, M e

2 <>‘1+1)en+1+en)

d'oli, en supposant (z,y,) # O

(zy As_,,) -
(1.7) = - lim n+l’ | 7!

me (z, Azsn) Xp=1
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Ce résultat n'est pas nouveau, l'utilisation de w calculé
par (1.5) , dans (1.1) 3 &té déja proposée pour améliorer la convergence
des itérations linéaires (voir [12]1). Mais en général, on ne connait pas
la valeur de A; et le calcul de w par (1.5) devient difficile &
effectuer. C'est aussi le cas pour d'autres suites, pour lesquelles, on
n'a pas acc@s 3 la limite définie par 1'équation (1.4). On peut en consé-

quence envisager plutdt une suite {wn} convergente vers y , de facgon

(z, Mu )
g vérifier toujours lim ———*— = 0 . Le choix 1le plus naturel est de
e (2,48, 1)
prendre
(z, ds_,.)
(1.8)  w = - il
(z, Azsn)

ce qui revient, dans le cas particulier des itérations linéaires, 3 appro-

cher ), dans (1.5) par (méthode de la puissance)

(z, As_.,)
(1.9) Ay v

T (z, A 5,)

n+1

De cette facon, on retrouve le procédé A% d'Aitken, tel qu'il a été

généralisé par Brezinski (voir [10])

)

2

) (z, AS_,q

A s
) n

(1.10) U S S

La suite {un} converge plus vite que la suite {Sn+1} , pour toute
suite {sn} convergente vers s , parce gque par construction de {un},
(z, Aun)
1im —————— = 0 . Pour les suites produites par des itérations linéaires,
e (z, Asn)

on a en plus :




THEOREME 3

Si on applique l'algorithme (1.10) i la suite {Sn} obtenue

par 1'itération s = A Spaq * b , ol la matrice A satisfait les

n+l +
hypothéses (Ho) , alors la suite {un} converge plus vite que la

suite {sn 1} dans ce sens que :

+

(y,un "S)
(1.11) 1lim——————=0 , ¥y tel que (y,v1) # 0O
Ir>oo (y,sn+1-s)

ol v; est le vecteur propre de A associé 3 X\

DEMONSTRATION

Soit sg-s = a;vy + azve + ... + apvp

et supposons:en plus ai # O . Prenons ti1 = aivna

Du fait que §,78 = A (s¢-s) on a :

-s = l?+1(t1+e )

S

n+1 n+1

(1.12)

As, = MIOw=s)t1 + M ]

e -e
n+l "n

avec lime_ =0 , &tant donné que |[XA1] > |A:| 3 i=2,...,n .
oo D , i

(v, 8s)) ML= ,00) + (9,0e,,me)]

(1.13) N

(¥58,,4178) [(yst1) + (¥,e,44)]




_10_

(y,8s,) A-1
Donc, lim =
<y,.uh-s) L (z,8s ) (v,08)
(y’sn+1—s) (z, A? Sn) (y,sn+1—s)
(1.1M)<
(y,un-s) A (A1)
lim ——— = 1 - .
e (y,s, ,478) * (A1-1) A
(y3 -s)
e (y,8,,,78)

Le but de cette méthode, que 1'on retrouvera par la suite, en
étudiant 1'e-algorithme topologique, est de faire disparaitre 1'erreur
liée 3 la valeur propre de plus grand module .Al . Dans le cas ou les
valeurs propres de A sont suffisemment séparées, on peut envisager
d'itérer la méme méthode, afin de diminuer de facon simultande les erreurs
liées aux différentes valeurs propres de A ; c'est ce que nous allons

étudier dans le paragraphe suivant .

I-2 ITERATION DE LA METHODE PRECEDENTE

Nous présentons maintenant une généralisation de la méthode précé-
dente, qui consiste i accélérer la suite '{u } de la méme facon qu'on a
accéléré {s } et ainsi de suite. Pour une sulte {s } domnée, on peut

construire le tableau a double entrée, formé par les Vecteurs ué n) défi-

nis par :
u(n) =5, n=0,1,...
(1.15)
(n+1) _
(n) _  (n+1) _ (z A“kn )A (n) | k=0,1,..
u1{+1 uk (Z Azukl )) uK 1’130,1,...
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avec y € R® non nul choisi convenablement pour que la méthode soit

bien définie. Dans le cas qui nous intéresse des suites obtenues par itération
linéaire , nous supposerons que (z,vi) #0 , 1i=1,...,p ., condition
suffisante pour qué la méthode soit bien définie. Voici quelques résultats
sur cette méthode.

THEOREME 4

—r

Si on applique 1'algorithme (1.15) & la suite {sn} obtenue

par 1'itération Sneq © A s, + b , ol la matrice A satisfait les hypo-

théses (Hi1) alors :

(p1) ; k=0,...,p-1

i=k+1
n
(v,u{™)-5)

(p2) 1in1————1—7—-— =
’ o (y,ukn -s)

O
-

k=0,...,p~1

. (y,Auﬁfi)
(ps) lim =0 3 k=0,...,p-1

e (y,0u, )

¥ye R tel que (y5v;) #0 5 i=1,...,p et

y; Ta; vy ol Sp-S = a1V; + asvpy + ... *+ apvp .
DEMONSTRATTION
Du fait que Qn—s = An(so—s) et que u§“> =8, ,0na:
P
(1.16) wM-s= 35 2T y.
i=1 1 1

Supposons que (p;) ait été démontrée jusqu'a k .

Démontrons qu'elle est encore vraie pour k+1 .




(1.17)

(1.18)
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M ) . (a-Dy
K k41 Xl Xl 1
e Dy Yk oy
>‘k+1 k+1 k+1 1)+ Ak+1 1 i
: - s .
Mais comme par hypothese <1, i=k+2,...,p , Ot a :
Aeen |
(n) ntk _
By Ny O D849
5 (n) n+k _1\2
8wy Ay (e ™D Wy
() _ g, g An+k+1 A ket n+k(A Dy
Y1 D S B P | T Bieg 1 TV M1 A1 ™V
P
+k+1
(zi -sn L X? N i
=k+2

(p,) &tant démontrée, pour (p,) et (p;) on aura respectivement :

(1.19)

A

p .
(n)_ g (= g v
(y,u,,5-8) ,, izk+2 Aes1 5
1), 3 s
(y’uﬁn+ =) gy )+ 1 (v
e’ T ()‘k+1 1
. (Y: l((ilj)__s) _
1im N =0
oo (y,uk s)
(n) Y (ke gy
(¥5801)  iojep Mg * 7
“(n+1), p Az
Vb ) G ) (yey )+ X (™ 1) (y,y.)
k+1 RO I ) i i
Lo
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D'aprés les hypothéses (y,y, ) # 0,

1
>‘k+1_

| <1, izk+2,...,p .

Mg 21 et |

On a donc démontré que pour les suites obtenues par une ité-

ration linéaire, avec une matrice A qui satisfait les hypothéses (H,) ,
(n)}
k-1
au sens des deux critéres différents d'accélération de la convergence

((p2) et (ps)) .

pour tout 1 < k < p , la suite {uﬁn)} converge plus vite que {u

I-3 APPLICATION AU CALCUL DES ELEMENTS PROPRES D'UNE MATRICE

Le procédé (1.15) peut aussi étre utilisé pour le calcul simul-
tané des éléments propres d'une matrice A satisfaisant les hypothéses

(Hi) , en 1'appliquant 3 la suite {s_} tel que s = A s_ . Pour ce
n n

n+1
cas, on a le théoréme suivant, que nous donnons sans démonstration,

(voir [9]) .

THEOREME 5

Si on”applique 1'algorithme (1.15) 3 la suite {sn} obtenue
par 1'itération 841 - A s, ,avec A satisfaisant les hypothéses (Hi)
alors

.

(y,uﬁn+1)) ]

lim = A ;  k=0,1,...,p-1
(m) k+1 ° >3 ?

(1.20)
u(n)

- k
1im =V ; k=0,1,...,p~1 .
i ) +1 > -+ 3
o (y,u.") .

Si on ne veut calculer que les valeurs propres de A , on peut
utiliser une variante de la méthode précédente ; le procddé A2 d'Aitken

itéré, a la suite (z,sn) . On aura un tableau de scalaires {GE} défini
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par :
6§n) = (Z’Sn) s, n=0,1,...
(1.21)
«(n) 1 (n+1)
s 1) | 20 T
k+1 k A2 éih)

Cette méthode a 1iavantage, par rapport 4 l'algorithme (1.15),

d'éviter la mise en mémoire de vecteurs.

On peut démontrer, que les suites {6§n+1)/6£n)} (k fixé)

convergent vers Ak+1 , pour k=0,1-...,p-1 .

Ces méthodes sont intéressantes surtout quand on a besoin d'approcher

seulement quelgues valeurs propres (et éventuellement les vecteurs pPro-

pres respectifs). C'est-a-dire, quand il s'agit d'approcher Aj,Az,...,A.

avec 1 petit, par rapport & p . Pour i grand (et p aussi), la propa-

gation des errcurs d'arrondi pose souvent des problémes numériques.

EXEMPLE  NUMER [QUE

1 3

Nous avons utilisé 1'algorithme (1.20) pour approcher les valeurs f

propres de plus grand module des matrices suivantes :

0.67 0.13 0.12 0.11
0.13 0.96 0.14 0.1%
A= 0.12 0.14 0.31  0.16
0.11 0.13 0.16 0.15

Bes valeurs propres sont

A; = 1.092388 A, = 0.638491
Az = 0.311148 A, = 0.047971

On obtient, pour les trols premidres valeurs propres :
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TTERATION APPROX (X,) | APPROX (X,) | APPROX (A,)
9 1.09187 0.632921 0.546851
13 1.092%3 0.63%8872 0.132411
18 1.09238 0.638566 0.4471328
22 1.09239 0.638502 0.395406
26 1.09239 0.638493% 0.383158
30 1.09239 0.638L92 0.304593

Pour la matrice

b 0 0 0 0
13 -2 G 0 ¢
29 -15 5 0 0
61 -48 18 0 0

80 -38 -26 32 -6
2h 140 -250 155 29

~ayant comme valeurs propres
M =6 A2=5 Az =l A =3 As =2 g =1

Nous avons obtenu, pour les quatre premiéres valeurs propres

TTERATION APPROX (X)) | APPROX (X,) | APPROX (X;) | APPROX (A,)
14 6.03303 I 94588 9.00122 1.54532
18 6.01563 I.98295 3.57011 1.20547
22 6.00748 4.99357 3.75755 3.95633
26 " 6.00359 4.99715 I 00550 3.,17028
30 6.00173 L. 99866 b.11617 3.05U451

REMARQUES : Cette méthode i 1'avantage, par rapport aux méthodes de
déflation, d'effectuer le calcul des valeurs propres de facon simultanée.
Comme celles-ci, elle est intéressante seulement quand on ne veut calculer
qu'un nombre réduit des valeurs propres.

Dans les exemples ici présentés, nous n'avons pas pu obtenir des

renseignements sur les derniéres valeurs propres, i cause de la propa-

gation des erreurs.
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I-4 RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats numériques

sur des différentes utilisations de la méthode (1.10), pour accélérer

la convergence de la procédure Gauss-Seidel dans la résolution par la

méthode des différences finies d'un probléme aux dérivées partielles

avec des

conditions aux limites. Les variantes utilisées sont basées sur

les remarques suivantes. :

(a)

(b)

(c)

la facon

On n'a pas intérét 3 calculer tous les &léments de la suite
{un} , pour n=1,..., mais & effectuer ce calcul seulement de
temps en temps, selon qu'on est &loigné ou pas de la solution

désirée.

Ayant calculé& un certain W, > meilleure approximation de la

solution s que le s correspondant, on a tout intérét 3

n+l
réinitialiser le procédé itératif, avec U, plus tot qu'a

continuer le calcul de la suite {sn}

Si on a initialis@ une itération lingaire avec un s, tel que
Sg=S = g V; ta,v, + ...+ apvp avec ¢ assez petit par rapport
aux  a, il faut un certain nombre d'itérations avant que la
dominance de la valeur propre de plus grand module A, se mani-

feste dans le vecteur sn-s .

Nous avons donc &té amenés i utiliser un procédé par étapes, de

suivante :

On se donne une approximation initiale u, et une suite {2:}

d'entiers positifs plus grands que s , avec 1i=1,2,...

On commence avec 1=1 et § 1'étape i on fait :
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(o) _
1. 8570 = u;_4
. - . ¢
2. s§J+1) = A séJ) + s §=0,1,...,0

(test d'arrét pour chaque j)

N

Application de (1.10) pour calculer une nouvelle appro-

(1.22)<

ximation initiale

(zi+1)' (zi) (zi+1) (zi)

- . = 8. + . . -S.
my Uy = 8y ws x (sl 8¢ )

b, Retowr 3 1 , pour 1'étape suivante.

I1 se pose encore le probléme de savoir quelle est 14 meilleure
fagon de choisir les Qi . N'ayant pas une solution optimale,ﬂpour cette
-question, nous avons programmé deux versions, qui se différentient préci-

sément dans la facon de choisir les Qi (a priori ou a posteriori).

9§

VARIANTE A (Qi choisis a posteriori)

Nous avons dé€j3 remarqué que la méthode (1.10) revient a appro-
cher la valeur propre de plus grand module A; , par le rapport (1.9).
En conséquence, pour § > O convenablement choisi, nous d8terminons Qi

. par o
Pour j=1,... ; Qi est le premier j tel que :
| ij+1—pjl < 8§ , avec o5 défini par
(1.23)
(Z S(J+1) (J))
D
" (z, S(J) J 1))

Des résultats satisfaisants, ont &té obtenus par 1'application de cette
variante sur le probléme considéré ci-dessous, avec & = 0.01 , comme le

montrent les résulats du tableau 2 .
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VARIANTE B (Zi choisis a priori)

La suite {Qi} est choisie § 1'avance, sans aucun critére

particulier. Par exemple, nous avons utilisé les formules de récurrence :

2i+1 =2 Zi ou
(1.24)

Bipq = & A i=1,2,...

i+1

avec %3 et &' domnés. Le fait d'augmenter 3 chaque &tape le nombre
d'itéré avant de réinitialiser correspond au souci de tenir compte de la

remarque (c), parce que, i chaque fois que 1'on réinitialise, le vecteur
(o) i
S. est tel que :
1 &)

(o)
1.2 . "8 =T evVy +asvs + ... +av
(1.25) 5; -8 1 2Va o'p

(o) _

avec ¢ trés petit puisque 5.7 =u a été obtenu en voulant éliminer

i-1

1'influence de A; dans l'erreur Us; 478 .

Nous avons fait des essais, avec cette variante, avec £; =5, 10 et 15
et avec &' = 10 (voir tableaux 3, 4, 5 et 6). Les gains obtenus avec

diverses suites {li} ainsi définies, sont considérables et assez similaires.

LE PROBLEME TRAITE

Soit a résoudre le probléme aux dérivées partielles :

2 2
9Tulx,y) , d%u(x,y) 0 suw DS R
32x? 3 y?
(1.26)

u(x,y) = f({x,y) sur T frontidre de D ,

par la méthode des différences finies. Pour celd , on discrétise le
domaine D et on obtient un domaine discrét th , ou h est le pas dans
l'axe des x et k 1le pas dans 1l'axe des y . On veut obtenir une appro-

Q
ximation la solution de (1.26), aux points intérieures de Dnh (th)
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En approchant les dérivées de (1.26) par des différences, on se ramdne
a un probléme algébrique : un systéme d'éguations linaires, ayant p
€quations et p inconnues (les valeurs approchés de u aux points de

o]

Drpy)

Le systéme 3 résoudre peut se mettre sous la forme d'un probldme de point
fixe : '

(1.27) s =As+b

oi A est la matrice de Gauss-Seidel associée.

Sans qu'on soit obligé d'expliciter A , on peut résoudre ce systéme,
avec la méthode de Gauss-Seidel, qui consiste (pour un s, donﬁé), a
Zénérer la suite s, par la formule :

(1.28) Speq ° A s+ b

I1 est bien connu (voir [22][23] et [24]) que pour le probléme traité,

cette suite converge vers s et s approche la solution du probléme (1.26).

Pour obtenir les résultats numériques que nous présentons dans ce

paragraphe . nous avons utilisé les dornées suivantes :

Le domaine D est celui de la figure 1.1.

Comme fonction f , nous avons utilisé une fonction harmonique, de fagon
a connaitre la solution exacte sur D : u(x,y) = f(x,y) . Ainsi, nous
avons pu comparer les résultats approchés obtenus, avec la solution exacte

du probléme aux dérivées partielles.
(1.29) f(x,y) = cos x shy

Le domaine discrét obtenu (grille) a comme caractéristiques :
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h =k = 0.01
. - - 3 o

p = nombre de points Intérieurs € th = U426
(1.30)

t = nombre de points frontiére ¢ Fhk = 156

g = nombre total de points de th = 582
Conme test d'arrét, nous avons utilisé

lxén)uxﬁn—l))}

(1.721)  max - <e

1<i<p e

— i

(n) (n-1)

oll ¢ est la précision demandée et x et x sont deux itérés
successifs obtenus par 1'itération x(n) = A x(n_1)+b , (deux itérés

d'une méme étape, pour les variantes A et B de (1.10)).

Dans tous les cas nous avons utilisé la méme approximation ini-

tiale s, (ol ug) définie par :

156+1
26

(1.32) i-8me cumposante de s¢ = E%l

Pour les variantes A et B de (1.10), le vecteur 2z a été choisi

arbitrairement :

1 si  i=8j+1 , j=0,1,...,53

(1.33) Z. =
0O autrement

Les résultats ont &té obtenus en simple précision sur ordinateur TBM-360/67

(systéme CP/CMS). Nous remarquons d'autre part, que pour la méthode (1.10)

il faut un vecteur de plus en mémoire que pour la méthode de Gauss-Seidel,

pour laquelle il suffit d'avoir un seul vecteur en mémoire.
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Dans les tableaux qui suivent, les résultats sont présentés

en fonction de € ; on donne, pour € = 10—2 s 10"3 s sees 10—6

s le
nombre d'itérations et le temps de calcul requis pour satisfaire le
test (1.31). On présente aussi une colomne (ER), avec les erreurs rela-
tives, par rapport a la solution du probléme aux dérivées partielles de
facon a montrer qu'on a convergé vers la borne solution.

Pour les variantes A et B de (1.10) on donne aussi le gains en itéra-
tions et en temps et les pourcentages respectifs, par rapport a la mé-

thode de Gauss-Seidel.

Figure 1.1. : DOMAINE D

125

120

115 §

1.10 -

1.05

100

100 105 1.10 115 1.20 125




_22_

TABLEAU 1
1
METHODE e N. TIER. maps (2 gD
107¢ 0% 1.152 0.2
1072 72 3,568 0.19 E-1
Gauss-Seidel 10’“ 120 5,704 0.19 E-2
(6.5) 1070 167 7.925 0.17 E-3
10‘6 202 10.729 0.15 E-4
TARLEAU 2
METHODE £ N. ITER. GAIN/GS %
107° 18 5 21.73
, 1072 By o8 38.88
VARTANTE "
A 10 L9 71 59.16
§ = 0.01
1072 73 8l 56.28
10'6 122 100 5,0l
gr (D) e mavps (2) GAIN/GS 7
0.165 1072 0.900 0.252 21.87
0.58 E-2 1072 2.229 1.%%9 37,57
0.96 E-3 107" 2.4%7 3,067 57.27
0.78 E-4 107 3,663 b.262 5%.78
0.39 E-4 10'6 6.102 L. 627 43,12
X.=X. v
(1) g - max | 2] ol x est la solution approchée obtenue et % est

i X,
i
la solution exacte du probléme aux dérivées partielles, aux points de 1la
mille.
(2) TEMPS mesuré en secondes,avec la -procédure TIMER de la bibliothéque
FORTRAN.
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TABLEAU 3
METHODE £ N. ITER GAIN/GS
1072 18 5
VARTANTE 3
5 10 39 33
2, = 10 107 62 58
£i=%; 1410 1070 82 85
10'6 109 113
ER € TEMPS GAIN/GS
0.16 1072 0.96% 0.184
0.78 E-2 1070 1.992 1.576
0.13 E-2 10'“ 3,112 2.592
0.91 E-4 1072 4.101 7.804
0.30 E-4 10‘6 5,401 5,708
TABLEAU 4
METHODE £ N. ITER GAIN/GS
1072 18 5
VARIANTE _3
B 10’ 39 3
2, = 10 10‘“ 62 58
=22 4 1072 8l 8-
10'6 123 94
ER ’ £ TEMPS GATH/GO
0.16 1072 0.960 S
0.78 E-2 1072 5081 R,
-1
0.13 E-2 107 2,118 Lt
0.97 E-b | 107" 4,219 n
0.26 E-4 107" .25 | ol
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TABLEAU 5
METHODE € N. ITER GATN/GS 7
1072 20 3 13.04
VARTANTE 5
5 10 49 23 31,94
2, = 107" 80 o) 33.33
2541720 107 10U 63 37,72
10'6 165 57 25.67
ER e TEMPS GAIN/GS 7
0.62 E-1 1072 1.079 0.07% 6.%3
0.16 E-1 1072 2.458 1.110 31.10
0.72 E-3 10'“ 4,008 1.696 29.7%
0.20 E-3 1072 5,324 2.601 32,82
0.31 E-4 10'6 8.418 2.311 21.54
TABLEAU 6
METHODE € N. ITER GAIN/GS %
107¢ 22 1 i . 3h
VARTANTE 5
5 10 46 26 36.11
2, = 15 107 77 43 35.83
21417204 1072 8l 83 49.70
10'6 112 110 49.55
ER e TEMPS GAIN/GS 7
0.11 1072 1.157° 0 0
0.10 E-1 1072 2.309 1.259 35.28
0.19 E-2 107" 3.823 1.881 32.97
0.76 E-U 1072 4.169 3,756 17.39
0.24 E-U 10'6 5.541 5.188 48.35
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CONCLUSIONS

Les résultats numériques que nous venons de présenter montrent
qu'avec un algorithme trés simple & mettre en pratique et,méme, sans
avoir des critéres optimaux pour déterminer les parametres le définis-
sant, on peut obtenir des gains considérables. Pour 1l'exemple traité
nous avons obtenu jusqu'd 59 % de gain en nombre d'itérations et 57 %
en temps de calcul. La moyenne pour tous les tableaux est de 38 % pour
1e nombre d'itérations et de 35 % pour le temps de calcul. Ces résul-
tats montrent d'une part, qu'on a une liberté assez considérable dans
le choix des paramdtres et d'autre part, que le temps de calcul néces-
saire pour la mise en oeuvre de la procédure d'accélération de la conver-
gence est trés petit, par rapport au temps total de calcul (le galn en

temps étant trés proche du gain en nombre d'itérations).

A la vue de ces résultats, on peut conclure gu'on a tout inté-
rét 3 utiliser régulidrement les méthodes d'accé&lérgtion de la conver-
gence ici proposées et a les perfectionner afin d'améliorer encore les
méthodes d'itérations lindaires pour la résolution des systémes d'équa-

tions.
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CHAPITRE II

GENERALISATIONS DE L'e-ALGORITHME

A DES SUITES DE VECTEURS

II-1 1'e-ALGORITHME VECTORIEL

Soit {sn} une suite de vecteur de CP . Les régles de

1'e-algorithme vectoriel, proposé par Wynn (Voir [1]), pour accélérer

cette suite sont les suivantes :

ou

7

(2.

(r) _
I

E(n) B

-1 0 s o " 5 n=0,1,...
1)
(n) _ _(n+1) (n),-1 ) em
el T Epeq F (Aek ) ;3 n3k=0,1,...
1tinverse d'un vecteur y € cP  est définie par

'2) “/_1 = __X_._
(y,y)
y dénote le vecteur conjugué de y et (y,y) est le produit
scalair- ians CP :
P -
) (y,y) = LoyL vy
1=1

Nous remarquons gue cet inverse peut étre remplacé par :

(2.4 g Y

J

52

% oilal tHote une norme de vecteurs, comme 1'a proposé Brezinski

©it o1y, pour accélérer la convergence de suites dans wi espace de
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Banach. Le théoréme fondamental dans la théorie de 1'e-algorithme
vectoriel est le suivant, (voir [3] et [4]).

THEOREME 7

Si on applique 1'e-algorithme vectoriel i une suite {sn} de

vecteurs de CP qui converge vers s et qui vérifie :

p
(2.5) izo ai(smi—s) =0 , ¥n>N

ol les a; sont des scalaires réels, avec ?p # O alors :

p
aég) = s ¥n>N si X ai 0
(2.6) 1=1
p
gén) =0 ¥n>N si T a, =0
P 421 1

Nous remarquons que ce résultat n'est plus vrai pour une norme
différente de la norme euclidienne. Pour les suites de vecteurs obtenues

par une itération linéaire on a :

THEOREME 8

Si on applique 1'e-algorithme vectoriel a une suite de
vecteurs {sn} s produits par Spe1 © A 8 + b , avec S donné,
ol A est une matrice carrée, réelle telle que I-A soit inversible,

alors :
2. =5  ¥n

ol s = (I—A)"1 b et ol m est le degré du polyndme minimal de A
pour le vecteur s-s, . Nous ne donnons pas la démonstration de ce théordéme
(voir [H4], par exemple) ; nous rappelons seulement que le polyndme minimal
d'une matrice A , pour un vecteur y est le polyndme de plus bas degré

m

. mo
p(t) = £ ait’ , tel quionait (% aAly=o0.
i=0 1=0
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Brézinski (voir [5]1) a généralisé ce résultat au cas A singuliere
et(ou) I-A singuliére, ainsi que pour les suites produites par
k

s = L

+b ;3 avec k>1 et S ,51,...5S dormés. Pour

i ®n-i
des résultats numériques concernant 1'application du théoréme 8 et
d'autres applications, voir [5] et [6]. On voit donc, que 1'e~algorithme
vectoriel fournit une méthode directe pour la résolution de systémes
d'équations linéaires. Néanmoins, dans la pratique elle est peu compé-
titive avec d'autres méthodes directes bien connues, comme la méthiode

de Gauss par exemple. C'est  plutdt en tant qu'taccélérateur de la con-
vergence d'une suite dormée, que 1'e-algorithme vectoriel a été proposeé.
I1 se pose alors le probléme de savoir sous quelles conditions on peut
espérer accélérer la convergence en passant d'une colomne paire i la
colonne paire suivante. Les deux thécrémes qui suivent nous serviront

de base pour donner une réponse a cette question dans le cas des suites

produites par une itération linéaire.

THEOREME 9 (voir [51)

Si 1'application de 1l'e-algorithme vectoriel a {sn} et a

{as_ +bl , oi a€R etol b estun vecteur de méme dimension

n -
que s > fournit respectivement les vecteurs eﬁn) et eﬁn) alors
=(n) _ (n)
S €2k = a €2k + b
(2.8)
8(n)
-(n) _ "2k

Cox+1 T T a




THEOREME, 10 (voir [91)

Soit s¢ € R® un vecteur arbitraire, mais tel que (so,vi) 20,

i=1,...,p et soit la suite {Sn} de vecteurs produits par s ., = A s ;
n=0,1,... avec A satisfaisant les hypothéses (H,). Par 1l'application

de 1'e-algorithme vectoriel 3 cette suite on obtient :

eéi) Nl x?*k : ; k=0, ...,p-1
izk+1
(2.9) .
(n) 1 k41 ) _ _
Eop1™ K > k=0,...,p"1
k+1 P41

avec y; = a;v. et z; = (Ai—l)yi , et a5V définis par

11
Sp = aivy + azvs + ...+t ayv
pp
o
THEOREME. 11

Si on applique 1l'e-algorithme vectoriel 3 la suite {sn} produite

par 1l'itération Sn4q A s+ b, ol A est une matrice carrée, réelle,

satisfaisant les hypothéses (H;) alors ; pour q fix€ on a :

(n) __ .(n) _
(2.10)  1lim Conro™F a2 0
‘ > (e(n+q_s e(n+qj;s)
2k 72k
DEMON: ' I'RATTION _
., =(n) (n) . o .
Solt €5k et €51 respectivement les quantités obtenues ei;

appliquant 1'e-algorithme vectoriel aux suites u, = 8,78 et SN

D'apissis le théoréme 9 , on doit avoir :
cm) z(n)

(2,117 5 8 + oK




_30_

. . n . s .
Mals pulsque wooF A uoe , le théoréme 10 nous dit que avec

Ug = &qvyp + ... + apr 5 yi = aivi
p
- + .
(2.12) gé;) voox A? k Vi 3 i=1,...,p"1
. i=k+1

et ern conséguerce :

D
(2.15) e -sn I Sy
‘ izkal

Et en utilisant le fait que |Ak+1| > [Ail , izk+2,...,p , ona :

Eéi) -8 XEI? Y1
(2.14)
<€§§32 S’€é£32'3> ! k+2)2(n+k+1) yanoViean)
é§+Q) s’€é§+Q)—S) A12<C+11\AL<+1 SRy

ce qui entraine

(n) (n)

(€ 4078814075
(n+q) (n +Q)

(e S s)

1
O

(z.15) 1i

Ori a done démontré que chaque colorne paire de l'e-algoritise
vectorie]l converge plus vite que la colonne paire précédente. lous 1ui-
sons remarquer aussi qu'on n'a pas fait 1'hypothése plh) < 1 , ='eot
ri-1 raerUe ses propriétds. En principe, £1 seulement quelque.s l-ure

pLropre ot de module supéricur o !

% air-, que méme si la suite {sn} gst divergente, 1'e-algoritise- /ecto-
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A ] > |22] ... IAi| > 1> | Ai+1| cel > Ikpl alors, les suites {Eéi)}
seront divergentes, pour k=0,...,1 et convergentes pour k=i+1,...,p .
Dans la pratique néanmoins, on peut avoir des problémes de dépassement
de capacité, pour n assez grand, parce que les &léments de {sn}

. n
croissent comme Ay .

Voici, maintenant, un algorithme qui montre 1l'application de
1'e-algorithme vectoriel i la résolution de systémes d'équations non
linéaires (voir [5]). Soit & résoudre x = f(x) ; ou f : RP > RP est
F-différentiable, dans un voisinage d'une solution x que nous cherchons

Soit xp donné et 3 la (n+l)iéme itération

X

s
0 n

s, = f( ) 5 k=1,...,2m-r

K Sk-1

(2.16)

Application de 1l'e-algorithme vectoriel aux vecteurs
(r)

,» afin de calculer €5 (m-r)

So,...,Szm_r

_ (r)

1 - E2(mer)

m est le degré du polyndme minimal de f'(x) pour le vecteur X X
et r la multiplicité éventuelle de la racine A = O pour ce polyndme
minimal. C'est un algorithme qui ne nécessite ni calculs de dérivées, ni

inversion de matrices et qui, néarmoins, est i convergence quadratique :

THEOREME 12 (voir [51)

Soit £ : RP » P tel qu'il existe x € RP qui vérifie
x = £(x) , tel que f soit différentiable au sens de Fréchet dans un
voisinage de x et tel que I-f'(x) soit inversible. Alors, il existe
un voisinage V de x tel que pour tout xo € V 1'algorithme précédent

converge vers X et ceci au moins quadratiquement, c'est-i-dire :

(2.17) Hxn+1—ﬁl = O(“xn—ﬂlz) .
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Des applications de cet algorithme ont été étudiées en [7] et [81].
Pour le probléme de la propagation des erreurs d'arrondi, voir [17].
Une autre application de cette méthode a &té étudiée par Brezinski (voir [91);
ctest le calcul simultané des éléments propres d'une matrice, par une

généralisation de la méthode de la puissance :
- 8, donné tel que (so,vi)¢0 , 1=1,...,p

- calcul de la suilte 841 T A sn s, n=0,1,...

- application de 1'e-algorithme vectoriel & {sn}

(2.18) < - calcul des rapports aéN), bén) ; ol

' (n+1)
(n) (y: 2 )
(y,egkj)

(v,
b(n) _ Wsfopyn
k7 g,et y

Is€oK41

Le théoréme suivant, dont la démonstration est basée sur le

théoréme 10 montre les possibilités d'application de cet algorithme.

THEOREME 13 (voir [9])

Soit la suite {sn} de vecteurs produits par s ., = A s, >

n=0,1,... ; avec A satisfaisant les hypothéses (H;). Par l'application

de 1'algorithme précédent i cette suite, on obtient :

. (n) . (n)
1im = 1im b = A 5 k=0,1,...,p~1 ~
o A e K K+1

. (n) -
. “2k ) (n)
(2.19) { 1im = 1lim (y,e )e = v 3 k=0,1 p-1
n , + 3 3+ 5
(y’€;k5) 2k+1 k+1

) A
(n) _ A + 0 [( k+2)n+k+1]
k+1
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Nous remarquons que ce résultat est a rapprocher avec ceux
obtenus au paragraphe I-3. Une variante, qui ne permet d'obtenir que

les valeurs propres consiste 3 appliquer 1l'e -algorithme scalaire a la
(n+1)

(n) P
ok /cgk }. On évite

suite {(y,sm)} et 3 considérer les rapports { ¢

ainsi 1a mise en mémoire de vecteurs.

1I1-2 L' eALGORITHME TOPOLOGIQUE

Brezinski (voir 1101) a généralisé de deux fagons différentes
la transformation de Sharks, la table de Fadé et 1l'e-algorithme dans
un espace vectoriel topologique. Pour ces généralisations de
1'e-algorithme des théorémes similaires au théoréme 7 concernant
1'e-algorithme vectoriel ont été démontrés avec,en plus, 1'avantage que
les coefficients a. peuvent éventuellement &tre des nombres cormplexes.
En conséquence, tous les résultats concernant 1'e-algorithme vectoriel
sont aussi valables pour les deux versions de 1'e-algorithme topologique.
Prenons, par exemple, la premiér: version de 1'e-algorithme topo-
logique ; voici les régles qui la définissent pour une suite de vecteurs
de RP .

E.(.gl) = 0¢ Rp Egn) = 5 € RY ) n=0,1,...
(2.20)
(n) _ _(n+1) n. -1 -
€l = Sp-1 + [Aek] , n,h=0,1,...
avec
eyt - —~——JZ(*Y—
2k n
(2.21) ()
n
[Ae(n) ]_1 = A€2k
2k+1 - (Aéfh) Agfn))
2k+1° " 2k

ol 7€ RP  est un vecteur quelconque différent de zero.
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La deuxidme version est différente de celle-ci, seulement dans

la définition de 1'inverse de Aeéﬁil . La deuxiéme équation de (2.21)
est remplacé par :
(n+1)
A€
- (n) -1 2k
> P =
(z.22)  lhegy iyl (e (D) RGN
2k+1°7 2k
Pour la premiére version, la sulte sgn) est identique a la suite {u“}

définie par 1'algorithme (1.10) et 1l'on peut envisager que l'algoritime
(1.15) possdde, avec cette version de 1te-algorithm: topologique ur.

relation similaire 3 celle qui existe entre la méthode du A? draivken
(€(n>

vectoriel itérée 3 vectoriel itéré) et 1l'e-algpritime vectorie!.

\

\
Nous faisons remarquer aussi que, dans la dé&finition des dew

versions de 1'e-algorithme topologique, il intervient un vecteur v
arbitraire. Clest aussi le cas pour les algorithmes Etudiés au chapiire 1.

Des recherches plus approfondies sur cette question, pourraient condulre

vy

1a caractérisation d'un y optimal, pour certaines familles de suites.
Disons seulement que du point de vue colt du calcul, on a intdrét a uti-
liser un y avec plusieurs composantes nulles, un vecteur de base, par

exemple.

En ce qui concerne la résolution des systéres d'éyuations lingaires,
on peut ddmontrer (voir [20]1) que le premier e-algorithme topologlgue,
(sous certaines conditioms sur le choix de y et de 59) fournit une

suite identique i celle obtenue par 1'application de la méthode du gradient

conjugué (ou du gradient bi-conjugué, dans le cas nomn s rique) .
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CHAPITRE II1

ALGORITHMES D'ACCELERATION DE LA

CONVERGENCE DES SUITES DE NOMBRES

IT1I-1 LES ALGORITEMES DE LOSANGE

Brezinski (voir [5]) a &tudié sous un méme contexte les algo-
rithmes d'accélération de la convergence de suites de nombres, nul se
caractérisent par le fait qu'ils relient des quantités situés aux

quatre sommets d'un losange, dans un tableau 4 double entrée.

Soit {sn} la suite que 1l'on veut accélérer et {xn} IS
suite de paramétres, X, 5 8, € R .
Un algorithme de losange est défini par les relations suivantes :

(n)

n
651) =0 B =8 5 n=0,1,...
5 n) _ (1) . (n)
n n be}
Bopq = 04 * D) ;. n,k=0,1,...

avec, par exemple :

n
k

(n) 1
(3.2) D =
k A8

pour 1'e-algorithme.

(2.3) D(n) - Axn
55 K = —me =
k

pour la premidre généralisation de 1'e-algorithme.




AXn+k

(n)
(3.4) D =
k Aeﬁns

pour la deuxidme généralisation de 1l'e-algorithme.

(Xn+k+1_xn)

A einj

pour le p-algorithme, (1'opérateur A porte toujours sur l'indice n).

(n) _
(3.5) D, =

THEOREME 14  (voir [51)

() i

Supposcons gue 1im 82k+2 = Sk
i<

>

(n)

Une condition nécessaire et suffisante pour que {62k+2} converge plus

(n)
: (n+1) o AOhn .
vite que {e2k } , dans le sens que 1lim D) - 0, pour k fixe
N> AB
2k
est que :
i)
(3.6) 1im 2k+l -1
* (n+1)
oo AeZk

Ce théoreéme a 1'intérét de donner les conditions dans lesquelles

. on peut espérer accélérer la convergence en passant de la colonne 2k a

la colorne 2k+2 , dans le tableau correspondant d un algorithme de

'losange. T1 a aussi conduit 3 1'introduction d'un paramétre d'accélération

(n)

dans la formule définissant Oopsn * de facon i satisfaire le critére
d'accélération de la convergence méme si (3.6) n'est pas vérifié. Cela

définit un nouvel algorithme de losange, associé & chaque choix parti-

(n)

culier de D . Voici ses regles de calcul :

Sk+l
, GEH) =0 e§n> =5, 5 n=0,1,...
) _ ) ()
(3.7) 4 841 7 Oppeq * Boyf
. k,n=0,1,...
() Lo,

Oopen = OBopr1 * oWk Pord
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THECREME 15  (voir [51)
(n) (n)

Supposons que 1im 62k+2 = 1im 62k
T N0

(n)

{62k+2} converge plus

Une condition nécessaire et suffisante pour que

(n+1)

vite que {62k } est de prendre :

(n+1)
. BOy
(3.8) W =" 1lim Ty

n>e ADsytq

Bien siir, 1'algorithme (3.7) n'est utilisable que dans la mesure ot 1'on
a accds 3§ la limite quil définit W, - Voici quelques exemples ol on peufb

le déterminer (voir [5]).

(ey) Pcur la suite s, =S + o A 3 wpy =1 et on retrouve alors
. ~ 0

le procédé A? d'Aitken et en conséquence eg ) = s

(ez) Pour la suite s, =8t TE%TT ,ona w, =2 et on retrouve

alors la deuxiéme colonne du p-algorithme, c'est-a-dire :

(
ezn) = Ogn) =8

s ¥n.
(e3) Pour les suites d convergence logarithmique :
- - p
S, = S +dn , avec dn+1 = dn + a, dn + ...
on a W =D .
n
(ey) Pour la suite de sommes partielles d'une série s, 7 roa;s;
i=0 -
. %ns1 .
telle que 1lim # 1 on trouve aussl w, = 1
>0 n
g
(es) Pour la suite s, L 5 Wwo T ﬁ%T
i=0 n* @

Mais malheureusement trés souvent le calcul du parametre w) est soit

trds colteux, soit impossible 3 réaliser. D'ou 1'idée d'approcher w
? k
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par :
(n+1)
A6
(309) V] l({n) = - _2}(<n>'
A Doyiq

ce qui définit le f-algorithme que nous étudions au prochain paragraphe.

Une étude systématique des algorithmes de losange a &té faite par Petit [18]

ITI-2 LE 8-ALGORITHME

On peut donc associer i chaque algorithme de losange (défini par
la facon de déterminer Dﬁn)) un autre algorithme, appelé le §-algorithme,

qui n'est pas de losange et dont les régles sont les suivantes :

ef?) = 0 T s, ; n=0,1,...

(n) _ .(n+1) (n)
ok+1 - o1t Doy

(3.10)
( ) ( ) n,k=0,1,...
n+1) . (n+1) n) ,(n+2)
o) Pas1 %o 7 Powaa®a
Dk+2 N CTED RN €y

2k+1 2k+1

Plus particuliérement, nous appellerons 6-algorithme celui défini par le

. n) _ 1 (n) . .
choix Dk -ZgTﬁy . 62k+2 dans (3.10) est alors donné par :

K
(n+2),,(n+1) (n+1) ,,(n)
3.1 o™ - 2k P " C%ac " Mo
) 2k+2 A2 e(n)

2k+1

THEOREME 16 (voir [5]):
(n)

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1lim 62k+2 = s
o<
est qu'il existe o <1 < B tels que :

D(n+1)

(3.12) 251 ¢ 0,81 ; ¥n.
D2k+1
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THEOREME 17  (voir [51)

(n) _ (n) .
Supposons que ilm 62k 11m 62k+2 . Sa
e(n+1) s (n+1)
'——-(—T—ZK £ 1 Tk istent, sont finies et sont &gal
lim e im existent, sont finies et sont égales,
e plt e AD
2k+1 _ 2k+1
alors {G(H) } converge plus vite que {8(n+1)} er ce sens que
2k+2 2k }
g (1)
linl—é%zﬁij;——— =0
e g n+l)_ S

2K

Une comparaison des résultats numériyues a &té faite, entre
1'e-algorithme, le p-algorithme et le 6-algorithme, sur quatorze suites

différentes, (voir [6]). Les résultats obtenus montrent que :

- Etant dorné une suite 3 accé&lérer ; on obtient des bons résul-
tats soit avec 1l'e-algorithme, soit avec le p-algorithme, mais pas avec

les deux.

- Le 8-algorithme se comporte toujours comme celul qui donne les

meilleurs résultats et parfois mieux que les deux.

On peut donc penser que le 8-algorithme réunit les bornnes pro-
priétés de 1l'e-algorithme et du p-algorithme, qui sont, parmi les algo-
rithmes d'accélération de la convergence de suites e nombres, les plus
puissants. Les deux théor@mes suivants domnent une 1:ée plus claire de
la raison de ces résultats et nous font conjecturer que le 8-algorithme

peut: 8tre utilisé avec succds sur une grande famille de suites.




_uo._

THEOREME 18

Si on applique le 9-algorithme 3 la suite {sn} , telle que

s, = 1+ 0 A" s ¥n>N alors on obtient :

(n)

(3.13) 6z 7 = s 5 ¥n>N
DEMONSTRATION

Du fait qu'on sait que egn) =s , ¥n>N (voir [5]), il
suffit de démontrer que wgn) =1, ¥n>N. Ce que nous ferons en

utilisant la définition méme de mon)

wgn) - n+1
A D)
(n) 1 1
A Dy = -
A e§n+17' A 8$h>
b o - 1 : T 71 - g
(3.14) - - -
ASn+2 ASn+1 ASn+1 ASn
(n) _ Asn+1ASn+2 AsnAsn+1
ADI = +
2 2
A Sn+1 A sn
(n) _ 1
Wo =
A8n+1 _ A Sn
A%s A%s
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Mais, pour la suite s, =8 ta An , ¥n>N ona :
As =a M(-1)  , ¥n>N
(3.15)
A%s. = o A"(A-1)2 , ¥n>N
n —

et en conséquence :

n 1
wf = X 1
1 = %1
(3.16)
wgn) =1
THEOREME 19
Si on applique le 6-algorithme & la suite
8 =5+ o , ¥n>N, alors on obtient :
n n+l -

3.17) e =s . ¥n>u.

DEMONSTRATION

On sait aussi qu'avec la forme simplifiée du p-algorithme

(n) _

(xn =n, ¥n)ona p2 =s , ¥n>N, pour la suite en question.

I1 suffit donc de démontrer wgn) =2 ,¥n>N.
. _ a .
Or, pour la sulte S, =8 + =) > ¥n>N,ona:

[

A = -
Sy (m+1) (n+2)

_ 2
A CTACTAICT)

(3.18)

d'oll, en utilisant la dernidre équation de (3.14)
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L) 1
N D) , (n+3)
2 2
(3.19)
o™ <5 , ¥n>N

Des résultats plus complets sur cette question ont &té obtenus indé-

pendamment par Cordellier (voir [19]).

IT1-3 RESULTATS NUMERIQUES

Nous présentons ici quelques résultats numériques obterius dans
[61, pour comparer la forme simplifié du p-algorithme (avec X = n),
1'e-algorithme et le 6-algorithme. Les quantités e(n), p(n), 6(n) des
tableaux correspondent a la derniére approximation obtenue en utilisant
505815 ..,8, » avec l'algorithme correspordant. C'est-a-dire :

ds

Q2 az2
» p(n) =fhp, 8(n) =62p3

(3.20) €(n) = €202

avec pour 1=2,3 :

(3.21) n =1 Py + a4 0<gqg, <1

Du point de vue du temps de calcul, le nombre d'opérations ne change pas

de facgon considérable d'un algorithme & 1'autre.
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CHAPITRE 1V

ALGORITHMES DE LOSANGE POUR
LES SUITES DE VECTEURS

IV-1 GENERALISATION DES ALGORITHMES DE LOSANGE

Soit {sn} une suite de vecteurs de R et {xn} une suites
de nombres. Le p-algorithme et les deux généralisations de 1l'e-algorithme
peuvent &tre définis aussi pour les suites de vecteurs, au moyen d'un
algorithme général, dont les e-algorithmes vectoriel et topologique sont
des cas particuliers. Les régles de calcul de cet algorithme sont les

sulvantes

ef?) =0¢egRP o{m) . s, ; n=0,1,...
(4.1)

w(n) _ L (n+1) (n) ) _

Opy = Bpiq  * D, ;3 n,k=0,1,...

Voici ce qu'on obtient avec quelques choix particuliers de Dﬁn) :

(n)
A8
(n) k
(4.2) DMYo=
k (n) ,. (@)
(Aekn 586,

pour l'e-algorithme vectoriel.
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(n)
(4.3 '™ = ————X(—y— p{m) - (A§2k v
’ 2k n ? 2k+1 n n
(5895 (88531289

avec y € RP  arbitraire non nul, pour la premiére version de

1l'e-algorithme topologique

(n+1)
.y ). , o - o

avec y € RP arbitraire non nul, pour la deuxiéme version de
1'e-algorithme topologique

k

Pour la version vectorielle de la premiére généralisation de
1'e-algorithme

A

Xtk Ae(n)

(n) _
(4.6) D K

k (n) ,,(n).
(86,7 ,88, ")

Pour la version vectorielle de la deuxiéme généralisation de

1 *e~-algorithme

(n) _ *ntk+1 n (n)
(4.7 D = A8
k (Aeiﬁ),AGEh)) k

Pour le p-algorithme vectoriel.
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On se pose une fois de plus le probléme de savoir sous quelles

conditions on accélére la convergence passant d'une colomne paire i la

suivante.
THEOREME 20
a(n) (n) _
Supposons gque 11n162k+2 llm 82k s .
e
Une condition nécessaire et suffisante pour que {eéizz} converge plus

vite que {6é2+1)} pour k fix&, dans le sens que

(n) (n)
(A92k+2’A62k+2)

(4.8) 1im =0
oo (A9§§+1) Ae(n+1))
est que :
(4.9) (051,050 + 2 (8o Sr™) a2
.9 lim = -1
- (Ae(h+17'Ae(n+1))
DEMONSTRATION

En utilisant (4.1), on trouve :

aol) {0y = (200" a0 {m*1)y 4 (apfD) ap{R) ) v 20 {0 apR) )

2k+2?7 7 2k+2 2k+1°7 7 2k+1 2k+1
(4.10)
(n) (n) (n) (n) (n+1) (n)
(805 402805 40) (AD3y4q 580544 ) + 2(885 "77,0D5 1))

(Ae(n+1) (n+1)) (Ae(n+1) Ae(n+ij)

En prenant la limite quand n tend vers 1'infini, on constate facilement

que (4.8) entraine (4.9) et réciproguement.
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Notre but &tant 1'accélération des suites obtenues par des
itérations lindaires, on s'est posé le probléme de savoir, pour cette

én) peuvent conduire a

sorte de suites, quels choix éventuels de D
satisfaire (4.9). Néammoins, (4.9) est assez difficile d manipuler et
1'on a dd plutdt envisager d'exploiter directement (4.8). Voici le

résultat correspondant.

THEOREME 21

Si on applique 1'e-algorithme vectoriel a la suite {sn}, pro-

duite par 1'itération o1 " A s, * b, odl A est une matrice carrée,

réelle satisfaisant les hypothdses (H;) alors :

(n) (n)
(A€2E+2,A€2§+2)

(4.12) 1im =0 ;3 k=0,1,...,p-1 .
(n) (n) ] 3+ 3
> (Ae2k ,Aegk )
DEMONSTRATTION
: =(n) (n) .oz .
Soient €2k et €op les guantités obtenues en appliquant
1'e-algorithme vectoriel aux suites u =8, ~s et s, respectivement. |

D'aprés le théoréme 9 on doit avoir : ‘

(n) _ =(n)
(4.12) €y =S + g

Mais du fait que u = A" u, et en utilisant le théordme 10 on a :

p
13y B A MK G 5eq L p1
S *

et en conséquernce :




D
82{{1) Vg + z }\n+k
izk+1 T 1
p +
ég) A k(x -1)y;
1=k+1
n+k
( -1y,
(n) . n+k _ 1
heg Mg L0 DYy *+ 2 Xn+k
K1

(b.14)

(n) n+k _
Besy” v Apq ey ™04

(e (n) Ae(n)) N x2(n+k)(Ak+1_1)2(yk+1,yk+1)

®2k 2 et

(n) pe(n) _
(Beopipsbeoin) (xk+2)2n+k+1) Py By s¥ierp)

) Th+1) ,
(begysheq ) Nt Pyer1 ™) Wpeaq Ve

et en utilisant 3 nouveau les hypothéses (Hp)

A, 21 et IAi[,> 'Ai+1| , 1=1,...,p-1 , on trouve
(n) (n)
 (Begyiosbegyin)
()4.15) 1lim (n+1) (n+1) =0 3 k=O,. ,p"l
e (Ae ,Ae

2k

-~

Ce résultat est similaire a celui du théoréme ([11]1). Mais il montre aussi

que parmi les algorithmes de losange, le choix de Dén)

, d8fini, par (4.2)
est d'un intérét particulier. D'autre part, il met en question, 1'utilité
d'un paramétre d'accélération, pour les suites obtenues par des itérations

linéaires. Nous abordons cette question au paragraphe suivant.
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IV-2 INTRODUCTION D'UN PARAMETRE D'ACCELERATION

Le théoréme 21 montre aussi que pour la classe de suites qui

nous intéresse l'e-algorithme vectoriel satisfait (4.8), pour

k=0,1,...,p-1.

Cette condition étant satisfaite, 1'introduction d'un paramétre
d'accélération ne trouve pas de justification. Mais, quoique notre but
principal dans cette partie soit 1l'accé&lération des suites produites par

des itérations linéaires, nous traitons ici cette question, qui peut &tre

importante pour d'autres suites de vecteurs.

Nous envisagerons donc 1l'introduction d'un paramétre d'accélé-

ration et, d'une facon sommaire, le 9-algorithme vectoriel.

L'algorithme (4. 1), aprés intreduction d'un paramgtre d'acceleratlon

dans le calcul des quantités 9( n) devient :
efi‘) =0¢RP 8™ - s, 3 n0,1,...
(n) _ 5(n+1) (n)
(H.26) § 8544 = 85207 + Dy
( k,n=0,1,...
(n) _ ;(n+1) n)
Oopin T O Tt W Doy

On pourrait, par exemple, envisager de caractériser

théoréme 20, mais du fait que :

(n) (n) (n) (n)
(Ae2k+2’ 62k+2) (AD2k+1’AD2k+1)

(4.17)

la définition de W, deviendrait trés compliquée, ce qui posserait des

w, s 3 partir du

(n+1) (n)

(Ae2k 2k+1

2
(Ae(nm Ae(n+1)) (Ae(mi) A@SEHT w + 2 (Ae(n+1) Ae(ml))

+ 1

problémes pour son utilisation. Nous suivrons plus tOt un procédé similaire

g celui qui a été utilisé par Brezinski (voir [10]) pour 1'introduction

d'un paramétre d'accélération dans 1l'e-algorithme topologique.
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THEOREME 22

Supposons que 1lim 6;;32 = 1im eéﬁ). Une condition nécessaire
o oo

(

et suffisante pour que {62222} converge plus vite que {622)} , dans

le sens que :

)
(y’Aeéﬁ+2)

(4.18) 1im =0
rro (y,Aeéﬁ““

pour y € RP  arbitraire différent de zéro, est de prendre

(y,A6§§+1))
(4.19) w_ = - linl_——_—T—j—__-
k (y,0D57 )

e ok+1

DEMONSTRATION

Elle dérive des équations (4.16) :

(n) . ,.(n+1) (n)
BOopep = A8 7Tt wy AD5 L

(y,Ae(n) ) = (y,Ae(ml)) + ‘“k(y,AD(n) )

(4.20) 2k+2 2k 2k+1
(n) (n)
(y,885 10) S 1 (y,4D5 14)
(n+1), ~ k (n+1)
(y,885,777) (y,88,5,777)

Le théoréme suivant est une conséquence directe du théoréme 21 et du

critére utilisé pour déterminer w
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THEOREME 23

Si on applique 1l'algorithme (4.16), avec w, définie par (4.19)

rp M)
et Dén) = (Ae?h) Ze(n)) , n,k=0,1,... & la suite {sn} , obtenue par

1'itération s = Asn +b , ol A satisfait les hypothéses (H:i) ,

n+l1

alors W = 1, k=0,...,p-1 .

Les résultats précédents montrent que pour les suites produites
par une itération linéaire, l'e-algorithme vectoriel est optimal, dans

la classe des algorithmes de losange.

Nous abordons maintenant le cas ol 1l'on ne connait pas la

limite qui dé&finit w, . On peut alors remplacer par une suite {w( )}

qui converge vers wk , comme on le fait pour définir le 6-algorithme

(n)}

scalalre Pour y convenablement choisi, nous définissons la suite {w

par la formuile

(n+1)
(n) _ -y, 6 )

K (h)
(58051041

(4.21) w

et nous appelons 9-algorithme vectoriel, celui dé&fini par les régles

suivantes :

n n
efl) =0erRP eé ) - s, 3 D=0,1,...

5

: (n) _ 4(n) (n)
(H.22) ¢ B5y1q 7 Oog * Doy

ksn=0,1,...
o) _ glt1) | (n) (n)
Sart T Yok k Dokl
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Nous terminons ce chapitre en domnant deux propriétés de cet
algorithme, sur sa convergence et sa vitesse de convergence. Elles
dérivent tout de suite de la définition (4.22). Malheureusement, les
hypothéses requises ne sont pas toujours vérifiées et quand elles le
sont, il est en général difficile de le démontrer.

THEOREME 2L
(n) _

Supposons que 1lim 62k = 8
10 5acd

(n) _

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1lim 82k+2 = 5 est que

(4.23)  lim wﬁn) Déﬁil =0¢RP
Y>>
+1
: () (.05 =)
S1 de plus, 1lim W, et 1lim o) existent et sont égales,
o e (¥,D514)
alors :
(v,05%) -s)
(4.24)  1im — %ﬁ:i) =0
e (y’egk _S)







CHAPITRE V

ETUDE DE L'EFFICACITE DES METHODES ITERATIVES

V-1 LES CRITERES D'EFFICACITE ET SES LIMITATIONS

Jusqu'a présent nous avons comparé la vitesse de convergence
de deux suites. Néanmoins, dans la résolution itérative d'un probléme
donné, la notion de vitesse de convergence n'est pas suffisante pour
choisir entre deux méthodes parce qu'elle ne fait pas intervenir le

travail nécessaire pour l'évaluation de chaque terme de la suite.

C'est dans le but d'avoir une méthode précise de classement
de processus itératifs que la notion d'indice d'efficacitd 3 &té

introduite. t

Plusieurs auteurs (voir [13], [14],[26]1) ont &tudié 1'efri-
cacité des méthodes itératives pour résoudre des systémes d'équations
non linéaires. Nous allons maintenant donner un apercu des critéres

utilisés.

Soit a4 résoudre le systéme d'équations non lindaires
f(x) =0, ayant s comme solution. Considérons une méthode domnée

qul pour un sg domné engendre la suite 5, qui converge vers s .
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Supposans, en plus, que les limites (utilisfes) ci-dessous
vxistent. Les quantités E; et E sont respectivement les indices

d'efficacité définis par Ostrowski (voir [147) et par Brent (voir [13]) :

Wh+ log “Sn+1'ﬂL.
E, = 1lim
s Log [Is sl
(5.1) 2
log |Is__ -l
E = lim —— log ( ntl
oo Wh+1 log “Sn’S“
- . . <
ol wi+1 est le "travail" exigé pour passer de s, & 8.4 > dont

1'unité représente une évaluation de f (ou de l'une de ses dérivées

partielles). Supposons, en plus que W = lim wi alors, si 1l'ordre de
>0

convergence r de la méthode existe alors E, et E satisfont :

log ||s_ sl

n+l

r = 1lim
s 10g [|s,-s |

(5.2)

B, = r /W

logr 1/

el
1

Mais ces indices, s'ils sont bien adaptés pour comparer des algorithmes
de résolution de systémes d'équations dont 1l'ordre de convergence est
plus grand que un, ne sont plus applicables quand il s'agit d‘'un proces-
sus itératif 3 convergence linéaire (r = 1) . Des équations (5.2) on
déduit que pour toute méthode 3 convergence linéaire , E, = 1 et

E = 0 . I1 est donc nécessaire de disposer d'un critére d'efficacité
permettant de comparer les méthodes quelque soit leur ordre de conver-

gence.
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D'autre part (voir [151,[161,[27]1) plusieurs méthodes peuvent se mettre

sous la forme d'itérations de point fixe s = F(sn) 3y s est donc

la solution de s = F(8) (on suppose son ex?;%ence et unicité). S1 F
est différentiable au sens de Fréchet dans un voisinage de la solution
alors une mesure de 1l'efficacité est donnée par le rayon spectral de
F'(s) . En effet au voisinage de la solution la méthode peut &tre appro-

chée (voir [27]) par une itération linéaire du type

(5.3) sy = F'(s) (s -8)

et dans ce cas on a, en général (voir [27]) r =1 et

“ Sn+1_sll

(5.1 1im = p(F'(s))

e || -
n
pour toute norme de RP .

Mais p(F'(s)) n'est une mesure d'efficacité, que si les mé-
thodes i comparer nécessitent 3 peu prés la méme quantité de "travail",
pour passer d'un itéré au suivant.

Revenons 3 notre objectif dans ce chapitre : comparer l'effica-
cité des méthodes simultanées d'accé&lération de la convergence étudiées
dans les chapitres précédents. Malheureusement, nous ne pouvons utiliser
aucune des deux approches ci-dessus, parce que, d'une part, les suites
générées sont trés souvent & convergence linéaire et, d'autre part il
n'est pas possible de mettre chaque suite sous la forme d'une itération

de point fixe X 41 ° F(xn) . Au paragraphe suivant nous allons donc

+1
essayer de surmonter cet inconvénient en &tudiant la signification de
certaines quantités, ce qui nous conduira 3 la définition d'un indice

général d'efficacité.
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V-2 UN INDICE GENERAL D'EFFICACITE

Soit {sn} une suite convergente vers s . Supposons 1l'existence

de r et c¢ finis, c # 0 tels que :

lsppsl

(5.5) lim sup =
Freo s -sll

r est alors appelé ordre de convergence de {sn} et ¢ sa constante

asymptotique d'erreur.

Posons e, =-logiro @, (sn_s) (norme du max). e, représente le nombre
de chiffres décimaux exacts de pr(sn—s) (on peut aussi parler de chiffres
binaires, en utilisant le logarithme'en base 2 , etc...). Pour n suffi-

samment grand, on a approximativement :

Is ,~sll ~ clls "

(5.6)

avec d = - logio ¢ . Cela signifie, que lorsqu'on passe de 5. a 841
on multiplie par r 1le nombre de chiffres exacts de <Dm(sn—s) et on en
ajoute d en plus.

Supposons maintenant que, ayant effectué un certain "travail" ko , on ait
Dy chiffres exacts. Nous voulons estimer le nombre Dk de chiffres exacts,
obtenus aprés k unités de "travail" supplémentaires. Supposons, pour

simplifier, que le passage de 8, a S141 nécessite W unités de travail,

pour tout k et qu'au départ, ky,=0 et D¢ = 1 . Alors, d'aprés ce qui

précéde on a :

D =r+d
W
(5.7)

D2w - r DW +d
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et de facon générale

k-l)

(5.8) D. =rD +4d = rk + d(1+r+.. .+r

kw (k-1)w

Supposons donec gque Dn vérifie une loi de la forme :
(5.9) Doy =7 "D +b , D=1

et essayons de déterminer b :

Dozl

, =T Vb (1+r

T

(5.10)

1/w .. n/

=r [r vy b(1+r

1/w+r2/W4...+r(n—1)/w)] . b

n+l
et ainsi de suite, d'ou :

(5.11) D = PV 4 b(14r

X 1/w+...+r(n—1)/w)

Mais étant domné que Dw =r +d , on obtient :

d
(5.12) b =

1+r1/w+...+r(w—1)/w

Fn résumé, on a donc une définition par récurrence
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et une définition directe :

1+r1/w+”.+r(n—1)/w _

(5.14) D_ = AL g

1+r1/w+...+r<whi)/w

Regardons les propriétés asymptotiques de Dn :

(5.15) E, = lim (Dn)l/n -

N

Ctest le facteur par lequel on multiplie le nombre de chiffres signifi-
catifs, par unité de travail. La limite de Dnln , quand n tend vers

1'infini a aussi un sens intuitif.

E =1imD /n = « si r»>1
a n
(5.16) n
Ea = 1im Dn/n = d/w si r =1
N>

C'est, asymptotiquement, le nombre de chiffres exacts ajoutés par unité
de travail : E =1im D -D .

a nt+ n
T

1

On peut déja remarquer que si pour deux suites '{Xn} et {sn} on a
(5.17) 1 #E, {x} > E {s}

alors

(5.18) = = E{x} > Ea{:sn}

3i, par contre :

(5.19) Ep {x} = E, {s} =1
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Et si E/ {Xn} > B, {Sn} alors on peut affirmer que la méthode générant

la suite {xn} est plus efficace que celle qui génére {sn} . Mais cette
démarche comporte encore quelques difficultés : 1'existence de deux indi-
ces différents et le fait qu'on ne définit pas 1l'efficacité de chaque
méthode séparément, mais seulement une facon de comparer deux méthodes
entres elles. Cela vient du fait que Eo et Ea ne sont pas comparables
(3 la rigueur, on pourrait dire qu'ils ne sont pas exprimés dans les mémes
"unités").

Nous définissons donc un indice général d'efficacité, par la relation

1/n

(5.20) Eg = 1im (Dn) . exp (-n/Dn)
0
avec Dn défini par (5.14) . Eg est bien défini, si et seulement si c

et r existent et sont finis. Cet indice 3 les propriétés suivantes

(1) Si r > 1 alors {n/Dn} tend vers zéro et

{exp (—n/Dn)} tend vers 1 . En conséquence :

(5.21) Eg = Ep = rl/w si r>1
.. . B 1/n . _
(ii) Si r =1 alors {(Dn) } tend vers 1 et 1imE =1
c-0

(convergence super-linéaire)
(5.22) 1limE_ =0 (convergence logarithmique)

c1 g
Et finalement, si c¢ € (0,1) alors :
(5.23) E_=exp (-w/@) , E_€ (0,1)

g g

(iii) Si Eg{un} > Eg{xn} alors {un} est plus efficace que {Xn}‘

I1 est & remarguer que, d'aprds cette définition de 1'efficacité, toute
méthode 3 convergence linéaire est moins efficace que celles dont 1l'ordre
de convergence est supérieur 3 1 . On ne peut pas comparer entre elles

des méthodes 3 convergence super-linéaire (r =1 , ¢ = 0) , ni des méthodes
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3 convergence logarithmique (r =1, ¢ = 1) . Les quantités r , ¢
et Eg &tant des valeurs asymptotiques, on peut, dans des cas parti-
culiers et lors des premilres itérations, avoir des résultats contraires

3 ceux que les indices d'efficacité Eg peuvent nous faire espérer.

V-3 EFFICACITE DES ALGORITHMES ETUDIES

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer 1l'indice
d'efficacité Eg de certainé algorithmes étudiés dans les chapitres
précédents. Plus précisément nous ferons ces calculs pour la méthode
définie au chapitre I (régles (1.15)) et pour 1'g-algorithme vectoriel.
En fait, nous identifions chaque colonne du tableau (k fixé) 4a double
entrée défini par l'une de ces méthodes, avec un algorithme que nous
appelons par le nom de la méthode, indexé par le ruméro de la colonne.
Ainsi, par exemple, nous parlons des "algorithmes" Eo,ez,...,ez% ,
qui associent & une suite {sn} les suites {egn)}{egn)},...,{e2ﬁ)}.
Soit une méthode qui génére le tableau {t(n)}. Nous disons que le
travail nécessaire pour passer de tén) a t(n+1) , pour k fix&, est

k
)
celui que 1'on doit effectuer pour calculer tgn+k+1>,tgn+k’,...,t£n+1)
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FIGURE 1.2.
tg 0)
th)
(1) (o)
t t
° 68t 2 o(0)
(2) (1)
t t
0 tgz) 2 . tﬁo)
t§3) -
tgk-B)
(k-2)
NESS t2
£ ; ' R
. t(n+k—3) - )
3
(n+k=2)
t(n+k—1) ts . t}({n+1)
1 t(n+k—2) -
£ (n+k) t(n+k—1) ?
0 t(n+k) 2
tgn+k+1)

Celd suppose que l'on range en mémoire certaines quantités, avec lesquelles

avant aussi calculé tgn+k+1) , on peut calculer
t$n+k>,t§n+k—1),...,tin+1) Dans les cas qui nous intéressent, tgn> =8, o
(n+k+1-1)

¥ n et le colit de calcul de ¢ est le méme, pour 1i=1,...,k .

(n) 5 t(r1+1)

i

En conséquence, le 'travail' pour passer de t est égal au

k k
'travail' pour passer de S 4k a S 4kl ? plus k fois le travail néces-
(n)

saire, pour calculer un &lément du tableau ¢t ,avec 1 >0 .

i
En ce qui concerne les ordres de convergence et les constantes asympto-
tiques d'erreur on peut déduire facilement d'aprés le théoréme 4 (relation

(p )) que la méthode (1.15) satisfait :

“u£n+1)‘§l

(5.24)  lim —f——
e [

Ak+1l ?
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(n)

dans le cas o u = s, et ol la suite {sn} a été obtenue par

1'itération = A s, * b , avec A satisfaisant les hypothéses (H,)

s
n+i
Sous ces mémes hypothéses on peut démontrer, d'aprés le théoréme 11

(relation (2.13)), que pour l'e-algorithme vectoriel :

(n+1)
(5.25)  1i ez "l Ao | k=0,1 1
im = . » =0,i,...,071 .
TR K

C'est-3-dire, que l'ordre de convergence et la constante asymptotique
d'erreur des algprithmés W et o1 sont dormés respectivement par

=1, ¢, = | A pour k=0,1,...,p-1 .

“k el
Supposons, en plus des hypotheses (H;) que |X\] < 1 , afin d'assurer
la convergence des suites uk et {522 } pour tout k fixé ,
%=0,1,...,0-1 .

Soient Wy le "travail" nécessaire, pour passer de 5. a 841

w_ et W respectivement, le travail nécessaire, pour déterminer un

by €(n) (n)

€lément uy et un élément e =, avec i > 0 . Alors, de tout ce qui

précéde nous déduisons :

Uff”} o (5N
10810 [Apyql
(5.26)
(n) WS + 2k WS
E {€2k = exp ( )
10%10 |>\k+1‘
logye ||
Appelons Oy T —_— <1, k=1,...,p-1 . Alors :

10810 llk+1|
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W
E {s .} = exp ( =
g~ n logio |)\1|
o kw
(5.2 { 5, V3= (B, 5, K e (—H—0)
10g 4 l}k+1|
o 2k w
B, (e} (B, 5,1 & e (——E—)
logm |>‘k+1|

Essayons de déterminer W, et w€ , en fonction de p (dimension) et
du colit des opérations &lémentaires. Les Ai et W dépendent évidem-
ment de la matrice A . Soit o le colt d'une addition ou d'une
soustraction (supposé le méme). gg le colt d'une multiplication.

Nous considérerons ( pour nous ramener i un seul paramétre) que %e colt
d'une division est 8gal 3 gy ce qui nfest, en général, pas vral mais
nous supposons que les calculs du type ééz ,avec a , b€ R (a éven-
tuellement égal 4 1) , V€ rP se font dans 1l'ordre défini par (%J.V
Le nombre de divisions effectuées, dans les méthodes ici étudiées est
donc négligeable (p suffisemment grand), par rapport au nombre de multi-
plications ou d'additions. Pour 1'e-algorithme vectoriel on a , en uti-

lisant la définition (2.1) :
(5.28) w_= (3p-1 + B(2p+1))a
et pour la méthode (1.15) :

(5.29) W= (3p + B(2p+1))a

Nous pouvons déja constater que la méthode (1.15) est plus efficace que
1'e-algorithme vectoriel, pour accélérer des itérations linéaires,

parce qu'on a (on suppose les hypothéses H; et 2] < 1)

(n)
E  {ey’} ka(3p+8(2p+1)-2)
(5.30) B 2K = oxp ( ) < 1

E, {uén)} 10g1o |Ayyql
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pour k=1,...,p-1 (uk plus efficace que ok ), et ce résultat est
vérifié pour toute matrice A , satisfaisant les hypothéses (Hi) et
lkll < 1 , indépendemment de sa forme et des valeurs des Ai . Mais
i1 faut préciser que la fagon de mettre en oeuvre 1l'algorithme se
manifeste directement sur les valeurs de w et de E
Brezinski (voir [281) a proposé une variante de 1l'e-algorithme scalaire
qui nécessite trois fois moins de temps de calcul que les régles (3.1)
(%3.2).Un tel résultat n'existe pas pour 1l'e-algorithme vectoriel, mais
on peut aussi utiliser 1'e-algorithme scalaire sur chaque suite de compo-
santes (on a alors le méme ordre de convergence et la méme constante |
asymptotique d'erreur). L'utilisation d'une telle variante pourrait
changer le résultat que nous venons d'obtenir sur 1'efficacité de
1'e-algorithme par rapport & la méthode (1.15) dans la résolution ité-
rative des systémes d'équations. D'autre part, dans le calcul de W, opar
(5.29), nous n'avons supposé aucune condition sur le vecteur 2z , mais
puisqu'il est arbitraire, on peut le choisir convenablement, de fagon a
obtenir un W, o le plus petit possible.

Pour pouvoir comparer 1'efficacité des algorithmes Us et u,

J
ol € et e.. 3 il faut avoir des renseignements sur certalnes valeurs

proprgg de A ?JPar exemple, pour déterminer si on a intérét a calculer

1a suite W™} a partir de {s } , il faut cormaitre [A1] et Xzl

La méthode proposée au paragraphe I.3 peut alors &tre utile, parce qu'elle
fourni un moyen, pour approcher simultanément les premieres valeurs propres
d'une matrice. Voici un exemple, pour illustrer 1l'utilisation de 1'indice
d'efficacité Eg , dans un cas trés simple, oll 1'on comnait les premiéres

valeurs propres.

Considérons une matrice (1000,1000) , ayant 5000 éléments non

nuls. On a alors :
(5.31) W, = 5000 o (1+ )

Supposons, en plus
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o = 107
(5.32) 8 = 3

y.09+04 G g

1 1
k ey Ew™) Efei)
0 0.900000 0.827105 0.827105
1 0.500000 0.977889 0.946653
2 0.366667 0.986145 0.945713
3 0.300000 0.989057 0.940388

REMARQUES ET CONCLUSIONS

Dans 1'étude des processus itératifs, il est d'une importance
fondamentale d'avoir une méthode générale et convenable pour classer
les algorithmes suivant leur efficacité. C'est dans le but de faire un
pas dans cette voie que nous avons défini 1'indice Eg qui généralise
1'indice d'efficacité E, d'Ostrowski. Néanmoins, plusieurs problémes
restent 3 résoudre dans ce domaine. Peut &tre le plus important est
celui de pouvoir tenir compte de la place mémoire nécessaire pour utiliser
1'algorithme. Il y a certainement des relations entre cette variable, le
colit d'une itération et la vitesse de convergence, mais elles sont dif-
ficiles & chiffrer. Disons seulement, que dans la pratique, le choix d'un
algorithme doit &tre fait en fonection d'un compromis entre son indice
d'efficacité et la place mémoire qu'il demande. Voici d'autres remarques
importantes :

(i) Pour une itération linéaire, avec p(A) = O et pour toute
autre méthode directe, r et ¢ ne sont pas définis.
On pourrait alors convenir une valeur de Eg appropriée;

Eg = 1 , par exemple.
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(ii) La notion de vitesse de convergence peut donner des résultats
différents de ceux obterus avec 1'indice d'efficacité, méme
si le "travail" ne change pas d'une suite 3 1l'autre.

: B "
Prenons par exemple les suites un = A et vn = A, avec
O< A1 <22 <1 et b>1 . Elles sont d'ordre b et leur constante
asymptotique d'erreur vaut 1 . Le "travail" par itération est le méme

pour les deux suites et on a :

E {ut=fF {v}-=0b
n g n
(5.33) -

On voit, que {un} converge "plus vite" que {Vn} , alors que
leur indice d'efficacité est le méme. Celd vient du fait que dans les
deux cas on multiplie par b 1le nombre de chiffres exactes par itération,
mais que, au départ (n = 0) ona - logio (kl). chiffres décimaux pour

la suite {un} et - logio(Xy) chiffres décimaux pour la suite {Vn} .

(iii) DNous avons déji remarqué qu'il existe des variantes de 1' -algo-
rithme qui nécessitent moins d'opérations que les régles usuelles. C'est
aussi le cas pour d'autres algorithmes. Il se pose alors le probléme de
la complexité du calcul (voir [29]) , c'est-d-dire, de déterminer 1'algo-

rithme qui nécessite un nombre minimum d'opérations pour effectuer un
(n) 5 (1)
k k

dire, qu'il existe une relation trés importante entre 1'efficacité d'un

calcul donné. (Pour passer de ¢ , par exemple). Celd veut

processus itératif et la complexité des calculs intermédiaires qu'il

entraine.




(1]

(21

(31

[4]

[51]

[6]

- 68 -

REFERENCES

e———— i

P. WYNN

Acceleration techniques for iterated vector and matrix problems.
Math. of Comp. (16) (1962) 301-322.

. BREZINSKI

Accélération de la convergence de suites dans un espace de Banach.
C.R. Acad. Sc. Paris, 278 A (1974) 251-354,

. WYNN

U pour une conjecture concerning a method for solving lineair
equations and certains others matters.
MRC Technical summary report 626, 1966.

. GEKELER

e t——————.

On the solution of systems of equations by the e-algorithm

de Wynn.
Math. of Comp. 26 (1972), 427-436.

. BREZINSKI

Accélération de la convergence en Analyse Numérique.
Lectures Notes in Mathematics, n® 584, Springer-Verlag (1977).

C. ESPINOZA

Applications de 1'e-algorithme & des suites non scalaires
et comparaison de quelques résultats mumériques obtenus
avec les €, p et @-algorithmes .

Rapport D.E.A., Université de Lille (1974).




[71

[81

(91

[10]

[11]

[12]

[13]

R.

_.69 -

ALT

Méthodes A-stables pour 1l'intégration des systémes différentiels
mal conditionnés.
Thése Troisiéme Cycle, Paris (1971).

. BREZINSKI, A.C. RIFU

The solution of systems of equations using the e-algorithm and
an application to boundary value problems.
Maths. of Comp. V.28 (1974), 731-741.

. BREZINSKT

Computation of the eigenelements of a matrix by the e-algorithm.
Linear Algebra, 11 (1975), 7-20.

. BREZINSKI

Généralisation de la transformations de Shanks, de la table de
Padé et de 1l'e-algorithme.
Calcolo, 12 (1975), 317-360.

. LEMARECHAL

Une méthode de résolution de certains systémes non linéaires
bien posés.
C.R. Acad. Sc. Paris, 272 A, (1971), 605-607.

. GASTINEL

Analyse Numérique Linéaire.

Hermarn, Paris (1966).

. BRENT

The computational complexity of iturative methods for systems
of non linear equations.

Proc. Symposium on the complexity of computation 61-72
Miller and Thatcher Ed. Plemun Iress, New-York (1972).




[14]

[15]

[16]

[171]

[18]

(191

[20]

[21]

_70._

A. OSTROWSKI
Solution of equations and systems of equations.
Academic Press, New-York (1960).

R. VOIGT
Orders of convergence for iterative processes.
S.I.A.M. J. Num. Anal., 8, (1971) 222-243.
R. VARGA
Matrix iterative analysis.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey (1962).
C. BREZINSKI
Numerical sbability of a quadratic method for solving systems
of non linear equations.
Computing, 14, (1975), 205-211
D. PETIT
Etude de procédés d'accélération de la convergence .
Thése troisidme cycle, Université de Lille (1977) (& paraitre).
. CORDELLIER

Caractérisation des suites que la premidre étape du 6-algorithme

transforme en suites constantes.
C.R. Acad. Sc. Paris, 284 A (1977), 389-%92.

C. BREZINSKI

Padé approximants and orthogonal polynomials.
Conference on rational approximation, Tampa (1976).

GERMAIN-BONNE B.
La méthode de Mann., Résultat sur une itération convexe.

Séminaire d'Analyse Numdrique, Université de Lille (1973).




(221

[24]

[25]

[26]

[271]

[28]

[29]

. RopBERT

Matrices nonnégatives et normes vectorielles.

Cours D.E.A., Universit? de Grenoble 1 (1973).

. GASTINEL

Itérations - Méthodes discrétes.
Cours C3, Maitrise d'Informatique, Université Grenoble 1 (1971).

. MAHJCOUB

Expérimentation de stratégies itératives chaotiques sur des
problémes de point r'ixe 4 grand nombre de variables.
Thése de Docteur Ingénieur, Université de Grenoble 1 (1977)

(3 paralitre).

. RACHIDI

Méthode des sécantes pour la résolution d'éguations alggbriques
non linéaires.

Thdse troisidme cycle, Université de Grenoble 1 (1976).

. ORTEGA and W. RHEINBOLDT

Tterative solution of nonlinear equations un several variables.
Academic Press, New-York (1970).

. BREZINSKI

Computation of Padé approximations and continied fractions.
Journal of computational and applied mathematics, volume 2, n°® 2
(1976), 113-123,

J.C. LAFON

Complexité de 1'évaluation de plusieurs formes bilinéaires et
des principaux calculs matriciels.
Thdse, Université de Grenoble 1 (1976).




_72_

DEUXIEME PARTIE

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES
METHODES DE PROJECTION
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INTRODUCTION

Dans cette partie nous abordons le probléme de 1l'accélération
de la convergence sous un angle différent de celui de la premiére partie H
au lieu de transformer la suite générée par un certain algorithme en une
autre qui converge "plus vite", nous allons essayer de modifier les algo-
rithmes eux-mémes afin qu'ils générent des suites qui convergent "plus
vite" que celles obtenues avec 1l'algorithme originale.

Les méthodes envisagées sont celles de projection pour la réso-
lution itératives des systémes d'équations linéaires. On les étudie.dans
le contexte général défini par Householder et Bauer (voir [1]) et 1l'on

propose une méthode pour transformer certains de ces algorithmes.

Dans le premier chapitre nous définissons les méthodes de pro-
Jjection et nous rappelons briévement chaque cas particulier. On fixe en-
suite certains paramétres, afin que chaque méthode soit identifiée par la
fagon de déterminer, i chaque itération n , la variété linéaire dans
laquelle on projéte X, - Nous donnons un critére général pour déterminer
cette variété i partir de celle définie par une méthode donnée. On démontre
que si celle-ci est convergente alors sa transformée converge au moins
aussi vite qu'elle. D'autre part, on met en &vidence que la transformée
de la méthode de la plus profonde descente n'est autre que la méthode du
gradient conjugué.

Le second chapitre est consacré aux applications de cette tréns-
formation. On considére séparément la cas A symétrique définie positive.
On développe quelques variantes intéressantes et on dorme des résultats
numériques qui illustrent 1'intérét de la transformation proposée. Une
démarche similaire est faite pour les méthodes de résolution des systémes

ol la matrice A n'a pas de caractéristiques particulidres.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

(i) Dans cette partie, on considére R’ comme un espace vectoriel
(sur R), muni du produit scalaire
p

(%,y) = L X. V.
i=g T
et on utilisera plusieurs types de normes de RP .

Soit G une matrice (p,p) , symétrique et définie positive nous dési-

gnons par H'“G la norme elliptique définie par :

Idlg = tGe01™?

Dtautre part, nous appelons Py 1la norme de Holder

p
P (x) = [ lxilll/k , k=1,...
1=1
¥ (x) = max ]Xi
1<i<p
On notera ||.J| le cas particulier G = I(k=2)

I = g = 200
(ii) Dans la résolution itérative d'un systéme d'équations linéaires
Ax = D

avec A(p,p) non singuliére, nous appelons :

(1) » = A b la solution

(2) X, le kiéme itéré obtenu a partir d'un X dormé
(3) s, = ¥, ~w 1lerreur 3 1'itération k

(h) r = As, = Ax - b 1le résidu a 1'itération k
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(iii) Les méthodes que nous considérons dans cette partie sont aussi
appelées méthodes de descente car elles consistent 3 minimiser une cer-
taine fonctiormmelle g(x) qui prend son minimum a la solution x = w
du systéme i résoudre et on a g(xn+1) f_g(xn) , n=0,1,... . En général
i1 est difficile d'obtenir des résultats asympbotiques sur la diminution
de g & chaque it&ration, mais on peut démontrer 1'existence d'une borne
supérieure du rapport g(xn+1) / g(xn) , n=0,1,... . Nous utiliserons

doric le critdre d'accélération de la convergence suivant :

Soit l'algorithme F qu'on se propose d'accélérer et tel que pour tout X,
dormie un ait

g(xn+1)
éﬂ?fT_—'i p <1 s n=0,1,...
n

Soit 1'algorithme T obtenu par une transformation de F . Pour une
approximation initiale quelconque g soit {yn} la suite générée par
1'algoritime T . Nous dirons que T accélére la convergence de F s'il

existe p' tel que

< p! =
E(—y'r:)"_ p' <P ) n=0,1,

Nous dirons nu'une méthode de transformation d'algorithmes définie dans
un ensenble Zg est une méthode d'accélération de la convergence, si a
tout I € %g , elle associe un algorithme T tel que p' < p et s'il
existe un sous-ensemble non vide i}><: Zg , tel que pour F € f}) , 5&a

transformée T est telle que p' < p .
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CHAPITRE I

METHODES DE PROJECTION GENERALISEES

I.1. DEFINITION ET PROPRIETES

Soit A une matrice (p,p) non singuliére et b un vecteur
non rul de RP . Nous envisageons 1'utilisation des méthodes itératives

de projection pour résoudre le svstéme d'équations linéaires
(1.1) Ax =D
Soit G une matrice symétrique et définie positive.

Une méthode de projection pour la résolution de (1.1) consiste a dé-

Pinir, 3 chaque itération n , une matrice H, de type (p,q)

-

1 <q<p et dcalculer X tel qu'il appartienne a 1'intersection

n+l
des deux variétés linéaires

v
I

{xeRP | x = X+ HoA , NE r%}
(1.2)

W= lxe R | H G(x-w) = 0 € R}

clest-3-dire, qu'ayant déterminé H on caleule A en résolvant un
? n°’ n

systéme d'aquations linéaires

. _ . a
G Hn)A = Hn G Sn ¢ R
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Nous suppeserons que les matrices (q,q) HE G Hn sont inver-
sibles pour que le systéme (1.3) ait une solution unique. Ces méthodes

ont les deux propriétés sulvantes :

(1) + s qllg = min fx-ull
(1.4 XEVh
(p,) : HE Gs,q=0€ g4

(pp) dérive du fait que X4 € Wh . Pour (py) ona :

(1.5) s, + 5 AllZ =lls I3 + 2 AT H;‘: Gs +llH A2
Le minimum est alors atteint pour A (H a H, ) -1 T Gs, -
On obtient :
Is_, 2 = s iz - 1 a2
(1.6)

s, 12 < lls )12

Ce sont donc des méthodes de descente pour minimiser la fonctionnelle

quadratique

(1.7 g = lx=uld

X est la projection orthogonale de X, (par rapport & G ), sur la

n+1
variété linéaire Wh

Mais, pour mettre en oeuvre la méthode il faut pouvoir calculer /\n

Or, d'aprés (1.3) An dépend de S, qui n'est pas connu. C'est le choix
de G et des Hn qui peut permettre de surmonter cet obstacle. Entre

autres, trois possibilités peuvent Etre envisagées :

1. G=A si A est symétrique et définie positive.

At Y (Y}ldonné) pour A quelconque.

N
(@]
3]

I et H
n




_78_

3. G = AT A , ce qui correspond a la premiére possibilité, pour

résoudre le systéme aux moindres carrés

(1.8) aATax=a'wp

Dans ces cas, il existe toujours Yn connu tel que
T _ T
(1.9) Hn G S, © Yrl r

Donc, dans tout ce qui suit, nous utiliserons le vecteur HE G s, que

1'on peut calculer.

G étant fixée, on peut choisir q suivant les caractéristiques de A ,
de ia place mémoire dont on dispose, etc.... Dans ces conditions, on peut
dire que chaque méthode particuliére est définie par la fagon dont on
détermine les Hn . Ceci nous permet de caractériser la classe de méthodes
que nous voulons accélérer. Nous allons résumer les régles qui définis-

sent ces algorithmes.

DEFINITION 1

G et q &tant fixés, on désigne par t; , la classe des

méthodes définies par :
X, domné et 4 1'itération n :
r = Ax -D
n

(1.10) ¢ Fy = Hlr) Efrnp,q

T -1 0
(Hn G Hn) (Hn G Sn)

>
"

X =x_ +H A
n n n

H &tant une fonction de N x RP dans ‘T11'p Q" Elle caractérise
3
1'algorithme. La plupart des algorithmes couramment utilisés appartien-

nent 3 cette classe. Voici quelques exemples (voir [2]).
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(1) A SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE ; G =A , g =1

n+l = i (modulo p)
(1.11)3

H (n,rn) = e,

pour la méthode de Gauss-Seidel

| =@fr) (o)

H(n,rn) = e (le plus grand i satisfaisant (b))
pour la méthode de Southwell.
(1.13) H(n,rn) =r

n

pour la méthode de la plus profonde descente.

(ii) A SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE ; G =A , g >1

t=tn) , t:N=>{0,1,...,p~q}
(1.14) 7
éme

J colonne de Hn =Ly Jj=1,...,0

MEthode de Gauss-Seidel par blocs ; cas particulier, parce qu'en général
a = q(n) (voir [31,[71).

(1.15)  j°™ colonne de H = A(Jnl)rn s J¥1,-..50Q

~

Pour la variante & q pas de la méthode de la plus profonde descente
(voir [4]).




(iii) A QUELCONQUE ; G =I , q =1

nk¥l = i (modulo p)
(1.16) T

H(n,rn) = A" e

pour la méthode de Kaczmarz
Soit ¥ : RY > R une norme de RP . Supposons que pour tout X € RP

il existe Z tel que z§ X o= ¥

T

(1.17) Hn(n,rn) = A zr,n

définit la méthode basée sur une décomposition d'une norme.

(iv) A GQUELCONQUE ; G=1I , q>1

Supposons maintenant qu'il existe Z ‘I'l tel que
PP aq % € 0,a aq

(1.18) %7 (2 AATZ Y 17%% trace (2TAATZ ) = ¥2(x)
X X X X X X
alors

(1.19) Hn(n,rn) = Zr

n

définit 1a méthode basée sur une sur-décomposition d'une norme (voir [51).
Soit ¥ une norme vectorielle de taille g sur RP . Supposons que pour

tout X € RrP , il existe Z_ € tel que ZT x = ¥(x) . Alors :
X X

(S

_ T
(1.20) H(n,rn) = A Zrn

définit la méthode basée sur une décomposition d'une norme vectorielle

de taille q sur RP (voir [61).

I1 est évident que nous n'avons pas cité toutes les méthodes

mais seulement les plus connues et (par souci de clarté) nous les avons
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défini, telles gu'on les trouve dans la bibliographie. Mais on aurait pu
les exposer dans le contexte utilisé ici et rapprocher ainsi, par exemple,
la méthode de Gauss-Seidel de celle de Kaczmarz, la méthode de Southwell
de celle associée d une décomposition de . , la plus profonde descente

de la méthode associée i une décomposition de ¢, (méthode du gradient)

2
etec...

1.2 UNE METHODE D'ACCELERATION

Soit une ﬁéthode donnée,_dans la classe zg . Nous proposons
d'accélérer sa convergence en utilisant un critére supplémentaire pour
déterminer les matrices Hn . La méthode ainsi obtenue ne sera plus de
classe parce que les Hn ne dépendront pas seulement de n et rn

mais aussi de Hn— . Pour une méthocde de classe Qg , définie par une

1
certaine fonction H = H(n,rn) , nhous proposons d'obtenir Hn tel que :

By = H(n,rn) PR T, T E‘Tquq

(1.21)
T -
A GHy = 0 E‘Tquq
Pour calculer x_ on a d{ calculer A = - (HT G )—1 HT G s ;
N n-1 n-1 & g n-1 ¥ Spoq 3
en conséquence HT GH est inversible et T est définie par :
n-1 n-1 n
_ _ T -1 T
(1.22) Pn = (Hn-l G Hn—l) Hn—l G Zn

avec Zn = H(n,rn) , notation gue nous utiliserons dans tout ce qui suit.

On a alors :

DEFINITION 2

Soit une méthode c¢ de la classe t? , utilisant les directions

Zn = H(n,rn) . Nous appelons méthode c¢ accélérée 1'itération suivante :
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X dormé , Hb = H(O,ro) et 4 1'itération n

-1 T

/\n = - (H G H ) G Sn
(1.23) Xoeq = ¥g T H AL

Tt = 7 (Hg G Hh>-1 Hg G204

H'n+1 ) Zn+1 * Hn I,n+1

En général, on peut dire que l'augmentation du colt de calcul & chaque

itération est donnée par :

(1) Inversion de Hn G Hn € Ilqu, au lieu de résoudre le systéeme

d'équations linéaires (1.3) (méme matrice)
.. . T
(ii) Calcul de la matrice Hn G Zn+1 e"'lq’q .
(iii) Deux produits matriciels avec des matrices (q,q)
(iv)  Addition de deux matrices (q,q)
L'enconbrement mémoire est multiplié par deux (pour q fix€) parce qu'il
faut stocker Hn , hécessaire i 1'itération n+1.

Le lemme suivant peut faciliter certains calculs et nous conduit & un

résultat sur le taux de convergence de la méthode.

LEMME 1
A= - (HT(;H)l 776 s
n Tl n n
(1.24)
HeH =262 -T(H . GH )T
n n n n n n-i n-1""n
DEMONSTRATION

. T T T
(1.25) Hn G S, = Zn G sn + T

mais d'aprés la propriété (p,) de (1.4) des méthodes de projection on a
T

H_4Gs, =0 , ¥n>1.0Onobtient la premiére identité, en utilisant
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la définition (1.23) de An . Pour la deuxiéme identité on a :

(1.26) HTGH =HTGZ +HTGH T
n n n n n n-1 n
or o g H = (HT G H )T = 0 , par construction du procédé. Alors :
? n n-1 n-1 n 2 _ : )
(1.27) H GH =77Ggz +T°H @z
n n n n n n-1 n

et (1.25) suitﬁd'aprés la définition de Fn , qui entraine

T A
Hn—l G Zn - (Hn—l G Hn—l)rn -
THEOREME, 1

Si la méthode originale est convergente alors la méthode accé-

lérée converge et ceci au moins aussi vite que la méthode originale.

DEMONSTRATION
“Sn+1“é - _ SE G Hn(Hg G Hn)u1 Hg G n
Is I3 Is )12
T
B e O L

— <1 - o
Is Iz = s JI5 o8 6 H)

lodle /I a5

Isflg = ° Is 1% oCa 6 K )

Pour que la méthode converge vers w , il est suffisant qu'il existe
T<1 tel que Tn <t1t, ¥n.D'autre part , Tn dorne une mesure de
la vitesse de convergence. Pour la méthode 3 accélérer (celle qui utilise

les directions Zn) , on a :
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lzje s

(1.29) t_ = 1
n Is I otz ¢ 2)

Pour la méthode accélérée, on a, en utilisant le fait que

T _ T }
HnGSn-ZnGsn.

lizg @ s l?

? s 12 o] o 5)

Démontrer Tﬁli T, est alors équivalent i démontrer que

T T o .
p(H, G H) < p(Z, G Z ) . Or nous avons, en utilisant le lemme 1 :

T T T T
Hn G Hn = Zn G Zn Fn (Hn_1 G Hn—l)rn
(1.31) ;
T,. T T, T T T
Sup x (HGH )x < Sup x (Z.GZ _)x - Inf x ( _ T x
= m o SR T T Rt netn

Mais, G étant symétrique et définie positive, la matrice

T T . .. -
I’\ I‘l _/ -
n Hn—l G Hn—l n € ‘lllq,q est semij~définie positive et en conségquence

(1.32)  o({ GH) <o(z G 2) - &

avec & >0 et ceci achéve la démonstration du théoréme. Dans le pro-

chain paragraphe nous abordons le probléme de la convergence de la méthode.

1.3 CONVERGENCE DE LA METHODE

Nous voulons maintenant donner des conditions pour que la méthode
soit convergente. Pour cela nous donnons d'abord une définition qui est
aussi une hypothése suffisante pour démontrer la convergence de la méthode

originale et donc celle de la méthode accélérée.
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DEFINTTION 3

Nous dirons que les matrices Hh sont liées au gradient, s'il

existe une norme ® sur RP  telle que :
(1.32) HHT Gs|l >o@) ¥n
n n — n >

Si, en plus il existe une constante M > O telle que

(1.33)  p(H. G H) <M , ¥n

alors nous dirons que les matrices Hn sont bornées.

1

THEOREME 2

Supposqné que les matrices Zn = H(n,rn) définissant les mé-
thodes (1.10) et (1.23) soient liées au gradient et bornées et que les
matrices HglG Hn soientinversibles, alors ces méthodes convergent vers

pour toute-approximation initiale X € RP . Leurs taux respectifs de

convergence sont 1iés par la relation

ol ¥ est la norme “'“G , ® la norme de R° de (1.32), M 1la borne
supérieure (1.33) de o(H. G H) et

-1
(1.35) (A'l) = max YA %) 0
Sy

x€RP o (x)

DEMONSTRATION
Au théoréme 1 nous avons démontré que Tﬁ ST ¥ n . I1 nous

reste seulement i démontrer que T, ST Or, d'aprés la définition 3 on a :
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I, & s jI2 2(r,)

(1.36)

>
Is Iz oG 65 ) ~ myza™ r)

et en utilisant (1.29) et (1.35) :

1
M'§SW(A'1)

Ce théoréme montre, en particulier, la convergence des méthodes obtenues

(1.37) 1 <1 5_///1 -

par une décomposition d'une norme.

COROLLATRE 2.1. (voir [6])

Si les matrices Zn = H(n,rn) sont bornées et telles que :

R T B
(1.38) z Gs, = w(rn)

ol ¥ est une norme de taille g sur RP , alors les méthodes (1.10)

et (1.23) convergent vers w , pour tout X, € rP

DEMONSTRATION
Elle dérive tout de suite du théoréme 2, parce que :

(1.39)  llz, 6 sl =w(x)

oi ®(x) = |¥x)]| est une norme sur RP .

COROLLAIRE 2.2. (voir [5])

Siles Z, = H(n,rn) sont bornées et définies par une sur-

décomposition d'une norme, c'est-a-dire, si

T T -1_T T _ w2
(1.40) S, G Zn(Zrl G Zn) Zy G S, trace (Zn G Zn) =y (rn)
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ol ¥ est une norme quelconque de rP , alors les méthodes (1.10) et

(1.23) convergent vers w , pour toute approximation initiale %, € RP .

DEMONSTRATION

C'est encore une conséguence du théoréme 2, parce que :

T 2 T
iz, ¢ s ll?a oz Gz)

[ Wz(rn) <

s T
(1.41) Py 6 2)
T 1 _

iz, & sl Z';%g ¥(r ) = o)

Au lieu d'utiliser des directions liées au gradient, on peut &tre amené
a utiliser un ensemble de k matrices Yi(p,q) » i=1,...,k , dont
1'union de ses colonnes engendre RP . La méthode (1.10) consiste, dans
ce cas, a faire des projections, de facon cyclique, sur les variétés

linéaires :
(1.42) 1, Yz G (x-w) =0€e R , i=1,....k

En général, on ne peut pas déterminer un taux de convergence pou- cette
sorte de directions,comme on 1l'a fait pour celles liées au gradient, mais
il est toujours possible de démontrer sa convergence. Nous suivrons pour
celi une démarche similaire 3 celle utilisée en [2] pour démontrer la
convergence de la méthode de Kacgmarz ; on ‘utilise le fait que le seul
point commun i toutes les Li est w et on met en évidence que {xn}

est 1'union de k sous-suites convergehtes vers une méme limite, commune

a toutes les Li .
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THECREME 3

Soient Y. , i=1,2,...,k un ensemble de matrices (p,q) dont

1! union des colonnes engendre RP . Si les matrices Zn = H(n,rn) sont

telles que :

n+l-= i (modulo p)

(1.43)
H(n,rn) = Yi

alors les méfhodes (1.10) et (1.23) convergent vers w , pour toute

approximation initiale X, € RP .

DEMONSTRATION
Pour la méthode (1.10), on a paq définition

(1.44) X4 €Ly 3 ntl = 1 (modulo\p)

Nous montrerons d'abord que ceci est aussF‘vrai pour la méthode (1.23).
Ia suite de la démonstration est alors lai méme pour les deux méthodes.

On a :

T _.T T_T ;
Zn G Speq ~ H G S+l I|n Hn—l G Sn1
(1.45) i
T T T T ; T
z - - A
2-Gs . =H Gs =T G, Gs -[, H_ GHA

Les deux premiers termes de droite son nuls 3 cause de (1.4), le troi-
siéme 3 cause de (1.21). Donc : '

(1.46) YTi' G (x_,,~0) = O

+1

et (1.44) est satisfait par la méthode (1;23). Pour les deux méthodes,
&tant donné que “SQHG est non croissante il existe toujours, pour £

donné, un t , tel que : |
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k t <2 < k(t+1)
(1.47) -

| sk(t+1)“_G hS “SQ,“G < l skt“G

=3

Considérons donc la suite X s Xopes Xy e qui appartient a
Elle satisfait :

(i) 1les nombres “xkt~d|G ont une limite z > 0 si t » o .

(ii) =z est aussi la limite des nombres “xz—le si g » o

I1 existe donc une sous-suite Xyt (i +») convergente vers un point
i

ykl et telle que :
(72

(1.48) ”yk—le =2

Mais, alors, les points Xt 41 qui sont les projections des Xt et
i 4

qui appartiennent a L1 ont aussi une limite Yy et on aura :

ly -l g

Lin %, qellg = 2
(1.49 7 1

“ yi—&“ G “yk-qu =2

1A

1'égalité n'ayané lieu que si Yy est confondu avec Yy et en conséquence

Yy € Ly . On peut faire le méme raisornement sur les suites {th.+j} s
' i

j=2,...,k-1 . On prouvera successivement que leurs limites
y2,y3,...,yk_1 sont confondues avec Yq et Vi Mais &tant donné que
le seul point commn 5ﬁx L. i=1,...,k est  , cette limite ne peut

pas 8tre autre que w et de (1.47) on obtient :

(1.50)  1im ng—wll =0
fg5and

Ce pmragraphe nous a servi pour donner une approche générale sur la conver-
gence des mBthodes de projection et d montrer que la méthode accé&lérée con-

verge sous les mémes hypoth@ses que la méthode originale au moins avec le
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méme taux de convergence. Dans le prochaine paragraphe nous étudions

un cas particulier : la transformée des méthodes associées 3 la décompo-

sition de ®2 .

I.4. TRANSFORMEE DE LA METHODE ASSOCIEE A LA DECOMPOSITION DE(;o2

Voyons maintenant ce qu'on obtient quand on applique la transfor-
mation proposée 3 la méthode de la plus profonde descente ou i celle du

gradient. Dans ce cas :

q=1
(1.51)

H(n,rn) = CT r, » ¥n
‘avec G = A , C =1 pour la méthode de la plus profonde descente et
G=I , C=A pour le gradient. En changeant de notations (pour sim-
plifier) et en utilisant le fait que C G = A , on explicite la méthode
(1.23) par :

o) o
B
n -~ T 2
e™ uig
_ T
(1.52) Xn+1 = Xn + An C Un
WL
n 2
[E]
ntl - r=r1+1 * Yn n

On voit tout de suite que ce n'est autre que la méthode du gradient con-
juguée (voir [2]1). Puisque la méthode du gradient conjugué converge en un
nombre fini de pas 1l est certain qu'elle converge plus vite que celle de
la plus profonde descente ol du gradient . Nous avons donc une transfor-

mation telle que :
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(1) La méthode transformée converge dans tous les cas ol la méthode
originale converge et au moins i la méme vitesse.

(ii) Pour un sous-ensemble non vide d'algorithmes de la classe
qu'on vise 2 accélérer, la transformée converge plus vite que la méthode

originale.

Nous pouvons donc affirmer que la transformation proposée est une méthode
d'accélération de la convergence pour les algorithmes de la classe ig

I.5. MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE NON QUADRATIQUE

Soit g R® ~ R deux fois continuellement différentiable
dans RP . Nous cherchons un minimum global de g , c'est-d-dire une

solution w de

(1.53)  r(x) = grad (g(x)) =0 € R’

Pour résoudre ce probléme, on envisage une méthode itérative du type

I’)

j
.
= X+ A
n+1 - X Y HL A

(1.58) x

~ . . . q
A
ou Hn 6"|lp,q est une matrice de directions et n € R est un vecteur

i

contenant le déplacement dans chacune de ces directions (1 < q < n).
Ayant calculé X, et Hn , la valeur des éléments de /\n sont déterminés,

en résolvant le systéme d'égquations non linéaires a g inconnues
(1.55) H.r(x +HA) = 0 ¢ R4
: n’ n'n

dont nous supposons qu'il a une solution. Dans un voisinage de X, s

r(xn+HhA) est approché par :
A
(1.56) r(xn+HﬁA) E.r(xn) + A(Xh)Hn

ol A(Xn) est 1'hessienne de g au point X, - Une approximation de A,
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est alors donnée par

- - T \ "1 T
(1.57) Ay = (Hn A(xn;Hn) H r‘(xn)

Le cas ou Hn est formée de q vecteurs de base a été étudié dans un
cadre non linéaire (voir [7] par exemple). La matrice Hg A(Xn)Hh est
alors une sous-matrice de A(Xn) et Hg r(xn) est un sous-vecteur de
r(xn) de dimension q . Mais on pourrait aussi envisager des Hn définis
différemment. Par exemple, comme on l'a proposé en [6] dans un cadre 1i-
néaire, on décompose r(xn) en R = (Ri,...,Rq)T ol Ri €R 1 s
A1+A2,+...+Aq =p , et on utilise la norme vectorielle suivante :

¥(R) = @ (), @ (Ry),- -, cpoo(Rq))T . Onapour H_:

(1.58) Hn = (ei sE5 sveesEs )
1 2 q
on i. , Jj=1,...,q désigne le numéro (compris entre

A1+k2+...+kj_1+1 et A1+A2+...+Aj de la plus forte composante rij

de Ri .o S signe (rij) e

J J

Cette méthode 4 1l'avantage que les matrices Hn sont liées au gradient

et n€anmoins, le calcul de Hh A(xn)Hn demande 3 peu prés le méme travail
que pour les méthodes utilisant des Hn formées par des vecteurs de base.
I1 est a remarquer gque l1'utilisation de Hh =I,¥n (g=p) conduit &

la méthode de Newton :
_ _ -1
(1.59)  Xp4q = %, ~ [AGx )] 7 r(x)

I1 peut arriver que le calcul de A(xn) ne soit pas onéreux par rapport

& son inversion et qu'on ait plutdt intérét 3 utiliser 1 < g <n afinde
réduire la taille du systéme a résoudre. A ce moment-13, il est important
de bien choisir la matrice Hh , pour profiter au maximum du calcul de
A(xn) . C'est dans ce but que nous généralisons la méthode précédemment
étudié pour les systémes linéaires : Ayant calculé X, et une certaine
matrice Zn = H(n,rn) , nous proposons de déterminer Hn telle que :




Explicitons, comme illustration le cas .q =1 , Zn = r(xn) .

I1 existe, en général, c > O tel que :
2
e )

(1.61) glx )-g( ) = ¢ ——
n E\ X1 n Hg A(Xn)Hh

t ey
H est alors déterminé de fagon a minimiser Hg A(Xn)Hn dans 1'ensemble

- p R .
Vh ={HeR",H-= r(xn) +yH_45 Y€R} ona alors :

H

n r(xn) * Yn Hn—i

(1.62) T
_ r(xn) A(xn) H_4
n " H . A(x ) H
n-1 n’ "n-1

On peut encore approcher Yn s €n approchant A(Xr) Hn—l :

o r(x) - rlx )
n -1
A(Xn) Hn—l r- /\n ~

(1.63)
_ lrx P =~ ((x)r(x,_))

-Yl
n EOE

ol Hg—i r(xn) et Hﬁ_g r(xn_i) s'anmulent d'aprés (1.55). Dans le cas
(1.62) on retrouve la méthode du gradient conjugué de Daniel (voir [81),
alors que (1.63) conduit, si on néglige le terme (r(xn),r(xn_i)) 3 la
méthode de Fletcher-Rives (voir [8]).

Des expériences rumériques et des études théoriques manquent pour cette
sorte de méthodes, sauf pour des Hn trés particuliers ou q=1 . Le cas

g > 1 , avec des Hn liées au gradient devrait conduire 3 des résultats
intéressants. Dans le prochain chapitre nous &tudions quelques applications
pour les systémes linéaires. La troisidme partie sera consacrée i une
famille de systeémes non linéaires et & une méthode pour sa résolution qui

entre dans le contexte présenté ici, avec q > 1 .




CHAPITRE II

APPLICATIONS DE LA METHODE

I1 est certain que lorsque ll!encombrement mémoire et la propa-
gation des erreurs d'arrondi le permettent, on a tout intérét 3 utiliser
des méthodes directes. Celles-ci sont, en général, plus &conomiques én
temps de calcul que les méthodes itératives. Mais s'il faut appliquer une
méthode itérative alors on doit prendre en considération les critéres

suivants :

(i) Choisir q de facon & exploiter au maximum la mémoire dispo-
nible et les caractéristiques du systéme 3 résoudre.

(ii)  Utiliser des directions Hn qui n'augmentent pas beaucoup le
colit de chaque itération mais qui, néanmoins, assurent une

diminution considérable de la fonctionnelle 3 minimiser.

(iii) Profiter des avantages des méthodes directes pour inverser les

. T
t HL G ‘m
matrices L Hh € e

Dans ce chapitre, nous explicitons quelques méthodes qui wisent

surtout la deuxiéme remarque ci-dessus.
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II+1. SYSTRMES SYMETRIQUES DEFINIS POSITIES.

II.1.1. Variante a q-pas de la plus profonde descente

Au premier chapitre nous avons présenté la variante i g-pas
de la méthode de la plus profonde descehte, comme un exemple d'utilisa-
tion de q > 1 . Puisque pour q = 1 on retrouve la méthode du gradient
conjugué, on peut penser que l'application de la mBthode d'‘'accélération
dans le cas q > 1 n'est pas dépourvue d'intérét car on sait (voir [41)
que la méthode originale converge plus vite que la méthode de 3a plus
profonde descente. En féit, elle correspond a effectuer g pas de la

métohde du gradient conjugué i chaque itération.
La convergence de la version accélérée découle du fait que les

matrices Z  sont liées au gradient. En effet, soit :

1

(2.1)  Z_ = 2 (rn,Arn,...,Aq— r )
YR
|
ou 1 est un facteur de normalisation. Alors :
Ir]
T _ 1 2 2 2 T
Zn rn - “‘r_r]'r (”r'n“ ’“rl’l“ e -:“rnl_lAq_i)
r:gr Ar rIa2r L rl a9 7]
, n n n n n n
(2.2 rg A? r, rﬁ A® Ly e rg patl r,
ZT A7 = 1 .
n n “rnuz .
r Aq r rT Aq+1 ..... rT qu_1
n n n n Tl

A &tant symétrique, et définie positive, il existe o,8 > O tels ue

pour tout n et pour i#0,1,2,...,2q9 on ait :
il

(23)  dir)l? <ot Atz <dlr?
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On a alors :
T
22 x fl > /3 ol |

pt 32971 4
T n n
@8 { oz Az)< max A0

1<i<eg-1 vl
T
o(Z,AZ) <8

Les Zn sont donc liées au gradient, d'ou la convergence de la méthode
accélérée. Il est i remarquer que les matrices ZE A Zn sont des matrices
de Hankel ce qui non seulement facilite le calcul de ses &léments

(2q-1 produits scalaires) mais aussi leur inversion : le nombre d'opé-
rations arithmétiques est un 0(g?) (voir [9]).

Ces méthodes sont surtout intéressantes dans leur généralisation pour

la minimisation d'une fonctionnelle non quadratique, parce que, bien qu'on
calcule 3 chaque itération la premiére et la deuxiéme dérivées, on mini-

mise suivant plusieurs directions privilégiées.
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I1.1.2. Un algorithme nécessitant peu de multiplications par itération

Nous explicitons la méthode accélérée associée & une décomposi-
tion de ¢, , dans le cas A symétrique et définie positive. Cet exemple
3 1'intérét de montrer comment la méthode proposée ici transforme un algo-
rithme qui n'est jamais utilisé parce que trd@s lent, en un autre qui peut
méme concurrencer ceux utilis@s couramment. Nous nous limitons au cas

g =1 . Les régles de l'algorithme accéléré sont :

X, donné U4 = 0 a = 0
T
z_ AU
o = - 07l avece p,(r ) = 2 .p
el UT AU n nn
n-1 n-1
Url =2z, + o Un—l
(2.5)
A Un = A z, t oy A Un—1
®,(r,)
X = x_+ Ay U avee )\, T T T
n+l n n UT AU
n n
LNV + An A Un

Colit de chaque itération = (3p+3) multiplications + (p'+7p) additions +
3p tests + 3 divisions. ©p' est le nombre d'éléments non nuls de A .
L'économie de caleul vient du fait que les composantes de z sont ¥ 1,

ce qui simplifie le calcul de A z

Afin de mesurer la vitesse de convergence de cette méthode par rapport a
une méthode bien cormue, sur un probléme modéle, nous l'avons comparé avee
la méthode de Gauss-Seidel, A #&tant la matrice du potentiel (100,100).
Ia valeur de w (solution) a été domnée par avance : w; = 1,
i=1,...,100 . Le tableau 2.1 correspond a (xo) ;¢ o, i=1,...,100 .
Pour le tableau 2.2. on a utilisé une approximation initiale plus proche
de la solution : (Xo)i = 0,9999 , i=1,...,100 . La comparaison est faite

sur les valeurs de ml(xn—w) .
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Tableau 2.1.
Méthode Méthode (2.5)
n Gauss-Seidel (% _~w)
P a{x,~w) n
0 .1 D 03 A D 03
1 84055 D 02 .10666 D O3
Yy .59196 D 02 .85478 D 02
20 L1509 D 02 .15478 D 02
4o .29783 D 01 .19207 D O1
80 43123 D-01 .28408 D=1
a4 .10992 D-01 62654 D-Ce2
100 67730  D-02 .26547 D=2
Tableau 2.2.
Méthode Méthode (2.5)
n Gauss-Seidel P1(x_~w)
P, (Xn—w) n
0 .1 D-01 A D-01
1 .84069  D-02 .10668 D-01
b .59206 D-02 .85492 D-02
20 .15411  D-02 .15478  D-02
40 .29788 D-C3 .19200 D-G3
79 .11850  D-Ob .20325  D-05
90 47714 D-05 .81911 D-06
100 .20868 D-05 .26024 D-06
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Cofit d'une itération Gauss-Seidel = p' multiplications + (p'+p) additions
+ p division.

Nous n'avons pas comparé par rapport d la méthode originale qui converge
beaucoup plus lentement que celle de Gauss-Seidel. Il est & noter,
d'ailleurs, l'augmentation de @ (xn—ug lors de la premiére itération,
qui coincide avec une itération de la méthode originale. D'autres remar-

ques sont :

(i) Dans le tableau 2.1. la méthode de Gauss-Seidel utilise 99 ité-
rations pour passer de 0.84055 D 02 a 0.6773%0 D-02 tandis
que la méthode (2.5) utilise 90 itérations seulement pour pas-

ser de 0.85478 D 02 & 0.62654 D-02.

(i1) Dans le tableau 2.2. on retrouve le méme phénoméne mais encore
plus accentué. La méthode de Gauss-Seidel utilise 99 ditérations

pour gagner autant que ce qu'on gagne avec 75 ité€rations du

type (2.5).

(iii) La méthode (2.5) est particuliérement intéressante quand p'
est assez grand parce que le nombre de multiplications 3

effectuer ne dépend pas de p' mais de p .

11.2. SYSTEMES QUELCONQUES

11.2.1. Différences par rapport au cas A symetrique définie positive

-~

Si on est conduit 3 utiliser une méthode itérative pour résoudre
(1.1) avec A n'ayant pas des bormnes conditions (symétrique définie
positive ou diagonale dominante, par exerple) alors on est restreint aux
méthodes de projection avec G = ATA (ce qul revient d résoudre le
systéme aux moirndres carrés) ou avec G = I . Mais dans les deux cas ces
méthodes convergent trés lentement et, en plus, chaque itération cdute
4 peu prés le double par rapport au cas G = A . Par exemple, des efforts
considérables ont été réalisés pour rendre possible l'application de la
méthode du gradient conjugué aux systémes symétriques mais non définis

positifs (ou non définis régatifs) (voir [11]).




_100..

Ceci 8tant, nous attachons une grande importance au fait de pouvoir
accélérer les méthodes de résolution des systémes quelconques. Des
méthodes utilisant q > 1 peuvent aussi &tre envisagées, en particulier
par analogie avec IT.1.1. et aux méthodes bas€es sur une décomposition

d'une norme, le cas :
T T T
(2.6) z_ = (AT ,(A Yor s (B )qrn)

est 3 considérer. On minimise sur une variété de dimension g (en

général) et la méthode converge parce que ATrn est 1liée au gradient.
Mais, en général, les quantités rE At S, s i=2,...,q n'ont de rapport

avec aucune norme de rn . On peut alors utiliser les normes de Holder :

(2.7) Z, =~(zn1,zn2,...,znq)

ol les vecteurs an , j=1,...,q , décomposent la norme mj(rn)

e (3 (1)1
SR O signe ((r) ")) (r~")
: N

Jj-1
wj(rn)

~

eme

~

ou ré1> et zéﬁ) représentent respectivement la 1 composante des

vecteurs r. et 5 Jd=1,....p .

Zn,j
Ce qui est intéressant dans les méthodes utilisant g > 1 pour des matrices
quelconques est que l'augmentation du coit d'une itération par rapport au
cas symétrique défini positif, diminue lorsque ¢ augmente et peut méme
devenir &gal. Pour A quelconque, le meilleur moyen de calculer le résidu

est d'utiliser
(2.9) r, = Ax, - b
Si A est symétrique et définie positive, au cours de 1'itération précédente

on a calculé A H,4 €t on peut alors utiliser :

2 =
(2.10) roc T + (A Hn) An

ce qui entraine gp multiplications et qp additions. Fowr g =1 i1

~
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est évident que (2.10) est beaucoup moins chére que (2.9), mais peur g
assez grand et A creuse, le coiit de (2.10) peut égaler celui de (2.9)
et méme le dépasser. Le colit d'une itération est alors le méme pour les
deux cas. En plus, Rheid (voir [10]1) affirme que (2.9) est numériquement

plus intéressant que (2.10).

11.2.2. Un algorithme utilisant la dominance diagonale

Nous présentons maintenant un algorithme pour résoudre le systéme
aux moindres carrés (1.8), dans le cas oi A est strictement & dominance
diapgonale. I1 a la particularité d'utiliser cette propriété de A dans
un contexte de minimisation. C'est un algorithme similaire 3 1'algorithme
(2.5) ; chaque itération demande seulement le produit d'ure matrice par
un vecteur, et de plus ce vecteur a comme éléments 1 ol -1 . Pourtant, il
correspond aucas q =1, G = AT A , qui demande, en général deux pro-
duits d'une matrice par un vecteur & chaque itération. Voici les régles

qui le caractérisent :

x  domné U.,=0 o =0
/ o -1 o
(Az_,AU__.)
a4 = - f__IL__ILE_. s p(r ) = 2T . p (n>1)
n law__I|2 S -
n-1
U =z +o0 U
n n n n-1
(2.11) <
AU = Az + o AU
n n n  n-1
(r ,Az )
e = X + )\ U R A = - __.rl__r}.——-
1" 0" o e STIE
n
rn+1 = rn * >‘n AUn

Quoique les z soient obtenus par une décomposition de la norme ©@,
de r. la convergence de la méthode peut rne pas étre assurée pour A

quelconque, &tant donné que r. n'est pas le résidu du systéme i résou-

dre mais ATrn
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THEOREME 4

Si A a sa diagonale positive et est strictement & dominance
diagonale, alors, les 1z de (2.11) sont 1iés au gradient et la méthode

converge.

DEMONSTRATION
Par hypothdse, il existe T >0 tel que a.. > T+ I [aijl

pour 1i=1,...,p .

On a alors :

I(Azn)il >t , ¥n et i=1,...,p
(2.12)

2L Az = (Az )

n n n

c'est-3-dire, que toute composante (Azn)i de Azn 3 le méme signe que

(z_). et , en conséquence, le méme signe que (r ). . Donc
n’i 2 n'1

T -
|zn G Snl = (A zn,rn)
T p
(2.13) { |z G sl = =[] - (A 254
1=1
T
lz G s | > Py(r,)
En plus, les zz G Zy) = “A zAI sont bornés parce qu'il y a seulement

un nombre fini de z différents. La convergence de la méthode dérive

alors du théoréme 2.

I1.2.3. Résultats numériques

Plusieurs variantes peuvent &tre envisagfes en faisant varier ¢
et la facon de déterminer les Zn . C'est 3 1'utilisateur d'en choisir
une d'aprds les caractéristiques de son probleme. Notre but principal
étant d'accélérer les pgthodes existantes (les plus cornues), nous pré-
sentons seulement des résultats numériques qui montrent ce qu'on peut
gagner en accélérant ces méthodes et dans quelle mesure les méthodes obte-

nues fournissent des meilleurs résultats que d'autres plus utilisées.




- 103 -

Nous comparons les méthodes basées sur une décomposition d'une norme
(1 et @ ) dans lecas g =1 et G =1 . Des résultats similaires

sont § espérer pour d'autres valeurs de q et pour d'autres facons

de déterminer les directions. Voici les régles des méthodes 3 comparer :

METHODE I (p) (non accélérée)

X domné et 3 1titération n :

p(r )
. A o= - 1 =T.
(2.18) n “ATZ “2 ? @(rn) ZnTh
n
_ T
X1 " % An A 2y

Colit d'une itération = (p'+2p) multiplications + (2p'+3p) additions +

1 division.

METHODE IT (@) (accélérée)

X, dormé U_1 =0 . , o, = 0
Tz, AT U _)
a_ = - T (n > 1)
: A v,
(2.15) n-1
T _ AT T
AU =A"z + an_A Un-1
o(r )
x o =x +A AU N
n+i n n n n HATU |2
n

Cotit d'une itération = (p'+4p) multiplications + (2p'+5p) additions +

2 divisions.
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METHODE KACZMARZ

xO dormé et 3 1'itération n

Pour i =1 Jusgu'a p

faire
(2.16) N (Ay%—l—mi
' 1A e,lI?
Vi T Vit N Wt e
fin faire
ntl yp

Colit d'une itération = 2p' multiplications + 2p' additions + p divisions.

Dans tous les cas w est conmue @ W, = 1 , i=1,...,p et on initialise
avec X, = 0 . On compare les valeurs de wl(xn—w). Dans le talleau 2.3.
oni compare les méthodes basées sur une décomposition de ¥ et de P1 ,
entre elles et avec leur version accélérée correspondante. La matrice A

se caractérise par le fait d'étre tres mal conditionnée :

o
[HEN
AN
i g
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Tableau 2.3.

n MET. I () | MET. ITI () | MET. T (p1) | MET. II @1)

@©

2 .13333 D 01 | .64478 D 0O | .16402 D 00 | .85173 D-01
6 47797 D OO | .17278 D 00 | .94783 D-01 .63787 D-07
10 .19996 D 00 | .47765 D-02 | .50822 D-01 .23878 D-11
14 .19841 D 00 | .12525 D-02 .27458 D-01 .11657 D-14
20 .18025 D 00 | .18078 D-06 | .10371 D-01 | .O

Comme deuxiéme exemple, tableau 3.4., on compare la méthode basée sur
une décomposition de @1 , avec sa version accélérée et avec la méthode
de Kaczmarz. A étant la matrice (22,22) de la figure 2.1. obtenue
par la discrétisation d'un probléme de déplacement des marées par la
méthode des éléments finis (voir [12]). Cette matrice est aussi trés

mal conditionnée et n'est ni symétrique ni diagonale dominante.

Tableau 2.4.
n MET. I (p1) | MET. IT (1) | MET. KAC.
10 x 22 .11892 D 02 | .36444 D 0O | .14748 D 01
20 x 22 .99670 D 01 | .12200 D-01 | .16333 D 00
30 X 22 .69984 D 01 | .45326 D-03 | .18080 D-01
Lo x 22 53777 D Ot | .14914 D-O4 | .20007 D-02
50 X 22 42360 D 01 | .49%380 D-06 | .22134 D-03
60 * 22 34217 D 01 | .14420 D-0O7 | .24481 D-O4
70 X 22 .28079 D 01 | .45022 D-09 | .27065 D-05
80 x 22 | .22976 D 01 | .16737 D-10 | .29910 D-06
90 % 22 .18907 D 01 | .41780 D-12 | .33041 D-07




CONCLUSION

Les résultats numériques que nous: venons de présenter montrent
que la méthode d'accélération ici propuséc peut fournir des résultats
trés intéressants surtout quand on 1'appli jue aux méthodes utilisant des

directions liées au gradient.

Nous espérons d'autre part, avcir mis en évidence la richesse
des possibilités offertes par les méthode. de projection darus la réso-
lution des systémes d'équations linéaires. [La plupart des méthodes ici
étudiées se généralisent facilement powr 11 résolution des systémes non
linéaires et pour la minimisation de fonct iannelles non quadratiques.

On pourrait également essayer d'accélérer in convergence de ces méthodes
en utilisant les algorithmes &tudiés dans i premiére partie. Mais il
est difficile d'obtenir des résultats thé. . iques, parce que 1'erreur 3
1'itération n , ne se met pas, en génér:i sous la forme d'une some

p .
d'expcnentielles I a; Ai , comme c'est 1o can pour les itérations
i=1

lingaires, quand A satisfait certaines i. jotloses.
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TROISIEME  PARTIE

CONVERGENCE D'UNE METHODE DE RESOLUTION DES
EQUATIONS D'EQUILIBRE DANS LES
RESEAUX THERMIQUES.
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INTRODUCTION

L'objet principal de cette partie  est de démontrer la
convergence de la méthode de conservation de débit anticipée par appui
L sur courorme, proposée en 1 pour accélérer la convergence de la méthode
Gauss-Seidel dans la résolution d'un probléme non linéaire d'écoulement
dans un réseau.

Daris ce but, nous présentons au paragraphe 1.1 les principales
’approches qul ont &té données 3 ce probléme et les résultats correspondants
‘d'existence et unicité de la solution et de convergence des méthodes
Gauss-Seidel et Jacobi. Dans le paragraphe I.2 nous formulons la MCAC et on
met en évidence certaines de ses caractéristiques, en particulier, que la
convergence de cette méthode n'est pas monotone, comme c'est le cas pour
ce probléme avec la méthode de Jacobi ou Gauss-Seidel (pour certains points
de départ). Cette caractéristique pose des difficultés pour démontrer la
canvergence de la méthode parce qu'on ne peut pas utiliser la théorie de
convergence monotone qui 4 servi pour démontrer la convergence des méthodes
Qauss-Seidel et Jacobi (voir [2], [3], et [4]). On note aussi que, quand le
systéme d'équations i résoudre est défini par un opérateur gradient alors
la MCAC est une méthode de minimisation de la fonetiornelle dont cet opéra-
teur est la dérivée.

Cette remarque nous conduit i &tudier le probléme plutdt par des
principes variationnels.

_ Dans le paragraphe II.1, on détermine la fonctionnelle 3 minimiser
et on montre que toute méthode de minimisation utilisant des directions
esséntiellement périodiques est convérgente, la MCAC y comprise. Dans le
péragraphe T1.2 nous généralisons la MCAC en domnant d'autres facons de
choisir des directions afin de conserver une des caractéristiques impor-
‘tantes de la MCAC, quil est de minimiser (implicitement) dans des sous-espaces

de dimension plus grand que un.
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Comme résultat numérique nous présentons une courbe qui nous a
8té fournie par les responsables de 1'équipe METHODES de la Section de
Physique de Neutrons Rapides du C.E.N.-Cadarache ot 1'on montre, sur un
exemple pratique, 1'amélioration obtenue par l'application de cette
méthode, par rapport i la méthode de sur-relaxation.

En annexe, nous domnons un algorithme de marquage pour la mise
en niveaux d'un graphe connexe. La MCAC et sa généralisation font
1'hypothése que le graphe associé au réseau est partitionné en plusieurs
niveaux (ou couronnes) selon le plus petit nombre d'arcs existants entre

chaque noeud et les noeuds périphériques.
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CHAPITRE I

PRESENTATION DU PROBLEME

1.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES RESEAUX THERMIQUES

U réseau thermique connexe est défini par un ensemble
M= {1,2,...,n} de noeuds et un ensemble L = {(i,k)} © N x N d'arcs
liant ces noeuds . Toute paire de noeuds 1 , k peuvent étre reliés par
w: cyele d'arcs (im’im+1) € L avec io =i et iIVI = k . Pour chaque
;e (i,k) € L on suppose donnée une fonction conductance Cpik(u,v).
Far example, si u,v sont respectivement les températures aux noeuds i,k
alors «$ik(u,v) est le flux de chaleur entre les noeuds i et k . On sup-

pose, d'autre part, que les fonctions Py sont continues et satisfont :
(1) :p;k(s,t) =0 si (i,k) €L

(ii) wik(s,t) strictement croissante en s et strictement décrois-

sante en t pour tout (i,k) € L

(iii) m*k(s’t) +cpki(t,s) croissante en s et en t.

(iv) $ik

pcur tout (i,k) € L .

et Py sont non borndes quand s cu t tendent vers 1'infini,

Four toute fonction réelle u définie sur N : u = (ul,...,un) .on définit

le flux au noeud i par
(1.1) . = L e, (u,u)
KkeN ik 1 uk

Ces précisions &tant apportées , on peut considérer deux approcies diffe-

rentes du probldme. Nous allons maintenant en dorner un résumé.
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I.1.1. Premiére approche (Birkhoff and Kellogg [71)

On considére deux types de noeuds : noeuds intérieurs =t nceuds
frontidres. On cherche la solution du systé@me d'égquations (en gfréral non
linéaires).

fi(u) = q; i un noeud intérieur

(1.2)
u, = Fi(fi(u)) i un noeud frontiére

ou les a; sont des constantes réelles données et les foncticns 17, sont
un ensemble de fonctions continues et décroissantes.
Pour 1l'ordre composante 4 composante dans rR? , on appelle sur-s.1.tlon de

(1.2) le vecteur v si

f.(v) > as i un noeud intérieur

(1.3)

v. > F.(f.(v)) 1 noeud frontiére
1 — 1 1 .

Si les inégalités sont inversées alors on dit que v est une scus-solution.

Birkhoff and Kellogg (voir [7])ont obtenu les résultats suivants

(1) Si N & au moins un nceud frontiére alors (1.2) & une soluticn

unique

(ii) Si U est la solution de (1.2) et v et w sont respectivement
un2 sur et une sous-solution alors @y < u <V

(k)

par la méthode de Jacobl alors

(iii) Si 1'on génére la suite u
()
u

(0) (1) :
u”/ > u'"’ > ... >u converge vers u si est une

i ~ (o) (1) -~ -
sur-solution. De meme, u <u < ee. < U UONVErgE VETS U
. 0 . :
s1 u( ) est une sous-solution.
Porsching (voir [U4]) a ajouté les résultats suivant:
(i)  Des méthodes pratiques pour calculer des sur <t des sous-solutions
(en un nombre fini de pas)
(ii) Tl obtient pour la méthode de Gauss-Seidel le méme résultat (iii)
que Birkneff and Kellogg pour celle de Jacclhl
(iii) Pour le méme point de départ (une-sous ou sur-scluticn) la méthode

de Gauss-Seidel converge au moins aussi vite que celles de Jacobi.
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(o)

(iv) Pour tout X(O) dénhé il existe une sur-solution w et une

sous-solution y(o) ‘teélles que, en appliquant Gauss-Seidel ou

Jacobi respectivement aux points de départ y(o), x(o) et w(O)
on ait : '
k
(1=u’) ‘\)7<') < X(k) i w<k) s kzl,...

(k)}

La convergence de {X(k)} découle alors de celle de {y

et {w(k)} vers u (convergence globale).

I.1.2. Deuxiéme approche (Birkhoff and Dias [5])

Dans plusieurs cas, comme dans les réseaux &lectrigques (courant

continu) et hydrauliques les ¢ik satisfont
(1.5) Cpik(u,V) = —Coki(u,v) = cik(u—v)

Pour ce type de problémes, Birkhoff et Diaz (voir [5] et (61) ont domné
une approche particuliére qui n'entre pas tout 3 fait dans le cadre défini
par (1.2). Ils posent le probléme en utilisant un ensermble L' d'arcs
orientds : L' = {1,...,8} obtenus au moyen d'une certaine fonction

surjective & : L~ L', telle que :

a((i,k)) = al(k,i))
(1.6)

a((i,k)) # a((J,t))

si (i,k) # (j,t) ou (k,1) # (j,t). On compldte la définition du graphe
avec une matrice d'incidence E = (ekj) ayant n lignes et & colonnes

et telle que :

41 si le noeud k est le noeud initial de l'arc J

(1.7) e . = -1 si le noeud k est le noeud final de 1l'arc J

Ly

0 si 1'arc j n'est pas incident au noeud k

Le graphe étant cornexe, chaque ligne de E a au moins un élément non nul
et chaque colorne a exactement deux 8léments non nuls. On écrit, en plus
j = (i,k) o 1 est le noeud initial de 1'arc j et k 1le roeud final.
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On appelle Auj la "chute de potentiel" dans l'arc j pour un état
u = (ul,...,un) donné :

(1.8) Auj su ot u

En tenant compte de (1.5), les fonctions P sont remplacées par des
fonctions a4 une seule variable cj(Auj). Alors les fonctions fi définies

par (1.1) deviennent

2
(1.9) £, () = j§1 ©i3 cj(Auj)
On considd@re une nouvelle partition de N en trois types de noeuds. Pour
cela on se domne les sous—-ensembles 3N et BXN , appelés respectivement
frontidére et ensemble résiduel et tels que aXN<28N<: N . On veut résoudre

le systéme d'égquations non linéaires suivant :

0 si i e N-3N

(1) £, )

(1.10)¢ (31)  f£i() = G;(uy) si i€ 3N

(iii) u;  connu si 1€ aN—aXN

Par analogie avec la théorie du potentiel, on appelle les conditions (iii)
conditions de Dirichlet, celles de (ii) avec Gi = constante : conditions

de Neumann et onparle des problémes mixtes quand il existe d'autres fonc-
tions Gi .

Puisque,par hypothése, les Gi sont continues si,en plus,elles sont stricte-
ment décroissantes et surjectives alors il existe Fi = Ggl et (ii) peut
se mettre sous la forme u; = F(fi(u)). C'est aussi le cas pour les u,
connus avec Fi = constante. Donc, lorsque certaines fonctions Gi sont
constantes (fi(u) = qi) et les autres strictement décroissantes et sur-
jectives alors (1.10) est un cas particulier de (1.2). Lorsqu'il existe

des Gi n'ayant pas ces caractéristiques;—on a le résultat sulvant :

THEOREME 1 (voir [61)

Si les fonctions Cj et Gi sont continues, avec les Cj stricte-
ment croissantes et les Gi strictement décroissantes et si les fonctions
e et Gi prernent les deux signes alors le probléme (1.10) 3 une solution

unique.
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Dans ce qui suit, nous utiliserons cette approche qui est la

plus adaptée pour un traitement variationnel du probléme.

I.2. METHODE DE CONSERVATION DE DEBIT ANTICIPEE (MCAC)

En [11, il a été proposé une méthode, dite d'accélération de
la convergence de la procédure Gauss-Seidel non lindaire pour résoudre (1.10).

Elle peut aussi étre formulée de la facon suivante :

Nous appelors noeuds de niveau o les noeuds de 1'ensemble
NO = aN-o*N (ui cormus) . L'ensemble O1 = N~~NO est appelé cercle 1. Il
contient tous les noeuds ol les u; ne sont pas connus. On définit aussi

les niveaux 1,2,...,k et les cercles 2,...,k par le récurrence
N_ = 3N - o°N 0O =N

. =0. ., - N.
J J-1 J-1

N
IEN
[N
[N

A
O

]

N :{ieoj }HteNj_l avec (i,t) € L}

pour j=1,...,k ; k étant le premier entier tel que Ok = Nk .
Supposons NO non vide et k plus grand que un. Soit
(1.12) m=n - card (NO)

On a 3 résoudre un systéme d'équations non linfaires & m inconnues (les

u, non donnds) et m &guations que nous écrivons sous la forme fu) =0,

avec
o) = £ si i€ N-oN
(1.13) 3 7 * .
fi(u) = fi(u) - Gi(ui) si i€ 3
Considérons, en plus les vecteurs Z(J) , J7l,..,k

(1.14) ZiJ) - s 1 si ié€ Oj

2 O si 1i¢ Oj
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DEFINITION 1

~

Lia MCAC pour résoudre (1.10) consiste 3 réaliser 3 chague
itération

(i) Une itération de la méthode Gauss-Seidel non linéaire, pour

Lo (2-1)_

obtenir u 3 partir de u

(ii) Pour j=1,...,k calculer Aj tel que :

u(lj): u(Q«j_l) + )\. Z(J')
J
. ()
P f.(u J ) =0
:LeOj
(2,)
(131) u® =y K

Quard les fonections Gi sont des constantes alors une des caractéris-

tiques de cette méthode est que :

(1.15) 7 fi(u(g)) = 3 %i(u<2>) = .. =7 §i<u(2)) = 0

Ok Ok-l Ol

celd est dll aux relations (1.5) qui entralnent que si 1l'on modifie des
composantes appartenant & un cercle donné Oj , les sommes sur

0. 0. con
J-1°73-2’
Considérons donc la matrice Z {m,k) , ayant comme colornes les vecteurs

,O1 ne sont pas modifiées.

z<J) , J1,...,k . La partie (ii) de la définition 1 consiste alors i

(2)

calculer le vecteur A € Rk , tel que :

(1) (@)

U U + 7 A(R)

(1.6 ~

. )
RO K

) =0€eR

et on voit que dans le cas ol £ est un opérateur gradient (1.16) revient
3 déterminer A %) par le principe de Curry (voir [8]) de fagon i minimi-
ser la fonctiornelle dont f est la dérivée, dans le sous-espace engendré

par Z . C'est donc un cas particulier des méthodes étudiées dans la

deuxiéme partie .
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Nous pensons que c'est cette propriété qui rend la méthode trés perfor-

mante (voir figure 3.1).
Une autre caractéristique de cette méthode, valable sous 1'hypothése que

-~

f est un opérateur gradient, est qu'elle consiste & utiliser une suite

de directions essentiellement périodiques pour minimiser la fonctiomnelle

dont £ est la dérivée. e; Etant le i°™° vecteur de base, cette suite

est formée par les vecteurs el,ez,...,em,z(l),z(Z),...,z(k)

facon cyclique. Elle satisfait la définition suivante

pris de

DEFINTTION 2 (voir [81)

Une suite {p(2>}<: R" qui contient seulement un nombre fini

de vecteurs distincts est essentiellement périodique s'il existe un entier

t >n et un indice Qo tel que pour tout & > QO les t vecteurs

p(2+1),...,p(2+t> engendrent rRY .

Cormme nous 1'avons vu d'une facon sommaire au paragraphe précédent, la
convergence des méthodes Jacobl et Gauss-Seidel pour ce type de problémes
a té démontrée en utilisant le fait que ces méthodes convergent de fagon
monotone quand 1'approximation initiale est une sous ou une sur-solution.
Cette propriété est aussi utilisée pour démontrer la convergerice globale

(pour tout approximation initiale). Par contre, pour la MCAC,on n'a pas

(o)

cette propriété. Supposons, par exemple, que u soit une sous-solution

c'est-3-dire que fi(u(o)) < 0 pour tout i=1,...,m . D'aprés (1.15),

u(l) satisfait

m
(1.17) X

s (D)
L fi(u )y =0

(1) (1)

est la solution de (1.10), soit u n'est

-

et par conséquent, soit u
pas une sous—solution puisqu'il est nécessaire que certains. fi soient

strictement positifs.
Ceci &tant dorné, dans le prochain chapitre nous montrerons que f est un

opérateur gradient et que la fonctionnelle dont f est la dérivée satisfait
les conditions nécessaires pour que les méthodes utilisant des directions
essentiellement périodiques convergent globalement vers la solution de

(1.10).
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La figure 3.1 montre les résultats obtenus avec la MCAC et avec la méthode
de sur-relaxation avec w = 1.5 , sur un exemple pratique ayant 205 incon-
nues et 17 niveaux (ou couronnes). Les fonctions Gi sont des constantes

et les Cj sont définies par :
: 2 1/2 '
. (lu.) = Ay, Ltk.. /| Au. - k-
(1.18) cJ( uJ) signe ( ug)[(kgi 32 | uJ]) le]

ou les kjl et kj2 sont des constantes positives.
Un autre probléme i 2501 inconnues et 25 courornes a &té résolu au
C.E.N.-Cadarache, avec une précision de trois milibars :

(2) _

(1.19)  mex |u; u§1_1)| < % mbars.

1

Le temps de résclution a &té de deux minutes et douze secondes

d'IRM 360/91.
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CHAPITRE II

ETUDE VARIATIONNELLE ET CONVERGENCE DES
METHODES DE MINIMISATION

II.1. CARACTERISATION ET PROPRIETES DE LA FONCTIONNELLE A MINIMISER

Dans ce paragraphe nous explicitons g telle que £ = grad (g)
et, dans le but de démontrer que toute méthode de minimisation de g wuti-
lisant des directions essentiellement périodigues est convergente, nous

montrerons que g est continuement G-différentiable, strictement convexe

et telle que lim g(x) = » .

=00

Soit g(u) 1la fonctionnelle suivante :
fAuj fui
(2.1) g(u) = £ c:(s)ds - G.(s)ds
' 0 J 3§N 0O "1
D'aprés (1.9), (1.10), (1.13) et par définition de g on a :
(2.2) fu) = grad (g)
Pour que g soit continuement G-différentiable, 1'existence des dérivées

2 gu) n'est pas suffisante, nous supposerons alors que les fonctions Cj

3 U.
1

et Gi sont continues, ce qui entraine la continuité de f . g est alors

F-différentiable (voir [9] , théoréme 3.7.1) et en conséquence G-différen
tiable (voir [81).

Cette fonctionnelle a été définie et utilisée en [6] pour démontrer le
théoréme 1. Ces auteurs ont aussi donné un théoréme similaire au suivant
mais qui impose, en plus, aux fonctions Gi d'étre strictement décrois-

santes.
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THEOREME 2

Si les fonctions Cj sont continues et strictement croissantes
et les fonctions Gi sont décroissantes alors g(u) est strictement

convexe.

DEMONSTRATION
g étant une fonctionnelle continue, il suffit de démontrer que

(2.3)  glx+y) + glx-y) - 2g(x) >0  ¥x,ye R* - {0} , x#y

Nous complétons les vecteurs x et y par :

(2.1) Yme1 ym+2 T e T In ~ O
Xe1 = Upet 2 cer 2 Xy = u (ui connus) .

On insi A(x+y). = AX. + Ay. t Ax-y). = Ax. - Ay.
a ainsi A(x y)J : v; e (x y)J ; Vs

Le graphe étant connexe et supposant, en plus, que 1l'ensemble BN-BXN
est non vide (existence de certains ug conmus), cela entraine qu'il
existe au moins un ij 0, parce que y # 0 et qu'il existe des

différences du type ij =y; ~0.

Ceci &tant donné,»on a par définition :
AX.+Ay -

5 3 AX.=AY
IO cj(s)ds + IO

. . AX.
J Jc. ds - 2 Jc.s ds =
J(s) fo J( )

AX ., AX.+AY .

AX
_ J J J
= IO cj(s)ds + ij cj(s)ds + fO

j AxyAY5
cs)ds + cds)ds -
(s) ij {s)

AX. Ay . Ay -
- 2[4 J c;(s)ds = /q J cj(ij+t)dt - I J c;(bx;-t)dt =

Ay.
yJ

= IO

. ] - c.(Ax.-
[CJ(AXj+t) cJ( xJ t)ldt > O

avec les inégalité stricte au moins pour un j parce que les cj sont
strictement croissantes et qu'il existe au moins un ij # 0 . 0n aalors

X.

A(x+y) A(x=y) 3 A
d J cj(s)ds -2 L§ fo J cj(s)ds >0

€2.5) E' fo cj(s)ds +zL'J' o
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Pour démontrer la convexité stricte de g il nous reste seulement a

démontrer que :

Xi+yi . Xi—yi . xi .
2.6 § [or T e;(s)ds E [of 7 G(s)as - 2 S [o Gi(s)ds < 0

Pour celd con utilise la décrolssance des Gi :

%143 *17Y4 Ixi G.(s)ds =
fo G, (s)ds + fo G;(s)as - 2 [~ G (s)ds =

X345 X7y
= fxi Gi(s)ds + fxi Gi(s)ds =

i Vi
[o" Gy(x+t)at = [5G, (x;-t)dt =

VY <
[o7 1G5 (x;+t) - G, (x-t) at1 < O

Pour assurer la convergence des méthodes utilisant une suite de directions

essentiellement périodiques il faut encore démontrer que 1$ﬁ g(u) =
' >0

Cette condition est aussi suffisante pour assurer 1'existence d'un minimum
unique (voir [8] théoréme 4.3.4). Mais g &tant continue G-différentiable
et strictement convexe, on peut montrer que c'est aussi une condition néces-
saire en utilisant des résultats classiques (théorémes U4.3.1 et 4.3.2 de [8]
et 8.7 de [10]1). Donc, dans le cas ol l'on comnait l'existence d'une solu-
tion unique de (1.10) alors la convexité de g assure l'existence d'un
seul minimum global et le probléme est résolu.

L'existence et l'unicité de la solution de (1.10) a été démontrée sous les

hypothéses :

(i) Les fonctions c. continues, strictement croissantes et surjecti-
ves, et les fonctions Gi continues avec certaines Gi stricte-
ment décroissantes et surjectives et les autres constantes, par

Birkhoff and Kellogg (résultats exposés au paragraphe I,1.1.).

(ii) Les fonctions c. et Gi satisfaisant les hypothéses du
théoréme 1 (Birkhoff [61).
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Le théoréme suivant 3 1'intérét d'apporter une démonstration
différente et unifiée sous la seule hypothdse de décroissance des Gi .

THEOREME 3

Si les fonctions c¢. sont continues, strictement croissantes
et surjectives et les fonctions Gi sont continues et décroissantes

alors 1lim g(x) = =
ﬁl*m_ g

DEMONSTRATTION

D'aprés le théoréme 4.3.2 de [8], pour que 1lim g(x) = «» il
>0

faut et 11 suffit que tous les ensembles de niveau de g solent bornés.

Soit R quelconque et considérons 1l'ensemble de niveau L. et son cdne

B

- . +
de récession O LB

Lg = {xe€ R | g(x) < B}

(2.7) O+L={y€Rm|x+xyeLBszo,xeLB}

B
O+LB={y€Rm|g(x+>\y)§B Y)\Zo,xeLB}
Supposons LB non vide. g é&tant continue et convexe, LB est convexe
et fermé. Pour démontrer que L8 est aussi borné nous utiliserons le

théordme 8.4 de [10] : "Un ensemble fermé non vide et convexe L S RV
. . . - . . + .
est borné si et seulement si son cone de récession O L contient seule-

ment le vecteur nul".

Supposons qu'il existe y # O tel que y € ot L8 et x¢€ L8 . Alors :

(2.8) g(x+1y) < B ’ ¥A>0.

Comme pour la démonstration du théoréme 2, nous complétons le vecteur x
par les u;  connus et le vecteur y par des zéros, de fagon i avoir
A(X+Ay)j = ij + Aij s ¥j€eL etaumoins un ij # O . Les fonctions
Gi étant décroissantes, pour Y3 # 0 et pour sous les Gi qui-prennent
les deux signes ou tels que signe (Gi(O)) # signe (yi) , 11 existe A' > O
tel que :
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X, +AY.
(2.9)  [o5 T e(s)ds <O ¥

Pour les Gi' tels que signe (Gi(O)) = sighe (yi) on a la majoration

‘suivante :

X.+)AV. X.
(2.10)  |f;t Th e (s)as| < [t G (s)ds] + a0y, ¥

ol A* est tel que x; + >\35 y; a le méme signe que vi , ¥i.

X.
On pose A = max (A's\) , M, = i o' G:(s)as| et
3

M, = % [Gi(O)yi[ . Alors :
s N

AX . +NAY .

(2.11) L [o? 7 ci(s)ds < B+ My + WMy, ¥
. 8% :

Posons L1 =L' - {J | ij = 0} et M_:> =g+ Mi - E' IO cj(s)ds

ALY .
(2.12) r fo ?eslaxtdat <A My + 1, ¥ Az

1

. Alors

Mais les fonctions Cj étant continues, strictement croissantes et sur-

Jjectives, il existe A2 Ay tel que :

fo cJ.(AXJ.+t)dt > max (O’MB) ) ¥iel
(2.13) 2 M, |
lcj(m{j+)\1ij)| > > ¥Yiely
|4y |
J
En prenant x=2)\130 , on a pour tout jeL1 :
ANY . XlAy- 2A1Ay.
[~ e (ax4t)at = [ 7 d e (ax.+t)dt + [ J e (Ax +t)dt
0 J 3J 0 J J \ Jd d
A Ay
J
)\AYJ'
2.1 ¢ [, cs(Ax;#t)dt > My + M,
Aij
) c.(Ax.+t)dt > M, + AM
L Jo = ejxsee) 37 M

1
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Ceci contredit (2.12) qui a &té obtenu en supposant qu'il existe y # O
tel que y € of LB
L_ est borné, ce qui achéve la démonstration.

8

. Cette hypothése est donc fausse et en conséquerce

Les hypoth@ses de ce théoréme sont plus faibles que celles de
Birkhoff and Kellogg (voir [7]) qui imposent aux fonctions G, d'étre
inversibles. Par ragport aux hypoth@ses du théoréme 1, celles du théoréme 3
sont plus fortes sur les cj mais plus faibles sur les Gi . Dans le cas
d'un réseau électrique, le fait d'imposer aux cs d'étre surjectives

revient i exclure l'existence de courants saturés.

Nous sommes maintenant en mesure d!'identifier la famille de

problémes pour laguelle la méthode suivante converge globalement.

DEFINTITION 3

Une méthode de minimisation utilisant des directions essentiel-

lement périodiques est définie par 1'itération suivante :

L(81) _ R p(2)

(2.15) -w, o

) % ,  220,1,...

avec X donné , {p(z)} une suite de vecteurs essentiellement pério-
diques oy déterminéd par un algorithme de minimisation dans une direction
et Wy Btant un paramétre de relaxation.

THEOREME 4

o Si les fonetions c¢. et Gi du probléme (1.10) satisfont les
hypothdses du théoréme 1 ou celles du théoréme 3 alors toute méthode de

minimisation utilisant des directions essentiellement périodiques avec w,

et a, tels que :

O<e<w, < 1

(2.16) L

s(x(z) - o, P(R)) = min {g(x(z) - Otp(g))l - e <o <o}

converge vers la solution unique de (1.10), pour toute approximation ini-

tiale X, € R" .
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DEMONSTRATION
D'aprés les théorémes 1, 2 et 3 la fonctionnelle g est conti-

nuement différentiable, strictement convexe et telle que lim g(x) = « .

[¢]

Alors, le théoréme 14.6.6. de [8] sur la convergence globale des méthodes

utilisant des directions essentiellement périodiques s'applique.

COROLLATRE 4.1.

Si les fonctions c et Gj de (1.10) satisfont les hypothéses
du théoréme 1 ou celles du théoréme 3 alors la MCAC converge vers la solu-

tion unique de (1.10), pour tout X c R-* .

DEMONSTRATION
D'aprés les résultats du paragraphe I.2 la MCAC est une méthode

de minimisation utilisant des directions essentiellement pé&riodiques,

avec w, = 1 . La convexité stricte de g entraine que la définition (2.16)

de oy coincide avec le principe de Curry utilisé& pour la MCAC :

(2.17) g'(xz—azp(z))-pm = 0

En conséquence, le théoréme U4 s'applique.

1T1.2. GENERALISATION DE LA MCAC

La courbe de la figure (3.1) montre que lors des premiéres itéra-
tions la MCAC converge tré&s vite mais qu'ensuite 1'accé&lération qu'elle |
apporte 3 la méthode de Gauss-Seidel est presque rnulle. Nous pensons que
cecl est 40 au fait que les " directions de minimisation de la MCAC sont
privilégiées mais que au bout d'un certain nombre d'itérations g a été
suffisamment minimisé dans ces directions et en conséquence le gain est
moindre. D'autre part, dans le cas de la figure 3.1, les fonctions Gi sont
constantes et (1.15) est alors vérifié. Puisque la convergence est démontrée
pow tout ensemble de directions essentiellement périodiques, nous proposons
d'autres facons de déterminer des directions essentiellement périodiques

qui satisfont (1.15) quand les Gi sont des constantes.
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Pour celd nous considérons (de facon artificielle) un ou plusieurs noeuds

du niveau 1 comme des noeuds ou la valeur de u est connue (appartenant

-~

A ) . On définit ainsi d'autres niveaux et d'autres cercles, dont les

(J)

correspondants satisfont (1.15). Soient, par exemple t € N1 , et

N - oan-o®y 4+ (t) , o) -y
O 0
(t) _ A(t) (t)
% %1 N
Nét) {ie O(t) |2 2 ¢ Nj—l avec (i,%) € L}

pour J=1,...,k . k = k(t) é&tant le premier entier pour lequel

(t:)

Oét) = N(t) . Aux cercles Ogt) on peut associler des vecteurs =z J par

k
des relations du type (1.14) . En faisant cette démarche pour tout
te N1 s On génére une suite des dlrectlons essentiellement périodiques
{directions utilisées par la MCAC} U {z J} » pour tout t € N, et
j=1,...,k(t) . On fait alors des minimisations sur plusieurs sous-espaces
de dimension plus grande que 1 . (1.15) est toujours satisfait parce que
d'aprés (1.5) et (1.9) on a :

(2.19) 1 fi(u) = 3 I e ¢ (Auq) -5 Gi(ui)

- aq
I ieN; oL, J

o I-= o§t) , g=0n %, 1. = (g

. A(£)
; 5 (1,2) | 2 ¢ 07

Cette relation est intéressante parce qu'elle facilite les calculs. En
plus, quand les Gi sont des constantes et qu'on modifie u par

(ts,4)
1'adjonction de A z 3+l , avec X € R, on ne modifie aucune composante

de Ngt)ni de c(Ogt)) et en conséquence :
- (ts, )
fi(u+ Az 31 )

(2.20) fi(u) =

z z
I T
ce qui montre que (1.15) est satisfait.
L'ordre dans lequel les indices t € N1 sont utilisé&s peut étre dé&fini
i priori, de facon a modifier toutes les composantes le plus souvent pos=-
sible, par exemple. Ou encore, on pourrait définir t par

| = min |f.
(2.21) lft, igin l-ll

o)

oll L, = N}”i'{i déja utilisés} . C'est un chuix logique, compte tenu

que 1fon considére t comme un noeud ol U est conmu.
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ANNEXE A

ALGORITHME POUR LA MISE EN NIVEAUX

D'UN GRAPHE CONNEXE

Dans ce qui précéde nous avons supposé gue le graphe associé au réseau

peut étre mis en niveaux et qu'on connait les ensembles Nj s J=0,...,k.

Dans la pratique, c'est souvent le cas, mais il peut arriver que le

graphe puisse étre mis en niveaux mais que néanmoins on ne connaisse pas

j priori k nil les ensembles Nj

s j=0,...,k . Nous dornmnons donc un

algorithme pour résoudre ce probléme. Il a:seulement la prétention de

fournir aux non spécialistes des graphes un moyen pour savoir dans quelle

mesure il peut &tre intéressant d'utiliser la MCAC (pour k assez grand)

et pour faciliter cette utilisation. On suppose connu 1l'ensemble NO et

on initialise la variable j

si i¢ NO

~

g4 0 et le vecteur v e R 3 .

si ie Nb

Les étapes de 1'algorithme sont les suivantes :

Pour 1=1 jusqu'da n faire
si v, = -1
i
alors
allez en (2)
fsi

fin faire
k=]

Pour j=1 Jusqu'a k faire
Nj = {i | vy = J}
fin faire

fin de 1'algorithme

(2)

Pour tout i tel que v, = j faire
Pour t=1 Jjusqu'da n faire
si (i,t) e L et w = -1

t
alors
Vt = J+1
fsi ’
fin faire
fin faire
jo= g+l

allez en (1)




[11]

[2]

[3]

[4]

(51

[61

[71

- 130 -

REFERENCES

P. BERNA et M. MALAMAS

Présentation de nouvelles méthodes pour la résolution itérative
de problémes non linéaires.
Collogue d'Analyse Numérique, Port-Bail (1976).

. RHEINBOLDT

On M-functions and their application to nonlinear Gauss-Seidel
iterations and to network flows.
J. Math. Anal. Appl. 32, (1970) 27L4-306.

. MINTY

Monotone networks.
Proc. Roy. Soc. Ser.A, 257, (1960) 194-212

. PORSCHING

"Jacobi and Gauss-Seidel methods for nonlinear network problems.
SIAM J. Numer. Anal. 6, €1969) 437-448.

. BIRKHOFF and J. DIAZ

Nonlinear network problems.
Quart. Appl. Math. 13, (1965) 43z1-443,

. BIRKHOFF

A variational principle for nonlinear networks.
Quart. Appl. Math. 21, (1963) 160-162.

. BIRKHOFF and B. KELLOGG

Solution of egquilibrium equations in thermal networks.

Proc. Symp. on Generalized networks, vol. 16, Microwave Research
Institute Symposia Series. '

J. Fox. Ed. Brooklyn Polytechnic Press, New-York (1966).




- 131 -

[8]1 J. ORTEGA and W. RHEINBOLDT
Tterative solution of nonlinear equations in several vardables.

Academic Press, New-York (1970).

{9] H. CARTAN
Calcul différentiel. Hermann , Paris (1967).

[10]1 R. ROCKAFELLAR
Convex Analysis.

Princeton University Press, New-Jersey (1970).



e s {uo st 0 T g6e |10 a6 0 [ [ o sees- v o swes ] 0 w00 950v o 500 8z | v00 9608 [ 0 [l %00 6220~ [yoa 9808 o

e e o ° 0 o T gels- {110 Mass- [ 100 8ats' [ F1a 2805 fro0 se0r - | b0 Q 960y~ | 600 8E9T 1 0 o 0 b0 2619~ | soa seor- | soa spor | ¥0 0 6L

o e ] T o s | e me- o - o o wo aw- o wa mor | va seor . ) w0 sz | s s o o o wa sl

o o | e 3 3 T o o 3 o o o 0 0| 0 0 0 0| o

o o wa eor o o o o o o I o 3 o o ] 0 o o

o o o [ o o sete o | e o | e D) 0 0 o o o o o o o

o o o o o o W s | o e o o o o 0 0 o o o o

o |ne s |va @] o . o |t e mo s |ore sac- o 0 o ) o o | s o | we o o

Wa wes |wo wes-| o |ova s o T o sac- | e wie 0 | s e wo o o o o te wse o o o
I o o oo e o 0 o o [mo e oo sac |wa wo- | oo sor o e Wewe | o o o o o we-[wo o
s [ 100 - o oo o | T w0 s |mo s | o o seor | s00 i o o wo e o o o o zer- ’

! w0 o0 s wa s | o [ o wa s |wa s o e oo tess | st o o o e wev- | o s

Ao a oo Twe wor [wa so-] o ] o e |saa o | soq e wo e | wa eur- o o ° o (o ses- | 610 tsss- | Mo el | o e
S St _ . )
o 500 ®F0Z° $0 a4 960% - o a - o o o Mg 64U~} (1A 88v2° o 0 fra fvie- [ arae fuet- | fra f209t- ] o WO L2
! BT i o o o [} T o o o ) o W e ] ) o o o
- v o o o o o 0] T o Ty o o o
o o o o e o o 3 o o o
i o '“0 a o o o 0 L 7 g ez 0 o ¢ 0
0 'i’ﬂ‘ﬂ ’BEB“' Y0 0 950% o [ o o e o Ta 2592 - r ¢ :l( 7 010 oovi- [ 2t @ se1rt ot St o
500 6221°- [ S0 0 VS.OT o 180 2592 0 o i 0 z592 o ||>€I LT o 0 00 s | 2t a esil’ o 0
o oow | w00 wor 3 3 wWow | o | o | e o] e o s o 3 - o o oo | ot o s

o w00 ssor- | S0 a seor o o o 259z o 0 o wo zez o o 10 zes | twa - o o ot o oowe- 0 ° 0 org s | 210 set




"] -1 D10 0 o 1 [ 0 [ 6127 D11 | -.5182 D 11 0 [ L2652 D 11 [ 0 [ -.2652 D 11 0 [ .1638 D 05 | -.4096 D 04 0
1180 D 12 0 o 0 0 7763 D 10 Y 4 -.5578 D 1% } -.5646 D 11 | -.2652 0 11 | .2560 [ 03 ¢ [} 4 [\ 2652 0 11 0 0 .2048 D 05 | .8120
[ (1198 D12 | -.7175 D10 0 0 0 -.6679 0 10 0 -.5551 D 1L | -.5844 O 11 0 [ 0 2652 D 11 0 0 [ L2652 D 11 [ -.2088 005 | -.1229

0 -.7175 D10 | L1195 D12 0 0 o -.5182 D 11 0 0 0 -.2652 0 11 0 .2652 011 ] [ 0 .4096 0 04 | -.1638 D 05 0

0 [ [ 2926 D 11 [ 0 0 0 0 0 ) 0 0 [] [ 0 [ 0 [ 0 0

[ 0 [ [ L3197 D1 0 0 0 0 0 [ [ 0 0 0 0 [ 0 0 [ [

0 0 0 0 Q .3093 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 [ 0 [ 0

(] 0 0 [\ 0 0 3283 D 11 0 [ 4 0 4] o 0 o ls} [ 0 0 0 0

0 [ -.6127 D 11 0 0 2488 D11 ] -.1779 D 11 0 -.1638 D 05 [ [ 0 -.2458 D 05 | .2458 D 05 ° 0 4096 D04 | .2048 D05 [
-.5578 D11 | -.5551 D11} -.5182 D 11 0 0 [ ° -1779 011 | .2349 D12 | -.1807 D 11| 8109 poa | .2048 DoOs | .1638 H_H 05 | .8192 0 04 ) 0 0 -.1638 005 | .4096 0 04 | .4096
-.5646 D 11 | -.5844 § 11 0 0 [ 6397 D Ul | -.6593 D 11 0 -.1807 D11 | .2492 0 12 0 .4096 D 04 | .1229 D 05 0 0 0 .4096 0 04 | 2458 D 05 0 -.2096 0 04 o
0 0 0 .2652 D 11 0 - 0 -.1638 D05 | .4096 D 04 0 1195 912 | L7175 B 10 [ o 0 -.7400 D 10 o 0 -.6127 D11 | -.5182 D11 [

0 Y 0 o -2652 0 11 4y 2 -.2049 D05 | -.8192 DO4| 7175 D10 | .1190 D12 [ 0 0 0 -.7763 D 10 0 0 -.5578 D 11 | -.5686

[ ) -.2652 D 11 o [\ 0 .2652 D 11 o .2048 D 05 | .1229 005 [ o L1198 012 | -.7175 D10 [} 0 o L6679 D 10 ¢ -.5551 D 11 | -.5844

4 .2652 D 11 0 ) ° 0 .1638 0 05 [} 0 ° -.7175 D10 | L1185 D32 | -.7400 D10 0 0 0 -.5182 0 11 [

0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 [ 0 ) 0 .2926 D 11 [ 0 [ 0 ] 0

[ [ 0 0 0 0 0 0 [ 0 0 0 ¢ 0 [ L3197 9 11 0 [ 0 o 0

o o Y 0 ¢ 8 0 0 [} 0 [ : [ 0 0 0 ] 23093 D11 [} (i 0 0

0 [ 0 o [ 0 0 4 [ ) ] 0 [ [ 0 [ 0 L3283 D11 0 [ °

¢ 0 [ .2456 D05 | -.2458 D 05 0 0 809 D 04 | 2048 D 05 0 -.6127 D11 0 0 -.6127 D 11| -.6137 D 11 { -.6117 D 11 0 [ .3283 D12 | -.1779 D 11 0
2048 D05 | -.1638 D05 | -.8152 D 04 0 [ 4 0 1638 005 | -.4096 D 04 | -.4096 0 041 -5182 D11 | .5178 D 11 | -.5551 D 11 [ -.5182 D 11 ] ° 0 0 -.1778 D11 ] .2349 012 | -.1807
-4096 D 04| -.1228 D 05 o 0 0 4096 D04 | .2458 D 05 0 - .4096 © 04 0 ] 5646 D 11 | -.584% D i1 [ 0 [ -.6397 D 11| .6593 D 11 0 -.1807 D 11| .2492




Dernieére page d'une theése

vu

Grenoble, le . e 77

Le Président de la thése

T
e

Vu, et permis d'imprimer,

Grenoble, le

Le Président de 1'Université
Scientifique et Médicale

1.t Conn

2T

_///////////

[



	00000002.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000008.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000c.tif
	0000000e.tif
	0000000g.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000m.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000v.tif
	0000000w.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000001o.tif
	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001t.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002c.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003u.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004i.tif
	0000004p.tif
	0000004s.tif
	0000004v.tif
	0000004x.tif
	0000004z.tif

