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INTRODUCTION.

En 1967, E.G. Gol'Stein considére le probléme de "globale"
approximation suivant .

Soit E un espace Banach séparable et G une partie convexe
de E. Soit K une partie borélienne de E, bornée, munie d'une mesure

o finie. On pose pour tout x € E
d) = [ lly=x|do
yeK
et on cherche un &lément x € G, tel que
d(x) = min d(x) ,
x€G

Ce probléme peut se généraliser de la maniére suivante
Soit (T,T,u) un espace mesuré og-finie. On définit 1'espace de Banach LE
(cf. N. Dunford et J. Schwartz) des applications X : T > E p-mesurables

pour lesquelles la norme
=, = [ ilx@ll ua@o

est finie. On considére un ensemble & convexe de Lé et X € Lé \ 6 .

Le probléme est de trouver X € 6, tel que
I%x I, = min jx-x | .
¥cG
Si, on fait
T=K ,u=a, Xo(t)=t pour tout t &€ T et € =G ,
on retrouve le probléme de E.G. Gol'¥tein. Le probléme initial est

donc ramené 3 un probléme de meilleure approximation dans un espace

normé.
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On voudrait alors appliquer les théorémes de caractérisa-—
tion généraux des solutions (cf. I. Singer, P.J. Laurent, R.B. Holmes)
a2 1'aide des éléments de la boule unité B ' de 1l'espace dual. Sachant
que cet espace est identifiable (cf. N. Dinculeanu ou A. et GC.

Ionescu Tulcea) & 1l'espace f;,

S

des applications Y : T - E; u-mesurables

pour lesguelles la norme

¥l = n-ess—sup {|¥ (o)l
T

est finie , on aura par suite

B'={Ye¢ LES, , Y(t) ¢ B, u -p.p.}

ol HSE, désigne la boule unité de 1'espace normé E'.

Le théoréme de caractérisation s'établira alors ais@ment et le résultat

de E.G.; Gol'Stein en découlera comme un cas particulier. —
Considérons maintenant le cas oii le convexe & est un sous

espace vectoriel V de dimension finie n

Dans ce cas, on sait (cf. Les Auteurs cités plus haut )} que les solu-

tions du probléme de meilleure approximation peuvent &étre caractérisées

de maniére plus fine 3 1'aide des &léments extrémaux de IB'. On trouve

alors le théoré&me suivant

THEOREME : Un élément X € V est solution du probléme de meilleure

approximation si et seulement s'il existe Yl""’Yk eg(m"),

k
(1 <k < n+l), pl,...,pk >0, X p. =1, tels que

1°/ Y. € &(B") , i=l,....k

2°/ [p < i(t)-xo(t),yi(t) > u(dt) = J'Iili(t)—xo(t)llu(dt) ,

Kk 1=l,...,k

o X
3°/ iil p, Y. €V ,

(ot £(B ') désigne 1l'ensemble des points extrémaux de BB ').
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Mais le probléme n'est pas résolu pour autant puisque deux

questions restent en suspens

Question 1 : Quelle est la nature de 1'ensemble £(IB') ?

En caractériser les éléments.
Question 2 : Que peut-on dire de l'entier k ? Le calculer, si possible.

C'est en essayant de répondre i ces deux questions que ce

travail 3 vu le jour .

Au chapitre I, on répond complétement i la question 1.

Le chapitre III est consacré a la question 2. La encore le probléme
est entidrement résolu, au moins dans le cas ol la mesure 11 est sans
atome. On y donne en outre une extension du thdoréme de convexité de
Lyapunov et certains autres résultats qui sont autant de curiosités
mathématiques propres 3 la dimension infinie mais dont 1'intérét est

certain.

La raison d'€tre du chapitre II est la suivante

Posons pour tout t € T €t x € E
£(t,%) = i|x=X_(e)]

I1 est clair que pour tout X € LE , 1'application t = f(t,X(t)) est

U-intégrable. Aussi la fonctionnelle donnée par :

L0 = [ £(6,X(t)ue) ,

est—elle bien définie sur LE . On peut alors pour une fonctionnelle If

du type précédent se poser le probléme encore plus général suivant :
Trouver X € V tel que :

I_(X) = min I_(X) .
£ xev F



_IV_

-~

C'est ainsi qu'on a &té amené i chercher des conditions
d'existence, par suite des conditions d'inf-compacité pour ce genre
de fonctionnelles, dans la direction tracée par R.T. Rockafellar
(b), ¢), e), f), g)). Ces conditions sont primordiales pour illustrer

les résultats du chapitre III.

Enfin, au chapitre IV, on s'intéresse au probléme de la minimisation
de la fonctionnelle If » précédente, sur une variété affine fermée

. . . . - PSR ..
de codimension finie. On aboutit & un théoréme'de convexité et

d'existence en 1'absence d'hypothéses de convexité.



CHAPITRE 0

RAPPELS



Chapitre O - 0.1 -

(Tous les rappels qui sont faits ici sont tirés du livre de

P.J. Laurent).

On note

R = {~o} UIR U {+w} .

On étend aisément a3 R les lois d'addition, de multipli-
cation et de multi-application par un scalaire sur IR, avec la con-
vention importante que :

(=) + (4) = =

Si X est un e.v.t., on désigne par ﬁix l'espace de toutes
les fonctionnelles définies sur X i valeurs dans R .

Une fonctionnelle f ¢ ﬁix est dite propre si elle ne prend
jamais la valeur - ® et si elle est finie en au moins un point.

L'épigraphe et le domaine effectif de f € lﬁx, sont donnés

respectivement par

{(x,0) € x x R| £(x) <A}

)

el
pe
Hh

]

et
{xe x| f(x) < + =}

o
Q
=
Hh
]

1 - FONCTIONNELLES CONVEXES.

1.1. DEFINITION : On dit que f ¢ rZ est convexe si pour tout X5 X, € X
et tout pl, pz e R , p] >0, 02 >0, p]+p2 =1, on a

f(plxj + DZXZ) <9 f(xl) * e, f(xz)

On a alors le résultat :



Chapitre O - 0.2 -

1.2. PROPOSITION : Une fonctionnelle f ¢ ®X est convexe si et seulement

si son épigraphe épi f est une partie convexe dans X x IR.

2 - FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUE INFERTEUREMENT.

2.1. DEFINITION : On dit que f € ]ﬁx est semi-continue inférieurement

en x € X si pour tout k ¢ R , vérifiant k < f(xo) , 11
existe un voisinage Q de X, tel que pour tout x €  , on
ait k < £(x).

On dit que f est s.c.i. si f est s.c.i. en tout point

xo € X .

2.2. PROPOSITION ET DEFINITION

Pour une fonctionnelle f ¢ ﬂix , 11 existe une plus grande

fonctionnelle s.c.i. qui la minore ; on la note f .

On a alors

Fx) = 4B £(y) .

yrx

La proposition suivante &tablit le lien entre les ensembles

épi f et &pi f :

2.3. PROPOSITION : Pour tout f € IR * , on a :

[

pi f = épi f .
On caractérise alors ainsi les fonctionnelles s.c.i.

2.4. PROPOSITION : Pour tout f € IR X , les quatre conditions suivantes
sont équivalentes
1°/ £ est s.c.i.
2°/ f£=f
3°/ 1'ensemble épi f est fermé dans X x R
4°/ pour tout A € IR, l'ensemble
{xe x| £(x) <A}

est fermé dans X .
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3 - FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUE SUPERIEUREMENT ET FONCTIONNELLES CONTINUES.

3.1. DEFINITION

. ~-X . . s
: On dit que f € IR” est semi-continue supérieurement

(s.c.s.) en X € X si l'application -f est s.c.i. en X

On dit que f € R” est s.c.s. si f est §.c.S. en tout

point X € X .

On dit enfin que f ¢ Iﬁx est continue en X ¢ X (resp.
continue) si f est 3 la fois s.c.i. et $.C.S. en xo
(resp. s.c.i. et s.c.s.).

Le théoréme suivant est di de maniére indépendante 3

A. Brgndsted et 3 R.T. Rockafellar. On s'y référera comme &tant

le critére de Brgndsted~Rockafellar.

3.2. THEOREME :

. = E ' .
Soit E un espace de Banach et f € R 7, convexe et s.c.i.

Alors, f est continue en tout point X € int (dom f),.

4 - FONCTIONNELLE POLAIRE.

Soit X et Y deux e.l.c.s. en dualité par rapport 3 une

forme bilinéaire < .,., >

La
de

La

On

bipolaire f", de f est définie par £*% (f7)

Pour f ¢ R X , on définit sa polaire £* par

fx(y) = sup {<x,y > - f(x) I x € X} , pour tout yeg Y .

fonctionnelle polaire, ainsi définie appartient 3 ﬁix. Elle est

plus convexe et s.c.i.

%% x. %

a alors le théoréme des bipolaires pour les fonctionnelles:
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4.1. THEQOREME (Fenchel-Moreau) :
%

Soit f € 1§X propre. Alors on a f = £ si et seulement si

f est convexe et s.c.li.

5 - FONCTIONNELLES INF-COMPACTES.

5.1. DEFINITION : Une fonctionnelle f € R est dite inf-compacte

(resp. inf-compact pour la pente y € Y) si pour tout X € R,

1'ensemble :
{x e X | f(x) <A}

(resp. {x € X | £(x) - < x,y > < A}

est compact.

Cette définition conduit alors au théoréme fondamental de

la théorie de la dualité

5.2. THEOREME ; (J.J. Moreau)
Une fonctionnelle f € Iﬁx, convexe et s.c.i., est finie
et T(X,Y) continue en X € X si et seulement si sa fonction-

. x .
nelle polaire f est 0(Y,X) inf-compacte pour la pente X,

6 - SOUS DIFFERENTIEL.

Soit f € lﬁx et X € X . On définit le sous différentiel
de f au point x et on mnote af(xo) , le sous ensemble (éventuellement

vide) de Y , défini par :

2E(x ) = Iy | £(x)) + £5(y) =<x_,y >}

Le th8oréme suivant découle du précédent
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6.1. THEOREME : Si la fonctionnelle convexe f € ]ﬁx, est finie et
continue en X, alors le sous différentiel de f
en x_ est un convexe non vide Y , qui est compact

pour la topologie o(Y,X) .
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-

Dans ce travail, on s'intéresse 3 tout ce qui est relatif

3Z la notion de pointextrémal dans la théorie des multi-applications,

-notamment 3 l'existence et 3 la caractérisation des sections extré-

males.

1) On considére d'abord le cas d'une multi-application
scalairement mesurable, 3 valeurs convexes compactes et 1'on montre
en particulier que la multi-application t » £(I'(t)) (points extré-
maux de I'(t)) est de graphe mesurable, généralisant ainsi un résultat
connu. On donne en méme temps une caractérisation naturelle des

sections extrémales scalairement mesurables.

2°) On considére ensuite dans le cadre des multi-applications
de graphe mesurable, les classes de sections mesurables. On en carac-—

térise les points extrémaux et on applique le résultat au cas
[e 0]

d'espaces du type LE

O - DEFINITIONS, NOTATIONS ET REMARQUES PRELIMINAIRES.

On appelle espace mesurable (T,T) un ensemble T muni d'une
tribu T .

Pour un espace topologique E, on notera B(E) sa tribu boré-
lienne (i.e. la tribu engendrée par les fermés de E).

Une multi-application I' : T > E.est une application de T
dans P (E), l'ensemble des parties de E.

On définit son graphe G(I') par
G(M = {(t,x) € TXE | xe T(t)} .

Soit A une partie convexe non vide d'un espace vectoriel (e.v.)

X (réel). Pour tout x € X, on pose
S(A;x) = AN (2x-A)

On a :
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a) S(Aj;x) est convexe et est une partie non vide si et seulement si
x appartient 3 A.

b) Pour tout x € A , S(A;x) est la plus grande partie symétrique par
rapport 3 X incluse dans A.

c) Si E£(A) représente 1l'ensemble des points extrémaux de A alors

x appartient 3 £(A) si et seulement si 1l'ensemble S(A;x)

est réduit i {x} .

Dans ce qui suit, pour une multi-application ' de T dans X,
3 valeurs convexes et pour une application o de T dans X, on notera

analogiquement par £(T') , la multi-application définie par
EM)(£) = £(T (L)) , teT
et

S(T';a) , la multi-application définie par

S(I';o) (t) = S(T'(v);a(t)) . teT .

1 - SECTIONS EXTREMALES SCALAIREMENT MESURABLES.

Soit (T,T) un espace mesurable, E un e.l.c.s. (espace
localement convexe séparé) de dual E' et T une multi-application 3

valeurs convexes compactes de T dans E.

1.1. DEFINITION : I' est dite scalairement mesurable si pour tout
x' € E' , 1'application
t >o(T(t);x") = sup {< x,x" > | x € I'(t)}

- est mesurable.

Cette définition a conduit aux propriétés fondamentales

suivantes [cf. M. Valadier a) ou b)] :

A - Si T est scalairement mesurable, si x' € E' et
p : T > IR mesurable, alors la multi-application
t>Z(t) ={xeTl(t) | <x,x'">=p(t)}

est scalairement mesurable.
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B - Si (I‘n)n € I est une suite de multi-application de T dans E

-

d valeurs convexes compactes, scalairement mesurables,
décroissante (i.e. pour tout n et t , Fn+l(t)<: Fn(t)) alors

la multi-application

t >N T (t)
n
n

est scalairement mesurable.

c - S'il existe une suite eé dans E', séparant les points de E
et si ' est scalairement mesurable alors la suite des

multi-applications définie par
I_,(®) =T(t) > te T
- {2 2 o' >= =~ '
I (e) = {x¢€ Fn_](t)l< x,e >=9( _ (),eH}
ne IN , ¢t €T ’

définit de manidre univoque une application

t >N I‘n(t) = {f(t)}

n

scalairement mesurable telle que f(t) € E(T(t)) , te T

EMARQUE : Si E], E2 sont deux e.l.c.s. et Fl, FZ deux

multi-applications 3 valeurs convexes compactes scalairement mesurables
de T dans El et E2 respectivement alors il en est de méme de la multi-
application t - T](t) x Fz(t) de T dans E] X E2 , car

(1 PO X TH(036e],x0) =9 ()5x]) + 9T, (8) 3x))

Cette remarque permet, avec ce qui précéde, d'établir le

lemme important suivant
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LEMME : S'il existe dans E', une suite e; séparant les points de E
et si F] et Fz sont deux multi-applications de T dans E 3
valeurs convexes compactes scalairement mesurables, alors
la multi-application t - Fl(t) n Fz(t) est scalairement

mesurable.

DEMONSTRAT ION

D'aprés la remarque précédente, la multi-application
t > A—I(t) = Fl(t) X Fz(t), est scalairement mesurable de T dans E x E.

De la propriété (A), on déduit par récurrence que les multi-applications

€A (0) = {(x,x) €A _ (O] <x,e! >=<x,,e' >}

1 2

sont scalairement mesurables. Comme la suite An est décroissante,

d'aprés la propriété (B) la multi-application

ﬂA(t)
n n

t > Am(t)

[r,(e)n I‘z(t)]2

est scalairement mesurable. Par suite en appliquant la relation (1)

1'application

t +IP(T](t) N l"z(t);X') —;'[CP(I‘](t) N l"z(t);X') +§0(F1(t) n Fz(t);X')]

_l . 2 ] 1
=5 @ (O N T, 5 (x',x")

est scalairement mesurable.

REMARQUE : S'il existe une suite e; dans E' séparant les points de E,

alors l'ensemble

{teT| card {T(e)} =1} =N {teT Pp(r(e)se’) +p(T(e);-e’) = 0}
n
appartient 3 T
Si de plus l'application £ : T » E est scalairement mesurable,

alors l'ensemble

{teT | TI(e) ={£()}} =N {terT |¢(F(t);e;) =< f(t),e’ >}

n

appartient a T .
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Enfin, par souci de simplifier 1'écriture du théoréme qui -
suit, on notera par s(A) l'ensemble des sections scalairement mesu-

rables d'une multi-application A de T dans E, i.e.

s(A) ={a : T~ E scalairement mesurables]a(t) € A(t),t e»Tf

THEOREME : Soit (T,T) un espace mesurable et E un e.l.c.s. tel qu'il
existe une suite (eg) dans E' séparant les points de E. Si la
multi-application T de T dans E 3 valeurs convexes compactes
est scalairement mesurable alors :
1°/ la multi-application E(I‘) est de graphe dans 1 ® B(E)
2°/ g(s()) = s(&())

DEMONSTRATION :
1) On. a :

GET)) = {(t,x) | card {S(r(t);x)} =1} .

Les multi-applications (t,x) - I'(t) et (t,x) - 2x - TI'(t) sont
scalairement mesurables sur -T X E , muni de la tribu produit

T® B(E). D'aprés le lemme 1.3, il en sera de méme de leur intersection-
(t,x) » S(I'(t);x) .

Le résultat découle alors de la remarque 1.4.

2) Grace aux formules évidéntes H
s(Pl n F2) = s(F]) n s(FZ) et s(2a - T) = 2a - s(F)‘
on établit la formule :
8(s(T);a) = s(5(T;a))

Si a € £(s(T)) , alors s(S(I';a)) = {a} .
D'aprés (C), la multi-application S(I';a) admet une section extrémale

ao , scalairement mesurable..
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Par suite, on a :
ao(t) =a(t) , t€ T et donc
a(t) € E(s(T(t)sa(t))) , terT

mais S(I'(t);a(t)) étant symétrique par rapport i a(t), on a alors

nécessairement :
{a(t)} = S(M()sa(t)) , teT

i.e. aft) € E(T(t)) : , teT .

1.6. REMARQUE :
n

a) Dans le cas oi E = IR et T une partie borélienne d'un
espace polonais, le résultat 1°) est connu [V.I. Arkin et V.L. Levin,
théoréme 1.7] , [C. Castaing, thése p. 63] , cf. aussi [C.J. Himmelberg
et F.C. Van Vleck, théoréme 4] .

b) Grice i la propriété (C), on a bien sGr £(s(T)) # @ , mais
on peut aussi montrer que £(I') admet une suite dense de sections
mesurables. C'est un résultat presque explicite dans la démonstration

de la proposition 1.7. de M. Valadier a).

2 - CLASSES DE SECTIONS EXTREMALES.

En pratique, les problémes qui se rencontrent le plus souvent
sont ceux qui ont trait aux espaces de Lebesgue habituels, Lg (1 <p<w
construitssur un espace mesuré (T,T,u) i.e. un espace mesurable (T,T)
muni d'une mesure positive u .

' Les mémes considérations qui déterminent le passage des
espaces Ig aux espaces de classes Lg, se retrouvent dans le cas des
multi-applications : Ainsi nous parlerons de classes de sections mesu-
rables au lieu de sections mesurables. Le théoréme de sections mesurable

que nous aurons 3 utiliser sera celui de Von Neumann-Aumann-Sainte Beuve

qui fait appel aux définitions suivantes :
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DEFINITION : Soit (T,T) un espace mesurable. On note Tu la u-complétibn

de T relative 3 une mesure py sur (T,T) et T, l'intersection

des Tu » pour toutes les mesures j bornées.

REMARQUE : Si T est déja p-complé@te par rapport 3 une mesure |

o -finie, ona T =1 .

DEFINITION : On appelle espace souslinien X tout espace topologique

séparé, pour lequel il existe un espace polonais P et une

application continue de P sur X.

. EXEMPLES :

1) Les espaces polonais, plus généralement les espaces lusiniens sont
des sousliniens [cf. N. Bourbaki a)] .
2) Si X est le dual faible d'un espace de Fréchet séparable, X est

souslinien [cf. M. Valadier c)]

REMARQUE : Si E est un e.l.c. souslinien, les résultats du paragraphe

précédent sont applicables car on sait alors que E' contient une

suite (e;) séparant les points de E [cf. L. Schwartz]

Avec ces définitions, on peut alors énoncer le théoréme de
section de J. Von Neumann, R.J. Aumann b) . L'extension aux sousliniens

a été faite par M.F. Sainte Beuve.

THEOREME : Soient (T,T) un espace mesurable, X un espace souslinien et
I : T+ X une multi-application & valeurs non vides et de
graphe dans T ® B(X), alors T admet une suite dense de

sections (;,B(X)) mesurables.

On considére dans ce qui suit un espace mesuré (T,T,u) ol p
est une mesure positive g-finie, X un e.v.t. et T une multi-application .
de T dans X.

On noteJL (T,u;X), ou plus simplement J“,(X), 1'espace vecto-

riel des applications py-mesurables de T dans X, et on pose @

M =eeM® | at) e T(t) , u-p.p}
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La notation n'a en fait rien d'ambigu puisque 1'espace X
peut €tre regardé comme une multi-application particuliére.
On définira 1'ensemble M(I') comme &tant le quotient de JL )

par la relation d'équivalence

a; v oo, si et seulement si al(t) = az(t) u-p.p.

On notera enfin 3 » la classe d'équivalence de o . La relation
d'équivalence est bien sir compatible avec la structure lindaire de
JM,(X). On pourra donc parler de convexité dans M(X), en particulier
de points extrémaux.
On voit que si T est a valeurs convexes,‘ﬁL (T') et M(T) sont

convexes.

REMARQUE : M@me dans le cas oli I est 3 valeurs ponctuelles on a

ecM =0
(Alors que dans ce cas A& EMT)) ¢ 0).

Il n'en va pas de méme quand on passe aux classes d'équiva-

lence. C'est 1'objet du théoréme (de caractérisation) suivant :

THEOREME : Soit (T,T,u) un espace mesuré, oli § est une mesure positive

et o-finie, X un e.v. souslinien et T : T + X une multi-

-

application 3 valeurs convexes telle que :
G(T) € T B(X),
alors EMM) = MEM))

DEMONSTRATION :

Gridce aux relations évidentes :
a) MNanary-Repakay
D M @D =arm e Mon=aM @, 2reR
&) Aapnhann =danm a dapn
d) @-MhaHn d- MHaHm

on établit aisément la formule clef :

SM(T);6) = M(S(T;a)) -
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" ) .
Supposons que o appartienne & E(M(T)), alors M(S(T;a)) = {&}q
Comme I' admet une section u-mesurable et que a appartient é.ﬁt ),

il existe ume section o' de I' , pu-mesurable et u-équivalente a o .

I1 suffit alors de montrer que :
a'(t) € £(I'(t)) , u-p.p.

La multi-application S(I';a') est i valeurs non vides. Son graphe :
6(M N {(t,x) € T x X|(t,20"(t)-x) € G(I)}

est donc dans Tu‘9 B(X) ; elle admet une suite dense de sections
l-mesurables a (On a %U = Tu). Par suite on a :

S(I'(t)sa'(t)) # a'(t) si et seulement s'il existe n tel que an(t) $ o' (t)

Si lﬂon note :

T

o {teTlan(t)#a'(t)} et T =LerT’

On a :

T
o

{teT]| s();a'(t)) #a'(t)}

n . PP
Comme an = &' s Tn est U-négligeable pour tout n , To est donc u-négli-

geable et par conséquent :
a'(t) € E(I'(t)) wu-p.p.

La réciproque est plus facile : Si o appartient 3 M(£(T")),

alors
ST(t)a(t)) = {a(t)} U=p.p.

et donc M(S(T;a)) = SM(T);a) = {3} i.e. o est extrémal de M(I').

COROLLAIRE : Si B est une partie convexe borélienne de X (en particulier
compacte, fermée,...), la multi-applicationT(t) =B , t € T

-est de graphe mesurable et le théoréme est applicable.

On considére maintenant le gas de 1'intersection de M(T) avec

P
X

est normé. On se propose de caractériser 1'ensemble £ (M(T') N L).

des sous-espaces L de M(X), par exemple les espaces du type L, quand X
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Les deux seuls cas intéressants, semble-t-il, oli on a une propriété

d'invariance sont

~ D'une part, le cas ot L est de codimension finie dans la variété
affine engendrée par 1'ensemble M(I') et ol la mesure U est sans

atome . Ce cas a fait 1'objet d'une étude antérieure [cf. M. Benamara],
et sera exposé en détails au chapitre III.

~ D'autre part, le cas ol L est décomposable : La définition introduite

par R.T. Rockafellar permet, d'une maniére efficace, la prise en compte

P

de tous les espaces LX

(1 < p<® . C'est ce cas—ci qui est exposé

ci~-dessous.

DEFINITION : On dit que L est un espace décomposable si pour tout «
appartenant 4 L et tout ensemble mesurable To de mesure finie,
1'application définie par :
_ ao(t) si tETo

o(t) =

a(t)  sinon

appartient aussi 34 L, pour toute application o ¢ To + X

mesurable et bornée sur To .
On a avec cette définition la proposition importante suivante

PROPOSITION : On suppose X normé et L décomposable, alors pour toute

multi-application (mesurable ou non) , on a

EMM N L) =g N L.

DEMONSTRATION
Soit a, un élément de EM(T)-N L). Si a n'appartient pas

EM(T)), i1 existe donc a],az dans M(T)\L tels que

=1
a =3 (al + az) et o, # a,

On peut toujours supposer que a = 0 , puisqu'on peut se

ramener 3 ce cas pour translation. Comme a, # 0, et que U est o-finie,

2
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il existe T, appartenant a T , vérifiant O < u(TO) < + = et tel que

a](t) # dz(t) , pour tout t dans TO

On pose alors pour i =1, 2
ai(t) si Hai(t)H <1 et teT
- o, (t) , ,
a.(t) ={ ———— si ”a.(t)” > 1 et té€& T
i : ; i o
lla; (ol
0 sinon

On vérifie aisément que ces deux applications appartiennent a M(T) N L,
qu'elles sont distinctes et que

+0,.) .

21 =
0=3(a *+a,

o, = 0 n'est donc pas extrémal de M(T) N L

Par application du théoréme 2.8., on obtient le corollaire

suivant, en posant

ML(A) = M(A) N L , pour toute multi-application A .

2.12. COROLLAIRE : On suppose X de Banach séparable et L décomposable alors
pour toute multi-application I' : T > X, de graphe dans
T® B(X) , on a :

EM (D)) = M (€M) .

2.13. REMARQUE : Soit E un espace de Banach séparable de dual faible E;
(faible référant a la topologie 0(E',E)) et L un sous—espace de M(E;)
vérifiant 1'axiome de la définition précédente pour toute application
a T -+ E; mesurable et bornée sur To' Dans ce cas aussi, on dira
que L est décomposable et on aboutit également 3 la méme conclusion,

avec une démonstration identique.
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3 - APPLICATIONS :

3.1. COROLLAIRE : Soit E un espace de Banach séparable, on pose
L™(T,7,u5E) = {v € M(E) | p-ess sup {|v(O)]| < =}
teT

(On &crira aussi L™(T,E), plus simplement L;, si aucune

confusion n'est & craindre). Muni de la norme

Il = u -ess sup [[v(o)]|
teT

c¢'est un espace de Banach et sa boule unité est 1'ensemble
o«
B= {vel, | v(t)e By u-p.p}

(ot BE représente la boule unité de E).

Par suite :

E(B) = {vel; | v(e)e &(By) y-p.p}

3.2. COROLLAIRE : Si E est un espace de Banach séparable de dual faible Eé ,
on définit 1'espace des fonctiens (classes de fonctions)

Bochner intégrables
LT, T,wE) = {ve ME)| [ [Iv(e)]ude) < =)
T

(On écrira aussi L!(T,E) ou LE s'il n'y a pas confusion).

Muni de la norme :
vil, = [ llvoll wde
T

C'est un espace de Banach. Du fait que la mesure est o-finie,
cet espace a pour dual [cf. N. Dinculeanu ou A. et C.
Ionescu-Tulcea] 1l'espace :

[} ' . v

L™ = {veME)] vl <=}

ES S

de boule unité

[ o]
IB'= vel |v(t)eB,, u-pp}
E! E
S
par suite

E(B) = (v €L | v(t) € £B) wpp) -
) s
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EXEMPLE : L'espace L!C(T x S,F).

Soit (T,T,u) un espace mesuré, oli U est une mesure positive
finie. Soit S un espace métrique compact, et F un espace de Banach
séparable.

On définit 1'espace (noté DB(T,T,u,S';F) par J. Warga).

1°/ ¢(.,s) u-mesurable , ¥ s¢€ S

LIC(Tx S,F) =0 ¢ : TxS~>F | 2°/ ¢(t,.) continue , ¥teT g
3°/ [ max [[¢(t,8)]u(dt)<
T s€S

dans lequel deux fonctions ¢| et ¢2 sont identifiées si 1'on a :
¢l(t") = ¢2(t9') u=-pp -

a) Cet espace est bien défini car 1'application

t + max “¢(t,s)“ est y-mesurable sur T .
SEs
b) On sait que si ¢ vérifie les conditions 1°/ et 2°/ alors ¢ est
TU ® B(S) mesurable. Par suite si 0 : T > S est p-mesurable,

1'application t + ¢(t,0(t)) est alors p-mesurable de T dans F.

¢) D'autre part, la fonction : .
. 5

Uy

¢ € Lc(T x $,F) > [[¢l] = [ max [l¢(t,9)]lucde)

T s€s
est une norme sur cet espace. Si on pose E = C(S,F), l'espace des
fonctions continues de S dans F, E muni de sa norme habituelle

i!ﬂl = max “x(s)” est un éspace de Banach séparable. On sait

s€S
que l'espace L!C(T x S,F) muni de sa topologie d'espace normé est
alors isomorphe isométriquement & 1'espace L% = LI(T,Cc(S ,F)), des
(classes de) fonctions Bochner-intégrables de T dans E.

L'isomorphisme est donné de maniére naturelle par 1'application :
¢ € L'c(T x 8,F) » (> ¢(t,.)) € L}

On peut donc appliquer le résultat précédent pour caracté-
riser les points extrémaux de la boule unité du dual fort de

LiC(T x S,F) . On obtient
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3.4. THEOREME (Caractérisation)
Tout élément p extrémal de la boule unité IB' du dual fort
de L1C(T x S,F) est représentable par un couple d'applications
U -mesurables g et £ de T dans S et de T dans E(BF,) muni de
la topologie faible induite par F; , respectivement, de la

maniére suivante :
(2) <d,0>=f <¢(t,o(t)),e(t) > u(dt) ,¢€ }C(T x S,F)
T

Inversement, tout couple (0,e) du type précédent définit par

la relation (2) un &lément p extrémal de IB' .

DEMONSTRATION :

Tout d'abord la relation (2) a un sens car si ¢ appartient

a Llc(T x S,F) et 0 : T > S est u-mesurable, 1'application ¢(.,5(.))
est p-mesurable (voir plus haut). Elle est de plus py-intégrable de T

dans F, car :

loce.oenlly < lloce, il cer

ol 1'application t + “¢(t,.)“E est lU-intégrable.
Par suite, 1'intégrale (2) est bien définie pour tout € appartenant
alL .
F'
s
Connaissant le corollaire 3.2., il nous suffit de connaitre
la forme des éléments de EQBE,). Ceux-ci sont connus [cf. Singer, aussi

Brosowski-Déutsch] . On a:
E(B,) = {08(s,m |se s, ne&d)}

oi 6 est l'application de S x B,, dans B_, définit par :

F! E'

< C,0(s,n) >=<C(s),n> , (c€E,s8€S, neB,).
On voit aisément que cette application est injective et

continue pour les topologies faibles sur'ISE, et BSF. . De plus, elle

applique 1l'ensemble S x E(IBF,) sur l'ensemble g(]&E,). Aussi pour
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toute applicaéion Vv € L:' » telle que v(t) € E(HSF,) u-pp , la
s

multi-application :
t > {(s,n) € 5 x E(BL)| 8(s,n) = v(t)}

de T dans S X E(BSF,) est de graphe mesurable, i valeurs ponctuelles
H-pp. Il existe donc un couple unique (0,e) (de classes) d'applications

mesurables de T dans S et de T dans E(]IF,), respectivement telles que :
v(t) = 6(o(t),e(t)) u-pp .

A p appartenant 4 £(IB'), correspond donc un tel v et pour tout é&lément

¢ de LC(T x S,F),on a :

L]

(4) <o,p>=[ <o(t,.),u(t) > u(dt)
T

[ < ¢(t,0(t)),e(t) > p(de) .
T

Inversement, pour deux telles applications ¢ et € la relation (3)

définit un &lément Vv de E@E,) par suite un élément p de £(B ') par (4).

ET REFERENCES

En dimension finie, le résultat général (théoréme 2.8.1 a
€té prévu par R.J. Aumann b), mais celui-ci ne donne de démonstrﬁtion
que pour le cas particulier du corollaire 2.9. oii B est compact, affi -
nant ainsi le résultat de S. Karlin qui n'a obtenu que l'inclusion
EM(B)) < M(E?E;;. Une autre démonstration correspondant i ce cas et
due a3 I. Kito, peut @tre trouvée dans [S. Karlin et W.J. Studeen] .

Le corollaire 3.2. a été obtenu par K. Sundaresan [a) ou b)]
[cf. aussi c)] en supposant E' fortement séparable. Sa démonstration
utilise le théoréme de sections de K. Kuratowski et C. Rylt-Nardzewski,
du initialement 3 V.A. Rokhlin.

Enfin, J.A. Johnson arrive, indépendamment, i la méme caracté-
risation générale mais ses hypothéses, trop fortes, ne sont pas appli-

cables directement dans le cas du corollaire 3.2.
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Dans le méme ordre d'idées, citons également 1'article de
I. Kluvanek et G.Knowles, (cf. aussi G.Knowles).

Comme application directe de ces résultats, non mentionnée
par ces auteurs, on peut envisager le probléme de meilleure approxi-
mation dans LE par un sous espace de dimension finie et obtenir un
théoréme de caractérisation raffiné des solutions, via les travaux

de I. Singer - P.J. Laurent.






CHAPITRE II

INTEGRANDE MESURABLE NON NECESSAIREMENT NORMAL
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INTRODUCTION

-~

Soit (T,T,Hu) un espace mesuré complet relativement 3 une
mesure positive W O-finie. Soit E un espace de Banach séparable.et
f une fonction définie sur T X E 3 valeurs dansr]—m,+w] . Sous cer-
taines conditions, notamment celles, célébres de Caratheodory, 1la
fonction t + f(t,X(t)) est mesurable pour toute application X mesu-
rable de T dans E.

R.T. Rockafellar définit alors d'une maniére standard les
fonctionnelles du type IT f(t,X(t))u(dt) et entreprend, dans une
série d'articles (b) , e) , £f) , g) ) leur étude du point de
vue de la dualité. Se servant de la correspondance qui existe entre
une fonctionnelle et son épigraphe, il &tablit, comme point de départ,
1'équivalence entre les conditions a) et b) et les conditions a') et

b') suivantes :
a) f est T® B(E) mesurable sur T X E

b) Pour tout t € T, la fonction ft est s.c.i. sur E non identique~-

ment +x© -,
4') La multi-application t - &pi ft est de graphe dans T ® R(E).

b') Pour tout t € T, 1'ensemble épi ft est fermé et mnon vide.

Le théoréme de sections, bien connu, de Debreu-Castaing,

devient alors la clef de 1'étude.

Of il existe un autre théoréme de sections, celui que nous
avons déja utilisé (M.F. Saint-Beuve, ibid), qui porte sur des multi-
applicationé d valeurs non nécessairement fermées. De plus les condi=

" tions a) et a'), aussi bien que b) et b'), se correspondent dans

1'équivalence précédente.

L'idée de 1l'extension des résultats de R.T. Rockafellar
trouve alors sa justification dans le fait qu'une fonction f obtenue
comme infimum d'une suite de fonctions fn vérifiant les hypothéses a)
et b), si elle vérifie la premiére,peut cependant ne pas vérifier la

seconde.
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1 - PRELIMINAIRES :

Soit (T,T,H) un espace mesuré complet ol U est une mesure

positive o-finie.

Soit E un espace de Banach séparable et E;,'son dual muni
de la topologie faible o(E',E). Par raison de commodité, on définit

l'espace F comme étant.arbitrairement E ou E; et on pose :

E si F = E!
s

E' si F=E
8

On considére dans ce qui suit une fonction f :
T X F -+ ]-o,+x]

dite intégrande et on note par ft la fonction x + £(t,x) .

1.1. DEFINITION : On dira que 1l'intégrande f est :

a) mesurable si f est T® B(F) mesurable sur T X F ,
b) normale si f est mesurable et si de plus la fonction ft
est s.c.i, pour tout t € T ,

c) convexe si la fonction ft est convexe pour tout t € T.

Les résultats suivants, quoique &lémentaires, associés au

théoréme de section cité plus haut seront 3 la base de toute la suite.

1.2. PROPOSITION : L'intégrande f est mesurable si et seulement si la
multi-application t + &pi ft est de graphe dans T® B(F x R).

DEMONSTRATION :

Contenue dans le lemme 4 de M. Valadier, c) .

1.3. PROPOSITION : Si f est mesurable, 1'intégrande f£ sur T x F, défini
par :

f(t,x) = %é% f(t,y) pour tout (t,x) € T xE

est aussi mesurable.

(C'est donc un intégrande normal).
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DEMONSTRATION

En effet on a épi Et = épi ft . Comme la multi-application
t > épi ft est de graphe mesurable, il en sera de méme de la multi-
application t + épi ft . Cela découle de (C. Castaing et M, Valadier a),

théoréme 40 ), valable aussi bien dans le cas de E que de E;.

1.4. PROPOSITION : Si f est mesurable, son intégrande polaire défini par

f*(t,y) = sup {< x,y > - f(t,x)]x € E} pour tout (t,y) € T x G

est convexe normal sur T x G.

DEMONSTRATION

f est un intégrande normal sur T x F (proposition 1.3.).

Son intégrande polaire (f)x, égal a f*, est alors mesurable (M. Valadier

¢), lemme 5),par suite convexe normal.

2 - DEFINITION DE LA FONCTIONNELLE INTEGRALE If ET CALCUL DE SA POLAIRE.

Soit défini sur T x F, un intégrande mesurable f. _
Si X : T > F est une application mesurable, l'application t + (t,X(t))
est alors mesurable de T dans T X F et il en sera de méme de 1'applica-

tion t » £(t,X(t)). On pose d'une maniére standard :

LX) = [ £(t,X(£))u(dr)

Si 1'application t » f(t,X(t)) est majorée ou minorée par une fonction
intégrable, l'intégrale précédente est bien définie et If(x) € [-o,4o] .
Sinon on convient de lui assigner la valeur +o .

Soit LF,(resp. LG) un sous-espace de 1'espace des (classes d')
applications mesurablesde T dans F (resp. G). On suppose que quelque

soit le couple (X,Y) appartenant é'LF X L 1'application

G’

t >~ < X(t),Y(t) > est intégrable. Les espaces LF et LG sont alors en

dualité par rapport d la forme bilinéaire

< K,Y > = [ < X(t),Y(t) > p(dt) .

T
On a donné au chapitre précédent la définition d'un espace décomposable

(cf. définition 2.10 et remarque 2.13).
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2.1. THEOREME : Si 1'espace L est décomposable et si If(X) < ®© pour au
moins X € LF’ alors
(If)*(Y) =1 (Y) , pour tout Y€ L
£* G

Si de plus 1'espace L, est décomposable et si I x(Y) < ®

G £

pour au moins Y € L, , alors :

X%

(1 X) =1 (X) s pour tout X € L

) .
£ £X% F

En conséquence, si f est un intégrande convexe normal,
alors sous les hypoth&ses précédentes, la fonctionnelle convexe If
est semi-continue inférieurement sur LF pour toute topologie loca-

lement convexe compatible avec la dualité.

DEMONSTRATION : (Pratiquement celle de R.T. Rockafellar, g)).

Soit Y € LG . I1 s'agit de montrer la relation

(1) sup IT {< X(t),Y(t) > - £(t,X(t))}Iu(dt) =
XLy

= [ sup {< x,Y() > - £(t,0)}u(de).
X

En remarquant que 1'intégrande (t,x) + £(t,x) - < x,y(t) >
vérifie les mémes hypothéses que f, on est ramené 3 montrer la relation

(1) dans le cas oii Y = 0. Cette relation devient :

inf [, £(6,X(e))ude) = [ inf £(t,x)ude) .

XeLg X

Soit B € R , arbitraire. De 1'inégalité triviale :

[ inf £(t,x)u(dt) < inf fp £(e,X(£))u(de)
X XELF

et du fait qu'il existe Xl € LF tel que 1l'intégrale IT f(t,X{t))u(dt)
soit finie, 1'inégalité inverse sera démontrée si l'on arrive a déduire

1'existence d'un &lément X de L vérifiant
(2) [p £, X(E)HuEe) < B
pourvu que l'on ait :

[ inf £(t,00u(de) < 8
X
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Sous cette dernié&re hypothése et l'hypothése faite sur
1l'espace de mesure, on peut trouver une fonction intégrable o

vérifiant

(3) [p 0 (0)u(dt) < B et inf £(t,x) <a (t),t €T
X

Soit I' la multi-application de T dans F, définie par

r(t) = {x € F[£(t,x) < o ()}

Son graphe

G

{(t,x) € T x Flf(t,x) - o _(t) <0}
appartient 3 la tribu T® B(F), puisque l'application
(t,x) > £(t,x) - a (t)

est mesurable. Par le théoréme de sections, il existe une application

mesurable Xo : T+ F telle que
f(tyxo(t)) _<__ ao(t) » te T

on aura donc, en tenant compte de (3)
[; £, X (£)u(de) < 8

On peut alors trouver un ensemble A€ T , de mesure finie tel que
[a £EX D) + o, £EX (E))ude) < 8

et il est méme possible de choisir A de maniére que 1'application X0
soit bornée sur A. Cela étant, 1'élément de 1'espace décomposable
défini par
X (£) si teaA
X(t) =

Xl(t) sinon

vérifiera alors la relation (2), ce qui établit le premierement du

théoreme.
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Le deuxiéme point du théoréme s'en déduit de maniére tri-

viale puisque le couple (I %
f
le couple (If,LF). On a donc :

LG) vérifie les mémes hypothéses que

(If)**(x) =1, (0 pour tout X L

f

En conséquence, si l'intégrande f est convexe normal, ce

qui correspond au cas ol
f = f ,‘ te T
il est bien clair qu'alors
)™ = 1.0 , Xel

If est ainsi s.c.i. sur LF' Comme elle est de plus convexe, elle est
s.c.i. relativement 3 toute topologie localement convexe compatible
avec la dualité@ entre les espaces LF et LG .
2.2. COROLLAIRE : Soit I' : T » F une multi-application de graphe mesurable,
a valeurs non vides, admettant au moins une section dans

1'espace LF . Si cet espace est décomposable, on a la relation

Co M. () = (coT) .
Ly MI'F

DEMONSTRATION

En posant pour tout t € T et x € F

0 si x¢€ P(t)
fl(t,x) =

+© sinon

1'intégrande fl ainsi définie est mesurable puisque la multi-application

t > épi ft = T(t) x R, est de graphe mesurable. Par hypothése, la
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fonctionnelle If n'est donc pas identiquement + ® sur LF . Comme
1
de plus la fonctionmelle I“* est telle que :

£

toutes les hypothéses du théoréme précddent se trouvent alors véri-

. . . x%x
fiées et on conclue donc que les fonctionnelles (If ) et I " sont

3
1 fl

identiques sur L Par suite les ensembles

F *

Xe LF[(If])**(X) < 0} & xe LFIIng(X) < 0}

qui ne sont autres que les ensembles EB'ML (T) et ML (coT) ,
F F
respectivement, sont é&gaux.

. COROLLAIRE : si 1'espace LF

au moins X € LF’ le sous différentiel et le sous différentiel

est décomposable et si If(x) < + « pour

inverse de la fonctionnelle If sont donnés par les formules

3 If(X) ML (t - Bft(X(t))) s Xel

c F

-1
Q1) ()

-1
MLF(t > (f) (X)) , Ye Lg -

DEMONSTRATION

Par application du théoréme précédent, il découle qu'un

élément Y de LG n'appartient i 1'ensemble BIf(X) que si 1'on a :

(4) fT £(e,X(t)u(de) + IT £*(¢,Y(e))u(de) fT< X(t),Y(t) > pu(dt)

Comme par ailleurs, 1'inégalité
(5) £(E,X(0)) + £5(6,¥(t)) > < X(t),¥(t) >

est toujours vérifiée pour tout t € T, la relation (4) n'est donc vraie
que si 1l'inégalité en (5) est en fait une égalité, et cela pour presque

tout t € T . Cette derniére condition n'est autre que la traduction de
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la relation

¥(t) € 3, (X(6)) p.p.

Ceci établit la premiére formule du corollaire. Pour montrer la
seconde formule, il suffit de reproduire la méme démonstration en
intervertissant simplement le rdle de X et de Y et en remplagant

tout sous différentiel que l'on rencontre par son inverse.

REMARQUE : si 1'intégrande f est normal dans le théoréme 2.1., on
retrouve le résultat donné par C. Castaing h) qui étend celui de
R.T. Rockafellar g) , établi pour un espace E réflexif. Il est
cependant possible, connaissant ces résultats de donner une seconde
démonstration du théoréme grdce a4 la proposition suivante qui est

intéressante en elle méme :

PROPOSITION : Si 1'espace Lg

au moins X € LF , alors les fonctionnelles If et I_ sont
f

est décomposable et si If(x) < ® pour

liées par la relation :
I_(X) <I (X)) , pour tout XEgEL
£ - F
En effet, sachant que 1'on a :
(1 )*(Y) =1 (Y) . pour tout Y€ L .
= x , G
f f
de la proposition 2.5., on tire aisément 1'inégalité
% b 3
(I)7°() < (If) (Y) , pour tout YE L

f

et comme on a trivialement

G

%
ap*<1,

on aura forcément 1'égalité

(If)*(Y) = If*(Y) , pour tout y€ L, .
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.5. :

Soient Be R et X, € Lg arbitraires tels que

IT £(t,X, (£))u(dt) < B »

La preuve sera faite si 1'on montre que dans ces conditions, on a :
I <
(XD < B

ou encore que tout voisinage V de Xl contient un élément X € LF

vérifiant :
If(x) < B

Soient donc Y,,...,Y appartenant a L, et € > O, arbitraires.
1 n G

I1 s'agit de trouver X ¢ L, tel que

max | [, < X)X (£),Y(t) > u(de)| < e
i=l,...,n

et
[p E(EX(E)uwe) <8 .

De 1'hypothé&se faite sur l'espace de mesure, on peut trouver deux
fonctions intégrables o et h de T dans R et de T dans R %’

respectivement, telles que :
(6) F(e,X (1) <a () , teT

7 e (tue) < 8
et fT h(t)u(dt) < e .

Soit A la multi-application de T dans F , définie par :

A(t) = {x ¢ Flf(t,x) < ao(t) et fl(t,x) < h(t)} ,

£,(t,x) = max [< x=X, (1), Y, (t) > , teT,xeF.
i=l,...,n
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Cette multi-application est de graphe mesurable, car les intégrandes
f et fl sont mesurables, et a valeurs non vides ; ceci découle de la

relation (6) et du fait que 1l'ensemble
{xeF | fl(t,x) < h(t)}

est un voisinage de Xl(t)’ pour tout t € T. Elle admet donc une section

X0 mesurable. On aura ainsi

fT £(t,X_(£))u(de) < B
et
[o £,(6,X (0)u@e) < e

On se donne maintenant un élément X de LF tel que l'intégrale
IT f(t,X(t))u(dt) soit finie. Comme 1'intégrale fT fl(t,X(t))u(dt)
est également finie, on peut alors trouver un ensemble mesurable A€ T ,

de mesure finie, sur lequel Xo est borné et vérifiant les inégalités

[y X (U + [, £(6,X(EDUEL) < 8
et
fa £(6XENUMED + [o\ ) £ (EXEDUEL) < B

Pour 1'élément X de 1'espace décomposable LF’ défini par

X () si tea
X(t) =

CX(t) sinon ,
On aura d'une part
[ £(6),X(®)uEe) < B
et d'autre part
max |[< X(£)=X, (t),Y;(t) > u(dt)[ <

i=l,...,n

iJ’T fl(tsi(t))U(dt) < €

1'élément X est celui que 1l'on cherchait et la proposition est

démontrée.
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3 - RESULTATS DE COMPACITE

Deux résultats de compacité sont donnés ci-dessous.
Le premier concerne 1'inf-compacité de la fonctionnelle If sur

-~

oo . - - - - - .
1'espace L , est aisé a établir, car cet espace est identifiable
9

s
au dual de 1l'espace de Banach'Lé . Le second porte sur 1'inf-compacité
de la fonctionnelle précédente sur 1'espace moins classique, Lt des

El
s

fonctions Y mesurables de T dans Eé pour lesquelles la norme :

¥l = [ heolluae
est finie. Cet espace sera en dualité avec 1'espace L;, par rapport
d la forme bilinéaire définie par :

< X,Y>=[_ <X(t),¥(t) > u(dt) pour tout X ¢ L. , Y e L}
T E

Eg

On notera que tous ces espaces sont décomposables.

3.1. THEOREME : Soit f un intégrande convexe normal sur T X E; . Si pour

tout X € LY , 1'application t - f*(t,x(t)) est intégrable,

la fonctionnelle If est alors O(L:v’LE) inf-compacte pour

toute pente X € Lé .

DEMONSTRATION

Le cas oﬁ.If est identiquement égal 3 + © sur L:' étant
s
trivial, on se raméne alors aux hypothéses du théoréme |
Les fonctionnelles If et Ifx sont convexes s.c.i. et polaires 1l'une
de 1'autre. La fonctionnelle I * étant par hypothése finie sur 1'espace
de Banach L: , ¥y est alors conginue (critére de Brondsted-Rockafellar).

Ceci est suffisant pour conclure au résulgat (th. 5.2., chap. 0).

3.2. COROLLAIRE [C. Castaing et M. Valadier]
Soit ' : T » E;, une multi-application a valeurs convexes
fermées non vides et de graphe mesurable. Si ' est i valeurs
dans une partie bornée fixe de E', 1'ensemble ﬂ(?) est alors

une partie G(L:',LE) compacte.
s
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DEMONSTRATION

L'intégrande particulier définie par

0 si xe€ T(t)
f(t,x) = " pour tout t € T et x € E

4+ sinon
vérifie évidemment les hypothéses du thépréme 3.1. . Comme on a :

mr ={vet | 1. <ot ,
E'
S

le résultat s'en suit.

REMARQUE : ©e corollaire aurait pu s'obtenir directement A partir du
théoréme 2.1. : En effet, sous les hypothéses, l'ensemble M(I') est

une partie bornée O(L:' . LE) fermée. Ceci est suffisant pour qu'elle
s

[¢4]
3 1
soit O(LE‘ s LE) compacte.

Le second thépréme de compacité est plus subtil.
Si pour R.T. Rockafellar g), l'espace E est réflexif, 1'hypothése
n'est cependant pas contraignante et la démonstration qu'on en donnera
sera a peu de choses prés la sienne. On utilisera le théoréme de décom-

position de 1'espace (L:)'

Ce résulgat, di & K. Yosida et E. Hewitt (1952) dans le cas o E = R,

redécouvert par A. Ya. Dubovitskii et A.A. Milyutin (1968), a &té étendu
3 un espace de Banach séparable par A.D. Ioffe et V.L. Levin n et
depuis au cas non séparable par V.L. Levin [a), b) pour les détails]

ainsi que par M. Valadier [e)] .

(1)

Les Auteurs ont fait savoir que la démonstration présentée dans ce
papier était incorrecte. On consultera donc l'article de V.L. Levin

[b)lou celui de M. Valadier [e)].
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Une fonctionnelle Z € (L:)' est dite absolument continue

par rapport 3 U s'il existe Y € L;' , tel que
s

<X,Z > = [ <X(D),¥() > ue) VX e Lo

Une fonctionnelle Z € (L:)' est dite singuli&re par rapport

a8 U s'il existe une suite d'ensembles Tn € T tels que :

(1) Tn+1 c Tn pour tout n € W

(ii) u(Tn N T')y >0 quand n > , pour tout T' € T

tel que u(T') < «

(iii) <X,2>=0 , pour tout X € L: s'annullant sur un

ensemble Tn .

. THEOREME DE DECOMPOSITION

o - .
Toute fonctionnelle Z € (LE)' se décompose de maniére unique
sous la forme Z = Za + ZS , ou Za est absolument continue

et ZS singuliére par rapport 34 U . De plus
Il = lizl + iz

o«
Dans la suite, on identifiera L! au sous espace de (L)'
' P E

s
constitué par les fonctionnelles absolument continues par rapport a u .

THEOREME : Si pour tout X ¢ L: , 1'application t -+ f*(t,X(t)) est

intégrable, la fonctionnelle If

est alors O(LI’,L:) compacte
E
pour toute pente X € L: . s

Le lemme suivant est fondamental pour la démonstration :
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LEMME : Si If(Y) < © pour au moins Y € L" et I *(X) < + o pour
E £
s
au moins X € L;, alors la fonctionnelle I* sur (L:)' définie
-par

1*(2) = sup {< X,2 >-I (DX e Lg} pour tout Z € (L:)'
£ |

peut se mettre sous la forme :
I*(Z) = If(Za) + sup {< X,Zs >i X € D} pour tout Z € (L:)'

o D={Xe¢lL;]| If*(X) <+ o}

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.5. T

En usant des mémes arguments que pour le théoréme 3.1., la
[e o]

fonctionnelle I * est continue sur l'espace de Banach LE . Relativement

oo . .
)'), sa fonctionnelle polaire, qui n'est

au couple d'espgces (L:, (LE
Q0

autre que 1* est alors 0((L:)',L;) compacte. Or pour tout X € LE et
A€ R, 1l'ensemble :

fze @' | T*@ - <x2> < A}

est inclus dans LI' , car D = L: . Mais sur’Ll, , la topologie

S s

O(L;' , L:) coincide avec celle induite par la topologie 0((L;)', L;),
s

tandis que les deux fonctionnelles ¥ et If s'identifient. Pour tout

[e o]
X ¢ L]R et A € R , 1l'ensemble

{ye Ll' 'If(Y) -<X,Y> < A}
Eg
. 1 L
est bien U(LE' s LE) compact.

S

DEMONSTRATION DU LEMME 3.6.

Posons pour simplifier g(t,x) = f*(t,x). On a, trivialement,

pour tout Z € (L:)'

*(2)

sup {< X,2, >+ <X,2 >~ Ig(x) | X e D}

< sup {< X,2_ > - Ig(X)IX € D} + sup {< X,Z_ >| X € D}

Ig*(za) + sup {< X,Z_ >| X € D}
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I1 reste 3 montrer 1'inégalité inverse. Il suffit pour cela de choisir

deux éléments X et XO de D, arbitraires, et de montrer que

b3
< > - < > <
(7 X,2Z, Ig(X) + <X ,Z < 1°(2)

La fonctionnelle ZS étant singuliére par rapport a y , il
existe par définition une suite Tn de T , vérifiant les conditions (i),

(ii), (iii) précédentes. On aura d'une part

Z >=0

<XV s
T\ T s

et d'autre part

b
< > - <
Xo WT + X T\ Tn, Za+ZS Ig(XO‘{‘Tn + X ) < 17°(2)

Y
n T \Tn

il s'en suivra gue

< X ¥ ¥ XY \T_’

b 3
> - + < > < .
i za Ig(XO‘PT X\PT \T ) + xo,zS < I°(2)

n n

La relation (7) sera établie si 1'on montre que les expressions

< + > .
XOWTn XWT \Tn’za et Ig(XOWT + XY ) tendent respectivement

n TN\
vers < X,Za > et Ig(X) quand n augmente, ou encore que les expressions

< - > - : .
(X0 XY Za et Ig((xo X)\PT ) tendent vers O quand n augmente

T b4
n n
Or celles-ci sont toutes deux de la forme IT h(t)u(dt), od h est une
fonction a valeurs réelles intégrable. Le résultat se déduit alors de

(ii) et du fait gue la mesure est o-finie.

3.7. COROLLAIRE : Soit T' : T + E; une multi-application de graphe mesurable
a valeurs convexes fermées non vides. S'il existe une fonction

intégrable h : T » R, telle que T(t) < h(t)IBE, pour tout

b
t € T, 1'ensemble M(I') est alors une partie O(L;' , ﬁ:)

compacte. s
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DEMONSTRATION

Semblable & celle du premier corollaire.

REMARQUE : Il est possible de déduire ce résultat du corol-

laire 3.2., en considérant la multi-application A définie par

A<t>=m‘7)m) , tET.

L'ensemble M(A) , inclus dans Lw' , est O(L:' , LE) compact. Comme

s s
' . . © 1 © 1 1 ©
1'application Ye L > h . Ye L est (0(L , L.),0(L , L))
E' E' E! E E' E
s S S [

continue, on conclut au résultat en remarquant que M(T') est 1'image,

par l'application précédente, de M(A).

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE

Dans le cas ol T est un espace compact, et u de Radon
C. Castaing [g)] a donné un résultat de cempacité dans Lé , sans

hypothése de séparabilité.






CHAPITRE  III

THEOREME DE STRUCTURE LIE AUX MESURES SANS ATOME
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Dans toute cette partie, le triplet (T,T,u) désignera un
espace mesuré complet relativement 3 une mesure positive u et X un
e.v.t. (réel) non trivial.

' Les notations du chapitre I seront reprises ici, sauf que
1'on désignera une classe de fonctions mesurables par un de ses

représentants.

1 - FORMULATION DU THEOREME : s

1.1. DEFINITION : On dit qu'un ensemble: A € T est un atome (pour la mesure p)
si p(A) # O et si pour toute partie A' € T incluse dans A,

on a ou bien u(A) = p(A') ou bien p(A') = 0
La proposition suivante est issue de la définition :
1.2. PROPOSITION : Les trois conditions suivantes sont équivalentes

1°) | est sans atome

2°) Pour tout ensemble Ao € T de mesure positive, il existe

une suite décroissante {A } d'ensembles mesurables
nn e IN
inclus dans Ao tel%q}que
o < .. J .
0 < u(An+]) < u(An) p(Ao) , pour tout n¢ NN

3°) Pour tout ensemble Ao € T de mesure positive, la variété

linéaire engendrée par le systéme

{y

A]AeT,ACAO}

est de dimension infinie.

DEMONSTRATION

On montre successivement

>

a) 1'implication 1) => 2)
Supposons la mesure sans atome et soit Ao €T, u(AO)'> 0.
Par définition, il existe forcément un ensemble mesurable A1 inclus

dans A0 et vérifiant

0 < u(Al) < u(Ao)
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b)

De méme, 1'ensemble A1 n'étant pas un atome, on peut trouver un

ensemble mesurable A2 inclus dans A] , tel que

0 < u(a,) < u(A])

En continuant ce processus indéfiniment, on &tablit donc 1'existence
d'une suite {An} décroissante d'ensembles mesurables inclus dans Ao’

< A < < PP ll
O LRI ( |1) (A ) (A ) .

L'implication 2) => 3)

Soit un ensemble Ao € T de mesure positive.

Par hypothése, on peut associer 3 cet ensemble une suite An de
parties de T vérifiant les conditions du deuxidmement. I1 suffit

alors de montrer que la variété linéaire engendrée par le systéme

{‘PA
n

| n e I}

est de dimension infinie. Pour ce faire, soit n € IN, arbitraire

et considérons une équation de la forme

En multipliant les deux membres de l'&quation par WA \A. on

. 0 1
obtient

>\0 Yy =0 s
Ao \Al

sachant que, d'une part

¥y . WA \A =0 , pour tout i=1,...,n
i o 1

et d'autre part

vy . ¥ =Y
Ao Ao \Al Ao \Al

La fonction ¥ , n'étant pas nulle, puisque l'ensemble A \A
AO \A] (o] 1

est de mesure positive, on conclut donc que Ao =0
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c)

DEFINITION : Une partie K de M(X) sera dite T-stable si pour tout o

a)

b)
c)

L'égquation (1) se réduit alors 3

n
r A, ¥, =0

1 i

1

Par induction, tous les coefficients Ki seront nuls

3) => 1)
Soit un ensemble A0 € T , arbitraire, de mesure positive. Il existe

par hypothése un ensemble A] € T , inclus dans Ao tel que WA #0
1
et tel que les vecteurs WA et WA soient non colindaires. On a donc
1 o

d'une part u(Al) > 0 et d'autre part WA V¥ . Dans ce cas, u(A])

A

est strictement inférieur 3 u(Ao) et 1'ensemble Ao n'est pas un

atome.

On introduit maintenant ce que l'on entendra par T—-stabilité.
q P

1
et 0, appartenant da K et A appartenant 3 T , 1'application

+ . .
al WA a, WT \A appartient aussi 3 K .

REMARQUES :

Pour toute multi-application I' de T dans X, mesurable ou non,
1'ensemble M(I') est T-stable.

Toute intersection de parties T-stables est T-stable.

Si K est une partie T-stable, pour tout a € K , 1'ensemble S(K;0)
est également T-stable : c'est 1'intersection de 1'ensemble T-stable

K et de 1l'ensemble 20 - K qui est &videmment T-stable.

Le théoréme s'énonce alors ainsi
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1.5. THEOREME (de structure)
Soit K ume partie convexe, T-stable, de M(X), et C une
partie convexe dont toute facette est de dimension zéro ou
de codimension finie dans Var {K} .

Si la mesure U est sans atome , alors on a la relation

(2) E(RN C)\ &(C) = (B(K) N C)\ &(C)

En conséquence on a
(3) ERNV) =g®ynNv,

pour toute variété affine de codimension finie dans Var {K}.
On déduira ce résultat & partir des deux lemmes suivants
1.6. LEMME : Si la mesure est sans atome et si K est une partie T-stable

de M(X), chacune de ses facettes est soit de dimension zéro,

soit de dimension infinie.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.6.

Soit ao € K . Il faut montrer que si l'ensemble S(K;ao) n'est
pas réduit 3 un seul élément, il est de dimension infinie. Sans restrein
dre la généralité on peut supposer que a est nul. Soit alors

o, € S(X,0), distinct de O. D'aprés la proposition 1, le systéme

{‘PAlAeT,ACAO}

A ={terT| a, (t) # 0}

b
est de dimension infinie. Par suite le systéme
{“1 Y, | Ae T, AC Al

est de méme de dimension infinie. Comme il est inclus dans 1'ensemble

S(K;0), le résultat s'en suit.
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1.7. LEMME : Si B et C sont deux parties convexes d'un e.v. (réel)

telles que :

1°) chacune des facettes de B est soit de dimension O
soit de dimension infinie,

2°) chacune des facettes de C est soit de dimension O
soit de codimension finie,

alors les points extrémaux de B, C, B N C vérifient la

relation :

E(BN C) \ E(C) = (§(B) N C) \ E(C)

DEMONSTRATION DU LEMME 1.7.

Comme on a :
E(BYN c< gBN C)

trivialement, 1'inclusion :
(E(B) N C)\ E(C) < g(BN C) \ £(C)

est &tablie. Soit alors x € £(BN C) \ £(C) ; on a donc :
F(BN C;x) = {x}.

D'aprés ce qu'on sait sur les facettes d'un ensemble convexe (cf. par

exemple [P.J. Laurent b)]), on peut &crire :

F(B N C;x) F(B;x) 1 F(C;x)

{x}

X n'étant pas extrémal de C, 1'ensemble F(C;x) est alors de codimension

finie. Comme ona aussi :
Var {F(B;x)} N Var {F(C;x)} = {x},

V'ensemble F(B;x) ne peut donc &tre que de dimension nulle : x est un

point extrémal de B.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5.

D'aprés le lemme 1.6., l'ensemble B = K satisfait les
hypothéses du lemme 1.7. et vérifie donc la relétion (2).

La relation (3) est alors triviale.

Les corollaires qu'on déduira du théoréme proviendront

exclusivement de la relation (3), suffisante pour les applications.

COROLLAIRE : Si 1'espace X est souslinien et si I est une multi-appli-
cation de T dans X, de graphe mesurable et & valeurs convexes
non vides, alors sous l'hypothé&se que la mesure py soit o-finie

et sans atome , on a la relation
()  EM(M N V) =METYOV

pour toute variété affine fermée V de codimension finie dans

Var (M(D)} .

DEMONSTRATION

Le résultat est une conséquence directe du théoréme de
structure, puisque 1'ensemble M(I') est T-stable, et du théoréme de

caractérisation général des points extrémaux de M(I') (Théoréme 2.8., I)

Dans le but de tenir compte de ce que l'on sait habituelle-
ment sur les points extrémaux, 3 savoir les résultats du genre de celui
de Krein-Milman, on est naturellement amené i considérer les ensembles
K précédents comme parties de certains espaces localement convexes de

M(X). Ainsi on aura
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. COROLLAIRE : Soit L un e.l.c.s. de M(X) et K une partie convexe
compacte et T-stable de L. Alors si la mesure U est sans

atome la relation
P (K) =p(E(K))

est vraie pour toute applicationp : L - RY (n € W)

linéaire et continue.

DEMONSTRATION

En effet, pour tout élément ao de K, l'ensemble KM V , oi
V={aeL :yp =-$(ao)}
est une partie convexe compacte non vide de L. On a donc

EXRNV) #0 .

Du théoréme de structure il découle que 1l'ensemble £(K) N V est non

vide. Ceci montre donc l'inclusion

PR <@ (E(K))

L'autre inclusion est triviale.
. *
Dans tout ce qui suit, on suppose que X est un e.l.c.s. et
que la mesure Y est o-finie. On désignera par L un sous-espace de M(X),
muni d'une topologie localement convexe séparée, sur lequel on défi-

nira 1'hypothése (H) suivante

(H) : On dira que l'espace L vérifie (H) si les deux conditions
suivantes sont satisfaites
a) Pour tout o € L et tout ¥ ¢ Lw, l'application produit o V¥
appartient 3 L
b) Pour tout o € L, fixé, 1'application ¥ + a¥ est continue de I

muni de la topologie O(Lw,LI) dans L.
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1.8. EXEMPLES : Soit E un espace de Banach, de dual faible Eé. Alors
' - Tous les espaces Lg (1 <p <x , munis de la topologie
P .qa ] 1 _ B
o(LL,L* ) ( E—+ a-— 1) correspondante, vérifient (H)
E'
s
- Tous les espaces Lg, (1 < p <) , munis de la topologie
P ; q 1 1 _ P
G(LE,,LE) ( ; + a—— 1) correspondante, vérifient (H).
s
1.9. LEMME : sSi 1'espace L vérifie (H), L est alors T-stable et pout

tout encsemble {al,...,an} d'éléments de L, définissant la

multi-application
(5) I'(t) = co {a](t),...,an(t)} , te T

de T dans X, l'ensemble M(T') est une partie convexe compacte

de L.

DEMONSTRATION

Le fait que l'espace L soit T-stable découle trivialement de

ce que l'on a
aWA €L s ¥o €L et ¥YAgerT

Soit maintenant O,,...,0 appartenant a4 L et soit I' la multi-applicatior
1 >n
définie par la relation (5). Posons

X 1}

1

D={0,...,0) € [0,1] |

™3

i=1

(o o)
L'ensemble M(D) est inclus dans 1l'espace (L )n et pour tout élément

v ,...,Wn) de M(D), l'application :

]
n
t> I Y.(t)o,
T ¥ ()a,(r)
1=1
est une section mesurable de ' . Réciproquement on va montrer que tout

élément de 1'ensemble M(T) est de cette forme Soit a € M(T).
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La multi-application

: n
£ {0y, ) € D | IAe(8) = a(n)}
: 1=1
est visiblement de graphe dans T 3 B(H{n), a8 valeurs non vides, sauf
éventuellement sur unbensemble de mesure nulle . En dehors de cet
ensemble négligeable, par le théoréme de sections, on peut alors trouver
(Wl,...,Wn) € M(D) tel que

n
a(t) = ¢ Wi(t)ai(t) pP.-P-

i=1

On peut donc écrire

[ng ]

Yoo, | (¥
1 1 1 1

M) = {

i v ) € M)}

Or, de l'hypothése faite sur l'espace L, il découle que 1'application :

n
(‘yl""’lyn) > Z \yiOLi ’
i=1
définie sur (Loo)n , est a valeurs dans L et qu'elle est o((Lm)n,(Ll)n)
continue. Comme 1'ensemble M(D) est une partie convexe, o((Lw)n,(Ll)n)
compacte, par exemple d'aprés le corollaire 3.2., II, le résultat

final s'en suit.

COROLLAIRE : On suppose que l'espace L vérifie (H) et que la mesure u
est sans atome, alors pour toute variété linéaire fermée V
de codimension finie dans L et toute application q apparte-
nant a4 L, il existe une application € : T + IR mesurable

telle que
+
a) e(t) =-1 p.p.

b) 1'application produit o . € appartient 3 V.

DEMONSTRATION

Soit I' la multi-application de T dans X, définie par

r(e) = [o(t),a(t)] » teT
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L'ensemble M(T), par le lemme 1.9. est une partie convexe compacte

de L. Son intersection avec la variété lindaire fermée V, étant non
vide, car 0 € M(T) N V , 1'ensemble E(M(T) N V) contient donc au moins
un €lément B. Du corollaire 1.6., relation (4), il découle que B est
une section extrémale de la multi-application I'. On conclut alors au
résultat, en remarquant simplement qu'une telle section est nécessaire-

ment de ta forme o . (WA - v ) ol A€ T : on prend

T \A

€=‘PAA— ‘FT\A

COROLLAIRE : On suppose que l'espace L vérifie (H) et que la mesure U
est sans atome. Soit G un e.l.c.s. et P une application de L
dans G, linaire et continue. Alors, pour toute partie K
T-stable de L et toute variété affine fermée W, de codimension

finie dans G, on a la relation :

WM cop(R) = WN PK)

au sens de la topologie faible sur G.
Si de plus G est de dimension finie, alors

1'ensemble*yp (K), lui-méme, est convexe.

DEMONSTRATION

L'inclusion dans un sens &tant triviale, il suffit alors de

montrer que l'on a :

WO cop((K) S W p) ,

Oou encore que

ol ncorcp Nk ,

1'adhérence étant prise au sens de la topologie faible sur L. Comme la
variété affineCp_l(W) est de codimension finie dans L, on est ramené

au cas o G = L et @ est 1l'identité sur L. Dans ce cas on va &tablir que
si la variété W rencontre l'ensemble co K, elle rencontre de méme

1'ensemble K :
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En effet, soit Ops--.,0 appartenant a K tels que l'on ait

Wi co{a,,eeesa } £ 6 .
1 n
Si ' est la multi-application de T dans X, définie par
T'(t) = co {a](t),...,ocn(t)}

1'ensemble M(T) est, d'aprés le lemme 1.9., une partie convexe compacte
de L, qui rencontre donc la variété W. En utilisant la relation (4) du
corollaire 1.6., on trouve que la multi-application I' admet une section

extrémale B dans W. Cette section extrémale est telle que
B(t) € {cx](t),--.,ozn(t)} p.p.
Elle appartient donc & K. On a bien WN K # ¢ .

Ceci fait, soit maintenant a € WN co K .
I1 faut montrer que a est faiblement adhérent & 1'ensemble W1 K.
Soit donc Q un ouvert faible de L contenant o Dans cet ouvert { , il
est possible de trouver une variété affine fermée V de codimension finie
dans L, passant par o

On a donc
VA WN coK# @ s
et d'aprés ce qu'on a montré, plus haut, il vient

VAOWNKG4# 9 ,

puisque la vari&té affine fermée VI W est également de codimension
finie dans L. Par suite, l'ensemble ouvert 0 rencontre l'ensemble W K
et a est bien adhérent 3 1'ensemble WN K . La premiére relation est
montrée.

Supposons maintenant que l'espace G est de dimension finie
et soit r un élément de 1'enveloppe convexe de p(K). L'ensemble
$—]({r}) 1 co K est donc non vide. D'aprés ce qu'on vient d'établir, on

aura également
plqrhnk 49

L'élément r appartient bien i ¢ (K)
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2 - APPLICATIONS

2.1. EXTENSION DU THEOREME DE CONVEXITE DE LYAPUNOV

Soit (T,T,u) un espace mesuré complet relativement & une

mesure U positive, o-finie et sans atome.

Soit E un espace de Banach séparable de dual faible E; et T :
T » E; une multi-application de graphe mesufable, a valeurs convexes

compactes non vides.

Soit enfin un ensemble fini {fl,...,fn} de fonction mesu-

rables de T dans E

2.1.1. THEOREME : S'il existe une fonction h mesurable sur T 3

valeurs positives telle que

a) 1la fonction t -~ h(t)“f;(t)H soit intégrable, pour

" tout i=l,...,n .
b). T(t) € h(t) IBE' R p.p. t€T

Alors, si on pose

L) = {[p< £(0),000) >uWt),...,[ < £ () ,a(t) >u(dD)}
1'ensemble

{I(@) | o : T~ E; mesurable et a(t) € £(T(t))p.p.}

. n . . ~
est une partie convexe compacte de IR et est identique &

1'ensemble

{1() ! a T E; mesurable et a(t) € I'(t) p.p.}

DEMONSTRATION

I1 est facile de voir que 1'ensemble
(1@ | aeMm?}

esgt identique 3 1'ensemble
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{fT < h(£)f, (t),B(t) > u(de),..., fT < h(t)f_(t),B(t) > u(de)[B € M)}

oi A est la multi-application définie par

1
h(t)

A(t) = T'(t) . teT.

n .
Cet ensemble est convexe compact dans IR, puisque

- d'une part , d'aprés le corollaire 3.2.(chapitre II), 1'ensemble M(A)

est convexe G(Lw ,L1) compact dans L’ 3
E' E E'
s ‘ s
- d'autre part, il est image de 1'ensemble M(A) par 1'application
< >
B~ {f < h(t)E, (£),B(¢) w@el,

RS of

] (o o]
Laquelle est bien définie sur L , linéaire et O(L ,LE) continue.
E' E'
s s

Le résultat final découle alors du corollaire 1.7.

2.1.2. REMARQUES :

a) Si E=TIR , I'(t) = [0,1] , pour tout t € T et si la mesure u est
finie, on retrouve le théoréme de A.A. Lyapunov (1940). Pour d'autres
démonstrations de ce théoréme cf. les articles de P.R. Halmos,

J. Lindenstrauss, J.A. Yorke.

. n . - .
b) Si E = TR, on retrouve 1l'extension qu'en ont donnée C. Castaing

(b) et c)) et M. Valadier c).

2.1.3. NOTES BIBLIOGRAPHIQUES :

I1 existe un grand nombre d'articles dévolus & ce théoréme
de A.A. Lyapunov, tant du point de vue théorique que pratique. On
consultera utilement 3 ce sujet les commentaires de V.I. Arkin et

V.L. Levin (p. 31 ).

Beaucoup de ces résultats peuvent d'ailleurs étre déduits de
maniére quasi directe a partir d'un des quatre corollaires qu'on a

établis,voire du théoréme 2.1.. Illustrons ce fait par un exemple simple



2.2.

Chapitre III - 46 -~

EXEMPLE :

Soit ' :+ T - E une multi-application 3 valeurs non vides,

alors l'ensemble défini par
rr = {feouEe) | ae Ly, alt) € T(e) pop.]

est d'adhérence faible convexe dans E

. n . -~
Si E= TR, l'ensemble fF' , lui-méme est convexe.

Ce résultat implicite dans A.D. Ioffe et V.M. Tikhomirov
et dont le second point est du 3 H. Richter (cf. aussi H.G. Kellerer ,

R.J. Aumann a)) découle trivialement du corollaire 1.11.

Quoiqu'il en soit, on donnera en fin de document une biblio-
graphie assez exhaustive, complétion de celle que V.I. Arkin et
V.L. Levin ont donnée. On espére qu'elle sera profitable d tout lecteur

intéressé.

APPLICATION DE LA THEORIE DE RIESZ SUR LES OPERATEURS COMPACTS

Soit (T,T,u) un espace mesuré complet relativement 3 une
mesure positive § o-finie et L un sous-espace de M(B, que l'on

suppose muni d'une topologie d'espace localement convexe séparé.

Soit k un opérateur linéaire compact dans L et a € L.
Un des problémes les plus cruciaux qui se pose dans cette théorie

est de trouver un élément B € L tel que

(1 + K¥)(B)(t) = alt) p.p-
I1 est bien connu qu'en général, ces seules hypothéses ne suffisent
pas i résoudre 1'équation posé. Or d'aprés ce que 1l'on sait (cf. par
exemple A. Grothendieck) 1'image de 1'application 1 + K est une variété
linéaire fermée de codimension finie dans L. On peut alors, en

vue d'appliquer les résultats précédents, "perturber" le probléme et

chercher pour o € L , fixé, un élément B € L , tel que

(6) | (1 + BE)| = || p.p.

C'est 1'objet du théordme d'existence suivant
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—
THEOREME : Si 1'espace L vérifie (H) et si la mesure i est sans
atome, alors pour tout g £ L,'l'équation (6) admet une

solution dans L

DEMONSTRAT ION

D'aprés ce que l'on a dit, plus haut, la variété lindaire
V =1Im (1 + k) est fermée et de codimension finie dans L . Sous les
théses du théoréme , on peut d'aprés-le corollaire 1.10 trouver
une application € : T - IR mesurable telle-que

a) e(t) =% 1 p.p.

b) € .ae€e V-

I1 existe donc une application B € L telle que
(1 + )(B)(t) = e(t)a(t) p.p.

on aura donc

[ (1 + B ()] = Jalt)|  p.p.

PROBLEME DE MEILLEURE APPROXIMATION DANS LE

Soit (T,T,u) un espace mesuré complet relativement i une
mesure positive 4 o-finie et sans atome, et soit E un espace de

Banach séparable.

Soit V un sous-espace de dimension finie dans 1'espace Lé

L
et X € LL\V .

hypo-

Le probléme de meilleure approximation de X0 par les éléments

de V au sens de la norme de Lé se pose ainsi

(P) Trouver X € V tel que :

R
]

Min jT lxce) - Xo(t)”u(dt)
Xev

[ X = x_(Oilue) .

On propose le théoréme de caractérisation suivant
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2.3.1. THEOREME (de caractérisation)

Une condition nécessaire et suffisante pour que i,e V soit
solution du probléme (P) est qu'il existe une application Y :

T - E; mesurable, vérifiant les trois conditions suivantes :

,) P«P.

1°/ Y(t) € E(BE
2°/ < X(8) - X (£),¥(t) > = |X(t) - X ()] p.p.
3°/ [ < X(t),¥(t) > p(dt) = 0 , pour tout X € V .

De plus, on a :

o= max - J'T <X _(£),Y(£)> u(de) .
Y: T~ Eé
mesurable
Y(t) € £(IBg,) p.p.
Yevt

DEMONSTRATION

Soit £ : T x E » IR, 1l'intégrande convexe normal défini par :
f(t,x) = Hx—Xo(t)“ pour tout t € T et X € E .
Avec les notations du chapitre II, on doit chercher X € V tel que :

I_(X) = Min I_(X)
£ %€V £

La fonctionnelle If'étant continue sur 1l'espace Lé ,» on sait alors que
(cf. P.J. Laurent b)) 1'élément X € V est solution du probléme (P) si

et seulement si l'on a :
B(If)()_() nvt#g.

Or l'ensemble B(If)(i) est convexe G(Lm s Lé) compact; le théoréme de
1 .
s

Krein-Milman permet donc d'écrire que :

) EQI () N V') 4 ¢
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Mais d'aprés le corollaire 2.3., II, 1'ensemble SIf(i) est de la forme :

axf(i) =M _ (D ,
L
E

v
S

oti ' est la multi-application de T dans E', définie par

T(t) = 3f(t,X(t))

{y e:mE'l di(t)—xo<t)” ='<§(t)-Xo(t),y >} ,terT

I1 est bien clair que cette multi-application est de graphe mesurable
et a valeurs non vides. Le corollaire 1.6., appliqué 3 la relation (7)

donne alors

MEM)Y NV # ¢

Comme de plus, pour tout t € T, I'(t) est une partie extrémale de
1'ensemble IB , on aura :
E Li

BT = Iy e & XX (O] =<X(@®)X _(0),y >}, teT

Par suite, une condition nécessaire et suffisante pour que 1'é&lément
X € V soit solution du probléme (P) est qu'il existe une application

(s 0]
Y E'LE vérifiant les conditions 1/, 2/ et 3/ du théoréme. Dans ce cas,

1
S

on sait que (cf. P.J. Laurent, ibid, ou R.B. Holmes)

Q
il

Max {- J'T <X (£),Y(t) > u@dt) | Y e B'N v}

Max {- [ < X_(£),Y(t) > u@dt) | Y ¢ £(B'N v4})
oi IB' est la boule unité de 1'espace LZ’ ayant pour expression :

B'={Y :T> E; Y mesurable et Y(t) ¢ B, p.p.}
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Le corollaire 1.6.,, permet, l3 encore, d'écrire que
E(IB' N VH) = {Y e v' | Y(t) € £(By) p.p.}

et on déduit immédiatement le second point du théoréme.

2.3.2. REMARQUE : Contrairement 3 ce qui a &té fait ailleurs dans le
cas d'espaces de fonctions continues ou‘dérivables (cf. P.J. Laurent a
P.J. Laurent et Pham-Dinh-Tuan, I. Singer), il a suffi d'une seule
fonctionnelle extrémale pour caractériser toutes les solutions de

probléme.

2.3.3. REMARQUE : Si E = IR, on retrouve un résultat semblable a celui
donné par B.R. Kripke et T.J. Rivlin (cf. aussi J.R. Rice).
S1 VS E , on a un résultat plus fin que celui propos

par E.G. Gol'§tein (cf. aussi C. Carasso).

2.3.4. REMARQUE : I1 n'y a pas en général unicité de la solution
(cf. E. Rozema). Ce résultat est bien connu dans le cas oi E = R
(cf. les commentaires de I. Singer) ; une démonstration basé sur le

théoréme de A.A. Lyapunov a été donné par R.M. Moroney.

2.3.5. EXEMPLE (cf. chapitre I, exemple 3.3.)

On suppose la mesure U finie. Soit S un espace métrique
compact, V un sous-espace de dimension finie de 1'espace L'c(T x 8)

et ¢O ¢ Lic(T x 8) \ V . On se pose le probléme suivant

(P") Trouver ¢ € V , tel que :

Q
fi

! Min fT max |¢(t,s) - ¢0(t,s)| u(dt)

oev SES

fT max |¢p(t,s) - ¢>O(t,s)| u(de)
S€ES

Du théoréme précédent, il vient
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2.3.5. COROLLAIRE : Une condition nécessaire et suffisante pour que
¢ € V soit solution de (P') est .qu'il existe deux applica-
tions 0 et € mesurables de T dans S et de T dans R,
respectivement, vérifiant les conditioms 1°/, 2°/ et 3°/

suivantes:
1°/ e(t) =1 p.p.

27/ e(e) (3(e,0(e))~9 _(£,0(£))) = max [¢(t,s)-_(t,s)| p.p.
' sES

3°/ [ e()é(t,0(t))u(dt) = 0 , pour tout ¢ € LC(T x S)
T

De plus on a :

a = Max - [ (6 _(t,0(t))udt)
T o}
c:T~>S
€ : T>1IR

0 et € mesurables

g P-P-

e(t) =
[ e(®)o(t,0(E)Iu(de) = 0 pour tout ¢ € Lic(T x S)

DEMONSTRATION :  on pose E = C(S) .

Soit ¢ -+ 5 1'application qui réalise 1'isomorphisme entre
les espaces Llc(T x S) et Lé . Par cette transformation, V est trans-
formé en V . ¢o en $o et le probléme P' en (ﬁ'). De pluE, un élément
® € V est solution du probléme (P') si et seulement si § est solution
du probléme (ﬁ') . Or ce dernier a exactement la méme forme que le

probléme (P)

Un élément ¢ € V est donc solution du probléme (P') si et

seulement s'il existe une application p : T > Eé mesurable telle que

a) p(t) € &(IB ;) p.p.
b) < B(6) = 0, (6),0(8) > = [5(0) - & (Ol p-p.

c) pe vt
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D'aprés le théoréme 3.4., I,—voir sa démonstration —
pour un tel p , il existe de maniére unique une application o :
T > S mesurable et une application € : T - R, mesurable,

e(t) =11 p.p. , telles que

< $(t),p(t) > = e(t) ¢(t,0(t)) p.p. pour tout ¢ € LIC(T x X)

Dans ce cas les conditions b) et c¢) peuvent s'écrire, respectivement

e(t) (#(t,0(e)) - ¢ (£,0(t))) = max [§(e,s) - ¢_(t,s)]
s€S

et
J'T e(t)(t,o(t))u(dt) =0 , pour tout ¢ € L C(T x §)

Le premier point du corollaire est établi. Pour montrer

le second point, on écrit par application du théoréme précédent, que

a = Max = [p < 9,(8),0(t) > u(de)
p : T~ ES
mesurable
p(t) € E(IBE,) pP.p-
pevt

D'aprés la représentation de p , qu'on vient de donner plus haut

on déduit trivialement le résultat.






CHAPITRE IV

INTERSECTION D'ENSEMBLES CONVEXES ET NON CONVEXES
AVEC DES VARIETES AFFINES FERMEES DE CODIMENSION FINIE
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INTRODUCTION :

Au chapitre précédent, on a abouti (cf. corollaire 1.11)

sous certaines hypoth&ses & 1'égalité non triviale du type
VN coK=Cco (VA K) ,

on s'est aussitot demandé si ces hypothéses ne conduisaient pas aussi

a 1'égalité
VA coK=VN co K .

La réponse 3 cette question s'est avérée négative dans le cas général.
Bien plus cette derniére relation n'a rien de commun avec la premiére.
Elle porte sur 1l'intersection simple d'un ensemble convexe et d'une
variété affine fermée de codimension finie. La notion essencielle qui

a été dégagée i travers cette &tude est celle de partie codimentionnel-
lement fermée. C'est elle qui fournit les bonnes hypothéses (la termi-

nologie a été choisie pour son caractdre assez suggestif).

1 - PARTIES CODIMENSIONNELLEMENT FERMEES :

Soit X et Y deux e.l.c.s. en dualité par rapport i une forme
bilinéaire notée < .,. > . Soit A une partie de X et {y],...,yn} un

ensemble ordonné de n éléments de Y. On pose :

- @(A;yl,...,yn) =A , 81 n=0.

. R' .
(i.e. quand 1'ensemble {yi}i=l , €St vide)

9 e ey

- O(A5y 5005y ) = {x € O3y seeey  DI< x,y > = max < x,y >},
X e Q(A;yl’...’yn_l)
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DEFINITION :

— A sera dite codimensionnellement fermée (en abrégé, on

dira co-fermée) pour 1'ensemble {yl,...,yn} si
@(EE-A;y],...,yn) = EB-Q(A;y‘,...,yn)

— A sera dite codimensionnellement fermée d'ordre n
(en abrégé on dira con—fermée) si A est co-fermée pour

tout ensemble {y],...,yn} de n éléments de Y.

— A sera dite co-fermée si A est con—fermée pour tout n

REMARQUES :

a) Si A est co-fermée pour {y],...,yn} (resp. con—fermée)
(resp. co-fermée) alors toute partie A' telle que A< A'C co A
est de méme co-fermée pour {y],...,yn} (resp. con—fermée) (resp.

co-fermée). En particulier,si A' = co A . Comme on a toujours
(1) ¥(co A;yl,-.-,yn) = co ¢(A;y1,---,yn)

1'étude des parties co-fermées est donc ramende i 1'étude des parties

convexes co-fermées. Elle ne dépend donc que de la dualité.
b) I1 est aisé de constatér a partir de 1'égalité

(2) ©(A;y1,---,yn) = ®(®(A;y],---,yn_]);yn)

que A est co~fermée pour {y],...,yn} (con—fermée) si et seulement si
A est co-fermée pour {yl,...,yn_]} (con_]-fermee) et @(A;yl,...,yn_l)

co-fermée pour Y (col-fermée).

c) Si A est convexe, @(A;y],...,yn) est convexe.
d) Si A est fermée , @(A;y],...,yn) est fermée.
e) @(A;yl,...,yn) est une partie extrémale de A.
EXEMPLES :
0) Toute partie convexe fermée est co-fermée !
1) Toute gartie compacte A telle que co A est compacte est

co—-fermée.
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2) Toute partie A telle que co A est fermée est co-fermée
(découle de la relation (1) et de Remarques 1, d) ).
On verra grdce 3 la proposition 1.10 que dans R" ,
la réciproque est vraie.
1.4. DEFINITION : Soit Xyr Xps eees X s n+! éléments d'un e.v. E.
On dira que le systéme {xi l i=0,...,n} est minimal si

la variété affine qu'il engendre est de dimension n .

1.5. DEFINITION : Soit V une variété affine fermée de codimension finie
et A une aprtie convexe d'un e.v. E. telles que ANV # ¢ .
On dira que V et A sont 1iés fortement si, m étant la codi-
mension de V dans la variété affine engendrée par V U A,

il existe m + 1 éléments X oo Xys eoey X de A formant un

l,
systéme minimal tel que 1'ensemble :

Vv ir co {xi | i=0,...,m}

soit réduit & un seul point.

Dans le cas contraire, on dira que V et A sont liés simplement.

Ces deux derniéres dé&finitions conduisent aux deux lemmes

suivants qui seront fondamentaux pour la proposition 1.10.
1.6. LEMME : Soit A une partie convexe et V une variété affine fermée de

codimension finie dansX.Si A et V sont liés fortement

alors :

DEMONSTRATION :

Soit n la codimension de V dans la variété affine engendrée
par VU A et {xo,...,xn} un syst&me minimal de A tel que l'intersection

VN ir co {xi l i=0,...,n} soit réduited un seul &lément x .
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Soit x appartenant 3 AN V . Supposons que x n'appartienne

pas 2 ANl V . Il existe dans ce cas un hyperplan fermé H séparant

strictement x de AN V. Cet hyperplan coupe donc le segment ouvert
Ix,x[ en un point unique, soit z. On peut toujours supposer z = O,
puisque 1'on peut se ramener 3 ce cas par translation. On pose

W=HMN V , et on définit la projection canonique,
p X>X /W .

L'espace X / W est isomorphe a la variété linéaire engendrée par le

-~

systéme {xo,...,xn,;} . Il est bien.clair que p(x) appartient i

ir p(A) puisque les trois ensembles ir p(A), ir p(A) et ir p(A) sont

identiques. D'autre part on a :

p(x) € p(A) et 0¢€ 1p&x),p(x)I

On sait que O appartient alors 3 ir p(A), mais cela entraine que

-1 . . . . . .
W=p {0} a une intersection non vide avec A, ce qui est impossible.

DEFINITION : Soit A une partie convexe de X et V une variété affine.
On dit que V est d'appui de A s1i VI A # @ et si tout segmen

ouvert contenu dans A, qui rencontre V, est contenu dans V.

En d'autres termes V'est d'appui de A si et seulement si

VI A est une partie extrémale non vide de A.
LEMME : Sous les hypothéses du lemme 1.6., si V et A sont liés sim-
plement; il existe un hyperplén fermé contenant V et d'appui

de A .

DEMONSTRATION

Soit p la projection canonique de X dans X / V .
Avec les hypdthéses_faites, p(V) sera un élément de p(K) \ ir (p(a)).
I1 existera alors un hyperplan passant par p(V) et d'appui de p(A)

(cf. F.A. Valentine). Par transformation inverse on obtient un hyper-

plan contenant V et d'appul de A .
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Le lemme suivant établit le lien entre les variétés d'appui

de codimension finie de A et les ensembles de type @(A;yl,...,yn).

1.9. LEMME : Soit A une partie convexe de X, alors pour toute variété
affine fermée V, de codimension au plus égale 3 n, d'appui

de A, on peut trouver yl,...,yn € Y tels que
Vi A= ®(A;yl,...,yn) .

et

(2 V=N {xeX|< )?,yi > = max {<x,yi> lx e CH SPRRRN AUP) 5 B
i=t1
Réciproquement, pour tout S AETERES AN € Y tels que l'ensemble
@(A;yl,...,yn) soit non vide, la variété affine V, définie
par la relation ( 2'), est de codimension au plus égale 3 n,

d'appui de A.

DEMONSTRATION

On raisonne par récurrence sur n
Si n =0 , tout est trivial.
Sinon, supposons le résultat vrai jusqu'a 1l'ordre n - 1

Soit donc V une vari&té affine fermée de codimension n, d'appui de A.
V et A ne peuvent évidemment &8tre liés que simplement. D'aprds le
lemme 1.8., il existe un hyperplan H fermé contenant V et d'appui de A.

On sait que dans ce cas on peut trouver un élément Yy € Y tel que

H={xegX]|< ;,yl > = max < x,y; >}

XEA

On "aura ainsi : 3

HN A = ®(45y,)
D'autre part V est de codimension n - 1 dans H . Aussi il découle de
1'hypothése de récurrence qu'il existe n - 1 forme linéaires ZgseresZ)
continues sur H telles que

VA A=06HN A;zz,...,zn)

n - —

et V= N{xeH |< X,z; > = max {< X,z >f xe€ dHN A;zz,...,zn)H

1=2
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Si pour tout i=2,...,n , v € Y est un prolongement de z, , on aura

alors

vi A

d(H N A;yz,...,yn)

]

@(@(A;y]);yz,---,yn)

= A3y 5y )
et aussi
n — —
v= N {xeg HI < X,y. > = max {< x,y. >] X € OHN Ajy,s...,y )1}

i=2 i 1 2 n
n B

= N {xe X| < x,y, > =max {< x,y, > lx € A3y, ,...,5 )1}
. 1 i 1 n
1=2

———————*—

On peut maintenant énoncer la proposition 1.10. suivante

qui caractérise les parties A coh—fermées.

1.10. PROPOSITION : Si A est une partie convexe de X, alors les trois condi-

tions suivantes sont &quivalentes
1°/ A est co -fermée

2°/ La relation :

3) ANvV=ANDV,

est vraie pour toute variété affine fermée d'appui de A

et de codimension au plus é&gale a n .

3°/ La relation (3) est vraie pour toute variété affine

fermée V de codimension au plus égale i n .

DEMONSTRATION

On montre d'abord 1l'équivalence des conditions 1°/ et 2°/.
(1°/ => 2°/)* Soit une variété affine fermée de codimension au plus

égale a n, d'appui de A .
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On peut, d'aprés le lemme 3, trouver yl,...,yn € Y , tels que

(4) VN A = @(K;yl,...,yn) s

et

<
]
O

{xe x| < §,yi >

] max {< X,y >| x e @(A;yl,...,yi_])}

u

i

Par hypothése, on peut écrire

n
V= N{xex| < X,y, > = max {< X,y >| x € @(A;y],...,yi_l)}
i=1]
puisque
(5) ®(A;yl,...,yi_l) = @(A;y],...,yi_]) s 1=l,...,n
Par suite
n pa— -
VA= D{xen|<xy >=sup < xy; > x € easy ..,y
i=1
(6) = @(A;y],---,yn)

Les relations (4), (5), et (6) donnent alors la relation (3), cherchée.

(2°/ => 1°/): Réciproquement, soit Yyseeesy € Y . Alors si 1l'ensemble
@(A;yl,...,yn) est vide, il est bien évident que 1'ensemble
@(A;yl,...,yn) qu'il contient est également vide et le résultat est tri-
vial. Dans le cas contraire, d'aprés le lemme 1.9., la variété v,
définie par

vV ={x¢X |< ;,yi > = max {< X,y > | x € @(K;yl,...,y. o,

1-1
est de codimension au plus égale 3 n , d'appui de A et telle que

(7) VN A = ®(K;y1,---,yn)
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Par hypothése, l'ensemble V{1l A est non vide : on peut donc trouver

un élément x ¢ A, tel que

)}

< X,y > = max {< X,y >| x € @(K;y],...,yn_1

Par suite, on a

max {< XY, > x € @(Z;y],...,yn_l)} =

= max {< x,yrl >l X € fb(g;y],...,yn)}

et donc

ANV = @(A;y],---,yn)

Cette derniére relation, la relation (7) et le fait que

v a=vQ A

donnent immédiatement le résultat.

I1 reste 3 montrer 1'équivalente des conditions 2°/ et 3°/.

L'implication 3°/ => 2°/ &tant triviale, il ne reste plus qu'a montrer

1'implication 2°/ => 3°/

Soit V une variété affine fermée de codimension au plus

égale 4 n dans X. On procéde par récurrence sur n.

si n=0 , tout est trivial.
Supposons maintenant le résultat vrai pour tout triplet (A',V',X'")
formé d'un convexe A', d'une variété affine fermée V' d'un e.l.c.s.

X' tels que codimX, Vi <n-1, (n>1).

Si A et V sont liés fortement, le résultat découle du

lemme 1.6. Sinon, par le lemme 1.8, il existe un hyperplan fermé H

contenant V et d'appui de A . On a

(8)

HN A=HN A
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i
;

Le triplet (HN A , V ; H) vérifie 1'hypothése de récurrence

puisque codimH V.< n=1 . On aura alors

VOHEHN A=VNHNA

]

vin A

et, en tenant compte de (8), il vient :

VAA=VN A

1.11. REMARQUE :

a) Une partie A, quelconque de X, est con—fermé si et seulement si
la relation, co (VN A) = VN co A ., est vraie pour toute variété

affine fermé V, de codimension au plus égaled n .

b) Si A est une partie con-fermée de X et @ une application linéaire
et continue de X dans um e.l.c.s. Xl telle que 1'ensemble p(co A)

soit fermé alors Pp(A) est une partie con—fermée dans X]

2

1.12. COROLLAIRE : Dans R" , une partie A est co-fermée, si et seulement

si son enveloppe convexe, co A, est fermée.

DEMONSTRATION :

On a vu (1.3., exemple 2) que si co A est fermé, alors A
est co—-fermé. Réciproquement supposons que A soit co-fermé et soit

X € co A . Comme conséquence immédiate de la proposition 1.10., on a :
{x}N coA={x}N co A .

Par suite l'ensemble {x} N co A est non vide, i.e. x € co A .
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.13. COROLLAIRE : Soit F ¢ iix, convexe, telle que F* soit non identi-
quement égal 3 + » , et soit V une variété affine fermée

de codimension finie. Si &pi F est con—fermé, alors :
° + =F +
1°/ F+¥, =F+vy,
pourvu que codim V < n .

2°/ En posant :

AF) = {x € V| F(x) = min F(x)}
x€V

et

A(F) = {x € V| F(x) = min F(x)} ,

x€V

on a la relation :

A(F) = A(F) ,

pourvu que codim V < n-1

DEMONSTRATION :

1°/ On a d'une maniére générale :

épi (F + Wv) épi (F + WV)

Vx IRN épi F.

D'aprés la proposition 1.10., on aura :

Vx RN éiF=Vx RN éitVF

épi (F + ¥y)

et donc, les fonctionnelles F + WV et F +kWV sont identiques.
2°/ A partir de 1°/, on peut écrire que :

Inf F(x)
xeV

Inf f(x) .
xeV

Q
]
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Par suite on a :

A(F) = {x € X | (x,0) € V x {a} N &pi F}

et

A(F) = {x e X | (x,0) € V x {a} N &pi F}

Comme :

Vx{a}N épi F=Vx {a}N &iF ,

on a donc

A(F) = A(F) .

2 - CONDITION SUFFISANTE DE "CO-FERMETURE" POUR UN EPIGRAPHE

2.1.

2.2.

Cette condition suffisante est donné par le théoréme suivant

THEOREME : Soit F ¢ rX , S.c.i., telle que F* soit partout finie
sur Y et T(Y,X) continue en au moins un point Y, Alors

1'ensemble &pi F est co-fermé.

Par démontrer ce théoréme, on utilisera les résultats de

trois lemmes.

LEMME Soit F ¢ r¥ , convexe et s.c.i., et soit y, € Y .

Alors sous l'une des deux conditions équivalentes suivantes
b .. .
a) F” est finie et T(Y,X) continue en Y,

b) F est 0(X,Y) inf-compacte pour la pente Yy o
l'ensemble épi F est localement compact et ne contient pas

de droite.
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DEMONSTRATION

(cf. J.L. Joly ou C. Castaing et M. Valadier b)).

2.3. LEMME (V. Klee) : Si A est une partie fermée d'un e.l.c.s. dont
1'enveloppe convexe fermée est localement compacte et ne

contient pas de droite, alors
1°/ g(co (ADC A

2°/ 1'ensemble co A est &gal i 1'enveloppe convexe fermée
de la réunion de ses points extrémaux et de ses rayons

extrémaux. .

DEMONSTRATION

On donne ci-dessous une autre démonstration du premier point,
différente de celle de V. Klee.

Soit x € £(co A) . Par ce simple choix d'un élément extrémal
de 1'ensemble C = co A, on élimine le cas trivial ol £(C) est vide et
1'on suppose implicitement que 1'ensemble localement compact C, ne
contient pas de droite. Il existe doné y € Y (cf. N. Bourbaki c),

exercice 21, p. 156), tel que 1l'ensemble :
{xec |< X,y > > < X sy > - e}
soit compact (¢ > O , &tant fixé). Posons :

H={xeX|<x,y>=<x,y>- ¢}

et
H, = {x¢€ X[< x,5y> > < XY > - e}

Par la proposition 2.4., qui suit, on a la relation :
H+ D C=co [H, NAU @ENC] ,

et X est extrémal de 1'ensemble compact co [(H+ NauU @ENCT.
Comme (H+ N A)U (HN C) est de méme compact, il contient donc X, s
Or X n'est pas dans H{l C, il est alors forcément dans H, 1 A, par

suite dans A.
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2.4. PROPOSITION : Soit A une partie non vide d'un e.l.c.s. X et H un
hyperplan fermé. Si H est 1'un des demi-espaces fermés

associés 4 H, on a la relation :

H, N €5A=c“o[(n+n A)U (HN co A)]

DEMONSTRATION

Soit H_ , le second demi-espace fermé associé a H. On pose

pour simplifier 1'écriture :

I1 faut montrer que :

C+ = co (A+ U Co) .

a) Le fait que co (A+ 8] Co) soitcontenu dans C+ est trivial.

b) Montrons 1'inclusion inverse. Soit x, €C_:
Si X, n'appartient pas i 1'ensemble EB'(A+ u Co), il peut en &tre
séparé strictement par un hyperplan fermé W. Dans ce cas W doit
aussi séparer strictement x, de C_ : en effet, si un élément x_
de C_ est dans le méme demi-espace fermé W, que X, il en sera
de méme pour tout 1'intervalle [x_,x,]. Or 1'intersection [x_,x+]r\Co
est non vide, donc W, rencontre C,» ce qui est impossible. Par
suite W sépare strictement X, de C_U A+ . Finalement, W sépare X,
de EB'(A_ U A+) =co A=C, de plus strictement, car X, gdw,

ce qui est encore impossible.
—

2.5. LEMME : soit F ¢ wrX » convexe, telle que F* soit partout finie
sur Y , alors l'ensemble épi F ne contient que des rayons

extrémaux paralléles a {0} x IR.
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DEMONSTRATION

En effet, si (xo’ko) € épi F et (x],A]) € épi F sont tels

que 1l'ensemble :
(oA ) +uxsh ) = (x50 )) [ w>0)
soit extrémal de épi F, on aura :

F(x_ + u(xl-xo))'= F(x,) + u(F(x)) - F(x)) , pour tout u > O .

Dans ce cas, si X, était différent de X s il existerait au moins

vy €Y , tel que l'expression :
< - - -
soit strictement positive. Dans ce cas

F (y)

| v

zzg (< X, * u(x,7x ),y > - F(x  + H(xy=x )))

= <X,y > - F(xo) + S:g u(< X "X ,y> (F(x])-F(xo)))

. . . . b .
et donc Fx(y) = + © , ce qul contredirait le fait que F° soit partout

finie.

DEMONSTRATION DU THEOREME Z.i.

Soit V une variété affine fermée de codimension finie
dans X X IR, d'appui de co épi F . D'aprés la remarque 1.11., a), il

suffit de montrer la relation :

VN co épi FC co(VN &pi F)
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2.7.. REMARQUE : Ainsi pour toute fonction F : IR

2.8.
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Comme, d'aprés le lemme 2.2., 1'ensemble épi F, par suite 1l'ensemble
VN épi F, vérifie les hypothdses du lemme 2.3., l'inclusion précé-
dente sera &tablie si 1'on montre que les points extrémaux et les
rayons extrémaux de 1'ensemble V1 co &pi F sont dans 1'ensemble

VO épi F . Or, V étant d'appui de co épi F, toute partie extrémale
de VN co &pi F est donc extrémale de V co épi F. Aussi est-on
ramené 3 montrer simplement que les points extrémaux et les rayons
extrémaux de co épi F sont dans épi F : En ce qui concerne les points
extrémaux, on applique le lemme 2.3. D'autre part, d'aprés le lemme
2.5., tout rayon extrémal de 1'ensemble co &pi F est paralléle 3

{0} x R . Comme tout rayon extrémal a pour origine un point extrémal,

qui se trouve donc dans 8pi F , le résultat final s'en suit.

COROLLAIRE : Soit E un espace de Banach, en dualité avec E'.
-t
Soit F ¢ IRE , s.c.i., telle que FX soit partout finie,

alors épi F est co-fermé.

DEMONSTRATION

E étant de Banach et F* étant convexe, s.c.i., on sait
. % . .
(critére de Brondsted-Rockafellar) que F~ est alors continue si

elle ast partout finie sur E.

"L, R ,» telle que F*

soit partout finie, 1l'enveloppe convexe de son épigraphe

est fermée. On retrouve un résultat de M. Valadier a) .

REMARQUE : soit F ¢ ikx y S.C. i . Alors si F est o(X,Y)
1nf-compacte pour la pente Yo les ensembles 0(X,Y) compacts
(3F) (yz) et oFF (y ) sont 1liés par la relation

-1

oF* (yl) = co (9F) (yl) .

En effet, tout point x extrémal de BF*(y) est tel que
(x,F**(x)) € £(épi F**) » (cf. P.J. Laurent b)). Donc
(x,F**(x)) € épi F , d'aprés le lemme 2.3.. Par suite on a
F(x) = F**(x) et donc x € (BF)—l(y]) . Le résultat découle

finalement du théoréme de Krein-Milman.
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3 - APPLICATION : MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE INTEGRALE NON CONVEXE.

Soit (T,T,u) un espace mesuré complet relativement. i une
mesure positive u o-finie et sans atome.

Soit E un espace de Banach séparable et f
T % E; + J]—o,+o] | un intégrande normal.

- - 13 oo .
Fixons un espace L comme étant ou bien 1'espace L y Tmuni

El
s
de la topologie 0(L°° ,LE) , ou bien 1'espace L' , muni de 1la topo-
El ]
[ o] s » ES
logie o(L! ,LE) » et on considére alors une application ¢ : L -+ er,

E'
s
linéaire et continue.

n
En posant, pour tout r € R :

2(r) = int {fp £, ¥(euE) | YeLet 6(1) =1},
et
A2y = v e L | o = r e (o) = 1, ,
et en définissant de maniére analogue, la fonctionnelle I¢** et
¢ £

1'ensemble A(I xx(r)), on obtient le théoréme suivant

f
3.1. THEOREME : Si pour au moins Y € L , 1'application t + f(t,Y(t)) est

sommable et si pour tout X € L' , 1l'application t -+ f*(t,X(t))

est sommable, alors

¢
f

. n
inf-compactes (pour toute pente) sur IR et propres,

¢

1°/ les fonctionnelles I et I s sont identiques, convexes,

2°/ pour tout r ¢ IRn, pour lequel la fonctionnelle If est
¢

f(r)) est non vide, d'adhérence

convexe compacte égale 3 1'ensemble A(Iq’>

finie, 1'ensemble A(I

**(r)) .

DEMONSTRAT ION

On procéde par étapes
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a) La fonctionnelle I¢ est s.c.1., sur L :
fxx

D'aprés le théoréme 3.1., II, (resp. 3.5., II) dans le cas
" oo

ou L =1L (resp. L' ), 1a fonctionnelle I est inf-compacte. Pour
' ' %
E E f
] s ®
tout r € R" , tel que I x*(r) soit fini, il existe donc Y € L, véri-
f
fiant les relations : - o

6(Y) = r et If**(Y) =_1z**(r) .

Par suite, pour A ¢ IR , arbitraire, on a :

]

{re R | I;t”(r) <Al = {re RVMJEY e L : ¢(¥) = r et Ifn(Y) <A}

proj _ {6(0) N ®™ x K)}

n
IR :

ou G(¢) représente le graphe de la fonction ¢ et’Kx » l'ensemble compact

défini par :

K)\={Y€Ll1f”(Y) < A .

Comme 1'ensemble G(¢) N l{n)x Kl est fermé dans R x KA » Sa projection
sur R™ est donc fermée. Ceci montre que la fonctionnelle I¢*x est s.c.i.

sur L . £

b) La fenctionnelle I¢** est convexe sur L :
£

I1 suffit de montrer que son é&pigraphe est convexe. Or, on a :

épi 11’” {(r,2,X) € R" x Rx L | ¢(X) = r et If**(x) < Al

proj { (G(¢) x RN (R™ x &pi I 3.
JRn x R £X%

L'ensemble G(¢) x IRIN R™ x épi I ), étant convexe, sa projection

xx
sur l'espace R" x IR est donc convexe.
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c¢) La fonctionnelle Id)xx est inf-compacte sur L :
f

On calcule sa fonctionnelle polaire. On a pour tout r' ¢ K :

(If*x)*(rv) = sup {< r,r' > - inf {Ifx*(Y) | YeEL et ¢(Y) = r}
= sup sup {<r,r' > -1 (V) }
r YeL : ¢(Y) = r g%
= sup {<p(Y),r' > -1 ()}
¥ f**
t
=sup {< Y, ¢(r") > -1 _.(V)} ,
Y f**
et donc :

¢ (x, ,
(1 **) (r")

x t '
: (7o)

I *(t¢(r')) , pour tout r' ¢ R" .
f

Ainsi, la fonctionnelle convexe, et s.c.i., I¢ est de polaire finie:

xx
on sait qu'elle est alors inf-compacte (critére de Brondsted-Rockafellar)

Elle ne prendra donc jamais la valeur —» , car sinon sa

polaire serait identiquement &gale 3 +o ., Comme, d'une part, l'on a :

Ii**(¢(Y)) < If**(Y) < If(Y) » pour tout Y€ L ,

et que d'autre part, la fonctionnelle I_ est non identiquement égale

f
a +o , sur L, le point e) suivant est établi

e) La fonctionnelle I¢** est propre sur L .
f

f) Les fonctionnelles I? SE.I¢,* sont identiques sur L :
f

Soit V une variété affine fermée de codimension finie dans L,
arbitraire. Il est bien clair que cette identité sera établie si 1'on

montre la relation :

(9)

If + WV(Y) = If**(Y) + WV(Y) » pour tout Yeg L ,
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car alors, on aura :

inf I_(X) = inf I x)
Xev f Xev fxx

et on pourra donc écrire que :

I?(r) = I¢x*(r) s pour tout r ¢ IRn .

f

En termes d'épigraphes, la relation ( 9) se traduit par :

(10) (V. x RN épi I =(V x R)N co épi I .

On concluera donc au résultat si 1'on montre les deux relations :

n (Vx RN épi If =(V x R)N co &pi If
(12) (V x R)N co &pi I, =@ x R)N co épi I

En remarquant que 1'épigraphe de la fonctionnelle If s'écrit :

L I = (A (OUED @A) € L x LT et (X(E)AD) € &pi £, p.p.} .

On voit, de maniére évidente que cet épigraphe est de la forme

PM 1(F)) ou I'(t) = épi ft (teT) et 1'application linéaire
LxL
et continue de L x L! dans L x R, définie par :

PEA) = (K[ ADUEE) , (KeL), (hel) .

La relation (11) devient alors une simple application du corollaire .11,
ch., III. '

Quant 3 la relation (12), elle ge déduirait de la remarque
1.11., a), si 1'on savait que 1'ensemble épi If était co-fermé dans
l'espace L x R. D'aprés ce qui précéde cet ensemble est 1'image de
1'ensemble ML o LI(F) par l'application linéaire et continue P

De maniére semblable, 1'ensemble épi 1 2q SE 1'image bar la méme appli-
’ f
cation de 1'ensemble ML N Ll(co ™
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Or, on a :

M (coT) =coM aT o,
L x LY L x L}

et comme la fonctionnelle I x est s.c.i., son épigraphe est fermé.
f
L'ensemble P (co M (T)) est donc fermé. Ainsi, dansle but
L x L! ,
d'appliquer les résultats de la remarque 1,11b)},il ne reste alors

plus qu'a montrer que 1l'ensemble M (T') est.co~fermé
L x L}

Comme la fonctionnelle I + est partout finie, alors pour presque tout
: f

t € T, la fonctionnelle f: est de méme finie, et donc d'aprés le
théoréme 1'ensemble I'(t) = épi ft est co-fermé. Le lemme suivant

achéve alors la démonstration :

LEMME : Soit T une multi-application de T dans un espace G du type
E ou Eé et soit LG (resp. LG,) un sous-espace de M(G)
(resp. M(G')) décomposable tel que l'application mesurable
t > <X(t),Y(t) > soit intégrable pour tout (X,Y) € LG X LG'
et tel que l'ensemble ML (') soit non vide.

G .
Alors si I est de graphe mesurable 3 valeurs co-fermées et

non vides p.p., l'ensemble M, (T) est co-fermé dans LGE.
e :

i
H

DEMONSTRATION

Remarquons tout d'abord que l'on ne restreindra pas la
généralité si 1'on suppose que ' est d valeurs co-fermées non vides
sur tout T, puisque l'on peut se ramener & ce cas en choisissant conve-
nablement une multi-application équivalente 3 T

Pour tout Y € L, soit ¢(I';Y) , la multi~application définie

G)
par

dr;Y)(t) = d(T(t);¥(t)) , teT

I1 n'est pas difficile de voir que cette multi-application est de graphe

mesurable.
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Si f] est 1'intégrande mesurable défini par
0 si x € T(t)
£, (e,x) =
+ sginon ,

on aura, d'une part

o(T(t)sy) , teT,yeG' ,

N
~~
o
g
]

et d'autre part

_] .
@GI )T (M =00 (MY, Ye Ly,

fl G

Aussi, aurons-nous, d'aprés le corollaire 2.3., ITI, la formule

(13) <I>(ML Ty = M (®(T;Y))
G G

On peut donc écrire, en utilisant le corollaire 2.2.,11

$®(ML (T);Y) = co M, (®(T3Y))
G G

M, (co ®(T;Y))
G

La multi-application I' étant a valeurs co-fermées, on a donc
co #(T3Y) = ¢(co T3Y)

Par suite

co oM (I);Y) M (d(co T;Y))
Lg Lo

oM (co T);Y)
G

car la formule (13) reste encore valable si 1'on remplace T par co T.
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Finalement, en utilisant une deuxiéme fois le corollaire 2.2.,II, on

obtient

co <I>(ML (T);Y) = ®(co ML r;y)y , Ye LG
G G
Ceci montre que 1l'ensemble CD(ML (T)) est co]—fermé.
G

On montre de la méme maniére qu'il est co,-fermé, etc...

2

2°/ Soit r € H{n , arbitraire tel que I¢x*(r) soit fini.
f
Posons
V={YyetL | ¢(Y) = r}
et
o = 1inf If(Y)
Yev

Les ensembles A(I?(r)) et A(I¢*x(r)) , s'écrivent
f

¢ = v v - .
A(If*x(r)) = {Y e L|(Y,a) e x {ahN épi Ifﬂ}
et
A = e |T,m e x {ahi epi 1.}

En utilisant les mémes arguments que pour montrer la relation (10),

on obtient

v x {a})) épi If =V x {ahN épi If**

o)
f

et comme 1l'ensemble A(I *(r)) est compact, on aura donc le résultat

final

Pry = acrd
MIE(E) = A ()
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REMARQUE : Si E = R™ , L = Lrll et ¢(Y) = fTY(t)u(dc) pour tout Y ¢ Lrl1

on sait (cf. R.T. Rockafellar, f)) que la condition

"I _(X) est finie pour tout X ¢ Lo
f* n

est &quivalente 3 la condition que :
"If* (x) est finie pour tout x € r" "

Le premiérement du théordme est donc 1'extension d'un résultat de
M. Valadier.

REMARQUE : Connaissant ce théoréme, il est alors possible d'étendre
le probléme d'Aumann-Perles dans la direction Berliocchi~Lasry-2Zvi

Arstein,
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NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Pour ce qui concerne le chapitre I, M. Valadier m'a
signalé que dans le livre qu'il &crit avec C. Castaing, celui-ci

prépare des résultats dans le sens des théorémes 1.5. et 2.8. .

Au chapitre III, le théoréme 1.5. a d'abord été donné dans
le cadre des multi-applications (cf. M. Benamara) . Puis on s'est
apergu qu'il suffisait pour le géndraliser de considérer certains
ensembles de fonctions mesurables vérifiant 1'hypothése de T-stabi-
1lité (cf. Définition 1.13.). Cette hypothése n'est pas nouvelle
puisqu'elle a déja été considérée, sous une forme semblable, au moins
‘par H. Halkin, d), et C. Olech, b). Celui~ci est méme arrivé, dans
certains cas, 3 montrer qu'une partie T-stable pouvait &tre définie
d partir d'une multi-application (cf. C. Olech, d), aussi
M.F. Saint Beuve, b)).

Enfin, signalons qu'il est possible d'étendre les résultats
de ce chapitre au cas de mesures vectorielles, ce qui aurait permis

de tenir compte de certains autres résultats disons Lyapunoviens.
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